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УДК 551.577

С. К. Асланов, М. Б. Косой, А. П. Царенко
Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова

РАСПАДЕНИЕ ГАЗОВОЙ СТРУИ ВНУТРИ ЖИДКОЙ СРЕДЫ
НА ПУЗЫРЬКИ

На основе уравнений баланса массы и энергии построена теория для приближённого
описания распада на пузырьки тонкой струи идеального газа, истекающей в окружаю-
щую идеальную жидкость. Под действием силы поверхностного натяжения, распреде-
лённой по поверхности раздела сред, и внутренних сил давления внутри струи, обуслов-
ленных сжимаемостью газа, поверхность струи деформируется и, при росте конечных
возмущений, распадается на пузырьки. Произведенный математический анализ поз-
волил однозначно оценить относительную величину среднего диаметра образующихся
пузырьков газа и расстояний между ними. Полученные результаты хорошо согласуют-
ся с результатами Рэлея из линейной теории неустойчивости струи.
MSC: 76B10.
Ключевые слова: струя газа, распад струи, поверхностное натяжение, работа рас-
ширения пузырька, неустойчивость возмущений.

Введение. Настоящая работа является продолжением построения анали-
тической теории распада тонких струй на капли, начатой в работе [1], в которой
исследован процесс распада тонкой жидкой струи в окружающей атмосфере на
основе законов сохранения массы и энергии, применённых к оконечному участ-
ку волнообразно возмущённой струи. В [1] были получены аналитические со-
отношения между геометрическими характеристиками невозмущённой струи и
характеристиками образованной после дробления струи капельной структуры. В
этой работе исследуется процесс образования пузырьков при регулярном распаде
тонкой газовой струи, которая истекает внутрь окружающей жидкости. Анализу
это явления посвящены исследования Рэлея [2]. Он подошел к решению задачи с
позиции линейной теории гидродинамической неустойчивости поверхности раз-
дела газовой струйки и окружающей жидкости, и получил оценку длины волны
максимальной неустойчивости этой поверхности: 𝜆* = 6, 48× 2𝑎.

Однако линейный анализ, проведенный Рэлеем, не может дать решения за-
дачи на стадии разрыва струйки газа, вызванного ростом возмущений на поверх-
ности струи, поскольку эти возмущения уже нельзя считать малыми, а, следо-
вательно, и оценить размеры пузырьков газа и расстояние между ними. Приме-
нение же законов сохранения массы и энергии в интегральной форме позволяет
сделать оценку значений указанных параметров.

Основные результаты. Механизм истечения тонкой струи газа в жид-
кость аналогичен механизму истечения тонкой струи жидкости в газ, поэтому
в исследовании можно использовать методы и приёмы, аналогичные тем, что
использовались в работе [1], конечно учитывая принципиальные различия фи-
зических свойств сред (жидкости и газа). По сравнению со струёй жидкости,
выпускаемой в газ, при исследовании распада газовой струи следует учесть эф-
фект сжимаемости в законах сохранения массы и энергии. А именно, в разных
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частях уравнения баланса массы (статья, формула) будут фигурировать различ-
ные плотности:

𝜋𝜌𝑐𝑙𝑎
2(2𝑙 +Δ𝑙) = 4

3𝜋𝜌𝑠𝑓𝑅
3, (1)

справа − плотность газа 𝜌𝑐𝑙 в невозмущённой струе радиуса 𝑎, а слева – плот-
ность 𝜌𝑠𝑓 = 𝜌𝜌𝑐𝑙 окончательно сформированного пузырька радиуса 𝑅 после от-
рыва. Процесс отрыва пузырька с конца струи, в силу его быстроты, считать
адиабатическим, т. е. подчинённым адиабате Пуассона: 𝜌 = 𝑝1/𝛾 , где 𝛾 = 𝐴𝑝/𝑐𝑣.
Таким образом, закон сохранения массы имеет вид

𝜋𝑎2(2𝑙 +Δ𝑙) = 4
3𝜋𝜌𝑅

3. (2)

По той же причине в уравнении баланса энергии должна присутствовать ра-
бота расширения газа (в отличие от случая жидкой струи). При квазистати-
ческом подходе давление в тонкой струйке и пузырьке соответственно можно
считать преимущественно формирующимися за счёт сил поверхностного натя-
жения окружающей жидкости, т. е. соответственно 𝑝𝑠𝑓 ≈ 2𝜎/𝑅 и 𝑝𝑐𝑙 ≈ 𝜎/𝑎, или
𝑝 = 2𝜂 и 𝜌 = (2𝜂)

1/𝛾 , где 𝜂 = 𝑎/𝑅 и для воздуха 𝛾 = 1, 4. Работа разраста-
ния сферического пузырька от радиуса 𝑎 до радиуса 𝑅 равна 𝑊5 =

´ 𝑉𝑅

𝑉𝑎
𝑝𝑑𝑉 ,

где 𝑑𝑉 = 4
3𝜋
(︀
𝑅3 − 𝑎3

)︀
𝑑𝜌 − элементарное изменение объёма пузырька за счёт

изменения плотности газа, 𝑉𝑎 и 𝑉𝑅 − объёмы пузырьков радиуса 𝑎 и 𝑅 соот-
ветственно. Заменим интеграл среднеинтегральным значением: 𝑊5 =< 𝑝 > Δ𝑉 ,
где Δ𝑉− приращение объёма пузырька, а < 𝑝 > среднее по объёму пузырька
давление. Так как Δ𝜌 = 𝜌 − 1 есть относительное изменение плотности газа в
сферическом слое (𝑎,𝑅), то Δ𝑉 = 4

3𝜋𝑅
3
(︀
1− 𝜂3

)︀ (︁
(2𝜂)

1/𝛾 − 1
)︁
.

Модель отрыва и формирования пузырька включает два этапа. Вначале об-
разуется цилиндрическое тело вращения вместе с двумя сферическими закруг-
лениями радиуса 𝑟, где 𝑟 меняется от значения 𝑎 до 𝑅.

Рис. 1. Отрыв и формирование пузырька

В дальнейшем эта фигура деформируется в сферу за счёт того, что на сфе-
рических частях напряжение равно 2𝜎/𝑅, а на цилиндрической части − 𝜎/𝑅.
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Поэтому для оценки среднего давления в газе < 𝑝 > принято давление равновес-
ного состояния газа выше описанной фигуры среднего радиуса 𝑟 = (𝑎+𝑅)

2 , то есть

< 𝑝 >≈ 2𝜎
𝑅(1+𝜂) . В итоге 𝑊5 = 8

3𝜋𝜎𝑅
2 (1−𝜂

3)((2𝜂)1/𝛾−1)
(1+𝜂) . Таким образом, уравнение

баланса энергии имеет вид 𝑊 =𝑊1 +𝑊2 +𝑊3 +𝑊4 +𝑊5, где 𝑊1, 𝑊2, 𝑊3, 𝑊4

получены в [1] и имеют вид:

𝑊1 = 2𝜋𝜎𝑎 (𝑙 +Δ𝑙) ; 𝑊2 = 2𝜋𝜎𝑎2 (1− 0.25𝜋) ;

𝑊3 = 2𝜋𝜎

{︂
𝑎𝑅

(︂
1−

√︁
1− (𝑎/𝑅)

2

)︂
+ 0.5

[︂
𝑎𝑅

√︁
1− (𝑎/𝑅)

2−

−𝑅2

(︂
0.5𝜋 − arcsin

√︁
1− (𝑎/𝑅)

2

)︂]︂}︂
.

𝑊4 = 4𝜋𝜎𝑅2
(︁
1− (𝑎/𝑅)

2
)︁
.

Безразмерное уравнение баланса энергии имеет вид:

𝑓 (𝜂, 𝜀) =
(︀
3− 𝜋

4

)︀
𝜂(3−1/𝛾) + 0, 5

(︁
arcsin

√︀
1− 𝜂2 − 𝜂

√︀
1− 𝜂2 − 4− 0, 5𝜋

)︁
𝜂(1−1/𝛾)+

+𝜂(2−1/𝛾) + 4
3

(1−𝜂3)
(1+𝜂)

(︀
𝜂−1/𝛾 − 21/𝛾

)︀
𝜂 + 2(1+1/𝛾)

3 𝑞 = 0,

(3)
где 𝜂 — неизвестная величина, 𝑞 = 1+2𝜀

1+𝜀 , 𝜀 =
Δ𝑙
2𝑙 — параметр уравнения.

Для определения корней уравнения [3] проведём исследование функции𝑓 (𝜂, 𝜀).
После дифференцирования 𝑓 (𝜂, 𝜀) по 𝜂 при фиксированном параметре 𝜀 и умно-
жения 𝑓 ′𝜂 на 𝜂1/𝛾

(3−1/𝛾) получаем

𝑓 ′𝜂 = (3− 0, 25𝜋) 𝜂2 +𝐴2𝜂 + 0, 5𝐴1

(︁
arcsin

√︀
1− 𝜂2 − 2− 0, 5𝜋

)︁
−

−0, 5𝜂
√︀
1− 𝜂2 − (2𝜂)1/𝛾

3−1/𝛾 + 4
3(3−1/𝛾)

1
(1+𝜂)2

×

×
{︁

1
𝛾

(︀
𝜂3 − 1

)︀
(𝜂 + 1) +

[︁
1− (2𝜂)

1/𝛾
]︁ (︀

1− 4𝜂3 − 3𝜂4
)︀}︁

= 0,

(4)

где 𝐴𝑘 = 𝑘−1/𝛾
3−1/𝛾 (для 𝛾 = 1.4 : 𝐴1 ≈ 0.125; 𝐴2 ≈ 0.563; 4

3(3−1/𝛾) ≈ 0.583). При
фиксированном 𝜀 при 𝜂* ≃ 0, 46 𝑓 ′𝜂 ≈ 0, 006 с точностью, меньшей 1%. Причём,
при переходе через 𝜂 = 𝜂* значение 𝑓 ′𝜂 меняет знак с "−" на "+" , т. е. 𝜂* ≃ 0.46
есть точка минимума функции 𝑓 (𝜂, 𝜀). Из уравнения 𝑓 (𝜂*, 𝜀) = 0 находится кри-
тическое значение 𝜀* = 0.076 и 𝑞* = 1.07. Таким образом, при 𝜂 = 𝜂*, 𝜀 = 𝜀* ми-
нимум функции 𝑓 (𝜂, 𝜀) выходит на ось абсцисс 𝜂. Поскольку в нелинейной стадии
симметрия волнообразования утрачивается, и участок перешейка растягивается
по отношению к разбухающему участку, то 𝜀 − величина неотрицательная и 𝜀 = 0
есть предельное значение. При подстановке 𝜂* = 0.46 и 𝜀 = 0 в функцию 𝑓 (𝜂, 𝜀)
имеем 𝑓 (0.46, 0) = −0.044. Сравнение этого значения функции со значениями
𝑓 (0, 0) = 1.043 и 𝑓 (1, 0) = 1.523 свидетельствует о том, что минимум функции
𝑓 (𝜂, 0) мало отличается от нуля. Значит при 𝜀 = 0 существуют два близких меж-
ду собой корня и близких к 𝜂* = 0.46, поэтому это значение можно принять в
качестве оценки корня. Действительно, при фиксированном 𝜀 кривая 𝑓 (𝜂, 𝜀) не
может опуститься ниже своего минимума. При 𝜀 = 𝜀* и 𝜂 = 𝜂* 𝑓 (𝜂, 𝜀) = 0, а зна-
чит, при 𝜀 > 𝜀* решение уравнения отсутствует, т. е. отрыва пузырька не будет.
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Поэтому 𝜀 6 𝜀*. С другой стороны, 𝜀 > 0. Таким образом, в интервале [0, 𝜀*] дол-
жен быть заключен показатель 𝜀 асимметрии волнообразования на поверхности
струи газа.

Заключение. Для полученных значений 𝜀 = 𝜀* и 𝜂 = 𝜂* сделаны сред-
ние оценки характерных величин изучаемого процесса. Для диаметра регулярно
образующихся пузырьков газа получено значение 2𝑅 ≈ 2.17 × 2𝑎, при этом рас-
стояние между ними имеет значение 𝐿 = 2

3
(2𝜂*)

1/𝛾

(𝜂*)
3 ≈ 6.45×2𝑎. Последнее хорошо

согласуется с результатом Рэлея [2] для длины волны 𝜆* максимальной неустой-
чивости, полученным с позиции линейной теории возмущений.
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Асланов С. К., Косой М. Б., Царенко О. П.
Розпадання газового струменя всерединi рiдини на бульбашки

Резюме

На основi рiвнянь балансу маси i енергiї побудована теорiя для наближеного опису
розпаду на бульбашки тонкого струменя iдеального газу, що витiкає в навколишню
iдеальну рiдину. Пiд дiєю сили поверхневого натягу, розподiленої по поверхнi роздiлу
середовищ, i внутрiшнiх сил тиску всерединi струменя, обумовлених стисливiстю газу,
поверхня струменя деформується i, при ростi кiнцевих обурень, розпадається на буль-
башки. Вироблений математичний аналiз дозволив однозначно оцiнити вiдносну вели-
чину середнього дiаметра утворюваних бульбашок газу i вiдстаней мiж ними. Отриманi
результати добре узгоджуються з результатами Релея з лiнiйної теорiї нестiйкостi стру-
меня.
Ключовi слова: струмiнь газу, розпад струменю, поверхневий натяг, робота розши-
рення бульбашки, нестiйкiсть збурення.

Aslanov S. K., Kosoy M. B., Carenko A. P.
Split of gas stream onto the bubbles inside liquid

Summary

A theory of the approximate description of the splitting of the thin jat of ideal gas flowing
into the incompressible frictionless liquid is constructed on the base of the balance equa-
tions of mass and energy. Under the surface tension force influence, distributed over surface
of division of environments, and the internal pressure forces inside the stream, caused by
the compressibility of the gas, stream surface is deformed, and with the growth of finite
indignations, is being broken up into the bubbles. Made mathematical analysis allowed un-
ambiguously to evaluate the relative value of the average diameter of the formed gas bubbles
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and the distances between them. The results are in good agreement with the Rayleigh results
of the linear theory of stream instability.
Key words: gas stream, split of the gas stream, work of bubble’s expansion, instability of the
perturbations.
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В данiй роботi розглянута квазiареальна нескiнченно мала деформацiя катеноїда, при
якiй вiдхилення вiд дотичної площини зберiгається у будь-якому напрямi.
MSC: 53A10.
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Вступ. Основнi рiвняння квазiареальної нескiнченно малої деформацiї по-
верхнi (квазiареальної н. м. д.) були здобутi в роботi [1]. В [2] розглядалася задача
про квазiареальну н. м. д., при якiй вiдхилення вiд дотичної площини залиша-
ється стацiонарним у будь-якому напрямi. В цiй роботi встановлено, що для iсну-
вання зазначеної деформацiї необхiдно i достатньо, щоб система рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩

𝑇𝛼𝛽,𝛼 − 𝑇𝛼𝑏𝛽𝛼 + 𝜇𝛼𝑐
𝛼𝛽 = 0,

𝑐𝑖𝛼𝑇
𝛼𝛽𝑏𝛽𝑗 + 𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼
,𝑗 − 𝑏𝑖𝑗𝜇 = 0,

𝑐𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽 = 0

(1)

мала ненульовий розв’язок (𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼, 𝜇). Тут через 𝑐𝛼𝛽 позначено дискримiнант-
ний тензор поверхнi (𝑐11 = 𝑐22 = 0, 𝑐12 = −𝑐21 =

√
𝑔, 𝑔 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔212, 𝑔𝑖𝑗− ме-

тричний тензор, 𝛼, 𝛽, 𝑖, 𝑗 = 1, 2), 𝑏𝑖𝑗− коефiцiєнти другої квадратичної форми.
Симетричний тензор 𝑇𝛼𝛽 ∈ 𝐶2, контраварiантний вектор 𝑇𝛼 ∈ 𝐶2 i функцiя
𝜇 = 𝜇(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶2 входять до розкладу частинних похiдних вектора змiщення
𝑈(𝑥1, 𝑥2) квазiареальної н. м. д. поверхнi за базисом 𝑟1, 𝑟2, 𝑛

𝑈𝑖 =
(︁
𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼𝛽 − 𝜇𝛿𝛽𝑖

)︁
𝑟𝛽 + 𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼𝑛, (2)

де 𝑟𝑖 = 𝜕𝑟
𝜕𝑥𝑖 , 𝑛− орт нормалi поверхнi, 𝛿𝛼𝛽−символи Кронекера.

Має мiсце

Теорема 1. [3] Будь-яка мiнiмальна поверхня ненульової гаусової кривини
𝑆 допускає квазiареальну нескiнченно малу деформацiю, при якiй вiдхилення вiд
дотичної площини зберiгається у будь-якому напрямi. При цьому тензорнi поля
𝑇𝛼𝛽 ∈ 𝐶2, 𝑇𝛼 ∈ 𝐶2 та функцiя 𝜇 = 𝜇(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶2 явно виражаються через
довiльну гармонiчну функцiю 𝜓 = 𝜓(𝑥1, 𝑥2) :

𝑇𝛼𝛽 =
1

2𝐾
𝜓𝛾,𝑘

(︀
𝑐𝛼𝛾𝑏𝑘𝛽 + 𝑐𝛽𝛾𝑏𝑘𝛼

)︀
, 𝑇𝛼 = 𝑐𝛼𝛾𝜓𝛾 , 𝜇 =

1

2𝐾
𝜓𝛼,𝛽𝑏

𝛼𝛽 . (3)

Об’єктом дослiдження в [3] була квазiареальна н. м. д. мiнiмальної поверхнi,
при якiй вiдхилення вiд дотичної площини залишається стацiонарним у будь-
якому напрямi. Оскiльки отриманi результати носять виключно теоретичний ха-
рактер, то надалi ми маємо намiр на прикладi поверхнi катеноїда продемонстру-
вати викладену в роботi [3] теорiю.

Надiйшла 12.10.2016 © Безкоровайна Л. Л., Хомич Ю. С., 2016
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Основнi результати. Катеноїд — це єдина мiнiмальна поверхня обертан-
ня ненульової гаусової кривини, яка утворюється обертанням ланцюгової лiнiї

𝑥2 = 𝑎 ch
𝑥1

𝑎

навколо вiсi 𝑂𝑋1 [4,5]. Форму катеноїда набуває мильна плiвка, натягнута на два
дротяних кола, площини яких перпендикулярнi до лiнiї, що з’єднує їх центри.

Нехай рiвняння катеноїда 𝑆 задано у параметричному виглядi

𝑟 =
{︀
ch𝑥1 cos𝑥2, ch𝑥1 sin𝑥2, 𝑥1

}︀
. (4)

Обчислимо
𝑟1 = { 𝑠ℎ𝑥1 cos𝑥2, 𝑠ℎ𝑥1 sin𝑥2, 1},

𝑟2 = {− 𝑐ℎ𝑥1 sin𝑥2, 𝑐ℎ𝑥1 cos𝑥2, 0},

𝑛 = {− cos𝑥2

𝑐ℎ𝑥1
,
− sin𝑥2

𝑐ℎ𝑥1
,
𝑠ℎ𝑥1

𝑐ℎ𝑥1
},

𝑔11 = 𝑔22 = ch2 𝑥1, 𝑔12 = 0,

𝑏11 = −1, 𝑏22 = 1, 𝑏12 = 0, (5)

𝑏11 =
−1

ch2 𝑥1
, 𝑏22 =

1

ch2 𝑥1
, 𝑏12 = 𝑏21 = 0,

𝑑11 = − ch2 𝑥1, 𝑑22 = ch2 𝑥1, 𝑑12 = 𝑑21 = 0,

𝐻 = 0,𝐾 = − 1

ch4 𝑥1
,

Γ1
11 = Γ2

12 = −Γ1
22 = 𝑡ℎ𝑥1, Γ1

12 = Γ2
11 = Γ2

22 = 0,

де 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝛼𝑔𝛼𝑗 , 𝑑
𝑖𝛼− тензор, обернений до тензора 𝑏𝑖𝛼, 𝐻− середня кривина по-

верхнi, 𝐾− повна кривина поверхнi, Γ𝑘𝑖𝑗− символи Христофеля. Оскiльки 𝑔11 =
𝑔22, 𝑔12 = 0, то поверхня катеноїда, задана у виглядi (4), вiднесена до iзотермiчної
координатної сiтки. Має мiсце

Теорема 2. Поверхня катеноїда допускає квазiареальну нескiнченно малу
деформацiю зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної площини у будь-якому
напрямi з вектором змiщення

𝑈 =
{︀
𝑐 sh𝑥1 cos𝑥2 + 𝑐1; 𝑐 sh𝑥

1 sin𝑥2 + 𝑐2; 0
}︀
, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (6)

Доведення. В теоремi 1 обґрунтовується iснування квазiареальної н. м. д.
довiльної мiнiмальної поверхнi, при якiй вiдхилення вiд дотичної площини збе-
рiгається у будь-якому напрямi. Доведено, що тензорнi поля 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 та функцiя
𝜇 виражаються через довiльну гармонiчну функцiю за формулами (3).

Задамо гармонiчну функцiю 𝜓(𝑥1, 𝑥2) як лiнiйну функцiю, а саме

𝜓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑐𝑥1 + 𝑐0, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (7)

i знайдемо тензорнi поля 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 та функцiю 𝜇 у випадку катеноїда.
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З (7) маємо

𝜓1 = 𝑐, 𝜓2 = 0,
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
= 𝜓𝑖. (8)

Для обчислення компонентiв 𝜓1,1, 𝜓2,2, 𝜓1,2 = 𝜓2,1 використаємо формулу для
визначення коварiантної похiдної вiд градiєнтного вектора 𝜓𝑖 у розгорнутому
виглядi

𝜓𝑖,𝑗 =
𝜕𝜓𝑖
𝜕𝑥𝑗

− 𝜓𝛼Γ
𝛼
𝑖𝑗 . (9)

З урахуванням (5)9 i (8) з (9) здобудемо

𝜓1,1 =
−𝑐
2

𝜕 ln 𝑔11
𝜕𝑥1

= −𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝜓2,2 =
𝑐

2

𝜕 ln 𝑔11
𝜕𝑥1

= 𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝜓1,2 = 𝜓2,1 = 0. (10)

Внаслiдок пiдставляння в (3) вiдповiдних значень з формул (5), (8) i (10) для по-
верхнi катеноїда дiстанемо вирази для компонентiв тензорiв деформацiї 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼
i функцiї 𝜇

𝑇 11 = 𝑇 12 = 𝑇 22 = 0, 𝑇 1 = 0, 𝑇 2 =
−𝑐

ch2 𝑥1
, 𝜇 = −𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝑐 ̸= 0, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (11)

Внесемо в (2) замiсть 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 та функцiї 𝜇 їх вiдповiднi значення з (11), тодi
у випадку катеноїда отримаємо систему двох векторних рiвнянь вiдносно однiєї
невiдомої — вектор-функцiї 𝑈(𝑥1, 𝑥2){︃

𝑈1 = 𝑐 𝑡ℎ𝑥1𝑟1 − 𝑐𝑛,

𝑈2 = 𝑐 𝑡ℎ𝑥1𝑟2.
(12)

Знайдемо розв’язок цiєї системи рiвнянь. Для цього спочатку з другого рiвняння
визначимо

𝑈 = 𝑐 𝑡ℎ𝑥1𝑟 + 𝜙(𝑥1), (13)

де 𝜙(𝑥1)− довiльна векторна функцiя вiд однiєї змiнної 𝑥1. Отриманий вираз (13)
пiдставимо в перше рiвняння системи (12), звiдки дiстанемо умову на вектор-
функцiю 𝜙(𝑥1)

𝜙′ = −𝑐
𝑐ℎ2𝑥1

𝑟 − 𝑐𝑛. (14)

Проiнтегруємо (14) з урахуванням формул (4), (5)3 :

𝜙(𝑥1) = {𝑐1; 𝑐2; −𝑐𝑥1 𝑡ℎ𝑥1}, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (15)

Нарештi внесемо в (13) замiсть функцiї 𝜙 її представлення з (15), тодi отрима-
ємо компоненти вектора змiщення 𝑈 квазiареальної н. м. д. катеноїда у явному
виглядi

𝑈 =
{︀
𝑐 sh𝑥1 cos𝑥2 + 𝑐1; 𝑐 sh𝑥

1 sin𝑥2 + 𝑐2; 0
}︀
, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Таким чином, внаслiдок деформування катеноїда 𝑆 дiстали поверхню 𝑆* :

𝑟* = 𝑟 + 𝑡𝑈, (16)

де 𝑈 — вектор-функцiя (6). Теорема доведена.
Наявнiсть вектора змiщення 𝑈(𝑥1, 𝑥2), а також його вигляд (6) дає змогу

сформулювати таку теорему
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Теорема 3. Якщо катеноїд закрiпити лише в однiй точцi, то вiн буде
жорстким вiдносно квазiареальної н. м. д., при якiй вiдхилення вiд дотичної
площини є стацiонарним у будь-якому напрямi.

Має мiсце також

Теорема 4. Квазiареальна нескiнченно мала деформацiя катеноїда з векто-
ром змiщення (6) має такi властивостi:

1) деформацiя катеноїда не зводиться до ареальної;

2) асимптотичнi лiнiї катеноїда при цiй деформацiї залишаються стацiо-
нарними;

3) здеформована поверхня катеноїда 𝑆* є мiнiмальною;

4) варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми катеноїда мають вигляд

2𝜀11 = 2𝜀22 = 𝑐 sh 2𝑥1, 2𝜀12 = 0, 𝑐 ̸= 0; (17)

5) варiацiя гаусової кривини катеноїда

𝛿𝐾 =
4𝑐 𝑡ℎ𝑥1

ch4 𝑥1
, 𝑐 ̸= 0. (18)

Доведення. Насамперед вiдзначимо, що квазiареальна н. м. д. катеноїда з
вектором змiщення (6) не зводиться до ареальної. Дiйсно, необхiдною i доста-
тньою умовою того, що квазiареальна н. м. д. поверхнi зводиться до ареальної, є
рiвнiсть 𝜇 ≡ 0 [1]. У нашому випадку функцiя 𝜇 дорiвнює

𝜇 = −𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝑐 ̸= 0, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Доведемо, що при квазiареальнiй н. м. д. катеноїда зi стацiонарним вiдхи-
ленням вiд дотичної площини у будь-якому напрямi асимптотичнi лiнiї також
залишаються стацiонарними. Мiнiмальна поверхня є поверхнею вiд’ємної гаусо-
вої кривини i на такiй поверхнi iснує регулярна сiтка дiйсних асимптотичних
лiнiй. На поверхнi 𝑆 рiвняння асимптотичних лiнiй має вигляд

𝑏𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 0, (19)

а на здеформованiй поверхнi 𝑆* (16) асимптотичнi лiнiї слiд шукати з рiвняння

𝑏*𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 0. (20)

Аналiтичною умовою того, що при зазначенiй деформацiї вiдхилення вiд до-
тичної площини зберiгається у будь-якому напрямi, є умови 𝛽𝑖𝑗 = 0, де 𝛽𝑖𝑗− це
варiацiї коефiцiєнтiв другої квадратичної форми [2]. Використовуючи розкладен-
ня коефiцiєнтiв другої квадратичної форми 𝑏*𝑖𝑗 поверхнi 𝑆* в ряд за степенями 𝑡,
дiстанемо

𝑏*𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑡𝛽𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑜(𝑡2). (21)

З останнього спiввiдношення маємо, що за умов 𝛽𝑖𝑗 = 0 формули (19) та (20) ви-
значають однi i тi ж геометричнi образи. Звiдси випливає, що у випадку, коли при
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квазiареальнiй нескiнченно малiй деформацiї катеноїда вiдхилення вiд дотичної
площини залишається стацiонарним у будь-якому напрямi, то асимптотичнi лiнiї
зберiгаються.

Для подальшого нам знадобляться наступнi формули, отриманi в роботi [1]

2𝛿𝐻 = 𝑇𝛼𝛽𝑐𝛼𝛾𝑏
𝛾
𝛽 + 𝑇𝛼,𝛽𝑐

𝛽·
·𝛼 + 2𝐻𝜇, (22)

2𝐻* = 2𝐻 + 𝑡
(︁
𝑇𝛼𝛽𝑐𝛼𝛾𝑏

𝛾
𝛽 + 𝑇𝛼,𝛽𝑐

𝛽·
·𝛼 + 2𝐻𝜇

)︁
+ 𝑜(𝑡2), (23)

2𝜀𝑖𝑗 = 𝑇𝛼𝛽 (𝑐𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽 + 𝑐𝑗𝛼𝑔𝑖𝛽)− 2𝜇𝑔𝑖𝑗 , (24)

𝛿𝐾 = 𝐾(𝑑𝛼𝛽𝛽𝛼𝛽 + 4𝜇). (25)

Покажемо, що здеформована поверхня катеноїда 𝑆* є мiнiмальною. Для цьо-
го пiдставимо в (22) замiсть тензорiв деформацiї 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 їх представлення через
гармонiчну функцiю 𝜓 з (3), тодi для мiнiмальної поверхнi отримаємо

𝛿𝐻 = 0.

На пiдставi формули (23) одержуємо, що середня кривина 𝐻* поверхнi 𝑆* дорiв-
нює нулю. Отже, поверхня 𝑆* є мiнiмальною.

Тепер переконаємося в тому, що варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної
форми катеноїда мають вигляд (17). Внесемо в (24) замiсть поля деформацiї 𝑇𝛼𝛽
та функцiї 𝜇 їх вiдповiднi представлення з (11), тодi, беручи до уваги форму-
лу (5)4, врештi решт для поверхнi катеноїда знайдемо явнi вирази компонентiв
першого тензора деформацiї 𝜀𝑖𝑗

2𝜀11 = 2𝜀22 = 𝑐 sh 2𝑥1, 2𝜀12 = 0, 𝑐 ̸= 0.

Далi доведемо, що варiацiя гаусової кривини поверхнi катеноїда при її квазi-
ареальнiй н. м. д. зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної площини у будь-
якому напрямi виражається за формулою (18). Дiйсно, оскiльки при зазначенiй
деформацiї варiацiї коефiцiєнтiв другої квадратичної форми дорiвнюють нулю,
то з (25) маємо

𝛿𝐾 = 4𝐾𝜇.

Звiдси для варiацiї гаусової кривини катеноїда остаточно дiстанемо

𝛿𝐾 =
4𝑐 𝑡ℎ𝑥1

ch4 𝑥1
, 𝑐 ̸= 0.

Теорему доведено.

Висновки. В данiй роботi розглянуто квазiареальну н. м. д. катеноїда, при
якiй вiдхилення вiд дотичної площини залишається стацiонарним у будь-якому
напрямi. В теоремi 2 доведено, що така деформацiя iснує i в явному виглядi
здобуто поле змiщення 𝑈 . До того ж встановлено, що зазначена деформацiя має
властивостi, викладенi в теоремi 4.
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Безкоровайная Л. Л., Хомич Ю. С.
О квазиареальной бесконечно малой деформации катеноида

Резюме

В данной работе рассмотрена квазиареальная бесконечно малая деформация катеноида,
при которой отклонение от касательной плоскости сохраняется в любом направлении.
Ключевые слова: деформация, катеноид, вектор смещения, вариация.

Bezkorovaina L. L., Khomych. Y. S.
About the quasiareal infinitesimal deformation of catenoid

Summary

In this paper we considered the quasiareal infinitesimal deformation of catenoid under which

the deviation from the tangent plane is preserved in all directions.

Key words: deformation, catenoid, vector of displacement, variation.
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Дослiджено мiшанi задачi для нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнними показни-
ками нелiнiйностi та iнтегральними операторами типу Вольтерра. Доведено iснування
та єдинiсть узагальнених розв’язкiв таких задач у вiдповiдних узагальнених просторах
Соболєва. Також отримано апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв дослiджуваних за-
дач.
MSC: 33C50, 33C52, 42B15, 42C10.
Ключовi слова: iнтегро-диференцiальне рiвняння, параболiчне рiвняння, змiннi пока-
зники нелiнiйностi, метод Гальоркiна, метод монотонностi .

Вступ. Iнтегро-диференцiальнi рiвняння параболiчного типу широко вико-
ристовуються у математичному моделюваннi складних явищ в сучасному приро-
дознавствi, економiцi та технiцi [18–23,29]. Зокрема такi рiвняння зустрiчаються
в задачах опису еволюцiї популяцiй [20], в теорiї ядерних реакцiй при вивченнi
процесу уповiльнення нейтронiв [29], в дифузiї заряджених частинок в плазмi та
в iнших рiзноманiтних задачах. В данiй роботi розглядаються нелiнiйнi парабо-
лiчнi рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегральними членами
типу операторiв Вольтерра або, як їх ще називають, операторiв пам’ятi.

Сформулюємо дослiджувану тут задачу. Нехай 𝑛 ∈ N; R𝑛 — лiнiйний простiр,
складений з впорядкованих наборiв 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) дiйсних чисел i надiлений
нормою |𝑥| := (|𝑥1|2 + . . . + |𝑥𝑛|2)1/2; Ω — обмежена область в R𝑛 з кусково-
гладкою межею 𝜕Ω; 𝜕Ω = Γ0 ∪ Γ1, де Γ0 — замикання вiдкритої множини на
𝜕Ω (зокрема Γ0 = ∅ або Γ0 = 𝜕Ω), Γ1 := 𝜕Ω ∖ Γ0; 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛) — одиничний
вектор зовнiшньої нормалi до 𝜕Ω; 𝑇 > 0; 𝑄 := Ω × (0, 𝑇 ), Σ0 := Γ0 × (0, 𝑇 ),
Σ1 := Γ1 × (0, 𝑇 ).

Розглядаємо задачу: знайти функцiю 𝑢 : 𝑄→ R, яка задовольняє (в певному
сенсi) рiвняння

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑

𝑑𝑥𝑖
𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)+

+

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑥, 𝑠)) 𝑑𝑠 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡) , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 , (1)

крайовi умови

𝑢
⃒⃒⃒
Σ0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝜈𝑎

⃒⃒⃒
Σ1

= 0 (2)
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i початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (3)

Тут 𝑎𝑖 : 𝑄×R1+𝑛 → R, 𝑓𝑖 : 𝑄→ R, ℎ : 𝑄× (0, 𝑇 )×R → R, 𝑢0 : Ω → R – заданi

дiйснозначнi функцiї, 𝜕𝑢
𝜕𝜈𝑎

(𝑥, 𝑡) :=
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) 𝜈𝑖, (𝑥, 𝑡) ∈ Σ1, – похiдна по

“конормалi”.
Типовим прикладом рiвнянь вигляду (1), якi ми вивчатимемо, є рiвняння

𝑢𝑡−
𝑛∑︁
𝑖=1

(︁̂︀𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑢𝑥𝑖
|𝑝𝑖(𝑥)−2𝑢𝑥𝑖

)︁
𝑥𝑖

+̂︀𝑎0(𝑥, 𝑡)|𝑢|𝑝0(𝑥)−2𝑢+

+

𝑡ˆ

0

̂︀ℎ0(𝑥, 𝑡, 𝑠)̂︀ℎ1(𝑢(𝑥, 𝑠)) 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑡) , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 , (4)

де ̂︀𝑎𝑖 > 0 (𝑖 = 0, 𝑛), 𝑝𝑖 > 1 (𝑖 = 0, 𝑛), ̂︀ℎ0 — вимiрнi обмеженi функцiї, ̂︀ℎ1 — лiпши-
цева функцiя. Вiдмiтимо, що величини 𝑝𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛), якi називають показниками
нелiнiйностi, є змiнними.

Нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння подiбнi до (4) з ̂︀ℎ0 ≡ 0 (зi змiнними пока-
зниками нелiнiйностi) у наш час вивчаються дуже активно (див. [2–7,9,10,13,17]).
Мiшанi задачi для цих рiвнянь описують багато фiзичних процесiв (див. [13,16]),
зокрема електромагнiтнi поля, електрореологiчнi рiдини, процеси вiдновлення зо-
браження, потiк струму в змiнних температурних полях. Розв’язки цих задач на-
лежать до вiдповiдних узагальнених просторiв Лебега i Соболєва. Вперше цi про-
стори були введенi у роботi [15], а їх властивостi були вивченi у працях [8,11,14,15]
та iнших.

Рiвняння вигляду (4) зi сталими показниками нелiнiйностi та iнтегральними
операторами дослiджувались у роботах [24, 25, 27, 28] та iнших. Зокрема у [28]
було дослiджено мiшану задачу для iнтегро-диференцiального рiвняння вигляду

𝑢𝑡(𝑡, 𝑥)−△𝑢(𝑡, 𝑥) +
𝑡ˆ

0

𝑔(𝑡− 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑥)) 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ (0,+∞)× Ω

𝑢 = 0 на (0,+∞)× 𝜕Ω, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

У працi [25] вивчається скiйкiсть глобального розв’язку нелокального рiвняння
Вольтерра

𝑢𝑡 −△𝑢 = (𝑎− 𝑏𝑢)𝑢−
𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑢(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0.

В данiй роботi, на вiдмiну вiд вiдомих нам робiт, ми розглядаємо нелiнiйнi
рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегральними членами, в яких
невiдома функцiя входить пiд знак iнтеграла за часовою змiнною, тобто, коли
значення розв’язку в актуальний момент часу залежить i вiд значень розв’язку у
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попереднi моменти часу. Основний результат даної роботи стосується однозначної
розв’язностi задачi (1) – (3) в узагальнених просторах Лебега i Соболєва.

Структура роботи така. У першому роздiлi введено основнi позначення та
допомiжнi факти. Формулювання задачi i основного результату мiстить другий
роздiл. У третьому роздiлi обґрунтовано основний результат.

Основнi результати

1. Основнi позначення i факти. Введемо деякi потрiбнi нам далi позна-
чення i функцiйнi простори. Нехай 𝐺 = Ω або 𝐺 = 𝑄. Припустимо, що функцiя
𝑟 ∈ 𝐿∞(Ω) така, що 𝑟(𝑥) > 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω. Через 𝐿𝑟(·)(𝐺) позначимо лiнiйний
простiр, який складається з вимiрних функцiй 𝑣 : 𝐺→ R таких, що 𝜌𝐺,𝑟(𝑣) <∞,
де

𝜌𝐺,𝑟(𝑣) :=

ˆ

Ω

|𝑣(𝑥)|𝑟(𝑥) 𝑑𝑥, якщо 𝐺 = Ω, i

𝜌𝐺,𝑟(𝑣) :=

¨

𝑄

|𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑟(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡, якщо 𝐺 = 𝑄.

Цей простiр є банаховим з нормою ||𝑣||𝐿𝑟(·)(𝐺) := inf{𝜆 > 0 | 𝜌𝐺,𝑟(𝑣/𝜆) 6 1} (див.: [11,
p. 599]) i його називають узагальненим простором Лебега. Зауважимо, що якщо
𝑟(𝑥) = 𝑟0 = const > 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω, то норма || · ||𝐿𝑟(·)(𝐺) спiвпадає зi стан-
дартною нормою || · ||𝐿𝑟0

(𝐺) простору Лебега 𝐿𝑟0(𝐺). Згiдно з [11, p. 599], якщо
ess inf
𝑥∈Ω

𝑟(𝑥) > 1, то спряжений до 𝐿𝑟(·)(𝐺) простiр [𝐿𝑟(·)(𝐺)]
′ можна ототожнити з

𝐿𝑟′(·)(𝐺), де 𝑟′ визначено рiвнiстю 1/𝑟(𝑥)+1/𝑟′(𝑥) = 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω. Зауважимо,
що множина 𝐶(𝐺) є щiльною в 𝐿𝑟(·)(𝐺) (див.: [11, p. 603]).

Нехай 𝑝 = (𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) : Ω → R𝑛+1 – вектор-функцiя, яка задовольняє таку
умову:

(𝒫) для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} функцiя 𝑝𝑖 : Ω → R є вимiрною i
𝑝−𝑖 := ess inf

𝑥∈Ω
𝑝𝑖(𝑥) > 1, 𝑝+𝑖 := ess sup

𝑥∈Ω
𝑝𝑖(𝑥) < +∞.

Через 𝑊 1
𝑝(·)(Ω) позначимо узагальнений простiр Соболєва, що складається з

функцiй 𝑣 ∈ 𝐿𝑝0(·)(Ω) таких, що 𝑣𝑥1
∈ 𝐿𝑝1(·)(Ω), . . . , 𝑣𝑥𝑛

∈ 𝐿𝑝𝑛(·)(Ω). Цей простiр є
банаховим з нормою ||𝑣||𝑊 1

𝑝(·)(Ω) := ||𝑣||𝐿𝑝0(·)(Ω) +
∑︀𝑛
𝑖=1 ||𝑣𝑥𝑖

||𝐿𝑝𝑖(·)(Ω). Пiд ̃︁𝑊 1
𝑝(·)(Ω)

– розумiтимемо замикання простору ̃︀𝐶1(Ω) := {𝑣 ∈ 𝐶1(Ω) | 𝑣|Γ0
= 0
}︀

в 𝑊 1
𝑝(·)(Ω).

Покладемо 𝑉𝑝(Ω) := ̃︁𝑊 1
𝑝(·)(Ω) ∩ 𝐿2(Ω). Легко переконатися, що 𝑉𝑝(Ω) є бана-

ховим простором з нормою ||𝑣||𝑉𝑝(Ω) := ||𝑣||𝑊 1
𝑝(·)(Ω) + ||𝑣||𝐿2(Ω) .

Пiд 𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) розумiтимемо простiр функцiй 𝑤 ∈ 𝐿𝑝0(·)(𝑄) таких, що 𝑤𝑥1 ∈

𝐿𝑝1(·)(𝑄), . . . , 𝑤𝑥𝑛
∈ 𝐿𝑝𝑛(·)(𝑄). Розглядатимемо цей простiр з нормою ||𝑤||𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄) :=

||𝑤||𝐿𝑝0(·)(𝑄)+
∑︀𝑛
𝑖=1 ||𝑤𝑥𝑖

||𝐿𝑝𝑖(·)(𝑄). Визначимо простiр ̃︁𝑊 1, 0
𝑝(·)(𝑄) як замикання про-

стору ̃︀𝐶1,0(𝑄) :=
{︀
𝑤 ∈ 𝐶(𝑄)

⃒⃒
𝑤𝑥𝑖 ∈ 𝐶(𝑄) (𝑖 = 1, 𝑛), 𝑤|Σ0 = 0

}︀
в 𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄). Очевидно, що для будь-якої функцiї 𝑤 ∈ ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄)

⋂︀
𝐿2(𝑄) маємо

𝑤(·, 𝑡) ∈ 𝑉𝑝(Ω) для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
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Покладемо

𝑈𝑝(𝑄) := ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄) ∩ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)).

Легко переконатися, що це банахiв простiр з нормою

||𝑤||𝑈𝑝(𝑄) := ||𝑤||𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) + ||𝑤||𝐿2(𝑄) + max

𝑡∈[0,𝑇 ]
||𝑤(·, 𝑡)||𝐿2(Ω) .

Очевидно, що для будь-якої функцiї 𝑤 ∈ 𝑈𝑝(𝑄) маємо 𝑤(·, 𝑡) ∈ 𝑉𝑝(Ω) для м.в.
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

I нарештi визначимо простори

𝐹𝑝′(𝑄) :=
{︀
(𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) | 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛),

𝑓𝑖 = 0 в деякому околi поверхнi Σ1 для кожного 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛}
}︀
,

де 1/𝑝𝑖(𝑥) + 1/𝑝′𝑖(𝑥) = 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω (𝑖 = 0, 𝑛),

𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ) := {𝜙 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) | supp𝜙 ⊂ (0, 𝑇 )}.

2. Постановка задачi та формулювання основного результату. Ми
розглядатимемо узагальненi розв’язки задачi (1) – (3). Для їх означення спочатку
введемо вiдповiднi класи вихiдних даних.

Нехай 𝑝 — вектор-функцiя, яка задовольняє умову (𝒫). Позначимо через AH𝑝
множину наборiв дiйснозначних функцiй (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, ℎ) , якi мають такi вла-
стивостi:

(𝒜1) для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} функцiя 𝑄×R1+𝑛 ∋ (𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉) ↦→ 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉) ∈
R є каратеодорiвською, тобто, для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 функцiя 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, ·, ·) :
R1+𝑛 → R є неперервною i для всiх (𝜌, 𝜉) ∈ R1+𝑛 функцiя 𝑎𝑖(·, ·, 𝜌, 𝜉) :
𝑄→ R є вимiрною; крiм того, 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 0, 0) = 0 для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 (𝑖 = 0, 𝑛);

(𝒜2) для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 i будь-яких (𝜌, 𝜉) ∈ R1+𝑛

маємо

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉)| 6 𝐶1

(︀
|𝜌|2/𝑝

′
𝑖(𝑥) + |𝜌|𝑝0(𝑥)/𝑝

′
𝑖(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝜉𝑗 |𝑝𝑗(𝑥)/𝑝
′
𝑖(𝑥)
)︀
+ ℎ𝑖(𝑥, 𝑡),

де 𝐶1 = const > 0, ℎ𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)
(𝑄);

(𝒜3) для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 i для всiх (𝜌1, 𝜉
1), (𝜌2, 𝜉2) ∈ R1+𝑛 виконується нерiвнiсть

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌1, 𝜉

1)− 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌2, 𝜉
2)
)︀
(𝜉1𝑖 − 𝜉2𝑖 )+

+
(︀
𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝜌1, 𝜉

1)− 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝜌2, 𝜉
2)
)︀
(𝜌1 − 𝜌2) > 𝐾1|𝜌1 − 𝜌2|2 , (5)

де 𝐾1 = const > 0;
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(𝒜4) для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 i для всiх (𝜌, 𝜉) ∈ R1+𝑛 маємо

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉)𝜉𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉)𝜌 > 𝐾2

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝𝑖(𝑥) + |𝜌|𝑝0(𝑥)
)︁
− 𝑔(𝑥, 𝑡) ,

де 𝐾2 = const > 0, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝑄) (очевидно, що 𝑔 > 0);

(ℋ1) функцiя 𝑄 × (0, 𝑇 ) × R ∋ (𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌) ↦→ ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌) ∈ R є каратеодорiвською,
тобто, для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ) функцiя ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, ·) : R → R є неперерв-
ною i для всiх 𝜌 ∈ R функцiя ℎ(·, ·, ·, 𝜌) : 𝑄 × (0, 𝑇 ) → R є вимiрною; крiм
того, ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 0) = 0 для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 );

(ℋ2) для майже всiх (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ) i для будь-яких 𝜌1, 𝜌2 ∈ R маємо

|ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌1)− ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌2)| 6𝑀 |𝜌1 − 𝜌2|, (6)

де 𝑀 = const > 0.

Тепер дамо означення узагальненого розв’язку задачi (1)–(3).

Означення. Нехай 𝑝 задовольняє умову (𝒫), (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, ℎ) ∈ AH𝑝, (𝑓0, 𝑓1, ..., 𝑓𝑛) ∈
𝐹𝑝′(𝑄), 𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω). Узагальненим розв’язком задачi (1)–(3) називають функцiю
𝑢 ∈ 𝑈𝑝(𝑄), яка задовольняє початкову умову (3) та iнтегральну рiвнiсть

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)𝑣𝑥𝑖
𝜙+ 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)𝑣𝜙+

+𝑣𝜙

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑥, 𝑠)) 𝑑𝑠− 𝑢𝑣𝜙′
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑣𝑥𝑖
𝜙+ 𝑓0𝑣𝜙

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 (7)

для будь-яких 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝜙 ∈ 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ).

Теорема. Нехай 𝑝 задовольняє умову (𝒫), (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, ℎ) ∈ AH𝑝, (𝑓0, 𝑓1, ..., 𝑓𝑛) ∈
𝐹𝑝′(𝑄), 𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω). Припустимо, що

𝐾1 −𝑀𝑇 > 0. (8)

Тодi задача (1)–(3) має єдиний узагальнений розв’язок i для нього правильна
оцiнка

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥+
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒
𝑢𝑥𝑖(𝑥, 𝑡)

⃒⃒𝑝𝑖(𝑥)
+|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑝0(𝑥) + |𝑢(𝑥, 𝑡)|2

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6 𝐶2

[︁¨
𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑓𝑗(𝑥, 𝑡)

⃒⃒𝑝′𝑗(𝑥)+𝑔(𝑥, 𝑡)}︁𝑑𝑥𝑑𝑡+ ˆ
Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥
]︁
, (9)
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де 𝐶2 > 0 – стала, яка залежить тiльки вiд 𝐾1, 𝐾2, 𝑀 , 𝑇 i 𝑝−𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛).
3. Обґрунтування основного результату. Для будь-якої функцiї 𝑤 ∈

𝐿1(𝑄) такої, що 𝑤𝑥1
, . . . , 𝑤𝑥𝑛

∈ 𝐿1(𝑄), введемо позначення

𝜕0𝑤 := 𝑤, 𝜕𝑖𝑤 := 𝑤𝑥𝑖
(𝑖 = 1, 𝑛),

𝑎𝑗(𝑤)(𝑥, 𝑡) := 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑤(𝑥, 𝑡), ∇𝑤(𝑥, 𝑡)), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝑗 = 0, 𝑛,

ℎ(𝑤)(𝑥, 𝑡, 𝑠) := ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑤(𝑥, 𝑠)).

При доведеннi теореми важливу роль вiдiграватиме таке твердження (див.:: [26,
лема 2])

Лема 1. Нехай 𝑤 ∈ ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄) та 𝑔𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛) такi, що

правильна iнтегральна тотожнiсть
¨

𝑄

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝜕𝑖𝑣𝜙− 𝑤𝑣𝜙′
}︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (0, 𝑇 ). (10)

Тодi 𝑤 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)) i для всiх 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ] (𝑡1 < 𝑡2)
правильнi рiвностi

𝜃(𝑡2)

ˆ

Ω

𝑤(𝑥, 𝑡2)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(𝑡1)

ˆ

Ω

𝑤(𝑥, 𝑡1)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥+

+

𝑡2ˆ

𝑡1

ˆ

Ω

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝜕𝑖𝑣𝜃 − 𝑤𝑣𝜃′
}︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, (11)

1

2
𝜃(𝑡2)

ˆ

Ω

|𝑤(𝑥, 𝑡2)|2 𝑑𝑥− 1

2
𝜃(𝑡1)

ˆ

Ω

|𝑤(𝑥, 𝑡1)|2 𝑑𝑥−

−1

2

𝑡2ˆ

𝑡1

ˆ

Ω

|𝑤|2𝜃′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+
𝑡2ˆ

𝑡1

ˆ

Ω

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝜕𝑖𝑤

}︂
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 . (12)

Доведення теореми. Спочатку доведемо єдинiсть узагальненого розв’язку за-
дачi (1)–(3). Припустимо протилежне i нехай 𝑢1 та 𝑢2 – рiзнi узагальненi розв’яз-
ки даної задачi. Розглянемо рiзницю мiж тотожнiстями, отриманими з (7) при
пiдстановцi замiсть 𝑢 спочатку 𝑢1, а потiм – 𝑢2. Iз здобутої тотожностi на пiдставi
леми 1 при 𝑤 = 𝑢1 − 𝑢2, 𝜃 ≡ 1, 𝑡1 = 0, 𝑡2 = 𝑇 , матимемо (див. (12)) рiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑤(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢1)− 𝑎𝑖(𝑢2))(𝜕𝑖𝑢1 − 𝜕𝑖𝑢2)+

+(𝑢1 − 𝑢2)

𝑡ˆ

0

(︁
ℎ(𝑢1)(𝑥, 𝑡, 𝑠)− ℎ(𝑢2)(𝑥, 𝑡, 𝑠)

)︁
𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0. (13)
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Розглянемо члени лiвої частини рiвностi (13). З умови (𝒜3) маємо нерiвнiсть
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢1)− 𝑎𝑖(𝑢2))(𝜕𝑖𝑢1 − 𝜕𝑖𝑢2)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾1

¨

𝑄

|𝑢1 − 𝑢2|2 𝑑𝑥𝑑𝑡. (14)

На пiдставi умови (ℋ2) (див. (6)) отримаємо

|ℎ(𝑢1)(𝑥, 𝑡, 𝑠)− ℎ(𝑢2)(𝑥, 𝑡, 𝑠)| 6𝑀 |𝑢1(𝑥, 𝑠)− 𝑢2(𝑥, 𝑠)| (15)

для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ).
Використавши нерiвнiсть Кошi—Буняковського та оцiнку (15), матимемо

⃒⃒⃒¨
𝑄

{︁(︀
𝑢1(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡)

)︀ 𝑡ˆ

0

(︀
ℎ(𝑢1)(𝑥, 𝑡, 𝑠)− ℎ(𝑢2)(𝑥, 𝑡, 𝑠)

)︀
𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒
6

6𝑀

ˆ

Ω

(︁ �̂�

0

|𝑤(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
)︁(︁ �̂�

0

|𝑤(𝑥, 𝑠)|𝑑𝑠
)︁
𝑑𝑥 =𝑀

ˆ

Ω

(︁ �̂�

0

|𝑤(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
)︁2
𝑑𝑥 6

6𝑀𝑇

¨

𝑄

|𝑤(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡 . (16)

На пiдставi оцiнок (14) та (16) з (13) отримаємо(︀
𝐾1 −𝑀𝑇

)︀¨
𝑄

|𝑤(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 0 .

Звiдси, врахувавши нерiвнiсть (6), отримаємо рiвнiсть
˜
𝑄

|𝑤(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0,

тобто, рiвнiсть 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡) для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄. Це суперечить нашому при-
пущенню, що i доводить єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (1) – (3).

Тепер доведемо iснування узагальненого розв’язку задачi (1) – (3), викори-
ставши метод Фаедо—Гальоркiна. Отож, нехай {𝑤𝑗 ∈ 𝑉𝑝(Ω) | 𝑗 ∈ N} — лiнiйно
незалежна сiм’я функцiй, яка є повною в просторi 𝑉𝑝(Ω). Очевидно, що ця сiм’я

функцiй є повною i в 𝐿2(Ω). Покладемо 𝑉𝑝,𝑚(Ω) =
{︁ 𝑚∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑤𝑘

⃒⃒⃒
𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 ∈ R

}︁
,

𝑚 ∈ N. Очевидно, що замикання простору
⋃︀
𝑚∈N

𝑉𝑝,𝑚(Ω) за нормою 𝑉𝑝(Ω) спiвпадає

з простором 𝑉𝑝(Ω).
Оскiльки сiм’я функцiй

{︀
𝑤𝑗 | 𝑗 ∈ N

}︀
є повною в 𝐿2(Ω), то можна вибрати

послiдовнiсть функцiй {𝑢0,𝑚}∞𝑚=1 таку, що 𝑢0,𝑚 ∈ 𝑉𝑝,𝑚(Ω) для всiх 𝑚 ∈ N i

||𝑢0 − 𝑢0,𝑚||𝐿2(Ω) −→
𝑚→∞

0 . (17)

Тепер перейдемо безпосередньо до використання методу Фаедо—Гальоркiна.
Для кожного 𝑚 ∈ N гальоркiнське наближення 𝑢𝑚 шукаємо у виглядi

𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑚,𝑘(𝑡)𝑤𝑘(𝑥) , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 ,
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де 𝑐𝑚,1, . . . , 𝑐𝑚,𝑚 – абсолютно неперервнi функцiї, якi є розв’язками задачi Кошi
для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

ˆ

Ω𝑡

𝑢𝑚,𝑡𝑤𝑗 𝑑𝑥+

ˆ

Ω𝑡

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑤𝑗+ (18)

+𝑤𝑗

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥 = 0 , 𝑗 = 1,𝑚 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ,

𝑢𝑚|𝑡=0 = 𝑢0,𝑚 , (19)

де Ω𝑡 := {(𝑥, 𝑡)|𝑥 ∈ Ω}, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Доведемо iснування та єдинiсть розв’язку задачi (18), (19). Оскiльки функцiї

𝑤1, . . . , 𝑤𝑚 — лiнiйно незалежнi, то матриця
(︁
𝑎𝑚𝑘,𝑗 :=

´
Ω

𝑤𝑘𝑤𝑗 𝑑𝑥
)︁𝑚
𝑘,𝑗=1

— додатно

визначена. Отже систему звичайних диференцiальних рiвнянь (18) можна запи-
сати в нормальнiй формi. За теоремою Каратеодорi (див.: [1]) отримаємо iсну-
вання та єдинiсть глобального розв’язку 𝑐1,𝑚, . . . .., 𝑐𝑚,𝑚 задачi (18), (19). Цей
розв’язок визначений на промiжку [0, 𝑇𝑚⟩, де 𝑇𝑚 6 𝑇 . Тут кутова дужка "⟩"
означає або круглу ")", або квадратну "]" дужку. Далi ми отримаємо оцiнки, з
яких, зокрема, випливатиме, що [0, 𝑇𝑚⟩ = [0, 𝑇 ].

Для кожного 𝑗 ∈ {1, ...,𝑚} i майже кожного 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) домножимо рiвнiсть з
номером 𝑗 системи (18) на 𝑐𝑚,𝑗(𝑡) i пiдсумуємо отриманi рiвностi. У результатi
для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) здобудемо

ˆ

Ω𝑡

𝑢𝑚,𝑡𝑢𝑚 𝑑𝑥+

ˆ

Ω𝑡

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥 = 0. (20)

Проiнтегруємо рiвнiсть (20) за 𝑡 вiд 0 до 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩, використавши формулу
iнтегрування частинами. У результатi отримаємо рiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥+

+[𝛿 + (1− 𝛿)]

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁
𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, (21)

де 𝛿 ∈ (0, 1) – довiльне число.
Зробимо вiдповiднi оцiнки членiв рiвностi (21). На пiдставi умов (𝒜1) i (𝒜3)

маємо таку оцiнку
�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾1

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡, (22)
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а з умови (𝒜4) здобуваємо

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾2

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

�̂�

0

ˆ

Ω

𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡.

(23)

З умов (ℋ1) i (ℋ2) легко випливає нерiвнiсть

|ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠)| 6𝑀 |𝑢𝑚(𝑥, 𝑠)| (24)

для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ).

Врахувавши оцiнку (24) та використавши нерiвнiсть Кошi—Буняковського,
матимемо

⃒⃒⃒ �̂�

0

ˆ

Ω

{︁
𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠)𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒
6

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁
|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)| ·

𝑡ˆ

0

|ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠)|𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6𝑀

ˆ

Ω

{︁(︁ �̂�

0

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
)︁(︁ �̂�

0

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑠)|𝑑𝑠
)︁}︁
𝑑𝑥 6𝑀𝑇

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡 . (25)

Далi використовуватимемо нерiвнiсть Юнга:

𝑎𝑏 6 𝜀|𝑎|𝑞 + 𝜀−
1

𝑞−1 |𝑏|𝑞
′
, 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑞 > 1, 𝜀 > 0, (26)

де 𝑞′ = 𝑞/(𝑞 − 1).

Виберемо довiльним чином значення 𝜀 ∈ (0, 1). Використовуючи нерiвнiсть
(26), отримаємо

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

6 𝜀

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀
− 1

𝑝
−
𝑖

−1 |𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡. (27)
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З (21) на пiдставi (22), (23), (25) та (27) отримаємо

1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥+ 𝛿𝐾1

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+(1− 𝛿)𝐾2

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6𝑀𝑇

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝜀

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀
− 1

𝑝
−
𝑖

−1 |𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡

}︁
+

+(1− 𝛿)

�̂�

0

ˆ

Ω

𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥, (28)

де 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩ .
З (28) безпосередньо отримаємо нерiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥+ (𝛿𝐾1 −𝑀𝑇 )

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+[(1− 𝛿)𝐾2 − 𝜀]

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀
− 1

𝑝
−
𝑖

−1 |𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+(1− 𝛿)

�̂�

0

ˆ

Ω

𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥, 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩ . (29)

Виберемо i зафiксуємо значення 𝛿 ∈ (0, 1) таке, що 𝛿𝐾1 −𝑀𝑇 > 0 (це можна
зробити на пiдставi (8)), а потiм – значення 𝜀 ∈ (0, 1) таке, що (1− 𝛿)𝐾2 − 𝜀 > 0 i
пiдставимо їх в (29). У результатi здобудемо нерiвнiсть

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥+ 𝐶3

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝐶4

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6 𝐶5

[︁¨
𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑡)

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥
]︁
, (30)

де 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩ – довiльне, а 𝐶3, 𝐶4, 𝐶5 – додатнi сталi, яка залежать тiльки вiд
𝐾1, 𝐾2, 𝑀 , 𝑇 i 𝑝−𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛) (але не залежать вiд 𝑚).

З (17) випливає, щоˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥 −→
𝑚→∞

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥 . (31)
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Отже, послiдовнiсть
{︁ ´

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥
}︁∞

𝑚=1
є обмеженою, а тому на пiдставi нерiв-

ностi (30) можна зробити висновок, що iснує незалежна вiд 𝑇𝑚 стала, яка обмежує
функцiю 𝑡 ↦→

´
Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 на [0, 𝑇𝑚⟩, а отже iснує незалежна вiд 𝑇𝑚 стала, яка

обмежує функцiї 𝑐𝑚,1, . . . , 𝑐𝑚,𝑚 на [0, 𝑇𝑚⟩. Звiдси випливає, що [0, 𝑇𝑚⟩ = [0, 𝑇 ].
Враховуючи це, з (30) отримаємо нерiвнiсть

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 +

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥) + |𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6 𝐶6

[︁¨
𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑡)

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥
]︁
, (32)

де 𝐶6 > 0 – стала, яка залежать тiльки вiд 𝐾1, 𝐾2, 𝑀 , 𝑇 i 𝑝−𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛).
На пiдставi (31) i (32) здобуваємо

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 6 𝐶7 , (33)

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥) + |𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶7 , (34)

де 𝐶7 > 0 – стала, що не залежить вiд 𝑚.
З умов (𝒜1), (𝒜2), нерiвностi (24) та оцiнки (34) i (34) отримаємо

¨

𝑄

|𝑎𝑖(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶8 , 𝑖 = 0, 𝑛 , (35)

¨

𝑄

⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶9, (36)

де 𝐶8 та 𝐶9 — додатнi сталi, що не залежать вiд 𝑚.
Оскiльки простори 𝐿2(𝑄), 𝐿𝑝𝑖(·)(𝑄), 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛) рефлексивнi (див.: [11,

ст. 600]), то з оцiнок (33)–(36) випливає iснування пiдпослiдовностi послiдовностi
{𝑢𝑚} (позначатимемо її так само, як i саму послiдовнiсть) та функцiй 𝑢* ∈ 𝐿2(Ω),
𝑢 ∈ ̃︁𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄), 𝜒𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛) i 𝜁 ∈ 𝐿2(𝑄) таких, що

𝑢𝑚(·, 𝑇 ) −→
𝑚→∞

𝑢*(·) слабко в 𝐿2(Ω), (37)

𝑢𝑚 −→
𝑚→∞

𝑢 слабко в 𝐿2(𝑄) i слабко в ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄), (38)

𝑎𝑖(𝑢𝑚) −→
𝑚→∞

𝜒𝑖 слабко в 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛), (39)
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𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠 −→
𝑚→∞

𝜁 слабко в 𝐿2(𝑄). (40)

Доведемо, що 𝑢 є узагальненим розв’язком задачi (1)–(3). Виберемо довiль-
ним чином i зафiксуємо числа 𝑗,𝑚 ∈ N такi, що 𝑚 > 𝑗. Рiвнiсть системи (18)
пiд номером 𝑗 помножимо на довiльну функцiю 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) i проiнтегруємо
здобуту рiвнiсть по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. У результатi пiсля нескладних перетворень, вико-
ристовуючи формулу iнтегрування частинами, отримаємо

𝜃(𝑇 )

ˆ

Ω

𝑢𝑚(𝑥, 𝑇 )𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

Ω

𝑢0,𝑚(𝑥)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑚𝑤𝑗𝜃
′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑤𝑗 + 𝑤𝑗

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 . (41)

Спрямувавши 𝑚 до ∞ в (41) i взявши до уваги (17), (37), (38), (39) та (40),
отримаємо

𝜃(𝑇 )

ˆ

𝑄

𝑢*(𝑥)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

𝑄

𝑢0(𝑥)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑤𝑗𝜃
′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑤𝑗 + 𝜁𝑤𝑗

}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡=0 . (42)

Оскiльки 𝑗 – довiльне число, а система функцiй {𝑤𝑗}∞𝑗=1 повна в просторi
𝑉𝑝(Ω), то з (42) маємо, що для всiх 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) правильна рiвнiсть

𝜃(𝑇 )

ˆ

Ω

𝑢*(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

Ω

𝑢0(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑣𝜃′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑣 + 𝜁𝑣
}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡=0 . (43)

Зауважимо, що оскiльки 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ) ⊂ 𝐶1([0, 𝑇 ]), то з (43) отримаємо тотожнiсть

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑣𝜙+ 𝜁𝑣𝜙− 𝑢𝑣𝜙′
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡=0, 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (0, 𝑇 ). (44)

На пiдставi леми 1 з (44) маємо, що

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)) (45)

i для всiх 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) , 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) правильна рiвнiсть

𝜃(𝑇 )

ˆ

Ω

𝑢(𝑥, 𝑇 )𝑣(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

Ω

𝑢(𝑥, 0)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑣𝜃′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑣 + 𝜁𝑣
}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡=0 . (46)
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Порiвнюючи (43) i (46), отримаємо рiвностi

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) для м. в. 𝑥 ∈ Ω , 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝑢*(𝑥) для м. в. 𝑥 ∈ Ω. (47)

Отож, ми встановили, що функцiя 𝑢 належить простору 𝑈𝑝(𝑄) (див. (38) i
(45)), задовольняє початкову умову (3) (див. першу з рiвностей (47)) та iнте-
гральну тотожнiсть (44). З тотожностi (44) випливає тотожнiсть (7), якщо для
будь-яких 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i майже всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) правильна рiвнiсть

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜕𝑖𝑣 + 𝜁𝑣
}︁
𝑑𝑥 =

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢)𝜕𝑖𝑣 +
(︁ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑠
)︁
𝑣
}︁
𝑑𝑥 . (48)

Отож, якщо тотожнiсть (48) правильна, то 𝑢 – узагальнений розв’язок задачi (1)–
(3) .

Для доведення тотожностi (48) використаємо метод монотонностi (див.: [12]).
Нехай 𝑤 – довiльна функцiя з простору ∈ ̃︁𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄). Для кожного 𝑚 ∈ N
визначимо

𝑊𝑚 :=

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑎𝑖(𝑤))(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)+

+ (𝑢𝑚 − 𝑤)
(︁ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠−
𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
)︁}︁

𝑑𝑥𝑑𝑡. (49)

Використавши умову (𝒜3), для довiльного 𝑚 ∈ N отримаємо таку оцiнку

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑎𝑖(𝑤))(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾1

¨

𝑄

|𝑢𝑚 − 𝑤|2 𝑑𝑥𝑑𝑡. (50)

Провiвши мiркування, аналогiчнi до тих, якi привели нас до (16), отримаємо
оцiнку

⃒⃒⃒¨
𝑄

{︁
(𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)− 𝑤(𝑥, 𝑡))

(︁ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠−
𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤)(𝑥, 𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠
)︁}︁

𝑑𝑥𝑑𝑡
⃒⃒⃒
6

6𝑀𝑇

¨

𝑄

|𝑢𝑚 − 𝑤|2 𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑚 ∈ N. (51)

Отже, врахувавши (8), здобудемо

𝑊𝑚 ≥
(︀
𝐾1 −𝑀𝑇

)︀¨
𝑄

|𝑢𝑚 − 𝑤|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 > 0, 𝑚 ∈ N. (52)
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Запишемо (49) у виглядi

𝑊𝑚 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

[︀
𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑤 + 𝑎𝑖(𝑤)(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)

]︀
+

+𝑤

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠+ (𝑢𝑚 − 𝑤)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑚 ∈ N . (53)

Вiзьмемо 𝜏 = 𝑇 в (21). Отримаємо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥 +
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥, 𝑚 ∈ N . (54)

З (53) на пiдставi (54) отримаємо

0 6𝑊𝑚 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+

+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥−
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

[︀
𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑤 + 𝑎𝑖(𝑤)(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)

]︀
+

+𝑤

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠+ (𝑢𝑚 − 𝑤)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑚 ∈ N . (55)

На пiдставi (37) та другої з рiвностей (47) маємо

lim inf
𝑚→∞

||𝑢𝑚(·, 𝑇 )||𝐿2(Ω) > ||𝑢(·, 𝑇 )||𝐿2(Ω) . (56)

Зважаючи на (17), (38) – (40), (56), з (55) здобуваємо

0 6 lim sup
𝑚→∞

𝑊𝑚 6
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 − 1

2

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+

+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥−
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

[︀
𝜒𝑖𝜕𝑖𝑤 + 𝑎𝑖(𝑤)(𝜕𝑖𝑢− 𝜕𝑖𝑤)

]︀
+

+𝑤𝜁 + (𝑢− 𝑤)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 . (57)
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Iз (44), використовуючи лему 1 при 𝜃 ≡ 1 i першу з рiвностей (47), отримаємо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜕𝑖𝑢+ 𝜁𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥 . (58)

Отже, з (57) i (58) отримаємо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑎𝑖(𝑤))(𝜕𝑖𝑢− 𝜕𝑖𝑤) +
(︁
𝜁 −

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
)︁
(𝑢− 𝑤)

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 0 . (59)

Приймемо 𝑤 = 𝑢 − 𝜆𝑣𝜙 в (59), де 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ), 𝜆 > 0 – довiльнi, i

подiлимо отриману нерiвнiсть на 𝜆. У результатi матимемо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑎𝑖(𝑢− 𝜆𝑣𝜙))𝜕𝑖𝑣𝜙+
(︀
𝜁 −

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢− 𝜆𝑣𝜙) 𝑑𝑠
)︀
𝑣𝜙
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 0 . (60)

Перейдемо в (60) до границi при 𝜆 → 0+, використавши умови (𝒜1), (𝒜2),
(ℋ1), (ℋ2) i теорему Лебега про перехiд до границi пiд знаком iнтеграла (див.: [30,
ст. 648]). У результатi отримаємо рiвнiсть

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑎𝑖(𝑢))𝜕𝑖𝑣 +
(︀
𝜁 −

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑠
)︀
𝑣
}︁
𝜙𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для будь-яких 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝜙 ∈ 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ). Звiдси легко випливає тотожнiсть (48).

Покажемо, що виконується оцiнка (9). На пiдставi леми 1 з iнтегральної то-
тожностi (7), враховуючи (3), отримаємо рiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥+

+ [𝛿 + (1− 𝛿)]

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢)𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁
𝑢

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ]. (61)

де 𝛿 ∈ (0, 1) – довiльне число. Далi, мiркуючи цiлком аналогiчно, як при переходi
вiд (21) до (32), здобудемо (9). Теорема повнiстю доведена.

Висновки. В данiй роботi дослiджено мiшанi задачi для нелiнiйних парабо-
лiчних рiвнянь зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегральними членами
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типу Вольтерра. Наскiльки нам вiдомо, ранiше такi задачi не розглядалися. Тут
доведено однозначну розв’язнiсть таких задач в узагальнених просторах Лебега
i Соболєва. При доведеннi iснування узагальнених розв’язкiв дослiджуваних за-
дач використано методи Гальоркiна i монотонностi. Також отримано вiдповiднi
оцiнки узагальнених розв’язкiв задач, якi тут розглянутi.

Бокало М. М., Сус О. Я.
Смешанные задачи для нелинейных параболических уравнений с перемен-
ными показателями нелинейности и интегральными операторами типа Воль-
терра

Резюме

Исследованы смешанные задачи для нелинейных параболических уравнений с пере-
менными показателями нелинейности и интегральными операторами типа Вольтерра.
Доказано существование и единственность обобщенных решений таких задач в соответ-
ствующих обобщенных пространствах Соболева. Также установлены оценки обобщен-
ных решений рассматриваемых задач.
Ключевые слова: интегро-диференциальное уравнение, параболические уравнения, пе-
ременные показатели нелинейности, метод Галеркина, метод монотонности.

Bokalo M. M., Sus O. Y.
Initial-boundary value problems for nonlinear parabolic equations with the
variable exponents of nonlinearity and integral operators type Volterra

Summary

Initial-boundary value problems for nonlinear Volterra integro-differential equations with

the variable exponents of nonlinearity are investigated. Weak solutions which belong to the

generalized Sobolev and Lebesgue spaces are considered. Under certain conditions on data-in

the uniqueness and existence of the solutions are proved. Also estimates of the solutions are

obtained.

Key words: integro-differential equation, parabolic equation, variable exponents of nonlinear-

ity, Galerkin’s method, monotone method.

References

1. Alexiewicz, A. and Orlicz, W. (1955) ’On a theorem of C. Caratheodory’, Annales Poloni-
ci Mathematici, 1, pp. 414–417.

2. Alkhutov, Y., Antontsev, S. and Zhikov, V. (2009) ’Parabolic equations with variable
order of nonlinearity’, Collection of works of Institute of Mathematics NAS of Ukraine, 6,
pp. 23–50.

3. Antontsev, S. and Shmarev, S. (2008) ’Extinction of solutions of parabolic equations wi-
th variable anisotropic nonlinearities’, Proceedings of the Steklov Institute of Mathemati-
cs, 261, pp. 11–21.

4. Bokalo, M. and Domanska, O. (2007) ’On well-posedness of boundary problems
for elliptic equations in general anisotropic Lebesgue-Sobolev spaces’, Matematychni
Studii, 28(1), pp. 77–91.



Мiшанi задачi для параболiчних рiвнянь 35

5. Bokalo, M. and Pauchok, I. (2006) ’On the well-posedness of a Fourier problem for
nonlinear parabolic equations of higher order with variable exponents of nonlinearity’,
Matematychni Studii, 24(1), pp. 25–48.

6. Buhrii, O. and Lavrenyuk, S. (2001) ’On a parabolic variational inequality that
generalizes the equation of polytropic filtration’, Ukrainian Mathematical Journal, 53(7),
pp. 1027–1042.

7. Buhrii, O. and Mashiyev, R. (2009) ’Uniqueness of solutions of the parabolic variational
inequality with variable exponent of nonlinearity’, Nonlinear Analysis: Theory, Methods
and Applications, 70(6), pp. 2335–2331.

8. Fan, X. and Zhao, D. (2001) ’On the space 𝐿𝑝(𝑥)(Ω) and 𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω)’, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 263, pp. 424–446.

9. Fu, Y. and Pan, N. (2010) ’Existence of solutions for nonlinear parabolic problem with
𝑝(𝑥)-growth’, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 362, pp. 313–326.
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НЕЛОКАЛЬНА ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО
РIВНЯННЯ З СИЛЬНИМ СТЕПЕНЕВИМ ВИРОДЖЕННЯМ

Встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку оберненої задачi ви-
значення залежного вiд часу молодшого коефiцiєнта у одновимiрному параболiчному
рiвняннi з виродженням. Задано крайовi умови Неймана та нелокальну умову переви-
значення. Дослiджено випадок сильного степеневого виродження.
MSC: 35R30, 35K65.
Ключовi слова: нелокальна обернена задача, параболiчне рiвняння, сильне степеневе
виродження .

Вступ. У роботi розглядається обернена задача визначення залежного вiд
часу коефiцiєнта перед першою похiдною невiдомої функцiї у одновимiрному па-
раболiчному рiвняннi. Вiдомо, що старший коефiцiєнт рiвняння є добутком стро-
го додатної функцiї, що залежить як вiд просторової змiнної, так i вiд часу, та
спепеневої функцiї вiд часу, що спричиняє виродження рiвняння. Задано крайовi
умови Неймана та нелокальну умову перевизначення. Наша мета — встанови-
ти умови iснування та єдиностi класичного розв’язку згаданої задачi у випадку
сильного степеневого виродження.

Оберненi задачi визначення залежного вiд часу молодшого коефiцiєнта у па-
раболiчному рiвняннi без виродження на сьогоднi вивченi достатньо повно (див.,
наприклад: [1–6] та бiблiографiю у них). Роботи [1–4] об’єднує ще й те, що стар-
ший коефiцiєнт у параболiчному рiвняннi залежить лише вiд часової змiнної. Це
дає можливiсть використати при дослiдженнi явний вигляд функцiї Грiна першої
крайової задачi для рiвняння теплопровiдностi. У роботах [5,6] старший коефiцi-
єнт у параболiчному рiвняннi залежить i вiд просторової i вiд часової змiнних. У
цьому випадку при дослiдженнi використовується функцiя Грiна першої крайо-
вої задачi для повного параболiчного рiвняння, яка iснує при виконаннi деяких
умов на вихiднi данi задачi.

Оберненi задачi визначення коефiцiєнта 𝑎 = 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] у параболiчному
рiвняннi зi степеневим виродженням

𝑢𝑡 = 𝑎(𝑡)𝑡𝛽𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡)

розглядались у роботах М. I. Iванчова, Н. В. Салдiної [7,8]. Авторами встановле-
но, що на вiдмiну вiд слабкого степеневого виродження (0 < 𝛽 < 1), для розв’я-
зностi задачi у випадку сильного степеневого виродження (𝛽 > 1) на молодшi
коефiцiєнти рiвняння потрiбно накладати певну поведiнку при 𝑡→ 0.

Умови розв’язностi обернених задач визначення залежного вiд часу молод-
шого коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi зi слабким степеневим виродженням
в областi з фiксованими межами знайдено в [9,10]. Коректнiсть оберненої задачi
визначення залежного вiд часу молодшого коефiцiєнта у параболiчному рiвнян-
нi з сильним степеневим виродженням встановлено в [11]. У цiй роботi старший
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коефiцiєнт рiвняння залежить лише вiд часу, задаються крайовi умови Дiрiхле
та iнтегральна умова перевизначення.

Основнi результати
1. Формулювання задачi та основнi результати. В областi

𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < ℎ, 0 < 𝑡 < 𝑇} розглядається обернена задача визначення
коефiцiєнта 𝑏 = 𝑏(𝑡) в рiвняннi

𝑢𝑡 = 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑡𝛽𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

з початковою умовою
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, ℎ], (2)

крайовими умовами Неймана

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(ℎ, 𝑡) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (3)

та нелокальною умовою перевизначення

𝛾1(𝑡)𝑢(0, 𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝑢(ℎ, 𝑡) = 𝜇3(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (4)

Дослiджується випадок сильного виродження, коли 𝛽 > 1.
Умови iснування та єдиностi розв’язку задачi (1)–(4) мiстяться у такiй тео-

ремi.

Теорема. Нехай виконуються умови:
1) 𝜙 ∈ 𝐶3[0, ℎ], 𝑎, 𝑐, 𝑓 ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜇𝑖 ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ], 𝑖 = 1, 2, 3, 𝛾𝑖 ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ], 𝑖 =

1, 2;
2) 𝑎(𝑥, 𝑡) > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , 𝛾1(𝑡)𝜇1(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝜇2(𝑡) ̸= 0,∈ [0, 𝑇 ], |𝑓(𝑥, 𝑡)| 6

𝐴1𝑡
𝛾 , |𝑐(𝑥, 𝑡)| + |𝑐𝑥(𝑥, 𝑡)| 6 𝐴2𝑡

𝛾 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , |𝜇′
3(𝑡)| 6 𝐴3𝑡

𝛾 , |𝛾′1(𝑡)| + |𝛾′2(𝑡)| 6
𝐴4𝑡

𝛾 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], де 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4 — довiльнi додатнi сталi, 𝛾 > 𝛽−1
2 — до-

вiльне число;
3) 𝜇1(0) = 𝜙′(0), 𝜇2(0) = 𝜙′(ℎ), 𝛾1(0)𝜙(0) + 𝛾2(0)𝜙(ℎ) = 𝜇3(0).
Тодi iснує єдиний розв’язок (𝑏, 𝑢) ∈ 𝐶[0, 𝑇0] × 𝐶2,1(𝑄𝑇0) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇0

),

|𝑏(𝑡)| 6 𝑀0𝑡
𝜂 з 𝜂 = min{𝛾, 𝛽+1

2 } задачi (1)–(4), де числа 𝑀0 > 0 та 𝑇0,
0 < 𝑇0 6 𝑇 визначаються вихiдними даними цiєї задачi.

2. Зведення задачi (1)–(4) до системи рiвнянь. Позначимо 𝑣(𝑥, 𝑡) ≡
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡). Пряму задачу (1)–(3) замiнимо iнтегральним рiвнян-
ням

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥(𝜇2(𝑡)− 𝜇1(𝑡)) +
𝑥2

2ℎ

(︀
𝜇2(𝑡)− 𝜇1(𝑡)− 𝜇2(0) + 𝜇1(0)

)︀
+

+𝜙(𝑥) +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)(𝑓(𝜉, 𝜏)− 𝜉𝜇′
1(𝜏)−

𝜉2

2ℎ
(𝜇′

2(𝜏)− 𝜇′
1(𝜏))+

+𝑎(𝜉, 𝜏)𝜏𝛽(𝜙′′(𝜉) +
1

ℎ
(𝜇2(𝜏)− 𝜇1(𝜏)− 𝜇2(0) + 𝜇1(0))))𝑑𝜉𝑑𝜏+

+

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)𝑏(𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏 =

5∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖, (5)
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де 𝐺2 = 𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏) — функцiя Грiна другої крайової задачi для рiвняння

𝑢𝑡 = 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑡𝛽𝑢𝑥𝑥. (6)

Вiдомо [12, c. 460], що за умов теореми ця функцiя iснує та для неї виконується
рiвнiсть

ℎˆ

0

𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 0)𝑑𝜉 = 1. (7)

Побудуємо задачу для функцiї 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡). Для цього продиференцiюємо (1) та
використаємо (2), (3). Отримаємо

𝑣𝑡 = 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑡𝛽𝑣𝑥𝑥 + (𝑏(𝑡) + 𝑎𝑥(𝑥, 𝑡))𝑣𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣 + 𝑐𝑥(𝑥, 𝑡)𝑢+ 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡), (8)

𝑣(𝑥, 0) = 𝜙′(𝑥), 𝑥 ∈ [0, ℎ], (9)

𝑣(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑣(ℎ, 𝑡) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (10)

За допомогою функцiї Грiна 𝐺1 = 𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏) першої крайової задачi для рiвнян-
ня

𝑢𝑡 = 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑡𝛽𝑢𝑥𝑥 + 𝑎𝑥(𝑥, 𝑡)𝑡
𝛽𝑢𝑥,

задачу (8)–(10) зведемо до системи iнтегральних рiвнянь вiдносно функцiй
𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡) :

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜇2(𝑡)− 𝜇1(𝑡) +
𝑥

ℎ

(︀
𝜇2(𝑡)− 𝜇1(𝑡)− 𝜇2(0) + 𝜇1(0)

)︀
+ 𝜙′(𝑥)+

+

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)(𝑓𝜉(𝜉, 𝜏)− 𝜇′
1(𝜏)−

𝜉

ℎ
(𝜇′

2(𝜏)− 𝜇′
1(𝜏)) + 𝑎(𝜉, 𝜏)𝜏𝛽𝜙′′′(𝜉)+

+𝑎𝜉(𝜉, 𝜏)𝜏
𝛽(𝜙′′(𝜉) +

1

ℎ
(𝜇2(𝜏)− 𝜇1(𝜏)− 𝜇2(0) + 𝜇1(0))))𝑑𝜉𝑑𝜏+

+

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)(𝑏(𝜏)𝑤(𝜉, 𝜏) + 𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏 =

6∑︁
𝑖=1

𝐽𝑖, (11)

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜇2(𝑡)− 𝜇1(𝑡)− 𝜇2(0) + 𝜇1(0) + 𝜙′′(𝑥) +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)(𝑓𝜉(𝜉, 𝜏)−

−𝜇′
1(𝜏)−

𝜉

ℎ
(𝜇′

2(𝜏)− 𝜇′
1(𝜏)) + 𝑎(𝜉, 𝜏)𝜏𝛽𝜙′′′(𝜉) + 𝑎𝜉(𝜉, 𝜏)𝜏

𝛽(𝜙′′(𝜉) +
1

ℎ
(𝜇2(𝜏)−

−𝜇1(𝜏)− 𝜇2(0) + 𝜇1(0))))𝑑𝜉𝑑𝜏 +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)(𝑏(𝜏)𝑤(𝜉, 𝜏)+

+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏))𝑑𝜉𝑑𝜏 =

7∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖. (12)
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Зауважимо, що рiвняння (12) отримане з (11) шляхом диференцiювання за про-
сторовою змiнною. Щоб отримати рiвняння стосовно функцiї 𝑏 = 𝑏(𝑡) здиферен-
цiюємо нелокальну умову (4) та використаємо (1)–(3):

𝑏(𝑡) =

(︂
𝜇′
3(𝑡)− (𝛾′1(𝑡) + 𝛾1(𝑡)𝑐(0, 𝑡))𝑢(0, 𝑡)− (𝛾′2(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝑐(ℎ, 𝑡))𝑢(ℎ, 𝑡)−

−𝛾1(𝑡)𝑎(0, 𝑡)𝑡𝛽𝑤(0, 𝑡)− 𝛾2(𝑡)𝑎(ℎ, 𝑡)𝑡
𝛽𝑤(ℎ, 𝑡)− 𝛾1(𝑡)𝑓(0, 𝑡)− 𝛾2(𝑡)𝑓(ℎ, 𝑡)

)︂
×

×(𝛾1(𝑡)𝜇1(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝜇2(𝑡))
−1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (13)

Таким чином задачу (1)–(4) зведено до еквiвалентної системи рiвнянь (5), (11)–
(13). Еквiвалентнiсть розумiємо так: якщо (𝑏, 𝑢) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ]×𝐶2,1(𝑄𝑇 )∩𝐶1,0(𝑄𝑇 ) є
розв’язком задачi (1)–(4), то (𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑏) — неперервний розв’язок системи рiвнянь
(5), (11)–(13) i навпаки.

3. Iснування розв’язку задачi (1)–(4). Для доведення iснування розв’яз-
ку задачi (1)–(4) застосуємо теорему Шаудера про нерухому точку до еквiва-
лентної системи рiвнянь (5), (11)–(13). Для цього встановимо апрiорнi оцiнки
розв’язкiв цiєї системи рiвнянь.

Позначимо 𝑈(𝑡) = max
𝑥∈[0,ℎ]

|𝑢(𝑥, 𝑡)|, 𝑉 (𝑡) = max
𝑥∈[0,ℎ]

|𝑣(𝑥, 𝑡)|, 𝑊 (𝑡) = max
𝑥∈[0,ℎ]

|𝑤(𝑥, 𝑡)|,̃︀𝑏(𝑡) = max
𝜏∈[0,𝑡]

|𝑏(𝜏)|, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Використовуючи (7) та оцiнки [12, c. 468]

|𝐷𝑟
𝑡𝐷

𝑠
𝑦𝐺1(𝑦, 𝑡, 𝜂, 𝜏)| 6 𝐶1(𝑡− 𝜏)−

1+2𝑟+𝑠
2 exp

(︂
−𝐶2

(𝑦 − 𝜂)2

𝑡− 𝜏

)︂
, (14)

де 𝑟 ∈ {0, 1}, 𝑠 ∈ {0, 1, 2}, 2𝑟+𝑠 = 1 або 2𝑟+𝑠 = 2, 𝜏 < 𝑡, з (5), (11)–(13) знаходимо

𝑈(𝑡) 6 𝐶3 + 𝐶4

𝑡ˆ

0

(︂̃︀𝑏(𝜏)𝑉 (𝜏) + 𝜏𝛾𝑈(𝜏)

)︂
𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (15)

𝑉 (𝑡) 6 𝐶5 + 𝐶6

𝑡ˆ

0

(︂̃︀𝑏(𝜏)𝑊 (𝜏) + 𝜏𝛾(𝑉 (𝜏) + 𝑈(𝜏))

)︂
𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (16)

𝑊 (𝑡) 6
𝐶7

𝑡
𝛽−1
2

+ 𝐶8

𝑡ˆ

0

̃︀𝑏(𝜏)𝑊 (𝜏) + 𝜏𝛾(𝑉 (𝜏) + 𝑈(𝜏))√
𝑡𝛽+1 − 𝜏𝛽+1

𝑑𝜏, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], (17)

|𝑏(𝑡)| 6 𝐶9𝑡
𝛾 + 𝐶10𝑡

𝛽𝑉 (𝑡) + 𝐶11𝑡
𝛾𝑈(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (18)

Розв’язуючи систему iнтегральних нерiвностей як в [11], одержимо

|𝑊 (𝑥, 𝑡)| 6 𝑀1

𝑡
𝛽−1
2

, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, ℎ]× (0, 𝑡1], (19)

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6𝑀2, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, ℎ]× [0, 𝑡1], (20)

|𝑣(𝑥, 𝑡)| 6𝑀3, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, ℎ]× [0, 𝑡1], (21)
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|𝑏(𝑡)| 6𝑀0𝑡
𝜂, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], (22)

де число 𝑡1, 0 < 𝑡1 6 𝑇 визначається вихiдними даними задачi (1)-(4).
Введемо новi функцiї 𝑝(𝑡) = 𝑏(𝑡)𝑡−𝜂, ̃︀𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡

𝛽−1
2 𝑤(𝑥, 𝑡). Тодi з (5), (11)–(13),

отримаємо

𝑢(𝑥, 𝑡) =

4∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖 +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)𝜏
𝜂𝑝(𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑡1 , (23)

𝑣(𝑥, 𝑡) =

5∑︁
𝑖=1

𝐽𝑖 +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)

(︂
𝜏𝜂−

𝛽−1
2 𝑝(𝜏) ̃︀𝑤(𝜉, 𝜏)+

+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑡1 , (24)

̃︀𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡
𝛽−1
2

6∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖 + 𝑡
𝛽−1
2

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)

(︂
𝜏𝜂−

𝛽−1
2 𝑝(𝜏) ̃︀𝑤(𝜉, 𝜏)+

+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑡1 , (25)

𝑝(𝑡) =

(︂
𝜇′
3(𝑡)− (𝛾′1(𝑡) + 𝛾1(𝑡)𝑐(0, 𝑡))𝑢(0, 𝑡)− (𝛾′2(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝑐(ℎ, 𝑡))𝑢(ℎ, 𝑡)−

−𝛾1(𝑡)𝑎(0, 𝑡)𝑡
𝛽+1
2 ̃︀𝑤(0, 𝑡)− 𝛾2(𝑡)𝑎(ℎ, 𝑡)𝑡

𝛽+1
2 ̃︀𝑤(ℎ, 𝑡)− 𝛾1(𝑡)𝑓(0, 𝑡)− 𝛾2(𝑡)𝑓(ℎ, 𝑡)

)︂
×

×𝑡−𝜂(𝛾1(𝑡)𝜇1(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝜇2(𝑡))
−1, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]. (26)

Вiзьмемо довiльнi (𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝), для яких справедливi оцiнки (19)–(22). Оцiнимо
правi частини рiвнянь (23)–(26), використовуючи при цьому (19)–(22):

|𝑃1(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| ≡ ⃒⃒⃒⃒ 4∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖 +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)𝜏
𝜂𝑝(𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶3 + 𝐶12𝑡

𝜂+1,

|𝑃2(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| ≡ ⃒⃒⃒⃒ 5∑︁
𝑖=1

𝐽𝑖 +

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)

(︂
𝜏𝜂−

𝛽−1
2 𝑝(𝜏) ̃︀𝑤(𝜉, 𝜏)+

+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶5 + 𝐶13𝑡

𝜂− 𝛽−3
2 + 𝐶14𝑡

𝛾+1.

|𝑃3(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| ≡ ⃒⃒⃒⃒𝑡 𝛽−1
2

6∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖 + 𝑡
𝛽−1
2

ℎˆ

0

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)

(︂
𝜏𝜂−

𝛽−1
2 𝑝(𝜏) ̃︀𝑤(𝜉, 𝜏)+

+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶7 + 𝐶15𝑡

𝜂− 𝛽−1
2 + 𝐶16𝑡

𝛾 .
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Зауважимо, що в отриманих оцiнках сталi 𝐶3, 𝐶5, 𝐶7 меншi за 𝑀2,𝑀3,𝑀1 вiдпо-
вiдно. Виберемо число 𝑡2, 0 < 𝑡2 6 𝑇 так, щоб виконувались нерiвностi

𝐶3 + 𝐶12𝑡
𝜂+1 6𝑀2,

𝐶5 + 𝐶13𝑡
𝜂− 𝛽−3

2 + 𝐶14𝑡
𝛾+1 6𝑀3,

𝐶7 + 𝐶15𝑡
𝜂− 𝛽−1

2 + 𝐶16𝑡
𝛾 6𝑀1.

У результатi отримаємо

|𝑃1(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| 6𝑀2, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, ℎ]× [0, 𝑡2], (27)

|𝑃2(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| 6𝑀3, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, ℎ]× [0, 𝑡2], (28)

|𝑃3(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| 6𝑀3, (𝑥, 𝑡) ∈ [0, ℎ]× [0, 𝑡2]. (29)

Крiм того, враховуючи (27)–(29), з (26) знаходимо

|𝑃4(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝)| ≡ ⃒⃒⃒⃒(︂𝜇′
3(𝑡)− 𝛾1(𝑡)𝑎(0, 𝑡)𝑡

𝛽+1
2 ̃︀𝑤(0, 𝑡)− 𝛾2(𝑡)𝑎(ℎ, 𝑡)𝑡

𝛽+1
2 ̃︀𝑤(ℎ, 𝑡)−

−(𝛾′1(𝑡) + 𝛾1(𝑡)𝑐(0, 𝑡))𝑢(0, 𝑡)− (𝛾′2(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝑐(ℎ, 𝑡))𝑢(ℎ, 𝑡)− 𝛾1(𝑡)𝑓(0, 𝑡)−

−𝛾2(𝑡)𝑓(ℎ, 𝑡)
)︂
𝑡−𝜂(𝛾1(𝑡)𝜇1(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝜇2(𝑡))

−1

⃒⃒⃒⃒
6𝑀0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡2]. (30)

У банаховому просторi B = (𝐶(𝑄𝑇0
))3 × (𝐶[0, 𝑇0]) визначимо множину 𝑁 =

{(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝) ∈ (𝐶(𝑄𝑇0
))3 × (𝐶[0, 𝑇0]) : |𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝑀2, |𝑣(𝑥, 𝑡)| 6 𝑀3, | ̃︀𝑤(𝑥, 𝑡)| 6

𝑀1, |𝑝(𝑡)| 6 𝑀0}, де 𝑇0 = min{𝑡1, 𝑡2}. Очевидно, що множина 𝑁 замкнена i опу-
кла. Систему (23)–(26) подамо у виглядi операторного рiвняння

𝜔 = 𝑃𝜔,

де 𝜔 = (𝑢, 𝑣, ̃︀𝑤, 𝑝), а оператор 𝑃 = (𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4) визначається правими части-
нами рiвнянь (23)–(26). Згiдно з вище наведеними мiркуваннями, оператор 𝑃
переводить множину 𝑁 в себе. Те, що оператор 𝑃 цiлком неперервний, доводи-
ться, як в [13, c. 27]. Тодi, згiдно з теоремою Шаудера про нерухому точку цiлком
неперервного оператора, iснує неперервний розв’язок системи (23)–(26), а отже i
розв’язок задачi (1)–(4) при 𝑥 ∈ [0, ℎ], 𝑡 ∈ [0, 𝑇0].

4. Єдинiсть розв’язку задачi (1)–(4). Єдинiсть розв’язку задачi (1)–(4)
будемо доводити методом вiд супротивного, виходячи з системи рiвнянь (23)–
(26). Припустимо, що iснують два розв’язки (𝑢𝑖, 𝑣𝑖, ̃︀𝑤𝑖, 𝑝𝑖), 𝑖 = 1, 2 системи рiвнянь
(23)–(26). Тодi в областi 𝑄𝑇0

для рiзниць 𝑢 = 𝑢1−𝑢2, 𝑣 = 𝑣1−𝑣2, ̃︀𝑤 = ̃︀𝑤1− ̃︀𝑤2, 𝑝 =
𝑝1 − 𝑝2 отримуємо систему

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)𝜏
𝜂

(︂
𝑝1(𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑣2(𝜉, 𝜏)𝑝(𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏, (31)

𝑣(𝑥, 𝑡) =

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)

(︂
𝜏𝜂−

𝛽−1
2 (𝑝1(𝜏) ̃︀𝑤(𝜉, 𝜏) + ̃︀𝑤2(𝜉, 𝜏)𝑝(𝜏))+
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+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏, (32)

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡
𝛽−1
2

𝑡ˆ

0

ℎˆ

0

𝐺1𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏)

(︂
𝜏𝜂−

𝛽−1
2 (𝑝1(𝜏) ̃︀𝑤(𝜉, 𝜏) + ̃︀𝑤2(𝜉, 𝜏)𝑝(𝜏))+

+𝑐(𝜉, 𝜏)𝑣(𝜉, 𝜏) + 𝑐𝜉(𝜉, 𝜏)𝑢(𝜉, 𝜏)

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏, (33)

𝑝(𝑡) = −𝑡−𝜂
(︂
(𝛾′1(𝑡) + 𝛾1(𝑡)𝑐(0, 𝑡))𝑢(0, 𝑡) + (𝛾′2(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝑐(ℎ, 𝑡))𝑢(ℎ, 𝑡)+

+𝑡
𝛽+1
2 (𝛾1(𝑡)𝑎(0, 𝑡) ̃︀𝑤(0, 𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝑎(ℎ, 𝑡) ̃︀𝑤(ℎ, 𝑡)))︂(𝛾1(𝑡)𝜇1(𝑡) + 𝛾2(𝑡)𝜇2(𝑡))

−1. (34)

Пiдставимо (34) в (31)–(33). У результатi отримаємо систему однорiдних iнте-
гральних рiвнянь Вольтера другого роду вiдносно невiдомих 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡),
𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡). Враховуючи (14), можемо стверджувати, що ядра цiєї
системи мають iнтегровнi особливостi, а сама система, вiдповiдно, лише тривi-
альний розв’язок. Використовуючи цей факт в (34), знаходимо

𝑝(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇0],

що й завершує доведення теореми.

Зауваження. З доведення теореми випливає, що функцiї 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡),

𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) неперервнi в 𝑄𝑇0
, функцiя 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡) поводить себе як 𝑡

1−𝛽
2 при

𝑡→ 0, а 𝑏(𝑡) прямує до нуля при 𝑡→ 0 як степенева функцiя 𝑡𝜂. Поведiнка фун-
кцiї 𝑏 = 𝑏(𝑡) при 𝑡 → 0 зумовлена тим, щоб забезпечити збiжнiсть iнтеграла
𝐾7 та встановити поведiнку функцiї 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡) як розв’язку iнтегрального
рiвняння (12).

Висновки. В роботi встановлено умови iснування та єдиностi класичного
розв’язку оберненої задачi визначення залежного вiд часу молодшого коефiцi-
єнта у параболiчному рiвняння з сильним степеневим виродженням. Для дове-
дення iснування розв’язку використано теорему Шаудера про нерухому точку
цiлком неперервного оператора, а при доведеннi єдиностi — властивостi розв’яз-
кiв систем однорiдних iнтегральних рiвнянь Вольтера другого роду з ядрами, що
мають iнтегровнi особливостi.
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Гузык Н. Н.
Нелокальная обратная задача для параболического уравнения с сильным
степенным вырождением

Резюме

Установлены условия существования и единственности классического решения обрат-
ной задачи определения зависящего от времени младшего коэффициента в одномерном
параболическом уравнении с вырождением. Заданы краевые условия Неймана, а также
нелокальное условие переопределения. Исследован случай сильного степенного вырож-
дения.
Ключевые слова: нелокальная обратная задача, параболическое уравнение, сильное
степенное вырождение.

Huzyk N. M.
Non-local inverse problem for the parabolic equation with strong power de-
generation

Summary

There are established conditions of existence and uniqueness of the classical solution to the

inverse problem of identification the time dependent minor coefficient in a one-dimensional
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degenerate parabolic equation. The Neuman boundary conditions and non-local overdeter-

mination condition are given. It is investigated the case of strong power degeneration.

Key words: non-local inverse problem, parabolic equation, strong power degeneration.
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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ
РЕШЕНИЯ ДЛЯ МНОГОЗНАЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА

В 1969 г. F. S. de Blasi и F. Iervolino рассмотрели многозначное дифференциальное
уравнение (дифференциальное уравнение с производной Хукухары). В дальнейшем
многие авторы изучали вопросы существования, единственности и свойства решений
многозначных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, уравне-
ний высших порядков, исследовали импульсные и управляемые системы, а также для
таких систем была обоснована возможность применения асимптотических методов (ме-
тод усреднения). В последнее время все эти исследования трансформировались в тео-
рию многозначных уравнений в качестве самостоятельной теории. Также данная тео-
рия имеет широкое применение в теории управления, дифференциальных включений,
нечетких системах и др. В данной работе доказана теорема существования и единствен-
ности для одного из типов многозначных интегральных уравнений Вольтерра.
MSC: 45D05, 03E75.
Ключевые слова: многозначность, интегральное уравнение, существование, единствен-
ность .

Введение. Развитие дифференциального и интегрального исчисления в
метрических пространствах стало объектом пристального внимания многих ис-
следователей, что привело к появлению теории многозначных уравнений. В по-
следнее время в рамках этой теории были рассмотрены свойства решений много-
значных дифференциальных уравнений, многозначных дифференциальных вклю-
чений, многозначных интегро-дифференциальные уравнений и многозначного
интегральные уравнения, а также исследовались импульсные многозначные си-
стемы и управляемые многозначные системы. Обоснована возможность приме-
нения для таких систем асимптотических методов (см.: [1–6] и ссылки в них).

В данной работе мы докажем теорему существования и единственности для
одного из типов многозначных интегральных уравнений Вольтерра.

Основные результаты
1. Основные определения и обозначения. Пусть 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) — метрическое

пространство всех непустых выпуклых компактных подмножеств пространства
𝑅𝑛 с метрикой Хаусдорфа

ℎ(𝐴,𝐵) = min
𝑟>0

{𝐵 ⊂ 𝑆𝑟(𝐴), 𝐴 ⊂ 𝑆𝑟(𝐵)} ,

где 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝑆𝑟(𝐴) — 𝑟-окрестность множества 𝐴.
Кроме обычных теоретико-множественных операций рассмотрим в простран-

стве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) еще две: операции суммы и умножения на скаляр:

𝐴+𝐵 = {𝑎+ 𝑏 : 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} и 𝜆𝐴 = {𝜆𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴, 𝜆 ∈ 𝑅}.

Получена 28.08.2016 © Комлева Т. А., Плотникова Л. И., Плотников А. В., 2016
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Также справедливы следующие свойства

1. (𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), ℎ) — полное метрическое пространство.

2. ℎ(𝐴+ 𝐶,𝐵 + 𝐶) = ℎ(𝐴,𝐵).

3. ℎ(𝜆𝐴, 𝜆𝐵) = |𝜆|ℎ(𝐴,𝐵) для всех 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и 𝜆 ∈ 𝑅.

Однако пространство 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) не является линейным пространством отно-
сительно приведенных операций, так как в общем случае нельзя ввести поня-
тие противоположного для 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) элемента, то есть в общем случае
𝐴 + (−1)𝐴 ̸= {0}, хотя, если 𝐴 ∈ 𝑅𝑛, то для него противоположный элемент
существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) приводит к
неоднозначному введению понятия разности множеств и условиям ее существо-
вания. В данной статье мы будем использовать разность Хукухары [11].

Определение 1. [11] Пусть 𝑋,𝑌 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), а множество 𝑍 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
такое, что 𝑋 = 𝑌 + 𝑍. Тогда множество 𝑍 мы будем называть разностью по
Хукухаре множеств 𝑋 и 𝑌 и писать 𝑍 = 𝑋 ℎ𝑌.

Основными свойствами разности Хукухары являются следующие:
1) если разность Хукухары двух множеств 𝐴ℎ𝐵 существует, то она един-

ственная;
2) 𝐴ℎ𝐴 = {0}, ∀𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛);
3) (𝐴+𝐵)ℎ𝐵 = 𝐴, ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛).
2. Интегральные уравнения. Рассмотрим следующие многозначные инте-

гральные уравнения Вольтерра

𝑋(𝑡) +

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠 = 𝐺(𝑡), (1)

и

𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑡) +

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠, (2)

где 𝑠 6 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝐹 : [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) →
𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и 𝐺 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) — известные многозначные отображения. Инте-
грал понимается в смысле Хукухары [11].

Определение 2. Многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝜏 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) называ-
ется решением интегрального уравнения (1) ((2)) на [0, 𝜏 ], если оно непрерывно
и удовлетворяет интегральному уравнению (1) ((2)) на интервале [0, 𝜏 ] ⊂ [0, 𝑇 ].

Замечание 1. Условия существования решения для многозначного инте-
грального уравнения (2) при различных условиях были получены в работах [7–
10]. Они обобщают результаты, полученные для обычных интегральнных урав-
нений на многозначный случай.
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В данной работе мы рассмотрим уравнение (1). Используя определение 1,
представим многозначное интегральное уравнение (1) в следующем виде

𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠. (3)

Замечание 2. Очевидно, разность Хукухары в (3) может не существо-
вать для всех 𝑡 > 0. Например, если 𝑛 = 2 и 𝐴 = {𝑎 ∈ 𝑅2 : ‖𝑎‖ 6 1}, 𝐵 = {𝑏 ∈
𝑅2 : |𝑏𝑖| 6 1, 𝑖 = 1, 2}, то разность Хукухары 𝐴ℎ 𝑡𝐵 не существует для всех
𝑡 > 0. Для 𝑡 ∈ (0,

√
2) будет выполняться условие 𝐴 ⊃ 𝑡𝐵. Следовательно, если

𝐺(𝑡) ≡ 𝐴 и 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠)) ≡ 𝐵, то разность в (3) не существует для всех 𝑡 > 0.
Также, если 𝑛 > 1, 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴) < 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐵), то разность

Хукухары 𝐴ℎ𝐵 не существует. Например, 𝐴 = 𝐵 = {𝑎 ∈ 𝑅2 : ‖𝑎‖ 6 1}, то
разность Хукухары 𝐴ℎ 𝑡𝐵 не существует для всех 𝑡 > 1. Следовательно, если
𝐺(𝑡) ≡ 𝐴 и 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠)) ≡ 𝐵, то разность в (3) не существует для всех 𝑡 > 1.

Пусть 𝐶𝐶(𝑅𝑛) (𝑛 > 2) — пространство непустых строго выпуклых замкнутых
подмножеств пространства 𝑅𝑛 [5, 12,13] и всех элементов пространства 𝑅𝑛.

Замечание 3. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и 𝐴+𝐶 = 𝐵, то 𝐶 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) [5,12,13].

Замечание 4. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и существует 𝑐 ∈ 𝑅𝑛 такое, что 𝐴+𝑐 ⊂
𝐵, то существует 𝐶 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) такое, что 𝐴 + 𝐶 = 𝐵, то есть 𝐶 = 𝐵 ℎ𝐴
[5, 12,13].

Теперь докажем существование единственного решения уравнения (3) на ин-
тервале [0, 𝑑] ⊂ [0, 𝑇 ].

Теорема 1. Пусть в области 𝑄 = {(𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝐶𝐶(𝑅𝑛)} вы-
полняются следующие условия:

1) для каждого фиксированного 𝑋 многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) непре-
рывно на [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ];

2) многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) удовлетворяет условию Липшица
по переменной 𝑋 с постоянной 𝐿 > 0, то есть ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋 ′), 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋 ′′)) 6 𝐿ℎ(𝑋 ′,
𝑋 ′′) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋 ′), (𝑡, 𝑠,𝑋 ′′) ∈ 𝑄;

3) существует непрерывная функция 𝑚(𝑠) > 0 такая, что ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋), {0}) 6
𝑚(𝑠) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄;

4) многозначное отображение 𝐺(·) непрерывно на [0, 𝑇 ];
5) 𝑖𝑛𝑡𝐺(𝑡) ̸= ∅ для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Тогда уравнение (3) имеет единственное решение на интервале [0, 𝑑] и 𝑑 ∈

(0, 𝑇 ] удовлетворяет неравенству

𝑡ˆ

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 6
𝜃(𝑡)

2
для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑],

где 𝜃(𝑡) = min
‖𝜓‖=1

|𝐶(𝐺(𝑡), 𝜓)− 𝐶(𝐺(𝑡),−𝜓)|, 𝐶(𝐺,𝜓) = max
𝑥∈𝐺

(𝑥1𝜓1 + ...+ 𝑥𝑛𝜓𝑛).
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Доказательство. Вначале докажем существование решения уравнения (3)
на интервале [0, 𝑑].

a) Так как |𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)| 6 𝑚(𝑠) for (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝐶𝐶(𝑅𝑛), тогда
𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) ⊂ 𝑆𝑚(𝑠)(0). Следовательно,

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 ⊂
𝑡ˆ

0

𝑆𝑚(𝑠)(0)𝑑𝑠 = 𝑆 �́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠
(0).

Обозначим через 𝑆(𝑡) = 𝑆 �́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠
(0). Очевидно, что если 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑇, то

{0} ⊂ 𝑆(0) ⊂ 𝑆(𝑡1) ⊂ 𝑆(𝑡2) ⊂ 𝑆(𝑇 ).
Так как 𝐺(𝑡) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и 𝑖𝑛𝑡𝐺(𝑡) ̸= ∅, то существует такое 𝑑 > 0, что мно-

жество 𝑆(𝑡) может быть вложено в множество 𝐺(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑] (то есть
существует 𝜁(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 такое, что 𝑆(𝑡)+ 𝜁(𝑡) ⊂ 𝐺(𝑡)) и не может быть вложено для
𝑡 > 𝑑. И, следовательно, 𝑑 ∈ [0, 𝑇 ] такое, что должно выполняться неравенство
�́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 6 𝜃(𝑡)
2 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑].

Отсюда, для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1 = {(𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ [0, 𝑑]×[0, 𝑑]×𝐶𝐶(𝑅𝑛)} множество
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 вложимо в множество 𝐺(𝑡).

b) Так как 𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1, то
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 ∈

𝐶𝐶(𝑅𝑛) для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1 [12]. Следовательно, так как 𝐺(𝑡) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) и

множество
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 может быть вложено в множество 𝐺(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑑],

то разность Хукухары 𝐺(𝑡)ℎ
�́�

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋)𝑑𝑠 существует для всех (𝑡, 𝑠,𝑋) ∈ 𝑄1 [12].

c) Теперь возьмем 𝑏 > 0 такое, что 𝑏 = 𝜆𝑀
�́�

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠. Построим следующую

последовательность многозначных отображений

𝑋0(𝑡) = 𝐺(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ
𝜆

𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝐹 (𝑠,𝑋𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠 для 0 6 𝑡 6 𝑑. (4)

Из пункта b), 𝑋𝑘(𝑡) существует и 𝑋𝑘(𝑡) ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑛) для всех 𝑘 ∈ 𝑁 и 𝑡 ∈ [0, 𝑑]. Так-
же из условий 1), 2) и 4) теоремы многозначные отображения 𝑋𝑘(𝑡) непрерывны
на [0, 𝑑] для всех 𝑘 ∈ 𝑁.

Также

ℎ(𝑋𝑘(𝑡), 𝐺(𝑡)) 6 ℎ

⎛⎝𝐺(𝑡)ℎ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠,𝐺(𝑡)

⎞⎠ 6

6 ℎ

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑘−1(𝑠))𝑑𝑠, {0}

⎞⎠ 6

𝑡ˆ

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 6 𝑏.
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Отсюда получаем, что последовательность отображений {𝑋𝑘(𝑡)}∞𝑘=0 равно-
мерно ограничена: ℎ(𝑋𝑘(𝑡), 𝐺(𝑡)) 6 ℎ(𝐺(𝑡), {0})+𝑏 6 𝑔+𝑏, где 𝑔 = sup

𝑡∈[0,𝑑]

ℎ(𝐺(𝑡), 0).

Теперь покажем, что последовательность {𝑋𝑘(𝑡)}∞𝑘=0 является фундаменталь-
ной последовательностью. Возьмем произвольные 𝑚, 𝑝 ∈ 𝑁 . Тогда

ℎ(𝑋𝑚+𝑝(𝑡), 𝑋𝑝(𝑡)) 6 ℎ

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑚+𝑝−1(𝑠))𝑑𝑠,

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋𝑝−1(𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ 6

6 𝐿

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑋𝑚+𝑝−1(𝑠), 𝑋𝑝−1(𝑠))𝑑𝑠.

Отсюда,

ℎ(𝑋𝑚+𝑝(𝑡), 𝑋𝑝(𝑡)) 6 𝐿𝑝

𝑝⏞  ⏟  
𝑡ˆ

0

...

𝑡𝑝−1ˆ

0

ℎ(𝑋𝑚(𝑡𝑝), 𝐺(𝑡𝑝))𝑑𝑡𝑝...𝑑𝑡1 6
(𝑔 + 𝑏)𝐿𝑝𝑑𝑝

𝑝!
.

Следовательно, последовательность {𝑋𝑘(𝑡)}∞𝑘=0 является последовательно-
стью Коши. Ее предел существует и является непрерывным многозначным отоб-
ражением, которое обозначим через 𝑋(𝑡). В силу условий теоремы в уравнение
(4) можно перейти к пределу под знаком интеграла. Мы получаем, что много-
значное отображение 𝑋(𝑡) удовлетворяет уравнению (3) на интервале [0, 𝑑], то
есть 𝑋(𝑡) является решением уравнения (3) на интервале [0, 𝑑].

Теперь докажем единственность. Предположим, что существуют два различ-
ных решения 𝑋(·) и 𝑌 (·) уравнения (3) на [0, 𝑑], тогда 𝛿 = max

𝑡∈[0,𝑑]
ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) > 0.

Так как

𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠 и 𝑌 (𝑡) = 𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠,

то

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) = ℎ

⎛⎝𝐺(𝑡)ℎ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠,𝐺(𝑡)
ℎ

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ =

= ℎ

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠,

𝑡ˆ

0

𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ 6

𝑡ˆ

0

ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑠,𝑋(𝑠)), 𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑌 (𝑠)))𝑑𝑠 6

6 𝐿

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑋(𝑠), 𝑌 (𝑠))𝑑𝑠 6 𝐿𝛿𝑡 6 𝐿𝛿𝑑.
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Следовательно,

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) 6 𝐿

𝑡ˆ

0

𝐿𝛿𝑠 𝑑𝑠 6
𝐿2𝛿𝑡2

2!
6
𝐿2𝛿𝑑2

2!
, ..., ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) 6

𝐿𝑘𝛿𝑑𝑘

𝑘!
.

Тогда 𝛿 = max
𝑡∈[0,𝑑]

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) 6 𝐿𝑘𝛿𝑑𝑘

𝑘! . Отсюда, 1 6 𝐿𝑘𝑑𝑘

𝑘! для любого 𝑘 ∈ 𝑁 ,

что противоречит lim
𝑘→∞

𝐿𝑘𝑑𝑘

𝑘! = 0. Теорема доказана.

Заключение. Можно получить аналогичный результат, если вместо про-
странства 𝐶𝐶(𝑅𝑛) рассмотреть пространство всех непустых 𝑀 -строго выпуклых
замкнутых подмножеств пространства 𝑅𝑛 [13,14] и всех элементов пространства
𝑅𝑛, то есть 𝑀𝐶𝐶(𝑅𝑛).
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Комлєва Т. О., Плотнiкова Л. I., Плотнiков А. В.
Умови iснування та єдиностi розв’язку для багатозначних iнтегральних рiв-
нянь Вольтерра

Резюме

У 1969 р. F. S. de Blasi i F. Iervolino розглянули багатозначне диференцiальне рiвняння
(диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари). Надалi багато авторiв вивчали пи-
тання iснування, єдиностi та властивостi розв’язкiв багатозначних диференцiальних та
iнтегро-диференцiальних рiвнянь, рiвнянь вищих порядкiв, дослiджували iмпульснi i
керованi системи, а також для таких систем була обгрунтована можливiсть застосува-
ння асимптотичних методiв (метод усереднення). Останнiм часом всi цi дослiдження
трансформувалися в теорiю багатозначних рiвнянь в якостi самостiйної теорiї. Також
дана теорiя має широке застосування в теорiї управлiння, диференцiальних включень,
нечiтких системах та iн. У данiй роботi доведена теорема iснування та єдиностi для
одного з типiв багатозначних iнтегральних рiвнянь Вольтерра.
Ключовi слова: багатозначнiсть, iнтегральне рiвняння, iснування, єдиность.

Komleva T. A., Plotnikova L. I., Plotnikov A. V.
Conditions of existence and uniqueness of solutions for set-valued Volterra
integral equation

Summary

In 1969, F. S. de Blasi and F. Iervolino examined set-valued differential equation (differential

equation with derivative Hukuhara). In the future, many authors have studied the question

of the existence, uniqueness and properties of set-valued solutions of differential and integral-

differential equations, higher-order equations, investigated the impulse and control systems,

as well as the possibility of using the asymptotic methods (the averaging method) has been

proved for such systems. In recent years, all of these studies were transformed into the

theory of set-valued equations as an independent theory. As this theory is widely used in

control theory, differential inclusions, fuzzy systems, and others. In this paper we proved

the existence and uniqueness theorem for one of the types of set-valued Volterra integral

equations.

Key words: set-valued, integral equation, existence, uniqueness.
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УСРЕДНЕНИЕ НЕЧЕТКИХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С
ПОСТОЯННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Интегральные уравнения находят многочисленные приложения в различных областях
знаний, таких как теория упругости, передача тепла и массы, теория колебаний, дина-
мика жидкости, теория фильтрации, электростатика, электродинамика, биомеханика,
теория игр, теория управления, теория голосования, электротехника, экономика и ме-
дицина. Исследование реальных процессов, основанных на идеализированных матема-
тических моделях, приводит чаще всего к уравнениям с малыми параметрами. Для их
исследования широко используются различные асимптотические методы. Выбор кон-
кретного асимптотического метода зависит от структуры уравнения, описывающего
динамику объекта. В последнее время методы усреднения получили широкое развитие
в нелинейной механике и теории колебаний. В статье обоснована возможность приме-
нения метода усреднения для нечеткого интегрального уравнения с постоянным запаз-
дыванием.
MSC: 03Е72, 34А07, 34С29.
Ключевые слова: нечеткие интегральные уравнения, метод усреднения, запаздывание.

Введение. Теория нечетких множеств является очень удобным аппара-
том моделирования неопределенности. С одной стороны, она дает более широкие
возможности, чем, например, интервальный анализ, поскольку совмещает его с
использованием вероятностных оценок. С другой стороны, она отличается от тео-
рии вероятностей в основных модельных предположениях, подходе и утвержде-
ниях. Теория нечетких множеств может использоваться в ситуациях, когда при-
менить вероятностную интерпретацию невозможно, например, если флуктуации
переменной не стохастичны по своей природе, если недоступны статистические
данные, если имеющейся информации недостаточно для того, чтобы утверждать
выполнение вероятностных аксиом.

Поэтому нечеткие системы — очень важная тема как с теоретической точки
зрения, так и с практической. Они находят применение, например, в автомо-
бильной, аэрокосмической и транспортной промышленности, в строительстве, в
создании гидравлических и популяционных моделей, в сфере финансов, анализа
и принятия управленческих решений, при прогнозировании различных экономи-
ческих, политических, биржевых ситуаций и т. д. Нечеткие системы являются
естественным способом моделирования динамических систем в условиях неопре-
деленности. Формализация нечетких понятий позволяет приближенно описывать
поведение систем настолько сложных и плохо обусловленных, что они не подда-
ются точному математическому анализу. В ряде случаев такое описание являет-
ся единственно возможным, потому что в реальных ситуациях закономерности,
ограничения, критерии выбора в больший части субъективны и точно не опреде-
лены. С 1965 г., когда L. Zadeh опубликовал свою новаторскую работу [1], были
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рассмотрены сотни примеров, где природа неопределенности в поведении про-
цессов системы является нечеткой.

Пусть 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) — метрическое пространство непустых компактных выпук-
лых подмножеств R𝑛 с метрикой Хаусдорфа ℎ(·, ·).

Введем в рассмотрение пространство E𝑛 отображений 𝑥 : R𝑛 → [0, 1], удовле-
творяющих следующим условиям:

1) 𝑥 — нормально, т. е. существует вектор 𝑦0 ∈ R𝑛 такой, что 𝑥(𝑦0) = 1;

2) 𝑥 — нечетко выпукло, т. е. для любых 𝑦, 𝑧 ∈ R𝑛 и любого 𝜆 ∈ [0, 1] спра-
ведливо неравенство 𝑥(𝜆𝑦 + (1− 𝜆)𝑧) ≥ min{𝑥(𝑦), 𝑥(𝑧)};

3) 𝑥 — полунепрерывно сверху по Бэру, т. е. для любого вектора 𝑦0 ∈ R𝑛 и
любого 𝜀 > 0 существует 𝛿(𝑦0, 𝜀) > 0 такое, что для всех 𝑦 ∈ R𝑛, удовлетворяющих
условию ||𝑦 − 𝑦0|| < 𝛿, справедливо неравенство 𝑥(𝑦) < 𝑥(𝑦0) + 𝜀;

4) замыкание множества {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑥(𝑦) > 0} компактно.

Нулем в пространстве E𝑛 является отображение 0̂(𝑦) =

{︂
1, 𝑦 = 0,
0, 𝑦 ∈ R𝑛∖0.

Определение 1. 𝛼-срезкой [𝑥]𝛼 отображения 𝑥 ∈ E𝑛 при 𝛼 ∈ (0, 1] назовем
множество {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑥(𝑦) > 𝛼}. Нулевой срезкой отображения 𝑥 ∈ E𝑛 назовем
замыкание множества {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑥(𝑦) > 0}.

Определим в пространстве E𝑛 метрику 𝐷 : E𝑛 × E𝑛 → [0,+∞), полагая

𝐷(𝑥, 𝑣) = sup
𝛼∈[0,1]

ℎ([𝑥]𝛼, [𝑣]𝛼).

В последнее время появилось много публикаций, посвященных нечетким диф-
ференциальным и интегральным уравнениям, нечетким интегро-дифференциальным
уравнениям, дифференциальным включениям с нечеткой правой частью и нечет-
ким дифференциальным включениям, управляемым дифференциальным урав-
нениям с нечеткой правой частью, управляемым интегро-дифференциальным
уравнениям, управляемым нечетким дифференциальным включениям ([2–4] и
ссылки в них).

Рассмотрим нечеткое интегральное уравнение

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡ˆ

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠, (1)

где 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ R время, 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → E𝑛− фазовая переменная, нечеткое отображе-
ние 𝑓 : [𝑎, 𝑏]× [𝑎, 𝑏]× E𝑛 → E𝑛.

Определение 1. Непрерывное отображение 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → E𝑛 называется
решением уравнения (1) на промежутке [𝑎, 𝑏], если оно удовлетворяет этому
уравнению для всех 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

Теорема 1. [5] Пусть в области 𝑄 = {(𝑡, 𝑠, 𝑥) : 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥 ∈ E𝑛} нечеткое
отображение 𝑓 : 𝑄 → E𝑛 непрерывно и удовлетворяет условию Липшица по 𝑥
с постоянной 𝜆 ≥ 0. Тогда интегральное уравнение (1) имеет единственное
решение.
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Работа по математическому обоснованию метода усреднения для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений началась в 1937 г. с фундаментальной ра-
боты Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова [6]. В последующем разработкой ме-
тодов усреднения для различных классов дифференциальных, интегральных и
интегро-дифференциальных уравнений, а также для импульсных и управляе-
мых систем занимались Е. А. Гребенников, Ю. А. Митропольский, Н. Н. Мои-
сеев, Н. А. Перестюк, В. А. Плотников, А. М. Самойленко, А. Н. Филатов и др.
(см.: [2, 7–10] и ссылки в них).

В [5] обоснована возможность применения метода усреднения для нечеткого
интегрального уравнения.

Рассмотрим нечеткое интегральное уравнение

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠, (2)

где 𝑡 ∈ R+ — время, 𝑥 : R+ → 𝐺,𝐺 ⊂ E𝑛, 𝜀 — малый параметр.
Уравнению (2) поставим в соответствие следующее усредненное нечеткое ин-

тегральное уравнение

�̄�(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀

ˆ 𝑡

0

𝑓(𝑡, �̄�(𝑠))𝑑𝑠, (3)

где

𝑓(𝑡, 𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑡1+𝑇ˆ

𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠. (4)

Имеет место следующая теорема, устанавливающая близость решений урав-
нений (2) и (3) на конечном промежутке:

Теорема 2. [5] Пусть в области 𝑄 = {(𝑡, 𝑠, 𝑥) : 𝑡, 𝑠 ∈ R+, 𝑥 ∈ 𝐺 ⊂ E𝑛}
выполнены следующие условия:

1) нечеткое отображение 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥) непрерывно и удовлетворяет по 𝑥 усло-
вию Липшица с постоянной 𝜆;

2) нечеткое отображение
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠 равномерно непрерывно на R+ с

модулем непрерывности 𝜔(·), не зависящим от выбора непрерывного нечеткого
отображения 𝑥 : R+ → 𝐺;

3) равномерно относительно 𝑡, 𝑡1 ∈ R+, 𝑥 ∈ 𝐺 существует предел (4);
4) решение �̄�(·) уравнения (3) при 𝑥0 ∈ 𝐺′ ⊂ 𝐺 определено при 𝑡 ∈ R+ для

всех 𝜀 ∈ (0, 𝜎] и лежит с некоторой 𝜌-окрестностью в области 𝐺.
Тогда для любых 𝜂 > 0 и 𝐿 > 0 можно указать такое 𝜀0(𝜂, 𝐿) ∈ (0, 𝜎], что

при 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] для всех 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] выполняется неравенство

𝐷(𝑥(𝑡), �̄�(𝑡)) 6 𝜂, (5)

где 𝑥(·) и �̄�(·)− решения уравнений (2) и (3) соответственно.

В данной статье рассмотрим обоснование метода усреднения для нечеткого
интегрального уравнения с постоянным запаздыванием.
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Основные результаты. Рассмотрим нечеткое интегральное уравнение
с постоянным запаздыванием

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠− 𝜏))𝑑𝑠 при 𝑡 > 0

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡) при 𝑡 ∈ [−𝜏, 0], 𝑥0 = 𝜙(0),

(6)

где 𝑡 ∈ R𝜏 = [−𝜏, 0] ∪ R+ — время, 𝑥 : R𝜏 → 𝐺 ⊂ E𝑛 — фазовая переменная, 𝜀 —
малый параметр, 𝑓 : R+ × R+ × 𝐺 × 𝐺 → E𝑛 — нечеткое отображение, 𝜏 > 0 —
запаздывание, 𝜙 : [−𝜏, 0] → 𝐺 — начальное отображение.

Уравнению (6) поставим в соответствие усредненное нечеткое интегральное
уравнение с запаздыванием

�̄�(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀
�́�

0

𝑓(𝑡, �̄�(𝑠), �̄�(𝑠− 𝜏))𝑑𝑠 при 𝑡 > 0,

�̄�(𝑡) = 𝜙(𝑡) при 𝑡 ∈ [−𝜏, 0], 𝑥0 = 𝜙(0),

(7)

где

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑡1+𝑇ˆ

𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧)𝑑𝑠. (8)

Теорема 3. Пусть в области 𝑄 = {(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧) : 𝑡, 𝑠 ∈ R+, 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐺}, 𝐺 ⊂ E𝑛
выполнены следующие условия:

1) нечеткое отображение 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧) непрерывно и удовлетворяет условию
Липшица по 𝑥, 𝑧 с постоянной 𝜆, т. е.

𝐷(𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧), 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥1, 𝑧1)) 6 𝜆[𝐷(𝑥, 𝑥1) +𝐷(𝑧, 𝑧1)];

2) нечеткое отображение
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠))𝑑𝑠 равномерно непрерывно на R+

с модулем непрерывности 𝜔(·), не зависящим от выбора непрерывного нечеткого
отображения 𝑥 : R+ → 𝐺;

3) начальное отображение 𝜙(𝑡) непрерывно на [−𝜏, 0];
4) равномерно относительно 𝑡, 𝑡1 > 0, 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐺 существует предел (8);
5) решение �̄�(·) уравнения (7) при 𝑥0 ∈ 𝐺′ ⊂ 𝐺 существует при 𝑡 > 0 и

𝜀 ∈ [0, 𝜏 ] и принадлежит 𝐺 с некоторой 𝜌-окрестностью.
Тогда для произвольных 𝜂 > 0 и 𝐿 > 0 существует 𝜀0 ∈ (0, 𝜎] такое, что

для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] и 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] справедлива оценка

𝐷(𝑥(𝑡), �̄�(𝑡)) 6 𝜂, (9)

где 𝑥(𝑡) и �̄�(𝑡) — решения уравнений (6) и (7) соответственно.

Доказательство. Покажем, что нечеткое отображение 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧) удовлетво-
ряет условию Липшица по 𝑥, 𝑧 с постоянной 𝜆.

Выберем произвольное 𝛿 > 0 и найдем 𝑇 (𝛿) > 0 такое, что для 𝑇 > 𝑇 (𝛿) и
произвольного 𝑡1 ∈ R+ имеем

𝐷

⎛⎝𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧), 1
𝑇

𝑡1+𝑇ˆ

𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧)𝑑𝑠

⎞⎠ < 𝛿.
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Тогда

𝐷(𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧), 𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑧1)) 6 𝐷

(︃
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧), 1

𝑇

𝑡1+𝑇´
𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧)𝑑𝑠

)︃
+

+𝐷

(︃
1
𝑇

𝑡1+𝑇´
𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧)𝑑𝑠, 1
𝑇

𝑡1+𝑇´
𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥1, 𝑧1)𝑑𝑠

)︃
+

+𝐷

(︃
1
𝑇

𝑡1+𝑇´
𝑡1

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥1, 𝑧1)𝑑𝑠, 𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑧1)

)︃
<

< 2𝛿 + 1
𝑇

𝑡1+𝑇´
𝑡1

𝐷(𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧), 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥1, 𝑧1))𝑑𝑠 6

6 2𝛿 + 𝜆[𝐷(𝑥, 𝑥1) +𝐷(𝑧, 𝑧1)].

В силу произвольности 𝛿 нечеткое отображение 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧) удовлетворяет усло-
вию Липшица по 𝑥, 𝑧 с постоянной 𝜆.

Далее рассмотрим вспомогательное уравнение

𝑧(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑧(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0. (10)

Тогда

𝐷 (𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡)) =

= 𝐷

(︂
𝑥0 + 𝜀

�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠− 𝜏))𝑑𝑠, 𝑥0 + 𝜀
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑧(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠

)︂
=

= 𝜀𝐷

(︂
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠− 𝜏))𝑑𝑠,
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑧(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠

)︂
6

6 𝜀𝐷

(︂
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠− 𝜏))𝑑𝑠,
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

)︂
+

+𝜀𝐷

(︂
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑠)𝑑𝑠,
�́�

0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑧(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠

)︂
6

6 𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠))𝑑𝑠+ 2𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠.

(11)

Отдельно оценим первое слагаемое. При 𝑠 ∈ [0, 𝜏), учитывая непрерывность,
а, следовательно, и ограниченность начального отображения 𝜑(·), получим

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠)) 6

6 𝐷(𝜑(𝑠− 𝜏), 𝑥0) +𝐷

(︂
𝑥0, 𝑥0 + 𝜀

�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1 − 𝜏))𝑑𝑠1

)︂
6

6𝑀 + 𝜀𝐷

(︂
�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1 − 𝜏))𝑑𝑠1,
�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1

)︂
+

+𝜀𝐷

(︂
�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1, 0̂

)︂
6

6𝑀 + 𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠1 − 𝜏), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1 + 𝜀𝜔(𝜏).
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Тогда в силу леммы Гронуолла—Беллмана имеем

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠)) 6 (𝑀 + 𝜀𝜔(𝜏))𝑒𝜀𝜆𝑠 6 (𝑀 + 𝜀𝜔(𝜏))𝑒𝜀𝜆𝜏 . (12)

При 𝑠 ∈ [𝜏, 𝐿𝜀−1] имеем

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠)) 6

6 𝜀𝐷

(︂
𝑠−𝜏´
0

𝑓(𝑠− 𝜏, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1 − 𝜏))𝑑𝑠1,
𝑠−𝜏´
0

𝑓(𝑠− 𝜏, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1

)︂
+

+𝜀𝐷

(︂
𝑠−𝜏´
0

𝑓(𝑠− 𝜏, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1,
�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1

)︂
+

+𝜀𝐷

(︂
�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1,
�́�

0

𝑓(𝑠, 𝑠1, 𝑥(𝑠1), 𝑥(𝑠1 − 𝜏))𝑑𝑠1

)︂
6

6 𝜀𝜔(𝜏) + 2𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠1 − 𝜏), 𝑥(𝑠1))𝑑𝑠1.

В силу леммы Гронуолла—Беллмана имеем

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠)) 6 𝜀𝜔(𝜏)𝑒2𝜀𝜆𝑡 6 𝜀𝜔(𝜏)𝑒2𝜆𝐿. (13)

Из (13), (12) при 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] получаем

𝐷 (𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡)) 6 𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠))𝑑𝑠+

+𝜀𝜆
�́�

𝜏

𝐷(𝑥(𝑠− 𝜏), 𝑥(𝑠))𝑑𝑠+ 2𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠 6

6 𝜀𝜆(𝑀 + 𝜀𝜔(𝜏))𝑒𝜀𝜆𝜏𝜏 + 2𝜀𝜆𝜔(𝜏)𝑒2𝜆𝐿
(︀
𝐿𝜀−1 − 𝜏

)︀
+ 2𝜀𝜆

�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠 6

6 𝜀𝜆(𝑀𝜏 + 𝐿𝜔(𝜏))𝑒2𝜆𝐿 + 2𝜀𝜆
�́�

0

𝐷(𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠))𝑑𝑠,

откуда в силу леммы Гронуолла—Беллмана получим

𝐷(𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡)) 6 𝜀𝜆(𝑀𝜏 + 𝐿𝜔(𝜏))𝑒2𝜆𝐿𝑒2𝜀𝜆𝑡 6 𝜀𝜆(𝑀𝜏 + 𝐿𝜔(𝜏))𝑒4𝜆𝐿. (14)

Аналогично для решений уравнения (7) и вспомогательного уравнения

𝑤(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑡, 𝑤(𝑠), 𝑤(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0, (15)

получим
𝐷(�̄�(𝑡), 𝑤(𝑡)) 6 𝜀𝜆(𝑀𝜏 + 𝐿𝜔(𝜏))𝑒4𝜆𝐿. (16)

Уравнение (15) является усредненным для уравнения (10). Соответственно в
силу теоремы 2 получим, что для произвольных 𝜂 > 0 и 𝐿 > 0 можно выбрать
𝜀′ ∈ [0, 𝜎] такое, что для 𝜀 ∈ (0, 𝜀′] и 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] справедлива оценка

𝐷(𝑤(𝑡), 𝑧(𝑡)) 6
𝜂

2
. (17)
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Из (14), (16) и (17) получаем, что для 𝜀0 = min{𝜀′, 𝜂𝑒−4𝜆𝐿

4𝜆(𝑀𝜏+𝐿𝜔(𝜏))} справедлива
оценка (9).

Заключение. В работе получено обоснование схемы усреднения для нечет-
кого интегрального уравнения с запаздыванием. Данный результат обобщает
аналогичный результат, полученный для многозначных интегральных уравне-
ний [11], а также результаты по обоснованию схемы усреднения для нечетких
дифференциальных уравнений с постоянным запаздыванием [2].
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Скрипник Н. В.
Усереднення нечiтких iнтегральних рiвнянь зi сталим запiзненням

Резюме

Iнтегральнi рiвняння знаходять численнi застосування в рiзних галузях знань, таких
як теорiя пружностi, передача тепла та маси, теорiя коливань, динамiка рiдини, теорiя
фiльтрацiї, електростатика, електродинамiка, бiомеханiка, теорiя iгор, теорiя керуван-
ня, теорiя голосування, електротехнiка, економiка i медицина. Дослiдження реальних
процесiв, заснованих на iдеалiзованих математичних моделях, призводить найчастiше
до рiвнянь з малими параметрами. Для їх дослiдження широко використовуються рiзнi
асимптотичнi методи. Вибiр конкретного асимптотичного методу залежить вiд структу-
ри рiвняння, що описує динамiку об’єкта. Останнiм часом методи усереднення отримали
широкий розвиток в нелiнiйнiй механiцi й теорiї коливань. В статтi дослiджено можли-
вiсть застосування методу усереднення до нечiткого iнтегрального рiвняння зi сталим
запiзненням.
Ключовi слова: нечiткi iнтегральнi рiвняння, метод усереднення, запiзнення.

Skripnik N. V.
Averaging of fuzzy integral equations with constant delay

Summary

Integral equations are encountered in various fields, including elasticity, plasticity, heat and

mass transfer, oscillation theory, fluid dynamics, filtration theory, electrostatics, electrody-

namics, biomechanics, game theory, control, queuing theory, electrical engineering, economics

and medicine. The research of the real processes based on the idealized mathematical models

often leads to the equations with small parameters. For their research various asymptotic

methods are widely used. The choice of a concrete asymptotic method depends on structure

of the equation, that describes the dynamics of the object. Recently the averaging methods

have gained broad development in nonlinear mechanics and the oscillation of fluctuations.

In this paper a possibility of application of averaging method to the fuzzy integral equation

with continuous delay is investigated.

Key words: fuzzy integral equations, averaging method, delay.
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БЛОЧНАЯ ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ ОДНОРОДНОЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ
ОСЦИЛЛИРУЮЩЕГО ТИПА В РЕЗОНАНСНОМ СЛУЧАЕ

Для линейной однородной системы дифференциальных уравнений, коэффициенты ко-
торой имеют вид абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно ме-
няющимися коэффициентами и частотой, получены условия существования линейного
преобразования с коэффициентами аналогичной структуры, приводящего эту систему
к блочно-диагональному виду в резонансном случае.
MSC: 34A34, 34A25.
Ключевые слова: дифференциальный, медленно меняющийся, ряды Фурье .

Введение. В теории дифференциальных уравнений важной задачей явля-
ется задача разделения линейной однородной дифференциальной системы 𝑛-ого
порядка на 𝑘 независимых систем порядков 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑘 (𝑛1 + 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑘 = 𝑛),
в частности, разделения этой системы на 𝑛 независимых дифференциальных
уравнений первого порядка (полное разделение). Эта задача рассматривалась,
например, в [1–8]. Очевидно, что построение в явном виде преобразования, при-
водящего к разделённой системе, в общем случае невозможно. Такое построение
фактически предполагает интегрирование самой исходной системы. Поэтому в
указанных исследованиях не ставилась задача явного построения этого преоб-
разования, а лишь устанавливались условия его существования, исследовались
его свойства и возможность его приближённого построения, в частности, в фор-
ме асимптотических рядов. Важным также являлся вопрос о принадлежности
элементов преобразующей матрицы тем же классам, что и элементы матрицы
исходной системы.

В работах автора [9–12] рассматривалась задача разделения линейной одно-
родной системы вида

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑥, (1)

где Λ(𝑡, 𝜀) = diag(𝜆1(𝑡, 𝜀), ..., 𝜆𝑛(𝑡, 𝜀)), а функции 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀) (𝑗 = 1, 𝑛) в определённом
смысле медленно меняющиеся, 𝜇 – малый положительный параметр, элементы
матрицы 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃) представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся ря-
дов Фурье с медленно меняющимися коэффициентами и частотой 𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝑑𝜃

𝑑𝑡 .
При этом были исследованы случаи как отсутствия, так и наличия резонанса, в
том числе особый случай. Для каждого из этих случаев были получены условия,
при которых элементы преобразующей матрицы имеют структуру, аналогичную
структуре элементов матрицы 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃). В работе [13] исследовалась задача рас-
щепления линейной однородной системы с коэффициентами аналогичного типа
на две подсистемы меньшей размерности в резонансном случае. В настоящей
статье исследуется возможность расщепления линейной системы на несколько
независимых систем меньших размерностей также в резонансном случае.

Получена 29.07.2016 © Щёголев С. А., 2016
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Обозначения. Пусть 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], 𝜀0 ∈ R+}.
Определение 1. Скажем, что функция 𝑝(𝑡, 𝜀), в общем случае комплексно-

значная, принадлежит классу 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, если 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺 и
1) 𝑝(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺) по 𝑡,
2) 𝑑𝑘𝑝(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀), sup

𝐺
|𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞ (0 6 𝑘 6 𝑚).

Медленная изменяемость функции понимается здесь в смысле принадлеж-
ности этой функции классу 𝑆(𝑚; 𝜀0). Примерами функций этого класса могут
служить в общем случае комплекснозначные, ограниченные вместе со своими
производными до 𝑚-го порядка включительно, функции, зависящие от "медлен-
ного времени"𝜏 = 𝜀𝑡: sin 𝜏, arctg𝜏 и т. д.

Определение 2. Скажем, что функция 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) принадлежит классу
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, если эта функция представима в виде:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

причём
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑑

𝑘𝑓𝑛(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡
𝑘 = 𝜀𝑘𝑓𝑛𝑘(𝑡, 𝜀) (𝑛 ∈ Z, 0 6 𝑘 6 𝑚),

2) ‖𝑓‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︀
𝑘=0

∞∑︀
𝑛=−∞

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑓𝑛𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞,

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
�́�

0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ R+, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

𝜙(𝑡, 𝜀) > 0.

В частности, если 𝜀 = 0: 𝜙 = const, 𝜃 = 𝜙𝑡, 𝑓𝑛 = const, то функции класса
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) превращаются 2𝜋/𝜙-периодические функции переменной 𝑡:

𝑓(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜙𝑡,

такие, что
∞∑︁

𝑛=−∞
|𝑓𝑛| < +∞.

Множество функций класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) образует линейное пространство, ко-
торое превращается в полное нормированное пространство ввведением нормы
‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃). Справедлива следующая цепочка включений:

𝐹 (0; 𝜀0; 𝜃) ⊃ 𝐹 (1; 𝜀0; 𝜃) ⊃ · · · ⊃ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Пусть заданы две функции класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃):

𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑣𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).
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Определим их произведение по формуле [14]:

(𝑢𝑣)(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑢𝑛−𝑠(𝑡, 𝜀)𝑣𝑠(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Очевидно, что 𝑢𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Сформулируем следущие свойства нормы
‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑘 = const. Тогда
1) ‖𝑘𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) = |𝑘|‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃),
2) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃),
3) ‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Для любой 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) обозначим:

Γ𝑛(𝑓) =
1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝑢)exp(−𝑖𝑛𝑢)𝑑𝑢.

Пусть 𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)) – (𝑀 ×𝐾)-матрица, элементы которой принад-
лежат классу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Обозначим:

(𝐴)𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑘 (𝑗 = 1,𝑀, 𝑘 = 1,𝐾), ‖𝐴‖*𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
= max

16𝑗6𝑀

𝐾∑︁
𝑘=1

‖(𝐴)𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Основные результаты
1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую систему дифференциаль-

ных уравнений:

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝐻𝑗(𝜙)𝑥𝑗 + 𝜇

𝑀∑︁
𝑘=1

𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑥𝑘, 𝑗 = 1,𝑀, (2)

где 𝑥𝑗 = colon(𝑥𝑗,1, ..., 𝑥𝑗,𝑚𝑗
) (𝑗 = 1,𝑀), 𝑚1 + ... + 𝑚𝑀 = ̃︁𝑀 – общий порядок

системы (2),

𝐻𝑗(𝜙) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑖𝑟𝑗𝜙 0 ... 0 0
1 𝑖𝑟𝑗𝜙 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 𝑖𝑟𝑗𝜙 0
0 0 ... 1 𝑖𝑟𝑗𝜙

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
— жордановы блоки размерностей 𝑛𝑗 ; 𝑟𝑗 ∈ Z; 𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матрицы с
элементами из класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃); 𝜙(𝑡, 𝜀) – функция, фигурирующая в определе-
нии класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃); 𝜇 ∈ (0, 1). В этом смысле мы имеем дело с резонансным
случаем.

Изучается вопрос об условиях существования преобразования вида

𝑥𝑗 =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝐿𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)�̃�𝑘, 𝑗 = 1,𝑀, (3)

где элементы (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матриц 𝐿𝑗𝑘 (𝑗, 𝑘 = 1,𝑀) принадлежат классу
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𝐹 (𝑚− 1; 𝜀*; 𝜃) (0 < 𝜀* 6 𝜀0)), приводящего систему (2) к виду:

𝑑�̃�𝑗
𝑑𝑡

= 𝐷𝑛𝑗
(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)�̃�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (4)

где элементы (𝑛×𝑛𝑗)-матриц 𝐷𝑛𝑗
(𝑗 = 1,𝑀) также принадлежат классу 𝐹 (𝑚 −

1; 𝜀*; 𝜃).
В случае 𝑀 = 2 соответствующий результат был получен в работе [13].
2. Вспомогательные результаты. Рассмотрим линейную однородную си-

стему матричных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑋𝑗

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽𝑛𝑗 +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(1)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋𝑗 −𝑋𝑗

(︃
𝐽𝑛𝑘

+

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(2)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
+

+

𝑁∑︁
𝑙=1
(�̸�=𝑗)

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃𝑗𝑙𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
𝑋𝑙, 𝑗 = 1, 𝑁, (5)

где 𝑋𝑗 – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матрицы, 𝑃 (1)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑗)-матрицы, 𝑃 (2)

𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑘 ×
𝑛𝑘)-матрицы, 𝑃 (1)

𝑗𝑙𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑙)-матрицы с элементами из класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃);
𝑛1 + ...+ 𝑛𝑁 = ̃︀𝑁 .

𝐽𝑛𝑗
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ... 0 0
1 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0
0 0 ... 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐽𝑛𝑘
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ... 0 0
1 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0
0 0 ... 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
– жордановы блоки размерностей 𝑛𝑗 и 𝑛𝑘 соответственно, все диагональные эле-
менты которых равны нулю, 𝜇 ∈ (0, 1).

Введём блочные матрицы

𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
𝑋1 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

𝑂𝑛2,𝑛𝑘
𝑋2 ... 𝑂𝑛2,𝑛𝑘

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘
... 𝑋𝑁

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐽 (1) =

⎛⎜⎜⎝
𝐽𝑛1

𝑂𝑛1,𝑛2
... 𝑂𝑛1,𝑛𝑁

𝑂𝑛2,𝑛1
𝐽𝑛2

... 𝑂𝑛2,𝑛𝑁

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛1 𝑂𝑛𝑁 ,𝑛2 ... 𝐽𝑛𝑁

⎞⎟⎟⎠ , 𝐽 (2) =

⎛⎜⎜⎝
𝐽𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝐽𝑛𝑘

... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
... 𝐽𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎠ ,

𝑃 (1)
𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑃

(1)
1𝑠 𝑂𝑛1,𝑛2

... 𝑂𝑛1,𝑛𝑁

𝑂𝑛2,𝑛1
𝑃

(1)
2𝑠 ... 𝑂𝑛2,𝑛𝑁

... ... ... ...

𝑂𝑛𝑁 ,𝑛1
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛2

... 𝑃
(1)
𝑁𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑃 (2)
𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑃

(2)
1𝑠 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝑃

(2)
2𝑠 ... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... ... ... ...

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... 𝑃
(2)
𝑁𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑃𝑠 =

⎛⎜⎜⎝
𝑂𝑛1,𝑛1 𝑃12𝑠 ... 𝑃1𝑁𝑠

𝑃21𝑠 𝑂𝑛2,𝑛2 ... 𝑃2𝑁𝑠

... ... ... ...
𝑃𝑁1𝑠 𝑃𝑁2𝑠 ... 𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑁

⎞⎟⎟⎠ ,
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где 𝑂𝑟,𝑝 – нулевая матрица размерности (𝑟 × 𝑝).
Таким образом, матрица 𝑋 имеет размерность ( ̃︀𝑁 × 𝑁𝑛𝑘), матрица 𝐽 (1) –

размерность ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁), матрица 𝐽 (2) – размерность (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘), матрицы 𝑃
(1)
𝑠 –

размерность ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁), матрицы 𝑃
(2)
𝑠 – размерность (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘), матрицы 𝑃𝑠 –

размерность ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁).
Систему (5) тогда можно записать в виде одного матричного дифференци-

ального уравнения:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽 (1) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (3)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋 −𝑋

(︃
𝐽 (2) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (2)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
, (6)

где 𝑃 (3)
𝑠 = 𝑃

(1)
𝑠 + 𝑃𝑠 (𝑠 = 1, 𝑞).

Лемма 1. Существует 𝜇0 ∈ (0, 1) такое, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) суще-
ствует преобразование вида

𝑋 =

(︃
𝐸 ̃︀𝑁 +

𝑞∑︁
𝑠=1

Φ𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
𝑌

(︃
𝐸𝑁𝑛𝑘

+

𝑞∑︁
𝑠=1

Ψ𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
, (7)

где 𝑌 – ( ̃︀𝑁 ×𝑁𝑛𝑘)-матрица, 𝐸 ̃︀𝑁 , 𝐸𝑁𝑛𝑘
– единичные матрицы размерностей ̃︀𝑁

и 𝑁𝑛𝑘 соответственно, элементы ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁)-матриц Φ𝑠 и (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘)-матриц
Ψ𝑠 𝑠 = 1, 𝑞 принадлежат классу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), приводящее уравнение (6) к виду:

𝑑𝑌
𝑑𝑡 =

(︁
𝐽 (1) +

∑︀𝑞
𝑠=1 𝑈𝑠(𝑡, 𝜀)𝜇

𝑠 + 𝜀
∑︀𝑞
𝑠=1

̃︀𝑈𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠 + 𝜇𝑞+1𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)
)︁
𝑌−

−𝑌
(︁
𝐽 (2) +

∑︀𝑞
𝑠=1 𝑉𝑠(𝑡, 𝜀)𝜇

𝑠 + 𝜀
∑︀𝑞
𝑠=1

̃︀𝑉𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠 + 𝜇𝑞+1𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)
)︁
,

(8)

где 𝑈𝑠(𝑡, 𝜀), 𝑉𝑠(𝑡, 𝜀) (𝑠 = 1, 𝑞) – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘)

соответственно с элементами из класса 𝑆(𝑚; 𝜀0); ̃︀𝑈𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), ̃︀𝑉𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑠 = 1, 𝑞)

– матрицы размерностей ( ̃︀𝑁× ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘) соответственно с элементами
из класса 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃); 𝑊1, 𝑊2 – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁× ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘)
соответственно с элементами из класса 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Доказательство леммы 1 приведено в работе [13].
Рассмотрим теперь систему матричных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑋𝑗

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽𝑛𝑗 +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(1)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋𝑗 −𝑋𝑗

(︃
𝐽𝑛𝑘

+

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(2)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
+𝑅𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃)+

+

𝑁∑︁
𝑙=1
(�̸�=𝑗)

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃𝑗𝑙𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
𝑋𝑙 − 𝜇2𝑋𝑗

𝑁∑︁
𝑙=1

𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙, 𝑗 = 1, 𝑁, (9)

где матрицы 𝑃
(1)
𝑗𝑠 , 𝑃 (2)

𝑗𝑠 , 𝑃𝑗𝑙𝑠 – те же, что и в системе (5), 𝑅𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-
матрицы, 𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑘 × 𝑛𝑙)-матрицы с элементами из класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).
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Вводя обозначения

𝑅(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

⎛⎜⎜⎝
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

𝑂𝑛2,𝑛𝑘
𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃) ... 𝑂𝑛2,𝑛𝑘

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘
... 𝑅𝑁 (𝑡, 𝜀, 𝜃)

⎞⎟⎟⎠ ,

[𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑋] =

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑁
𝑙=1𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

∑︀𝑁
𝑙=1𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙 ... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... ... ... ...

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

...
∑︀𝑁
𝑙=1𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙

⎞⎟⎟⎠
(матрица 𝑅 имеет размерность ( ̃︀𝑁×𝑁𝑛𝑘), а матрица [𝐴,𝑋] – размерность (𝑁𝑛𝑘×
𝑁𝑛𝑘)), запишем систему (9) в виде одного нелинейного матричного уравнения:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽 (1) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (3)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋 −𝑋

(︃
𝐽 (2) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (2)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
+

+𝑅(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝜇2𝑋[𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑋] (10)

(матрицы 𝑋, 𝑃 (2)
𝑠 , 𝑃 (3)

𝑠 те же, что и в уравнении (6)).
Лемма 2. Пусть уравнение (10) удовлетворяет одной из следующих сово-

купностей условий I, II, III:
I. 1) ̃︀𝑁 < 𝑁𝑛𝑘,

2)
∑︀𝜈
𝑙=1 Γ0((𝑅)𝑙,𝑁𝑛𝑘−𝜈+𝑙) ≡ 0, 𝜈 = 1, ̃︀𝑁 ,

3) inf
𝐺(𝜀0)

|Γ0((𝑃
(1)
0 )1,𝑁𝑛𝑘

)| > 0;

II. 1) ̃︀𝑁 = 𝑁𝑛𝑘,
2)
∑︀𝜈
𝑙=1 Γ0((𝑅)𝑙,𝑁𝑛𝑘−𝜈+𝑙) ≡ 0, 𝜈 = 1, ̃︀𝑁 ,

3) inf
𝐺(𝜀0)

|Γ0((𝑃
(1)
0 )1, ̃︀𝑁 − (𝑃

(2)
0 )1, ̃︀𝑁 )| > 0;

III. 1) ̃︀𝑁 > 𝑁𝑛𝑘,
2)
∑︀𝜈
𝑙=1 Γ0((𝑅)𝑙,𝑁𝑛𝑘−𝜈+𝑙) ≡ 0, 𝜈 = 1, 𝑁𝑛𝑘,

3) inf
𝐺(𝜀0)

|Γ0((𝑃
(1)
0 )1, ̃︀𝑁 )| > 0.

Тогда существует 𝜇1 ∈ (0, 1) такое, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇1) и для любого
𝑞 ∈ N существует преобразование вида

𝑋 =

𝑞∑︁
𝑠=0

Ξ𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠 +Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑌Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), (11)

где элементы ( ̃︀𝑁 × 𝑁𝑛𝑘)-матриц Ξ𝑠 (𝑠 = 0, 2𝑞 − 1), ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁)-матрицы Φ и
(𝑁𝑛𝑘 × 𝑁𝑛𝑘)-матрицы Ψ принадлежат классу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1), при-
водящее уравнение (10) к виду:

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽 (1) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
𝑌 − 𝑌

(︃
𝐽 (2) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+
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+𝜀(̃︀𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑌 − 𝑌 ̃︀𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇𝑞+1(̃︁𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑌 − 𝑌̃︁𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))+

+𝜀 ̃︀𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞 ̃︀𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇), (12)

где 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 (𝑙 = 1, 𝑞) – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘 × 𝑁𝑛𝑘) соот-
ветственно с элементами из класса 𝑆(𝑚; 𝜀0), ̃︀𝑈 , ̃︀𝑉 – матрицы размерностей
( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘) соответственно с элементами из класса 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃),̃︁𝑊1, ̃︁𝑊2 – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁× ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘) соответственно с эле-
ментами из класса 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃), ̃︀𝑅1, ̃︀𝑅2 – матрицы размерности ( ̃︀𝑁 ×𝑁𝑛𝑘) с
элементами из классов 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) соответственно, ̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇)
– матрица-функция размерности ( ̃︀𝑁 × 𝑁𝑛𝑘), обладающая свойствами: если
𝑌 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), то ̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1), причём существует
𝐾1 ∈ (0,+∞) такое, что

‖̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇)‖*𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
6 𝐾1

(︁
‖𝑌 ‖*𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)

)︁2
,

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 2 из работы [13].
Введём матрицы

𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙, 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜇) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙,

где матрицы 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 (𝑙 = 1, 𝑞) определены в лемме 2.
Лемма 3. Пусть уравнение (12) удовлетворяет следующим условиям:

1) собственные значения 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑗 = 1, ̃︀𝑁 ) матрицы 𝐽 (1) + 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) и
𝜆2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑠 = 1, 𝑁𝑛𝑘) матрицы 𝐽 (2) + 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜇) таковы, что

inf
𝐺(𝜀0)

|Re(𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝜆2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜇))| ≥ 𝛾0𝜇
𝑞0

(𝛾0 > 0, 0 < 𝑞0 6 𝑞; 𝑗 = 1, ̃︀𝑁, 𝑠 = 1, 𝑁𝑛𝑘);
2) существуют ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁)-матрица 𝐿1(𝑡, 𝜀, 𝜇) и (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘)-матрица 𝐿2(𝑡, 𝜀, 𝜇)
такие, что
а) все элементы этих матриц принадлежат классу 𝑆(𝑚; 𝜀0) ⊂ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),
б) существуют матрицы 𝐿−1

1 (𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝐿−1
2 (𝑡, 𝜀, 𝜇),

причём ‖𝐿−1
𝑗 (𝑡, 𝜀, 𝜇)‖*𝐹 (𝑚𝜀0,𝜃)

6𝑀1𝜇
−𝛼, 𝑀1 ∈ (0,+∞), 𝛼 ∈ [0, 𝑞], 𝑗 = 1, 2,

в) 𝐿−1
1 (𝐽 (1)+𝑈)𝐿1 = Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝐿2(𝐽

(2)+𝑉 )𝐿−1
2 = Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇), где Λ1 = diag(𝜆11, . . . , 𝜆1, ̃︀𝑁 ),

Λ2 = diag(𝜆21, . . . , 𝜆2,𝑁𝑛𝑘
);

3) 𝑞 > 𝑞0 + 𝛼− 1/2.
Тогда существует 𝜇2 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0,+∞) такие, что ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇2) матрич-

ное дифференциальное уравнение (12) имеет частное решение 𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) та-
кое, что все его элементы принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀1(𝜇); 𝜃), где 𝜀1(𝜇) =
min(𝜀0, 𝛽𝜇

2𝑞0+2𝛼−1).
Доказательство. Произведём в уравнении (12) подстановку

𝑌 =
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0+2𝛼
𝐿1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍𝐿2(𝑡, 𝜀, 𝜇), (13)
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где 𝑍 – новая неизвестная ( ̃︀𝑁 ×𝑁𝑛𝑘)-матрица. Получим:

𝑑𝑍

𝑑𝑡
= Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍 − 𝑍Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀(̃︀𝑈1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝑍 ̃︀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))+

+𝜇𝑞+1(̃︁𝑊3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝑍̃︁𝑊4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) +
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+
𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0+2𝛼−1
̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇), (14)

где ̃︀𝑅3 = 𝐿−1
1
̃︀𝑅1𝐿

−1
2 , ̃︀𝑅4 = 𝐿−1

1
̃︀𝑅2𝐿

−1
2 , ̃︀𝑈1 = 𝐿−1

1
̃︀𝑈𝐿1 − 𝜀−1𝐿−1

1 (𝑑𝐿1/𝑑𝑡), ̃︀𝑉1 =

𝐿2
̃︀𝑈𝐿−1

2 + 𝜀−1(𝑑𝐿2/𝑑𝑡)𝐿
−1
2 , ̃︁𝑊3 = 𝐿−1

1
̃︁𝑊1𝐿1, ̃︁𝑊4 = 𝐿2

̃︁𝑊2𝐿
−1
2 .

Все элементы этих матриц принадлежат классу 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃). ̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)

– матрица-функция такая, что если 𝑍 ∈ 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), то ̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚−
1; 𝜀0; 𝜃), причём 𝐾2 ∈ (0,+∞) такое, что

‖̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6 𝐾2

(︁
‖𝑍‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︁2
.

В силу выражений для матриц ̃︀𝑅3, ̃︀𝑅4, ̃︀𝑈1, ̃︀𝑉1, ̃︁𝑊3, ̃︁𝑊4 и условия 2б) леммы
существует 𝐾3 ∈ (0,+∞) такое, что

‖ ̃︀𝑅𝑗‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6

𝐾3

𝜇2𝛼
(𝑗 = 3, 4),

‖̃︀𝑈1‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6
𝐾3

𝜇𝛼
, ‖̃︀𝑉1‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6
𝐾3

𝜇𝛼
,

‖̃︁𝑊𝑗‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6
𝐾3

𝜇𝛼
(𝑗 = 3, 4).

Наряду с уравнением (14) рассмотрим матричное линейное неоднородное
дифференциальное уравнение

𝑑𝑍0

𝑑𝑡
= Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍0 − 𝑍0Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇). (15)

Из результатов работы [15] следует, что условия леммы обеспечивают суще-
ствование единственного частного решения 𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) уравнения (15), все эле-
менты которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃), причём существует 𝐾0 ∈
(0,+∞) такое, что

‖𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6

6
𝐾0

𝜇𝑞0

(︂
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖ ̃︀𝑅3‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+
𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖ ̃︀𝑅4‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︂
. (16)

Построим решение уравнения (14), все элементы которого принадлежат клас-
су 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀1; 𝜃) методом последовательных приближений, взяв в качестве на-
чального приближения 𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), а последующие определив как решения, все
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элементы которых принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃) линейных неоднородных
матричных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑍𝜈+1

𝑑𝑡
= Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍𝜈+1 − 𝑍𝜈+1Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜀(̃︀𝑈1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍𝜈 − 𝑍𝜈 ̃︀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇𝑞+1(̃︁𝑊3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍𝜈 − 𝑍𝜈̃︁𝑊4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0+2𝛼−1
̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍𝜈 , 𝜇), 𝜈 = 0, 1, 2, .... (17)

Обозначим

Ω =
{︁
𝑍 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) : ‖𝑍 − 𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6 𝑑
}︁
.

Несложно показать, что существует 𝐾4 ∈ (0,+∞) такое, что ∀ 𝑍*
1 , 𝑍

*
2 ∈ Ω

выполнено неравенство:

‖̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍
*
1 , 𝜇)− ̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍

*
2 , 𝜇)‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6 𝐾4‖𝑍*
1 − 𝑍*

2‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
.

Используя обычную методику принципа сжимающих отображений [16], легко
установить, что если

𝐾0𝐾5

(︂
𝜀+ 𝜇𝑞+1

𝜇𝑞0+𝛼
2𝑚
(︁
‖𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+ 𝑑
)︁
+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇2𝑞0+2𝛼−1

(︁
‖𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+ 𝑑
)︁2)︂

6 𝑑0 < 𝑑, (18)

где 𝐾5 = max(𝐾2,𝐾3), то все приближения (17) не выходят за пределы Ω. И если

𝐾0𝐾6

(︂
2𝑚

𝜀+ 𝜇𝑞+1

𝜇𝑞0+𝛼
+

𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇2𝑞0+2𝛼−1

)︂
< 1, (19)

где 𝐾6 = max(𝐾3,𝐾4), то процесс (17) сходится к решению уравнеия (14), все
элементы которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀1; 𝜃). Неравенства (18), (19)
выполняются в силу условия 3) леммы для достаточно малых 𝜇 и 𝜀/𝜇2𝑞0+2𝛼−1.
Поэтому 𝜀1(𝜇) = min(𝜀0, 𝛽𝜇

2𝑞0+2𝛼−1), где 𝛽 – достаточно малая постоянная.
Лемма 3 доказана.
Следующие две леммы являются непосредственным следствием леммы 3.
Лемма 4. Пусть уравнение (10) удовлетворяет всем условиям леммы 2,

а уравнение (12), получающееся из уравнения (10) с помощью преобразования
(11), удовлетворяет условиям леммы 3. Тогда существует 𝜇3 ∈ (0, 1), 𝛽1 ∈
(0,+∞) такие, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇3) уравнение (10) имеет частное реше-
ние 𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), все элементы которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀2(𝜇); 𝜃),
где 𝜀2(𝜇) = min(𝜀0, 𝛽1𝜇

2𝑞0+2𝛼−1), а 𝑞0, 𝛼 определены в лемме 2.
Лемма 5. Пусть система матричных дифференциальных уравнений (9)

такова, что соответствующее ей матричное уравнение (10) удовлетворяет
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условиям леммы 4. Тогда существует 𝜇4 ∈ (0, 1), 𝛽2 ∈ (0,+∞) такие, что
для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇4) система (9) имеет частное решение 𝑋𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗 =
1, 𝑁), все элементы которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚−1; 𝜀3(𝜇); 𝜃), где 𝜀3(𝜇) =
min(𝜀0, 𝛽2𝜇

2𝑞0+2𝛼−1), а 𝑞0, 𝛼 определены в лемме 2.
3. Основные результаты. Вернёмся к системе (2) и произведём в ней под-

становку:
𝑥𝑗 = 𝑒𝑖ℎ𝑗𝜃𝑦𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (20)

где 𝑦𝑗 = colon(𝑦𝑗,1, ..., 𝑦𝑗,𝑚𝑗
) (𝑗 = 1,𝑀). Получим:

𝑑𝑦𝑗
𝑑𝑡

= 𝐽𝑛𝑗
𝑦𝑗 + 𝜇

𝑀∑︁
𝑘=1

̃︀𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑦𝑘, 𝑗 = 1,𝑀, (21)

где ̃︀𝐵𝑗𝑘 = 𝐵𝑗𝑘𝑒
𝑖(ℎ𝑘−ℎ𝑗)𝜃.

В системе (21) произведём подстановку:

𝑦𝑗 = 𝑧𝑗 + 𝜇

𝑀∑︁
𝑘=1
(𝑘 ̸=𝑗)

𝑄𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑧𝑘, 𝑗 = 1,𝑀. (22)

Потребовав выполнение условия блочной диагональности преобразованной си-
стемы, для (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матриц 𝑄𝑗𝑘 (𝑘 ̸= 𝑗) получим систему вида:

𝑑𝑄𝑗𝑘
𝑑𝑡

= 𝐽𝑛𝑗
𝑄𝑗𝑘 −𝑄𝑗𝑘𝐽𝑛𝑘

+ ̃︀𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇( ̃︀𝐵𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑗𝑘 −𝑄𝑗𝑘 ̃︀𝐵𝑘𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)+
+𝜇

𝑀∑︁
𝑠=1

(𝑠 ̸=𝑗,�̸�=𝑘)

̃︀𝐵𝑗𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑠𝑘 − 𝜇2𝑄𝑗𝑘

𝑀∑︁
𝑠=1
(𝑠 ̸=𝑘)

̃︀𝐵𝑘𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑠𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1,𝑀 (𝑗 ̸= 𝑘). (23)

Для 𝑛𝑗-векторов 𝑧𝑗 получим систему

𝑑𝑧𝑗
𝑑𝑡

= 𝐷𝑛𝑗
(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑧𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (24)

где

𝐷𝑛𝑗 = 𝐽𝑛𝑗 + 𝜇 ̃︀𝐵𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇2
𝑀∑︁
𝑠=1
(𝑠 ̸=𝑗)

̃︀𝐵𝑗𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑠𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀. (25)

Нетрудно видеть, что система (23) распадается на 𝑀 независимых подси-
стем, каждая из которых содержит 𝑀 − 1 неизвестную матрицу, и имеет вид (9).
Поэтому на основании леммы 5 справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть каждая из систем (23) удовлетворяет условиям леммы 5.
Тогда существует 𝜇5 ∈ (0, 1), 𝛽3 ∈ (0,+∞) такие, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇5) суще-
ствует преобразование вида (3) с коэффициентами из класса 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀4(𝜇); 𝜃),
где 𝜀4(𝜇) = 𝛽3𝜇

2𝑞0+2𝛼−1 (𝑞0 и 𝛼 определены в лемме 2), приводящее систему (2)
к блочно-диагональному виду (4), где матрицы 𝐷𝑛𝑗

(𝑗 = 1,𝑀) определяются
выражениями (25).

Заключение. Таким образом, для системы дифференциальных уравнений
(2) установлены условия существования линейного преобразования, приводящего
эту систему к блочно-диагональному виду, причём коэффициенты этого преобра-
зования имеют структуру, аналогичную структуре коэффициентов системы (2).
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Щоголев С. А.
Блочна дiагоналiзацiя лiнiйної однорiдної диференцiальної системи з коефi-
цiєнтами коливного типу в резонансному випадку

Резюме

Для лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти якої мають ви-
гляд рядiв Фур’є з повiльно змiнними коефiцiєнтами i частотою, отримано умови iсну-
вання лiнiйного перетворення з коефiцiєнтами аналогiчної структури, що приводить цю
систему до блочно-дiагонального вигляду в резонансному випадку.
Ключовi слова: диференцiальний, повiльно змiнний, ряди Фур’є.

Shchogolev S. A.
The block diagonalization of the linear homogeneous differential system with
coefficients of oscillating type in resonance case

Summary

For the linear homogeneous system of the differential equations, coefficients of which are

represented by an absolutely and uniformly convergent Fourier series with slowly varying

coefficients and frequency, conditions of existence of the linear transformation with coeffi-

cients of similar structure, this system leads to a block-diagonal form in a resonance case are

obtained.

Key words: differential, slowly-varying, Fourier series.
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APPROXIMATION OF SOLUTIONS TO THE OPTIMAL CONTROL
PROBLEM FOR THE IMPULSIVE SYSTEM WITH MAXIMUM

This paper presents the averaging method for two problems: impulsive system with maxi-

mum and for the optimal control problem of this kind of system. For the first problem the

Krylov–Bogolyubov’s theorem is generalized. For the second one we are interested not only

in approximation of the solution for optimal control problems with impulsive perturbation

and maximum but also in approximation of corresponding functionals. In this purpose the

averaging method is obtained as well. In this case averaging scheme includes the algorithm

of correspondence between control functions of original and averaged optimal control prob-

lems. A numerical-asymptotic algorithm for solving an optimal control problem with a small

parameter of such kind of system is designed.

MSC: 34K33, 34K35, 34K45.

Key words: systems with delay, impulsive systems, optimal control problem, averaging method.

Introduction. Initially, an averaging method were developed by [2]. It further
generalization to the functional differential equation was obtained by [7], [6], [8], to
the impulsive system by [1]. [3] developed the averaging method for neutral type of
impulsive system with maximum in case averaged system is ”frozen”, by means it
does not depend on maximum of unknown function. We propose the average scheme
where averaged system also depends on maximum of 𝑥 as original system.

Moreover, [10] offered to apply an averaging method to the optimal control prob-
lem which is based on the following steps to the impulsive optimal control problem
with maximum:

1) average a controlled system;

2) establish the correspondence between controlled functions of both (averaged
and original) systems;

3) estimate the quality of control function of averaged problem by the functional
of the original problem.

We apply this approach to the impulsive optimal control problem with maximum.
The impulsive optimal control problem without maximum of unknown function was
considered by [5].

Auxiliary arguments. For a piecewise continuous function 𝑥 ∈ [0,∞) → R𝑚
and continuous functions 𝑔, 𝛾 ∈ [0,∞) → R, such that 0 6 𝑔(𝑡) 6 𝛾(𝑡) 6 𝑡 for any
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𝑡 > 0 we denote the componentwise ”maximal” value of 𝑥 over the time interval
[𝑔(𝑡), 𝛾(𝑡)] by

̃︀𝑥𝐺(𝑡) = {︃ sup
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑥1(𝑠), · · · , sup
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑥𝑚(𝑠)

}︃
. (1)

For any function 𝑓 ∈ 𝐶([0,∞);R𝑛) and any matrix 𝐴 : [0,∞) → R𝑛×𝑛 we introduce

||𝑓(𝑡)|| = max
16𝑖6𝑛

sup
𝑡>0

|𝑓𝑖(𝑡)|, ||𝐴(𝑡)|| = max
16𝑖6𝑛

𝑚∑︁
𝑗=1

sup
𝑡>0

|𝑎𝑖𝑗(𝑡)|.

Let 𝑋 and 𝑌 be two non-empty subsets of R𝑛. We define the Hausdorf distance
between them by

𝑑𝐻(𝑋,𝑌 ) = max

{︂
sup
𝑥∈𝑋

inf
𝑦∈𝑌

||𝑥− 𝑦||, sup
𝑦∈𝑌

inf
𝑥∈𝑋

||𝑥− 𝑦||
}︂
.

The following notion of average will be used in this paper.

Definition 1. [4]. A continuous bounded function 𝑓 : [0,∞)×𝐷 → R𝑛 is said
to have an average 𝑓(𝑥) if the limit

𝑓(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

�̂�

0

𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡, (2)

exists and ∀(𝑡, 𝑥) ∈ [0,∞)×𝐷′ ×𝐷′⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1𝑇

�̂�

0

𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡− 𝑓(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 6 𝑞𝜎(𝑇 ),

for every compact set 𝐷′ ⊂ 𝐷, where 𝑞 is a positive constant (possibly dependent on
𝐷′) and 𝜎 : [0,∞) → [0,∞) is a strictly decreasing, continuous, bounded function
such that 𝜎(𝑇 ) → 0 as 𝑇 → ∞. The function 𝜎 is called convergence function.

Main Results

1. Impulsive system with maximum and small parameter. Because of
the presence of impulses maximum is not always attained we replace maximum with
supremum. So let us consider the system in standard form with supremum and with
fixed times of impulse actions

�̇�(𝑡) = 𝜀𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺), 𝑡 > 0, 𝑡 ̸= 𝜏𝑘,
Δ𝑥|𝑡=𝜏𝑘 = 𝜀 (𝑥(𝜏𝑘 + 0)− 𝑥(𝜏𝑘 − 0)) = 𝜀𝐼𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2, . . .
𝑥(0) = 𝑥0,

(3)

where 𝑥 ∈ R𝑛 is the phase vector, 𝑓 : [0, 𝐿𝜀−1]×R𝑛×R𝑛 → R𝑛 is a continuous func-
tion; 𝐿 > 0; 𝜀 is a small parameter; 𝑔(𝑡), 𝛾(𝑡): [0, 𝐿𝜀−1] → R are known, continuous
functions and 0 6 𝑔(𝑡) 6 𝛾(𝑡) 6 𝑡;

sup
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑥(𝑠) = ( sup
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑥1(𝑠), . . . , sup
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑥𝑛(𝑠))
𝑇 ;
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𝜏𝑘 are fixed numbers such that 0 = 𝜏0 < 𝜏1 < · · · < 𝜏𝑘 < . . . and lim
𝑘→∞

𝜏𝑘 = ∞.

By a solution to problem (3) we mean a real valued function 𝑥 defined on [0,∞)
which is left continuous on [0,∞) and is differentiable on (𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1) (𝑘 = 0, 1, 2, . . . )
satisfying

�̇�(𝑡) = 𝜀𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺), 𝑡 ∈
∞⋃︀
𝑘=0

(𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1),

𝑥(0) = 𝑥0.

We associate the following averaged autonomous system with the original sys-
tem (3):

�̇� = 𝜀
(︀
𝑓(𝑦, ̃︀𝑦𝐺) + 𝐼(𝑦)

)︀
, 𝑡 > 0𝑦(0) = 𝑥0, (4)

where

𝐼(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

∑︁
0<𝜏𝑘<𝑇

𝐼𝑘(𝑥). (5)

The following theorem establishes conditions for justification of averaging method

Theorem 1. Let in domain 𝑄 = [𝑡 > 0, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛] the following conditions
hold:

1) functions 𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺), 𝐼𝑘(𝑥), (𝑘 = 0, 1, 2, · · · ) are continuous and there exist con-
stants 𝑀, 𝜆 such that

‖𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺)‖ 6𝑀, ‖𝐼𝑘(𝑥)‖ 6𝑀 ;⃦⃦
𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺)−𝑓(𝑡, 𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)⃦⃦ 6 𝜆

[︀⃦⃦
𝑥− 𝑥1

⃦⃦
+
⃦⃦̃︀𝑥𝐺 − ̃︀𝑥1𝐺⃦⃦]︀ ;⃦⃦

𝐼𝑘(𝑥)− 𝐼𝑘(𝑥
1)
⃦⃦
6 𝜆

⃦⃦
𝑥− 𝑥1

⃦⃦
∀𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺 ∈ 𝐷;

3) functions 𝑔(𝑡) and 𝛾(𝑡) are uniformly continuous;

4) there exist (2) and (5) uniformly with respect to 𝑥, ̃︀𝑥𝐺;
5) there exists 𝜃 > 0 such that for 𝑘 = 0, 1, 2, · · · , the following inequality holds

𝜃 6 𝜏𝑘 − 𝜏𝑘−1, where 𝜏0 = 0.

6) there exists 𝜌 > 0 such that the solution 𝑦 = 𝑦(𝑡) to the averaged system (4),
where 𝑦(0) = 𝑥(0) ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 defined for any 𝑡 > 0 and belongs together with 𝜌
neighborhood to the domain 𝐷.

Then for any 𝜂 > 0 and 𝐿 > 0 there exists 𝜀* = 𝜀*(𝜂, 𝐿) > 0 such that for any
𝜀 ∈ (0, 𝜀*] and 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] the following estimation holds:

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6 𝜂. (6)

Proof. Let us notice that the function 𝑓(𝑥, ̃︀𝑥𝐺) is a bounded function and
satisfies Lipschitz condition. Indeed, according to the assumption 4) and definition 1
one can indicate function 𝜎 such that the following estimation holds:

⃦⃦
𝑓(𝑥, ̃︀𝑥𝐺)− 𝑓(𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)⃦⃦ 6

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑥, ̃︀𝑥𝐺)− 1

𝑇

�̂�

0

𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺)𝑑𝑡
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
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+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1𝑇

�̂�

0

[︀
𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺)− 𝑓(𝑡, 𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)]︀ 𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1𝑇

�̂�

0

𝑓(𝑡, 𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)𝑑𝑡− 𝑓(𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

6 2𝜎(𝑇 ) +
1

𝑇

�̂�

0

⃦⃦
𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺)− 𝑓(𝑡, 𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)⃦⃦ 𝑑𝑡

6 2𝜎(𝑇 ) + 𝜆
(︀⃦⃦
𝑥− 𝑥1

⃦⃦
+
⃦⃦̃︀𝑥𝐺 − ̃︀𝑥1𝐺⃦⃦)︀ ∀𝑥, 𝑥1, ̃︀𝑥𝐺, ̃︀𝑥1𝐺 ∈ 𝐷.

We have ⃦⃦
𝑓(𝑥, ̃︀𝑥𝐺)− 𝑓(𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)⃦⃦ 6 𝜆

(︀⃦⃦
𝑥− 𝑥1

⃦⃦
+
⃦⃦̃︀𝑥𝐺 − ̃︀𝑥1𝐺⃦⃦)︀

when 𝜎(𝑇 ) → 0 as 𝑇 → ∞.
From conditions 1) and 4) we obtain that for systems (3) and (4) there exist

unique and extend solutions 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) for 𝑡 > 0 while 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷.
Let us use integrate form for equations (3) and (4)

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠)) 𝑑𝑠+ ∑︁
0<𝜏𝑘<𝑡

𝐼𝑘(𝑥)

⎞⎠ ,

𝑦(𝑡) = 𝑥0 + 𝜀

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

(︀
𝑓(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) + 𝐼𝑘(𝑦)

)︀
𝑑𝑠

⎞⎠
for 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1].

Let us estimate the difference

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡ˆ

0

[︀
𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠))− 𝑓(𝑦(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠))]︀ 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
0<𝜏𝑘<𝑡

𝐼𝑘(𝑥)−
𝑡ˆ

0

𝐼(𝑦) 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

We divide the interval [0, 𝐿𝜀−1] in 𝑚 equal parts 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 𝐿
𝜀𝑚 , · · · , 𝑡𝑖 =

𝑖𝐿
𝜀𝑚 , .., 𝑡𝑚 = 𝐿

𝜀 . Then using estimation from [12] for the first term, estimation from [1]
for the second term and according to the assumption 4) one can indicate monotoni-
cally decreasing function 𝜎(𝑡) → 0 as 𝑡→ ∞ such that for all 𝑥 ∈ 𝐷 we obtain

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6
𝐿𝑀(𝜆𝐿(5 + 𝜃) + 3𝜃)

𝜃𝑚
+ 𝜀𝑡𝑖𝜎(𝑡𝑖) + 𝜀𝑡𝜎(𝑡).

Define 𝐹 (𝜀) = sup
𝑙∈[0,𝐿]

[︀
𝑙𝜎( 𝑙𝜀 )

]︀
and notice 𝜀𝑡𝑖𝜎(𝑡𝑖) 6 𝐹 (𝜀), 𝜀𝑡𝜎(𝑡) 6 𝐹 (𝜀). Then

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6 𝐶(𝑚) + 2𝐹 (𝜀),

where 𝐶(𝑚) = 𝐿𝑀(𝜆𝐿(5+𝜃)+3𝜃)
𝜃𝑚 . Observe, 𝐹 (𝜀) → 0, as 𝜀 → 0. Hence, let us fix 𝑚

and choose 𝜀* such that for all 𝜀 ∈ (0, 𝜀*] the estimation (6) is true.
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2. Optimal control problem for the impulsive system with maximum.
Let us consider the following problem with supremum

�̇�=𝜀 [𝑓(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺)+𝐴(𝑥, ̃︀𝑥𝐺)𝜁(𝑡, 𝑢)] , 𝑡 > 0, 𝑡 ̸= 𝜏𝑘,
Δ𝑥|𝑡=𝜏𝑘 = 𝜀𝐼𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,
𝑥(0) = 𝑥0,

(7)

where 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑎𝑖𝑗 ∈ R, 𝜁 : [0, 𝐿𝜀−1]×𝑈 → R𝑟 𝒰 is a set of all piecewise continuous
functions 𝑢 from [0, 𝐿𝜀−1] to R𝑟, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑟).
We are interested in a control function which provides the minimum of functional

𝐽 [𝑢] = Φ(𝑥(𝐿𝜀−1)). (8)

Let us consider the corresponding averaged system

�̇� = 𝜀
[︀
𝑓(𝑦, ̃︀𝑦𝐺) +𝐴(𝑦, ̃︀𝑦𝐺)𝑣 + 𝐼(𝑦)

]︀
,

𝑦(0) = 𝑥0.
(9)

with functional
𝐽 [𝑢] = Φ(𝑦(𝐿𝜀−1)), (10)

where 𝑣 ∈ 𝑉 is a new control vector and set 𝑉 is defined as

𝑉 = lim
𝑇→∞

1

𝑇

�̂�

0

𝜁(𝑡, 𝑈)𝑑𝑡, (11)

in (11) we understand integral of set-valued function as Aumann integral, convergence
we understand the sense of Hausdorff metric.

2.1 The algorithm of correspondence of control functions. The control
functions in original and averaged systems are different e.g. can belong to the space
of different dimensions. That is why it is necessary to establish the correspondence
between control functions of (7),(8) and (9),(10).

1. For admissible control 𝑣 ∈ 𝒱 find the correspondence admissible control 𝑢 ∈ 𝒰
in the following way:

(a) calculate points 𝑣𝑖 =
1
𝑇0

(𝑖+1)𝑇0´
𝑖𝑇0

𝑣(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (𝑇0 is an arbitrary

constant).

(b) assign control
𝑢(𝑡) = {𝑢𝑖(𝑡), 𝑖𝑇0 6 𝑡 < (𝑖+ 1)𝑇0, 𝑖 = 0, 1, 2, ..}, where 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑡) can be
obtained from the conditions:

min
𝑢(𝑡)∈𝑈

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 1

𝑇0

(𝑖+1)𝑇0ˆ

𝑖𝑇0

𝜁(𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡−𝑣𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦=
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 1

𝑇0

(𝑖+1)𝑇0ˆ

𝑖𝑇0

𝜁(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡))𝑑𝑡−𝑣𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ . (12)
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The set-valued mapping 𝜁(𝑡, 𝑈) is continuous and bounded then by the Lya-
punov theorem (see [9]) the set

𝑉 𝑖𝑇0
=

⎧⎪⎨⎪⎩ 1

𝑇0

(𝑖+1)𝑇0ˆ

𝑖𝑇0

𝜁(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡))𝑑𝑡, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈

⎫⎪⎬⎪⎭
is convex and compact. According to (11) lim

𝑇0→∞
ℎ(𝑉 𝑖𝑇0

, 𝑉 ) = 0. Hence, there

exist 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑖𝑇0
the nearest to the 𝑣𝑖, in other words there exist control function

𝑢𝑖(𝑡) in (12) such that

1

𝑇0

(𝑖+1)𝑇0ˆ

𝑖𝑇0

𝜁(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡))𝑑𝑡 = 𝑣𝑖. (13)

2. For an admissible control 𝑢 ∈ 𝒰 find the corresponding admissible control 𝑣 ∈ 𝒱
in the following way:

(a) calculate 𝑤𝑖(𝑡) =
1
𝑇0

(𝑖+1)𝑇0´
𝑖𝑇0

𝜁(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡))𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (𝑇0-is an arbitrary

constant;

(b) assign control 𝑣(𝑡) = {𝑣𝑖(𝑡), 𝑖𝑇0 6 𝑡 < (𝑖+ 1)𝑇0, 𝑖 = 0, 1, 2, ..} , where 𝑣𝑖
can be obtained from the condition:

argmin
𝑣∈𝑉

‖𝑤𝑖 − 𝑣‖ = ‖𝑤𝑖 − 𝑣𝑖‖ .

There exists 𝑣𝑖 as a minimum of continuous function ‖𝑤𝑖 − 𝑣𝑖‖ on a com-
pact set 𝑉 .

Remark 1. Control functions 𝑢 = 𝑢(𝑡) in 1(b) and 𝑣 = 𝑣(𝑡) in 2(b) determined
ambiguously.

2.2 Justification of the averaging method. The following theorem provides
justification of the averaging method for controlled system (7).

Theorem 2. Suppose that in domain
𝑄 = {𝑡 > 0, 𝑥, ̃︀𝑥𝐺 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑟)} assumption 1),4)-6) of the theo-
rem 1 are satisfied. Moreover,

1) matrix 𝐴 is continuous and there exist 𝑀 , 𝜆 such that the following inequalities
hold

‖𝐴(𝑥, ̃︀𝑥𝐺)‖ 6𝑀,⃦⃦
𝐴(𝑥, ̃︀𝑥𝐺)−𝐴(𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺)⃦⃦ 6 𝜆

[︀⃦⃦
𝑥− 𝑥1

⃦⃦
+
⃦⃦̃︀𝑥𝐺 − ̃︀𝑥1𝐺⃦⃦]︀ ∀𝑥1, ̃︀𝑥1𝐺 ∈ 𝐷;

2) function 𝜁(𝑡, 𝑢) is continuous with respect to 𝑡, 𝑢
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3) there exists 𝜌 > 0 such that for any admissible control function 𝑣 ∈ 𝒱 the
solution 𝑦 = 𝑦(𝑡) to the averaged system (9), where 𝑦(0) = 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷
defined for any 𝑡 > 0 and belongs together with 𝜌 neighborhood to the domain
𝐷.

Then for any 𝜂 > 0 and 𝐿 > 0 there exists 𝜀* = 𝜀*(𝜂, 𝐿) > 0 such that for any
𝜀 ∈ (0, 𝜀*] and 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] the following statements hold

1) for any admissible control 𝑢 ∈ 𝒰 of system (7) there exists control function 𝑣
of system (9), such that:

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6 𝜂, (14)

2) for any admissible control 𝑣 ∈ 𝒱 of system (9) there exists control function 𝑢
of system (7), such that (14) holds.

Remark 2. By assumption 3) function 𝜁 is a continuous so we denote 𝑀 :=
max
𝑡,𝑢,̃︀𝑢𝐺

|𝜁(𝑡, 𝑢, ̃︀𝑢𝐺)| .
Proof. Let us proof the first statement of the theorem, the second part proved

analogously. Using the integral equations for (7) and (9) we have:

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡ˆ

0

[𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠)) +𝐴(𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠))𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠)))] 𝑑𝑠+ ∑︁
0<𝜏𝑘<𝑡

𝐼𝑘(𝑥) −

−
𝑡ˆ

0

[︀
𝑓(̃︀𝑦𝐺(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) +𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠))𝑣(𝑠) + 𝐼(𝑦)

]︀
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡ˆ

0

[︀
𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠)))− 𝑓(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠))]︀ 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
0<𝜏𝑘<𝑡

𝐼𝑘(𝑥) +

𝑡ˆ

0

𝐼(𝑦)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡ˆ

0

[𝐴(𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠))𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))) +𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠))𝑣(𝑠)] 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

=𝑊1 +𝑊2 +𝑊3.

According to [12] for any 𝜂1 there exists 𝜀*(𝜂1) > 0 such that for any 𝜀 6 𝜀*(𝜂1)
the following holds:

𝑊1 6
𝑀

𝑚
[2𝜆(𝐿+ 2𝑚𝜀)𝑚𝑎𝑥 {𝜔(𝑔,Δ), 𝜔(𝛾,Δ)}+ 𝐿(𝜆𝐿+ 1)] ,

2𝑚𝜂1 = 𝜈(𝑚, 𝜀),
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where 𝜔(𝑔,Δ) = sup
|𝑡′′−𝑡′|6Δ

|𝑔(𝑡′′)− 𝑔(𝑡′)| , Δ = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 =
𝐿
𝜀𝑚 , 𝑡′′, 𝑡′ ∈ [0,∞) and

analogously for the function 𝛾.
For 𝑊2 from [1] for sufficiently large 𝑚 ∈ N we get

𝑊2 6
𝐿𝑀(3𝜆𝐿2𝜃 + 3𝜃 + 1 + 2𝜆𝐿)

𝜃𝑚
+

3𝜆𝐿2𝑀

𝜃𝑚
= 𝑏(𝑚, 𝜃).

For 𝑊3 the following holds:

𝑊3 6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡ˆ

0

[𝐴(𝑥(𝑠), ̃︀𝑥𝐺(𝑠))−𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠))] 𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))) 𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜀

𝑡ˆ

0

𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) [𝜓(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 6

6 𝜀𝜆𝑀

𝑡ˆ

0

[‖𝑥(𝑠)− 𝑦(𝑠)‖+ ‖̃︀𝑥𝐺(𝑠)− ̃︀𝑦𝐺(𝑠)‖] 𝑑𝑠+𝑊4,

where

𝑊4 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜀

𝑡ˆ

0

𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) [𝜓(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

For estimation 𝑊4 we divide interval [0, 𝐿𝜀−1] into 𝑚 equal parts by 𝑡𝑖 =
𝑖𝐿
𝜀𝑚 , 𝑖 =

1, ..,𝑚. For any 𝑡 ∈ [𝑡𝑝, 𝑡𝑝+1) and for some 𝑝 ∈ N, 𝑝 < 𝑚 we get

𝑊4 = 𝜀

⎧⎨⎩
𝑝−1∑︁
𝑖=0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑡𝑖+1ˆ

𝑡𝑖

𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) [𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠)] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ +

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 𝑡ˆ

𝑡𝑝

𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) [𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠))] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎫⎪⎬⎪⎭ 6

6 𝜀

⎧⎨⎩
𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1ˆ

𝑡𝑖

‖𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠))−𝐴(𝑦(𝑡𝑖), ̃︀𝑦𝐺(𝑡𝑖)) [𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠))]‖ 𝑑𝑠 +

+

𝑝−1∑︁
𝑖=0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑡𝑖+1ˆ

𝑡𝑖

𝐴(𝑦(𝑡𝑖), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) [𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠))] 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

+

𝑡ˆ

𝑡𝑝

‖𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑠)) [𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠))]‖ 𝑑𝑠

⎫⎪⎬⎪⎭ 6
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6 𝜀

⎧⎨⎩
𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1ˆ

𝑡𝑖

𝜆 (‖𝑦(𝑠)− 𝑦(𝑡𝑖)‖+ ‖̃︀𝑦𝐺(𝑠)− ̃︀𝑦𝐺(𝑡𝑖)‖) ‖𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))− 𝑣(𝑠)‖ 𝑑𝑠 +

+

𝑡ˆ

𝑡𝑝

‖𝐴(𝑦(𝑠), ̃︀𝑦𝐺(𝑡𝑖)) (𝜁(𝑠, 𝑢(𝑠))−𝑣(𝑠))‖ 𝑑𝑠
⎫⎪⎬⎪⎭ 6 3𝑀

𝐿

𝑚
(𝐿𝜆+max {𝜔(𝑔,Δ), 𝜔(𝛾,Δ)}+ 1) .

Then

𝑊3 6 2𝜀𝜆𝑀

𝑡ˆ

0

𝛿(𝑠) 𝑑𝑠+ 3𝑀
𝐿

𝑚
(𝐿𝜆+max {𝜔(𝑔,Δ), 𝜔(𝛾,Δ)}+ 1) .

Here 𝛿(𝑡) = max
𝑠∈[0,𝑡]

‖𝑥(𝑠)− 𝑦(𝑠)‖ is a uniform metrix. Let us collect estimations for

𝑊1,𝑊2,𝑊3,𝑊4

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6

6 𝜈(𝑚, 𝜀) + 𝑏(𝑚, 𝜃) + 3𝑀
𝐿

𝑚
(𝐿𝜆+max {𝜔(𝑔,Δ), 𝜔(𝛾,Δ)}+ 1)+

+2𝜀𝜆𝑀

ˆ 𝑡

0

𝛿(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝐶(𝑚) + 2𝜀𝜆𝑀

ˆ 𝑡

0

𝛿(𝑠) 𝑑𝑠,

take maximum on [0, 𝑡] from both sides and apply Gronwalla-Bellman inequality we
obtain

𝛿(𝑡) 6 𝐶(𝑚)𝑒2𝜆𝑀𝐿.

Hence, for 𝜀 ∈ (0, 𝜀*], 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1], the trajectories belong to the domain 𝐷 and
by appropriate choise of sufficiently large 𝑚 and sufficiently small 𝜀 we obtain the
estimation (14). Thus the first part of theorem is proved.

Remark 3. As an averaged system one can consider the following one

�̇� = 𝜀
[︀
𝑓(𝑦, ̃︀𝑦𝐺) +𝐴(𝑦, ̃︀𝑦𝐺)𝜁(𝑡, 𝑢) + 𝐼(𝑦)

]︀
.

Owing to the average system depends on the same control that initial system we do
not need the algorithm of correspondence of control functions.

2.3 Approximation of the functional of the optimal control problem by
the impulsive system with maximum.

Theorem 3. Suppose in domain 𝑄 = {𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛, 𝑢, ̃︀𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑚)}
the assumptions of the theorem 2 hold. Moreover,

1) there exits 𝜆 such that

‖Φ(𝑥)− Φ(𝑥′)‖ 6 𝜆 ‖𝑥− 𝑥′‖ ;
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2) there exist 𝑢*(𝑡) ∈ 𝑈 optimal control function of problem (7),(8), 𝑥*(𝑡) —
corresponding optimal trajectory and 𝐽* — optimal value of functional.

Then for any 𝐿 > 0 there exists 𝜂1 > 0, and 𝜀*(𝐿) > 0 such that for any 𝜀 ∈ (0, 𝜀*]
the following inequalities hold:

⃒⃒
𝐽 [𝑣*]− 𝐽 [𝑢*]

⃒⃒
6 𝜂1, (15)

𝐽 [𝑢𝑣* ]− 𝐽 [𝑢*] 6 𝜂1, (16)

where 𝐽 [𝑣*] is the optimal value of functional of the problem (7),(8), 𝑢𝑣* is a control
function to the problem (9), (10) constructed by the algorithm and corresponding to
the optimal control function 𝑣* of problem (9), (10), 𝑣𝑢* is the optimal control function
of problem (9),(10) constructed by 𝑢*.

Remark 4. Note that Theorem 3 is valid if instead of the problem (7),(8) with
unfixed right end we consider problem with flexed one, i.e. with restriction

𝜓𝑗(𝑥(𝐿𝜀
−1)) 6 0, 𝑗 = 1,𝑚.

Hence, one can formulate numerical-asymptotic algorithm for solving optimal
control problem for the impulsive system with supremum:

1) for known controlled problem with small parameter and supremum (7), (8) we
define averaged problem (9), (10);

2) for known set of admissible control functions U we construct the set of ad-
missible control functions for averaged problem according to the algorithm of
correspondence of control functions of original and averaged systems;

3) solve optimal control problem of averaged problem (9) with criterion (10) and

find 𝑣*(𝑡), 𝑦*(𝑡), 𝐽
*
;

4) according to the algorithm by the found optimal control function 𝑣*(𝑡) of av-
eraged problem we find correspondence control function of original problem 𝑢*𝑣
which is asymptotically optimal for problem (7),(8);

5) for found control function 𝑢*𝑣 we create correspondence trajectory for the system
(7) 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑢*𝑣);

6) calculate the value of functional (8) on the trajectory from the step (5).

Conclusion. In this paper the justification of the averaging method for the
system of functional-differential equations with maximum and impulsive perturbation
is presented. Also, the approximation of solutions for the optimal control problem for
such kind of system is obtained.
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Кичмаренко О., Сапожникова Е., Дашковский С.
Апроксимацiя розв’язкiв задачi оптимального керування для iмпульсних си-
стем з максимумом

Резюме

Дана стаття представляє метод усереднення для двох типiв задач: iмпульсної задачi з
максимумом та задачi оптимального керування такого типу систем. Для першої задачi
отримане узагальнення теореми Крилова"– Боголюбова. Для другої ми зацiкавленi не
тiльки в отриманнi оцiнки близкостi розв’язкiв початкової та усередненої задач опти-
мального керування, а i у оцiнцi близкости вiдповiдних функцiоналiв. З цiєю метою
також отримано обгрунтування методу усередненя. В цьому випадку схема усередненя
включає алгоритм вiдповiдностi функцiй керування початкової та усередненої задач
оптимального керування. Отримано алгоритм чисельно-асимптотичного розв’язку за-
дачi оптимального керування системами такого типу з малим параметром.
Ключовi слова: системи iз запiзненням, iмпульснi системи, задача оптимального
керування, метод усреднення.

Кичмаренко О., Сапожникова К., Дашковский С.
Аппроксимация решений задачи оптимального управления для импульснiх
систем с максимумом
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Резюме

Данная статья представляет метод усреднения для двух задач: импульсной задачи с
максимумом и задачи оптимального управления такими типами систем. Для первой
задачи получено обобщения теоремы Крылова—Боголюбова. Для второй мы заинте-
ресованы не только в получинии оценки близости решений исходной и усредненой за-
дач оптимального управления с максимумом и импульсным воздействием, а также в
получении оценки для соответвующих функционалов. Для этой цели также получено
обоснование метода усреднения. В этом случае схема усреднения включает алгоритм
соответсвия функций управления исходной и усредненной задач оптимального управ-
ления. Получен алгоритм численно-асимптотического решения задачи оптимального
управления системами такого типа с малым параметром.
Ключевые слова: системы с запаздыванием, импульсные системы, задача оптималь-
ного управления, метод усреднения.
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ON EXPONENTIAL SUMS INVOLVING THE DIVISOR FUNCTION
OVER Z[𝑖]

We apply the van der Corput transform to investigate the sums of view
∑︀

𝑟(𝑛)𝑔(𝑛)𝑒(𝑓(𝑛))),

where 𝑟(𝑛) is the number of representations of 𝑛 as the sum of two squares of integer numbers.

Such sums have been studied by M. Jutila, O. Gunyavy, M. Huxley and etc. Depending of

differential properties of the functions 𝑔(𝑛) and 𝑓(𝑛) there have been obtained the different

kinds of error terms in bounds of the considered sums. In the special case, O. Gunyavy

improved the result of M. Jutila in the problem on estimate the exponential sum involving

the divisor function 𝜏(𝑛). We obtain the asymptotic formula of the sum
∑︀

𝜏(𝛼)𝑒
(︁

𝑎
𝑞
𝑁(𝛼)

)︁
over the ring of Gaussian integers which is an analogue of the asymptotic formulas obtained

by M. Jutila and O. Gunyavy.

MSC: 11K45.

Key words: exponential sum, discrepancy.

Introduction. In 1985 M. Jutila [4], [5] constructed an asymptotic formula for
the divisor function 𝜏(𝑛) weighted by trigonometric unit

𝑇 (𝑥; 𝑎, 𝑞) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝜏(𝑛)𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑛
𝑞 =

𝑥

𝑞

(︂
ln
𝑥

𝑞2
+ 2𝛾 − 1

)︂
+𝑅(𝑥),

where 𝑅(𝑥) = 𝑂
(︁
𝑥

1
3+𝜀𝑞

2
3

)︁
.

This formula is a nontrivial for 𝑞 ≪ 𝑥
2
5−𝜀, moreover, a constant in the symbol

”𝑂” doesn’t depend at 𝑏, 𝑞, 𝑥.

Hereafter O. Gunyavy [1] improved an error term 𝑅(𝑥) = 𝑂
(︁
𝑥

1
2+𝜀
)︁
and hence

carry over a region of nontriviality of the formula for 𝑇 (𝑥; 𝑎, 𝑞).
In the works [4], [1] the main method of investigation is founded on the van der

Corput transform∑︁
𝑁6𝑛6𝑁 ′

*
𝑔(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑛) =

∑︁
𝑓 ′(𝑁)6𝑛6𝑓 ′(𝑁 ′)

1√︀
|𝑓 ′′(𝜙(𝑛))|

𝑒2𝜋𝑖(𝑓(𝜙(𝑛))−𝑛𝜙(𝑛)+
1
8 ) +𝑅,

where 𝑓 and 𝑔 are real-valued three times continuously differentiable on the interval
[𝑁,𝑁 ′], and 𝜙(𝑛) is unique solution to 4𝑥2𝑓 ′(𝑥) = 𝑛 in the interval [𝑁,𝑁 ′]. A starred
sum indicates that if a limit of summation is an integer, the corresponding summand
is multiplied by 1

2 .
The main goal of this paper derive an analogue of the Gunyavy theorem for the

weighted divisor function by trigonometric unit over the ring of Gaussian integers.
We prove the following theorems

Received 01.11.2016 ©Varbanets S., 2016
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Theorem 1. Let 1 6 𝑎 6 𝑞, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ≪ 𝑥
1
2−𝜀, and let 𝑟(𝑛) be a number of

representations of 𝑛 as sum of two square integers. Then

𝐴

(︂
𝑥,
𝑎

𝑞

)︂
:=
∑︁
𝑛6𝑥

𝑟(𝑛)𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑛
𝑞 = 𝑞𝐴

(︂
𝑥

𝑞2

)︂
+𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀
)︁
=
𝜋𝑥

𝑞
+𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀
)︁
.

Theorem 2. Let 𝛼0, 𝛽 be the gaussian integers, (𝛼0, 𝛽) = 1, and 𝜏(𝛼) be a divisor

function over the ring of Gaussian numbers. Then for 𝑁(𝛽) ≪ 𝑥
1
4−𝜀 the following

asymptotic formula∑︁
𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼)𝑒2𝜋𝑖𝑁(
𝛼0𝛼
𝛽 ) = 𝐶1(𝛽)

𝑥 log 𝑥

𝑁(𝛽)
+ 𝐶2(𝛽)

𝑥

𝑁(𝛽)
+𝑂

(︁
𝑥

3
4+𝜀
)︁
+𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀𝑁(𝛽)

)︁
holds, where 𝐶𝑖(𝛽) be the computable constants, 𝑁(𝛽)−𝜀 ≪ 𝐶𝑖(𝛽) ≪ 𝑁(𝛽)𝜀, 𝑖 = 1, 2.

Notation. We will frequently use the Landau and Vinogradov asymptotic nota-
tions. The big ”O” notation 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑔(𝑥)) (equivalently, 𝑓(𝑥) ≪ 𝑔(𝑥)) means that
there exists some constant 𝐶 such that |𝑓(𝑥)| 6 𝐶|𝑔(𝑥)| on the domain in question.
By 𝑓(𝑥) ≍ 𝑔(𝑥), we shall mean that 𝑔(𝑥) ≪ 𝑓(𝑥) ≪ 𝑔(𝑥). A symbol 𝑘 ∼ 𝐵 under
the sign of

∑︀
denotes that a summation variable 𝑘 runs all integers from [𝐵,𝐵′],

𝐵 < 𝐵′ 6 2𝐵. We denote 𝑒2𝜋𝑥 as 𝑒(𝑥).

Auxiliary arguments. In order to prove the main results we need the following
preliminary lemmas.

Lemma 1 (Generalized van der Corput transform, see [3], Lemma 5.5.3). Suppose
that 𝑓(𝑥) is real and four times continuously differentiable on [𝑎, 𝑏]. Suppose that there
are positive numbers 𝑀 and 𝑇 , with 𝑀 > 𝑏− 𝑎, such that, for 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], we have

𝑓 ′′(𝑥) ≍ 𝑇

𝑀2
, 𝐹 (3)(𝑥) ≪ 𝑇

𝑀3
, 𝑎𝑛𝑑 𝑓 (4)(𝑥) ≪ 𝑇

𝑀4
.

Let 𝑔(𝑥) be a real function of bounded variation 𝑉 on closed interval [𝑎, 𝑏]. Then∑︀
𝑎6𝑛6𝑏

𝑔(𝑛)𝑒(𝑓(𝑛)) =
∑︀

𝑓 ′′(𝑎)6𝑛6𝑓 ′(𝑏)

𝑔(𝜙(𝑛))𝑒(𝑓(𝜙(𝑛))−𝑛𝜙(𝑛)+ 1
8 )√

𝑓 ′′(𝜙(𝑛))
+

+𝑂
(︁
(𝑉 + |𝑔(𝑎)|)

(︁
𝑀√
𝑇
+ log (𝑓 ′(𝑏)− 𝑓 ′(𝑎) + 2)

)︁)︁
,

where 𝜙(𝑛) is the unique solution in [𝑎, 𝑏] to 𝑓 ′(𝑥) = 𝑛.
The implicit constants in the big 𝑂-term depends on the implicit constants in the

relations between 𝑇 , 𝑀 and the derivatives of 𝑓(𝑥).

Lemma 2. Consider a function 𝑓 : [𝑁,𝑁 ′] → R that is 𝐶4, and a function
𝑔 : [𝑁,𝑁 ′] → R that is 𝐶3 with the positive real numbers 𝑇 , 𝑀 , 𝐶, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐷
such that

𝐶𝑇

𝑀2
6 𝑓 ′′(𝑥) 6

𝐶2𝑇

𝑀3
, 𝑓 (𝑗)(𝑥) 6 𝐶𝑗

𝑇

𝑀 𝑗
, 𝑗 = 3, 4;
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𝑓 ′(𝑥0) = 0 for some 𝑥0 in [𝑁,𝑁 ′], 𝑥0 −𝑁 6𝑀 ;

0 < 𝑔(𝑗)(𝑥) ≪ 𝑈

𝐾𝑗
, 𝑗 = 0, 1, 2.

Then
𝑁 ′´
𝑁

𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥0)
𝑒(𝑓(𝑥0)+

1
8 )√

𝑓 ′′(𝑥0)
+

+𝑂
(︁

𝑈𝑀4

𝑇 2(min (𝑥0−𝑁,𝑁 ′−𝑥0))3

)︁
+𝑂

(︁
𝑈𝑀

𝑇
3
2

(︀
1 + 𝑀

𝐾

)︀2)︁
.

(For proof, see [7], Lemma 5.4).
Unfortunately, for many interesting cases, the above error is insufficient. Thus,

it’s often impose additional constraint of the function 𝑔(𝑛) and its derivatives.
The van der Corput transform has been studied in much more general problems for

construction of asymptotic formulas for the sums of values of arithmetical functions
weighted by a trigonometric units. For example, M. Jutila [4] [5] investigated sums of
the form

∑︀
𝑏(𝑛)𝑔(𝑛)𝑒(𝑓(𝑛)) for certain multiplicative function 𝑏(𝑛) (see, also Gunyavy

[1] and M. Huxley [3], Ch. 20).
The following lemmas of van der Corput are well-known (see, [7], Lemmas 5.6 and

5.7).

Lemma 3 (First derivative test). Let 𝑓(𝑥) be real and differentiable on the open
interval (𝛼, 𝛽) with 𝑓 ′(𝑥) monotone and 𝑓 ′(𝑥) > 𝑥 > 0 on [𝛼, 𝛽]. Let 𝑔(𝑥) be real, and
let 𝑉 be the total variation of 𝑔(𝑥) on the closed interval [𝛼, 𝛽] plus maximal modules
of 𝑔(𝑥) on [𝛼, 𝛽]. Then ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
�̂�

𝛼

𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝑉

𝜋𝑥
.

Lemma 4 (Second derivative test). Let 𝑓(𝑥) be real and twice differentiable on
the open interval (𝛼, 𝛽) with 𝑓 ′′(𝑥) > 𝜆 > 0 on (𝛼, 𝛽). Let 𝑔(𝑥) be real, and let 𝑉 be
the total variation of 𝑔(𝑥) on the closed interval [𝛼, 𝛽] plus maximum modules of 𝑔(𝑥)
on [𝛼, 𝛽]. Then ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
�̂�

𝛼

𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 4𝑉√

𝜋𝜆
.

Remark. We can bound 𝑉 in Lemmas 3 and 4 by

|𝑔(𝛼)|+ |𝑔(𝛽)|+
�̂�

𝛼

|𝑔′(𝑦)|𝑑𝑦 ≪ 𝑈 + 2𝑀 · 𝑈
𝑀

≪ 𝑈,

using condition on derivatives of 𝑓 and 𝑔.

Lemma 5 ( [7], Lemma 5.9). Let 𝑓 ∈ 𝐶3([𝛼, 𝛽]) and 𝑔 ∈ 𝐶2([𝛼, 𝛽]), and define
ℎ𝑚(𝑥) by

ℎ𝑚(𝑥) :=
(𝑓 ′(𝑥)−𝑚)𝑔′(𝑥)− 𝑔(𝑥)𝑓 ′′(𝑥)

(𝑓 ′(𝑥)−𝑚)3
.
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Suppose that 𝑓 ′(𝑥) ̸= 𝑚 on an interval [𝛼, 𝛽], and let

𝐾𝑚(𝛼, 𝛽) :=
∑︁

|ℎ𝑚(𝑥)|,

where the sum ranges over all 𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽], where ℎ′𝑚(𝑥) = 0.
Then we have

�́�

𝛼

𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥)−𝑚𝑥)𝑑𝑥 =
[︁

𝑔(𝑥)
2𝜋𝑖(𝑓 ′(𝑥)−𝑚)𝑒(𝑓(𝑥)−𝑚𝑥)

]︁𝛽
𝛼
+

+𝑂(𝐾𝑚(𝛼, 𝛽)) +𝑂(|ℎ𝑚(𝛼)|+ |ℎ𝑚(𝛽)|).

We always propose that the functions 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) are quadruply (and, respec-
tively, three times) continuously differentiable and satisfy the specified requirements
on [𝑁,𝑁 ′], 𝑁 6 𝑁 ′ 6 2𝑁 , such that

𝑓 (𝑗)(𝑥) ≍ 𝑇

𝑀 𝑗
, 𝑗 = 2, 3, 4;

𝑔(𝑗)(𝑥) ≍ 𝑈

𝑀 𝑗
, 𝑗 = 0, 1, 2,

where 0 < 𝑇 , 𝑀 ≪ 𝑁 and

𝑔(𝑥) ≪ 𝑔(𝑁),
1

𝑁
≪ |𝑓 ′(𝑁)| ≪ |𝑓 ′(𝑥)| ≪ |𝑓 ′(𝑁)|,

|𝑓 ′(𝑁)| ≪ |𝑓 ′(𝑥) + 2𝑥𝑓 ′′(𝑥)| ≪ 𝑓 ′(𝑁), 𝑓 (3) ≪ |𝑓 ′(𝑁)|
𝑁2

.

These bounds on the derivatives of 𝑓 and 𝑔 allows us to use estimates on stationary
phase integrals and, moreover, guarantee the uniqueness of the solution of equation
𝑛 = 𝑓 ′(𝑥) or 𝑛 = 2𝑥𝑓 ′

2
(𝑥) if solutions of these equations there exist.

The following theorem you can consider as the special case of Lemma of van der
Corput.

Theorem 3. Let us the functions 𝑓(𝑥) and 𝑔(𝑥) satisfy the conditions above, and
let 𝑟(𝑛) be the number of the representation of 𝑛 by form 𝑛 = 𝑢2+𝑣2, 𝑢, 𝑣 ∈ Z. Then
we have ∑︀

𝑛∼𝑁
𝑟(𝑛)𝑔(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑛) =

=
∑︀

𝑛∼𝑁(𝑓 ′(𝑁))2
𝑟(𝑛)𝑔(𝜙(𝑛))

√︀
|𝜙′(𝑛)|𝑒2𝜋𝑖(𝑓(𝜙(𝑛))−2

√
𝑛𝜙(𝑛))+

+𝑂
(︁
𝑁𝜀
⃒⃒⃒
𝑔(𝑁)
𝑓 ′(𝑁)

⃒⃒⃒)︁
+𝑂(𝑁𝜀 |𝑔(𝑁)|)+

+𝑂

(︂
|𝑔(𝑁)|𝑁 1

2+𝜀min

(︂√︀
|𝑓 ′(𝑁)|, 1√

|𝑓 ′(𝑁)|

)︂)︂
.

where

𝜔0(𝑓) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−1 𝑖𝑓 𝑓 ′(𝑁)(𝑓 ′(𝑛) + 2𝑁𝑓 ′′(𝑁)) > 0,

𝑖 𝑖𝑓 𝑓 ′(𝑁) > 0, 𝑓 ′(𝑁) + 2𝑁𝑓 ′′(𝑁) < 0,

−𝑖 𝑖𝑓 𝑓 ′(𝑁) < 0, 𝑓 ′(𝑁) + 2𝑁𝑓 ′′(𝑁) > 0,
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𝜀 > 0 is an arbitrary small, and constatnts in symbols ”𝑂” depend only on 𝜀.

Proof. It is well known that for 𝑥 > 1 we have the representation

∑︁
𝑛6𝑥

𝑟(𝑛) = 𝜋𝑥+
√
𝑥

∞∑︁
𝑛=1

𝑟(𝑛)√
𝑛
I1(2𝜋

√
𝑛𝑥), (1)

where I1(𝑧) is the Bessel function of first kind and order one.
For the Bessel function I𝜈(𝑧), 𝜈 = 0, 1, . . . there exist the asymptotic expanding

I𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos

(︂
𝑧 − 2𝜋𝜈

4
− 𝜋

4

)︂
+𝑂

(︁
|𝑧|− 3

2

)︁
, for 𝑧 → ∞, (2)

moreover, for 𝜈 > 1,
𝑑

𝑑𝑧

(︀
𝑧

𝜈
2 I𝜈(2

√
𝑧)
)︀
= 𝑧

𝜈−1
2 I𝜈−1(2

√
𝑧)

The asymptotical series (1) is boundedly convergent and may be differentiate.Thus,
by Abelian summation for any 𝑋 > 1, we obtain

∑︀
𝑁6𝑛6𝑁 ′62𝑁

𝑟(𝑛)𝑔(𝑛)𝑒(𝑓(𝑛)) = 𝐺(𝑥)𝑅𝑋(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁 ′

𝑁

+

+
∑︀
𝑛6𝑋

𝑟(𝑛)
𝑁 ′´
𝑁

𝐺(𝑥)I0(2𝜋
√
𝑛𝑥)𝑑𝑥+ 𝜋

𝑁 ′´
𝑁

𝐺(𝑥)𝑑𝑥−
𝑁 ′´
𝑁

𝐺′(𝑥)𝑅𝑋(𝑥)𝑑𝑥,

(3)

where

𝐺(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥)), 𝑅𝑋(𝑥) =
∑︁
𝑛>𝑋

√︂
𝑥

𝑛
𝑟(𝑛)I1(2𝜋

√
𝑛𝑥).

First we consider the case 𝑁−1 ≪ 𝑓 ′(𝑁) ≪ 1. We take up of every summand in right
side of (2) in separately. We put 𝑋0 = 4𝑁(𝑓 ′(𝑁))2, 𝑋 = 𝑋0 +

√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁).

Since 𝑅𝑋(𝑥) ≪ 𝑥𝜀
(︀
1 +

√︀
𝑥
𝑋

)︀
, 𝜀 > 0, and 𝑔′(𝑥) is monotoneness on [𝑁,𝑁 ′], we

have

𝐺(𝑥)𝑅𝑋(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁 ′

𝑁

≪ 𝑁𝜀𝑔(𝑁)

(︂
1 +

1

𝑓 ′(𝑁)

)︂
≪ 𝑁𝜀 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)
,

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔′(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))𝑅𝑋(𝑥)𝑑𝑥≪ 𝑁𝜀

𝑁 ′ˆ

𝑁

|𝑔′(𝑥)| 1

𝑓 ′(𝑁)
𝑑𝑥≪ 𝑁𝜀 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)
.

(4)

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))𝑅𝑋(𝑥)𝑑𝑥≪ 𝑁𝜀

(︃
1 +

√︂
𝑁

𝑋

)︃
· |𝑓 ′(𝑁)| · 𝑔(𝑁)

1

𝑓 ′(𝑁)
≪ 𝑁𝜀 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)
,

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))𝑑𝑥≪ 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)
.

(5)
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The bounds (5) follow by ”First derivative test”.
Next, we denote

𝐴0(𝑁, 𝑥) := 𝜋
∑︁
𝑛6𝑋

𝑟(𝑛)𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))I0(2𝜋
√
𝑛𝑥), (6)

𝐴1(𝑁, 𝑥) := 2𝜋𝑖
∑︁
𝑛>𝑋

𝑟(𝑛)√
𝑛
𝑔(𝑥)𝑓 ′(𝑥)

√
𝑥I1(2𝜋

√
𝑛𝑥)𝑒(𝑓(𝑥)). (7)

Now we employ the asymptotic expanding of Bessel function for 𝑥 > 1

I0(2𝜋
√
𝑛𝑥) =

𝑐𝑜𝑠
(︀
2𝜋

√
𝑛𝑥− 𝜋

4

)︀
𝜋(𝑛𝑥)

1
4

(︂
1 +𝑂

(︂
1

(𝑛𝑥)
1
2

)︂)︂
,

I1(2𝜋
√
𝑛𝑥) = −

𝑐𝑜𝑠
(︀
2𝜋

√
𝑛𝑥+ 𝜋

4

)︀
𝜋(𝑛𝑥)

1
4

(︂
1 +𝑂

(︂
1

(𝑛𝑥)
1
2

)︂)︂
.

So, we may write

𝐵0(𝑁) :=

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝐴0(𝑁, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝜋
∑︁
𝑛6𝑋

𝑟(𝑛)

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))I0(2𝜋
√
𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
𝑒

𝜋𝑖
4

2
𝜋
∑︁
𝑛6𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
1
4

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)

𝑥
1
4

𝑒(𝑓(𝑥)−
√
𝑛𝑥)𝑑𝑥+

+
𝑒

𝜋𝑖
4

2

∑︁
𝑛6𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
1
4

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)

𝑥
1
4

𝑒(𝑓(𝑥) +
√
𝑛𝑥)𝑑𝑥 := 𝐼01 + 𝐼02,

(8)

say.
Without loss of generality, we can suppose that 𝑓 ′(𝑥) > 0. Consider the integral

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)𝑥−
1
4 𝑒(𝑓(𝑥)−

√
𝑛𝑥)𝑑𝑥,

and notice that the function 𝑑
𝑑𝑥 (𝑓(𝑥) −

√
𝑛𝑥) goes to zero in the point 𝑥0, where 𝑥0

is a solution of the equation 4𝑓 ′2(𝑥) = 𝑛. We denote 𝑥0 = 𝜙(𝑛) and call a stationary
phase point for 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)−

√
𝑛𝑥. On the interval [𝑁,𝑁 ′] a stationary phase points

of 𝑓𝑛(𝑥) exist only if 𝑛 ∈ [𝑋0 −
√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁), 𝑋0 +

√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁)].

The functions ̃︀𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
√
𝑛𝑥 for all 𝑛 and also those 𝑓𝑛(𝑥), for which

𝑛 ̸∈ [𝑋0 −
√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁), 𝑋0 +

√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁)] have not stationary phase points on [𝑁,𝑁 ′].

Hence, by ”First derivative test”, we have

𝐼02 ≪ 𝑁𝜀𝑋
3
4 𝑔(𝑁) · 𝑋

1
4

𝑁
1
2

≪ 𝑁
1
2+𝜀
√︀
𝑓 ′(𝑁)𝑔(𝑁). (9)

For estimate of 𝐵0(𝑁) remained to calculate two sums

∑︁
1
:=

∑︁
𝑛∼𝑋0

𝑟(𝑛)

𝑛
1
4

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)

𝑥
1
4

𝑒(𝑓(𝑥)−
√
𝑛𝑥)𝑑𝑥,
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where the sign 𝑛 ∼ 𝑋0 denotes that 𝑛 ∈ [𝑋0 −
√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁), 𝑋0 +

√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁)],

and ∑︁
2
:=

∑︁
𝑛<𝑋0−

√
𝑋0𝑓 ′(𝑁)

𝑟(𝑛)

𝑛
1
4

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)

𝑥
1
4

𝑒(𝑓(𝑥)−
√
𝑛𝑥)𝑑𝑥.

For the sum
∑︀

2 the ”Second derivative test” gives

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)

𝑥
1
4

𝑒(𝑓(𝑥))𝑑𝑥≪ 𝑔(𝑁)

𝑁
1
4

·𝑁𝜀 (𝑓 ′′𝑛 (𝑁))
− 1

4 . (10)

We make the some auxiliary calculations

𝑓 ′′𝑛 (𝑥) = 𝑓 ′′(𝑥) +
1

4

√
𝑛

𝑥
3
4

=
1

4𝑥

(︂
4𝑥𝑓 ′′(𝑥) +

√︂
𝑛

𝑥

)︂
,

and hence, for 𝑛 ∼ 𝑋0, we have⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓 ′′𝑛 (𝑥) ≍ 1

𝑁 (𝑓 ′(𝑁) + 4𝑁𝑓 ′′(𝑁)) ≍ 𝑓 ′(𝑁)
𝑁 > 0,

𝑓
(3)
𝑛 (𝑥) = 𝑓 (3)(𝑥)− 3

8

√
𝑛

𝑥
5
2
≪ 𝑓 ′(𝑁)

𝑁2 .

(11)

Next, by the relation 𝑥 = 4𝜙(𝑥)𝑓 ′2(𝜙(𝑥)), we infer

1 = 4(𝜙′(𝑥)𝑓 ′2(𝜙(𝑥)) + 2𝜙(𝑥)𝑓 ′(𝜙(𝑥))𝑓 ′′(𝜙(𝑥))𝜙′(𝑥)),

𝜙′(𝑥) = 1
4𝑓 ′(𝜙(𝑥))(𝑓 ′(𝜙(𝑥))+2𝜙(𝑥)𝑓 ′′(𝜙(𝑥))) ≍

1
𝑓 ′2(𝑁) .

At last, for 𝑛 ∼ 4𝑁𝑓 ′2(𝑁), we have

𝜙(𝑛)− 𝜙(𝑋0) ≍ 𝜙′(𝑛)(𝑛−𝑋0) ≍
𝑛−𝑋0

𝑓 ′2(𝑁)
.

Thus,

𝜙(𝑛)−𝑁 = 𝜙(𝑛)− 𝜙(𝑋0) ≪
1√︀
𝑓 ′′𝑛 (𝑁)

⇔ 𝑛,𝑋0

𝑓 ′2(𝑁)
≪

√
𝑁√︀

𝑓 ′(𝑁)
⇔

⇔ 𝑛−𝑋0 ≪
√
𝑁(𝑓 ′(𝑁))

3
2 ⇔

⇔ 𝑛−𝑋0 ≪
√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁).

(12)

So, from (10), we obtain

∑︁
2
≪ 𝑔(𝑁)

𝑁
1
4 𝑓 ′(𝑁)

+ 𝑔(𝑁)
√
𝑁 ·

√︀
𝑓 ′(𝑁).
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To the integral in
∑︀

1 we apply Lemma 2. Then by (12), we have

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑔(𝑥)

𝑥
1
4

𝑒(𝑓𝑛(𝑥))𝑑𝑥 = 𝜔(𝑓)
𝑔(𝜙(𝑛))𝑒(𝑓𝑛(𝜙(𝑛)))

|𝜙(𝑛)| 14
√︀
|𝑓 ′′𝑛 (𝜙(𝑛))|

+

+𝑂

(︂
𝑔(𝑁)

𝑁
1
4 (𝜙(𝑛)−𝑁)𝑓 ′′𝑛 (𝑁)

)︂
+𝑂

(︂
𝑔(𝑁)

𝑁
1
4𝑁𝑓 ′′𝑛 (𝑁)

)︂
,

(13)

where

𝜔(𝑓) =

⎧⎨⎩ 𝑒
𝜋𝑖
4 𝑖𝑓 𝑓 ′′𝑛 (𝜙(𝑛)) > 0,

𝑒−
𝜋𝑖
4 𝑖𝑓 𝑓 ′′𝑛 (𝜙(𝑛)) < 0.

Moreover, ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑔(𝑁)

𝑁
1
4 (𝜙(𝑛)−𝑁)𝑓 ′′(𝑁)

≪ 𝑔(𝑁)𝑁
1
2 𝑓 ′(𝑁)

𝑋0−𝑛 ,

𝑔(𝑁)

𝑁
5
4 𝑓 ′′

𝑛 (𝑁)
≪ 𝑔(𝑁)

𝑁
1
4 𝑓 ′(𝑁)

.

(14)

From the definition 𝜙(𝑛) and 𝑓𝑛(𝑥), we have

𝑛
1
4 (𝜙(𝑛))

1
4

√︀
|𝑓 ′′𝑛 (𝜙(𝑛))| =

𝑛
1
4 (𝜙(𝑛))

1
4√︀

𝜙(𝑛)
|𝑓 ′(𝜙(𝑛)) + 2𝜙(𝑛)𝑓 ′′(𝜙(𝑛))| 12 =

=
√︀
𝑓 ′(𝜙(𝑛))|𝑓 ′(𝜙(𝑛)) + 2𝜙(𝑛)𝑓 ′′(𝜙(𝑛))| 12 = |𝜙′(𝑛)|− 1

2 .

(15)

Hence, we obtain

𝐵0(𝑁) =
𝜋

2
𝜔0(𝑓)

∑︁
𝑛∼4𝑁𝑓 ′2(𝑁)

𝑟(𝑛)𝑔(𝜙(𝑛))
√︀

|𝜙′(𝑛)|𝑒(𝑓𝑛(𝜙(𝑛)))+

+𝑂

(︂
𝑁𝜀 𝑔(𝑁)

|𝑓 ′(𝑁)|

)︂
+

+𝑂 (𝑁𝜀𝑔(𝑁))+

+𝑂

(︂
𝑔(𝑁)𝑁

1
2+𝜀min

(︂√︀
|𝑓 ′(𝑁)|, 1

|𝑓 ′(𝑁)|

)︂)︂
,

(16)

where

𝜔0(𝑓) =

⎧⎨⎩ 𝑒
𝜋𝑖
4 𝜔(𝑓) 𝑖𝑓 𝑓 ′(𝑁) + 2𝑁𝑓 ′′(𝑁) > 0,

𝑒−
𝜋𝑖
4 𝜔(𝑓) 𝑖𝑓 𝑓 ′(𝑁) + 2𝑁𝑓 ′′(𝑁) < 0.

Now we will calculate 𝐴1(𝑁,𝑋), where 𝑋 = 𝑋0+
√︀
𝑋0𝑓 ′(𝑁), 𝑋0 = 4𝑁(𝑓 ′(𝑁))2.

We must note that on the interval of integration [𝑁,𝑁 ′], a subintegral function has
not stationary phase points. So, by analogy with the case of 𝐴0(𝑁,𝑋), we obtain for
𝑛 > 𝑋

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑥
1
4 𝑔(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥) +

√
𝑛𝑥)𝑑𝑥≪ 𝑔(𝑁)𝑁

3
4 𝑓 ′(𝑁)√
𝑛

,
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and hence, the summation over 𝑛 > 𝑋 gives the bound

𝑂
(︁
𝑁𝜀𝑔(𝑁)

√︀
𝑁𝑓 ′(𝑁)

)︁
.

Next, the integral

𝐼(𝑛) =

𝑁 ′ˆ

𝑁

𝑥
1
4 𝑔(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥)−

√
𝑛𝑥)𝑑𝑥

we calculate with help of ”First derivative test”

𝐼(𝑛) ≪ 𝑁
1
4 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)

𝑓 ′𝑛(𝑁)
.

But we have

𝑓 ′𝑛(𝑁) = 𝑓 ′(𝑁)−
√︂
𝑛

𝑁
=

1√
𝑁

(︂√
𝑁𝑓 ′(𝑁)−

√
𝑛

2

)︂
=

1√
𝑁

(︂√︀
𝑋0 −

1

2

√
𝑛

)︂
=

=
1√
𝑁

(︂√︀
𝑋0 −

1

2

√
𝑛

)︂
≍
√︂
𝑛

𝑁
.

And then we derive the following estimates∑︁
𝑋6𝑛62𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
3
4

𝐼(𝑛) ≪
∑︁

𝑋6𝑛62𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
3
4

𝑁
1
4 𝑔(𝑁)𝑓 ′(𝑁)

√
𝑋𝑁

𝑛−𝑋0
≪

≪ 𝑁
3
4

𝑋
1
4
0

𝑔(𝑁)𝑓 ′(𝑁)
∑︁

𝑋6𝑛62𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛−𝑋0
≪ 𝑁

3
4

𝑋
1
4
0

𝑔(𝑁)𝑓 ′(𝑁)

(︃
1√︀

𝑋0𝑓 ′(𝑁)
+ log𝑁

)︃
≪

≪ 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)
+ 𝑔(𝑁)

√︀
𝑁𝑓 ′(𝑁);

∑︁
𝑛>2𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
3
4

𝐼(𝑛) ≪
∑︁
𝑛>2𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
1
4

𝑁
1
4 𝑔(𝑁)𝑓 ′(𝑁)

√︂
𝑁

𝑛
≪

≪ 𝑁
3
4 𝑔(𝑁)𝑓 ′(𝑁)

∑︁
𝑛>𝑋

𝑟(𝑛)

𝑛
1
4

≪ 𝑔(𝑁)
√︀
𝑁𝑓 ′(𝑁).

So, ∑︁
𝑛>𝑋

𝑟(𝑛)√
𝑛

𝑁 ′ˆ

𝑁

√
𝑥𝑔(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑒(𝑓(𝑥))I1(2𝜋

√
𝑛𝑥)𝑑𝑥≪

≪ 𝑔(𝑁)

𝑓 ′(𝑁)
+ 𝑔(𝑁)

√︀
𝑁𝑓 ′(𝑁).

(17)

From (16), (17) Theorem 1 follows for 𝑓 ′(𝑁) ≪ 1 with 𝜔0(𝑓) = 𝑒
𝜋𝑖
4 𝜔(𝑓). In the

case 𝑓 ′(𝑁) ≫ 1 we consider the expression

𝜔𝑓0 =
∑︁

𝑟(𝑛)𝑔(𝜙(𝑛))
√︀
|𝜙′(𝑛)|𝑒(− ̃︀𝑓(𝜙(𝑛))),
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where a bar denotes the complex conjugate value, and̃︀𝑓(𝑛) = −𝑓(𝜙(𝑛)) + 𝜙(𝑛)𝑓 ′(𝜙(𝑛)).

Its clear that the following equations

̃︀𝑓 ′(𝑥) = 1

𝑓 ′(𝜙(𝑥))
≪ 1,

̃︀𝑓 ′(𝑥) + 2𝑥 ̃︀𝑓 ′′(𝑥) = 4[𝑓 ′(𝜙(𝑥)) + 2𝜙(𝑥)𝑓 ′′(𝜙(𝑥))]−1, 4𝑥 ̃︀𝑓 ′2(𝑥) = 𝜙(𝑥).

are true.
Hence, for 𝑛 ∼ 𝑋0

𝑔(𝜙(𝑛))
√︀
𝜙′(𝑛) ≪ 𝑔(𝑁)(𝑓 ′(𝑁))−1.

So, we have

𝜔0(𝑓)
∑︁
𝑛∼𝑋0

𝑟(𝑛)𝑔(𝜙(𝑛))
√︀

|𝜙′(𝑛)|𝑒( ̃︀𝑓(𝜙(𝑛))) =
=
∑︁
𝑛∼𝑁

𝑟(𝑛)𝑔(𝑛)𝑒(𝑓(𝑛)) +𝑂 (𝑁𝜀𝑔(𝑁)) +𝑂

(︃
𝑁𝜀𝑔(𝑁)

√
𝑁√︀

𝑓 ′(𝑁)

)︃
.

At last, in the case 𝑓 ′(𝑁) < 0 suffice it consider a complex conjugate sum.
Thus the proof of Theorem 3 is concluded.

Remark. The proof of Theorem 3 in the idea sense is close to the method of
estimation the exponential sums by using the van der Corput transform (and also to
the method of exponential pairs).

As the corollary of Theorem 3 there is the statement of Theorem 1 mentioned
above.

Main Results

1. Proof of Theorem 1. In the interval [1, 𝑥] the function 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥
𝑞 satisfy

all conditions of Theorem 3, moreover, the function 𝜙(𝑦) = 𝑞2

𝑎2 𝑦 be the inversion for
𝑦 = 𝑥𝑓 ′2(𝑥). All conditions of Theorem 3 for the functions 𝑔(𝑛) ≡ 1 and 𝑓(𝑛) = 𝑎

𝑞𝑥
are followed out. Then we have

𝐴

(︂
𝑥,
𝑎

𝑞

)︂
=
𝑞

𝑎
𝐴

(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
,− 𝑞

𝑎

)︂
+

+𝑂
(︁
𝑥𝜀
𝑞

𝑎

)︁
+𝑂 (𝑥𝜀) +𝑂

(︂
𝑥

1
2+𝜀min

(︂√︂
𝑞

𝑎
,

√︂
𝑎

𝑞

)︂)︂
=

=
𝑞

𝑎
𝐴

(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
,− 𝑞

𝑎

)︂
+

+𝑂
(︁
𝑥𝜀
𝑞

𝑎

)︁
+𝑂

(︂
𝑥

1
2+𝜀

(︁ 𝑞
𝑎

)︁ 1
2

)︂
.

(18)
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Let us take 𝑎1, 1 6 𝑎1 < 𝑎, 𝑎1 ≡ −𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑎). Then

𝐴

(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
,− 𝑞

𝑎

)︂
= 𝐴

(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
,
𝑎1
𝑎

)︂
, 1 6 𝑎1 < 𝑎.

Use again the Theorem 3 to the right-hand sum. Then we obtain

𝐴

(︂
𝑥
𝑎2

𝑞2
,
𝑏

𝑎

)︂
=
𝑎

𝑏
𝐴

(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
,
𝑏2

𝑎2

)︂
+𝑂

(︂(︂
𝑥
𝑎2

𝑞2

)︂𝜀
· 𝑎
𝑏

)︂
+𝑂

(︃(︂
𝑥𝑎2

𝑞2

)︂𝜀
·
(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
· 𝑏
𝑎

)︂ 1
2

)︃
=

=
𝑎

𝑏
𝐴

(︂
𝑥𝑏2

𝑞2
,−𝑎

𝑏

)︂
+𝑂

(︂
𝑥𝜀

𝑞

𝑎1

)︂
+𝑂

(︂
𝑥

1
2+𝜀

(︁𝑎1
𝑎

)︁ 1
2

)︂
.

Hence, we have the following chain

𝐴

(︂
𝑥,
𝑎

𝑞

)︂
→ 𝑞

𝑎
𝐴

(︂
𝑥𝑎2

𝑞2
,
𝑎1
𝑎

)︂
→ 𝑞

𝑎1
𝐴

(︂
𝑥𝑎21
𝑞2

,
𝑎2
𝑎1

)︂
→ · · ·

· · · → 𝑞

𝑎𝑀−1
𝐴

(︂
𝑥𝑎2𝑀−1

𝑞2
,
𝑎𝑀
𝑎𝑀−1

)︂
→

→ 𝑞𝐴

(︂
𝑥2

𝑞2
, 1

)︂
, (i.e. 𝑎𝑀 = 1).

The number 𝑀 is bounded above by the number of nearest to 𝑞 the number of
Fibonacci sequence 𝑓𝑛, i.e. |𝑓𝑀 − 𝑞| < |𝑓𝑛 − 𝑞|, where 𝑛 ̸=𝑀 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . ..

It is easy to see that 𝑀 ≪ log 𝑞 ≪ 𝑥𝜀.
Thus from (18) we infer

𝐴

(︂
𝑥,
𝑎

𝑞

)︂
= 𝑞𝐴

(︂
𝑥

𝑞2

)︂
+𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀
)︁
=
𝜋𝑥

𝑞
+𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀
)︁
.

2. Proof of Theorem 2. Denote 𝑁(𝛼0) = 𝑎, 𝑁(𝛽) = 𝑞. Then we have

∑︀
𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼)𝑒2𝜋𝑖𝑁(
𝛼𝛼0
𝛽 ) =

∑︀
𝛼1,𝛼2∈Z[𝑖]
𝑁(𝛼1𝛼2)6𝑥

𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑁(𝛼1)𝑁(𝛼2)

𝑞 =
∑︀

𝑚𝑛6𝑥
𝑟(𝑚)𝑟(𝑛)𝑒2𝜋𝑖

𝑎𝑚𝑛
𝑞 =

= 2
∑︀
𝑑|𝑞

∑︀
(𝑚,𝑞)=𝑑

𝑚6𝑥
1
2

𝑟(𝑚)
∑︀
𝑛6 𝑥

𝑚

𝑟(𝑛)𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑚𝑛

𝑞 −
∑︀
𝑑|𝑞

∑︀
𝑚6𝑥

1
2

(𝑚,𝑞)=1

∑︀
𝑛6𝑥

1
2

𝑟(𝑚)𝑟(𝑛)𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑚𝑛

𝑞 =

= 2
∑︀

1 −
∑︀

2,

say. For (𝑚, 𝑞) = 𝑑 let us suppose 𝑚 = 𝑚1𝑑, 𝑞 = 𝑞1𝑑, (𝑚1, 𝑞1) = 1. Then, from the
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Theorem 1, we get∑︀
1 =

∑︀
𝑑|𝑞

∑︀
𝑚16 𝑥

1
2
𝑑

𝑟(𝑚1𝑑)
∑︀

𝑛6 𝑥
𝑚1𝑑

𝑟(𝑛)𝑒2𝜋𝑖
𝑎𝑚1𝑛

𝑞1 =

=
∑︀
𝑑|𝑞

⎡⎢⎢⎢⎣ 𝜋𝑥
𝑑𝑞1

∑︀
𝑚16 𝑥

1
2
𝑑

𝑟(𝑚1𝑑)
𝑚1

+𝑂

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎝ ∑︀

𝑚16 𝑥
1
2
𝑑

(𝑚1,𝑞1)=1

(︁
𝑥

𝑚1𝑑

)︁ 1
2+𝜀

+ 𝑞1

(︁
𝑥

𝑚1𝑑

)︁𝜀
⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎦ =

=
∑︀
𝑑|𝑞

⎧⎨⎩
⎡⎣𝜋𝑥

𝑞 res
𝑠=1

(𝜁(𝑠)𝐿(𝑠, 𝜒4))
∑︀
𝑑1|𝑑

𝜒4(𝑑1)
∏︀
𝑝| 𝑑

𝑑1

(︁
1− 𝜒4(𝑑1)

𝑝𝑠

)︁
𝑥𝑠−1

𝑠−1

⎤⎦+

+ 𝑂

(︃(︂
𝑥

1
2

𝑑

)︂ 1
3+𝜀
)︃

+𝑂
(︁
𝑥

3
4+𝜀𝑑−1−𝜀

)︁
+𝑂

(︁
𝑞𝑥

1
2+𝜀
)︁}︃

=

= 𝐴1(𝑞)
𝑥 log 𝑥
𝑞 +𝐴2(𝑞)

𝑥
𝑞 +𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀𝑞

)︁
+𝑂

(︁
𝑥

3
4+𝜀
)︁
,

(19)

where 𝐴1(𝑞), 𝐴2(𝑞) be the computable constants, 𝑞−𝜀 ≪ 𝐴𝑖(𝑞) ≪ 𝑞𝜀, 𝑖 = 1, 2.
As before, we obtain

∑︀
2 =

∑︀
𝑑|𝑞

∑︀
𝑚16 𝑥

1
2
𝑑

(𝑚1,𝑞1)=1

𝑟(𝑚)

(︂
𝜋𝑥

1
2

𝑞1
+𝑂

(︁
𝑥

1
4+𝜀
)︁
+𝑂 (𝑞1𝑥

𝜀)

)︂
=

= 𝐵(𝑞)𝑥𝑞 +𝑂
(︁
𝑥

3
4+𝜀
)︁
+𝑂 (𝑞1𝑥

𝜀) ,

(20)

where 𝑞−𝜀 ≪ 𝐵(𝑞) ≪ 𝑞𝜀. Collecting out estimates(19)-(20) together, we obtain the
desired result of theorem.

Conclusion. The scheme of the proof of Theorem 3 may be applied for investiga-
tion the weighted exponential sums over the ring of Gaussian integers of the following
view ∑︁

𝑁(𝛼)6𝑥

𝜏(𝛼)𝑔(𝑁(𝛼))𝑒(𝑁(𝛼)).

But now instead of representation the sum
∑︀
𝑟(𝑛) in view of the series on Bessel

functions it is necessary to study the sums of view∑︁
𝛼∈Z[𝑖]

𝜏(𝛼)Y(𝛼)𝑔(𝑁(𝛼))𝑒(𝑁(𝛼)),

where

Y(𝛼) = 𝑦
3
8

𝑐+𝑖∞ˆ

𝑐−𝑖∞

Γ(𝑠)𝑦−
3
4 𝑒
(︁
−𝑠
4

)︁
𝑑𝑠, 𝑦 = 𝜋4𝑥𝑁(𝛼).

Function Y(𝛼) may be considered as an analogue of Bessel function I1(𝛼).
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Варбанець С.
Тригонометричнi суми функцiї дiльникiв над Z[𝑖]

Резюме

Ми застосовуємо перетворення Ван дер Корпута для дослiдження сум виду
∑︁

𝑟(𝑛)𝑔(𝑛)×
×𝑒(𝑓(𝑛)), де 𝑟(𝑛) є число зображень 𝑛 як суми двох квадратiв цiлих чисел. Такi суми
вивчались М. Ютiлою, О. Гунявим, М. Хакслi та iн. Спираючись на властивостi дифе-
ренцiювання функцiй 𝑔(𝑛) та 𝑓(𝑛), нами були отриманi рiзнi типи залишкових членiв на
границях розглянутих сум. В спецiальному випадку О. Гунявий покращив результат
М. Ютiли в проблемi оцiнювання тригонометричної суми вiд функцiї дiльникiв 𝜏(𝑛).
Ми отримуємо асимптотичну формулу для суми

∑︀
𝜏(𝛼)𝑒

(︁
𝑎
𝑞
𝑁(𝛼)

)︁
над кiльцем цiлих

гаусових чисел, яка є аналогом асимптотичних формул, отриманих М. Ютiлою та О. Гу-
нявим.
Ключовi слова: тригонометричнi суми.

Варбанец C.
Тригонометрические суммы функции делителей над Z[𝑖]

Резюме

Мы применяем преобразование Ван дер Корпута для исследования сумм
∑︁

𝑟(𝑛)𝑔(𝑛)×
×𝑒(𝑓(𝑛)), где 𝑟(𝑛) есть число представлений 𝑛 в виде суммы двух квадратов целых
чисел. Такие суммы изучались М. Ютилой, О. Гунявым, М. Хаксли и др. Опираясь
на свойства дифференцирования функций 𝑔(𝑛) и 𝑓(𝑛), нами были получены различ-
ные типы остаточных членов на границах рассматриваемых сумм. В специальном слу-
чае О. Гунявый улучшил результат М. Ютилы в проблеме оценки тригонометриче-
ской суммы от функции делителей 𝜏(𝑛). Мы получаем асимптотическую формулу для∑︀

𝜏(𝛼)𝑒
(︁

𝑎
𝑞
𝑁(𝛼)

)︁
над кольцом целых гауссовых чисел, являющуюся аналогом асимп-

тотических формул, полученных М. Ютилой и О. Гунявым.
Ключевые слова: тригонометрические суммы.



IНФОРМАЦIЯ ДЛЯ АВТОРIВ
(скорочений варiант)

Журнал «Дослiдження в математицi i механiцi» має мету iнформувати чита-
чiв про новi науковi дослiдження у сферi теоретичної i прикладної математики i
механiки та сумiжних дисциплiн. У журналi друкуються статтi, в яких наведенi
оригiнальнi результати теоретичних дослiджень, огляди з актуальних проблем
за тематикою видання, а також повiдомлення про ювiлеї, знаменнi дати та подiї.
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Мiжнародна лiтня математична школа
пам’ятi В. О. Плотнiкова

11–16 червня 2018 р.

Шановнi колеги!
Запрошуємо вас прийняти участь у Мiжнароднiй лiтнiй математичнiй шко-

лi пам’ятi В. О. Плотнiкова, яка проводитиметься в Одеському нацiональному
унiверситетi iменi I. I. Мечникова в червнi 2018 року.

Конференцiя буде присвячена 80-рiччю вiд дня народження Вiктора Олексан-
дровича Плотнiкова, вiдомого в Українi та за її межами математика, засновника
наукової школи з теорiї асимптотичних методiв дослiдження диференцiальних
рiвнянь з багатозначною правою частиною.

У програму школи можуть бути включено доповiдi за наступними напрям-
ками:

• асимптотичнi методи в теорiї диференцiальних рiвнянь i оптимального ке-
рування;

• математичнi методи оптимального керування;

• багатозначнi рiвняння i включення;

• якiсна теорiя в теорiї диференцiальних рiвнянь i оптимального керування;

• математичне моделювання;

• теорiя iгор

Доповiдi, рекомендованi програмним комiтетом, будуть опубликованi в нау-
ковому журналi «Дослiдження в математицi i механiцi».

Iнформацiя щодо школи розмiщується в мережi Iнтернет за адресою:
www.plotnikovschool.onu.edu.ua



Международная летняя математическая школа
памяти В. А. Плотникова

11–16 июня 2018 р.

Уважаемые коллеги!
Приглашаем вас принять участие в Международной летней математической

школе памяти В. А. Плотникова, которая будет проводиться в Одесском нацио-
нальном университете имени И. И. Мечникова в июне 2018 года.

Конференция будет посвящена 80-летию со дня рождения Виктора Алексан-
дровича Плотникова, известного в Украине и за ее пределами математика, осно-
вателя научной школы в теории асимптотических методов исследования диффе-
ренциальных уравнений с многозначной правой частью.

В программу школы могут быть включены доклады по следующим направ-
лениям:

• асимптотические методы в теории дифференциальных уравнений и опти-
мального управления;

• математические методы оптимального управления;

• многозначные уравнения и включения;

• качественная теория в теории дифференциальных уравнений и оптималь-
ного управления;

• математическое моделирование;

• теория игр.

Доклады, рекомендованные программным комитетом, будут опубликованы в
научном журнале «Дослiдження в математицi i механiцi».

Информация о школе размещается в сети Интернет по адресу:
www.plotnikovschool.onu.edu.ua



International summer mathematical school
in memoriam V. A. Plotnikov

June 11–16, 2018

Dear colleagues!
We invite you to take part in the summer mathematical school in memoriam

V. A. Plotnikov, which will be held in June 2018 at the Odesa I. I. Mechnikov National
University.

Conference will be dedicated to the 80th aniversary of V. A. Plotnikov’s birth.
Viktor Aleksandrovich Plotnikov was famous Ukrainian mathematician, founder of
the scientific school in asymptotic methods in the study of differential equations with
multivalued right-hand side.

To the programm of conference will be included reports devoted to the following
subjects:

• asymptotic methods in the theory of differential equations and optimal control;

• mathematical methods of optimal control;

• multivalued equations and inclusions;

• qualitative theory of differential equations and optimal control;

• mathematical modelling;

• game theory.

Reports recommended by the program committee will be published in scientific
journal “Researches in mathematics and mechanics”.

Information about the conference is published on the website:
www.plotnikovschool.onu.edu.ua
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