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On the generalization of the Darboux
theorem

Kaveh Eftekharinasab

Abstract. The Darboux theorem asserts that every symplectic manifold
(M2n, ω) is locally symplectomorphic to (R2n, ω0), where ω0 is the standard
symplectic form on R2n. This theorem was proved by Moser in 1965, the
idea of proof, known as the Moser’s trick, works in many situations. The
Moser tricks is to construct an appropriate isotopy Ft generated by a time-
dependent vector field Xt on M such that F˚

1ω = ω0. Nevertheless, it was
showed by Marsden that Darboux theorem is not valid for weak symplectic
Banach manifolds. However, in 1999 Bambusi showed that if we associate to
each point of a Banach manifold a suitable Banach space (classifying space)
via a given symplectic form then the Moser trick can be applied to obtain the
theorem if the classifying space does not depend on the point of the manifold
and a suitable smoothness condition holds.
If we want to try to generalize the Darboux theorem to more general

context of Frechet manifolds we face an obstacle: in general vector fields
do not have local flows. Recently, Fréchet geometry has been developed in
terms of projective limit of Banach manifolds. In this framework under an
appropriate Lipchitz condition local flows exist and with some restrictive
conditions the Darboux theorem was proved by P. Mishra. In the present
paper we consider the category of so-called bounded Fréchet manifolds and
prove that in this category vector fields have local flows and following the
idea of Bambusi we associate to each point of a manifold a Fréchet space
independent of the choice of the point and with the assumption of bounded
smoothness on vector fields we prove the Darboux theorem.

Анотація. Теорема Дарбу стверджує, що кожен cимплектичний много-
вид (M2n, ω) є локально симплектоморфним до (R2n, ω0), де ω0 – стан-
дартна симплектична форма на R2n. Ця теорема була доведена Мозе-
ром у 1965 р. Ідея доведення, відома як трюк Мозера, працює у багатьох
ситуаціях і полягає у побудові ізотопії Ft многовиду M , породженої за-
лежним від часу векторним полем Xt на M , так, щоб F˚

1ω = ω0. Тим не
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менш, Марсден показав, що теорема Дарбу не вірна для слабких симпле-
ктичних многовидів Банаха. Однак у 1999 р. Бамбусі показав, що якщо з
кожною точкою банахового многовиду пов’язати простір Банаха (класи-
фікуючий простір) через задану симплектичну форму, то трюк Мозера
може бути застосований для довдеення теореми Дарбу, за умови, що цей
простір не залежить від точки і відповідної умови гладкості.
Однією з перешкод до узагальнення теореми Дарбу на випадок много-

видів Фреше є те, що, взагалі кажучи, векторні поля не мають локальних
потоків. Останнім часом геометрія Фреше була розроблена з точки зору
проективних границь многовидів Банаха. У цьому контексті за відпо-
відної умови Ліпшица векторні поля породжують локальні потоки, і за
деяких додаткових сильних умов теорема Дарбу була отримана П. Мі-
шра. В представленій роботі ми розглянемо категорію так званих обме-
жених многовидів Фреше і доводимо, що в цій категорії векторні поля
мають локальні потоки. Слідуючи ідеї Бамбусі, ми пов’язуємо з кожною
точкою многовиду Фреше простір, який не залежить від вибору точки і
припускаючи обмежену гладкість на векторних полях доводимо теорему
Дарбу.

1. INTRODUCTION
The Darboux theorem has been extended to weakly symplectic Banach

manifolds by using Moser’s method, see [1]. The essence of this method
is to obtain an appropriate isotopy generated by a time dependent vector
field that provides the chart transforming of symplectic forms to constant
ones. In order to apply this method to a more general context of Fréchet
manifolds we need to establish the existence of the flow of a vector filed
which in general does not exist. One successful approach to the differential
geometry in Fréchet context is to use projective limits of Banach manifolds,
[2]. In this framework, a version of the Darboux theorem is proved in [6].
Another approach to Fréchet geometry is to apply a stronger notion

of differentiability, [3]. This differentiability leads to a new category of
generalized manifolds, the so called bounded (or MCk) Fréchet manifolds.
In this paper we prove that in that context the flow of a vector field exists
(Theorem 2.4) and we will apply the Moser’s method to obtain the Darboux
theorem (Theorem 3.5).
The obtained theorem might be useful to study the topology of the space

of Riemannian metrics M as it has the structure of a nuclear bounded
Fréchet manifold. A theorem from [5, §48.9] asserts that if (M,σ) is a
smooth weakly symplectic convenient manifold which admits smooth par-
titions of unity in C8

σ (M,R), and which admits ‘Darboux charts’, then the
symplectic cohomology equals to the De Rham cohomology:

Hk
σ(M) = Hk

DR(M).
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The manifold M admits smooth partition of unity in C8
σ (M,R) (this

follows from [5, Theorem 16.10] and [5, Definition 16.1]) so it is interesting
to ask if it has a Darboux chart. This, in turn, rises the question: how to
construct weak symplectic forms onM. It is known, [4], that expect Hilbert
manifolds an infinite dimensional manifold may not admit a Lagrangian
splitting so in general the Weinstein’s construction, [12], is not applicable.
Moreover, the Marsden’s idea to construct a symplectic form on a manifold
by using the canonical form on its cotangent bundle also is not applicable
as there is no natural smooth vector bundle structure on the cotangent
bundle [9, Remark I.3.9]. It is not clear yet how to construct symplectic
forms onM but it seems that it might arise from a weak Riemannian metric
and complex structure, however, that would require some assumptions and
ingredients different from ones in Theorem 3.5.

2. BOUNDED DIFFERENTIABILITY
In this section we prove the existence of the local flow of a MCk-vector

field. We refer to [3] for more details on bounded Fréchet geometry.
Denote by (F, ρ) a Fréchet space whose topology is defined by a complete

translational-invariant metric ρ. We consider only metrics with absolutely
convex balls. Note that every Fréchet space admits such a metric, cf [3].
One reason to choose this particular metric is that a metric with this prop-
erty can give us a collection of seminorms that defines the same topology.
More precisely:

Theorem 2.1 ([7], Theorem 3.4). Assume that (F, ρ) is a Fréchet space
and ρ is a metric with absolutely convex balls. Let

Bρ
1
i

(0) –
␣

y P F | ρ(y, 0) ă 1
i

(

,

and suppose Ui’s, i P N, are convex subsets of Bρ
1
i

(0). Define the Minkowski
functionals

}v}i – inf
␣

ε ą 0 | ε P R, 1
ε ¨ v P Ui

(

.

These Minkowski functionals are continuous seminorms on F . A collection
t}v}iuiPN of these seminorms generates the topology of F .
In the sequel we will assume that a Fréchet space F is graded with the

collection of seminorms }v}nF =
n
ř

k=1

}v}k that defines its topology.

Let (E, g) be another Fréchet space and Lg,ρ(E,F ) be the set of all linear
maps L : E Ñ F such that

Lip(L)g,ρ – sup
xPEzt0u

ρ(L(x), 0)

g(x, 0)
ă 8.
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The transversal-invariant metric
Dg,ρ : Lg,ρ(E,F ) ˆ Lg,ρ(E,F ) ÝÑ [0,8),

(L,H) ÞÑ Lip(L´H)g,ρ,
(2.1)

on Lρ,g(E,F ) turns it into an Abelian topological group. Let U an open
subset of E, and P : U Ñ F a continuous map. If P is Keller-differentiable,
dP (p) P Lρ,g(E,F ) for all p P U , and the induced map

dP (p) : U Ñ Lρ,g(E,F )

is continuous, then P is called bounded differentiable.
We say P is MC0 and write P 0 = P if it is continuous. We also say P

is an MC1 and write P (1) = P 1 if it is bounded differentiable. Recursively
one can define maps of class MCk for each k ą 1, see [3]. If φ(t) is a
continuous path in a Fréchet space we denote its derivative by d

dt
φ(t).

Within this framework we define MCk (bounded) Fréchet manifolds,
MCk-maps of manifolds and tangent bundles and their MCk-vector fields.
A MCk-vector field X on a MCk-Fréchet manifold M is a MCk-section of
the tangent bundle πTM : TM Ñ M , i.e. a MCk map X :M Ñ TM with
πTM ˝X = idM . We write V(M) for the space of all vector fields on M . If
f P MC8(M,E) is a smooth function on M with values in a Fréchet space
E and X P V(M), then we obtain a smooth function on M via

X.f := df ˝X :M Ñ E.

For X,Y P V(M), there exists a unique a vector field [X,Y ] P V(M) deter-
mined by the property that on each open subset U Ă M we have

[X,Y ].f = X.(Y.f) ´ Y.(X.f)

for all f P MC8(U,R), see [8, Lemma II.3.1].
A vector field on an infinite dimensional Fréchet manifold may have no,

one or multiple integral curves. However, a MCk-vector field always has a
unique integral curve.

Proposition 2.2. [3, Proposition 5.1] Let U Ď F be an open subset and
X : U Ñ F be a MCk-vector field, k ě 1. Then for each p0 P U there
exists an integral curve ℓ : I Ñ F at p0. Furthermore, any two such curves
coincide on the intersection of their domains.

Corollary 2.3. [3, Corollary 5.1] Let U Ď F be an open subset and let
X : U Ñ F be a MCk-vector field, k ě 1. Let also Ft(p0) be the solution
of ℓ1(t) = X(ℓ(t)), ℓ(t0) = p0. Then there is an open neighborhood U0 of
p0 and a positive real number α such that for every q P U0 there exists a
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unique integral curve ℓ(t) = Ft(q) satisfying ℓ(0) = q and ℓ1(t) = X(ℓ(t))
for all t P (´α, α).

Theorem 2.4. Let X be a MCk-vector field on U Ă F , k ě 1. Then
one can find a real number α ą 0 such that for each x P U there exists
a unique integral curve ℓx(t) satisfying ℓx(0) = x for all t P I = (´α, α).
Furthermore, the mapping F : I ˆ U Ñ F given by Ft(x) = F(t, x) = ℓx(t)
is of class MCk.
Proof. The first part of the proof follows from Corollary 2.3. We now prove
the second part. Let x, y P U be arbitrary points. Define the functions
φn : I Ñ R, n P N, by

φn(t) = }F(t, x) ´ F(t, y)}nF .

Since X is MCk, so it is globally Lipschitz. Let β ą 0 be its Lipschitz
constant. Then we have @n P N

φn(t) =
›

›

›

t
∫
0

(
X(F(s, x)) ´X(F(s, y)

)
ds+ x´ y

›

›

›

n

F
ď

ď }x´ y}nF + β

ż t

0
φ(s)ds.

Hence, by Gronwall’s inequality, we obtain that

}F(t, x) ´ F(t, y)}nF ď eβ|t|}x´ y}nF , @n P N. (2.2)

Thereby F is Lipschitz continuous in the second variable and is jointly
continuous.
Now, define F(t, x) P Lρ(F ) to be the solution of the equations

dF(t, x)
dt

= dX(F(t, x)) ˝ F(t, x), F(0, x) = id,

where dX(F(t, x)) : F Ñ F is derivative of X with respect to x at F(t, x).
By Proposition 2.2 F(t, x) exits and is well defined. Since the vector field
F ÞÑ dX(F(t, x)) ˝ F on Lρ(F ) is Lipschitz in F, uniformly in (t, x) in a
neighborhood of every (t0, x0), by the above argument it follows that F(t, x)
is continuous in (t, x). We will show that dF(t, x) = F(t, x).
Indeed, fix t P I, for h P U define ψ(s, h) = F(s, x+ h) ´ F(s, x), then

ψ(t, h) ´ F(t, x)(h) =
ż t

0

(
X(F(s, x+ h)) ´X(F(s, x))

)
ds

´

ż t

0

[
dX(F(s, x)) ˝ F(s, x)

]
(h)ds
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=

ż t

0
dX(F(s, x)(

[
(ψ(s, h) ´ F(s, x)(h))

]
)ds

+

ż t

0

(
X(F(s, x+ h)) ´X(F(s, x))

´ dX(F(s, x))(F(s, x+ h) ´ F(s, x)
)
ds.

Since X is MCk, for given ε ą 0 there is a δ ą 0 such that }h}nF ă δ,
(n P N), yields that the second term is less than

ż t

0
ε}F(s, x+ h) ´ F(s, x)}nF , @n P N,

but by (2.2) this integral is less than Bε supnPN }h}nF for some positive
constant B. Thus, by Gronwall’s inequality we obtain

}ψ(t, h) ´ F(t, h)(h)}nF ď εC}h}nF , @n P N,
where C is a positive constant. Whence dF(t, x)(h) = F(t, x)(h). Thus,
both partial derivatives of F(t, x) exist and are continuous so F(t, x) is C1.
Moreover, F is globally Lipschitz and x ÞÑ F(¨, x) is continuous therefore
F(t, x) is MC1. Using induction on k we obtain that F(t, x) is of class
MCk. By definition of F(t, x)

d

dt
F(t, x) = X(F(t, x)),

so
d

dt

d

dt
F(t, x) = dX(F(t, x))

(
X(F(t, x))

)
and

d

dt
dF(t, x) = dX(F(t, x))

(
dF(t, x)

)
.

The right-hand sides are MCk´1, so are the solutions by induction. Thus
F(t, x) is MCk. □

3. DARBOUX CHARTS
In general for a Fréchet manifold differential forms cannot be defined

as the sections of its cotangent bundle since we can not always define a
manifold structure on the cotangent bundle, see [9, Remark I.3.9]. To
define differential forms we follow the approach of Neeb [9].
Definition 3.1. Let M be a bounded Fréchet manifold. A p-form ω on M
is a function ω which associates to each x P M a p-linear alternating map
ωx : T p

x (M) Ñ R such that in local coordinates the map
(x, v1, . . . , vp) ÞÑ ωx(v1, . . . , vp)
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is smooth. We write Ωp(M,R) for the space of p-forms on M and identify
Ω0(M,R) with the space C8(M,R) of smooth functions.
The exterior differential ddR : Ωp(M,R) Ñ Ωp+1(M,R) is determined

uniquely by the property that for each open subset U Ă M we have for
X0, . . . , Xp P V(U) in the space C8(U,R) the identity

(ddRω)(X0, . . . , Xp) :=

p
ÿ

i=0

(´1)iXi.ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xp)

+
ÿ

iăj

(´1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xp).

Let ω P Ωp(M,R), Y P V(M) and Ft the local flow of Y . Define the
usual Lie derivative by

LY ω =
d

dt
(F˚

t ω) |t=0,

which of course coincides by

(LY ω)(X1, . . . , Xp) = Y.ω(X1, . . . , Xp) ´

p
ÿ

j=1

ω(X1, . . . , [Y,Xj ], . . . , Xp)

for Xi P V(U), U Ă M open. For each X P V(M) and p ě 1 consider also
the following linear map

iX : Ωp(M,R) Ñ Ωp´1(M,R) with (iXω)x = iX(x)ωx,

where (ivωx)(v1, . . . , vp´1) := ωx(v, v1, . . . , vp´1).
For ω P Ω0(M,R) = C8(M,R), we put iXω := 0. Then for two vector

fields X,Y P V(M), we have on Ω(M,R) the Cartan formulas, [9, Proposi-
tion I.4.3]:
[LX , iY ] = i[X,Y ], LX = ddR ˝ iX + iX ˝ ddR, LX ˝ ddR = ddR ˝ LX .

Definition 3.2. Let M be a bounded Fréchet manifold. Say that M is
weakly symplectic if there exists a closed smooth 2-form ω (ddRω = 0)
being weakly non-degenerate in the sense that for all x P M and vx P TxM

ωx(vx, wx) = 0 (3.1)
for all wx P TxM implies vx = 0.
The Darboux theorem is a local result so it suffices to consider the case

when M is an open set U of the Fréchet model space F . For simplicity
assume that 0 P U . Let x P U be fixed and let F 1

b be the strong dual of F .
Define the map ω#

x : F Ñ F 1
b by

xw,ω#
x (v)y = ωx(w, v),
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where x¨, ¨y is a duality pairing. Also, define Hx – tωx(y, ¨) | y P F u. This
is a subset of F 1

b and its topology is induced from it.

Lemma 3.3. Suppose x P U is fixed and the model space Fx » TxM is
nuclear. Then the map ω#

x : Fx Ñ Hx is an isomorphism.
Proof. Condition (3.1) implies that ω#

x is injective and by the definition of
Hx, it is surjective. The space Fx is nuclear so its strong dual is DFN -space
and barreled. The dual space is Mackey (cf. [11, 5.3.4]) and Hx inherits its
topology (see [11, 0.4.2, 0.4.3] so is ultrabornological and barrelled (cf.[11,
8.6.9]). Thus, by the open mapping theorem [10, Theorem 4.35] the inverse
mapping is continuous, so ω#

x is isomorphism. □

We will need the following result.

Lemma 3.4. [8, (Poincaré Lemma) II.3.5] Let E be locally convex, V a
sequentially complete space and U Ă E an open subset being star-shaped
with respect to 0. Let also ω P Ωk+1(U, V ) be a V -valued closed (k+1)-form.
Then ω is exact. Moreover, ω = ddRα for some α P Ωk(U, V ) with α(0) = 0
given by

α(x)(v1, ¨ ¨ ¨ vk) =

ż 1

0
tkω(tk)(x, v1, ¨ ¨ ¨ vk)dt.

We assert the following theorem for some open neighborhood of 0 P F .

Theorem 3.5. Suppsoe that the Fréchet model space F is nuclear. Assume
also that

(i) there exits an open neighborhood U of zero such that all the spaces
Hx are locally identical and ωt#

x : F Ñ H is an isomorphism for
each t P [0, 1] and x P U .

(ii) for x P U the map (ωt#
x )´1 : H Ñ F is a field of isomorphism of

class MC8.
Then ω is locally isomorphic at zero to the constant form ω(0).
Proof. On U define ωt = ω0+ t(ω0 ´ω) for t P [0, 1], where ω0 = ω(0). By
Lemma 2.2 there exist a 1-form α being locally such that ddRα = ω0 ´ ω
and α(0) = 0. Consider a time-dependent vector field Xt : U Ñ F defined
by

iXtω
t = ´α.

Thus, α = iX1ω, and so α P H. By Condition (i) for x P U and all t, ωt#
x is

an isomorphism hence
Xt – (ωt#

x )´1α
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is well defined. By Condition (ii), Xt is MC8 so Theorem 2.4 implies that
there exists a smooth isotopy Ft generated by Xt which for t P [0, 1] satisfies

F˚
t ω

t = ω0. (3.2)
To solve (3.2), we need to solve

d

dt
F˚
t ω

t = 0. (3.3)

We have by product rule of derivative and the Cartan formula that
d

dt
F˚
t ω

t = F˚
t (LXtω

t) + F˚
t

d

dt
ωt

= F˚
t

( d
dt
ωt ´ ddR(iXtω

t)
)

= F˚
t (´dα+ ω0 ´ ω) = 0.

Thus, F˚
1ω1 = F˚

0ω0 and so F˚
1ω = ω0. □

Remark 3.6. In the projective limit approach despite the fact that many
interesting results can be recovered for Fréchet manifolds there are some
limitations. To construct geometric and topological objects we need to
establish the existence of compatible projective limits of their corresponding
Banach factors. This would not be easy in some cases and also we can
not use some known results (e.g. the Poincare lemma for locally convex
spaces). Therefore it is imposed the additional condition in [6, Theorem
4.2] for the existence of the required differential form as the Poincare lemma
is not available in this setting. Also, we need a rather strong Lipschitz
condition on mappings for the existence of local flows. In contrast, in
metric approach we can apply known facts from the metric geometry and
locally convex spaces that simplify proofs. There are some restrictions
in this approach also; it is not easy to check MCk-differentiability and
the class of bounded maps can be very small. However as mentioned,
manifolds of Riemannian metrics have the structure of nuclear bounded
Fréchet manifolds and Theorem 3.5 can be used to study their cohomology,
but it is not yet clear how to construct a symplectic structure that can be
applied in this context.
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A (CHR)3-flat trans-Sasakian manifold
Koji Matsumoto

Abstract. In [4] M. Prvanovic considered several curvaturelike tensors de-
fined for Hermitian manifolds. Developing her ideas in [3], we defined in an
almost contact Riemannian manifold another new curvaturelike tensor field,
which is called a contact holomorphic Riemannian curvature tensor or briefly
(CHR)3-curvature tensor. Then, we mainly researched (CHR)3-curvature
tensor in a Sasakian manifold. Also we proved, that a conformally (CHR)3-
flat Sasakian manifold does not exist.
In the present paper, we consider this tensor field in a trans-Sasakian

manifold. We calculate the (CHR)3-curvature tensor in a trans-Sasakian
manifold. Also, the (CHR)3-Ricci tensor ρ3 and the (CHR)3-scalar curva-
ture τ3 in a trans-Sasakian manifold have been obtained.
Moreover, we define the notion of the (CHR)3-flatness in an almost con-

tact Riemannian manifold. Then, we consider this notion in a trans-Sasakian
manifold and determine the curvature tensor, the Ricci tensor and the scalar
curvature. We proved that a (CHR)3-flat trans-Sasakian manifold is a gen-
eralized η-Einstein manifold.
Finally, we obtain the expression of the curvature tensor with respect

to the Riemannian metric g of a trans-Sasakian manifold, if the latter is
(CHR)3-flat.

Анотація. У [4] М. Прванович розглянуто декілька кривиноподібних
тензорів, визначених для ермітових різновидів. Розвиваючи її ідеї у [3],
ми ввводимо в майже контактному рімановому многовиді ще одне но-
ве кривиноподібне тензорне поле, яке називається тензором контактної
голоморфної ріманової кривини або коротко тензором (CHR)3-кривини.
Далі ми, головним чином, досліджуємо тензор (CHR)3-кривини саса-
кійового многовиду. Крім того, ми доводимо, що конформно (CHR)3-
плоского сасакійового многовиду не існує.
У цій роботі ми розглядаємо це тензорне поле на транссасакійовому

многовиді. Нами обчислено тензор (CHR)3-кривини транссасакійового
многовиду. Також були отримані (CHR)3-Річчі тензор ρ3 та (CHR)3-
скалярна кривина τ3 транссасакійового многовиду.

Keywords: (CHR)3-curvature tensor, trans-Sasakian manifold, (CHR)3-flat almost
contact Riemannian manifold, (generalized) η-Einstein manifold.
DOI : http://dx.doi.org/10.15673/tmgc.v12i2.1438
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Крім того, ми вводимо поняття (CHR)3-плоских майже контактних
ріманових многовидів. Нами розглянуто (CHR)3-плоскі транс-сасакійові
многовиди, для яких ми знаходимо тензор кривини, тензор Річчі та ска-
лярну кривину. Нами доведено, що (CHR)3-плоский транссасакійовий
многовид є узагальненим η-ейнштейновим многовидом.
Нарешті, нами отримно вирази тензору кривини ріманової метрики g

транссасакійового многовиду, якщо останній є (CHR)3-плоским.

1. ALMOST CONTACT RIEMANNIAN MANIFOLDS
A real (2n+1)-dimensional differentiable Riemannian manifold (M2n+1, g)

is said to be an almost contact Riemannian manifold if it has a (1, 1)-tensor
φ and a 1-form η which satisfy

φ2 = ´I + η b ξ, η(φX) = 0, η(ξ) = 1, (1.1)
g(φX,φY ) = g(X,Y ) ´ η(X)η(Y ) (1.2)

for any Y,X P TM2n+1, where ξ is defined by
g(ξ,X) = η(X)

and TM2n+1 is the tangent bundle of M2n+1.
From (1.1)3, the vector field ξ is unit and we call this vector field the

structure vector field of the almost contact Riemannian manifold. Next, in
an almost contact Riemannian manifold M2n+1 we define a 2-form F by

F (X,Y ) = g(φX, Y ) (1.3)
for all X,Y P TM2n+1. Then the 2-form F is skew-symmetric and we call
this tensor field the fundamental 2-form of this almost contact Riemannian
manifold. Hereafter, we write the same φ instead of F .
An almost contact manifold M2n+1 is called trans-Sasakian if the fun-

damental form φ satisfies
(∇Xφ)(Y, Z) = αtg(X,Y )η(Z) ´ g(X,Z)η(Y )u+

+ βtφ(X,Y )η(Z) ´ φ(X,Z)η(Y )u,
(1.4)

for certain smooth functions α and β on M2n+1 and for all tangetn vec-
tors X,Y, Z P TM2n+1, where ∇ means the covariant differentiation with
respect to g. In that case we will say that a trans-Sasakian structure is of
type (α, β) or of an (α, β)-type, [5].
Remark 1.1. A (´1, 0)-type (resp. (0, 1)-type) trans-Sasakian manifold
is a Sasakian (resp. a Kenmotsu) manifold.
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In a trans-Sasakian manifold of (α, β)-type, we know, [5], that

∇Xξ = ´αφX + βtX ´ η(X)ξu,

(∇Xη)(Y ) = ´αg(φX, Y ) + βg(φX,φY ),

R(X,Y, Z, ξ) = (Xα)g(φY,Z) ´ (Y α)g(φX,Z)

´ (Xβ)g(φY, φZ) + (Y β)g(φX,φZ)

+ (α2 ´ β2)A(X,Y, Z) ´ 2αβA(X,Y, φZ),

ρ(X, ξ) = t2n(α2´β2) ´ (ξβ)uη(X) ´ α(φX) ´ (2n´1)(Xβ)

(1.5)

for any X,Y P TM2n+1, where ρ is the Ricci tensor with respect to g and
A(X,Y, Z) is defined as

A(X,Y, Z) = g(Z, Y )η(X) ´ g(Z,X)η(Y ) (1.6)
for any X,Y, Z P TM2n+1.
The following equations (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) and (1.11) are very

useful for calculations of the (CHR)3-curvature tensor in a trans-Sasakian
manifold.
By virtue of (1.4) and the Bianci identity, we have

´R(X,Y, Z, φW ) +R(X,Y,W,φZ) =

= (Xα)A(Z,W, Y ) ´ (Y α)A(Z,W,X)+

+ (Xβ)A(Z,W,φY ) ´ (Y β)A(Z,W,φX)+

+ (α2 ´ β2)
␣

g(Y,W )g(φX,Z) ´ g(Y, Z)g(φX,W )´

´ g(X,W )g(φY,Z) + g(X,Z)g(φY,W )
(

+

+ 2αβ
␣

g(φX,W )g(φY,Z) ´ g(φY,W )g(φX,Z)+

+ g(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z)
(

(1.7)

for any X,Y, Z,W P TM2n+1. By virtue of (1.6), we can easily obtain
R(φX, Y, Z, φW ) +R(φX, Y, φZ,W ) =

= ´(φXα)A(Z,W, Y ) + (Y α)B(Z,W,X)+

+ (φXβ)A(Z,W, Y ) ´ (Y β)A(Z,W,X)+

+ (α2 ´ β2)tg(φX,Z)g(φY,W ) ´ g(φX,W )g(φY,Z)

+ g(X,W )g(Y, Z) ´ g(X,Z)g(Y,W )

+ g(Y,W )η(X)η(Z) ´ g(Y, Z)η(X)η(W )u

+ 2αβtg(X,W )g(φY,Z) ´ g(X,Z)g(φY,W )

+ g(Y, Z)g(φX,W ) ´ g(Y,W )g(φX,Z)

+ g(φY,W )η(X)η(Z) ´ g(φY,Z)η(X)η(W ),

(1.8)
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and
R(X,Y, φZ, φW ) = R(X,Y, Z,W )+

+ (Xα)A(Z,W,φY ) ´ (Y α)A(Z,W,φX)

´ (Xβ)A(Z,W, Y ) + (Y β)A(Z,W,X)

+ (α2 ´ β2)
␣

g(Y,W )g(X,Z) ´ g(X,W )g(Y, Z)

´ g(φX,Z)g(φY,W ) + g(φX,W )g(φY,Z)
(

+ 2αβ
␣

g(φY,W )g(X,Z) ´ g(φX,W )g(Y, Z)

´ g(φY,Z)g(X,W ) + g(φX,Z)g(Y,W )
(

(1.9)

for any X,Y, Z,W P TM2n+1.
Moreover, we have from the above equation
R(φX,φY, φZ, φW ) = R(X,Y, Z,W )

+ (Zα)A(X,Y, φW ) ´ (Wα)A(X,Y, φZ)

´ (Zβ)A(X,Y,W ) + (Wβ)A(X,Y, Z)

´ (φXα)A(Z,W, Y ) + (φY α)A(Z,W,X)

´ (φXβ)A(Z,W,φY ) + (φY β)A(Z,W,φX)

+ (α2 ´ β2)tA(X,Y,W )η(Z) ´A(X,Y, Z)η(W )u

+ 2αβ
[
2
␣

g(X,W )g(φY,Z) ´ g(X,Z)g(φY,W )

+ g(Y,W )g(φX,Z) ´ g(Y, Z)g(φX,W )
(

´A(X,Y, φW )η(Z) +A(X,Y, φZ)η(W )
]

(1.10)

for any X,Y, Z,W P TM2n+1.
By virtue ofR(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ) for anyX,Y, Z,W P TM2n+1,

we have from (1.10)
t(Xα) + (φXβ)uA(Z,W,φY ) ´ t(Y α) + (φY β)uA(Z,W,φX)

´ t(Zα) + (φZβ)uA(X,Y, φW ) + t(Wα) + (φWβ)uA(X,Y, φZ)

´ t(Xβ) ´ (φXα)uA(Z,W, Y ) + t(Y β) ´ (φY α)uA(Z,W,X)

+ t(Zβ) ´ (φZα)uA(X,Y,W ) ´ t(Wβ) ´ (φWα)uA(X,Y, Z)

= 4αβ
[
2
␣

g(X,W )g(φY,Z) ´ g(X,Z)g(φY,W )

+ g(Y, Z)g(φX,W ) ´ g(Y,W )g(φX,Z)
(

+A(Z,W,φY )η(X) ´A(Z,W,φX)η(Y )
]

(1.11)

for any X,Y, Z,W P TM2n+1. Thus we have
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Proposition 1.2. In an (α, β)-type trans-Sasakian manifold M2n+1, the
functions α and β satisfy (1.11).

2. (CHR)3-CURVATURE TENSOR IN A TRANS-SASAKIAN MANIFOLD
In this section, we consider the (CHR)3-curvature tensor in a trans-

Sasakian manifold.
The (CHR)3-curvature tensor in an almost contact Riemannian manifold

is defined by
16(CHR)3(X,Y, Z,W ) =

= 3
␣

R(X,Y, Z,W ) +R(φX,φY,Z,W )

+R(X,Y, φZ, φW ) +R(φX,φY, φZ, φW )
(

´R(X,Z, φW,φY ) ´R(φX,φZ,W, Y )

´R(X,W,φY, φZ) ´R(φX,φW, Y, Z)

+R(φX,Z, φW, Y ) +R(X,φZ,W,φY )

+R(φX,W, Y, φZ) +R(X,φW,φY,Z)

+ η(X)P (Z,W, Y ) ´ η(Y )P (Z,W,X)

+ η(Z)P (X,Y,W ) ´ η(W )P (X,Y, Z)

+ η(X)η(W )Q(Y, Z) ´ η(X)η(Z)Q(Y,W )

+ η(Y )η(Z)Q(W,X) ´ η(Y )η(W )Q(Z,X),

(2.1)

where we put
P (X,Y, Z) = 3tR(X,Y, Z, ξ) +R(φX,φY,Z, ξ)u +R(φX,φZ, Y, ξ)

+R(φZ,φY,X, ξ) ´R(X,φZ,φY, ξ) ´R(φZ, Y, φX, ξ)
(2.2)

and
Q(X,Y ) = 3R(ξ,X, Y, ξ) ´R(ξ, φX,φY, ξ). (2.3)

for any X,Y, Z P TM2n+1, [3]. We call this tensor field a contact holo-
morphic Riemannian curvature tensor or briefly (CHR)3-curvature tensor
in an almost contact Riemannian manifold. Hereafter, we assume that all
vector fields are elements of TM2n+1.
Now, to calculate (CHR)3-curvature tensor in a trans-Sasakian manifold

M2n+1, we separate this tensor field as the following 5-parts:
(I) R(X,Y, Z,W ) +R(φX,φY,Z,W )+

+R(X,Y, φZ, φW ) +R(φX,φY, φZ, φW ),

(II) R(X,Z, φW,φY ) +R(φX,φZ,W, Y )+

+R(X,W,φY, φZ) +R(φX,φW, Y, Z),
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(III) R(φX,Z, φW, Y ) +R(X,φZ,W,φY )+

+R(φX,W, Y, φZ) +R(X,φW,φY,Z),

(IV) η(X)P (Z,W, Y ) ´ η(Y )P (Z,W,X)+

+ η(Z)P (X,Y,W ) ´ η(W )P (X,Y, Z),

(V) η(X)η(W )Q(Y, Z) ´ η(X)η(Z)Q(Y,W )+

+ η(Y )η(Z)Q(W,X) ´ η(Y )η(W )Q(Z,X).

Then we know that

16(CHR)3(X,Y, Z,W ) = 3(I) ´ (II) + (III) + (IV) + (V).

Using (1.9) and (1.10) we get that

(I) = 4R(X,Y, Z,W )+

+
␣

(Xα)´(φXβ)
(

A(Z,W,φY )´
␣

(Y α)´(φY β)
(

A(Z,W,φX)

+ 2(Zα)A(X,Y, φW ) ´ 2(Wα)A(X,Y, φZ)´

´
␣

(Xβ)+(φXα)
(

A(Z,W, Y )+
␣

(Y β)+(φY α)
(

A(Z,W,X)

´ 2(Zβ)A(X,Y,W ) + 2(Wβ)A(X,Y, Z)

+ (α2 ´ β2)
[
2
␣

g(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z)+

+ g(φX,W )g(φY,Z) ´ g(φX,Z)g(φY,W )
(

+A(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )
]

+ 2αβ
[
2
␣

g(Y, Z)g(φX,W ) + g(X,Z)g(φY,W )

+ g(X,W )g(φY,Z) ´ g(Y,W )g(φX,Z)
(

+A(X,Y, φZ)η(W ) ´A(X,Y, φW )η(Z)
]
.

(2.4)

Using (1.9), we obtain
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´(II) = 2R(X,Y, Z,W ) + (Xα)tA(Z, Y, φW ) ´A(W,Y, φZ)u

´ (Y α)tA(Z,X,φW ) ´A(W,X,φZ)u

+ (Zα)tA(X,W,φY ) ´A(Y,W,φX)u

´ (Wα)tA(X,Z, φY ) ´A(Y, Z, φX)u

´ (Xβ)tA(Z, Y,W ) ´A(W,Y,Z)u

+ (Y β)tA(Z,X,W ) ´A(W,X,Z)u

´ (Zβ)tA(X,W, Y ) ´A(Y,W,X)u

+ (Wβ)tA(X,Z, Y ) ´A(Y, Z,X)u

+ 2(α2 ´ β2)
␣

g(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z)

´ g(φX,W )g(φY,Z) + g(φX,Z)g(φY,W )

´ 2g(φX, Y )g(φZ,W )
(

.

(2.5)

(III) is separated as (A) + (B), where we put
(A) = R(φX,Z, φW, Y ) +R(φX,W, Y, φZ)

= ´tR(φX,φW, Y, Z) +R(φXφZ,W, Y )u

´ tR(φX, Y, Z, φW ) +R(φX, Y, φZ,W )u,

(B) = R(X,φZ,W,φY ) +R(X,φW,φY,Z).

By virtue of (1.9), we obtain
´ tR(φX,φW, Y, Z) +R(φXφZ,W, Y )u = R(Z, Y, Z,W )+

+ (Y α)tA(X,Z, φW ) ´A(X,W,φZ)u+

+ (Zα)A(X,W,φY ) ´ (Wα)A(X,Z, φY )+

+ (Y β)tA(X,W,Z) ´A(X,Z,W )u´

´ (Zβ)A(X,W, Y ) + (Wβ)A(X,Z, Y )

+ (α2 ´ β2)
!

g(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z)

+ g(φX,Z)g(φY,W ) ´ g(φX,W )g(φY,Z)

´ 2g(φX, Y )g(φZ,W )
)

+ 2αβ
!

g(X,Z)g(φY,W ) ´ g(Y,W )g(φX,Z)

+ g(Y, Z)g(φX,W ) ´ g(X,W )g(φY,Z)

´ 2g(X,Y )g(φZ,W )
)

.

(2.6)

Thus we have from (2.5) and (2.6)
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(A) = R(X,Y, Z,W )+

+ (φXα)A(Z,W, Y ) ´ 2(Y α)g(φZ,W )η(X)

+ (Zα)A(X,W,φY ) ´ (Wα)A(X,Z, φY )

+ (φXβ)A(Z,W,φY ) + 2(Y β)A(Z,W,X)

´ (Zβ)A(X,W, Y ) + (Wβ)A(X,Z, Y )

+ (α2 ´ β2)
[
2tg(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z)u

´A(Z,W, Y )η(X)
]

+ 2αβ
[
2tg(X,Z)g(φY,W ) ´ g(X,W )g(φY,Z)

´ g(X,Y )g(φZ,W )u ´A(Z,W,φY )η(X)
]
.

Since, (B) is the equation which change X ô Y and Z ô W in (A), we
have

(B) = R(X,Y, Z,W ) + (φY α)A(W,Z,X) ´ 2(Xα)g(φW,Z)η(Y )

+ (Wα)A(Y, Z, φX) ´ (Zα)A(Y,W,φX)

+ (φY β)A(W,Z,φX) + 2(Xβ)A(W,Z, Y )

´ (Wβ)A(Y, Z,X) + (Zβ)A(Y,W,X)

+ (α2 ´ β2)
[
2
␣

g(Y,W )g(X,Z) ´ g(Y, Z)g(X,W )
(

´A(W,Z,X)η(Y )
]

+ 2αβ
[
2
␣

g(Y,W )g(φX,Z) ´ g(Y, Z)g(φX,W )

´ g(X,Y )g(φW,Z)
(

´A(W,Z,φX)η(Y )
]
.

By virtue of the above two equations, we obtain

(III) = 2R(X,Y, Z,W ) + (φXα)A(Z,W, Y ) ´ (φY α)A(W,Z,X)

+ 2(Xα)g(φZ,W )η(Y ) ´ 2(Y α)g(φZ,W )η(X)

´ (Zα)tA(X,Y, φW ) ´ 2g(φX, Y )η(W )u

+ (Wα)tA(X,Y, φZ) ´ 2g(φX, Y )η(Z)u

+ (φXβ)A(Z,W,φY ) ´ (φY β)A(Z,W,φX)

´ 2(Xβ)A(Z,W, Y ) + 2(Y β)A(Z,W,X)

´ (Zβ)A(X,Y,W ) + (Wβ)A(X,Y, Z)
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+ (α2 ´ β2)
[
4
␣

g(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z) ´ g(φX, Y )g(φZ,W )
(

´A(Z,W, Y )η(X) +A(Z,W,X)η(Y )
]

+ 2αβ
[
2
␣

g(X,Z)g(φY,W ) ´ g(X,W )g(φY,Z)

+ g(Y,W )g(φX,Z) ´ g(Y, Z)g(φX,W )
(

´A(Z,W,φX)η(Y ) +A(Z,W,φX)η(Y )
]
.

Next, to calculate (IV) in a trans-Sasakian manifold, we have to get
P (X,Y, Z) which defined by (2.2) in a trans-Sasakian manifold. By virtue
of (1.5) we obtain that

P (X,Y, Z) = 4t(Xα)g(φY,Z) ´ (Y α)g(φX,Z)u

´ 2t(Xβ)g(φY, φZ) ´ (Y β)g(φX,φZ)u

´ 4t(φXα)g(φY, φZ) ´ (φY α)g(φX,φZ)u

´ 2t(φXβ)g(φY,Z) ´ (φY β)g(φX,Z)u

+ 4(φZβ)g(φX, Y ) + 2(α2 ´ β2)A(X,Y, Z) ´ 8αβA(X,Y, φZ).

Using the above equation, we get

(IV) = 2
␣

2(Xα) ´ (φXβ)
(

A(Z,W,φY ) ´ 2
␣

2(Y α) ´ (φY β)
(

A(Z,W,φX)

+ 2
␣

2(Zα) ´ (φZβ)
(

A(X,Y, φW ) ´ 2
␣

2(Wα) ´ (φWβ)
(

A(X,Y, φZ)

´ 2
␣

2(φXα) + (Xβ)
(

A(Z,W, Y ) + 2
␣

2(φY α) + (Y β)
(

A(Z,W,X)

´ 2
␣

2(φZα) + (Zβ)
(

A(X,Y,W ) + 2
␣

2(φWα) + (Wβ)
(

A(X,Y, Z)

+ 4
!

(φY β)g(φZ,W )η(X) ´ (φXβ)g(φZ,W )η(Y )

+ (φWβ)g(φX, Y )η(Z) ´ (φZβ)g(φX, Y )η(W )
)

+ 4(α2 ´ β2)
␣

A(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )
(

.

Finally, we calculate (V) in a trans-Sasakian manifold.
By virtue of (1.5)3, we have

R(ξ,X, Y, ξ) = t(ξα) + 2αβug(φX, Y )+

+ t(α2 ´ β2) ´ (ξβ)ug(φX,φY ).
(2.7)

In (2.7), the left hand side is symmetric with respect to X and Y . So we
have
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Proposition 2.1. In a trans-Sasakian manifold, the condition
(ξα) + 2αβ = 0

holds.
Thus, (2.7) is written as

R(ξ,X, Y, ξ) = t(α2 ´ β2) ´ (ξβ)u g(φX,φY ). (2.8)
By virtue of (2.8), we can easily obtain that

R(ξ,X, Y, ξ) = R(ξ, φX,φY, ξ).

Thus we have from the above equation
Q(X,Y ) = 2t(α2 ´ β2) ´ (ξβ)u g(φX,φY ). (2.9)

Thus we have from (2.9)
(V) = ´2t(α2 ´ β2) ´ (ξβ)u tA(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)ηY )u.

By virtue of (1.11), (I), (II), (III), (IV) and (V), the (CHR)3-curvature
tensor in a trans-Sasakian manifold is written as follows:

16(CHR)3(X,Y, Z,W ) = 16R(X,Y, Z,W )

+ (Xα)t7A(Z,W,φY ) + 4g(φZ,W )η(Y )u

´ (Y α)t7A(Z,W,φX) + 4g(φZ,W )η(X)u

+ (Zα)t7A(X,Y, φW ) + 4g(φX, Y )η(W )u

´ (Wα)t7A(X,Y, φZ) + 4g(φX, Y )η(Z)u

´ 5
␣

(φXα)A(Z,W, Y ) ´ (φY α)A(Z,W,X)

+ (φZα)A(X,Y,W ) ´ (φWα)A(X,Y, Z)
(

´ 9
␣

(Xβ)A(Z,W, Y ) ´ (Y β)A(Z,W,X)

+ (Zβ)A(X,Y,W ) ´ (Wβ)A(X,Y, Z)
(

´ (φXβ)t3A(Z,W,φY ) + 4g(φZ,W )η(Y )u

+ (φY β)t3A(Z,W,φX) + 4g(φZ,W )η(X)u

´ (φZβ)t3A(X,Y, φW ) + 4g(φX, Y )η(W )u

+ (φWβ)t3A(X,Y, φZ) + 4g(φX, Y )η(Z)u

+ (α2 ´ β2)
[
12tg(X,Z)g(Y,W ) ´ g(X,W )g(Y, Z)u

+ 4tg(φX,W )g(φY,Z) ´ g(φX,Z)g(φY,W )

´ 2g(φX, Y )g(φZ,W )u
]

+ 2(ξβ)tA(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )u.

(2.10)
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From the above equation, we can easily obtain the (CHR)3-Ricci tensor ρ3
and the (CHR)3-scalar curvature τ3 as

8ρ3(X,Y ) = 8ρ(X,Y ) + (5n+3)
[
t(φX)αuη(Y ) + t(φY )αuη(X)

]
+ (9n´ 1)t(Xβ)η(Y ) + (Y β)η(X)u

´ 4(α2 ´ β2)
!

(3n´ 1)g(X,Y ) + (n+ 1)η(X)η(Y )
)

+ 2(ξβ)t4g(X,Y ) ´ (n+ 3)η(X)η(Y )u.

(2.11)

and
τ3 = τ ´ (3n+ 1)n(α2 ´ β2) + 4n(ξβ), (2.12)

where τ denotes the scalar curvature with respect to g.
By virtue of (1.5)4 and (2.11), we easily have

8ρ3(X, ξ) = 5(n´ 1)
!

(φX)α) ´ 7(n´ 1)
␣

(Xβ) ´ (ξβ)η(X)
(

)

. (2.13)

3. (CHR)3-FLAT TRANS-SASAKIAN MANIFOLDS
An almost contact Riemannian manifold is called (CHR)3-flat if the

(CHR)3-curvature tensor equals to zero on M2n+1.
Let us consider a (CHR)3-flat trans-Sasakian manifold. Then the left

hand side of (2.10) is zero.
Moreover, if the (CHR)3-curvature tensor is flat, then the (CHR)3-Ricci

tensor and the (CHR)3-scalar are flat. So, by virtue of (2.11) and (2.12),
we respectively have

8ρ(X,Y ) + (5n+ 3)
[
t(φX)αuη(Y ) + t(φY )αuη(X)

]
+

+ (9n´ 1)t(Xβ)η(Y ) + (Y β)η(X)u´

´ 4(α2 ´ β2)t(3n´ 1)g(X,Y ) + (n+ 1)η(X)η(Y )u+

+ 2(ξβ)t4g(X,Y ) ´ (n+ 3)η(X)η(Y )u = 0

(3.1)

and
τ ´ (3n+ 1)n(α2 ´ β2) + 4n(ξβ) = 0. (3.2)

We know from (2.13)

5t(φX)αu ´ 7t(Xβ) ´ (ξβ)η(X)u = 0. (3.3)

From the above equation, we get
t(φX)αuη(Y ) + t(φY )αuη(X) =

+
7

5

␣

(Xβ)η(Y ) + (Y β)η(X)
(

´
14

5
(ξβ)η(X)η(Y ).

(3.4)
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Substituting (3.4) into (3.1), we get

ρ(X,Y ) =
(3n´ 1)(α2 ´ β2) ´ 2(ξβ)

2
g(X,Y )

+
1

2

!2(10n+ 9)

5
(ξβ) + (n+ 1)(α2 ´ β2)

)

η(X)η(Y )

´
2(5n+ 1)

5

!

dβ(X)η(X) + dβ(Y )η(X)
)

.

(3.5)

Thus we have

Theorem 3.1. A (CHR)3-flat trans-Sasakian manifold is a generalized
η-Einstein manifold.
Remark 3.2. The notion of a generalized η-Einstein manifold is defined
by A. A. Shaikh and Y. Matsuyama, [5]. Moreover, M. C. Chaki called this
manifold a generalized quasi-Einstein manifold, [1], [2].
From the above theorem, we can easily obtain

Corollary 3.3. A (CHR)3-flat trans Sasakian manifold is η-Einstein if
and only if the function β is constant. Then the Ricci tensor ρ and the
scalar curvature τ with respect to g are written as

ρ(X,Y ) = (α2 ´ β2)
␣

3n´1
2 g(X,Y ) + n+1

2 η(X)η(Y )
(

(3.6)
and

τ = ´(3n+ 1)n(α2 ´ β2).

By virtue of Remark 1.1 and the above corollary, we get

Corollary 3.4. In a (CHR)3-flat Sasakian, resp. Kenmotsu, manifold,
the Ricci tensor ρ and the scalar curvature τ with respect to g satisfy

ρ(X,Y ) = 3n´1
2 g(X,Y ) + n+1

2 η(X)η(Y ),

resp.
ρ(X,Y ) = ´

␣

3n´1
2 g(X,Y ) + n+1

2 η(X)η(Y )
(

and
τ = ´(3n+ 1)n (resp. τ = (3n+ 1)n). (3.7)

Now, from (3.3), we obtain
´ 5t(φX)αuA(Z,W, Y ) + 5t(φY )αuA(Z,W,X)´

´ 5t(φZ)αuA(X,Y,W ) + 5t(φW )αuA(X,Y, Z)´

´ 9
!

(Xβ)A(Z,W, Y ) ´ (Y β)A(Z,W,X)+
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+ (Zβ)A(X,Y,W ) ´ (Wβ)A(X,Y, Z)
)

=

= ´16
!

(Xβ)A(Z,W, Y ) ´ (Y β)A(Z,W,X)+

+ (Zβ)A(X,Y,W ) ´ (Wβ)A(X,Y, Z)
)

+

+ 14(ξβ)tA(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )u.

From (3.3), we get

t(φX)βu = ´
5

7
(Xα) +

5

7
(ξα)η(X). (3.8)

From this, we have

´ 3
[
t(φX)βuA(Z,W,φY ) ´ t(φY )βuA(Z,W,φX)+

+ t(φZ)βuA(X,Y, φW ) ´ t(φW )βuA(X,Y, φZ)
]
+

+ 7
!

(Xα)A(Z,W,φY ) ´ (Y α)A(Z,W,φX)+

+ (Zα)A(X,Y, φW ) ´ (Wα)A(X,Y, φZ)
)

=

=
64

7

!

(Xα)A(Z,W,φY ) ´ (Y α)A(Z,W,φX)+

+ (Zα)A(X,Y, φW ) ´ (Wα)A(X,Y, φZ)
)

.

Next, since we have

4[(Xα) ´ t(φX)βu]g(φZ,W )η(Y ) = 48
7 (Xα) ´ 20

7 (ξα)g(φZ,W )η(X)η(Y ),

we obtain

4
[
(Xα) ´ t(φX)βu

]
g(φZ,W )η(Y )´

´ 4
[
(Y α) ´ t(φY )βu

]
g(φZ,W )η(X)+

+ 4
[
(Zα) ´ t(φZ)βu

]
g(φX, Y )η(W )´

´ 4
[
(Wα) ´ t(φW )βu

]
g(φX, Y )η(Z) =

=
48

7

!

(Xα)g(φZ,W )η(Y ) ´ (Y α)g(φZ,W )η(X)+

+ (Zα)g(φX, Y )η(W ) ´ (Wα)g(φX, Y )η(Z)
)

.
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Using (3.6), (3.7) and (3.8), the curvature tensor R with respect to g is
written as

R(X,Y, Z,W ) =
1

7

[
(Xα)t4A(W,Z,φY ) + 3g(φW,Z), η(Y )u

´ (Y α)t4A(W,Z,φX) + 3g(φW,Z)η(X)u

+ (Zα)t4A(Y,X,φW ) + 3g(φY,X)η(W )u

´ (Wα)t4A(Y,X,φZ) + 3g(φY,X)η(Z)u
]

+ (Xβ)A(W,Z, Y ) ´ (Y β)A(W,Z,X)

´ (Zβ)A(Y,X,W ) + (Wβ)A(Y,X,Z)

+
1

4
(α2 ´ β2)

[
3tg(X,W )g(Y, Z) ´ g(X,Z)g(Y,W )u

´ g(φX,W )g(φY,Z) + g(φX,Z)g(φY,W )

+ 2g(φX, Y )g(φZ,W )
]

´
1

4
t(α2 ´ β2) ´ (ξβ)utA(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )u.

(3.9)

Thus we get

Theorem 3.5. If a trans-Sasakian manifold is (CHR)3-flat, the the cur-
vature tensor satisfies (3.9).
By virtue of Remark 1.1 and the above theorem, we have

Corollary 3.6. In a (CHR)3-flat Sasakian, resp. Kenmotsu, manifold,
the curvature tensor R with respect to g are written by

R(X,Y, Z,W ) =
1

4

[
3tg(X,W )g(Y, Z) ´ g(X,Z)g(Y,W )u

´ g(φX,W )g(φY,Z) + g(φX,Z)g(φY,W ) + 2g(φX, Y )g(φZ,W )
]

´
1

4

␣

A(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )
(

resp.

R(X,Y, Z,W ) = ´
1

4
[3tg(X,W )g(Y, Z) ´ g(X,Z)g(Y,W )u

´ g(φX,W )g(φY,Z) + g(φX,Z)g(φY,W ) + 2g(φX, Y )g(φZ,W )
]

+
1

4

␣

A(Z,W, Y )η(X) ´A(Z,W,X)η(Y )
(

.
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Remark 3.7. The above corollary shows that a (CHR)3-flat Sasakian
(resp. Kenmotsu) manifold is a Sasakian (resp. Kenmotsu) space form with
zero holomorphic sectional curvature.
Remark 3.8. Of course, we can get (3.2) and (3.5) from Theorem 3.1
directly.
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Додатні ряди, множини підсум яких єканторвалами

Я. Ф. Виннишин, В. П. Маркітан, М. В. Працьовитий,
І. О. Савченко

Abstract. A set of incomplete sums (subsums) of a absolutely convergent
series has been featured in studies since 1914, when a pioneer work in this
direction was published by Japanese mathematician Soichi Kakey [7]. Since
then, active research has begun in this direction. And already final in the
direction of classification of existing “topological types” of sets of incomplete
sums of absolutely convergent series are the works of 1988 [4, 10], where the
following fact is proved:
If E is the set of subsums of a positive term convergent series

8
ř

n=1

an,
then E is one of the following: (i) a finite union of closed intervals; (ii)
homeomorphic to the Cantor set; (iii) homeomorphic to a certain set T called
Cantorval, see (1.3).
Beginning in 1941, in parallel with studies of the topological properties of

the sets of incomplete sums, studies of their metric properties were carried
out. Metric problems (Lebesgue measure problems) are of particular rele-
vance when the set of incomplete sums of a series is nowhere dense or is a
mixture of nowhere dense sets and a union of segments.
Today, the following problems remain open in the general formulation for

the set of incomplete sums of a converging positive series:
1) necessary and sufficient conditions for its nowhere density;
2) necessary and sufficient conditions for its zero-dimensionality (in the

sense of Lebesgue measure);
3) its fractal properties, etc.

Колектив авторів щиро вдячний анонімному рецензентові за конструктивні заува-
ження та побажання, які дозволили вдосконалити дану роботу.
Ключові слова: множина неповних сум (підсум), канторвал, міра Лебега, ε-апро-

ксимація лінійної множини.
DOI : http://dx.doi.org/10.15673/tmgc.v12i2.1455
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In the present paper we give a construction of a continuum family of
positive series whose sets of incomplete sums are Cantorvals. Each series of
this family has a property

8
ÿ

n=1

an = 1, lim
nÑ8

an

8
ř

k=1

an+k

= +8,

Moreover, for any ε ą 0 there exists a series in this family with Lebesgue
measure of its set of incomplete sums greater than 1 ´ ε.

Анотація. Наводиться конструкція континуальної сім’ї додатних рядів,
множини неповних сум яких є канторвалами (об’єднанням ніде не щіль-
ної множини і множини, яка є нескінченним об’єднанням відрізків). Ко-
жен ряд даної сім’ї має властивість

8
ÿ

n=1

an = 1, lim
nÑ8

an

8
ř

k=1

an+k

= +8,

причому для будь-якого ε ą 0 в цій сім’ї існує ряд, міра Лебега множини
неповних сум якого є більшою за 1 ´ ε.

1. ВСТУП
Розглядається збіжний додатний ряд

r0 =
8
ÿ

n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn = Sn + rn. (1.1)

НехайM – довільна підмножина множини натуральних чисел N. Число

x(M) =
ÿ

nPMĂN
an =

8
ÿ

n=1

anεn, де εn =

#

1, якщо n P M,

0, якщо n R M,

називається неповною сумою (підсумою) ряду (1.1), визначеною мно-
жиною M .
Множину всіх неповних сум ряду (1.1) позначатимемо через Etanu,

тобто
Etanu ”

!

x | x =
ÿ

nPM

an, M P 2N
)

.

Легко бачити, що множина Etanu всіх підсум абсолютно збіжного ряду
ř

nPN
не змінюється при довільній перестановці членів ряду. Крім того,

всі члени збіжного додатного ряду можна переставити у збіжну до нуля
спадну (у нестрогому розумінні) послідовність. Тому при дослідженні
множини Etanu достатньо розглядати випадок монотонної спадної по-
слідовності (|an|)8

n=1.
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Оскільки для абсолютно збіжного ряду ряду
8
ř

n=1
an має місце рівність

8
ÿ

n=1

an = S´ +
8
ÿ

n=1

|an|,

де S´ – сума всіх від’ємних членів ряду, то в дослідженнях тополого-
метричної структури множини підсум абсолютно збіжних рядів можна
обмежитись розглядом додатних рядів, що ми й надалі робитимемо.
Як окремий об’єкт вивчення, множина підсум абсолютно збіжного

ряду фігурує в дослідженнях з 1914 року, коли була опублікована піо-
нерська в цьому напрямі робота японського математика Соічі Какея [7]
(“Про неповні суми нескінченних рядів”), де він описав струтруру мно-
жини неповних сум, не надавши при цьому строгих доведень. В 1941
році результати Какея були перевідкриті Г. Горничем [5] та в 1948 році
П. К. Меноном [9] й основний результат того часу сформульовнано у
вигляді:

Теорема 1.1. Множина неповних сум Etanu абсолютно збіжного ря-
ду

8
ř

n=1
an є досконалою множиною.

1) Більш того, Etanu є скінченним об’єднанням відрізків тоді й ли-
ше тоді, коли

|an| ď rn ” |an+1| + |an+2| + |an+3| + ¨ ¨ ¨

для всіх n, починаючи з деякого номеру (Etanu є відрізком тоді й
лише тоді, коли |an| ď rn для всіх n P N).

2) Якщо ж
|an| ą |an+1| + |an+2| + |an+3| + ¨ ¨ ¨

для всіх достатньо великих n, то Etanu гомеоморфна класичній
множині Кантора.

У згаданій роботі [7] С. Какея висунув припущення, що необхідною і
достатньою умовою ніде не щільності множини Etanu є існування злі-
ченної кількості членів ряду, для яких |an| ą rn. Перший контрприклад
до цієї гіпотези навели в 1980 р. А. Д. Вайнштейн і Б. З. Шапіро [16].
У роботі [11] Ф. Прус-Вішньовський, визнаючи спростування гіпоте-
зи Какея вказаними авторами, зазначає, що їх робота містить і хибні
твердження. У 1984 р. Ц. Ференс [3] навів інший контрприклад для
спростування гіпотези Какея, а зовсім простий приклад ряду у 1988 р.
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представили Дж. Ґатрі і Дж. Німан [4]:
3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ¨ ¨ ¨ (1.2)

Для цього ряду, як і для рядів із вище наведених робіт, нерівності
an ą rn і an ď rn виконуються нескінченну кількість разів, а множи-
на неповних сум ряду (1.2) містить відрізок [23 , 1], але не є скінченним
об’єднанням відрізків, див. [2]. Множина неповних сум ряду (1.2) го-
меоморфна множині

T ” C Y

8
ď

n=1

G2n´1 = [0, 1]z
8
ď

n=1

G2n, (1.3)

де C – класична множина Кантора (тобто множина чисел з відрізка
[0, 1], які записуються у трійковій системі числення з використанням
двох цифр 0 та 2, або, що рівносильно – це множина неповних сум
геометричного ряду

8
ř

k=1

2
3k
), Gk – відкрита множина всіх чисел відрізка

[0, 1], які мають у своєму трійковому зображенні k-ту цифру 1, якщо
всі попередні цифри зображення – 0 або 2.
Завершальними у напрямі класифікації існуючих “топологічних ти-

пів” множин неповних сум абсолютно збіжних рядів є роботи [4, 10], де
доведено наступний факт.

Теорема 1.2. Множина Etanu неповних сум збіжного додатного ряду
8
ř

n=1
an або

1) є скінченним об’єднанням відрізків, або
2) гомеоморфна множині Кантора, або
3) гомеоморфна множині T .

Означення 1.3. [1, 11] Симетричним канторвалом (або M -кантор-
валом) називається множина, яка гомеоморфна множині T .
Термін “канторвал” запропонували бразильські математики П. Мен-

дес і Ф. Олівейра у роботі [8], присвяченій вивченню топологічної стру-
ктури арифметичної суми двох множин канторівського типу (непо-
рожніх обмежених досконалих нуль-множин Лебега з R). У цій роботі
автори дали канторвалам дещо інше означення.
Означення 1.4. [8] M -канторвалом називається досконала підмно-
жина числової прямої R така, що кожний суміжний інтервал цієї мно-
жини накопичує по обидві сторони нескінченну кількість своїх нетри-
віальних компонент зв’язності та суміжних інтервалів.
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Починаючи з 1941 року, паралельно з дослідженнями топологічних
властивостей множин неповних сум, проводились дослідження їх мет-
ричних властивостей. Окремої актуальності метричні задачі (задачі
про міру Лебега) набувають у випадку, коли множина неповних сум
ряду є ніде не щільною або сумішшю ніде не щільної множини та
об’єднання відрізків. Дещо пізніше коло метричних задач було розши-
рене задачами про фрактальні властивості множин неповних сум, про
їхні фрактальні розмірності (розмірність Гаусдорфа-Безиковича та ін-
ші). Першими вагомими дослідженнями в цьому напрямі були роботи
Тібора Шалата [15, 14].
Незважаючи на те, що в останній час акцентовано ведуться дослі-

дження [1, 12, 6, 17, 18, 19, 20] властивостей множини неповних сум
збіжного ряду (в основному це розгляд окремих випадків, коли члени
ряду утворюють послідовність, яка володіє деякою властивістю одно-
рідності відносно n) і на те, що за столітній період розвитку цієї теорії
науковцями було отримано ряд вагомих результатів [4, 5, 7, 9, 15, 16,
21, 14], повний опис тополого-метричних властивостей множини Etanu

зали ється ще далеким до завершення.
Сьогодні стосовно множини неповних сум зб жного додатного ряду

все ще у загальній постановці залишаються відкритими наступні про-
блеми:
1) про необхідні і достатні умови її ніде не щільності;
2) про необхідні і достатні умови її нульмірності (в розумінні міри
Лебега).

Ще більш складною проблемою у загальній постановці є задача про
фрактальні властивості множини Etanu, хоча для деяких класів рядів
це успішно зроблено, див. [15, 19, 21, 14].
Нагадаємо, що нескінченною згорткою Бернуллі, керованою число-

вим рядом (1.1), називається розподіл випадкової величини

ξ = ξ1a1 + ξ2a2 + . . .++ξnan + . . . ,

де (ξn) – послідовність незалежних випадкових величин, які набувають
значень 0 і 1.
Нескінченні згортки Бернуллі є актуальним об’єктом сучасних на-

укових досліджень [21, 17, 19, 13], і з ними пов’язано ряд складних
проблем. Оскільки розподіл випадкової величини ξ зосереджений на
множині неповних сум ряду (1.1), а її спектр (мінімальний замкнений
носій) або збігається з множиною неповних сум, або є її підмножи-
ною, то знання тополого-метричних властивостей множини неповних
сум сприяють дослідженню розподілу ξ.
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У даній роботі ми цікавимося питанням: якої найбільшої масивності
(у розумінні міри Лебега) може досягати множина неповних сум до-
датного монотонного ряду (1.1), для якого виконується умова

lim
nÑ8

an
rn

= +8? (1.4)

Наближувати множини неповних сум і геометрично інтерпретувати
процес наближення можна в термінах циліндричних відрізків.
Нагадаємо, що для ряду (1.1) циліндричним відрізком рангу m з

основою ε1ε2 . . . εm (εi P t0, 1u) називають відрізок ∆ε1ε2...εm з кінцями

a =
m
ÿ

i=1

εiai, b = rm + a.

Очевидно, що ∆ε1ε2...εmi Ă ∆ε1ε2...εm для i = t0, 1u, але, взагалі кажучи,
∆ε1ε2...εm ‰ ∆ε1ε2...εm0 Y ∆ε1ε2...εm1.

Легко бачити, що кінці циліндричних відрізків є точками множини E,
а сама множина E є замиканням множини всіх кінців циліндричних
відрізків.
Нехай Em – це об’єднання всіх циліндричних відрізків рангуm, тобто

Em =
1
ď

ε1=0

1
ď

ε2=0

. . .
1
ď

εm=0

∆ε1ε2...εm .

Тоді
1) E Ă Em+1 Ă Em для всіх m P N,

2) E = lim
mÑ8

Em =
8
Ş

m=1
Em.

Нехай
∆

1

ε1ε2...εm ” ∆ε1ε2...εm X Etanu.

Тоді, очевидно, що множина Etanu є симетричною відносно точки 1
2r0,

а ∆
1

ε1ε2...εm – відносно середини відрізка ∆ε1ε2...εm .
Не порушуючи загальності міркувань, в задачах тополого-метрично-

го характеру можна вважати ряд нормованим, тобто з сумою, яка до-
рівнює 1.

2. ГОЛОВНИЙ ОБ’ЄКТ ДОСЛІДЖЕННЯ
Нехай (sn) і (mn) – послідовності натуральних чисел і (an) – така

послідовність додатних дійсних чисел, що



32 Я. Виннишин, В. Маркітан, М. Працьовитий, І. Савченко

a1 + ¨ ¨ ¨ + a1
loooooomoooooon

s1+1

+
m1 ´ 1

m1
a1 + ¨ ¨ ¨ +

m1 ´ 1

m1
a1

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

m1

+

+ a2 + ¨ ¨ ¨ + a2
loooooomoooooon

s2+1

+
m2 ´ 1

m2
a2 + ¨ ¨ ¨ +

m2 ´ 1

m2
a2

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

m2

+ . . .+ an + ¨ ¨ ¨ + an
looooooomooooooon

sn+1

+

+
mn ´ 1

mn
an + ¨ ¨ ¨ +

mn ´ 1

mn
an

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

mn

+rrn =
8
ÿ

k=1

dk = r0 = 1 (2.1)

– збіжний додатний ряд, для якого виконується умова

rrn =
2an
mn

, n = 1, 2, 3, . . . , (2.2)

де

rrn =
8
ÿ

k=n+1+
řn

i=1(si+mi)

dk =
8
ÿ

i=n+1

(si +mi)ai,

а dk – це k-ий елемент послідовності утвореної з членів ряду (2.1), тобто

a1, . . . , a1
looooomooooon

s1+1

,
m1 ´ 1

m1
a1, . . . ,

m1 ´ 1

m1
a1

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

m1

,

a2, . . . , a2
looooomooooon

s2+1

,
m2 ´ 1

m2
a2, . . . ,

m2 ´ 1

m2
a2

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

m2

, . . . ,

an, . . . , an
looooomooooon

sn+1

,
mn ´ 1

mn
an, . . .

mn ´ 1

mn
an

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

mn

, . . .

Зокрема,
d1 = ¨ ¨ ¨ = ds1+1 = a1,

ds1+2 = ¨ ¨ ¨ = ds1+m1+1 =
m1 ´ 1

m1
a1,

ds1+m1+2 = ¨ ¨ ¨ = ds1+m1+s2+2 = a2,

ds1+m1+s2+3 = ¨ ¨ ¨ = ds1+m1+s2+m2+2 =
m2 ´ 1

m2
a2,

і т.д. Зрозуміло, що при виконанні умови (2.2) послідовності (sn) і (mn)
визначають члени ряду (2.1).
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Теорема 2.1. При виконанні умов (2.1) і (2.2) члени послідовності
(an) мають вигляд

an =
2n´1 ¨mn

n
ś

k=1

(m2
k + skmk + 2)

. (2.3)

Доведення. Для n = 1 маємо

1 = (s1 + 1)a1 + (m1 ´ 1)a1 + rr1 = (s1 +m1)a1 +
2a1
m1

.

Звідки
a1 =

m1

m2
1 + s1m1 + 2

.

Враховуючи означення rrn і рівність (2.2), маємо

rrn = an+1(sn+1 +mn+1) + rrn+1 = an+1(sn+1 +mn+1) +
2an+1

mn+1
,

an =
mnrrn
2

=
an+1mn

2

(
sn+1 +mn+1 +

2

mn+1

)
,

звідки
an+1 =

2mn+1

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

¨
an
mn

. (2.4)

Послідовно підставляючи вирази an, an´1, . . . , a1 з (2.4), отримуємо

an+1 =
2mn+1

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

¨
an
mn

=

=
2mn+1

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

¨
1

mn
¨

2mn

m2
n + snmn + 2

¨
an´1

mn´1
= ¨ ¨ ¨

=
2n ¨mn+1

n+1
ś

i=1
(m2

i + simi + 2)

.

Отже, має місце рівність (2.3). □

Наслідок 2.2. Для членів та залишків ряду (2.1) мають місце на-
ступні співвідношення:

rrn =
2n

śn
k=1(m

2
k + skmk + 2)

,

an+1

an
=

2mn+1

mn(m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2)

,
rrn+1

rrn
=

2

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

.
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3. ЗАДАЧІ ТА РЕЗУЛЬТАТИ
Нас цікавлять тополого-метричні властивості множини неповних сум

ряду (2.1) за умови, коли (sn) і (mn) – зростаючі послідовності нату-
ральних чисел. Нижче ми доведемо, що множина неповних сум цього
ряду містить відрізки, скориставшись простою ідеєю: якщо множина
неповних сум ряду є щільною у деякому відрізку, то цей відрізок пов-
ністю належить множині неповних сум в силу замкненості остан-
ньої . З цією метою ми використовуватимемо поняття ε-апроксимації
множини, яке успішно застосовувалось Цезарем Ференсом у роботі [3].
Нехай ε – деяке додатне число. Будемо казати, що множина J Ă R

ε-апроксимується множиною U Ă R, якщо
@x P J D u P U : 0 ď x´ u ď ε. (3.1)

Подвійна нерівність (3.1) рівносильна такій парі нерівностей:
x´ ε ď u ď x і u ď x ď u+ ε. (3.2)

Тому
J Ă

ď

uPU

[u, u+ ε]. (3.3)

Введемо позначення:

εn ”
an
mn

=
rrn
2
,

Sn =
n
ÿ

k=1

(sk + 1 +mk) = n+
n
ÿ

k=1

(sk +mk),

ln = (mn ´ 3)an +
2an
mn

=
an
mn

(m2
n ´ 3mn + 2) =

an
mn

(mn ´ 1)(mn ´ 2),

Ln = (sn + 3)an ´
2an
mn

=
an
mn

(snmn + 3mn ´ 2),

Dn ”

!

x | x =
Sn
ÿ

i=1

αidi, αi P t0, 1u

)

– множина неповних сум частинної суми d1 + d2 + . . . + dSn ряду (2.1)
рангу n.

Лема 3.1. Множина E всіх підсум скінченного ряду
m+m+ . . .+m
loooooooooomoooooooooon

s+1

+(m´ 1) + (m´ 1) + . . .+ (m´ 1)
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

m
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містить множину
N X [(m´ 1)(m´ 2), sm+ 3m´ 2],

де s,m P N та s ě m´ 3.
Доведення. Очевидно, що

t0, m, 2m, (m´ 2)m, . . . , (s+ 1)mu+

+ t0, (m´ 1)mu = t0, m, . . . , (s+m)mu Ď E.

Якщо m´ 2 ď k ď s+ 1 і 1 ď i ď m´ 1, то
km+ i = (k + i+ 1 ´m)m+ (m´ i)(m+ 1) P E,

а отже,
[(m´ 2)m, (s+ 2)m] X N Ď E.

Якщо 1 ď i ď m´ 2, то
(m´ 2)m´ i = (m´ 2 ´ i)m+ i(m´ 1) P E,

а тому,
[(m´ 2)(m´ 1), (m´ 2)m] X N Ď E.

Нарешті, для 1 ď i ď m´ 2 маємо, що
(s+ 2)m+ i = (s+ 3 + i´m)m+ (m´ i)(m´ 1) P E,

а значить [(s+ 2)m, sm+ 3m´ 2] X N Ď E. □

Лема 3.2. Для довільного d P Dn відрізок
[d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1 за умови sn ě mn ´ 3.
Доведення. Нехай y P Dn+1. Тоді

y =

Sn+1
ÿ

i=1

αidi =
(
α1a1 + α2a1 + ¨ ¨ ¨ + αs1+1a1+

+ αs1+2
m1 ´ 1

m1
a1 + ¨ ¨ ¨ + αs1+m1+1

m1 ´ 1

m1
a1

)
+ ¨ ¨ ¨+

+
(
α
n+

n´1
ř

i=1
(si+mi)

an + α
n+1+

n´1
ř

i=1
(si+mi)

an + ¨ ¨ ¨+

+ α
n+sn+1+

n´1
ř

i=1
(si+mi)

mn ´ 1

mn
an + ¨ ¨ ¨

)
+
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+
(
α
n+1+

n
ř

i=1
(si+mi)

an+1 + α
n+2+

n
ř

i=1
(si+mi)

an+1 + ¨ ¨ ¨+

+ α
n+sn+2+

n
ř

i=1
(si+mi)

mn+1 ´ 1

mn+1
an+1 + ¨ ¨ ¨+

+ α
n+1+

n+1
ř

i=1
(si+mi)

mn+1 ´ 1

mn+1
an+1

)
=

=
a1
m1

(
α1m1 + α2m1 + ¨ ¨ ¨ + αs1+1m1+

+ αs1+2(m1 ´ 1) + ¨ ¨ ¨ + αs1+m1+1(m1 ´ 1)
)
+ ¨ ¨ ¨+

+
an
mn

(
α
n+

n´1
ř

i=1
(si+mi)

mn + α
n+1+

n´1
ř

i=1
(si+mi)

mn + ¨ ¨ ¨+

+ α
n+sn+1+

n´1
ř

i=1
(si+mi)

(mn ´ 1) + ¨ ¨ ¨

)
+

+
an+1

mn+1

(
α
n+1+

n
ř

i=1
(si+mi)

mn+1 + α
n+2+

n
ř

i=1
(si+mi)

mn+1 + ¨ ¨ ¨+

+ α
n+sn+2+

n
ř

i=1
(si+mi)

(mn+1 ´ 1) + ¨ ¨ ¨+

α
n+1+

n+1
ř

i=1
(si+mi)

(mn+1 ´ 1)

)
=

=
n
ÿ

i=1

θiεi + θn+1εn+1 = d+ θn+1εn+1,

де

d =
n
ÿ

i=1

θiεi P Dn Ă Dn+1, εn =
an
mn

, θn P An,

An – множина всіх неповних сум скінченного ряду
mn +mn + . . .+mn
loooooooooooomoooooooooooon

sn+1

+(mn ´ 1) + (mn ´ 1) + . . .+ (mn ´ 1)
looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

mn

.

І навпаки, якщо число y має вигляд
y = d+ θn+1εn+1,

де θn+1 P An+1, то y P Dn+1.
Оскільки, згідно з лемою 3.1, має місце
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[d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1] =

= [d+ (mn+1(mn+1 ´ 3) + 2)εn+1, d+ (mn+1(mn+1 + 3) ´ 1)εn+1] Ă

Ă
ď

dPDn+1

[d; d+ εn+1],

то згідно з (3.3), відрізок
[d+ ln+1; d+ Ln+1 + εn+1]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1. Лему доведено. □

Лема 3.3. Якщо sn ě 3mn для всіх n P N, то відрізок[ n
ÿ

k=1

lk,
1

2

]
εn-апроксимується множиною Dn.
Доведення. Доведемо твердження за індукцією.
При n = 0 множина D0 складається з однієї точки 0 і згідно з ле-

мою 3.2, відрізок [l1, L1 + ε1] ε1-апроксимується множиною D1, а тому
і відрізок

[
l1,

1
2

]
також ε1-апроксимується множиною D1, оскільки

1

2
ď L1 + ε1.

Справді,

L1 + ε1 ą L1 =
a1
m1

(s1m1 + 3m1 ´ 2) =
s1m1 + 3m1 ´ 2

s1m1 +m2
1 + 2

=

=
1

2

(
1 +

m1(s1 ´m1) + 6(m1 ´ 1)

s1m1 +m2
1 + 2

)
ą

1

2
.

Припустимо, що відрізок
[ n
ř

k=1

lk,
1
2

]
εn-апроксимується множиною Dn.

Тоді для довільної точки x P

[ n+1
ř

k=1

lk,
1
2

]
з нерівності

x ě

n
ÿ

k=1

lk + ln+1

випливає, що

x´ ln+1 P

[ n
ÿ

k=1

lk,
1

2
´ ln+1

]
Ă

[ n
ÿ

k=1

lk,
1

2

]
.
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Згідно з припущенням і властивістю (3.3), ми можемо вказати таке
d P Dn, при якому з включення

x´ ln+1 P [d, d+ εn]

випливає
x P [d+ ln+1, d+ ln+1 + εn].

Для завершення доведення леми достатньо довести, що при
sn+1 ě 3mn+1

має місце включення:
[d+ ln+1, d+ ln+1 + εn] Ă [d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1]

або, що те ж саме,
ln+1 + εn ď Ln+1 + εn+1.

Зауважимо, що згідно з наслідком 2.2

εn = εn+1 =
rrn
rrn+1

= εn+1
m2

n+1 + sn+1mn+1 + 2

2
.

Тому при sn+1 ě 3mn+1 маємо
Ln+1 + εn+1 ´ (ln+1 + εn) =

= εn+1

(
sn+1mn+1 + 3mn+1 ´ 1 ´m2

n+1 + 3mn+1´

´ 2 ´
m2

n+1 + sn+1mn+1 + 2

2

)
=

=
εn+1

2
(sn+1mn+1 ´ 3m2

n+1 + 12mn+1 ´ 8) =

=
εn+1

2
(mn+1(sn+1 ´ 3mn+1) + 12mn+1 ´ 8) ě 0.

Згідно з лемою 3.2, відрізок
[d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1, а тому й відрізок
[d+ ln+1; d+ ln+1 + εn]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1. Лему доведено. □

Теорема 3.4. Множина Etdnu містить відрізок[
8
ÿ

k=1

lk, 1 ´

8
ÿ

k=1

lk

]
.
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Доведення. Покажемо, що

Etdnu Ě

[
8
ÿ

n=1

ln,
1

2

]
.

Оскільки [
8
ÿ

k=1

lk,
1

2

]
Ď

[
n
ÿ

k=1

lk,
1

2

]
і Dn Ď Etdnu для кожного n P N, то з леми 3.3 випливає, що відрізок[

n
ÿ

k=1

lk,
1

2

]

εn-апроксимується множиною Etdnu для кожного n P N. Зауважимо,
що εn = 1

2rrn Ñ 0 при n Ñ 8. Тому множина Etdnu є щільною у відрізку[
8
ř

k=1

lk,
1
2

]
, тобто [

8
ÿ

n=1

ln,
1

2

]
Ď Etdnu.

Теорему доведено. □

Лема 3.5. [11] Якщо dk ą rk для деякого індексу k, тоді інтервал
(rk, dk) є суміжним інтервалом до множини неповних сум Etdnu,
тобто

1) rk P Etdnu, dk P Etdnu;
2) (rk, dk) X Etdnu = H.

Теорема 3.6. Якщо відрізок[
8
ÿ

n=1

ln, 1 ´

8
ÿ

n=1

ln

]

непорожній, sn ě 3mn для кожного n P N і lim
nÑ8

mn ě 4, то множина
Etdnu є симетричним канторвалом.
Доведення. Згідно з теоремою 1.2 множина Etdnu належить до одно-
го з трьох “топологічних типів”. Тому для доведення того, що вона є
канторвалом покажемо, що Etdnu не належить до двох інших.
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Множина Etdnu не є гомеоморфною множині Кантора, оскільки згід-
но з теоремою 3.4 містить відрізок[

8
ÿ

k=1

lk, 1 ´

8
ÿ

k=1

lk

]
.

Покажемо, що Etdnu не є скінченним об’єднанням відрізків. Припус-
тимо супротивне: Etdnu є скінченним об’єднанням відрізків, тобто

Etdnu = [0, c1] Y [c2, c3] Y . . .Y [cn, 1],

де
0 ă c1 ď c2 ď c3 ď . . . ď cn ă 1.

Виберемо номер k так, що ak ă c1 і mk ě 4. Тоді

0 ă rrk =
2ak
mk

ă
mk ´ 1

mk
ak ă c1.

Оскільки, згідно з лемою 3.5 інтервал (rrk, ak) буде суміжним інтерва-
лом до множини Etdnu, то з цього випливає, що множина неповних сум
Etdnu не містить відрізок [0, c1], що суперечить нашому припущенню.
Тому Etdnu не є скінченним об’єднанням відрізків.
Отже, множина Etdnu є симетричним канторвалом. □

Теорема 3.7. Для довільного ε ą 0 існують послідовності (sn), (mn),
і (an) такі, що виконуються наступні умови:

(1)
8
ř

n=1
dn = 1;

(2) rrn =
2an
mn

для кожного n P N, де rrn =
ř

kąn

(sk +mk)ak;

(3) lim
nÑ8

dn
8
ř

n=1
dn

= 8;

(4) множина Etdnu є канторвалом, міра Лебега якого є більшою
за 1 ´ ε.

Доведення. Візьмемо довільну строго зростаючу послідовність (mn)
і виберемо послідовність (sn) таку, що

sn ě 3mn і (mn ´ 1)(mn ´ 2)

mn(sn +mn)
ď
ε

2

для кожного n P N. Тепер для кожного n P N маємо

ln =
an
mn

(mn´1)(mn´2) = an(sn+mn)
(mn ´ 1)(mn ´ 2)

mn(sn +mn)
ď
ε

2
(sn+mn).
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Тому
8
ÿ

n=1

ln ď

8
ÿ

n=1

ε

2
(sn +mn) =

ε

2

8
ÿ

n=1

(sn +mn) =
ε

2

8
ÿ

k=1

dk =
ε

2
.

Отже,

λ(Etanu) ą λ

([
8
ÿ

n=1

ln, 1 ´

8
ÿ

n=1

ln

])
= 1 ´ 2

8
ÿ

n=1

ln ě 1 ´ ε.

Теорему доведено. □
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On fractal properties of Weierstrass-type
functions

Claire David

Abstract. In the sequel, starting from the classical Weierstrass function

defined, for any real number x, by W(x) =
+8
ÿ

n=0

λn cos (2πNn
b x), where λ

and Nb are two real numbers such that 0 ă λ ă 1, Nb P N and λNb ą 1,
we highlight intrinsic properties of curious maps which happen to constitute
a new class of iterated function system. Those properties are all the more
interesting, in so far as they can be directly linked to the computation of the
box dimension of the curve, and to the proof of the non-differentiabilty of
Weierstrass type functions.

Анотація. Метою даної роботи є узагальнення попередніх результатів
автора про класичну функцію Вейерштрасса та її графік. Його можна
отримати як границю послідовності префракталів, тобто графів, отри-
маних за допомогою ітераційної системи функцій, які, як правило, не
є стискаючими відображеннями. Натомість вони мають в деякому сенсі
еквівалентну властивість до стискаючих відображень, оскільки на ко-
жному етапі ітераційного процесу, який дає змогу отримати префра-
ктали, вони зменшують двовимірні міри Лебега заданої послідовності
прямокутників, що покривають криву. Такі системи функцій відіграють
певну роль на першому кроці процесу побудови підкови Смейла. Вони
можуть бути використані для доведення недиференційованості функції
Вейєрштрасса та обчислення box-розмірності її графіка, а також для по-
будови більш широких класів неперервних, але ніде не диференційовних
функцій. Останнє питання ми вивчатимемо в подальших роботах.
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INTRODUCTION
In his seminal paper of 1981, J. E. Hutchinson [8] introduces, for the first

time, what will be later qualified of “iterated function system” (I.F.S.), as
a finite set of contraction maps, each defined on a compact metric set K of
the euclidean space Rd, d P N‹:

S = tT1, . . . , TNu , N P N‹

where N‹ denotes the set of strictly positive integers, such that

K =
N
ď

i=1

Ti(K)

The compact set K is then said to be “invariant” with respect to the set S
(one often refer to this result as the “Gluing Lemma”).
A prequel occurence of such maps, under the form of similitudes, can

already be found in the Mandelbrot books of 1977 [11], [12].
Hutchinson’s novelty is to consider not the compact K itself, but the

set S, which arises naturally, in so far as the invariant compact K is fully
determined by the set S, and, interestingly, is also the limit of a sequence
of pre-fractal graphs that can be built, in an iterative way, thanks to the
maps that constitute the set S.
Following this work, iterated function systems were taken up and even

more developed by M. F. Barnsley et al. [2], as “a unified way of generat-
ing and classifying a broad class of fractals”. As explained by the authors,
fractals were “traditionally viewed as being produced by a process of suc-
cessive microscopic refinement taken to the limit”, which, of course, makes
sense with the geometric representation one may have of fractal sets, since,
when looking at smaller and smaller scales, one finds, again and again, the
same form. Of course, at stake are specific and classical types of fractals,
as Sierpiński gaskets, dragon curves, Cantor sets, Julia curves, etc. For
M. F. Barnsley and S. Demko, those fractals are to be seen as the attrac-
tors of iterated function systems, which, of course, joins the approach of
J. E. Hutchinson.
M. F. Barnsley and S. Demko place themselves in a probabilistic approach.

Given still a compact metric space K, the related Banach space C(K) of
real-valued functions defined on K, with respect to the norm

f P C(K) ÞÑ }f}8 = max t|f(x)|, x P Ku

and a finite collection
w = tw1, . . . , wNu , N P N‹

of Borel measurable functions from K to K, they define the set tK,wu as
an iterated function system if and only if there exists an associated set of
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positive real numbers

tp1, . . . , pNu , @ i P t1, . . . , Nu : pi ą 0,
N
ÿ

i=1

pi = 1

such that the operator T on C(K), given, for any f of C(K), by

@x P K : T (f)(x) =
N
ÿ

i=1

pi (f ˝ wi)(x)

has the property:
T (C(K)) Ă C(K).

Treating w as a set-valued function, through
@x P K : w(x) = tw1(x), . . . , wN (x)u

they then naturally introduce, for the i.f.s. tK,wu, and a given x of K, the
related attractor

A(x) = lim
nÑ+8

w˝n(x)

in the sense:
lim

nÑ+8
}w˝n(x) ´ A(x)}8 = 0.

Classical fractal sets as, for instance, the Sierpiński Gasket, fit this defi-
nition.
In our previous work on the Weierstrass curve [4], which, as exposed,

for instance, by A. S. Besicovitch and H. D. Ursell [3], or, a few years
later, by B. Mandelbrot [11], bears fractal properties, we showed that the
curve could be obtained by means of a sequence a graphs (ΓWm)mPN, that
approximate the studied one. This is done using a family of nonlinear
C8 maps from R2 to R2, which happen not to be contractions, in the
aforementioned classical sense. The nonlinearity does not enable one to
resort to the probabilistic approach of M. F. Barnsley and S. Demko, since
there does not exist a constant associated set of probabilities. Yet, even
if they are not contractions, our maps bear what can be viewed as an
equivalent property, since, at each step of the iterative process, they reduce
the two-dimensional Lebesgue measures of a given sequence of rectangles
covering the curve. This is due to the fact that they correspond, in a sense,
to the composition of a contraction of ratio rx in the horizontal direction,
and a dilatation of factor ry in the vertical one, with

rx ry ă 1.

Such maps are considered in the book of Robert L. Devaney [6], where
they play a part in the first step of the horseshoe map process introduced
by Stephen Smale.
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The Weierstrass curve is invariant with respect to the set of those maps,
which makes it possible to dispose of an equivalent result of the Gluing
Lemma. But what deserves to be enlightened, in our case, is that the
intrinsic properties of those curious maps make them all the more interes-
ting, in so far as they can be directly linked to the computation of the
box dimension of the curve, and to the proof of the non-differentiabilty of
the Weierstrass function, as shown in [5]. All the more is the generaliza-
tion to a broader class of applications that could, then, enable one to build
everywhere continuous, though nowhere differentiable, functions, as we will
expose it in the sequel.

1. THE CASE OF THE WEIERSTRASS FUNCTION
Notation 1.1. In the following, λ and b are two real numbers such that:

0 ă λ ă 1, b = Nb P N, λNb ą 1.

We deliberatly made the choice to introduce the notation Nb which replaces
the initial b, in so far as, to the origins, b is any real number, whereas we
deal with the specific case of a natural integer that we consequently choose
to denote by Nb, as an echo to the initial b.
The Weierstrass function, introduced in 1875 by K. Weierstrass [13],

known as one of these so-called pathological mathematical objects, contin-
uous everywhere, while nowhere differentiable, is the sum of the uniformly
convergent trigonometric series, defined, for any real number x, by:

W(x) =
+8
ÿ

n=0

λn cos (2πNn
b x) .

Definition 1.2. (Weierstrass Curve). We will call Weierstrass Curve the
restriction to [0, 1)ˆR, of the graph of the Weierstrass function, and denote
it by ΓW .
Theoretical study. We place ourselves, in the following, in the euclidian
plane of dimension 2, referred to a direct orthonormal frame. The usual
Cartesian coordinates are (x, y).
Property 1.3. (Periodic properties of the Weierstrass function). For any
real number x:

W(x+ 1) =
+8
ÿ

n=0

λn cos (2πNn
b x+ 2πNn

b ) =
+8
ÿ

n=0

λn cos (2πNn
b x) = W(x).

The study of the Weierstrass function can be restricted to the interval [0, 1).
By following the method developed by J. Kigami [10], we approximate

the restriction ΓW to [0, 1)ˆR, of the Weierstrass Curve, by a sequence of
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graphs, built through an iterative process. To this purpose, we introduce
the iterated function system of the family of C8 maps from R2 to R2:

tT0, . . . , TNb´1u

where, for any integer i belonging to t0, . . . , Nb ´ 1u and any (x, y) of R2:

Ti(x, y) =
(
x+i
Nb
, λ y + cos

(
2π x+i

Nb

))
.

Property 1.4. [4]. ΓW =
Nb´1
Ť

i=0
Ti(ΓW).

Definition 1.5. (Word on the graph ΓW). Let m be a strictly positive
integer. We will call number-letter any integer Mi of t0, . . . , Nb ´ 1u, and
word of length |M| = m, on the graph ΓW , any set of number-letters of the
form:

M = (M1, . . . ,Mm).

We will write:
TM = TM1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ TMm .

Definition 1.6. For any integer i belonging to t0, ..., Nb ´ 1u, let us denote
by:

Pi = (xi, yi) =
(

i
Nb´1 ,

1
1´λ cos

(
2πi

Nb´1

))
the fixed point of the map Ti.
We will denote by V0 the ordered set (according to increasing abscissa),

of the points:
tP0, ..., PNb´1u

since for any i of t0, . . . , Nb ´ 2u:
xi ď xi+1.

The set of points V0, where, for any i of t0, . . . , Nb ´ 2u, the point Pi

is linked to the point Pi+1, constitutes an oriented graph (according to
increasing abscissa), which we will denote by ΓW0 . In turn, V0 is called the
set of vertices of the graph ΓW0 .
For any natural integer m, we set:

Vm =
Nb´1
ď

i=0

Ti (Vm´1) .

The set of points Vm, where two consecutive points are linked, is an
oriented graph (according to increasing abscissa), which we will denote by
ΓWm . Again Vm is called the set of vertices of the graph ΓWm . In what
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follows we will denote by N S
m the number of vertices of the graph ΓWm , and

write:
Vm =

!

Sm
0 ,Sm

1 , . . . ,Sm
NS

m´1

)

.

Property 1.7. For any natural integer m:
Vm Ă Vm+1.

Property 1.8. For any integer i belonging to t0, . . . , Nb ´ 2u:
Ti (PNb´1) = Ti+1 (P0) .

FIGURE 1.1. Fixed points P0, P1, P2, and the graph ΓW0 ,
in the case when λ = 1

2 and Nb = 3.

FIGURE 1.2. Graph ΓW1 , in the case when λ = 1
2 , Nb = 3,

T0(P2) = T1(P0), and T1(P2) = T2(P1).

Definition 1.9. (Vertices of the graph ΓW). Two points X and Y of ΓW
will be called vertices of the graph ΓW if there exists a natural integer m
such that:

(X,Y ) P V 2
m

Definition 1.10. (Consecutive vertices on the graph ΓW). Two points X
and Y of ΓW will be called consecutive vertices of the graph ΓW if there
exist a natural integer m, and an integer j of t0, . . . , Nb ´ 2u, such that:

#

X = (Ti1 ˝ . . . ˝ Tim) (Pj)

Y = (Ti1 ˝ . . . ˝ Tim) (Pj+1)
ti1, . . . , imu P t0, . . . , Nb ´ 1um
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FIGURE 1.3. Graphs ΓW0 (in green), ΓW1 (in red), ΓW2 (in
orange), ΓW (in cyan), in the case where λ = 1

2 and Nb = 3.

or:
X = (Ti1 ˝ Ti2 ˝ . . . ˝ Tim)(PNb´1), Y = (Ti1+1 ˝ Ti2 . . . ˝ Tim)(P0).

Property 1.11. The set Ť

mPN
Vm is dense in ΓW .

Definition 1.12. (Edge relation, on the graph ΓW). Given a natural in-
teger m, two points X and Y of ΓWm will be called adjacent if and only if
X and Y are two consecutive vertices of ΓWm . We will write:

X „
m
Y

This edge relation ensures the existence of a word M = (M1, . . . ,Mm)
of length m, such that X and Y both belong to the iterate:

TM V0 = (TM1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ TMm) V0

Given two points X and Y of the graph ΓW , we will say that X and Y
are adjacent if and only if there exists a natural integer m such that:

X „
m
Y

Proposition 1.13 (Adresses, on the Weierstrass Curve). Given a strictly
positive integer m, and a word M = (M1, . . . ,Mm) of length m P N‹, on
the graph ΓWm, for any integer j of t1, . . . , Nb ´ 2u, any X = TM(Pj) of
VmzV0, i.e. distinct from one of the Nb fixed point Pi, (0 ď i ď Nb ´ 1),
has exactly two adjacent vertices, given by:

TM(Pj+1) and TM(Pj´1)

where:
TM = TM1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ TMm .

By convention, the adjacent vertices of TM(P0) are TM(P1) and TM(PNb´1),
those of TM(PNb´1), TM(PNb´2) and TM(P0).
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Notation 1.14. For any integer j belonging to t0, . . . , Nb ´ 1u, any natural
integer m, and any word M of length m, we set:

TM(Pj) = (x(TM(Pj)), y(TM(Pj))),

Lm = x(TM(Pj+1)) ´ x(TM(Pj)) =
1

(Nb ´ 1)Nm
b

hj,m = y(TM(Pj+1)) ´ y(TM(Pj)).

����

� �

�� (Pj)

�� (Pj+1)

Notation 1.15. We will denote by

DW = 2 +
lnλ
lnNb

the Hausdorff dimension of ΓW , see [1], [9].

Theorem 1.16 (An upper bound and a lower bound, for the box-dimension
of the Weierstrass Curve). [4] For any integer j belonging to

t0, 1, . . . , Nb ´ 2u,

each natural integer m, and each word Mm of length m, let us consider the
rectangle Rj,m,Mm, whose sides are parallel to the horizontal and vertical
axes, of width:

Lm = x(TMm(Pj+1)) ´ x(TMm(Pj)) =
1

(Nb ´ 1)Nm
b

and height |hj,m|, such that the points TMm(Pj) and TMm(Pj+1) are two
vertices of this rectangle. We set:

ηW = 2π2
"

(2Nb ´ 1)λ(N2
b ´ 1)

(Nb ´ 1)2(1 ´ λ)(λN2
b ´ 1)

+
2Nb

(λN2
b ´ 1)(λN3

b ´ 1)

*

.
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C1(Nb) =

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

(Nb ´ 1)2´DW

"

2
1´λ

sin
(

π
Nb´1

)
min

0ďjďNb´1

ˇ

ˇ

ˇ
sin

(
π(2 j+1)
Nb´1

)ˇ
ˇ

ˇ
´ 2π

Nb (Nb´1)
1

λNb´1

*

,

if Nb is odd,

(Nb ´ 1)2´DW max
"

2
1´λ

sin
(

π
Nb´1

)
min

0ďjďNb´1

ˇ

ˇ

ˇ
sin π(2j+1)

Nb´1

ˇ

ˇ

ˇ
´

´ 2π
Nb(Nb´1)

1
λNb´1

, 4
N2

b

1´N´2
b

N2
b

´1

*

,

if Nb is even.
and:

C2(Nb) = ηW(Nb ´ 1)2´DW .

Then:
C1(Nb)L

2´DW
m ď |hj,m| ď C2(Nb)L

2´DW
m .

Notation 1.17. Given a natural integer m, we set:

hm = L2´DW
m =

N
(DW´2)m
b

(Nb ´ 1)2´DW
.

Then the following inequality holds:

hjm ď hm.

��

� �

Y ~
m

X

X ~
m

Y

Corollary 1.18 (of Theorem 1.16). For any natural integer m, any integer
j belonging to t0, 1, . . . , Nb ´ 2u, and each word Mm+1 of length m+1, the
two-dimensional Lebesgue measure

µL
(
Rj,m+1,Mm+1

)
of the rectangle Rj,m+1,Mm+1, is such that, for any integer k belonging to
t0, 1, . . . , Nb ´ 2u, any integer ℓ belonging to t0, 1, . . . , Nb ´ 2u, and each
word Mm of length m:

µL(Rj,m+1,Mm+1) ă µL(Rℓ,m,Mm).
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Proof. Given a natural integer m, j in t0, 1, . . . , Nb ´ 2u, and a word
Mm+1 of length m+ 1, the two-dimensional Lebesgue measure of the rec-
tangle Rj,m+1,Mm+1 can be obtained thanks to the values of the cartesian
coordinates of the consecutive vertices TMm+1(Pj) and TMm+1(Pj+1):

µL(Rj,m+1,Mm+1) =
(
x(TMm+1(Pj+1)) ´ x(TMm+1(Pj))

)
ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ
y(TMm+1(Pj+1)) ´ y(TMm+1(Pj))

ˇ

ˇ

ˇ
.

One may then write:

TMm+1 = Tk ˝ TMm , k P t0, 1, . . . , Nb ´ 1u

where Mm is a word of length m. Thus, due to:

y(TMm+1(Pj+1)) = λ y(TMm(Pj+1)) + cos
(
2π

(
x(TMm+1

(Pj+1))+k

Nb

))
y(TMm+1(Pj)) = λ y (TMm (Pj)) + cos

(
2π

(
x(TMm+1

(Pj))+k

Nb

))
and:

x(TMm(Pj+1)) ´ x (TMm (Pj)) = Lm ď |y(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))|

one has:
ˇ

ˇy(TMm+1(Pj+1)) ´ y(TMm+1(Pj))
ˇ

ˇ ď

ď λ
ˇ

ˇy(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))
ˇ

ˇ+

+
2π

Nb

ˇ

ˇx(TMm(Pj+1)) ´ x(TMm(Pj))
ˇ

ˇ

ď λ
ˇ

ˇy(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))
ˇ

ˇ+
2π

Nb
Lm

ď

(
λ+

2π

Nb

)
ˇ

ˇy(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))
ˇ

ˇ

which yields:

µL
(
Rj,m+1,Mm+1

)
=
Lm

Nb
ˆ
ˇ

ˇy(TMm+1(Pj+1)) ´ y(TMm+1(Pj))
ˇ

ˇ

ď
Lm

Nb
ˆ

"

λ
ˇ

ˇy(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))
ˇ

ˇ+
2π

Nb
Lm

*

ď
Lm

Nb
ˆ

(
λ+

2π

Nb

)
ˇ

ˇy(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))
ˇ

ˇ.
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Due to the symmetric roles played by the integers j and ℓ, one has just
to prove the result for j = ℓ. Since:

µL (Rj,m,Mm) = Lm ˆ
ˇ

ˇy(TMm(Pj+1)) ´ y(TMm(Pj))
ˇ

ˇ

and, due to Nb ě 3, we get that
1

Nb

(
λ +

2π

Nb

)
´ 1 =

1

N2
b

"

λNb
loomoon

ă1

+2π ´N2
b

*

ă 0

which yield the expected result. □

2. A SPECIFIC CLASS OF I.F.S.
Weierstrass-type functions have been previously studied, but under the

Hausdorff dimension point of view. One may refer, for instance, to the
study by B. R. Hunt [7], where the author considers functions defined, for
any real number x, by:

WΘ(x) =
+8
ÿ

n=0

an g (bn x+ θn)

where
ř

an is a positive and convergent series, (bn)nPN a positive and in-
creasing sequence, Θ = (θn)nPN a uniformly distribed sequence of numbers
each belonging to [0, 1], and playing the part of arbitrary phases, g being a
Lispchitz and 1-periodic function.
In the case where the following assumptions are satisfied:
(i) there exist two strictly positive real numbers ρ and σ such that:

1 ă ρ ă σ, @n P N : ρ bn ď bn+1 ď σ bn

(ii) there exists D in ]1, 2[ such that:

lim
nÑ+8

ln an
ln bn

= D ´ 2

(iii) there exist a positive integer p, a strictly positive real constant M ,
a constant ℓ in (0, 1), such that for all δ in

[
ℓ
σp , ℓ

]
, and for any real

number x chosen randomly according to a uniform distribution on
[0, 1], the density function of:

x ÞÑ g(x+ δ) ´ g(x)

has a L
p

p´1 norm at most equal to M .
B. R. Hunt [7] shows that for almost every Θ in [0, 1]8, the graph of WΘ

has Hausdorff dimension D. It happens that in the case of such functions,
the Hausdorff dimension is equal to the box-dimension.
Yet, as concerns the lower bound estimate required to obtain the explicit

value of the Hausdorff/box dimension, the author calls for strictly positive
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constants K and K 1 which, as in existing earlier works, are not given ex-
plicitely (see, in the Hunt study, [7, section 3., page 798]). Moreover, no
relation is made with the non-differentiability of such functions.
One may also note that such functions cannot be described by means

of a finite iterated function systems, which does not allow any use of the
Gluing Lemma.
In addition, the fact that the author considers, very generally, Lispchitz

functions g is not specifically justified. It is all the more interesting as
evoked in the above since, if the functions g were contractant ones, one
falls back more easily on classical configurations. In fact, one may just
consider the limit case of functions satisfying a Lipschitz condition with a
Lipschitz constant of value 1.
What seemed of interest to us was to generalize our results to, indeed, a

class of Weierstrass-type functions, but defined through an iterated function
system which would bear analogous properties of the maps Ti, 0 ď i ď Nb´

1. First, the box-dimension can be obtained rather simply, without calling
for theoretical background in dynamic systems theory, just by applying
a similar method as in [4]. Then, one can also simply prove the non-
differentiability of such functions, as in [5].

Notation 2.1. In the sequel:
(i) N is a strictly positive integer, greater than 2;
(ii) T and M are strictly positive real numbers;
(iii) (αi)0ďiďN´1 P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1uN and (βi)0ďiďN´1 P t0, . . . , N ´ 1uN

are ordered sets of positive integers:

@ i P t0, . . . , N ´ 2u : αi ď αi+1, βi ď βi+1

(iv) ψ is a T -periodic, bounded function from R to R satisfying a Lipschitz
condition;

(v) ry is a real number such that:

0 ă ry ă 1, ryN ą 1.

(vi) We set:

rx =
1

N
.

(vii) tϕ0, . . . , ϕN´1u and tφ0, . . . , φN´1u are sets of affine contractive maps
from R to R, of respective ratios rx and ry, defined, for any integer i
of t0, . . . , N ´ 1u, and for any real number x:

ϕi(x) = rx(x+ αi), φi(x) = ry(x+ βi).
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(viii) We denote by tψ0, . . . , ψN´1u the set of maps from R to R such that,
for any integer i of t0, . . . , N ´ 1u:

ψi = ψ ˝ ϕi.

Notation 2.2. We introduce the set of maps from R2 to R2

t rT0, . . . , rTN´1u

such that, for any integer i of t0, . . . , N ´ 1u, and any (x, y) of R2:
rTi(x, y) =

(
ϕi(x), φi(y) + ψi(x)

)
.

Definition 2.3. We introduce the W-type function, defined, for any real
number x, by:

ĂW(x) =
+8
ÿ

n=0

rny ψ(TN
nx).

Property 2.4. For any real number x, the series:

ĂW(x) =
+8
ÿ

n=0

rnyψ(TN
nx).

is convergent
Proof. One may simply note that for any real number x:

ˇ

ˇrny ψ(TN
nx)

ˇ

ˇ À rny sup
tPR

|ψ(t)|

which yields the expected result, since
+8
ř

n=0
rny is a geometric convergent

series. □
Definition 2.5. We will call W-type curve the restriction to [0, T ) ˆ R, of
the graph of the W-type function, and denote it by Γ

ĂW .
2.6. Theoretical study. We place ourselves, in the following, in the eu-
clidian plane of dimension 2, referred to a direct orthonormal frame. The
usual Cartesian coordinates are (x, y).

Property 2.7. For any integer i of t0, . . . , N ´ 1u, the map rTi admits a
fixed point, that we will denote by rPi:

rPi =

(
αi

N ´ 1
,

βi
1 ´ ry

+
1

1 ´ ry
ψi

(
αi

N ´ 1

))
.

Lemma 2.8. For any integer i belonging to t0, . . . , N ´ 1u, the map Ti is
a bijection of the Weierstrass-type curve on R.
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Proof. Let us consider i P t0, . . . , Nu, a point (y,W(y)) of Γ
ĂW , and let us

look for a real number x such that:
Ti
(
x,ĂW(x)

)
=
(
y,ĂW(y)

)
.

One has:
y = ϕi(x) = rx (x+ αi)

which yields:
x = r´1

x y ´ αi.

This enables one to obtain:

ĂW(x) = W(r´1
x y ´ αi) =

+8
ÿ

n=0

rny ψ
(
TNn+1 y ´ T αiN

n i
)
=

=
+8
ÿ

n=0

rny ψ
(
TNn+1 y

)
due to the T -periodicity of the function ψ, which leads to:

ψ
(
TNn+1 y ´ T αiN

n i
)
= ψ

(
TNn+1 y

)
since αi, N and i are integers. Also:

rTi
(
x,ĂW(x)

)
=
(
ϕi(r

´1
x y ´ αi), φi(ĂW(x)) + ψi(r

´1
x y ´ αi)

)
=

(
y, ry

+8
ÿ

n=0

rny ψ(TN
n+1 y) + ψ(T y)

)

=

(
y,

+8
ÿ

n=0

rn+1
y ψ(TNn+1 y) + ψ(T y)

)

=

(
y,

+8
ÿ

n=0

rny ψ(TN
n y)

)
=
(
y,ĂW(y)

)
.

There exists thus a unique real number x such that:
Ti
(
x,ĂW(x)

)
=
(
y,ĂW(y)

)
.

Lemms is completed. □

Theorem 2.9 (An upper bound and a lower bound for the box-dimension
of the Weierstrass-type Curve). For any j P t0, 1, . . . , N ´ 2u, each natural
integer m, and each word M of length m, let us consider the rectangle,
whose sides are parallel to the horizontal and vertical axes, of width:

Lm = x(TM(Pj+1)) ´ x(TM(Pj)) = rmx
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and height |hj,m|, such that the points TM(Pj) and TM(Pj+1) are two ver-
tices of this rectangle. We set:

C1(N) = 1
1´ry

min
0ďjďN´1

!

(βi+1 ´ βi) +
␣

ψi+1

(αi+1

N´1

)
´ ψi

(
αi

N´1

)()
´

´
rx
ry

1

1 ´ rx
ry

αj+1 ´ αj

N ´ 1
,

and:

C2(N) =
|βj+1 ´ βj |

1 ´ ry
+

1

1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N ´ 1
´

αj

N ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+
|αj+1 ´ αj |

N (ry ´ rx)
.

If:
C1(N) ě 0

one has:
C1(N)L

2´D
ĂW

m ď |hj,m| ď C2(N)L
2´D

ĂW
m .

where:
D

ĂW = 2 +
ln ry
lnN .

which yields the fractal character of the Weierstrass-type Curve, the box-
dimension of which is then D

ĂW .
Proof. The proof is obtained as in [4]. It is based on the fact that, given
a strictly positive integer m, and two points X and Y of Vm such that:

X „
m
Y

there exists a wordM of length |M| = m, on the graph Γ
ĂW , and an integer

j of t0, . . . , N ´ 2u2, such that:

X = rTM(Pj), Y = rTM(Pj+1).

By writing rTM under the form:
rTM = rTim ˝ rTim´1 ˝ . . . ˝ rTi1

where (i1, . . . , im) P t0, . . . , N ´ 1um, one gets:

x
(
rTM(Pj)

)
= rNx xj +

m
ÿ

k=1

rkx αk, x
(
rTM(Pj+1)

)
= rNx xj+1 +

m
ÿ

k=1

rkx αk

and

y
(
rTM (Pj)

)
= rmy yj +

m
ÿ

k=1

rm´k
y ψk

(
rkx xj +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)
,
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y
(
rTM(Pj+1)

)
= rmy yj+1 +

m
ÿ

k=1

rm´k
y ψk

(
rkx xj+1 +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)
This leads to

hj,m ´ rmy (yj+1 ´ yj) =
m
ÿ

k=1

rm´k
y

"

ψik

(
rkx xj+1 +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)
´

´ ψik

(
rkx xj +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)*
,

where

rmy (yj+1 ´ yj) = rmy
βj+1 ´ βj
1 ´ ry

+
rmy

1 ´ ry

!

ψj+1

(αj+1

N´1

)
´ ψj

( αj

N´1

))
.

Since the maps ψik , 1 ď k ď m, satisfy a Lipschitz condition, with a
Lipschitz constant equal to 1, one has thus:
ˇ

ˇy(TM(Pj)) ´ y(TM(Pj+1)) ´ rmy (yj+1 ´ yj)
ˇ

ˇ ď

ď

m
ÿ

k=1

rm´k
y rkx |xj+1 ´ xj | =

m
ÿ

k=1

rm´k
y rkx

|αj+1 ´ αj |

N ´ 1
=

= rmy
rx
ry

1 ´
rmx
rmy

1 ´ rx
ry

|αj+1 ´ αj |

N ´ 1
ď rmy

rx
ry

1

1 ´ rx
ry

|αj+1 ´ αj |

N ´ 1
,

which leads to

y(TM(Pj)) ´ y(TM(Pj+1)) ě rmy
βj+1 ´ βj
1 ´ ry

+

+
rmy

1 ´ ry

!

ψi+1

(
αi+1

N´1

)
´ ψi

(
αi

N´1

))
´ rx

rmy ´ rmx
ry ´ rx

|αj+1 ´ αj |

N ´ 1
.

If
1

1 ´ ry
min

0ďjďN´1

!

(βj+1 ´ βj) +
!

ψj+1

(
αj+1

N´1

)
´ ψj

(
αj

N´1

)))
´

´
rx
ry

1

1 ´ rx
ry

|αj+1 ´ αj |

N ´ 1
ě 0

due to the symmetric roles played by TM(Pj) and TM(Pj+1), one may only
consider the case when
y(TM(Pj)) ´ y(TM(Pj+1)) ě rmy

βj+1´βj

1´ry
+

+
rmy

1´ry

!

ψi+1

(
αi+1

N´1

)
´ ψi

(
αi

N´1

))
´ rmy

rx
ry

1

1 ´ rx
ry

|αj+1´αj |

N´1 ě 0.
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which yields

y(TM(Pj)) ´ y(TM(Pj+1)) ě

ě rmy

"

1

1 ´ ry
min

0ďjďN´1

!

(βi+1 ´ βi) +
!

ψi+1

(
αi+1

N´1

)
´ ψi

(
αi

N´1

)))
´

´ rx
ry

1

1´
rx
ry

αj+1´αj

N´1

*

.

The predominant term is thus

rmy = em (D
ĂW´2) lnN = Nm (D

ĂW´2) = L
2´D

ĂW
m (N ´ 1)2´D

ĂW

One also has

|hj,m| ď rmy |yj+1 ´ yj |+

+
m
ÿ

k=1

rm´k
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψik

(
rkx xj+1 +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)
´ ψik

(
rkx xj +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ď rmy
|βj+1 ´ βj |

1 ´ ry
+

rmy
1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ
ψj+1

(
αj+1

N´1

)
´ ψj

(
αj

N´1

)ˇ
ˇ

ˇ

+
m
ÿ

k=1

rm´k
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψik

(
rkx xj+1 +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)
´ ψik

(
rkx xj +

k
ÿ

ℓ=0

rℓx αm´ℓ

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ď rmy
|βj+1´βj |

1´ry
+

rmy
1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N´1 ´
αj

N´1

ˇ

ˇ

ˇ
+

m
ÿ

k=1

rm´k
y rkx |xj+1 ´ xj |

= rmy
|βj+1´βj |

1´ry
+

rmy
1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N´1 ´
αj

N´1

ˇ

ˇ

ˇ
+ |xj+1 ´ xj |r

m
y

rx
ry

1 ´
rmx
rmy

1 ´ rx
ry

= rmy
|βj+1´βj |

1´ry
+

rmy
1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N´1 ´
αj

N´1

ˇ

ˇ

ˇ
+ |xj+1 ´ xj | rx

rmy ´ rmx
ry ´ rx

ď rmy
|βj+1´βj |

1´ry
+

rmy
1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N´1 ´
αj

N´1

ˇ

ˇ

ˇ
+ |xj+1 ´ xj | rx

rmy
ry ´ rx

ď rmy
|βj+1´βj |

1´ry
+

rmy
1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N´1 ´
αj

N´1

ˇ

ˇ

ˇ
+ rmy

|αj+1 ´ αj |

N (ry ´ rx)
.

Since

D
ĂW = 2 +

ln ry
lnN , ry = e(DĂW´2) lnN = N (D

ĂW´2),
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one has thus:

|hj,m| ď rmy

"

|βj+1 ´ βj |

1 ´ ry
+

1

1 ´ ry

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

αj+1

N ´ 1
´

αj

N ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+
|αj+1 ´ αj |

N (ry ´ rx)

*

.

Theorem 2.9 is proved. □

Corollary 2.10. The W-type functions are non-differentiable.
Proof. One has simply to use the analogous density property as in 1.11.
Given a natural integerm, and two pointsX = (x,ĂW(x)), Y = (y,ĂW(y))

of the pre-fractal graph Γ
ĂWm

Ă Γ
ĂW such that:

x ď y, X „
m
Y

one may write:
X = rTMm,j (Pk), Y = (x+ Lm,W(x+ Lm)) = rTMm,j (Pk+1)

where Mm,j , 0 ď j ď Nm ´ 1 is a word of length m, while k denotes an
integer of the set t0, . . . , N ´ 2u.
One may note that

ˇ

ˇ

ˇ
x( rTMm,j (Pk)) ´ x( rTMm,j (Pk+1))

ˇ

ˇ

ˇ
=

1

Nm
= Lm ÝÑ

mÑ+8
0.

Thus
ˇ

ˇ

ˇ

ĂW
(
x( rTMm,j (Pk))

)
´ ĂW

(
x( rTMm,j (Pk+1))

)ˇ
ˇ

ˇ
ě C1(N)L

2´D
ĂW

m =

= C1(N)
ˇ

ˇ

ˇ
x( rTMm,j (Pk)) ´ x( rTMm,j (Pk+1))

ˇ

ˇ

ˇ

2´D
ĂW
,

which leads to
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĂW
(
x( rTMm,j

(Pk))
)

´ĂW
(
x( rTMm,j

(Pk+1))
)

x
(
rTMm,j

(Pk)
)

´x
(
rTMm,j

(Pk+1)
) ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ě C1(N)
ˇ

ˇ

ˇ
x( rTMm,j (Pk)) ´ x( rTMm,j (Pk+1))

ˇ

ˇ

ˇ

1´D
ĂW
=

= C1(N)L
1´D

ĂW
m ,

where
1 ´D

ĂW = ´1 ´
ln ry
lnN = ´

ln(ryN)

lnN ă 0

By passing to the limit when the integer m tends towards infinity, one
gets the non-differentiability expected result:

lim
mÑ+8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĂW(x+ Lm) ´ ĂW(x)

Lm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= +8.
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where:
lim

mÑ+8
Lm = 0.

Corollary is completed. □

REFERENCES
[1] Krzysztof Barański, Balázs Bárány, Julia Romanowska. On the dimension of

the graph of the classical Weierstrass function. Adv. Math., 265:32–59, 2014,
doi: 10.1016/j.aim.2014.07.033.

[2] M. F. Barnsley, S. Demko. Iterated function systems and the global con-
struction of fractals. Proc. Roy. Soc. London Ser. A, 399(1817):243–275, 1985,
doi: 10.1098/rspa.1985.0057.

[3] A. S. Besicovitch, H. D. Ursell. Sets of fractional dimensions (V): on dimensional
numbers of some continuous curves. J. London Math. Soc., s1-12(1):18–25, 1937,
doi: 10.1112/jlms/s1-12.45.18.

[4] Claire David. Bypassing dynamical systems: a simple way to get the box-counting
dimension of the graph of the Weierstrass function. Proc. Int. Geom. Cent., 11(2):53–
68, 2018, doi: 10.15673/tmgc.v11i2.1028.

[5] Claire David. Wandering across the Weierstrass function, while revisiting its properties.
To appear, 2019.

[6] Robert L. Devaney. An introduction to chaotic dynamical systems. Studies in Nonlin-
earity. Westview Press, Boulder, CO, 2003. Reprint of the second (1989) edition.

[7] Brian R. Hunt. The Hausdorff dimension of graphs of Weierstrass functions. Proc.
Amer. Math. Soc., 126(3):791–800, 1998, doi: 10.1090/S0002-9939-98-04387-1.

[8] John E. Hutchinson. Fractals and self-similarity. Indiana Univ. Math. J., 30(5):713–
747, 1981, doi: 10.1512/iumj.1981.30.30055.

[9] Gerhard Keller. A simpler proof for the dimension of the graph of the classical
Weierstrass function. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat., 53(1):169–181, 2017,
doi: 10.1214/15-AIHP711.

[10] Jun Kigami. A harmonic calculus on the Sierpiński spaces. Japan J. Appl. Math.,
6(2):259–290, 1989, doi: 10.1007/BF03167882.

[11] Benoit B. Mandelbrot. Fractals: form, chance, and dimension. W. H. Freeman and
Co., San Francisco, Calif., revised edition, 1977. Translated from the French.

[12] Benoit B. Mandelbrot. The fractal geometry of nature. W. H. Freeman and Co., San
Francisco, Calif., 1982. Schriftenreihe für den Referenten.

[13] K. Weierstrass. Über kontinuierliche Funktionen eines reellen arguments, die für keinen
Wert des letzteren einen bestimmten Differentialquotienten besitzen. Journal für die
reine und angewandte Mathematik, 79:29–31, 1875.

Claire David
SORBONNE UNIVERSITÉ, CNRS, LABORATOIRE JACQUES-LOUIS LIONS, 4, PLACE JUSSIEU
75005, PARIS, FRANCE
Email: Claire.David@upmc.fr
ORCID: orcid.org/0000-0002-4729-0733

http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.2014.07.033
http://dx.doi.org/10.1098/rspa.1985.0057
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s1-12.45.18
http://dx.doi.org/10.15673/tmgc.v11i2.1028
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-98-04387-1
http://dx.doi.org/10.1512/iumj.1981.30.30055
http://dx.doi.org/10.1214/15-AIHP711
http://dx.doi.org/10.1007/BF03167882
mailto:Claire.David@upmc.fr
http://orcid.org/0000-0002-4729-0733


Наукове видання

Праці міжнародного геометричного центру
2019, т. 12, №2

Комп’ютерна верстка та підготовка оригінал-макету
С. І. Максименко



ISSN print: 2072-9812
ISSN online: 2409-8906
ISO 26324:2012

http://geom-center.onaft.edu.ua

Contents

On the generalization of the Darboux theorem
K. Eftekharinasab

1

A (CHR)3-flat trans-Sasakian manifold
K. Matsumoto

11

Додатні ряди, множини підсум яких є канторвалами
Я. Виннишин, В. Маркітан, М. Працьовитий, І. Савченко

26

On fractal properties of Weierstrass-type functions
Cl. David

43

http://geom-center.onaft.edu.ua

	**********************
	** K. Eftekharinasab
	** On the generalization of the Darboux theorem
	1. Introduction
	2. Bounded differentiability
	3. Darboux charts
	References
	**********************
	** K. Matsumoto
	**  A (CHR)3-flat trans-Sasakian manifold
	1. Almost contact Riemannian manifolds
	2. (CHR)3-curvature tensor in a trans-Sasakian manifold
	3. (CHR)3-flat trans-Sasakian Manifolds
	Acknowledgements
	References
	**********************
	** Я. Виннишин, В. Маркітан, М. Працьовитий, І. Савченко
	** Додатні ряди, множини підсум яких є канторвалами
	1. Вступ
	2. Головний об'єкт дослідження
	3. Задачі та результати
	Література
	**********************
	** Cl. David
	** On fractal properties of Weierstrass-type functions
	Introduction
	1. The case of the Weierstrass function
	Theoretical study

	2. A specific class of i.f.s.
	2.6. Theoretical study

	References

