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Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ — îäíà èç

èçâåñòíûõ NP-òðóäíûõ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîé ïîêà íå íàéäåíî

àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ìåæäó òåì, äàííàÿ çàäà÷à

èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. Â áèîèíôîðìàòèêå ïðè êîìïüþòåð-

íîì àíàëèçå ãåíîìíûõ áàç äàííûõ îíà èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ïîèñ-

êå ïîòåíöèàëüíûõ ðåãóëÿòîðíûõ ñòðóêòóð ðèáîíóêëåèíîâûõ êèñëîò.

Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ïåðå÷èñëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà-

ôàõ âåäóòñÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà. Èõ ðåçóëüòàòû íàõîäÿò ïðèëîæå-

íèÿ íå òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî â ìàòåìàòèêå (êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ÷è-
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ñåë, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà), íî è â äðóãèõ îá-

ëàñòÿõ. Òàê, íàïðèìåð, â òåîðåòè÷åñêîé õèìèè âàæíûìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè ñîåäèíåíèé ÿâëÿþòñÿ èíäåêñû Ìýððèôèëäà—Ñèììîíñà [1] è Õî-

ñîéè [2], êîòîðûå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôàõ.

Ìíîæåñòâî X i
r , ñîñòîÿùåå èç r ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà

G V E( , ), íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì (ÍÌ). Îáîçíà÷èì ÷åðåçYi
k

ìíîæåñòâî âåðøèí, ñ êîòîðûìè ñâÿçàíû âåðøèíû i-ãî ìíîæåñòâà X i
r â

ãðàôåG V E( , ). Ïîä ìàêñèìàëüíûìè íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè (ÌÍÌ)

ïîíèìàþò ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ÍÌ, ò.å. ìíîæåñòâà, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèþ X Y Vi
r

i
k

� � , êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñôîðìèðîâàííîå ìíî-

æåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûì, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïîä-

ìíîæåñòâî Yi
k áóäåò ïðåäñòàâëÿòü âåðøèííîå ïîêðûòèå â ãðàôå G V E( , ), à

ïîäìíîæåñòâî X i
r — ÌÍÌ âåðøèí ãðàôà G V E( , ), äîïîëíÿþùåå ýòî ïîä-

ìíîæåñòâî äî n. Åñëè X Y Vi
r

i
k

� � , òî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò âåðøèíû,

êîòîðûå ìîæíî äîáàâèòü â X i
r , è îíî îñòàíåòñÿ ïðè ýòîì íåçàâèñèìûì, è

÷èñëî ýòèõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò n � r. Åñëè æå X Y Vi
r

i
k

� � , òî òàêèõ

âåðøèí â ãðàôå G V E( , ) íå ñóùåñòâóåò.

Ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð � 0 íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå G V E( , )

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè ãðàôà G V E( , ). Ñåìåéñòâî âñåõ íåçà-

âèñèìûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì I (G). Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäè-

íåíèå äâóõ ñåìåéñòâ, I G I G| ||( ) ( )� , ãäå I G| ( ) — ñåìåéñòâî âñåõ ÌÍÌ,

÷èñëî êîòîðûõ îáîçíà÷èì � ( )G , è I G|| ( ) — ñåìåéñòâî âñåõ íåçàâèñèìûõ

ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ìàêñèìàëüíûìè, ò.å. äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå X Y Vi
r

i
k

� � . Â ñåìåéñòâå I G| ( ) áóäåì âûäåëÿòü ïîäñå-

ìåéñòâî I G I GM ( ) ( )|
� íàèáîëüøèõ ÌÍÌ (ÍÌÍÌ), ÷èñëî êîòîðûõ îáîç-

íà÷èì 	 ( )G .
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé àíàëèçèðóåìûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü


 ðåáåð m â ãðàôå G V E( , ). Ïîä ïëîòíîñòüþ ðåáåð ãðàôà áóäåì ïîíèìàòü

îòíîøåíèå 
 � m E/ max , ãäå m — ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå G V E( , ), E max �

�

�n n( )1

2
— ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå G V E( , ), ñîäåð-

æàùåì n-âåðøèí. Íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ, ÷òî íàõîæäåíèå âñåõ ÌÍÌ —
ïðîñòàÿ çàäà÷à, ðåøàåìàÿ ïðîñòûì ïåðåáîðîì ÍÌ ñ îäíîâðåìåííîé ïðî-
âåðêîé èõ íà ìàêñèìàëüíîñòü. Ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòîòå çàäà÷è ñïðàâåä-
ëèâî òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ ãðàôîâ (â ïðîñòûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ) ñ
÷èñëîì âåðøèí íå áîëåå 20. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà âåðøèí ýòîò
ìåòîä ïîèñêà ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ãðîìîçäêèì.

Òàêîé âûâîä ïîëó÷àåì, èññëåäóÿ çàâèñèìîñòü ÷èñëà êëèê îò ÷èñëà

âåðøèí â ãðàôàõ Ìóíà—Ìîçåðà [3]. Ïîíÿòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå ÍÌ, åñòü
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ïîëíûé ïîäãðàô [4]. Â îòëè÷èå îò ÍÌ, â êîòîðîì íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ äâå

ñìåæíûå âåðøèíû, â ïîëíîì ïîäãðàôå âñå âåðøèíû ïîïàðíî ñìåæíûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÍÌ ãðàôà G ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ïîäãðàôó ãðàôà G , è

íàîáîðîò. Çäåñü G — äîïîëíåíèå ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ïîèñêà

ÍÌ ãðàôà G ëèíåéíî ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó ïîèñêà ïîëíûõ ïîäãðàôîâ

ãðàôà G .

Â ðàáîòå [4] óêàçàíî, ÷òî ëó÷øèì èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà

ñåìåéñòâà ÌÍÌ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïåðåáîðà Áðîíà—Êýðáîøà ñ âðåìåííîé

ñëîæíîñòüþ O n( )3 . Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà ÷èñëî ôîðìè-

ðóåìûõ ÌÍÌ óâåëè÷èâàåòñÿ, íî çàòåì îòáðàñûâàåòñÿ, òàê êàê îáíàðó-

æèâàåòñÿ, ÷òî îíè ñîäåðæàòñÿ â äðóãèõ, ðàíåå ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâàõ, è

ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà

Áðîíà—Êýðáîøà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà

ñîõðàíÿòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíîé èíôîðìàöèè, ïîëó÷åí-

íîé íà âñåõ øàãàõ.

Â ðàáîòå [5] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ Ëóêàêèñà

(Loukakis), Öóêèÿìà (Tsukiyama) è ×èáà (Chiba) ñ àëãîðèòìîì Áðîíà—

Êåðáîøà è åãî ðàçëè÷íûìè âàðèàöèÿìè. Ñîãëàñíî ýòèì ðåçóëüòàòàì àëãî-

ðèòì Áðîíà—Êåðáîøà äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîèñêå âñåõ ÌÍÌ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Â

ðàáîòå [6] ïðåäñòàâëåíà î÷åðåäíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Áðîíà—Êåð-

áîøà. Â ðàáîòå [7] òàêæå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè

àëãîðèòìà Áðîíà—Êåðáîøà: O n( )/3 3 .

Ñðåäè ïåðâûõ ðàáîò â îáëàñòè ïåðå÷èñëåíèÿ ÍÌ — ðàáîòû, ïîñâÿ-

ùåííûå ïîèñêó ãðàôîâ ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ÍÌ [3, 4]. Â ðàáîòå [8]

ïîëó÷åíû âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ÷èñëà ÍÌ â äåðåâüÿõ ñ çàäàííûì

÷èñëîì âåðøèí. Ïóñòü T — äåðåâî ñ n âåðøèíàìè. Òîãäà I T n( ) � 2 1. Ïðè

ýòîì ðàâåíñòâî I T n( ) �� ñïðàâåäëèâî, åñëè Ò ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ, ãäå

� n — (n + 2)-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è (� 0 1� ,�1 2� , � � �n n n� 
� �1 2 ïðè n � 2).

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( ) ( )n I G n
 � �1 2 , ãäå íèæíÿÿ ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ íà ïîëíîì ãðàôå, à

âåðõíÿÿ — íà ïóñòîì ãðàôå. Ê ñîæàëåíèþ, âñå èçâåñòíûå îöåíêè ñâåðõó

ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè è èõ òðóäíî èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ãðàôîâ, â êîòîðûõ ïðè ïåðåõîäå îò ãðàôà

G ê åãî äîïîëíåíèþ G , è íàîáîðîò, ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì è íå ñîäåðæèò

ðàçäåëÿþùèõ âåðøèí. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå îò ãðàôîâ Ìóíà—Ìîçåðà

ê èõ äîïîëíåíèþ ïîëó÷àåì íàáîð íåñâÿçàííûõ êîìïîíåíò. Åñòåñòâåííî, â

òàêîì íåñâÿçíîì ãðàôå ÷èñëî ÍÌ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è áîëüøîì

÷èñëå íåñâÿçàííûõ êîìïîíåíò áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê âåðõíåé ãðàíèöå 2n .

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçðàáîòêà ïðîöåäóðû íåÿâíîãî ïîëíîãî ïåðåáîðà,

Ìåòîä ïåðå÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â íåîðèåíòèðîâàííûõ
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ïîçâîëÿþùåé ñíèçèòü âðåìåííóþ ñëîæíîñòü ïðîöåññà ïåðå÷èñëåíèÿ

ÌÍÌ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ãðàôîâ.

Ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷è è åå ðåøåíèå. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû

ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÍÌ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èäåè ðàíãîâîãî ïîäõîäà ê

ðåøåíèþ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è òåîðèè ãðàôîâ [9—12]. Ïî-

ñêîëüêó áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ñî÷åòàíèÿ íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñî-

áîé âåðøèí ãðàôà, ìíîæåñòâî âñåõ ñî÷åòàíèé âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî íå-

îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G V E( , ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåóãîëüíîãî

ãðàôà G
�

(ðèñ. 1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû i ìíîæåñòâî ïóòåé, âåäó-

ùèõ â ýòó âåðøèíó èç íåêîòîðîé âåðøèíû s, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

M i m m ms si
r

si
r

si
r n( ) ...� � � �

� � � �1 2 1, i n� �1 1, ,

ãäå msi
r

si
r

�{ }� , msj
r

sj
r

�{ }� — ïîäìíîæåñòâà ïóòåé èç ïðîèçâîëüíîé

âåðøèíû s â íåêîòîðóþ âåðøèíó i ãðàôàG V E( , )ðàíãà r. Ñóììàðíîå ÷èñëî

ïóòåé, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà r-ì ÿðóñå ãðàôà G
�

, ðàâíî C n
r . Åñëè ïðîñóì-

ìèðîâàòü ìíîæåñòâà ïóòåé, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà âñåõ ÿðóñàõ, ïîëó÷èì

C C C Cn n n n
n n1 2 3 2 1    � �... . Ôàêòè÷åñêè ÷èñëà ïóòåé â ãðàôåG

�
, âåäóùèõ

ê âåðøèíàì i, îáðàçóþò òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ (ðèñ. 2).

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÍÌ íà îñíîâå ôîðìèðî-

âàíèÿ ïóòåé â ãðàôå G
�

è ââåäåíèÿ ïðàâèë îòñå÷åíèÿ íåïåðñïåêòèâíûõ

ïóòåé, íà îñíîâå êîòîðûõ íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÌÍÌ. Èñõîäíûìè äàí-

íûìè äëÿ ïðîöåäóðû ïåðå÷èñëåíèÿ áóäóò âåðøèíû i, ðàñïîëàãàåìûå íà

íóëåâîì ÿðóñå r �0. Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïóòü �si , ñîäåðæàùèé

îäíó âåðøèíó i â ãðàôå G
�

. Êàæäûé ïóòü �si áóäåì çàäàâàòü òðåìÿ ìíî-

æåñòâàìè: �si = Xi | Yi | Zi, ãäå Xi — ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ âåðøèí; Yi —
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r =1 r = 2 r =3r =0

Ðèñ. 1. Òðåóãîëüíûé ãðàô G
�

s
1

1

1
2

1
3

1
4

1
2

2
3

3
4

1
3

3
4

1
4

r=0 r=1 r=2 r=3

Ðèñ. 2. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ â òðåóãîëüíîì ãðàôå G
�



ìíîæåñòâî âåðøèí, ñ êîòîðûìè ñâÿçàíû âåðøèíû èç ìíîæåñòâà Õi; Zi —

ìíîæåñòâî âåðøèí, äîïîëíÿþùåå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ X Yi i� äî V.

Íàïðèìåð, åñëè ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü

1-----2-----3-----4-----5-----6-----7-----8-----9-----10, (1)

èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÍÌ â òàêîì

ãðàôå áóäóò ñëåäóþùèå:

�s
r
1

0� = 1|2|345678910, �s
r
2

0� = 2|13|45678910, �s
r
3

0� = 3|24|15678910,

�s
r
4

0� = 4|35|12678910, �s
r
5

0� = 5|46|12378910, �s
r
6

0� = 6|57|12348910,

�s
r
7

0� = 7|68|12345910, �s
r
8

0� = 8|79|12345610, �s
r
9

0� = 9|810|1234567,

�s
r
10

0� = 10|9|12345678 . (2)

Â òðåóãîëüíîì ãðàôå îíè ðàñïîëîæåíû íà íóëåâîì ÿðóñå, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 3, ãäå òðåóãîëüíûé ãðàô G
�

ïðåäñòàâëåí â âèäå òàáëèöû, â êîòîðîé

âåðøèíàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò êëåòêè ñ íîìåðàìè âåðøèí òðåóãîëüíîãî

ãðàôà. Åñëè âçÿòü ïóòü �s
r
1

0� = 1|2|345678910, òî íà îñíîâå ýòîãî ïóòè
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1|2|345678910
1

2|13|45678910
2 2

3|24|15678910
3

13|24|5678910
3 3

4|35|12678910
4 4 4 4

5|46|12378910
5 5 5 5 5

6|57|12348910
6 6 6 6 6

7|68|12345910
7 7 7 7 7

8|79|12345610
8 8 8 8 8

9|810|1234567
9 9 9 9 9

10|9|123345678
10 10 10 10 10

r � 0 r � 1 r � 2 r � 3 r � 4

Ðèñ. 3. Ïðåäñòàâëåíèå òðåóãîëüíîãî ãðàôà G
�

â âèäå òàáëèöû



ìîæíî ôîðìèðîâàòü ïóòè â âåðøèíû (3,4,5,6,7,8,9,10). Íàïðèìåð, åñëè

ñôîðìèðîâàòü ïóòü �s
r
13

1� â âåðøèíó 3 íà ïåðâîì ÿðóñå, òî åãî èäåíòè-

ôèêàöèÿ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

�s
r
13

1� = X3 = {13} | Y3 = {24} | Z3 = {5,6,7,8,9,10},

ãäå X 3 1 3 13� � �{ }; Y3 2 2 4 2 4� � �{ } { , } { , } èëè â óïðîùåííîì âèäå �s
r
13

1� =

= 13|24|5678910.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì ÿðóñå r ïîñòðîåí ïóòü � i
r = abc|gde|qtls.

Â ìíîæåñòâå Zi ýòîãî ïóòè ñîäåðæàòñÿ âåðøèíû, â êîòîðûå äàííûé ïóòü

ìîæåò áûòü ïðîäëåí. ßñíî, ÷òî â ãðàôå G
�

â âåðøèíû ñ íîìåðàìè, áîëü-

øèìè, ÷åì íîìåð âåðøèíû ñ, äàííûé ïóòü íå ìîæåò áûòü ïðîäëåí. Ïîýòîìó

âåðøèíû ñ íîìåðàìè, ìåíüøèìè, ÷åì íîìåð âåðøèíû ñ, ìîãóò áûòü èñêëþ-

÷åíû èç ìíîæåñòâà Zi. Åñëè íîìåðà âñåõ âåðøèí â ìíîæåñòâå Zi ìåíüøå

íîìåðà âåðøèíû ñ, òî èç àíàëèçà ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí âåñü ïóòü � i .

Òàêèå îòñå÷åíèÿ íàçîâåì ïðàâèëîì I îòñå÷åíèÿ íåïåðñïåêòèâíûõ

ïóòåé â ãðàôå G
�

. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà I â ìíîæåñòâå Z îáðàçî-

âàëîñü äâà ïîäìíîæåñòâà, Z| è Z|| , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Z Z Zi i i� �
| || ,

ãäå Zi
| — ìíîæåñòâî âåðøèí, êîòîðîå ìîæíî óäàëèòü èç Zi; Zi

|| — ìíî-

æåñòâî âåðøèí, êîòîðîå îñòàåòñÿ â Zi ïîñëå óäàëåíèÿ âåðøèí j Zi�
| . ßñíî,

÷òî åñëè âåðøèíû, óäàëåííûå èç ìíîæåñòâà Zi, íå ñâÿçàíû ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí Zi
|| , òî íà îñíîâå ýòèõ âåðøèí íå óäàñòñÿ ïîñòðîèòü ÌÍÌ, òàê êàê

îíî ìîãëî áûòü ïîïîëíåíî âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà Zi
| , íî îíè óæå

óäàëåíû èç àíàëèçà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî II îòñå÷åíèÿ íåïåðñ-

ïåêòèâíûõ ïóòåé â ãðàôåG
�

, à èìåííî: ïðîâåðÿåì, ñâÿçàíû ëè âåðøèíû èç

ìíîæåñòâà Zi
| ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà Zi

|| è, åñëè òàêèõ ñâÿçåé íåò, òî

ïóòü � i èñêëþ÷àåì èç àíàëèçà. Åñëè îðãàíèçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîå ôîð-

ìèðîâàíèå ïóòåé â ãðàôå G
�

ñíà÷àëà îò âåðøèíû 1 êî âñåì îñòàëüíûì

âåðøèíàì ãðàôà G
�

, çàòåì îò âåðøèíû 2 êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì

ãðàôà G
�

è òàê äàëåå, è åñëè â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ ïóòè ê âåðøèíå ñ

íîìåðîì k ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèë I è II îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïóòü �k ìîæíî

èñêëþ÷èòü èç àíàëèçà, òî ÿñíî, ÷òî ïóòè ê âåðøèíàì ñ íîìåðàìè k + 1 è

áîëüøå ïðîöåäóðà íå ñòðîèò. Òàêîå îòñå÷åíèå íàçîâåì ïðàâèëîì III. Èñ-

ïîëüçóÿ ââåäåííûå ïðàâèëà îòñå÷åíèÿ, ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó À ïåðå÷èñ-

ëåíèÿ ÌÍÌ.

Ïðîöåäóðà À.

Ø à ã 1. Íà íóëåâîì ÿðóñå â ìíîæåñòâà Õ âíîñèì âñå âåðøèíû è

ôîðìèðóåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû ìíîæåñòâà Y è Z. Íà îñíîâå ââåäåííûõ

ïðàâèë I—III èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà òå âåðøèíû, íà îñíîâå
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êîòîðûõ â ïåðñïåêòèâå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÌÍÌ, è ïåðåõîäèì ê âû-

ïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà.
Ø à ã 2. Âûáèðàåì ïåðâóþ âåðøèíó (s := 1), ôîðìèðóåì ïóòè �si

r�1 ðàí-
ãà r = 1 è äëÿ êàæäîãî ïóòè îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà Y è Z. Ïóòè, óäîâëåò-
âîðÿþùèå óñëîâèþ X Y Vi

r
i
k

� � , çàíîñèì â ìíîæåñòâî U. Â êàæäîì ïóòè
íà îñíîâå ïðàâèë I—III èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà òå âåðøèíû,
íà îñíîâå êîòîðûõ â ïåðñïåêòèâå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÌÍÌ, è, åñëè
ïðàâèëà I—III ïîçâîëÿþò, òî èñêëþ÷àåì èç àíàëèçà è ïîñòðîåííûå ïóòè è
ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà.

Ø à ã 3. Ïðîâåðÿåì ìíîæåñòâà ïóòåé msi
r

��. Åñëè îíè íå ïóñòû, òî
ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà, èíà÷å — ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

Ø à ã 4. Íà îñíîâå ïóòåé òåêóùåãî ðàíãà �si
r ôîðìèðóåì ïóòè �si

r r:� 1

ñëåäóþùåãî ðàíãà r + 1 â âåðøèíû, óêàçàííûå â ìíîæåñòâå Z, è äëÿ êàæ-
äîãî ñôîðìèðîâàííîãî ïóòè îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà Y è Z. Ïóòè, óäîâëåò-

âîðÿþùèå óñëîâèþ X Y Vi
r

i
k

� � , çàíîñèì â ìíîæåñòâî U. Â êàæäîì ïóòè

ñîãëàñíî ïðàâèëàì I—III èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà òå âåðøèíû,
íà îñíîâå êîòîðûõ â ïåðñïåêòèâå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÌÍÌ, è, åñëè
ïðàâèëà I—III ïîçâîëÿþò, òî è ïîñòðîåííûå ïóòè èñêëþ÷àåì èç àíàëèçà è
ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 3.

Ø à ã 5. Ïðîâåðÿåì, ïîñòðîåíû ïóòè èëè íåò îò âñåõ âåðøèí, íå èñê-
ëþ÷åííûõ èç àíàëèçà è ðàñïîëîæåííûõ íà íóëåâîì ÿðóñå. Åñëè äà, òî
ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò âñå ÌÍÌ, èíà÷å —
s := s + 1; r := 0 è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 4.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû ïðîöåäóðû À äëÿ ãðàôà (1). Èñõîäíûìè
äàííûìè äëÿ ãðàôà (1) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ïóòåé (2). Â ðåçóëüòàòå ïðè-
ìåíåíèÿ ïðàâèë îòñå÷åíèÿ I, II â ìíîæåñòâå îñòàþòñÿ òîëüêî äâà ïóòè:

�s
r
1

0� = 1|2|345678910 è �s
r
2

0� = 2|13|45678910. Ïóòè �s
r
3

0� = 3|24|15678910,

�s
r
4

0� = 4|35|12678910, �s
r
5

0� = 5|46|12378910, �s
r
6

0� = 6|57|12348910, �s
r
7

0� =

= 7|68|12345910, �s
r
8

0� = 8|79|12345610 îòñåêàþòñÿ íà îñíîâå ïðàâèëà II, à

ïóòè �s
r
9

0� = 9|810|1234567 è �s
r
10

0� = 10|9|12345678 — íà îñíîâå ïðàâèëà I.

Ïîñêîëüêó ñðåäè èñõîäíûõ ïóòåé îñòàëîñü òîëüêî äâà, ïðîöåäóðà ôîðìè-
ðîâàíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ýòàïîâ: ôîðìèðîâàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ

ïóòåé ïðîöåäóðîé À íà îñíîâå ïóòè �s
r
1

0� = 1|2|345678910 è ôîðìèðîâàíèÿ

ïóòåé ïðîöåäóðîé À íà îñíîâå ïóòè �s
r
2

0� = 2|13|45678910.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîöåäóðû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4, ãäå öâåòîì

âûäåëåíû ïóòè è âåðøèíû, îòñåêàåìûå ïî ïðàâèëó I, çâåçäî÷êîé ïîìå÷å-

íû ñôîðìèðîâàííûå ÌÍÌ, à çíàêîì # — ïóòè, îòñåêàåìûå ïî ïðàâèëó II,

íà ïåðâîì è âòîðîì ÿðóñàõ ïóòè 110|29|345678 è 1310|249|5678 ê âåðøèíå

10 íå ïîñòðîåíû íà îñíîâå ïðàâèëà III.
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1|2|345678910
1

2 2

3

13|24|5678910

3 3

4
14|235|678910

4
4 4

5
15|246|378910 #

5
135|246|78910

5 5
5

6

16|257|348910 #

6

136|2457|8910
146|2357|8910

6 6 6

7

17|268|345910 #

7

137|2468|5910 #
147|23568|910

7

1357|2468|910

7 7

8

18|279|345610 #

8

138|2479|5610 #

8

1358|24679|10
1468|23579|10
1469|2357810*

8 8

9

19|2810|3456

9

139|24810|567

9

1359|246810|7
1369|2457810*
1469|2357810*
1479|2356810*

9

13579|246810*

9

10 10 10

14710|23456789*

10

135710|24689*
135810|24679*
136810|24579*
146810|23579*

10

r � 0 r � 1 r � 2 r � 3 r � 4

1 4|2

2|13|45678910

2
2 5|4

3 3 3 7|1

4
24|135|678910

4
4 4 1|0

5
25|1346|78910

5 5 5
5

6
26|1357|48910 #

6
246|1357|8910

6 6 6

7

27|1368|45910 #

7

247|13568|910
257|13468|910

7 7 7

8 8

248|13579|610#
258|134679|610

8

2468|13579|10

8 8

9 9 9

2479|1356810*
2469|1357810*
2579|1346810*

9 9

10 10 10

25810|134679*
25710|134689*
24610|13579|8

10

246810|13579*

10

r � 0 r � 1 r � 2 r � 3 r � 4

Ðèñ. 4. Ôîðìèðîâàíèå ïóòåé ïðîöåäóðîé À íà îñíîâå ïóòè � s
r
1

0� = 1|2|345678910 (à) è íà
îñíîâå ïóòè � s

r
2

0� = 2|13|45678910 (á)

à

á



Â àíàëèçèðóåìîì ãðàôå (1) èìååòñÿ âñåãî 16 ÌÍÌ:

{2 4 6 8 10}; {1 4 6 8 10}; {1 3 6 8 10}; {1 3 5 8 10 };

{1 3 5 7 10}; {1 3 5 7 9}; {2 5 8 10}; { 2 5 7 10}; {2 5 7 9};

{2 4 7 10};{2 4 7 9}; {2 4 6 9}; {1 4 7 10}; {1 4 7 9}; {1 4 6 9}; {1 3 6 9}.

Êàê âèäèì, ïðîöåäóðà À âñå èõ ïåðå÷èñëèëà. Çà äâà ïðîõîäà ïðîöåäóðà À

ïîñòðîèëà 49 ïóòåé. Åñëè ïåðå÷èñëÿòü âñå ïóòè äî ÷åòâåðòîãî ÿðóñà,

îïðåäåëÿåìûå òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ (ðèñ. 5), òî ïðèøëîñü áû ïîñòðîèòü

627 ïóòåé. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçîøëî ñîêðàùåíèå ïåðåáèðàåìûõ ïóòåé â

12,79 ðàç.

Â ïðåäñòàâëåííîì àëãîðèòìå îòñå÷åíèå íåïåðñïåêòèâíûõ âàðèàíòîâ,

êîòîðûå çàâåäîìî íå ïðèâåäóò ê ïîñòðîåíèþ êëèêè, îáåñïå÷èâàåòñÿ ïî-

ñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðîå ïîìå-

ùàþòñÿ âåðøèíû, óæå èñïîëüçîâàííûå äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïîëíîãî ïîäãðàôà.

Àëãîðèòì îïåðèðóåò òðåìÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí ãðàôà: ìíîæåñòâîì Q,

ñîäåðæàùåì íà êàæäîì øàãå ðåêóðñèè ïîëíûé ïîäãðàô äëÿ äàííîãî øàãà

(ñòðîèòñÿ ðåêóðñèâíî); ìíîæåñòâîì âåðøèí Ñ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæ-

íî óâåëè÷èòü çíà÷åíèå Q, è ìíîæåñòâîì âåðøèí N, óæå èñïîëüçîâàííûõ

äëÿ ðàñøèðåíèÿ Q íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé

ïðîöåäóðîé, ïðèìåíÿåìîé ê ýòèì òðåì ìíîæåñòâàì, è åãî ñëîæíîñòü
ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ÷èñëà êëèê â ãðàôå.
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1
1

1
2

1
2

1

3

2
3

1
3

1
4

3
4

3
4

1
4

1
5

4
5

6
5

4
5

1
5

1
6

5
6

10
6

10
6

5
6

1
7

6
7

15
7

20
7

15
7

1
8

7
8

21
8

35
8

35
8

1
9

8
9

28
9

56
9

70
9

1
10

9
10

36
10

84
10

126
10

r � 0 r � 1 r � 2 r � 3 r � 4

�� 627 45 120 210 252

Ðèñ. 5. ×èñëî ïóòåé, îïðåäåëÿåìûõ òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ



Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû è

îöåíêà åå âðåìåííîé ñëîæíîñòè. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè

÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðîé

ôîðìèðîâàíèÿ ÌÍÌ, ÷èñëî âåðøèí n ãðàôîâ èçìåíÿëîñü â äèàïàçîíå îò 10

äî 100, à ïëîòíîñòü 
 ðåáåð â ãðàôå ãåíåðèðîâàëàñü ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó

ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà êàæäóþ òî÷êó îöåíêè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ n è


 ãåíåðèðîâàëîñü íå ìåíåe 50 ãðàôîâ è îïðåäåëÿëîñü ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà

ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ �. Ôîðìèðóåìûå â ïðîöåññå ýêñïåðè-

ìåíòà ãðàôû íå ñîäåðæàëè ðàçäåëÿþùèõ âåðøèí, ïîñêîëüêó ïðè èõ íàëè÷èè

÷èñëî ÌÍÌ ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøèì. Âåðøèíà v ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, åñëè ãðàô G v� èìååò áîëüøå êîìïîíåíò, ÷åì G.

Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0,95. Ïðè ïðî-

âåäåíèè ýêñïåðèìåíòà îöåíèâàëîñü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, âåðîÿòíîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è çà âðåìÿ, íå ïðåâûøàþùåå íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî, ðàâíîãî

30 ñ, à òàêæå ÷èñëî � ÌÍÌ, ÷èñëî 	 ÍÌÍÌ è ÷èñëî �0 âåðøèí â ÍÌÍÌ. Ðå-

çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1—6.
Êàê âèäíî èç òàáë. 1, 2, äëÿ ñåìåéñòâà S A S Gi

| ( ) ( )� ñïðàâåäëèâî íå-
ðàâåíñòâî I S| || |� � �, ò.å. åñëè ãðàô â âèäå öåïè — ñâÿçíûé, òî îáùåå
÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà S (G) ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò
n, à ÷èñëî I S| || |� ÌÍÌ ñåìåéñòâà S A S Gi

| ( ) ( )� , ïî âñåé âèäèìîñòè,
âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, íî ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ äàííîé ýêñïîíåíòû
ñóùåñòâåííî íèæå, ÷òî ïîçâîëÿåò äëÿ ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí, íå ïðåâû-
øàþùèì 125 çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïåðå÷èñëÿòü ÌÍÌ.

Èç òàáë. 1—4 âèäíî, ÷òî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ðàáîòû ïðîöåäóðû À â
çàäàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ âåðøèí ãðàôà íå ïðåâûøàåò O n( )6 . Òåñ-
òîâûå èñïûòàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äàííàÿ òåíäåíöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ äî çíà÷å-
íèé, íå ïðåâûøàþùèõ n �125.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàáîòû ïðîöåäóðû À ïîêàçàëî, ÷òî

äëÿ ãðàôîâ äàííîãî òèïà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | ( )| ( ) | ( )|| ||I G G I G� ��� è

� �( )G n� �
4, ò.å. äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ãðàôîâ ÷èñëî ÌÍÌ � ( )G

íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíó n4. Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî

÷èñëî � íåñâÿçàííûõ ïàð X i
r�2 âåðøèí â ãðàôå ðàâíî ÷èñëó ðåáåð â ãðàôå,

ÿâëÿþùåìñÿ äîïîëíåíèåì G ãðàôà G V E( , ), â êîòîðîì âåðøèíû ãðàôà G
ñîåäèíåíû ðåáðàìè, åñëè îíè íå ñîåäèíåíû â ãðàôå G V E( , ). Åñëè â ãðàôå

G V E( , ) ñîäåðæèòñÿ m ðåáåð, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

� 
� � � �

�

�

�

�

�

� � �E m E
m

E
Emax max

max

max ( )1 1 .

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî òàêæå íåðàâåíñòâî � � n2, è ïîñêîëüêó ìàêñèìàëü-
íûé ðàíã ïóòè â òðåóãîëüíîì ãðàôå íå ìîæåò ïðåâûñèòü n �1, à ïðîöåäóðà
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n



n



30 50 70 90 30 50 70 90

10 1 1 1 1

15 1 1 1 1 60 0,9904 1 1 1

20 1 1 1 1 65 0,9112 1 1 1

25 1 1 1 1 70 0,7413 1 1 1

30 1 1 1 1 75 0,5285 1 1 1

35 1 1 1 1 80 0,3584 1 1 1

40 1 1 1 1 85 0,2257 1 1 1

45 1 1 1 1 90 0,1478 1 1 1

50 1 1 1 1 95 0,0942 1 1 1

55 0,9999 1 1 1 100 0,0614 0,9999 1 1

Òàáëèöà 3. Âåðîÿòíîñòü ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÍÌ çà âðåìÿ, íå ïðåâûøàþùåå 30 ñ

n



n



30 50 70 90 30 50 70 90

10 1412,4 762,95 427,125 243,5

15 10080,15 3698,275 1548,375 681,975 60 83253940 2348837 247262,5 33019,1

20 45701,7 12022,68 4080,6 1430,375 65 1,56E+08 3714664 341551,2 42300,55

25 178994,9 31065,93 8925 2632,85 70 2,88E+08 5472673 463163,7 53212,33

30 574507,9 71078,23 17133,35 4368,775 75 5,07E+08 8192267 622493,6 65958,73

35 1630869 154019,6 30304,35 6798,2 80 8,84E+08 11491946 805424,6 80744,53

40 4140749 295232,4 51080,35 9851,625 85 1,43E+09 16430697 1043164 97872,98

45 9376882 524696,7 78721,2 14041,75 90 2,40E+09 23090156 1329069 118094,6

50 20969116 904203,9 119682,7 19218,8 95 3,95E+09 31106591 1693379 139579,8

55 42391736 1494709 177555,5 25593,28 100 6,07E+09 42559745 2086415 164390,6

Òàáëèöà 1. ×èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé �

n



n



30 50 70 90 30 50 70 90

10 0,0001 0,0001 0 0

15 0,0009 0,0003 0,0001 0,0001 60 6,3743 0,1672 0,018 0,0025

20 0,0037 0,001 0,0003 0,0001 65 12,1251 0,2654 0,0242 0,0031

25 0,0143 0,0024 0,0007 0,0002 70 22,4983 0,3925 0,0335 0,0039

30 0,0446 0,0054 0,0013 0,0004 75 39,7976 0,5887 0,0447 0,005

35 0,1223 0,0115 0,0022 0,0005 80 69,9057 0,8336 0,0576 0,0061

40 0,3086 0,0218 0,0037 0,0008 85 114,1993 1,207 0,0747 0,0072

45 0,698 0,0385 0,0056 0,0011 90 193,376 1,693 0,0942 0,0087

50 1,5917 0,0655 0,0087 0,0014 95 318,4027 2,2879 0,1191 0,0102

55 3,2247 0,1068 0,0128 0,0019 100 488,7817 3,1361 0,1474 0,0122

Òàáëèöà 2. Âðåìÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÍÌ (ñ)



äåëàåò n �1 ïðîõîä, òî îáùåå ÷èñëî ïóòåé, ïîñòðîåííîå ïðîöåäóðîé, íå
ïðåâûñèò âåëè÷èíû � � n4.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, íå ñîäåðæàùåãî ðàçäåëÿþùèõ âåðøèí,

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ãðàô—ñâÿçíûé, òî ïðè 
 = 0,5 è

n �125 ïðîöåäóðà ñòðîèò ÌÍÌ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îäíàêî ïðè

ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòåé äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïàìÿòü, ïðîïîðöèîíàëü-

íàÿ n6. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íå âñå ïóòè, ïîñòðîåííûå ïðîöåäóðîé, â

êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâîäÿò ê ïîñòðîåíèþ ÌÍÌ, ò.å. áóäåò ïîñòðîåíî äîñòà-

òî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ëèøíèõ ïóòåé. Ïðè ýòîì ÷èñëî ÌÍÌ íå ïðåâûøàåò

çíà÷åíèÿ � (ñì. òàáë. 4). Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïðè 
 < 0,01 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n îáëàñòü íåîáõîäèìîé ïàìÿòè ìîæåò ýêñïîíåí-

öèàëüíî âîçðàñòàòü.

Ñ.Â. Ëèñòðîâîé, À.Â. Ñèäîðåíêî, Å.Ñ. Ëèñòðîâàÿ

14 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 4

n 4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21
22 30 35 40 45 50

	
3

1

4

1

5

1

6

1

7

1

8

1

9

1

10

1

11

1
12 16 1 21 1 26

� 0
2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

11
11 15 18 20 23 25

�
3

4

5

7

9

12

16

21

28

37

49

65

86

114

151

200

265

351
465 4410 17991 73396 299426 1221537

�
256

625

1296

2401

4096

6561

10000

14641

20736

28561

38416

50625

65536

83521

104976

130321

160000

194481
234256 810000 1500625 2560000 4100625 6256000

Ïðèìå÷àíèå: íàä ÷åðòîé óêàçàíû õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé n, ïîä ÷åðòîé — äëÿ
íå÷åòíûõ çíà÷åíèé n.

Òàáëèöà 5. Õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà öåïè íà n âåðøèíàõ

n



n



30 50 70 90 30 50 70 90

10 13,075 11,45 9,075 4,75

15 37,475 27,075 18,95 10,225 60 14723,95 1921,175 452,4 133,225

20 94,3 53,55 33,6 16,975 65 23712,18 2614,375 560,8 153,225

25 214,025 100,125 52,125 26,4 70 37289,55 3520,8 692,25 174,8

30 451,625 167,775 79,475 37,2 75 58063,05 4650,65 838,775 198,4

35 896,95 278,425 113,475 48,75 80 86997 6101,85 1016,375 220,8

40 1667,925 433,675 158,375 63,1 85 128568,5 7886,65 1213,825 247

45 3066,55 651,8 209,725 78,05 90 187178,1 10193,03 1431,7 276,875

50 5327,325 960,625 276,4 95,375 95 273065,9 12855,2 1693,275 304,25

55 9131,375 1358,725 357,075 114,075 100 385555,9 16020,8 1980,95 336,075

Òàáëèöà 4. ×èñëî ÌÍÌ � ( )G



Õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà (1) íà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ âåðøèíàõ n ïðåäñòàâ-

ëåíû â òàáë. 5, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé n ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ � 0 2� n / è 	 � n /2 1, à äëÿ íå÷åòíûõ — ýòè ñîîòíîøåíèÿ

èìåþò âèä � 0 1 2� ( ) /n , 	 �1 è ñïðàâåäëèâû ïðè n � 4.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà ïðè ÷èñëå âåðøèí â ãðàôå, íå ïðåâûøàþùåì

125, ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëÿòü ÌÍÌ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à ïðè äîñ-

òàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ ãðàôîâ èìååò ýêñïîíåí-

öèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ðàáîòàåò áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì

ïðîöåäóðû, îñíîâàííûå íà àëãîðèòìå Áðîíà—Êåðáîøà, òàê êàê ïðîäó-

öèðóåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîæåñòâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ÌÍÌ. Â àëãîðèòìå Áðîíà—Êåðáîøà ôàêòè÷åñêè ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî÷òè

âñå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà âåðøèí, ÷èñëî êîòîðûõ, åñòåñòâåííî, ýêñïî-

íåíöèàëüíî áîëüøîå.

Îïèñàííûé àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî âñÿêàÿ êëèêà â ãðàôå ÿâ-

ëÿåòñÿ åãî ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ïîëíûì ïîäãðàôîì. Íà÷èíàÿ ñ

îäèíî÷íîé âåðøèíû (îáðàçóþùåé ïîëíûé ïîäãðàô), íà êàæäîì øàãå àë-

ãîðèòìà ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå óæå ïîñòðîåííîãî ïîëíîãî ïîäãðàôà â

ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ â íåãî âåðøèíû èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ. Êàê

ñëåäóåò èç òàáë. 2 è 3, çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ ÌÍÌ ïðè ÷èñëå âåðøèí â

ãðàôå, íå ïðåâûøàþùåì 100, ìîæåò áûòü ðåøåíà â ìàñøòàáå ðåàëüíîãî

âðåìåíè, ÷òî âàæíî äëÿ ñîâðåìåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ â

ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.
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S.V. Listrovoy, A.V. Sidorenko, E.S. Listrovaya

METHOD OF ENUMERATION OF MAXIMUM
INDEPENDENT SETS IN NONORIENTED GRAPHS

Based on the rank approach the authors propose a method of enumeration of maximum indepen-
dent sets of nonoriented connected graph with time complexity that does not exceed, at an average,
O (n6), where n is the number of vertices in the graph, for the graphs which do not contain separa-
ting vertices, which dimension does not exceed n=125.

K e y w o r d s: maximal independent set, click, vertex cover.
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À.È. Êðàñèëüíèêîâ, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê
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Àíàëèç êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà
çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ñèììåòðè÷íûõ çàñîðåííûõ
ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà îò ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû çàñîðåíèÿ ðàâíîìåð-
íûì è ëîãèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò àíàëèçèðî-
âàòü íåãàóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïèñûâàåìûå ìîäåëüþ çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: çàñîðåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà, ñìåñè ðàñïðå-
äåëåíèé, êîýôôèöèåíò ýêñöåññà, êóìóëÿíòíûé àíàëèç.

Îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòà åêñöåñó ñèìåòðè÷íèõ çàáðóäíåíèõ ãàó-
ñîâèõ ðîçïîä³ë³â. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà åêñöåñó â³ä ïàðàìåòð³â ìîäåë³ çà-
áðóäíåíèõ ðîçïîä³ë³â. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè çàáðóäíåííÿ ð³âíîì³ðíèì òà ëîã³ñòè÷íèì
ðîçïîä³ëàìè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü àíàë³çóâàòè íåãàóñîâè âèïàäêîâ³ âåëè-
÷èíè, ÿê³ îïèñóþòüñÿ ìîäåëëþ çàáðóäíåíèõ ãàóñîâèõ ðîçïîä³ë³â.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: çàáðóäíåí³ ðîçïîä³ëè, ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà, ñóì³ø³ ðîçïîä³ë³â,
êîåô³ö³ºíò åêñöåñó, êóìóëÿíòíèé àíàë³ç.

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû

ïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè [1—3], îñíîâàííûå íà àïðèîðíûõ ìîäåëÿõ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) èññëåäóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññîâ. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ýòèõ ìåòîäîâ — âûáîð àäåê-

âàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), òàê êàê åå îòëè÷èå îò ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ), ñîîòâåòñòâóþùåé èìåþùèìñÿ ðåàëüíûì äàííûì,

ñíèæàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) îò ìîäåëè F x0( ) ìîãóò áûòü

îáóñëîâëåíû äâóìÿ ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x( )

íàáëþäàåìîé âûáîðêè õîòÿ áû íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîé
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ìîäåëè F x0( ). Âî-âòîðûõ, ê ýëåìåíòàì âûáîðêè, èìåþùèì ðàñïðåäåëåíèå

F x0( ), äîáàâëÿþòñÿ äðóãèå ýëåìåíòû, íàçûâàåìûå àíîìàëüíûìè íàáëþäå-

íèÿìè [3], ñ ðàñïðåäåëåíèåì F x1( ).

Äëÿ ó÷åòà îòêëîíåíèé çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ íà ïðàê-

òèêå ðåàëüíûõ äàííûõ îò ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óäîáíî ïðèìåíÿòü

ìîäåëè çàñîðåííûõ (çàãðÿçíåííûõ) ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ôîðìóëå [4—6]

F x F x F x( ) ( ) ( ) ( )� � �1 0 1� � , (1)

ãäå F x1( ) — çàñîðÿþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ; ��[ , ]0 1 — êîýôôèöèåíò

çàñîðåíèÿ.

Ìîäåëü (1) âïåðâûå ðàññìîòðåë Òüþêè [4], ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F x0( ), F x1( ) ãàóññîâûìè ñ îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-

äàíèÿìè è ðàçëè÷íûìè äèñïåðñèÿìè. Õüþáåð [5] èñïîëüçîâàë ìîäåëü (1) ñ

ïðîèçâîëüíûìè ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), F x1( ) è

îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Ìîäåëü (1), êîòîðóþ ÷àñòî

íàçûâàþò ìîäåëüþ Òüþêè—Õüþáåðà, øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðîáàñòíîé

ñòàòèñòèêå [2—8] ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè îöåíîê ðàçëè÷íûõ ïà-

ðàìåòðîâ, ïðåæäå âñåãî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà, ê çàñîðåíèþ àï-

ðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), à òàêæå ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [9—11].

Ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà ïîçâîëÿåò, âàðüèðóÿ äèñïåðñèåé çàñîðÿþ-

ùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ è êîýôôèöèåíòîì çàñîðåíèÿ, èçìåíÿòü â øèðîêèõ

ïðåäåëàõ ïðîòÿæåííîñòü õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) ïî ñðàâíåíèþ ñ

ðàñïðåäåëåíèåì F x0( ). Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè âëèÿíèÿ çàñîðÿþùåãî

ðàñïðåäåëåíèÿ F x1( ) è îòëè÷èÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) îò ôóíêöèè

F x0( ) óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ìîäåëè (1). Ñðåäè ðà-

áîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðîáàñòíîé ñòàòèñòèêè [2—11],

ëèøü â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòîâ ìîäåëè (1), à

ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà âîîáùå îòñóòñòâóåò.

Ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëåé êîíå÷-

íûõ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé [12, 13], ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ è ïðèìåíå-

íèÿ êîòîðûõ ñèñòåìàòèçèðîâàíû â ðàáîòàõ [13—16], ñîäåðæàùèõ îáøèð-

íûå áèáëèîãðàôèè. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ìîìåíòû ñìåñè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

èäåíòèôèêàöèè åå ïàðàìåòðîâ, à ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà

ñìåñåé òàêæå îòñóòñòâóåò. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà

ìîäåëè (1) ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [17, 18]. Â ðàáîòå [17] äëÿ ìîäåëè (1), â

êîòîðîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), F x1( ) ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè ñ

îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è ðàçëè÷íûìè äèñïåðñèÿìè,

ïðîàíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà îò îòíîøåíèÿ äèñ-
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ïåðñèé è êîýôôèöèåíòà çàñîðåíèÿ. Â ðàáîòå [18] îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ìîäåëè (1) ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé îñòàåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñ-

òè êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ìîäåëè (1) îò åå ïàðàìåòðîâ ïðè íåãàóññîâîé

çàñîðÿþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì åå ðåøåíèå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ F x0( ) — ãàóññîâà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñ-

ïåðñèåé �2 0, , ò.å.

F x
x

z dz
x

0

0

0

( ) ( )

/

�

	




�

�



� �

��

�
�

�

�

�

,

ãäå� �0 2 0� , ;� ( )x è� ( )z — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿò-

íîñòåé ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, �
�

( ) ,z e z
�

�1

2

0 5 2

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàñîðÿþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x1( ) ÿâëÿåò-

ñÿ ñèììåòðè÷íîé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F x F x1 11 0( ) ( )� � � � . Òîãäà

ôóíêöèÿ

F x
x

F x( ) ( ) ( )� �

	




�

�



��1
0

1�

�

�� (2)

îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëå-

íèé. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (2) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, åñëè F x1( ) —

êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ F x1( )àáñîëþòíî íåïðåðûâíà,

òî F x( ) òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ó íåå ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòåé p x( ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé:

p x
x

p x( ) ( )�

� 	




�

�



��

1

0 0

1

�

�

�

�

� , (3)

ãäå p x1( ) — ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

p x F x1 1( ) ( )� � .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîäåëè (2) ðàâíî íóëþ, íà÷àëüíûå è öåíò-

ðàëüíûå ìîìåíòû ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî öåíòðàëü-

íûå ìîìåíòû �s ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s, êîòîðûå èìåþò âèä

� � � ��s s s� � �( ) , ,1 0 1, (4)

ãäå �s, 0, �s,1 — öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ìîäåëüíîé è çàñîðÿþùåé ôóíêöèé
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ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëè (2). Íàéäåì êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4 ìîäåëè (2),

èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

� � �
�

�

4 4 3� �( / ) . (5)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5) âûðàæåíèå (4), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ôîðìóëó

äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ìîäåëè (2):

� �

�� � � � �

� �

�

�
4 4

4 1 3 1 1

1
� �

� � �

� �

( )
( )

[( ) ]

,M
M

M
. (6)

Çäåñü � 4 1 2, � � — êîýôôèöèåíò ýêñöåññà çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ;

M � 0 — ïàðàìåòð ìîäåëè (2),

M �� �2 0 2 1, ,/ , (7)

ãäå �2 0, è �2 1, — äèñïåðñèè ìîäåëüíîé è çàñîðÿþùåé ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà (6) ìîäåëè (2) îò ïà-

ðàìåòðà M, ñ÷èòàÿ çàäàííûìè êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî

ðàñïðåäåëåíèÿ è êîýôôèöèåíò çàñîðåíèÿ �.

Àíàëèç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè � 4 ( )M . Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ � 4( )M ïðè M � 0, M � �, M �1.

1. Ïóñòü M � 0, ò.å. �2 0, << �2 1, . Òîãäà èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì

� �

� �

�

4
0

4
4 1

0
3 1

( ) lim ( )
( ),

� �

� �

�M
M . (8)

Èç (8) âèäíî, ÷òî åñëè � 4 1 0, � , òî � 4 0 0( ) � ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ �. Åñëè

� 4 1 2 0, [ , )� � , òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà � çíà÷åíèå � 4 0( )

ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ. Â ÷àñò-

íîñòè, � 4 0 0( ) � , åñëè � �� 0, � 4 0 0( )� , åñëè � �� 0, � 4 0 0( )� , åñëè � �� 0, ãäå

�

�

0
4 1

1
3

� �
,

.
(9)

Èç ôîðìóëû (9) ñëåäóåò, ÷òî1 3 10/ � �� , òàê êàê � 4 1 2 0, [ , )� � . Â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå, êîãäà �2 0 0, � , ðàñïðåäåëåíèå F x0( ) ñòðåìèòñÿ ê âûðîæäåííîìó â

íóëå ðàñïðåäåëåíèþ, ò.å.

F x
x

E x0
0

00

( ) lim ( )�

	




�

�



� �

�� �

� ,
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ãäå E x( ) — åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ,

E x
x

x
( )

, ,

, .
�

�

�

�

 

!

0 0

1 0

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

F x E x F x( ) ( ) ( ) ( )� � �1 1� � . (10)

Åñëè F x1( ) â ôîðìóëå (10) — êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) — òàêæå êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ. Åñëè ôóíêöèÿ F x1( )

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (10) èìååò ñêà÷îê â

íóëå âåëè÷èíîé ( )1�� .

2. Ïóñòü M � �, ò.å. �2 0, >> �2 1, . Òîãäà èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì

� �

�

�

4 4 3
1

( ) lim ( )� � �

���M
M . (11)

Èç ôîðìóëû (11) âèäíî, ÷òî � 4 0( )� � è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ � íå

çàâèñèò íè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà � 4 1, , íè îò åãî çíàêà. Â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå, êîãäà �2 1 0, � , ðàñïðåäåëåíèå F x1( ) ñòðåìèòñÿ ê âûðîæäåííîìó â

íóëå ðàñïðåäåëåíèþ, ò.å. F x E x1( ) ( )� . Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2) ïðèíè-

ìàåò ñëåäóþùèé âèä:

F x
x

E x( ) ( ) ( )� �

	




�

�



� �1
0

�

�

�� . (12)

Èç ôîðìóëû (12) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F x( ) èìååò ñêà÷îê â íóëå âå-

ëè÷èíîé �, ïðè �� 0 ôóíêöèÿ F x( ) ñòðåìèòñÿ ê ãàóññîâîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, à ïðè ��1 — ê âûðîæäåííîìó â íóëå ðàñïðåäåëåíèþ.

3. Ïóñòü M �1, ò.å. � �2 0 2 1, ,� . Òîãäà èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì � 4 1( ) �

��� 4 1, . Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå � 4 1( ) ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðè-

öàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà ýêñ-

öåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà çàñîðÿþ-

ùåå ðàñïðåäåëåíèå F x1( ) — ãàóññîâî, ó êîòîðîãî � 4 1 0, � , F x( ) ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ è � 4 1 0( ) � ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ �.

Ìèíèìóì ôóíêöèè � 4 ( )M . Èññëåäóåì êîýôôèöèåíò ýêñöåññà (6) íà

ýêñòðåìóì. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè � 4( )M :

� � �

� � � �

� �

�

� � � �

� �"
#

4
4 4 12 1 3 3

1
( )

( ) ( ) ( )

[( )

,M
d M

dM

M

M
. (13)

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (13) íóëþ (� $ 0,� $1), ïîëó÷àåì óðàâ-

Àíàëèç êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 23

�



íåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà M m, � � � �� 4 1 3 3 0, M m , èç êîòî-

ðîãî íàõîäèì

M m � �1
3

4 1� ,
.

(14)

Èç (14) ñëåäóåò, ÷òî 1 3 1/ � �M m , åñëè � 4 1 2 0, [ , )� � , è M m �1, åñëè � 4 1 0, � .

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà M m ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè � 4( )M .

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ % �0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñò-

âà � � �� %4 0( )M m è � � �� %4 0( )M m .

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (13) ïðè � $ 0 è � $1. Çíàìåíàòåëü â íåé âñåãäà

ïîëîæèòåëüíûé, à â ÷èñëèòåëå ïîëîæèòåëüíû âñå ñîìíîæèòåëè, çà èñêëþ-

÷åíèåì ïîñëåäíåãî, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì

èëè ðàâíûì íóëþ. Îáîçíà÷èì ýòîò ñîìíîæèòåëü g M M( ) ,� � � �� 4 1 3 3 è

ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

g M Mm m( ) ( ),� � � � � �% � %4 1 3 3 . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ â (15) çíà÷åíèå M m èç (14), ïîëó÷àåì g M m( )�% � �3 0% . Àíà-

ëîãè÷íî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî g M m( )� � � �% %3 0.

Òàêèì îáðàçîì, M m — òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè � 4( )M . Íàéäåì çíà-

÷åíèå min ( )� � �4 4 M m , ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (6) çíà÷åíèå M m èç (14):

min ( )
( )

,

,

� � �

� �

� �

4 4
4 1

4 1

3

3 1
M m �

� �

. (16)

Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü min� 4 îò êîýôôèöèåíòà çàñîðåíèÿ � è

êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç ôîðìóëû (16)

ñëåäóåò, ÷òî min� 4 0� ïðè � �0, åñëè � �1, òî min ,� �4 4 1� , åñëè � 4 1 0, � , òî

min� 4 0� , åñëè � 4 1 2 0, [ , )� � , òî min� 4 0� .

Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ôóíêöèè � 4 ( )M . Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåí-

íîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Åñëè � 4 1 0, � , òî ôóíêöèÿ

� 4( )M îòðèöàòåëüíà â òî÷êå M M m� , âñåãäà ïîëîæèòåëüíà ïðè M � �, à

ïðè M � 0 îíà ïîëîæèòåëüíà, åñëè � �� 0, ãäå êîýôôèöèåíò � 0 îïðåäåëåí

èç ôîðìóëû (9). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè � 4 1, ñóùåñò-

âóåò, êàê ìèíèìóì, îäíà òî÷êà M, â êîòîðîé � 4 0( )M � . Äëÿ íàõîæäåíèÿ

ýòèõ òî÷åê ïðèðàâíÿåì íóëþ ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (6) è ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå � �4 1
23 1 1 0, ( ) ( )� � � �M , ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

M1
4 1

0 5

1
3 1

� � �

�

	




�
�

�



�
�

�

�

,
,

( )
, (17)
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M 2
4 1

0 5

1
3 1

� � �

�

	




�
�

�



�
�

�

�

,
,

( )
. (18)

Ïðîàíàëèçèðóåì ôîðìóëû (17), (18). Åñëè � 4 1 0, � , òî M M1 2� �

� �M m 1. Ïðè � 4 1 0, � âñåãäà M 2 1� , à çíà÷åíèå M1 â çàâèñèìîñòè îò çíà-

÷åíèé � ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ïîëîæèòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ.

Ïàðàìåòð M, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (7), äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì,

ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (17), îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ M1 0� :

�

�

�
&

� � �1
3

4 1,
. (19)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè � 4 1 2 0, [ , )� � , à çíà÷åíèå � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñò-

âó (19), òî � 4 0( )M � ïðè M M� 1 èëè M M� 2. Åñëè M M M�( , )1 2 , êîýôôè-

öèåíò � 4 0( )M � , à ïðè M M�[ , )0 1 èëè M M� 2 êîýôôèöèåíò � 4 0( )M � .

Ïðèìåð çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì çàñîðåííûå ãàóñ-
ñîâû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äâóìÿ ìîäåëÿìè çàñîðÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèé — ðàâ-
íîìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé p xR ( ) è ëîãèñòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòåé p xL( ) [19] (ñì. òàáëèöó). Â ýòîì ñëó÷àå çàñîðåííîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è åãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé îïèñû-
âàåòñÿ ôîðìóëîé (3).

Ïðè çàñîðÿþùåì ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýô-
ôèöèåíòîì � 4, R êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4( )M ìîäåëè (3) ìîæåò ïðèíèìàòü
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, îáëàñòè êîòîðûõ îïðå-

äåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì �. Èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà (19), � '�

�

(

� � � �
4

1
12

3
0 6

, ,
,

R
,

çàäàäèì çíà÷åíèå � �02, îäèíàêîâûì äëÿ îáåèõ ìîäåëåé.
Â ñëó÷àå � �0 2, ïðè ðàâíîìåðíîì çàñîðåíèè êîýôôèöèåíò ýêñöåññà

� 4( )M ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (ðèñ. 1, à),
ïðè ëîãèñòè÷åñêîì çàñîðåíèè îí âñåãäà ïîëîæèòåëåí (ðèñ. 1, á), à ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå � 4( )M îäèíàêîâî äëÿ îáåèõ ìîäåëåé çàñîðÿþùèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, à èìåííî � 4 0 75( ) ,� � .
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Çàñîðÿþùåå
ðàñïðåäåëåíèå

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé Äèñïåðñèÿ
Êîýôôèöèåíò

ýêñöåññà

Ðàâíîìåðíîå p x
x a a

a
x a a

aR ( )

, ( , ] ,

, ( , ],
�

) �

� �

�

 

*

!
*

�

0

1

2

0 � 2

2

3
,R �

a
�4 1 2, ,R ��

Ëîãèñòè÷åñêîå p x
x

xL
ch

( )
,

( , )
, ( , ),� � �� � �

0 25
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0

2

+

+

+
�

�

+
2

2
1

3
,L �

	




�

�



� �4 1 2, ,L �



Â ñëó÷àå çàñîðÿþùåãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíò

ýêñöåññà � 4( )M ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min ,� 4 03529� � ïðè

M m �06, , ðàâåí íóëþ ïðè M1 02929� , è M 2 17071� , , à â íóëå � 4 0 6( ) � (ñì.

ðèñ. 1, à). Â ñëó÷àå çàñîðÿþùåãî ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôè-

öèåíò ýêñöåññà � 4( )M ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min ,� 4 01818�

ïðè M m �14, , ïàðàìåòðû M1 è M 2 íå ñóùåñòâóþò, à â íóëå � 4 0 18( ) � (ñì.

ðèñ. 1, á).

Íàéäåì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ ÷åãî

êîíêðåòèçèðóåì ïàðàìåòðû ìîäåëüíîãî è çàñîðÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì.

òàáëèöó). Çàäàäèì äèñïåðñèþ ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ�2 0 1, � è ïðèìåì

M M� �1 02929, . Ïðè òàêîì çíà÷åíèè M êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ìîäåëè (3)

� 4 0� , åñëè çàñîðÿþùåå ðàñïðåäåëåíèå — ðàâíîìåðíîå, è � 4 25446� , , åñëè

çàñîðÿþùåå ðàñïðåäåëåíèå — ëîãèñòè÷åñêîå.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7) è ôîðìóëû äëÿ �2, R , �2, L èç òàáëèöû, íà-

õîäèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàñîðÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè M �02929, è

�2 0 1, � : a �3 2, ,+ �0 982, . Ïîäñòàâëÿÿ â (3) çíà÷åíèÿ� 0 1� ,� �02, è ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòåé p xR ( ) ïðè a �3 2, , ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòåé p xNR ( ) çàñîðåííîãî ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè çàñîðåíèè

ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

p x

e x

e

x

NR ( )

,
, , ( , ; , ],

,

,

,

�

� � �
�

�

08

2
00313 3 2 3 2

08

2

0 5

0 5

2

�

�

x x
2

3 2 3 2, ( , ; , ].) �

�

 

*
*

!

*

*

(20)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p xNL( )

çàñîðåííîãî ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè çàñîðåíèè ëîãèñòè÷åñêèì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì p xL( ) ñ ïàðàìåòðîì + �0982, :
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p x e
x

x
NL

ch
( )

, ,

( , )

,
� �

�08

2

00491

0 4908

0 5

2

2

�

, x� �� �( , ). (21)

Íà ðèñ. 2, à è á, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñîîò-

âåòñòâåííî (20) è (21), ãäå øòðèõîâîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåí ãðàôèê íåçàñîðåí-

íîé ìîäåëüíîé ãàóññîâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ äèñïåðñèåé �2 0 1, � :

p x x e x
0

0 51

2

2

( ) ( ) ,
� �

�

�

�

.

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p xNR ( ) è p xNL( ) çàñîðåí-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ìîäåëüíîé ãàóññîâîé ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòåé p x0( ), îñîáåííî ïðè çàñîðåíèè ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì p xR ( ). Ïðè çàñîðÿþùåì ëîãèñòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè êîýôôè-

öèåíò ýêñöåññà ðàñïðåäåëåíèÿ (21) ñîñòàâëÿåò � 4 25446� , è ñóùåñòâåííî

îòëè÷àåòñÿ îò êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p x0( ),

ðàâíîãî íóëþ. Ïðè çàñîðÿþùåì ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ó çàñîðåííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (20) � 4 0� , ò.å. îí ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ýêñöåññà ìî-

äåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè x ) �( , ; , ]3 2 3 2

õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé p xNR ( ) è p x0( ) ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4 íå ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàòèâíûì è äëÿ âûÿâ-

ëåíèÿ çàñîðåííîñòè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êóìóëÿíòíûå êîýôôè-

öèåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð êîýôôèöèåíò � 6 .

Âûâîäû

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé îáùåé ôîðìóëû (6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòà ýêñöåññà � 4 ñèììåòðè÷íûõ çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé
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ìîæíî àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü � 4 îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè — êîýôôè-

öèåíòà çàñîðåíèÿ, îòíîøåíèÿ äèñïåðñèé ñîñòàâëÿþùèõ ìîäåëè è êîýôôè-

öèåíòà ýêñöåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ìîäåëèðîâàòü

è àíàëèçèðîâàòü íåãàóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïèñûâàåìûå ìîäåëüþ

çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé, à èõ èñïîëüçîâàíèå ìîæåò ïîâû-

ñèòü äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçìåðåíèé, îáíàðóæåíèÿ è

êëàññèôèêàöèè.
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A.I. Krasilnikov

ANALYSIS OF THE KURTOSIS COEFFICIENT
OF CONTAMINATED GAUSSIAN DISTRIBUTIONS

A formula for finding the kurtosis coefficient of symmetric contaminated Gaussian distributions
has been obtained. The dependence of the kurtosis coefficient on the parameters of the model of
contaminated distributions has been studied. Examples of contaminating with uniform and logistic
distributions have been considered. The obtained results allow the author to analyze non-Gaussi-
an random variables described by the model of contaminated Gaussian distributions.

K e y w o r d s: contaminated distributions, Tukey-Huber model, mixtures of distributions,
kurtosis coefficient, cumulant analysis.

ÊÐÀÑÈËÜÍÈÊÎÂ Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò, âåä. íàó÷. ñîòð.
Èí-òà òåõíè÷åñêîé òåïëîôèçèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1973 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé
èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ôëóêòóàöèîííûõ ñèãíàëîâ â ñèñòåìàõ øóìî-
âîé äèàãíîñòèêè.
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Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å Ñòåôàíà
äëÿ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ

Ðàññìîòðåí ïðîöåññ äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ, îïèñûâàåìûé íåëèíåéíîé
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé.
Ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà íà
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà, îáåñïå÷èâàþùåé ïåðåìåùåíèå ïîä-
âèæíîé ãðàíèöû ïî çàäàííîìó çàêîíó. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ è
ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê äâóì ðàçíîñòíûì çàäà÷àì.
Ïðåäëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòíûõ çàäà÷.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèôôóçèîííîå ôàçîâîå ïðåâðàùåíèå, ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà ðàçäåëà
ôàç, ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ, ðàçíîñòíûé ìåòîä.

Ðîçãëÿíóòî ïðîöåñ äèôóç³éíîãî ôàçîâîãî ïåðåòâîðåííÿ, îïèñóâàíèé íåë³í³éíîþ ñèñòå-
ìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ç ðóõîìîþ ìåæåþ. Ïîñòàâëåíî
çâîðîòíþ çàäà÷ó ùîäî âèçíà÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ ðîç÷èíåíî¿ ðå÷îâèíè íà çîâí³øí³é ïî-
âåðõí³ ðîçãëÿäóâàíîãî îá’ºìó, ÿêà çàáåçïå÷óº ïåðåì³ùåííÿ ðóõîìî¿ ìåæ³ çà çàäàíèì
çàêîíîì. Çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â âèïðÿìëÿííÿ ôðîíò³â òà ð³çíèöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿ ïîñ-
òàâëåíó çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîõ ð³çíèöåâèõ çàäà÷. Çàïðîïîíîâàíî îá÷èñëþâàëüíèé àëãî-
ðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçêó îòðèìàíèõ ð³çíèöåâèõ çàäà÷.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: äèôóç³éíå ôàçîâå ïåðåòâîðåííÿ, ðóõîìà ìåæà ðîçä³ëåííÿ ôàç, ìåòîä
âèïðÿìëÿííÿ ôðîíò³â, ð³çíèöåâèé ìåòîä.

Èçâåñòíî, ÷òî â òâåðäûõ òåëàõ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ôàçîâûå ïðåâðà-

ùåíèÿ äâóõ òèïîâ: áåçäèôôóçèîííûå, ïðîèñõîäÿùèå áåç èçìåíåíèÿ õèìè-

÷åñêîãî ñîñòàâà è íå ñâÿçàííûå ñ äèôôóçèîííûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì

êîìïîíåíòîâ, è äèôôóçèîííûå, ïðè êîòîðûõ ëèìèòèðóþùèì çâåíîì ïðî-

öåññà ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ïðèìåñè [1—4]. ×àñòî ìîäåëü ïðîöåññîâ äèôôó-

çèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

çàäà÷è Ñòåôàíà ñ îäíîé èëè äâóõôàçíîé çîíîé [1,2]. Ïðè ôîðìóëèðîâàíèè

çàäà÷è Ñòåôàíà ñ äâóõôàçíîé çîíîé ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ñâîäèòñÿ ê äâóì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
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ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, îïèñûâàþùèìè äèôôóçèþ â

ïåðâîé è âî âòîðîé ôàçàõ, è óðàâíåíèþ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà íà ãðàíèöå

ðàçäåëà ôàç. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ðàñò-

âîðåííîãî âåùåñòâà â ôàçàõ è ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, îïðåäå-

ëåíû â îñíîâíîì àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïðè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåí-

òàõ äèôôóçèè, ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Îäíàêî àíàëèç ðåàëüíûõ

ïðîöåññîâ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ ïðîòåêàíèÿ ýòèõ

ïðîöåññîâ ÷àñòî òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíåíèå ðåçóëü-

òàòîâ òàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ íå-

âåðíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåññîâ ôàçîâîãî ïðå-

âðàùåíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò îò çàêîíà ïåðåìåùåíèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû

ðàçäåëà ôàç. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ äâèæå-

íèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç â äèôôóçèîííûõ ôàçîâûõ ïðåâðà-

ùåíèÿõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîáëåìó ðåãóëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàç-

äåëà äâóõ ôàç ïðåäñòàâëÿòü êàê ãðàíè÷íóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî

ïðåâðàùåíèÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿåìûé çàäà÷åé Ñòåôàíà ñ

äâóõôàçíîé çîíîé

�

�

�

�

�

�

c

t t
D c

c

t
1

1 1
1

�
�

�

�

�

	


( ) , ( , ) { ( ), }x t x s t t T� � � � � 
�

� 0 0 , (1)

�

�

�

�

�

�

c

t t
D c

c

t
2

2 2
2

�
�

�

�

�

	


( ) , ( , ) { ( ) , }x t s t x L t T� � � � � 
�

� 0 , (2)

ãäå c x ti ( , ) è D ci i( ), i �1 2, , — êîíöåíòðàöèÿ è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà â ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçå; s t( ) — êîîðäèíàòà ïîä-

âèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t �0ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà â ôàçàõ è ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç èçâåñò-

íû, ò.å. äëÿ ñèñòåìû (1), (2) èìååì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

c xt1 0 1| ( )
�
�� , c xt2 0 2| ( )

�
�� , s ( )0 0� . (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïåðâîé ôàçå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè âî âðåìåíè

íà ãðàíèöå x �0 îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé f t( ), à âî âòîðîé ôàçå êîíöåíò-

ðàöèÿ íà ãðàíèöå x L� èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó� ( )t . Òîãäà íà ôèê-

ñèðîâàííûõ ãðàíèöàõ x �0 è x L� ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

c f tx1 0| ( )
�
� , c tx L2| ( )

�
�� . (4)
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Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç x s t� ( ) êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà

ðàâíà ðàâíîâåñíîé [2],

c c tx s t
r

1 1| ( )( )�
� , c c tx s t

r
2 2| ( )( )�

� , (5)

à çàêîí ïåðåìåùåíèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå óðàâíå-

íèÿ ìàññîâîãî áàëàíñà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç:

( ( ) ( ))
( ) ( )

c t c t
ds

dt
D

c

x
D

c

x
r r

x s t x s t
2 1 1

1
2

2
� � �

� �

�

�

�

�

. (6)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðå-

âðàùåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèé c x t1( , ), c x t2( , ), s t( ), óäîâëåò-

âîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (1), (2), (6) è äîïîëíèòåëüíî çàäàííûì óñëîâèÿì

(3)—(5). Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ïðÿìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå

ïîäâèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, çàêîí ïåðåìåùåíèÿ êîòîðîãî îïðåäå-

ëÿåòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è [5, 6]. Îäíàêî äëÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííûõ

ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò çàäà÷è, êîãäà

ïî çàðàíåå çàäàííîìó çàêîíó äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç èññëåäóþòñÿ

óñëîâèÿ äëÿ ïåðâîé ôàçû íà ãðàíèöå x �0, ïðè êîòîðûõ òàêèå äâèæåíèÿ

âîçìîæíû.

Â ðàìêàõ ìîäåëè (1)—(6) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ ïåðâîé

ôàçû íàéòè òàêîé çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåí-

íîãî âåùåñòâà íà ãðàíèöå x �0, êîòîðûé îáåñïå÷èâàë áû ïåðåìåùåíèå

ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ïî çàäàííîìó çàêîíó. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ïåðåìå-

ùåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç s t( ) ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì è òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëèòü ôóíêöèè f t( ), c x t1( , ), c x t2( , ) èç óðàâíåíèé (1), (2) è äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé (3)—(6).

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ, ïðåîáðà-

çóåì çàäà÷ó (1)—(6). Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y
x s t

L s t
�

�

�

( )

( )
, t t� , è îá-

ëàñòü çàäàíèÿ (2) �� îòîáðàçèì íà îáëàñòü � � � � � { , }0 1 0y t T . Òîãäà

óðàâíåíèå (2) è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàïèøåì

â âèäå

�

�

�

�

�

�

�

�

c

x
d t

y
D c

c

y
u y t

c

y
2

2 2
2 2

�
�

�

�

�

	


�( ) ( ) ( , ) ,

( , ) { , }y t y t T� � � � � � 0 1 0 , (7)

c yt2 0 2| ( )
�
�� , (8)
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c c ty
r

2 0 2| ( )
�
� , (9)

c ty2 1| ( )
�
�� , (10)

ãäå

d t
L s t

( )
( ( ))

�

�

1
2
, u y t

y

L s t

ds

dt
( , )

( )
�

�

�

1
.

Aíàëîãè÷íî çàìåíó ïåðåìåííûõ y x s t� / ( ), t t� , îòîáðàæàåò îáëàñòü

çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ (1) �� íà îáëàñòü �. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1) è

ñîîòâåòñòâóþùèå åìó äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàïèøåì â âèäå

�

�

�

�

�

�

�

�

c

t
r t

y
D c

c

y
q y t

c

y
1

1 1
1 1

�
�

�

�

�

	


�( ) ( ) ( , ) ,

( , ) { , }y t y t T� � � � � � 0 1 0 , (11)

c yt1 0 1| ( )
�
�� , (12)

c f ty1 0| ( )
�
� , (13)

D c
c

y
w t t D c

c

yy y
1 1

1

1

2 2
2

0

( ) ( ) ( ) ( )
�

�

�

�

�
� �

� � , (14)

c c ty
r

1 1 1| ( )
�
� , (15)

ãäå

r t
s t

( )
( )

�

1
2

; q y t
y

s t

ds

dt
( , )

( )
� ;

w t s t c t c t
ds

dt
r r( ) ( ) ( ( ) ( ))� �2 1 ; � ( )

( )

( )
t

s t

L s t
�

�

.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âûïðÿìëåíèÿ ôðîí-

òîâ çàäà÷à (1)—(6) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå çàäà÷è. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç íèõ

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè � ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè-

öàìè. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè s t( ), d t( ), u y t( , ), c y2
0( ), c tr

2 ( ), � ( )t ÿâëÿþòñÿ

çàäàííûìè, çàäà÷à (7)—(10) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïðÿìûõ çàäà÷. Ðåøèâ

ïðÿìóþ çàäà÷ó (7)—(10), ìîæíî îïðåäåëèòü c y t2( , ).

Â çàäà÷å (11)—(15) èçâåñòíû ôóíêöèè r t( ), q y t( , ), � ( )t , w t( ), à òàêæå

c y t2( , ) èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (7)—(10). Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèè c y t1( , ) è f t( ). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (11)—(15) îòíîñèòñÿ ê êëàññó

ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ [7, 8].
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Íåêîòîðûå âîïðîñû êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâîê è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèé ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [9, 10].

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì

óñòîé÷èâîñòè ê ïîãðåøíîñòÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Èìåííî ñ ýòîé îñîáåí-

íîñòüþ ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñâÿçàíû îñíîâíûå òðóäíîñòè ïîñòðîå-

íèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè

Òèõîíîâà, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ê

çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà ñ äîïîëíèòåëüíûì ñòàáèëèçè-

ðóþùèì ñëàãàåìûì [7—10].

Îäíàêî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìå-

òîäîì ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé,

ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåäóðîé ïîèñêà íóæíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçà-

öèè. Êðîìå òîãî, ïðè ïðèìåíåíèè ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè îáðàòíàÿ

çàäà÷à ðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ÷òî ïðèâîäèò

ê ïîòåðå îïåðàòèâíîñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ

ýòèì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñ÷èòàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïðèìåíåíèå

ìåòîäîâ ñàìîðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííûõ íà ñâîéñòâàõ âÿçêîñòè âû÷èñëè-

òåëüíûõ àëãîðèòìîâ [7, 8]. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñàìîðåãóëÿðèçàöèè îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíî â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ãðàíè÷íîé îáðàòíîé çàäà÷è (11)—(15) èñ-

ïîëüçóåì ìåòîä ñàìîðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííûé íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè øàã äèñê-

ðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (7)—

(10). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó â îáëàñòè �:

� �
�h i j i jy t y ih t j i n j� � � � �{( , ) : , , , , , ..., , , , , ...0 1 2 0 1 2 , }m .

Äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (7)—(10) íà ñåòêå�
�h çàïèøåì â âèäå

c c
d

h
D

c c

h
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j
i
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j i
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i

j
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2 1

2 1 2
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1
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i
j i

j
i
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h�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� �
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u
c c

hi
j i

j
i

j
1 2 1

1

2

1

, ,
, i n� �1 1, , j m� �0 1, , (16)

c i i2
0

2, ,� � , i n�0, ,

c cj r j
2 0

1

2

1

,

,� �

� ,

c n
j j

2

1 1

,

� �

�� ,
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ãäå c c y ti
j
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1
2 1,
( , )�

�
� ; D D c y ti

j
i j2 1 2 2 2 1 2, , /( ( , ))
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� ; u u y ti

j
i j

�

�
�

1
1( , ); �

2, i �

�� ( )y i ; c c tr j r
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2 1

, ( )�

�
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j
jt�
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�

1
1( ); d d tj

j
�

�
�

1
1( ); h n�1/ — øàã ïî ïå-

ðåìåííîé y; � �T m/ — øàã ïî ïåðåìåííîé t.
Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à (16) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè j,

j m� �0 1, , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, â êîòîðîé íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ

ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè c y t2( , ) â óçëàõ ðàçíîñòíîé

ñåòêè, ò.å. c i
j

2

1

,

� , i n�0, , j m� �1 1, . Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü àëãîðèòì Òîìàñà (ìåòîä ïðîãîíêè) [8].

Íàéäÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)—(10), ìîæíî ïåðåéòè ê ÷èñëåí-

íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (11)—(15). Äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (11)—(15) íà

ñåòêå�
�h çàïèøåì â âèäå
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Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåì ê âèäó

a c p c b ci i
j

i i
j

i i
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�

�
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c i i1
0
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17)—(21) èñïîëüçóåì âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì,

ïðåäëîæåííûé â [11]. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè j, j m� �0 1, ,

ðåøåíèå çàäà÷è (17)—(21) ïðåäñòàâèì â âèäå

c ci
j

i i
j

i1 1

1
1 1

1
1, ,�

�

�

�

�
� �" # , i n� �0 1 2 1, , , ..., , (22)

ãäå " i�1, #i�1 — íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Çàïèøåì àíàëîãè÷íîå âûðà-

æåíèå äëÿ c i
j

1

1

,

� : c ci
j

i i
j

i1

1

1 1

1

, ,

�

�

�

�� " # . Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ c i
j

1

1

,

� , c i
j

1 1

1

, �

� â

óðàâíåíèå (17), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ " i , #i :

" "i i i i ia c b� �
�

/ ( )1 , #
# �

"

i
i i i

j

i i i

b

c b
�

�

�

�

�

�

( )

( )

1
1

1

, i N N� � �1 2 1, , ..., ,

"  
�

n
j

�
1, # !

�

n
j

�
1.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ " i , #i äëÿ âñåõ i n�1, ìîæíî îïðåäå-

ëèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó c n
j

1

1

,

� è c j
1 0

1

,

� â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèå

(22) çàïèøåì ïðè i n� �1:

c cn
j

n n
j

n1

1

1 1

1

, ,

�

�

�

� �" # . (23)

Ïîäñòàâèâ â (23) âûðàæåíèå c cn
j

n n
j

n1 1

1
1 1 2

1
1, ,�

�

� �

�

�
� �" # , ïîëó÷èì

c cn
j

n n n
j

n n n1

1
1 1 2

1
1, ,

�

� �

�

�
� � �" " " # # . (24)
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Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â (24) âûðàæåíèÿ äëÿ c n
j

1 2

1

, �

� , c n
j

1 3

1

, �

� , ..., c j
1 1

1

,

� , ïîëó÷àåì

ôîðìóëó, â êîòîðîé c n
j

1

1

,

� âûðàæåíî ÷åðåç c j
1 0

1

,

� :
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j j

i

n

i
i

n

i
k i

n

k n1

1

1 0

1

1 1

1

1
, ,

� �

�

�

�

� � �$ % $

� �

" # " # .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (19), (21) íàõîäèì

f

c
j

r j

i

n

i
k i

n

k n

i

n

i

�

�

�

�

�
�

� �% $

$

1
1

1

1

1

1

1

,
# " #

"

�

�

.
(25)

Îïðåäåëèâ f j�1 ïî ôîðìóëå (25), ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè c j
1 1

1

,

� ,

c cj
n

j
1 2

1

1 1

1

, ,
, ...,�

�

� , ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (22). Ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé

âðåìåííîé ñëîé îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿåòñÿ.
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t, c f t f
~
f ïðè � = 1 ñ

1 0,782 0,782 0,782

2 0,449 0,449 0,450

3 0,544 0,544 0,587

4 0,798 0,798 0,808

5 0,491 0,491 0,505

6 0,493 0,493 0,528

7 0,798 0,798 0,813

8 0,542 0,542 0,550

9 0,450 0,450 0,474

10 0,783 0,783 0,809

11 0,598 0,598 0,591

12 0,419 0,419 0,472

13 0,753 0,753 0,722

14 0,654 0,654 0,716

15 0,402 0,402 0,446

16 0,710 0,710 0,725

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà



Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íà êàæäîì

âðåìåííîì ñëîå ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðà-

öèè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà âî âòîðîé ôàçå, êîíöåíòðàöèþ íà ãðàíèöå

x �0 è ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè â ïåðâîé ôàçå.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè

ïðåäëîæåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ñõåìà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñ-

òîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé f t( ), s t( ) ïîñëåäîâàòåëüíî

ðåøàþòñÿ ïðÿìûå çàäà÷è (7)—(10) è (11)—(14). Íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü

c t c tr
1 1

1( ) ( , )� ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå òî÷íûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî âîññòàíîâëåíèþ f t( ).

Ïåðâàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåâîçìóùåííûõ

äàííûõ, âòîðàÿ — ïðîâåäåíà ïðè íàëîæåíèè íà c tr
1 ( ) íåêîòîðîé ôóíêöèè,

ìîäåëèðóþùåé ïîãðåøíîñòü âõîäíûõ äàííûõ: ~ ( )c tr
1 � �c t tr

1 ( ) ( )&' , ãäå

' ( )t — ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ìîäåëèðóåìûé ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ

÷èñåë, &— óðîâåíü ïîãðåøíîñòè. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü íà ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé ðàçíîñòíîé ñåòêå ñ øàãîì h �002, , � �05, , � �1ñ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ s t vt( ) � 2, D c1 1( ) �

� �D g c0 1 11( ), D c D g c2 2 0 2 21( ) ( )� � , f t( ) = 0,6 + 0,2sin 2t, L = 0,6 ì, g1 001� , ,

g 2 002� , , v �0002, , D0
25 10� (
� ì2/ñ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåâîçìóùåííûõ è

âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå, ãäå t — âðåìÿ,

f t — òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f t( ), f — âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ f t( )

ïðè íåâîçìóùåííûõ äàííûõ,
~
f — âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ f t( ) ïðè âîç-

ìóùåííûõ äàííûõ. Äëÿ âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàí óðî-

âåíü ïîãðåøíîñòè & �0 5, .

Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè íåâîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f t( ) âîñ-

ñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íî ïðè âñåõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ ïî âðåìåíè (ñì. òàáë.

ñòîëáöû 2, 3). Ïðè èñïîëüçîâàíèè âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ f t( ) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ îïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòüþ. Îäíàêî

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè áîëüøèõ øàãàõ âî âðåìåíè (� �1), ñâèäå-

òåëüñòâóþò î òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå âðåìåííîãî øàãà îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷è-

âîñòü àëãîðèòìà êàê ê ïîãðåøíîñòÿì âõîäíûõ äàííûõ, òàê è ê âû÷èñëè-

òåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì.

Âûâîäû

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëî-

æåííûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè èçó÷åíèè äèô-

ôóçèîííûõ ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé â òâåðäûõ òåëàõ.
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Kh.M. Gamzaev

ABOUT ONE STEFAN INVERSE PROBLEM
FOR PHASE TRANSFORMATIONS IN SOLIDS

The diffusion phase transformation process described by a nonlinear system of partial differential
equations with a moving boundary has been considered. The inverse problem is formulated to de-
termine the solute concentration on the external surface of the volume under consideration, which
ensures the moving boundary displacement according to a given law. Applying the methods of
fronts rectification and difference approximation, the problem posed is reduced to two difference
problems. A computational algorithm is proposed for solving the obtained difference problems.

K e y w o r d s: diffusion phase transformation, moving phase boundary, forward rectification
method, boundary inverse problem, difference method.

ÃÀÌÇÀÅÂ Õàíëàð Ìåõâàëè îãëû, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû «Îáùàÿ è ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà» Àçåðáàéäæàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà íåôòè è ïðîìûøëåííîñ-
òè, êîòîðûé îêîí÷èë 1976 ã. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-
âàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà, ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å Ñòåôàíà äëÿ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 41





ÓÄÊ 621.391:519.216

Þ.Í. Ìèíàåâ, ä-ð òåõí. íàóê, Í.Í. Ãóçèé, êàíä. òåõí. íàóê
Íàöèîíàëüíûé àâèàöèîííûé óíèâåðñèòåò
(Óêðàèíà, 03057, Êèåâ, ïð-êò êîñìîíàâòà Êîìàðîâà, 1,
òåë. (044) 2495454, e-mail: min_14@ukr.net),
Î.Þ. Ôèëèìîíîâà, êàíä. òåõí. íàóê, Þ.È. Ìèíàåâà, êàíä. òåõí. íàóê
Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû
(Óêðàèíà, 03037, Êèåâ, Âîçäóõîôëîòñêèé ïð-êò, 31,
òåë. (044) 2486427, 2425462, e-mail: filimonova@nm.ru; jumin@big-mir.net)

Àíàëèç ñàìîïîäîáèÿ ìíîãîìåðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ

Ïðåäëîæåíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà äëÿ îäíîìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî
âðåìåííûõ ðÿäîâ (ÂÐ) íà îñíîâå ãëàâíûõ äèàãîíàëåé òåíçîðíûõ ìîäåëåé ÂÐ. Ïîêàçàíî,
÷òî ñëîæíîñòü ïðîáëåìû îáóñëîâëèâàåò ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ òåîðèé, â ÷àñòíîñòè òåíçîðíûé è ìíîãîìåðíûé ìàòðè÷íûé àíàëèç. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: òåíçîð, ìíîãîìåðíûé âðåìåííîé ðÿä, èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç
äàííûõ, 3D ìàòðèöà, ìàòðè÷íàÿ ðàçâåðòêà, ñàìîïîäîáèå, ïàðàìåòð Õåðñòà.

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ïîêàçíèêà Õåðñòà äëÿ îäíîâèì³ðíîãî òà áàãàòîâèì³ð-
íîãî ÷àñîâèõ ðÿä³â (×Ð) íà îñíîâ³ ãîëîâíèõ ä³àãîíàëåé òåíçîðíèõ ìîäåëåé ×Ð. Ïîêàçàíî,
ùî ñêëàäí³ñòü ïðîáëåìè çóìîâëþº çàñòîñóâàííÿ äåê³ëüêîõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, çîêðå-
ìà òåíçîðíèé ³ áàãàòîâèì³ðíèé ìàòðè÷íèé àíàë³ç. Íàâåäåíî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çà-
ïðîïîíîâàíèõ ìåòîä³â.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: òåíçîð, áàãàòîâèì³ðíèé ÷àñîâèé ðÿä, ³íòåëåêòóàëüíèé àíàë³ç äàíèõ,
3D ìàòðèöÿ, ìàòðè÷íà ðîçâåðòêà, ñàìîïîä³áí³ñòü, ïàðàìåòð Õåðñòà.

Ñðåäè âñåõ âðåìåííûõ ðÿäîâ (ÂÐ) [1] ìíîãîìåðíûå (ìíîãîêîìïîíåíòíûå,
ò.å. êîìïîíåíòû íå ñâÿçàíû óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè) âðåìåííûå ðÿäû
(ÌÂÐ) íàèìåíåå èçó÷åíû. Îäíàêî ïîÿâëåíèå íîâûõ çàäà÷ çàñòàâëÿåò îáðà-
ùàòüñÿ ê ïîèñêó íîâûõ ìåòîäîâ è ìîäåëåé äëÿ èõ ðåøåíèÿ. Àíàëèç ÌÂÐ
èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé, êîòîðûå îòëè÷àþò åãî îò àíàëèçà ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îñíîâíûå èç íèõ ñëåäóþùèå:

ìíîãîìåðíûé è ìíîãîêîìïîíåíòíûé ÂÐ èìåþò îïðåäåëåííûå îòëè÷èÿ,
òàê êàê ïîíÿòèå ìåðíîñòè ïðåäïîëàãàåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ êîìïîíåíò, ïðè
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ýòîì ìíîãîêîìïîíåíòíîñòü òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ò.å. ìî-
æåò áûòü íåîðòîãîíàëüíûé áàçèñ (â ÷àñòíîñòè, êîñîóãîëüíûé);

ìíîãîìåðíûå ÂÐ îòíîñÿòñÿ ê îáúåêòàì, èìåþùèì ñâåðõáîëüøèå

îáúåìû, ÷òî îáóñëîâëèâàåò ïðèìåíåíèå òåíçîðíûõ äåêîìïîçèöèé, êîòî-

ðûå íå òîëüêî àïïðîêñèìèðóþòñÿ òåíçîðàìè íèçêèõ ïîðÿäêîâ (ñîêðàùå-

íèå ðàçìåðíîñòè), íî è ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè ñêðûòûõ çíàíèé.

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ [2] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âûñîêîïîðÿäêîâûå òåíçî-

ðû (ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþò ìóëüòèìåðíûå ìàññèâû) ïîçâîëÿþò ðåàëèçî-

âàòü ôóíäàìåíòàëüíûé ñäâèã ïàðàäèãìû èññëåäîâàíèÿ ê ìîäåëÿì, ïî ñó-

ùåñòâó ïîëèíîìèàëüíûì, ÷üÿ èñêëþ÷èòåëüíîñòü, â îòëè÷èå îò ìàòðè÷íûõ

ìåòîäîâ, ãàðàíòèðîâàíà åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè.

Îáùàÿ òåíäåíöèÿ èññëåäîâàòåëåé ìíîãîìåðíûõ âûñîêîîáúåìíûõ, íå-

ðåäêî âåñüìà çàøóìëåííûõ, äàííûõ òàêàÿ: îò ìàòðèöû ê òåíçîðàì. Ðàííèå

ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà äàííûõ îñíîâàíû íà ïåðåôîðìàòèðîâàíèè

òåíçîðà äàííûõ (ìíîãîìåðíîãî ìàññèâà) â ìàòðèöó è èñïîëüçîâàíèè ìå-

òîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ êëàññè÷åñêîãî 2D àíàëèçà. Òàêîé «âûðàâíèâàþ-

ùèé» ïîäõîä ê äàííûì è æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ, ïðèñóùèå 2D àíàëèçó, íå

âñåãäà óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì àíàëèçà ìóëüòèìåðíûõ ñâåðõáîëüøèõ

äàííûõ, îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, îñîáåííî

äëÿ òåõ, ãäå òðåáóåòñÿ êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà, âïîëíå ïðèìåíèìû. Â ðàáîòå

[2] ïîêàçàíî, ÷òî òåíçîðíûå äåêîìïîçèöèè — ýòî íå òîëüêî è íå ñòîëüêî

òî÷íûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïðèëî-

æåíèÿìè — ìóëüòèëèíåéíàÿ àëãåáðà çíà÷èòåëüíî áîëåå áîãàòà ñòðóêòóð-

íî, ÷åì ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Ñîâðåìåííûå íîòàöèè è ñîãëàøåíèÿ îñíîâàíû íà òîì, ÷òî òåíçîð ïî-

ðÿäêà N îáîçíà÷àåòñÿ A�
� � �

�
l l lN1 2 ...

, à äàííûå — ai i iN1 2, , ..., .Òîãäà âåêòîð

N �1 ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà, à N M� — ìàòðèöåé-òåíçîðîì

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîäòåíçîðû — ÷àñòè èñõîäíîãî òåíçîðà ñîçäàíû ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òîëüêî ôèêñèðîâàííîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ. Âåêòîð-

çíà÷íûå ïîäòåíçîðû íàçûâàþòñÿ âîëîêíàìè è îïðåäåëÿþòñÿ ôèêñèðîâà-

íèåì èíäåêñîâ ïî îäíîìó, à ìàòðè÷íî-çíà÷íûå ïîäòåíçîðû íàçûâàþòñÿ

êóñêàìè (ñëàéñàìè) è îïðåäåëÿþòñÿ ôèêñèðîâàíèåì ïî äâà. Ïðè îáðà-

áîòêå òåíçîðà ÷àñòî òðåáóåòñÿ èõ ïåðåôîðìàòèðîâàíèå (âîññòàíîâëåíèå

ôîðìû). Âîññòàíîâëåíèå òåíçîðà â ìàòðèöó íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñ-

êðûòèåì. Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåíû îñíîâíûå è âñïîìîãàòåëüíûå íîòàöèè,

êàñàþùèåñÿ òåíçîðîâ è îïåðàöèé íàä íèìè. Êëàññèê òåíçîðíîãî àíàëèçà

Ã. Êðîí óòâåðæäàåò, ÷òî ìåæäó òåíçîðîì è ìàòðèöåé òàêàÿ æå ðàçíèöà, êàê

ìåæäó ëèíèåé è åå ïðîåêöèé: ëèíèÿ îäíà, íî ïðîåêöèé ëèíèè ìíîãî.

Ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ìàòðèöû (ÌÏÌ), íàèáîëåå ïîëíîå

îïèñàíèå êîòîðûõ ïîÿâèëîñü â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå åùå â 60-å ãîäû
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19-ãî ñòîëåòèÿ, çàëîæèëè îñíîâó ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà äàííûõ. Â ðàáîòå

[3] äàíî îïðåäåëåíèå ñå÷åíèÿ îðèåíòàöèè i êàê ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì èíäåêñà. Âñå n ñå÷åíèé îðèåíòàöèè

i â ìàòðèöå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè äâóìåðíûìè

ìàòðèöàìè n-ãî ïîðÿäêà (ðèñ. 1).

Ïðèìåíåíèå ìíîãîìåðíûõ ìàòðèö (ÌÌ) äëÿ àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ

äàííûõ ðàññìîòðåíî â ðàáîòàõ [4, 5]. Òàê, â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî òåí-

çîðû â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ÌÌ èëè, íàîáîðîò,

íåêîòîðûå îïåðàöèè äåêàðòîâà è îáùåãî òåíçîðîâ ïðîèçâåäåíèé ìîãóò

áûòü âûïîëíåíû êàê ìíîãîìåðíûå ìàòðè÷íûå îïåðàöèè. Òåì íå ìåíåå,

ìíîãèå àñïåêòû ìíîãîìåðíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìàòðèöû è òåíçîðíîãî

àíàëèçà íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîçàìåíÿåìûìè.

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé, îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëèç ÌÂÐ íàïðàâëåí íà

ðåøåíèå ïðîáëåìû ìíîãîìåðíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ äàííûõ [6], ÌÌ [3] è ïîèñêà ñêðûòûõ çíàíèé íà îñíîâå ìåòîäîâ

èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ (ÈÀÄ), ðåàëèçóåìûõ, â ÷àñòíîñòè, ñ

ïðèìåíåíèåì òåíçîðíûõ äåêîìïîçèöèé [7, 8]. Â ðàáîòàõ [9, 10] ðàññìîò-

ðåíî èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ äëÿ àíàëèçà ÌÂÐ.

Â ðàáîòàõ [11, 12] òåíçîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñóïåðìàòðèöà â îïðåäå-

ëåííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå. Äîïóñòèì, çàäàí îäíîìåðíûé ÂÐ X ( )t �

�{ ( )}x ti , i N�1, , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ôðàãìåíòîâ { ( )}( )
X j

t
it , i I�1, ,

j f�1, . Êàæäûé ôðàãìåíò ñîñòîèò èç îêîí x ti( ), i I x�1, (ñì. ðèñ. 1). Ñ ïî-

ìîùüþ ïðîöåäóðû ìàòðèöèçàöèè îêíî ÂÐ ïðåäñòàâëåíî â âèäå òåíçîðà

âòîðîãî ïîðÿäêà (ìàòðèöåé) m n� , ò.å. x t T x t m ni x i( ) ( ), ,� � reshape ( ),

m n I x� � . Â îáùåì ñëó÷àå m n� , îäíàêî m = n ïðåäïî÷òèòåëüíî ñ òî÷êè

çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî âõîäíûõ

äàííûõ — âåêòîðû X x xn�{ , ..., }1 , êîòîðûå ìîãóò áûòü òàêæå 2D òåí-

Àíàëèç ñàìîïîäîáèÿ ìíîãîìåðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ íà îñíîâå ìåòîäîâ
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Ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîíÿòèÿ «ñå÷åíèå îðèåíòàöèè» [3]



çîðàìè X ( ) { } ,t X ij i j
mn

�
� �1 1, â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû 3D

ìàòðèöåé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû reshape().

Â [11] ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå êîíöåïöèè îáîáùåíííûõ ÌÌ è îáîá-

ùåííûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé, ãäå ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîé, èìåþùåé îäíî èëè äâà èçìåðåíèÿ (ñòðîêè è ñòîëáöû).

Íîòàöèè è îñíîâíûå îïåðàöèè â ÌÌ. Îáîçíà÷èì À d-ìåðíóþ ìàò-

ðèöó, ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðîé ðàâíî mk , k = 1, 2, ..., d. Òîãäà ÌÌ À èìååò

ïîðÿäîê m m md1 2� � �... . Ïóñòü a a ai i id1 2
, , ..., — { , , ..., }i i id1 2 -é ýëåìåíò

d-ìåðíîé ìàòðèöû À. Äëÿ ïðîñòîòû îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ äîïóñòèì, ÷òî

ìàòðèöà À ïîðÿäêà m m m1 2 3� � — ýòî ìàññèâ m m m1 2 3� � ñêàëÿðîâ, ðàç-

ìåùåííûõ â m1 ñòîëáöîâ, m2 ñòðîê è m3 ñëîåâ. Òàêèì îáðàçîì, 3D ìàòðèöà

ðàçìåðíîñòè m m m1 2 3� � ñîñòîèò èç 2D ìàòðèö ðàçìåðíîñòè m m1 2� , ðàçìå-

ùåííûõ â ìàññèâå ðàçìåðíîñòüþ m3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó À ìîæíî

ïðåäcòàâëÿòü, èñïîëüçóÿ íîòàöèþ Ìàòëàá, â ôîðìå ìàññèâà ìàòðèö A (:, :, i3)
ðàçìåðíîñòüþ m m1 2� è ýëåìåíòîâ A (:, :, i3) â ñëåäóþùåì âèäå:

A (:,:, )i

a a a

a a a

a

i i m i

i i m i

m

3

11 12 1

21 22 2

3 3 2 3

3 3 2 3
�

�

�

� � � �

1 3 1 3 1 2 31 2i m i m m ia a�

	




�

�

�

�

�



�

�

�

�

, i m3 31 2� , , ..., .

Áàçîâûå îïåðàöèè íà ÌÌ â ñîâðåìåííîé íîòàöèè íàèáîëåå ïîëíî èç-

ëîæåíû â ðàáîòàõ [3, 4, 11].

Òåíçîð-ìíîãîìåðíûé ìàññèâ. Â ðàáîòå [12] èñïîëüçîâàíà îáùåïðè-

íÿòàÿ â òåíçîðíîì àíàëèçå íîòàöèÿ, ãäå òåíçîð p-ãî ïîðÿäêà ñ èíäåêñàìè p
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ìíîãîìåðíûé ìàññèâ äàíûõ [13—15] è çàïè-

ñàí â âèäå A � �
� �

( ), ,ai i i
n n n

1 1 3

1 2 3� , ìàòðèöà ñ÷èòàåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ïî-

ðÿäêà, à âåêòîð — òåíçîðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òåíçîð òðåòüåãî ïîðÿäêà ìî-

æåò áûòü èçîáðàæåí êàê «êóá» äàííûõ. Îðèåíòàöèÿ òåíçîðà âûñøåãî ïî-

ðÿäêà íå óíèêàëüíà, îäíàêî îíà óäîáíà, ÷òîáû ññûëàòüñÿ íà «ñëàéñ»-òåí-

çîð êàê íà òåíçîð, ñôîðìèðîâàííûé ïîñðåäñòâîì ñîõðàíåíèÿ ïîñëåäíåé

èíäåêñíîé êîíñòàíòû. Íàïðèìåð, åñëè A � ( ), ,ai i i1 2 3
— òåíçîð òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà, k-é ñëàéñ â íîòàöèè Ìàòëàá èìååò âèä A (:, :, k) ( ðèñ. 2) [13—16].

Âûñîêîïîðÿäêîâàÿ ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ (HOSVD) òåíçîðà

A�
� �

�
n nd1 ... âêëþ÷àåò îáðàáîòêó ìàòðèöû ïðîöåäóðîé SVD íà óðîâíå

ñâîèõ ìîäàëüíûõ ðàñêðûòèé A (1), ..., A (d). Ðåçóëüòàò — ïðåäñòàâëåíèå A â

âèäå ñóììû rank�1 òåíçîðîâ. 3D ìàññèâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí âûðåçêàìè

(ñëàéñàìè), êàæäûé ñëàéñ — ìàòðèöà (2D ìàññèâ), êàæäàÿ ìàòðèöà — ìíî-

æåñòâî äàííûõ.
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Îáîáùåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîé äèàãîíàëè (ñëåäà)
ôðàãìåíòà ÌÂÐ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèàãîíàëè 3D òåíçîðà, ìîäåëèðóþ-
ùåãî ÌÂÐ èñïîëüçóåì äâà ïîäõîäà: ïîêîìïîíåíòíóþ ïðîöåäóðó è ó÷åò
âñåõ êîìïîíåíò ÌÂÐ:

1. Ïðåäñòàâëåíèå îòäåëüíîé êîìïîíåíòû îêíà ÌÂÐ â âèäå 2D òåíçî-

ðà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ôðîíòàëüíûé ñëàéñ — x (:, :, j), j = 1, J; ôîðìè-

ðîâàíèå 3D òåíçîðà îêíà� ( ) { (:,:, | ... | (:,:, ), , }f x x J f F� �1 1 , F — ÷èñëî òåí-

çîð-îêîí ôðàãìåíòà ÌÂÐ; âû÷èñëåíèå äèàãîíàëè òåíçîð-îêíà (� ( )f ).

2. Íà îñíîâàíèè òàáëèöû èçìåðåíèé êîìïîíåíò ÌÂÐ ïðè ïîìîùè

îïåðàòîðà reshape èçíà÷àëüíî ôîðìèðóåòñÿ 3D òåíçîð îêíà� ( )f = { x (:, :,

1|…| x (:, :, J), f = 1, F} è âûïîëíÿåòñÿ ïîâòîðåíèå ïîäõîäà 1:

reshape ( , , ) ( ( : )| ( : )| ... | (( ) :b m n b m b m m b n m mn� � � �1 1 2 1 1 )) .

Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ äèàãîíàëè (ñëåäà) îäíîìåðíîãî ÂÐ.

I ñ ï î ñ î á (á à ç î â û é). Äèàãîíàëü (ñëåä) ÌÂÐ âû÷èñëÿåòñÿ íà

îñíîâàíèè äèàãîíàëè (ñëåäà) îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ÌÂÐ. Îäíîìåðíûé

(îäíîêîìïîíåíòíûé) ÂÐ X
( ) { ( )}t

ix t� , i N�1, çàäàí â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè åãî ôðàãìåíòîâ { ( )}( )X tj
t

i , i I�1, , j f�1, , ãäå j — íîìåð ôðàãìåíòà;

êàæäûé ôðàãìåíò ñîñòîèò èç îêîí x ti( ), i I x�1, (ðèñ. 3).
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Ðèñ. 2. Ìàòðèöèçàöèÿ òåíçîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà â ìàòðèöó èç òðåõ èçìåðåíèé: A1�
� �

�
n m p( ) ,

A2�
� �

�
p n m( ) , A3�

� �

�
m p n( ) — ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé ñïîñîáû ìàòðèöèçàöèè òåí-

çîðà A [12]



À ë ã î ð è ò ì 1.

1. Âûáèðàåì ðàçìåð îêíà x ti( ) ÂÐ. Çäåñü i — ïîðÿäêîâûé íîìåð ýëå-

ìåíòà ÂÐ â îêíå, i I x�1, , ãäå I x — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ÂÐ â îêíå, I x = m � n; â

îáùåì ñëó÷àå m � n, äëÿ ïðîçðà÷íîñòè ïðåäïî÷òåíèå îòäàåì m = n.

2. Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ìàòðèöèçàöèè îêíî ÂÐ ïðåîáðàçóåì â 2D òåí-

çîð (ìàòðèöà m n� ), ò.å. x ti( ) = [x t( )1 , …, x tI x
( )]�Tx = reshape (x ti( ), m, n).

3. Ôîðìèðóåì ôðàãìåíò ÂÐ, ñîñòîÿùèé èç f îêîí: { ( )}( )X tj
t

i , i I�1, ,

j f�1, .

4. Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî òåíçîð-îêîí ôðàãìåíòà: �X = {(1)Tx,
(2)Tx, ...

..., (f)Tx}.
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Ðèñ. 3. Ïðåäñòàâëåíèå ôðàãìåíòà ÂÐ

Ðèñ. 4. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ñëåäà (äèàãîíàëè) ÂÐ äëÿ îò-
äåëüíîãî ôðàãìåíòà è ãðóïïû ôðàãìåíòîâ



5. Åñëè (j)Tx � �X, — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (m m� ), òî âû÷èñëÿåì äèàãî-

íàëü (j)Tx : z(j) = diag ((j)Tx )/m.

II ñ ï î ñ î á. Òåíçîð-îêíà ðàñïîëîæåíû â ïðîñòðàíñòâå, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ. 3 è 4.

Ðàññìàòðèâàåì òåíçîð-îêíà, ïîñòðîåííûå äëÿ m � n ýëåìåíòîâ ÂÐ, ïðè

ýòîì êàæäîå èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôðîíòàëüíûé ñëàéñ, ò.å. (1)Tx = �X

(:, :, 1), (2)Tx = �X (:, :, 2), ..., (f)Tx, = �X (:, :, f). Åñëè ÷èñëî òåíçîð-îêîí ðàâíî

òðåì, òî òåíçîð-ôðàãìåíò èìååò âèä �X = ��X (:, :, 1) | �X (:, :, 2) | �X (:, :, 3)�

(ñì. ðèñ. 3, 4).

À ë ã î ð è ò ì 2.

1. Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî òåíçîð-ôðàãìåíòîâ: �X ={(1)
�X�

(2)
�X , …

..., (F)
�X}.

2. Ïî ïðàâèëàì âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ÌÌ âû÷èñëÿåòñÿ äèàãîíàëü 3D
ìàòðèöû (j)

�X : z(j )= diag((1)
�X).

Â àëãîðèòìå 2 èñïîëüçóþòñÿ òåíçîð-îêíà, ïîñòðîåííûå äëÿ m�n ýëå-

ìåíòîâ ÂÐ. Êàæäîå òåíçîð-îêíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôðîíòàëüíûé ñëàéñ,

ò.å. (1)Tx = �X (:, :, 1), (2)Tx = �X (:, :, 2), … , (f)Tx = �X (:, :, f). Åñëè, íàïðèìåð,

÷èñëî òåíçîð-îêîí ðàâíî òðåì, òî òåíçîð-ôðàãìåíò èìååò âèä �X = ��X (:,

:, 1) |�X (:, :, 2) | �X (:, :, 3)� (ðèñ. 5).

Ìíîãîìåðíûé ÂÐ, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òàáëèöû. Ñòè-

ëèçîâàííîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ÂÐ,

çàäàííîãî òàáëè÷íî, ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.

À ë ã î ð è ò ì 3.

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîêîìïîíåíòíîãî àíàëèçà ÂÐ è èí-

òåãðàëüíîãî ó÷åòà âñåõ êîìïîíåíò.

2. Ôîðìèðîâàíèå òåíçîð-îêîí. Â ñëó÷àå ÌÂÐ — ýòî 3D ìàòðèöû.

Êàæäàÿ 3D ìàòðèöà â ñîîòâåòñòâèè ñ [3, 6] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå cèñòåìû

2D ìàòðèö, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàí-

òîâ 2D ìàòðèö, ìîäåëèðóþùèõ èñõîäíûå 3D ìàòðèöû òåíçîð-îêîí ÂÐ.

3. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ 2D ìàòðèö, ìîäåëèðóþùèõ èñõîäíûå 3D
ìàòðèöû òåíçîð-îêîí [ 3, 13]. Ïîñòðîåíèå äèàãîíàëè, âû÷èñëåíèå ñëåäà.

Âû÷èñëåíèå ñëåäà (äèàãîíàëè) ÌÂÐ ìîæíî âûïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ñôîðìèðîâàòü òåíçîð-îêíà äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ÌÂÐ, èç îäíî-

èìåííûõ òåíçîð-îêîí êîìïîíåíò, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôðîíòàëüíûå ñëàé-

ñû, ñôîðìèðîâàòü 3D òåíçîð. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîé ñîâîêóïíîñòè 3D
òåíçîðîâ, îáðàçóþùèõ ôðàãìåíò, âû÷èñëèòü ñëåäû 3D òåíçîðîâ, ìîäåëè-

ðóþùèõ îäíîèìåííûå ìíîãîìåðíûå òåíçîð-îêíà;
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2) òàáëèöó ÌÂÐ (ãäå ñòðîêè — êîìïîíåíòû ÂÐ, ñòîëáöû — ïîñëåäî-

âàòåëüíûå ýëåìåíòû îäíîé êîìïîíåíòû) ïðåäñòàâèòü â âèäå òåíçîðà âòî-

ðîãî ðàíãà ñ ðàçìåðíîñòüþ k � f (ðèñ. 6).

Òåíçîð-îêíî, íàïðèìåð ¹ 1 (ðàññìàòðèâàåìîå çäåñü êàê ôðàãìåíò),

ïðåîáðàçóåì â 3D òåíçîð ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû reshape(d (:,1: f), i1, i2, i3),

i i i k f1 2 3� � � � . Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîé ñîâîêóïíîñòè 3D òåíçîðîâ, âêëþ-

÷àþùåé ýëåìåíòû ÌÂÐ (1 — 1 : f ; 2 — 2f : 3f ; k — f (k – 1) : fk), îáðà-

çóþùèõ îêíî-ôðàãìåíò, âû÷èñëÿåì ñëåäû 3D òåíçîðîâ, ìîäåëèðóþùèõ

îäíîèìåííûå ìíîãîìåðíûå òåíçîð-îêíà. Äëÿ ïîëó÷åííîé ñîâîêóïíîñòè

ñëåäîâ âû÷èñëÿþò òðåíä.
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Ðèñ. 5. Ñòèëèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîêîìïîíåíòíîãî (à) è ìíîãîìåðíîãî (á) ÂÐ



Ïðèìåð. Ôðàãìåíò ÌÂÐ, ïðåäñòàâëåííîãî ïîêîìïîíåíòíî

¹ x1 x2 x3 x4 x5

1 0.6895 0.7631 0.8598 0.3423 0.9920

2 0.9231 0.9751 0.1732 0.2338 0.6338

3 0.5832 0.4397 0.7653 0.6545 0.0168

4 0.9875 0.3303 0.9185 0.2614 0.5155

5 0.5070 0.3012 0.4902 0.4496 0.4052
.
.
.

70 0.1298 0.7048 0.3867 0.9850 0.5638

71 0.6268 0.8461 0.2434 0.4991 0.2998

72 0.4306 0.5863 0.5993 0.4573 0.3479

73 0.9180 0.0469 0.8406 0.5741 0.7940

74 0.9780 0.8439 0.6605 0.9409 0.1266

75 0.2893 0.5868 0.6538 0.2483 0.8559
.
.
.
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Ðèñ. 6. Ôîðìèðîâàíèå òåíçîð-îêîí ìíîãîìåðíîãî ÂÐ (à, á) è ôðàãìåíò (ñîâîêóïíîñòü
îêîí) ÌÂÐ (â)
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x x x
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�

�

a
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Òåíçîð-îêíà —
òåíçîð-ôðàãìåíòû



ÌÂÐ (1:30, 1:5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 3D ìàññèâà (òåíçîðà) ôðîíòàëü-

íûìè ñëàéñàìè â âèäå

z y

D D

� reshape (1: 30,1:5) 10,5

òåíçîð òåíçîð2 3

3
� ��� ���

, ,
���

�

�

�

�

�

�

�

�

.

ÌÂÐ X (t), ãäå t ti�{ }, i I t
�1, , ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü îêîí

ðàâíîé äëèíû {X tj( ) ( ), j J x
�1, , ò.å. îêíà X tk( ) ( ) è X tf( ) ( ) àíàëèçèðóþòñÿ

âî âðåìåííîì èíòåðâàëå tk t�� , t f t�� , ãäå t f t�� , ãäå � t — öåëîå ÷èñëî,

�
�

t t�[ , ]1 . Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû reshape ( ) îêîííîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

ÂÐ ïðåîáðàçóåòñÿ â òåíçîð âòîðîãî ïîðÿäêà (ìàòðèöó), ò.å.

X t x t x t tk k
k

k
k k

( )
( )

( ) { ( ),..., ( )}� � �
�

�

reshape

,

X ( ) { ( )} { }, ,t X tk
k K k k K� �
� �

	 	1 1� .

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ôðîíòàëüíûõ ñëàéñîâ

� k k k kX X X t� � �{ (:, :, ), (:, :, ), (:, :, )} ( )1 2 3

�{ }� � � � �1 2 3 4 5	 	 	 	 ,

�1 1 1 1 2 1 3� ( (:,:, ) | (:,:, ) | (:,:, ))x x x , � 2 2 1 2 2 2 3� ( (:,:, ) | (:,:, ) | (:,:, ))x x x ,

� 3 3 1 3 2 3 3� ( (:, :, ) | (:, :, ) | (:, :, ))x x x , � 4 4 1 4 2 4 3� ( (:, :, ) | (:, :, ) | (:, :, ))x x x ,

� 5 5 1 5 2 5 3� ( (:,:, ) | (:,:, ) | (:,:, ))x x x .

Ôðàãìåíò îêîííîãî ìíîæåñòâà
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x1 (:, :, 1) x1 (:, :, 2) x1 (:, :, 3)

�1 0.6895 0.1449 0.6045 0.4879 0.1672 0.5079 0.7107 0.9980 0.0589 0.6970 0.6268 0.0870

0.9231 0.9927 0.2358 0.7426 0.5027 0.0576 0.5180 0.2818 0.7858 0.7868 0.4306 0.7917

0.5832 0.7770 0.5819 0.4802 0.5805 0.9425 0.7230 0.6876 0.1320 0.2649 0.9180 0.3560

0.9875 0.9354 0.8581 0.0606 0.4318 0.5271 0.8932 0.3734 0.0710 0.3102 0.9780 0.7086

0.5070 0.1556 0.5169 0.4909 0.4173 0.8845 0.3964 0.1263 0.4616 0.8613 0.2893 0.1283

0.7966 0.7070 0.0291 0.5231 0.3101 0.7336 0.8704 0.5776 0.4490 0.7795 0.7620 0.2279

0.6413 0.3231 0.5137 0.8582 0.3707 0.0866 0.7570 0.4128 0.9223 0.1298 0.9877 0.3926
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x2 (, :, 1) x2 (, :, 2) x2 (, :, 3)

�2 0.7631 0.8687 0.5750 0.3552 0.8153 0.1448 0.4369 0.5825 0.7913 0.7292 0.8461 0.7464

0.9751 0.4165 0.7142 0.0276 0.7297 0.8133 0.7631 0.8232 0.0919 0.8905 0.5863 0.1650

0.4397 0.8309 0.3918 0.6421 0.9323 0.7426 0.2520 0.2544 0.3377 0.3328 0.0469 0.0683

0.3303 0.3578 0.8286 0.2724 0.4751 0.3310 0.5074 0.6670 0.8478 0.7381 0.8439 0.2955

0.3012 0.4458 0.3286 0.7130 0.1035 0.9775 0.7023 0.6310 0.9491 0.7906 0.5868 0.1658

0.1630 0.5707 0.6479 0.9785 0.1838 0.6796 0.0140 0.6321 0.2033 0.3875 0.5120 0.3029

0.0474 0.1764 0.1897 0.6594 0.4516 0.7768 0.1880 0.1120 0.6529 0.7048 0.4784 0.7988

x3 (, :, 1) x3 (, :, 2) x3 (, :, 3)

�3 0.8598 0.1052 0.1114 0.3929 0.7270 0.1376 0.5843 0.9901 0.7790 0.9195 0.2434 0.0952

0.1732 0.0282 0.9831 0.5878 0.8924 0.3815 0.9525 0.4822 0.1829 0.6896 0.5993 0.9097

0.7653 0.5814 0.5771 0.2004 0.5099 0.4241 0.3491 0.5890 0.7854 0.9526 0.8406 0.7774

0.9185 0.8204 0.1377 0.9631 0.4529 0.5479 0.6778 0.9300 0.0258 0.8585 0.6605 0.1498

0.4902 0.7496 0.3934 0.2325 0.8717 0.7656 0.0231 0.1408 0.4074 0.8220 0.6538 0.1137

0.8085 0.1229 0.7951 0.2180 0.2750 0.0505 0.8166 0.1441 0.9064 0.4774 0.7468 0.2218

0.1977 0.6343 0.3812 0.8407 0.8965 0.3519 0.6991 0.7191 0.3304 0.3867 0.0948 0.7138

x4 (, :, 1) x4 (, :, 2) x4 (, :, 3)

�4 0.3423 0.4668 0.0443 0.7789 0.3295 0.6082 0.4407 0.6204 0.7298 0.3307 0.4991 0.3597

0.2338 0.5328 0.9233 0.2928 0.4158 0.4363 0.2683 0.5547 0.9731 0.1988 0.4573 0.5085

0.6545 0.6163 0.4151 0.2229 0.1904 0.4328 0.5681 0.5961 0.7805 0.0343 0.5741 0.1904

0.2614 0.4092 0.0028 0.5484 0.8312 0.6332 0.1248 0.8871 0.2234 0.3744 0.9409 0.4164

0.4496 0.4110 0.3366 0.8640 0.8687 0.5961 0.7382 0.9402 0.6959 0.7294 0.2483 0.9306

0.6507 0.6786 0.2236 0.4566 0.6178 0.3361 0.8488 0.8178 0.7144 0.3671 0.6909 0.4906

0.1822 0.9305 0.5791 0.7126 0.1161 0.2109 0.9824 0.1459 0.1494 0.9850 0.4469 0.7147

x5 (, :, 1) x5 (, :, 2) x5 (, :, 3)

�5 0.3423 0.4668 0.0443 0.7789 0.3022 0.0067 0.0795 0.1351 0.5495 0.8603 0.2998 0.0820

0.2338 0.5328 0.9233 0.2928 0.7691 0.4758 0.9958 0.0161 0.8695 0.3785 0.3479 0.5133

0.6545 0.6163 0.4151 0.2229 0.6537 0.7989 0.9373 0.9839 0.3677 0.1947 0.7940 0.3667

0.2614 0.4092 0.0028 0.5484 0.3155 0.4621 0.9875 0.6723 0.4132 0.6364 0.1266 0.4449

0.4496 0.4110 0.3366 0.8640 0.6521 0.5290 0.6313 0.2648 0.4026 0.2903 0.8559 0.3312

0.6507 0.6786 0.2236 0.4566 0.3849 0.0016 0.0949 0.1519 0.5305 0.9379 0.5748 0.0121

0.1822 0.9305 0.5791 0.7126 0.3357 0.2380 0.9795 0.4718 0.0096 0.5638 0.1426 0.2812

Îêíî ¹ 1 x1 Îêíî ¹ 2 x2 Îêíî ¹ 3 x3

x1 (:, :, 1) = x2 (:, :, 1) = x3 (:, :, 1) =

0.39 0.63 0.73 0.88 0.67 0.39 0.64 0.05 0.44 0.75 0.25 0.83

0.92 0.35 0.64 0.86 0.76 0.48 0.64 0.55 0.04 0.21 0.13 0.15

0.46 0.31 0.27 0.60 0.68 0.72 0.05 0.64 0.84 0.09 0.81 0.90

0.66 0.90 0.73 0.48 0.33 0.58 0.99 0.21 0.78 0.22 0.61 0.82

0.52 0.11 0.89 0.01 0.98 0.22 0.39 0.23 0.86 0.16 0.51 0.55

0.98 0.30 0.51 0.28 0.51 0.23 0.30 0.07 0.71 0.64 0.01 0.99

0.90 0.85 0.55 0.57 0.82 0.36 0.25 0.55 0.59 0.64 0.03 0.56
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x1 (:, :, 2) = x2 (:, :, 2) = x3 (:, :, 2) =

0.83 0.41 0.30 0.31 0.35 0.55 0.45 0.91 1.00 0.64 0.07 0.40

0.70 0.21 0.88 0.90 0.06 0.68 0.77 0.55 0.95 0.72 0.60 0.60

0.34 0.29 0.75 0.70 0.65 0.51 0.26 0.45 0.17 0.88 0.73 0.97

0.40 0.26 0.33 0.76 0.97 0.83 0.94 0.76 0.37 0.89 0.52 0.87

0.54 0.31 0.26 0.27 0.49 0.82 0.46 0.69 0.35 0.91 0.90 0.73

0.19 0.55 0.73 0.61 0.41 0.22 0.49 0.60 0.82 0.67 0.90 0.37

0.43 0.83 0.44 0.17 0.98 0.09 0.73 0.12 0.77 0.66 0.45 0.83

x1 (:, :, 3) = x2 (:, :, 3) = x3 (:, :, 3) =

0.15 0.61 0.26 0.24 0.39 0.53 0.21 0.10 0.51 0.10 0.72 0.64

0.68 0.41 0.03 0.37 0.68 0.27 0.58 0.78 0.91 0.38 0.52 0.59

0.22 0.62 0.64 0.96 0.81 0.10 0.25 0.75 0.14 0.14 0.50 0.08

0.76 0.43 0.82 0.47 0.10 0.55 0.65 0.15 0.42 0.85 0.17 0.96

0.07 0.42 0.78 0.53 0.28 0.94 0.01 0.02 0.92 0.06 0.69 0.04

0.24 0.72 0.48 0.05 0.04 0.14 0.01 0.05 0.88 0.38 0.59 0.55

0.35 0.88 0.84 0.62 0.45 0.54 0.73 0.38 0.77 0.27 0.51 0.86

Îêíî ¹ 4 x4 Îêíî ¹ 5 x5

x4 (:, :, 1) = x5 (:, :, 1) =

0.21 0.85 0.86 0.69 0.40 0.98 0.91 0.78

0.01 0.41 0.46 0.79 0.44 0.71 0.16 0.54

0.44 0.32 0.60 0.95 0.99 0.75 0.45 0.83

0.20 0.61 0.79 0.91 0.50 0.99 0.57 0.07

0.06 0.60 0.64 0.89 0.98 0.02 0.48 0.80

0.91 0.94 0.70 0.61 0.35 0.20 0.11 0.62

0.93 0.28 0.61 0.14 0.22 0.95 0.57 0.53

x4 (:, :, 2) = x5 (:, :, 2) =

0.87 0.56 0.22 0.55 0.05 0.78 0.18 0.06

0.43 0.41 0.03 0.42 0.91 0.45 0.06 0.12

0.79 0.14 0.10 0.64 0.48 0.56 0.32 0.53

0.94 0.42 0.06 0.54 0.28 0.98 0.18 0.88

0.75 0.41 0.71 0.75 0.07 0.80 0.63 0.54

0.73 0.42 0.53 0.03 0.79 0.65 0.50 0.47

0.66 0.63 0.68 0.23 0.04 0.86 0.72 0.00

x4 (:, :, 3) = x5 (:, :, 3) =

0.71 0.72 0.98 0.22 0.70 0.07 0.36 0.07

0.37 0.27 0.82 0.57 0.61 0.63 0.68 0.23

0.58 0.73 0.70 0.16 0.26 0.16 0.61 0.72

0.90 0.79 0.15 0.39 0.41 0.88 0.09 0.65

0.75 0.86 0.71 0.23 0.92 0.43 0.72 0.20

0.02 0.09 0.53 0.76 0.75 0.90 0.78 0.42

0.50 0.20 0.92 0.12 0.10 0.98 0.55 0.18



Càìîïîäîáèå ìíîãîìåðíûõ ÂÐ. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ òðàôèêà
êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì (ÊÑ) íàïðàâëåíû íà ðåøåíèå ñëåäóþùèõ ïðîáëåì:

ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÊÑ, â ÷àñòíîñòè óâåëè÷å-
íèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè;

èäåíòèôèêàöèÿ àíîìàëèé â ïðîöåññå èõ çàðîæäåíèÿ äëÿ âîçìîæíîñòè
àäåêâàòíîé ðåàêöèè è íåäîïóùåíèÿ âîçìîæíûõ íåãàòèâíûõ ïîñëåäñòâèé.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé òðàôèê, ò.å. òîëüêî
êîìïîíåíòû, èìåþùèå ÷èñëîâûå ôîðìàòû: ÷èñëî ïåðåäàííûõ áàéò, ÷èñëî
ïàêåòîâ, ÷èñëî ïîòîêîâ; ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè ïàêåòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ â
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Ðèñ. 7. Îêíà îäíîìåðíîãî ÂÐ (lw = 100 ýë.) (à) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì 2D ìàòðèöû (Tw,
10�10) — ôðîíòàëüíûå ñëàéñû (á) (÷åðíûì öâåòîì âûäåëåíû ãëàâíûå äèàãîíàëè ìàòðèö)
è òåíçîðíàÿ ìîäåëü îäíîìåðíîãî ÂÐ (â)
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2D ïðîñòðàíñòâå, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïàêåòû, îáúåäèíÿåìûå â ïîòîêè,
îáðàçóþò ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì óïðîùàþòñÿ
ðàññ÷åòû, íî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàëåêè îò ðåàëüíûõ.

Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå ñàìîïîäîáèÿ òðàôèêà, èññëåäóåìîãî íà óðîâíå îò-

äåëüíîãî ÂÐ. Êàê âèäíî èç ìàòðèöû ôðàãìåíòà ðåàëüíîãî òðàôèêà (ðèñ. 7),

ñàìîïîäîáèå ïðèñóùå âñåìó òðàôèêó, à íå òîëüêî åãî íåêîòîðûì êîìïî-

íåíòàì. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ñàìîïîäîáèå òðà-

ôèêà êàê ìíîãîìåðíîãî ÂÐ íå ðàññìàòðèâàëîñü, õîòÿ íåîáõîäèìîñòü â

ýòîì âåñüìà îñòðà.

Èçâåñòíî, ÷òî òðàôèê ÊÑ êàê ñîâîêóïíîñòü ÂÐ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñòîõàñòè÷åñêèå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ íàáëþäàåòñÿ

òîëüêî ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî óñðåäíåíèÿ ïî âñåì íåçàâèñèìûì ðåàëè-

çàöèÿì îáúåêòà (ïðîöåññà). Èíûìè ñëîâàìè, óâåëè÷åííàÿ ÷àñòü ôðàãìåíòà

èñõîäíîãî ÂÐ è ñàì ôðàãìåíò ñàìîïîäîáíû, òàê êàê èìåþò ñîâïàäàþùèå

(èëè â îáùåì ñëó÷àå áëèçêèå) íåêîòîðûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïîíÿòèå òî÷íîå ñàìîïîäîáèå — óñëîâíî, òàê êàê ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ

ðåãóëÿðíûõ îáúåêòîâ (ïîñòðîåííûõ äåòåðìèíèðîâàííûì ñïîñîáîì).

Ïîâòîðÿåìîñòü (ïðîÿâëåíèå ñàìîïîäîáèÿ) íåñêîëüêèõ ðåàëèçàöèé ÂÐ

(òðàôèêà) ìîæåò áûòü ïîëíîé, íî ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ýëåìåíòû ñëó÷àé-

íîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ÂÐ (òðàôèêà) íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ íå

ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íîé ñòðóêòóðå âñåãî ÂÐ, íî èõ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-

ðèñòèêè äîñòàòî÷íî áëèçêè, õîòÿ ïîëíîå ñîâïàäåíèå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñò-

âóåò. Êàê ñëåäóåò èç [19], ñòðóêòóðà ÂÐ íå îïðåäåëåíà è àíàëèç ÂÐ íà

ìàëûõ ìàñøòàáàõ íåäîñòàòî÷åí äëÿ àíàëèçà ñàìîïîäîáèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ

âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âåñü ðàçðåæåííûé

ÂÐ, ò.å. êîãäà ýëåìåíòû âçÿòû ñ ìåíüøåé (÷åì èñõîäíàÿ) ÷àñòîòîé. Âû÷èñ-

ëåíèå Í-ïàðàìåòðà äëÿ ÂÐ Õt (1:10000) è ÂÐ Õt (1:10:10000), Õt (1:50:10000),

Õt (1:100:10000) äàåò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñäåëàòü âûâîä î ïåðñèñòåíòíîñòè ÂÐ. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî Õt (1:10000) � Tx =

= reshape (Xt,100,100), òî diag (Tx) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçðåæåííûé èñ-

õîäíûé ÂÐ.

Èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ ñ Í-ïàðàìåòðîì ôîðìàëüíî èìååò

âèä ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ:{ ( ), } { ( ), }X t t X t tH
� �� � �� �

�

. Ïðè ýòîì

èçìåíåíèå âðåìåííîãî ìàñøòàáà ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ ïðîñòðàíñò-

âåííîãî ìàñøòàáà ñîñòîÿíèé, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òèïè÷íûå ðåàëèçàöèè

ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà âèçóàëüíî ïîõîæè (áëèçêè), íåçàâèñèìî îò ìàñø-

òàáà âðåìåíè, íà êîòîðîì îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ, ò.å. íàáëþäàåòñÿ ñõîäñòâî

ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Îäíàêî ðàâåíñòâî

Y m Yk
m H

i k m

km

i
( )

( )

( / )�
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�1
1 1

, k R� , 0 1  H
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ñïðàâåäëèâî äëÿ àãðåãèðîâàííîãî ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì m-àãðåãèðîâàí-

íûé ÂÐ Y (m) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñðåäíåííûé ïî íåïåðåêðûâàþùèìñÿ

áëîêàì ðàçìåðà m (äëèíà îêíà ÂÐ) èñõîäíûé ÂÐ, ò.å. êàæäûé áëîê çàìåíåí

åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì.
Ñðåäè âñåõ ïàðàìåòðîâ òðàôèêà (â îáùåì ñëó÷àå èõ íàñ÷èòûâàþò

îêîëî 100), êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå, íàèáîëåå èññëåäîâàíû ïàðàìåòðû,
èìåþùèå ÷èñëîâûå ôîðìàòû: áàéòû, ïàêåòû, ïîòîêè ïàêåòîâ, âðåìÿ çà-
äåðæêè. Îíè îáðàçóþò, â îáùåì ñëó÷àå, ìíîãîìåðíóþ ñèñòåìó, àíàëèç
êîòîðîé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ïðîâåäåí. Ïîýòîìó àíàëèç ñàìîïîäî-
áèÿ äàæå ýòîãî óñå÷åííîãî ìíîãîìåðíîãî òðàôèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àêòóàëüíóþ è äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ òåîðåòè÷åñêóþ è ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó,
òðåáóþùóþ ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà — òåí-
çîðíîãî àíàëèçà è òåíçîðíûõ äåêîìïîçèöèé.

Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü àíàëèçà ìíîãîìåðíîãî òðàôèêà íà óðîâíå
ïëîñêèõ ìîäåëåé. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå àíàëèç ñàìîïîäîáèÿ ÂÐ íà
îñíîâå Í-ïàðàìåòðà íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé çàäà÷åé, òàê êàê ðåàëüíûå
ÍÄ — êîíå÷íû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîé êîíöåïöèè âû÷èñëåíèÿ Í-
ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ÂÐ,
âëèÿþùèå íà ñàìîïîäîáèå. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ [19] èññëåäóåòñÿ ñàìî-
ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà â çàäàííîì ìàñøòàáíîì äèàïàçîíå äëÿ çàäàííîãî
íàáîðà äàííûõ (ïðè ýòîì ïîíÿòèå ñòðóêòóðû íå îïðåäåëåíî). Êðîìå òîãî,
íàëè÷èå ñàìîïîäîáíîé ñòðóêòóðû â îäíîé èç êîìïîíåíò ÂÐ (òðàôèêà ÊÑ),
íå ãàðàíòèðóåò ñàìîïîäîáèå âñåãî (ìíîãîìåðíîãî) ÂÐ.

Ïîêàçàòåëü (ïàðàìåòð) Õåðñòà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþ-
ùèì «ñòåïåíü» ñàìîïîäîáèÿ. Îí îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âûáîðî÷íîãî ñëó÷àéíîãî
íàáîðà X j , j N�1, íà îñíîâå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî,
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k
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R S N H/ ( / )! 2 , ñôîðìóëèðîâàííîé Ã. Õåðñòîì äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé N â
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âèäå log ( / ) log ( / )R S H N! 2 , ãäå âåëè÷èíà Í — ïîêàçàòåëü Õåðñòà, 0,5 <

< H < 1. Äëÿ ïðîöåññîâ, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ, H = 0,5,

äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ñ äîëãîñðî÷íîé çàâèñèìîñòüþ H�[0,7; 0,9].

Ïàðàìåòð ", èñïîëüçóåìûé äëÿ õàðàêòåðèñòèêè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ñàìîïîäîáíûõ ïðîöåññîâ, èìååò âèä " = 2 – Í. Ïàðàìåòð Õåðñòà ìîæíî

îïðåäåëèòü, ïîñòðîèâ ãðàôèê îòíîøåíèÿ log ( / )R S â çàâèñèìîñòè îò

log ( / )N 2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N, è âû÷èñëèòü âåëè÷èíó H êàê òàí-

ãåíñ óãëà íàêëîíà ïîëó÷åííîé (àïïðîêñèìèðîâàííîé) ëèíèè (òàê íàçûâàå-

ìûé R/S-ìåòîä). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî R/S-ìåòîä äàåò ïðèáëèæåííîå çíà-

÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà, â îáùåì ñëó÷àå âûâîäû ñëåäóåò äåëàòü, ó÷èòû-

âàÿ òîëüêî äâà âàðèàíòà: H < 0,5 è H > 0,5.
Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

ñàìîïîäîáèå (ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà) ÂÐ, îïðåäåëåííûå íà âñåì ÂÐ,
ñïðàâåäëèâû äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ÂÐ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè òåíçîðà, ìîäåëèðóþùåãî ÂÐ, ò.å. �ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà
ÂÐ — ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ãëàâíîé äèàãîíàëè �X� (ðàçðåæåííîãî
ÂÐ) , �X = reshape (X, m, n, k), X — ÂÐ, X = {xi}, i = 1, m � n � k.

Ïðè èññëåäîâàíèè îäíîìåðíûõ ÂÐ çàìåíÿþò âåñü ÂÐ è åãî îêíà 2D
ìàòðèöàìè, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó reshape (X, m, n, g), ãäå m � n — ðàçìåð-

íîñòü ìàòðèöû, m � n — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ÂÐ X = {xi}, i = 1, f; f = m � n, X�

� X, g — ÷èñëî 2D ìàòðèö ôðîíòàëüíûõ ñëàéñîâ. Ìíîãîìåðíûå (ìíîãî-

êîìïîíåíòíûå) ÂÐ (m)
X çàìåíÿþò 3D òåíçîðàìè � (ìíîãîìåðíûìè ìàñ-

ñèâàìè), êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü, çàìåíÿþò 2D ìàòðèöàìè-ñëàéñàìè

(Ìàòëàá — reshape ((m)
X, m, n, k)), èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðû òåíçîðíîé äåêîìïî-

çèöèè: (m)
X�

ÒÄ

�. Â îáùåì ñëó÷àå f = m�n�k, � = {� (:, :, 1), …, � (:, :, k)}, k —

÷èñëî ñëàéñîâ.

Âìåñòî èñõîäíûõ îáúåêòîâ 2D ìàòðèöû X è 3D òåíçîðà � ïðåäëîæåíî

èñïîëüçîâàòü èõ äèàãîíàëè diag (X) èëè diag (�), èëè ñîîòâåòñòâóþùèå

äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, X (d) è (m)
X

(d), êîòîðûå â ðàçâåðíóòîì (âåêòîðèçî-

âàííîì) âèäå ïðåäñòàâëÿþò ðàçðåæåííûå ÂÐ è ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðûõ

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíûõ ÂÐ. Âîçíèêàåò âîïðîñ — íàñêîëüêî

ñîâïàäàþò ñâîéñòâà X (d) è X, (m)
X

(d) è (m)
X, à èìåííî, ïîêàçàòåëè ñàìîïîäî-

áèÿ Õåðñòà. Â òðàôèêå ÊÑ íàèáîëåå èññëåäóåìûìè ÿâëÿþòñÿ ÂÐ äëÿ

áàéòîâ, ïàêåòîâ, ïîòîêîâ, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ íåçàâèñèìî. Îäíàêî â

ðÿäå ñëó÷àåâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ðÿäîâ ñîâìåñò-

íî, îñîáåííî ïðè èäåíòèôèêàöèè àíîìàëèé â ýòèõ ÂÐ [17—19].

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà

äëÿ èñõîäíûõ è ðàçðåæåííûõ ÂÐ, ïîñòðîåííûõ íà ãëàâíûõ äèàãîíà-

ëÿõ òåíçîðíûõ ìîäåëåé ÂÐ. ². È ñ õ î ä í û é Â Ð x =3*rand (1,9000)
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ìîäåëèðóåòñÿ 3D òåíçîðîì �t = reshape(x (1 : 9000), p, p, n), p = 10, n =

= 90, ãäå n — ÷èñëî ôðîíòàëüíûõ ñëàéñîâ. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ôðàã-

ìåíòû ÂÐ (îòäåëüíûå ñëàéñû), èõ äèàãîíàëè è ïîêàçàí ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ

áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà, ìîäåëèðóþùåãî ÂÐ.

Äâà ôðîíòàëüíûõ ñëàéñà èç 90:�t = { xt (:, :, 1), xt (:, :, 2) , ..., xt (:, :, 90):

xt (:, :, 1) =

2.0429 1.7937 1.4738 0.8544 0.5365 0.0823 1.9552 2.9562 0.9656 2.8898

1.0493 2.8814 1.8151 0.6869 2.1259 0.9915 1.6595 1.3845 1.6691 0.9737

0.0991 1.7534 1.9429 0.3242 2.3369 2.1610 1.7793 0.9593 1.7642 2.1801

1.8012 2.3418 2.7258 2.1078 2.1833 1.0913 2.9665 2.7456 1.7497 0.4115

0.6737 2.7196 0.1360 0.2096 1.4379 0.1914 2.9866 1.7015 0.9177 2.7755

1.4717 1.3154 1.0183 1.1575 0.9331 0.2434 1.5832 1.5136 0.7616 2.7301

1.0636 0.6223 1.7299 1.3302 1.5616 2.1670 2.7228 2.2539 2.0572 1.4531

1.2147 2.6664 1.9870 1.1148 0.0277 0.0413 2.6989 1.9698 2.2360 2.8548

0.9229 0.6194 2.4955 1.5858 1.3910 2.9384 2.9853 1.1609 2.7590 0.7385

2.0658 0.9236 2.4348 1.3434 1.7012 2.3671 0.3643 1.8287 1.7117 0.4731

xt (:, :, 90) =

0.1850 2.6130 0.2860 1.1432 1.7478 1.9967 0.8816 2.1003 0.7812 0.1776

0.7973 0.3831 2.7210 1.1523 1.9397 0.5350 1.8029 0.5548 1.2125 2.7766

0.0368 2.2839 0.3657 0.6249 0.4780 1.2176 1.2235 2.4681 2.6059 2.3435

1.0786 1.6008 0.5521 1.2895 1.4922 1.6961 2.3135 2.4030 0.4630 1.3651

1.2132 1.2232 2.2903 2.2355 0.1979 0.0194 2.9464 2.0801 1.0949 2.4172

2.9970 0.4858 0.9821 2.1028 1.9272 1.5667 1.6849 2.3483 2.1977 0.5531

0.3924 1.7212 0.7470 2.3143 1.2004 1.9280 2.4283 0.4330 2.1634 0.2594

1.0189 0.5221 0.6410 1.6526 0.9138 1.4780 0.6375 1.8728 0.4605 2.3940

2.2635 2.1185 2.7841 0.0054 2.4881 2.2771 0.1057 2.2432 0.7733 1.4869

1.3702 2.3583 0.6999 0.6542 2.3059 0.4062 0.9973 2.4208 2.2964 0.8173

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíàÿ äèàãîíàëü �t èìååò 900 ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî
ÂÐ, ñîîòâåòñòâåííî êîíòðîëüíûé ÂÐ ïðèíÿò â âèäå xk = 3* rand (1,900). Íà
ðèñ. 8 ïîêàçàí èñõîäíûé îäíîìåðíûé ÂÐ è ãëàâíàÿ äèàãîíàëü òåíçîðà�t .

Ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 9 ïîêàçàòåëè Õåðñòà* äëÿ èñõîäíîãî, ðàçðåæåí-
íîãî (äèàãîíàëü òåíçîðà) è êîíòðîëüíîãî ÂÐ, ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî
çíà÷åíèÿ Hx è Hout ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíàÿ äèàãî-
íàëü òåíçîðà, ìîäåëèðóþùåãî ÂÐ, àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿåò ñâîéñòâî ñàìî-
ïîäîáèÿ ÂÐ.

²². Ì í î ã î ì å ð í û é ( ì í î ã î ê î ì ï î í å í ò í û é ) Â Ð áûë

èññëåäîâàí ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå, âèçóàëèçàöèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëå-

íà íà ðèñ. 9—11.
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* Èñïîëüçîâàíà ïîäïðîãðàììà Ìàòëàá: function [Hal, He, Ht, pval95] = hurst (x, d, fontsize),

R. Weron (2002) Estimating long range dependence: finite sample properties and confidence

intervals, Physica A 312, 285-299.



Ôðàãìåíò èñõîäíîãî ïÿòèêîìïîíåòíîãî ÂÐ X = { x1 x2 x3 x4 x5 }:

x1 x2 x3 x4 x5

1.5990 1.6598 0.8308 0.4570 1.3824

0.4203 1.6100 0.7503 1.6431 1.3391

0.1713 0.1143 0.2767 0.0017 0.2768

0.7356 0.9492 0.8279 0.8151 1.2478

1.7094 0.7392 1.3004 0.4132 1.2852

0.4259 0.4738 0.2846 0.4355 0.5517

0.5998 0.6923 1.0897 0.6891 0.7204

0.0366 1.5976 1.6160 1.6901 1.8034

0.6770 0.3243 0.1815 0.6466 0.5457

0.4839 1.0464 0.0995 0.5892 0.9136

1.2309 0.0602 0.9052 0.0081 0.4049

0.8499 1.0235 0.8222 0.8224 0.8622

0.7746 0.6003 0.2211 0.2078 0.6028

1.4625 1.2810 1.8688 1.3184 1.5107

0.2292 0.5809 0.6032 0.1416 0.1363

0.2336 0.1006 0.2818 0.0323 0.3773

1.7987 1.6060 1.3992 0.3343 0.8575

1.3772 1.4571 1.3714 0.3296 0.8399

0.1230 0.0405 0.1660 0.0755 0.1001

1.6317 0.4583 0.8158 0.9447 0.6002

. . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðîòîêîë âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Õåðñòà:

R/S-AL using 1 divisors (50, ..., 50) for a sample of 100 values

Corrected theoretical Hurst exponent 0.5

Corrected empirical Hurst exponent 0.5887

Theoretical Hurst exponent 0.5229

Empirical Hurst exponent 0.5581
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Ðèñ. 8. Èñõîäíûé îäíîìåðíûé ÂÐ (ñèíèé öâåò) è äèàãîíàëü 3D òåíçîðà, ìîäåëèðóþùåãî
ÂÐ (÷åðíûé öâåò)



Ïðåäñòàâëåíèå 200 ýëåìåíòîâ ïÿòèêîìïîíåíòíîãî ÂÐ ôðîíòàëüíûìè

ñëàéñàìè â âèäå äâóìåðíîé ìàòðèöû 10 � 10� zt = reshape (zm (1 : 200, :, :, :, 1),

p, p, n):

zt (:, :, 1) =

1.5990 1.2309 0.0969 0.0123 0.2659 0.2593 0.9595 1.3830 1.0013 0.0289

0.4203 0.8499 0.0062 0.8236 0.0360 1.3462 1.3302 0.1570 0.5994 0.0183

0.1713 0.7746 1.3762 0.8901 1.1333 0.2397 0.2750 1.1349 1.0121 1.6953

0.7356 1.4625 0.0179 0.9860 0.0134 0.6054 1.1867 1.1193 1.2906 0.0977

1.7094 0.2292 0.0368 0.3991 1.4156 0.3017 1.3526 0.2873 0.0609 0.4082

0.4259 0.2336 0.3092 0.8304 0.9069 0.7280 0.0351 0.7957 1.8095 1.3012

0.5998 1.7987 0.3801 1.0892 0.1753 0.3301 0.5851 1.0926 0.4462 0.2159

0.0366 1.3772 0.3271 0.3113 0.6590 1.7078 0.5203 0.4573 0.0179 0.5381

0.6770 0.1230 0.3613 0.3906 0.5811 1.0871 0.0783 0.6169 1.5064 0.1295

0.4839 1.6317 0.3929 1.0016 0.0995 0.3618 0.8266 1.2350 1.3183 1.0009

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ðèñ. 9. Ïîêàçàòåëè Õåðñòà: à — èñõîäíûé ÂÐ, á — äèàãîíàëü òåíçîð-îêíà: ñèíèé öâåò–
òåîðåòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà R/S, êðàñíûé öâåò — ýìïèðè÷åñêàÿ âåëè÷èíà R/S



zt (:, :, 10) =

0.6642 0.5891 0.5596 0.7674 0.4898 0.1831 0.1929 1.6349 0.5907 0.4690

1.4026 1.5510 0.5247 0.0993 0.7668 0.0648 1.0127 0.3540 0.2614 0.6976

0.6185 0.1694 0.6284 0.3684 1.6953 0.4067 0.4418 0.1775 0.8141 0.4461

0.0082 0.2079 0.5931 0.3881 0.2782 0.0826 0.1265 0.1448 0.7785 0.3141

1.8018 0.9169 0.1417 0.0840 0.9201 1.7034 0.8466 0.5589 0.1238 0.0730

0.2242 0.3001 0.6576 1.2033 1.0016 0.3509 0.1492 0.1310 0.1580 0.1910

0.1671 1.2415 1.0170 1.1386 0.8652 0.1478 0.4764 0.2080 0.3235 1.5270

1.7719 0.9030 1.3574 0.0419 0.2514 0.5729 0.6140 1.7090 0.9203 0.0679

1.6188 0.3084 0.0439 0.9912 0.6503 1.5417 0.3100 0.0827 0.1775 1.0416

0.0192 0.7302 1.0989 0.4601 0.2810 0.0527 0.3524 0.9631 0.1850 0.3382

Ïðîòîêîë âû÷èñëåíèÿ:

R/S-AL using 4 divisors (50, ..., 250) for a sample of 500 values

Corrected theoretical Hurst exponent 0.5

Corrected empirical Hurst exponent 0.4704

Theoretical Hurst exponent 0.5475

Empirical Hurst exponent 0.5189

Ïðåäñòàâëåíèå 1000 ýëåìåíòîâ ïÿòèêîìïîíåíòíîãî ÂÐ ôðîíòàëüíû-

ìè ñëàéñàìè â âèäå äâóìåðíîé ìàòðèöû 10�10� zt = reshape(zm (1 : 200*5,

:, :, :, 1), p, p, n*5) . Ôðîíòàëüíûå ñëàéñû:

zt (:, :, 1) =

1.5990 1.2309 0.0969 0.0123 0.2659 0.2593 0.9595 1.3830 1.0013 0.0289

0.4203 0.8499 0.0062 0.8236 0.0360 1.3462 1.3302 0.1570 0.5994 0.0183

0.1713 0.7746 1.3762 0.8901 1.1333 0.2397 0.2750 1.1349 1.0121 1.6953

0.7356 1.4625 0.0179 0.9860 0.0134 0.6054 1.1867 1.1193 1.2906 0.0977

1.7094 0.2292 0.0368 0.3991 1.4156 0.3017 1.3526 0.2873 0.0609 0.4082

0.4259 0.2336 0.3092 0.8304 0.9069 0.7280 0.0351 0.7957 1.8095 1.3012

0.5998 1.7987 0.3801 1.0892 0.1753 0.3301 0.5851 1.0926 0.4462 0.2159

0.0366 1.3772 0.3271 0.3113 0.6590 1.7078 0.5203 0.4573 0.0179 0.5381

0.6770 0.1230 0.3613 0.3906 0.5811 1.0871 0.0783 0.6169 1.5064 0.1295

0.4839 1.6317 0.3929 1.0016 0.0995 0.3618 0.8266 1.2350 1.3183 1.0009

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zt (:, :, 50) =

1.0446 0.0963 0.0027 0.6332 1.6667 1.2580 0.1646 0.2584 0.3211 1.9667

0.4805 1.4620 1.4778 0.6205 0.3388 0.1273 0.4174 0.0137 0.3234 1.1782

0.2883 1.0090 0.3140 0.1011 0.9473 1.3951 0.1385 0.2650 0.0204 0.2184

0.2925 0.2695 0.6966 1.1050 0.2146 0.5415 0.1007 0.0006 1.0225 0.7236

0.2350 0.6788 0.9516 0.4426 0.6459 0.0636 0.6375 0.5394 0.9548 1.4057

0.3503 1.4633 0.8935 0.3601 0.1530 1.4870 1.7269 0.1438 0.1652 0.0971

0.0503 0.2086 0.0686 0.9874 0.6878 0.1004 1.1109 0.0282 0.8190 0.4337
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Ðèñ. 10. Ôðàãìåíò èñõîäíîãî ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ÂÐ, ïðåäñòàâëåííûé â äâóõ ôîðìàõ
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Ðèñ. 11. Ôðàãìåíòû ÌÂÐ Õ (200 � 5) (à), Õ (1000 � 5) (á) è êîýôôèöèåíò Õåðñòà (â, ã):
à–äèàãîíàëü òåíçîðà, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíèÿ ôðàãìåíòà ÌÂÐ (200 � 5)
ôðîíòàëüíûìè ñëàéñàìè (ìàòðèöàìè 10 � 10, ÷èñëî ñëàéñîâ – 10); á — äèàãîíàëü òåíçîðà,
ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíèÿ ôðàãìåíòà ÌÂÐ (1000 � 5) ôðîíòàëüíûìè ñëàé-
ñàìè (ìàòðèöàìè 10 � 10, ÷èñëî ñëàéñîâ — 50); (â, ã) — òåîðåòè÷åñêèé (ñèíèé öâåò) è
ýêñïåðèìåíòàëüíûé (êðàñíûé öâåò) ðåçóëüòàòû



0.0463 0.0227 1.8094 1.6889 1.2068 0.3292 0.1390 1.1350 1.1100 0.8406

0.0728 0.5640 0.4546 0.6479 0.3883 0.7321 1.8260 0.0380 0.0963 0.0446

1.7169 0.8697 0.1296 0.2412 0.7810 1.3312 0.2653 0.0957 0.4622 0.6082

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåðíûé ÂÐ, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ñîâîêóïíîñòü
îêîí, ìîæåò áûòü àäåêâàòíî ïðåäñòàâëåí ñîâîêóïíîñòüþ òåíçîð-îêîí:
îòäåëüíîå îêíî ìîæåò áûòü îäíîìåðíûì (ñôîðìèðîâàííûì äëÿ îòäåëü-
íîé êîìïîíåíòû ÌÂÐ), ëèáî ìíîãîìåðíûì (ñôîðìèðîâàííûì ñ ó÷åòîì
âñåõ êîìïîíåíò ÌÂÐ). Â ñëó÷àå I îêíî ïðåîáðàçóåòñÿ ëèáî â 2D òåíçîð ñ
ìàòðèöåé txk = reshape (xk, m, n), m � n = f, ëèáî â 3D òåíçîð ñ ìàòðèöåé txk =
= reshape (xk, m, n, n1), m � n � n1 = f. Èíâàðèàíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì
(äëÿ ïëîñêèõ ìàòðèö) ôîðìóëàì ëèáî ïî ôîðìóëàì, ñïðàâåäëèâûì òîëüêî
äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàòðèö. Â ñëó÷àå II îêíî ïðåîáðàçóåòñÿ â 3D òåíçîð ñ
ìàòðèöåé txk = reshape (xk, m, n, n1), m � n � n1 = f. Èíâàðèàíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì, ñïðàâåäëèâûì òîëüêî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàòðèö.

Âûâîäû

Ïîêàçàòåëü Õåðñòà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ÂÐ ÿâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè

ôîðìàëüíûì, òàê êàê îïðåäåëèòü ïîõîæåñòü, äàæå ÿâíóþ, êàê â îäíîìåð-

íûõ ÂÐ, â äàííîì ñëó÷àå âåñüìà ñëîæíî ïî ïðè÷èíå ñóáúåêòèâíîñòè

ïîíÿòèÿ ïîõîæåñòü. Îäíàêî èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ, â äàííîì

ñëó÷àå ÂÐ, ïîçâîëèë îïðåäåëèòü ñêðûòûå çíàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷: èäåíòèôèêàöèÿ àíîìàëèé

ðåàëüíîãî (ìíîãîìåðíîãî) òðàôèêà, ïîâûøåíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè

è äðóãèõ.
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Yu.N. Minaev, N.N. Guziy, O.Yu Filimonova., J.I. Minaeva

ANALYSIS OF SELF-SIMILARITY OF MULTIVARIATE TIME SERIES (TS)
ON THE BASIS OF THE METHODS OF INTELLECTUAL ANALYSIS OF THE DATA

Calculation methods have been proposed for the Hurst factor for univariate and multivariate TS
on the basis of the main diagonals of TS tensor models. It is shown that the problem complexity
determines the joint use of several mathematical theories, in particular, the tensor and multi-
variate matrix analysis. The examples of using the proposed methods are presented.

K e y w o r d s: tensor, multivariate time series, intellectual analysis of the data, 3D matrices,
diagonal 3D matrices, matrix development, self-similarity, Hurst parameter.

ÌÈÍÀÅÂ Þðèé Íèêîëàåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì è
ñåòåé Íàöèîíàëüíîãî àâèàöèîííîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû. Â 1959 ã. îêîí÷èë Õàðüêîâñêèé
ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ,
ïðèìåíåíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ òåõíîëîãèé â ñèñòåìàõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Þ.Í. Ìèíàåâ, Í.Í. Ãóçèé, Î.Þ. Ôèëèìîíîâà, Þ.È. Ìèíàåâà

66 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 4



ÃÓÇÈÉ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, ïðîôåññîð, çàì. çàâ. êàôåäðû êîìïüþòåðíûõ
ñèñòåì è ñåòåé Íàöèîíàëüíîãî àâèàöèîííîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû. Â 1972 ã. îêîí÷èë
Êèåâñêèé èí-ò ãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — çàùèòà èíôîðìàöèè â
êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ, ñèñòåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

ÔÈËÈÌÎÍÎÂÀ Îêñàíà Þðüåâíà, êàíä. òåõí. íàóê, äîöåíò Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåð-
ñèòåòà ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû. Â 1989 ã. îêîí÷èëà Êèåâñêèé èíæåíåðíî-ñòðîèòåëü-
íûé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ.

ÌÈÍÀÅÂÀ Þëèÿ Èâàíîâíà, êàíä. òåõí. íàóê, è.î. äîöåíòà êàôåäðû îñíîâ èíôîðìàòèêè
Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû, êîòîðûé îêîí÷èëà â
2008 ã. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ.
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Â.Â. Ñàïîæíèêîâ, ä-ð òåõí. íàóê, Âë.Â. Ñàïîæíèêîâ, ä-ð òåõí. íàóê,
Ä.Â. Åôàíîâ, êàíä. òåõí. íàóê
Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ Èìïåðàòîðà Àëåêñàíäðà I
(Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 190031, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ìîñêîâñêèé ïð., 9,
òåë. (+7) 9117092164, (+7) (812) 4578579, e-mail: port.at.pgups@gmail.com)

Ìîäóëüíî-âçâåøåííûå êîäû ñ ñóììèðîâàíèåì
ñ íàèìåíüøèì îáùèì ÷èñëîì íåîáíàðóæèâàåìûõ
îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ

Ðàññìîòðåíû äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì ñ íàèìåíüøèì îáùèì ÷èñ-
ëîì íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ, èìåþùèõ òàêîå æå ÷èñëî
êîíòðîëüíûõ ðàçðÿäîâ, êàê êëàññè÷åñêèå êîäû Áåðãåðà. Ñïîñîáû îñíîâàíû íà âçâåøèâà-
íèè ðàçðÿäîâ è ïåðåõîäîâ ìåæäó ðàçðÿäàìè, çàíèìàþùèìè ñîñåäíèå ïîçèöèè â èíôîðìà-
öèîííûõ âåêòîðàõ, ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, îáðàçóþùåé
íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë. Ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè îáíàðó-
æåíèÿ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ ïðåäëîæåííûõ êîäîâ, îòëè÷àþùèå äàííûå
êîäû îò êîäîâ Áåðãåðà è èõ èçâåñòíûõ ìîäèôèêàöèé. Íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ
êîíòðîëüíûìè êîìáèíàöèîííûìè ñõåìàìè ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ êî-
äîâ ïðè îðãàíèçàöèè êîíòðîëÿ îøèáîê, âîçíèêàþùèõ íà âûõîäàõ ñõåì.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèñêðåòíûå óñòðîéñòâà, òåõíè÷åñêàÿ äèàãíîñòèêà, êîä Áåðãåðà,
ìîäèôèöèðîâàííûé êîä Áåðãåðà, îáíàðóæåíèå îøèáîê.

Ðîçãëÿíóòî äâà ñïîñîáè ïîáóäîâè êîä³â ç ï³äñóìîâóâàííÿì ³ç íàéìåíøîþ ÷èñåëüí³ñòþ
íåâèÿâíèõ ïîìèëîê â ³íôîðìàö³éíèõ âåêòîðàõ, ÿê³ ìàþòü òàêå æ ÷èñëî êîíòðîëüíèõ
ðîçðÿä³â, ÿê êëàñè÷í³ êîäè Áåðãåðà. Ñïîñîáè ´ðóíòóþòüñÿ íà çâàæóâàíí³ ðîçðÿä³â ³ ïåðå-
õîä³â ì³æ ðîçðÿäàìè, ùî çàéìàþòü ñóñ³äí³ ïîçèö³¿ â ³íôîðìàö³éíèõ âåêòîðàõ, çà äîïîìî-
ãîþ ïîñë³äîâíîñò³ âàãîâèõ êîåýô³ö³ºíò³â, ÿêà óòâîðþº ðÿä ÷èñåë. Ïðîàíàë³çîâàíî äåÿê³
êëþ÷îâ³ îñîáëèâîñò³ âèÿâëåííÿ ïîìèëîê â ³íôîðìàö³éíèõ âåêòîðàõ çàïðîïîíîâàíèõ êî-
ä³â, ÿê³ â³äð³çíÿþòü ö³ êîäè â³ä êîä³â Áåðãåðà òà ¿õ â³äîìèõ ìîäèô³êàö³é. Íà áàç³ åêñïåðè-
ìåíò³â ç êîíòðîëüíèìè êîìá³íàö³éíèìè ñõåìàìè ïîêàçàíà åôåêòèâí³ñòü ðîçðîáëåíèõ
êîä³â ïðè îðãàí³çàö³¿ êîíòðîëþ ïîìèëîê íà âèõîäàõ ñõåì.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: äèñêðåòíå îáëàäíàííÿ, òåõí³÷íà ä³àãíîñòèêà, êîä Áåðãåðà, ìîäè-
ô³êîâàíèé êîä Áåðãåðà, âèÿâëåííÿ ïîìèëîê.

Â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ íàäåæíûõ äèñêðåòíûõ óñòðîéñòâ è çàäà÷àõ òåõíè-

÷åñêîé äèàãíîñòèêè, íàïðèìåð ïðè îðãàíèçàöèè ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíîãî

êîíòðîëÿ (ÑÔÊ) èëè ïðè êîäèðîâàíèè ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ, ÷àñòî èñïîëü-

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 69

� Â.Â. Ñàïîæíèêîâ, Âë.Â. Ñàïîæíèêîâ, Ä.Â. Åôàíîâ, 2017



çóþò ïîìåõîóñòîé÷èâûå ðàâíîìåðíûå êîäû ñ íåáîëüøîé èçáûòî÷íîñòüþ,

îðèåíòèðîâàííûå íà îáíàðóæåíèå îøèáîê [1—8]. Ê òàêèì êîäàì îòíîñÿò

áëî÷íûå êîäû ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè ïðàâèëàìè ïîñòðîåíèÿ, òàê êàê îíè

îïðåäåëÿþò ïîêàçàòåëè ñòðóêòóðíîé èçáûòî÷íîñòè äèñêðåòíûõ óñò-

ðîéñòâ. Ðàâíîìåðíûå áëî÷íûå êîäû êëàññèôèöèðóþòñÿ íà ðàçäåëèìûå,

èëè ( , )m k -êîäû (m è k — äëèíû èíôîðìàöèîííûõ è êîíòðîëüíûõ âåêòîðîâ

êîäà), è íåðàçäåëèìûå. Èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñëî êîäîâ, îáëàäàþùèõ ðàç-

ëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáíàðóæåíèÿ îøèáîê è ïîçâîëÿþùèõ ñèíòå-

çèðîâàòü ðàçëè÷íûå ïî ñëîæíîñòè òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ëîãè÷åñêèå

óñòðîéñòâà [9—19].
Íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â óñòðîéñòâàõ àâòîìàòèêè êëàññè÷åñ-

êèå êîäû ñ ñóììèðîâàíèåì, èëè êîäû Áåðãåðà [20], îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
100%-íîãî îáíàðóæåíèÿ ìîíîòîííûõ îøèáîê. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ëîãè÷åñêèõ ñõåì ñ îáíàðóæåíèåì îòêàçîâ íà îñíî-
âå êîäîâ Áåðãåðà [2, 21—25].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Áåðãåðà ïîäñ÷èòûâàþò ÷èñëî åäèíè÷íûõ ðàçðÿ-
äîâ â èíôîðìàöèîííîì âåêòîðå (îïðåäåëÿþò âåñ r èíôîðìàöèîííîãî âåê-
òîðà). Ïîëó÷åííîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿþò â äâîè÷íîì âèäå è çàïèñûâàþò â
ðàçðÿäû êîíòðîëüíîãî âåêòîðà. Îáîçíà÷èì êîäû Áåðãåðà êàê S m k( , )-êîäû,
ãäå

� �
k m� �log ( )2 1 (

� �
... — öåëîå ñâåðõó îò âû÷èñëÿåìîãî çíà÷åíèÿ).

Êàæäîìó êîíòðîëüíîìó âåêòîðó S m k( , )-êîäà ñ âåñîì r ñîîòâåòñòâóåò C m
r

èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ. Ðàñïðåäåëåíèå èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ ìåæ-
äó êîíòðîëüíûìè âåêòîðàìè âåñüìà íåðàâíîìåðíî, ÷åì îáúÿñíÿåòñÿ çíà÷è-
òåëüíîå ÷èñëî íåîáíàðóæèâàåìûõ S m k( , )-êîäîì îøèáîê. Ëþáàÿ îøèáêà â
èíôîðìàöèîííîì âåêòîðå, ïðè êîòîðîé îäíîâðåìåííî èñêàæàåòñÿ îäèíàêî-
âîå ÷èñëî íóëåâûõ è åäèíè÷íûõ ðàçðÿäîâ (ñèììåòðè÷íàÿ îøèáêà), ýòèì
êîäîì íå îáíàðóæèâàåòñÿ. Ïîýòîìó â êëàññå íåîáíàðóæèâàåìûõ îêàçûâàåòñÿ
50% äâóêðàòíûõ îøèáîê, 37,5% ÷åòûðåõêðàòíûõ îøèáîê è òàê äàëåå [26].

Äëÿ óëó÷øåíèÿ õàðàêòåðèñòèê îáíàðóæåíèÿ îøèáîê â èíôîðìàöèîí-

íûõ âåêòîðàõ ðàçðàáîòàíû ìîäèôèöèðîâàííûå êîäû Áåðãåðà, èëè RS m k( , )-

êîäû [27, 28]. Â ðàçðÿäû êîíòðîëüíîãî âåêòîðà ìîäèôèöèðîâàííîãî êîäà

Áåðãåðà çàïèñûâàåòñÿ äâîè÷íîå ÷èñëî, ðàâíîå ìîäèôèöèðîâàííîìó âåñó

èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà W r M M� �(mod ) � , ãäå r M(mod ) — íàèìåíü-

øèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò âåñà ïî ìîäóëþ � �M m
�

� �

2 2 1 1log ( )
, à � — ïî-

ïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò, âû÷èñëÿåìûé êàê ñóììà ïî ìîäóëþ äâà çàðàíåå

óñòàíîâëåííûõ ðàçðÿäîâ èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà.

Äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ m â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ �

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî
j

m

m
j mC

�

�

	 � �

1

1

2 2 RS m k( , )-êîäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíè-

ìàëüíîå îáùåå ÷èñëî íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê, à òàêæå äâóêðàòíûõ
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íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê, îáåñïå÷èâàåò òàêîé RS m k( , )-êîä, äëÿ êîòî-

ðîãî êîýôôèöèåíò � åñòü ñóììà ïî ìîäóëþ äâà ïðîèçâîëüíûõ m/2èíôîð-

ìàöèîííûõ ðàçðÿäîâ ïðè ÷åòíîì çíà÷åíèè m è ( ) /m 
1 2 èíôîðìàöèîííûõ

ðàçðÿäîâ ïðè íå÷åòíîì çíà÷åíèè m. RS (m, k)-êîäû îáíàðóæèâàþò ïðàêòè-

÷åñêè â äâà ðàçà áîëüøå îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ, ÷åì êîäû

Áåðãåðà, íî â îòëè÷èå îò íèõ, íå îáíàðóæèâàþò íåêîòîðîå ÷èñëî ìîíîòîí-

íûõ îøèáîê êðàòíîñòüþ � �d M m
� �

� �

2 2 1 1log ( )
.

Åùå îäíèì ñïîñîáîì ìîäèôèêàöèè êîäà ÿâëÿåòñÿ âçâåøèâàíèå îäíîãî

èç ðàçðÿäîâ êàêèì-ëèáî íàòóðàëüíûì ÷èñëîì è ïîñòðîåíèå êîäà ïî ñëåäóþ-

ùèì ïðàâèëàì [29—31]. Âñåì ðàçðÿäàì èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà, çà èñêëþ-

÷åíèåì îäíîãî, ïðèïèñûâàåì åäèíè÷íûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, à îäíî-

ìó — âåñîâîé êîýôôèöèåíò wi � 2, ãäå i — ïîçèöèÿ ðàçðÿäà â èíôîðìàöèîí-

íîì âåêòîðå. Îïðåäåëÿåì ñóììó âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ åäèíè÷íûõ èíôîð-

ìàöèîííûõ ðàçðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿåì åå â äâîè÷íîì âèäå è çàïèñûâàåì â

ðàçðÿäû êîíòðîëüíîãî âåêòîðà. Òàêîé êîä îáîçíà÷èì WS (m, k, wi).

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé m è wi ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû êîäû ñ

óëó÷øåííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäàìè Áåðãåðà õàðàêòåðèñòèêàìè îáíàðó-

æåíèÿ îøèáîê. Ïðè ýòîì ëþáîé WS (m, k, wi)-êîä áóäåò îáíàðóæèâàòü

100% ìîíîòîííûõ îøèáîê. Èçìåíÿÿ ÷èñëî wi îò 2 äî m, ìîæíî óìåíüøèòü

îáùåå ÷èñëî íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê. Âñå WS (m, k, wi)-êîäû ïðè

w mi � áóäóò â òî÷íîñòè ïîâòîðÿòü îñíîâíûå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ êîäîâ

Áåðãåðà, ò.å. èìè íå áóäóò îáíàðóæèâàòüñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷íûå îøèáêè,

îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ ïðèáëèçèòåëüíî âäâîå ìåíüøå, ÷åì ó êîäîâ Áåðãåðà.

S (m, k)-, RS m k( , )- è WS (m, k, wi)-êîäû ïðè � �w mi
m

� �
�

2 2 1log ( )
èìåþò

îäèíàêîâîå ÷èñëî êîíòðîëüíûõ ðàçðÿäîâ
� �

k m� �log ( )2 1 , íî ïðè ýòîì îá-

ëàäàþò ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáíàðóæåíèÿ îøèáîê. Ðåçóëüòàòû

èññëåäîâàíèé ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî îáùåå ÷èñëî íåîáíàðóæèâàåìûõ

ýòèìè êîäàìè îøèáîê ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óìåíüøåíî. Ðàññìîòðèì äâà

ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ( , )m k -êîäîâ ñ ìèíèìàëüíûì îáùèì ÷èñëîì íåîáíàðó-

æèâàåìûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ ïðè
� �

k m� �log ( )2 1 .

Ìîäóëüíî-âçâåøåííûå êîäû Áåðãåðà. Ìîäèôèöèðîâàííûå êîäû

Áåðãåðà, îáíàðóæèâàþò ïðàêòè÷åñêè âäâîå áîëüøå îøèáîê â èíôîðìà-

öèîííûõ âåêòîðàõ, ÷åì êëàññè÷åñêèå êîäû Áåðãåðà. Îäíàêî ìîæíî ïîñò-

ðîèòü òàêèå êîäû ñ ñóììèðîâàíèåì, êîòîðûå íå îáíàðóæèâàþò ìèíèìàëü-

íîå îáùåå ÷èñëî îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ ïðè çàäàííûõ çíà-

÷åíèÿõ äëèí èíôîðìàöèîííûõ è êîíòðîëüíûõ âåêòîðîâ. Òàêèå êîäû ïîñò-

ðîåíû íà îñíîâå âçâåøèâàíèÿ ðàçðÿäîâ èëè ïåðåõîäîâ ìåæäó ðàçðÿäàìè â

èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ [32—37]. Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ êîäà, îòíî-

ñÿùèõñÿ ê êëàññó ìîäóëüíî-âçâåøåííûõ êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì.

Ìîäóëüíî-âçâåøåííûå êîäû ñ ñóììèðîâàíèåì ñ íàèìåíüøèì îáùèì ÷èñëîì
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Ê î ä 1. Óñòàíàâëèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ,

îáðàçóþùóþ íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë. Êàæäîå ÷èñëî èç ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïðèïèñûâàåòñÿ ðàçðÿäó èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà, íà÷èíàÿ ñ

ìëàäøåãî (òàáë. 1). Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå ìîäóëÿ � �M m
�

�

2 2 1log ( )
. Ïîäñ÷è-

òûâàåì ÷èñëî VS, êîòîðîå ðàâíî ñóììå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ åäèíè÷-

íûõ èíôîðìàöèîííûõ ðàçðÿäîâ, è îïðåäåëÿåì íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëü-

íûé âû÷åò äàííîãî ÷èñëà ïî ìîäóëþ M V MS� (mod ). Ïîëó÷åííîå â èòîãå

÷èñëî ïðåäñòàâëÿåì â äâîè÷íîì âèäå è çàïèñûâàåì â ðàçðÿäû êîíòðîëü-

íîãî âåêòîðà. Äàííûé êîä íàçîâåì ìîäóëüíûì êîäîì ñ ñóììèðîâàíèåì

âçâåøåííûõ ðàçðÿäîâ è îáîçíà÷èì WSM ( , )m k -êîä [38].

Ê î ä 2. Ïðèïèñûâàåì óñòàíîâëåííóþ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñî-

âûõ êîýôôèöèåíòîâ íå ðàçðÿäàì, à ïåðåõîäàì ìåæäó ñîñåäíèìè ðàçðÿ-

äàìè â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ (ñì. òàáë. 1), è óñòàíàâëèâàåì çíà÷åíèå

ìîäóëÿ � �M m
�

�

2 2 1log ( )
. Ïîäñ÷èòûâàåì ÷èñëî VT êàê ñóììó âåñîâûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ àêòèâíûõ ïåðåõîäîâ, äëÿ êîòîðûõ f fi i �
�1 1. Îïðåäåëÿåì

íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò ÷èñëà VT ïî ìîäóëþ M V MT� (mod ) .

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâîè÷íîì âèäå è çàïèñûâàåòñÿ â

ðàçðÿäû êîíòðîëüíîãî âåêòîðà. Äàííûé êîä íàçoâåì ìîäóëüíûì êîäîì ñ

ñóììèðîâàíèåì âçâåøåííûõ ïåðåõîäîâ è îáîçíà÷èì WTM (m, k)-êîä [39].

Êîäû 1 è 2 èìåþò òàêîå æå ÷èñëî ðàçðÿäîâ â êîíòðîëüíûõ âåêòîðàõ,

êàê è êîäû Áåðãåðà, îäíàêî îáëàäàþò ñîâåðøåííî èíûìè ñâîéñòâàìè

îáíàðóæåíèÿ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ.

Õàðàêòåðèñòèêè îáíàðóæåíèÿ îøèáîê ìîäóëüíî-âçâåøåííûìè

êîäàìè Áåðãåðà. Â õîäå èññëåäîâàíèé áûë ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé

ïðîãðàììíûé ìîäóëü ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê îáíàðóæåíèÿ îøèáîê â èí-

ôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ ( , )m k -êîäîâ, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü ÷èñëî

íåîáíàðóæèâàåìûõ èìè îøèáîê ïî âèäàì (ìîíîòîííûå, ñèììåòðè÷íûå è

àñèììåòðè÷íûå [40]) è êðàòíîñòÿì d.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòèêè íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê

WSM ( , )m k - è WTM ( , )m k -êîäàìè ïðè m = 3 � 20, ãäå N2 — ðàññ÷èòàííûå çíà-

÷åíèÿ äâóêðàòíûõ íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê, �m k, — îòíîøåíèå ÷èñëà
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Ðàçðÿä èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà f5 f4 f3 f2 f1

Âåñîâîé êîýôôèöèåíò w5 w4 w3 w2 w1

ðàçðÿäà 5 4 3 2 1

w4,5 w3,4 w2,3 w1,2

ïåðåõîäà ìåæäó ðàçðÿäàìè 4 3 2 1

Òàáëèöà 1. Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì



íåîáíàðóæèâàåìûõ îïòèìàëüíûì (m, k)-êîäîì îøèáîê ê àíàëîãè÷íîé

âåëè÷èíå ðàññìàòðèâàåìîãî êîäà, � m — äîëÿ íåîáíàðóæèâàåìûõ êîäîì

îøèáîê îò îáùåãî ÷èñëà îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ. Âåëè÷èíà

�m k, ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî áëèçîê êîä ïðè äàííîé äëèíå èíôîðìàöèîí-

íîãî âåêòîðà ê êîäó ñ ìèíèìàëüíûì îáùèì ÷èñëîì íåîáíàðóæèâàåìûõ

îøèáîê (îïòèìàëüíîìó ( , )m k -êîäó [27, 28]). Êîýôôèöèåíòû �m, � m è � m

õàðàêòåðèçóþò äîëè íåîáíàðóæèâàåìûõ äàííûì êîäîì ìîíîòîííûõ, ñèì-

ìåòðè÷íûõ è àñèììåòðè÷íûõ îøèáîê îò îáùåãî ÷èñëà âîçìîæíûõ â èí-

ôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ îøèáîê ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà, �m, 2 — äîëÿ

äâóêðàòíûõ íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê îò îáùåãî ÷èñëà äâóêðàòíûõ

îøèáîê.

Àíàëèçèðóÿ çíà÷åíèÿ �m k, â òàáë. 2, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

âñå WSM ( , )m k - è WTM ( , )m k -êîäû ïðè m t
� 2 , t �2 3, ,..., ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-

íûìè ( , )m k -êîäàìè, ò.å. êîäàìè ñ ìèíèìàëüíûì îáùèì ÷èñëîì íåîáíàðó-

æèâàåìûõ îøèáîê. Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò çíà÷åíèÿ �m, ïðè ìàëûõ äëèíàõ

èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ îáîèìè êîäàìè íå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðèá-

ëèçèòåëüíî 10—15 % îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ: â äèàïàçîíå

m = 8 �15 — � m � 6 %, à ïðè m � 16 — � m � 3 %, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå àíà-

ëîãè÷íûõ âåëè÷èí äëÿ S ( , )m k - è RS m k( , )-êîäîâ (ðèñ. 1).

Êîäû WSM ( , )m k è WTM ( , )m k , â îòëè÷èå îò êîäîâ Áåðãåðà, â êëàññå

íåîáíàðóæèâàåìûõ èìåþò îøèáêè âñåõ âèäîâ: ìîíîòîííûå, ñèììåòðè÷-

íûå è àñèììåòðè÷íûå. Îäíàêî èõ äîëè ñóùåñòâåííû ëèøü ïðè íåáîëüøèõ

äëèíàõ èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ (m < 8). Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà-

ôèêè çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ �m, � m è � m äëÿ êîäîâ WSM ( , )m k ,

WTM ( , )m k è íàèëó÷øèõ RS m k( , )-êîäîâ.

Êîäû RS ( , )m k èäåíòèôèöèðóþò áîëüøåå ÷èñëî ìîíîòîííûõ îøèáîê

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäóëüíî-âçâåøåííûìè êîäàìè, èìåþùèìè ïðè îäèíàêîâûõ

çíà÷åíèÿõ m ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîå ÷èñëî ìîíîòîííûõ íåîáíàðóæèâàåìûõ

îøèáîê (ó WSM ( , )m k -êîäîâ íåìíîãî ìåíüøå, ÷åì ó WTM ( , )m k -êîäîâ). Çíà-

÷èòåëüíî ëó÷øèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ RS m k( , )-êîäàìè

îáëàäàþò WSM (m,k)- è WTM (m, k)-êîäû â îáëàñòè ñèììåòðè÷íûõ îøèáîê.

Åñëè RS m k( , )-êîäàìè íå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî 50 % ñèììåò-

ðè÷íûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ, òî WSM ( , )m k - è WTM ( , )m k -

êîäàìè — ìåíåå 10—15 %, à ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû èíôîðìàöèîííîãî

âåêòîðà íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ � m.

Àñèììåòðè÷íûõ íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê ãîðàçäî áîëüøå ó âçâå-

øåííûõ êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ RS ( , )m k -êîäàìè. Ïðè

ýòîì WTM ( , )m k -êîäû ïî ïîêàçàòåëþ îáíàðóæåíèÿ àñèììåòðè÷íûõ îøè-

áîê èìåþò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä WSM ( , )m k -êîäàìè.

Ìîäóëüíî-âçâåøåííûå êîäû ñ ñóììèðîâàíèåì ñ íàèìåíüøèì îáùèì ÷èñëîì

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 73



Â.Â. Ñàïîæíèêîâ, Âë.Â. Ñàïîæíèêîâ, Ä.Â. Åôàíîâ

74 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 4

m
k

×
è

ñë
î

í
åî

á
í

àð
ó
æ

è
â
àå

ì
û

õ
î
ø

è
á

î
ê

N
2

�
m

k,
,

%
�

m
,

%

Ä
î
ë
ÿ

í
åî

á
í

àð
ó
æ

è
â
àå

ì
û

õ
î
ø

è
á

î
ê

î
ò

î
á

ù
åã

î
÷

è
ñë

à
î
ø

è
á

î
ê

ä
àí

í
î
ãî

â
è

ä
à

�
2
,

%

�
m

,
%

�
m

,
%

�
m

,
%

Î
á

ù
åå

Ì
î
í

î
-

òî
í

í
û

å
Ñ

è
ì

ì
åò

ð
è

÷
í

û
å

À
ñè

ì
ì

åò
ð
è

÷
í

û
å

W
SM

(m
,k

)-
êî

äû

3
2

8
4

0
4

4
1

0
0

1
4

,2
8

6
2

8
,5

7
1

0
6

6
,6

6
7

1
6

,6
6

7

4
3

1
6

4
2

1
0

0
1

0
0

6
,6

6
7

6
,0

6
1

3
,7

0
4

1
7

,8
5

7
0

5
3

9
6

3
2

1
2

5
2

1
6

1
0

0
9

,6
7

7
1

2
,2

1
4

5
,4

5
5

1
4

,8
5

7
5

6
3

4
4

8
1

1
6

6
4

2
6

8
6

4
1

0
0

1
1

,1
1

1
1

2
,2

6
2

7
,4

4
2

1
4

,5
4

9
6

,6
6

7

7
3

1
9

2
0

4
2

0
3

1
2

1
1

8
8

1
9

2
1

0
0

1
1

,8
1

1
1

3
,0

3
5

9
,4

4
3

1
3

,4
4

8
7

,1
4

3

8
4

3
8

4
0

5
7

2
8

1
0

2
4

5
8

0
1

0
0

5
,8

8
2

5
,4

1
6

6
,4

2
1

6
,1

3
6

0

9
4

1
5

8
7

2
2

0
5

6
2

9
5

6
1

0
8

6
0

2
5

6
1

0
0

6
,0

6
7

6
,0

9
5

6
,1

4
5

6
,1

9
9

1
,3

8
9

1
0

4
6

4
5

1
2

6
5

7
2

1
1

0
8

0
4

6
8

6
0

1
0

2
4

1
0

0
6

,1
5

8
6

,2
1

1
6

,0
3

1
6

,2
6

7
2

,2
2

2

1
1

4
2

6
0

0
9

6
2

0
4

2
0

4
2

5
9

2
1

9
7

0
8

4
3

0
7

2
1

0
0

6
,2

0
4

6
,2

3
2

6
,0

5
5

6
,2

7
9

2
,7

2
7

1
2

4
1

0
4

4
4

8
0

6
2

6
4

8
1

6
5

3
1

8
8

1
6

5
1

4
8

1
9

2
1

0
0

6
,2

2
7

6
,2

3
6

,1
2

3
6

,2
7

2
3

,0
3

1
3

4
4

1
8

6
1

1
2

1
9

2
2

2
0

6
4

2
1

1
2

3
3

5
1

7
8

0
2

0
4

8
0

1
0

0
6

,2
3

9
6

,2
7

6
,1

7
9

6
,2

6
1

3
,2

0
5

1
4

4
1

6
7

6
0

8
3

2
5

8
3

0
4

4
2

4
9

1
1

6
8

1
3

6
8

6
6

2
0

4
9

1
5

2
1

0
0

6
,2

4
4

6
,2

6
7

6
,2

1
2

6
,2

5
6

3
,2

9
7

1
5

4
6

7
0

7
6

0
9

6
1

7
6

5
2

5
2

9
6

6
2

5
2

8
5

5
6

4
8

3
1

6
1

1
4

6
8

8
1

0
0

6
,2

4
7

6
,2

7
3

6
,2

3
6

,2
5

3
3

,3
3

3

1
6

5
1

3
4

1
5

2
1

9
2

2
6

4
1

0
3

6
1

9
7

1
5

7
5

4
1

1
1

7
9

5
4

0
2

0
1

0
0

3
,1

2
4

3
,1

1
3

,2
8

3
,0

9
9

0

1
7

5
5

3
6

7
3

9
8

4
0

7
9

9
1

5
7

6
7

4
6

0
2

6
2

0
4

5
4

1
4

5
6

4
4

6
5

5
3

6
1

0
0

3
,1

2
4

3
,1

2
4

3
,1

9
7

3
,1

1
3

0
,3

6
8

Ò
àá

ëè
öà

2.
Ï

î
ê

à
çà

ò
åë

è
î
á
í

à
ð

ó
æ

åí
è

ÿ
î
ø

è
á
î
ê

W
S

M
(m

,k
)-

è
W

T
M

m
k

(
,

)-
ê

î
ä
à
ì

è



Ìîäóëüíî-âçâåøåííûå êîäû ñ ñóììèðîâàíèåì ñ íàèìåíüøèì îáùèì ÷èñëîì

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 75

1
8

5
2

1
4

7
2

2
1

5
0

4
2

4
0

5
0

5
2

4
2

8
6

2
7

6
6

9
6

1
8

3
6

8
9

4
2

8
4

2
6

2
1

4
4

1
0

0
3

,1
2

5
3

,1
2

5
3

,1
5

5
3

,1
2

0
,6

5
4

1
9

5
8

5
8

9
4

1
0

3
0

4
7

2
3

1
6

4
0

0
1

1
0

8
2

5
4

6
8

8
7

4
0

8
8

3
9

2
1

6
7

8
6

4
3

2
1

0
0

3
,1

2
5

3
,1

2
6

3
,1

3
6

3
,1

2
3

0
,8

7
7

2
0

5
3

4
3

5
8

6
8

9
7

9
2

2
1

7
1

5
7

5
2

4
4

3
1

2
0

0
2

0
7

6
2
9
8
2
9
5
3
0
1
9
2

2
0

9
7

1
5

2
1

0
0

3
,1

2
5

3
,1

2
4

3
,1

2
8

3
,1

2
5

1
,0

5
3

W
T

M
m

k
(

,
)-

êî
äû

3
2

8
2

0
6

0
1

0
0

1
4

,2
8

6
1

4
,2

8
6

0
1

0
0

0

4
3

2
4

6
1

0
8

8
6

6
,6

6
6

6
7

1
0

9
,0

9
1

1
8

,5
1

9
1

4
,2

8
6

8
,3

3
3

5
3

9
6

3
0

8
5

8
3

2
1

0
0

9
,6

7
7

1
1

,4
5

3
,6

3
6

1
6

,5
7

1
1

0

6
3

4
4

8
1

7
4

1
7

6
1

3
8

1
9

2
1

0
0

1
1

,1
1

1
1

4
,1

6
5

2
0

,4
6

5
7

,4
9

2
2

0

7
3

1
9

2
0

4
7

0
3

5
2

1
0

9
8

4
4

8
1

0
0

1
1

,8
1

1
1

4
,5

8
7

1
0

,6
5

4
1

2
,4

2
9

1
6

,6
6

7

8
4

3
8

5
6

8
3

0
1

3
7

8
1

6
4

8
8

3
2

9
9

,5
8

5
0

6
5

,9
0

7
7

,8
5

8
1

0
,9

2
4

4
,1

1
4

1
1

,6
0

7

9
4

1
5

8
7

2
2

7
1

4
2

7
2

8
1

0
4

3
0

2
3

0
4

1
0

0
6

,0
6

7
8

,0
4

5
5

,6
7

1
5

,9
5

4
1

2
,5

1
0

4
6

4
5

1
2

8
7

1
4

2
2

1
2

0
3

3
6

7
8

7
6

8
0

1
0

0
6

,1
5

8
8

,2
3

6
1

2
,0

3
9

4
,5

0
4

1
6

,6
6

7

1
1

4
2

6
0

0
9

6
2

5
3

3
8

4
4

2
2

4
1

9
0

5
3

4
1

7
4

0
8

1
0

0
6

,2
0

4
7

,7
3

3
6

,2
8

7
6

,0
7

1
1

5
,4

5
5

1
2

4
1

0
4

4
4

8
0

7
3

6
5

0
3

3
4

0
6

4
6

3
6

7
6

6
4

4
0

3
2

1
0

0
6

,2
2

7
7

,3
2

4
1

2
,3

7
2

4
,8

9
1

1
6

,2
8

8

1
3

4
4

1
8

6
1

1
2

2
2

2
5

4
6

6
6

8
1

2
0

3
2

9
5

4
4

6
9

9
3

2
8

1
0

0
6

,2
3

9
7

,2
5

9
6

,4
2

9
6

,1
5

6
1

5
,5

4
5

1
4

4
1

6
7

6
0

8
3

2
6

6
2

1
5

4
4

9
9

8
7

0
4

1
1

0
9

9
9

7
4

2
4

3
7

1
2

1
0

0
6

,2
4

4
7

,1
1

7
1

2
,4

6
6

5
,0

7
3

1
6

,3
4

6

1
5

4
6

7
0

7
6

0
9

6
1

9
9

3
5

4
6

9
9

9
7

3
1

2
5

5
0

8
5

2
3

8
5

3
6

5
7

6
1

0
0

6
,2

4
7

7
,0

8
4

6
,4

4
6

6
,1

8
9

1
5

,5
9

5

1
6

5
1

3
4

1
5

2
2

2
4

3
1

3
9

2
5

8
3

7
5

0
2

8
3

4
9

3
5

1
0

1
3

2
9

3
3

8
8

8
9

9
,9

9
9

9
8

3
,1

2
4

3
,6

9
7

6
,2

4
2

,5
9

2
1

1
,8

7
5

1
7

5
5

3
6

7
3

9
8

4
0

9
4

8
9

8
4

6
7

5
0

0
5

6
0

8
4

5
2

2
4

4
3

8
6

2
2

9
3

7
6

0
1

0
0

3
,1

2
4

3
,7

1
3

,2
1

4
3

,1
1

2
,8

6
8

1
8

5
2

1
4

7
2

2
1

5
0

4
2

8
4

7
6

5
5

8
5

6
6

9
3

7
2

7
2

1
5

5
1

8
0

7
6

7
4

5
8

9
8

2
4

0
1

0
0

3
,1

2
5

3
,7

6
,2

4
7

2
,6

3
6

1
4

,7
0

6

1
9

5
8

5
8

9
4

1
0

3
0

4
8

3
6

1
1

2
7

8
1

1
3

3
8

7
3

7
9

2
7

3
7

1
9

2
5

2
3

4
1

2
8

4
5

0
5

6
1

0
0

3
,1

2
5

3
,6

1
4

3
,2

0
8

3
,1

0
8

1
4

,3
2

7

2
0

5
3

4
3

5
8

6
8

9
7

9
2

2
4

3
4

8
9

8
8

6
8

6
1

4
3

7
1

1
7

6
2

5
5

0
0

8
2

8
7

3
0

2
9

0
9

7
9

8
4

1
0

0
3

,1
2

5
3

,5
0

3
6

,2
4

9
2

,6
7

1
1

4
,6

0
5



Óêàæåì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìîäóëüíî-âçâåøåííûõ êîäîâ ñ ñóì-
ìèðîâàíèåì, ó÷åò êîòîðûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíûì ïðè ïîñòðîåíèè íà-
äåæíûõ äèñêðåòíûõ óñòðîéñòâ.

Ñâîéñòâà WSM ( , )m k -êîäîâ:
1) â êëàññå íåîáíàðóæèâàåìûõ åñòü îøèáêè ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè

êðàòíîñòÿìè;
2) ìèíèìàëüíàÿ êðàòíîñòü ìîíîòîííûõ íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê

ñîñòàâëÿåò d = 2 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé m, êðîìå m = 2t, t �2 3, ,... . Äëÿ m = 2t
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ �m è�m ,2 îò äëèíû èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ �m, �m è �m îò äëèíû èíôîðìàöèîííîãî
âåêòîðà



ýòà âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò d = 3; ìèíèìàëüíàÿ êðàòíîñòü ñèììåòðè÷íûõ îøè-
áîê — d = 4, à àñèììåòðè÷íûõ — d = 3;

3) ïðè äëèíàõ èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ m = 2t, t �2 3, ,... îáíàðóæè-
âàþòñÿ ëþáûå äâóêðàòíûå îøèáêè â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ.

Ñâîéñòâà WTM ( , )m k -êîäîâ:

1) ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ m îáíàðóæèâàþòñÿ ëþáûå îøèáêè ñ ÷åòíûìè

êðàòíîñòÿìè;

2) ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ m â êëàññå íåîáíàðóæèâàåìûõ åñòü îøèá-

êè ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè êðàòíîñòÿìè;

3) ìèíèìàëüíàÿ êðàòíîñòü ìîíîòîííûõ è ñèììåòðè÷íûõ íåîáíàðóæè-

âàåìûõ îøèáîê ñîñòàâëÿåò d = 2, àñèììåòðè÷íûõ — d = 4 ïðè ÷åòíûõ

çíà÷åíèÿõ m è d = 3 — ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ m;

4) ïðè m = 3 îáíàðóæèâàþòñÿ ëþáûå äâóêðàòíûå îøèáêè â èíôîð-

ìàöèîííûõ âåêòîðàõ.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ýôôåêòèâíîñòü îáíàðóæåíèÿ äâóêðàòíûõ îøèáîê

ìîäóëüíî-âçâåøåííûìè êîäàìè ñ ñóììèðîâàíèåì äîñòàòî÷íî âûñîêà.

Êëàññè÷åñêèå è ìîäèôèöèðîâàííûå êîäû Áåðãåðà óñòóïàþò ïî äàííîìó

ïîêàçàòåëþ WSM ( , )m k - è WTM ( , )m k -êîäàì. Ïî ïîêàçàòåëþ îáíàðóæåíèÿ

äâóêðàòíûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ WSM ( , )m k -êîäû èìåþò

äîìèíàíòíîå ïîëîæåíèå ïåðåä âñåìè ðàññìàòðèâàåìûìè êîäàìè: ïðè

4 � m � 7 çíà÷åíèå �2 íå ïðåâûøàåò 10%, à ïðè 8 � m � 15 — 5%; ñ óâå-

ëè÷åíèåì äëèíû èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà m çíà÷åíèå �2 óìåíüøàåòñÿ.

Êàê âèäèì, ïðè äëèíàõ èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðîâ m = 2t, t �2 3, ,... WSM
( , )m k -êîäàìè îáíàðóæèâàåòñÿ 100% äâóêðàòíûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîí-

íûõ âåêòîðàõ. Íåñêîëüêî õóäøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáíàðóæåíèÿ äâó-

êðàòíûõ îøèáîê îáëàäàþò WTM ( , )m k -êîäû.

Â òàáë. 3 óêàçàíû êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ îøèáîê â ïîðÿäêå óõóä-

øåíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ( , )m k -êîäîâ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Â õîäå èññëåäîâàíèé áûëè ïðîâåäåíû

ýêñïåðèìåíòû ïî ôèêñàöèè îøèáîê íà âûõîäàõ êîíòðîëüíûõ êîìáèíà-
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Óõóäøåíèå
ñâîéñòâ
êîäîâ

Îáíàðóæåíèå îøèáîê

îáùåå ìîíîòîííûõ ñèììåòðè÷íûõ àñèììåòðè÷íûõ äâóêðàòíûõ

�

WSM ( , )m k S ( , )m k WSM ( , )m k S ( , )m k WSM ( , )m k

WTM ( , )m k RS ( , )m k WTM ( , )m k WTM ( , )m k WTM ( , )m k

RS ( , )m k WSM ( , )m k RS ( , )m k WSM ( , )m k RS ( , )m k

S ( , )m k WTM ( , )m k S ( , )m k RS ( , )m k S ( , )m k

Òàáëèöà 3. Îñíîâíûå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ îøèáîê ( , )m k -êîäàìè
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öèîííûõ ñõåì ðàçëè÷íûìè êîäàìè ñ ñóììèðîâàíèåì. Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ

âûáðàíà áàçà LGSynth’89, êîíòðîëüíûå ñõåìû â êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â

ôîðìàòå *.netblif [41, 42]. Äëÿ êàæäîé êîíòðîëüíîé êîìáèíàöèîííîé ñõå-

ìû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
1. Ïîñëåäîâàòåëüíî âíîñèëè âñå îäèíî÷íûå êîíñòàíòíûå íåèñïðàâ-

íîñòè íà âûõîäàõ âíóòðåííèõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
2. Ïðè âíåñåíèè êàæäîé íåèñïðàâíîñòè íà âõîäû ñõåìû ïîäàâàëè âñå

âîçìîæíûå äâîè÷íûå âåêòîðû, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôèêñèðîâàëèñü âû-
õîäíûå çíà÷åíèÿ <fm fm–1 ... f2 f1>.

3. Íà êàæäîì âõîäíîì íàáîðå ôîðìèðóåìûé âåêòîð <fm fm–1 ... f2 f1>
ñðàâíèâàëè ñ ýòàëîííûì âåêòîðîì íà äàííîì íàáîðå (ôîðìèðóåìîì íà
âûõîäàõ èñïðàâíîé ñõåìû).

4. Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ êîäîâ, S ( , )m k , RS ( , )m k , WSM ( , )m k è
WTM ( , )m k , ôèêñèðîâàëè òèï îøèáêè (îáíàðóæèâàåìàÿ èëè íåîáíàðóæè-
âàåìàÿ), êðàòíîñòü îøèáêè è åå âèä.

Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î âîç-
ìîæíîñòÿõ îáíàðóæåíèÿ îøèáîê íà âûõîäàõ êàæäîé êîíòðîëüíîé êîìáè-
íàöèîííîé ñõåìû ðàçëè÷íûìè êîäàìè ñ ñóììèðîâàíèåì (òàáë. 4). Äëÿ
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Íîìåð
ñõåìû

Êîíòðîëüíàÿ
ñõåìà

Äîëÿ íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê

�S , % �RS ,%

WSM ( , )m k WTM ( , )m k WSM ( , )m k WTM ( , )m k

1 cm82a 5,88 5,88 6,25 6,25

2 cm85a 0 0 0 0

3 b1 0 0 — —

4 cmb 0 0 — —

5 z4ml 0 6,25 0 12,5

6 cm162a 326,93 311,62 82,8 78,92

7 cm163a 195,68 184,14 72,96 68,66

8 alu2 10,43 25,913 29,981 74,53

9 x2 498,08 98,08 588,64 115,91

10 alu4 16,41 9,59 26,36 15,41

11 cm138a — — — —

12 f51m 13,01 99,19 41,03 312,82

13 cm42a 0 0 0 0

14 cu 4,51 0,28 4,51 0,28

15 pm1 7,42 22,97 14,43 44,7

Òàáëèöà 5. Äîëè íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê WSM m k( , )- è WTM m k( , )-êîäàìè
îò ÷èñëà íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê êîäàìè S m k( , ) è RS m k( , )



êàæäîé èç 15 ñõåì â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû îáùåå ÷èñëî íåîáíàðóæèâàåìûõ
îøèáîê, à òàêæå äîëè íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê ðàçëè÷íûõ âèäîâ îò èõ
îáùåãî ÷èñëà. Êàê âèäíî èç òàáë. 4, S ( , )m k -êîäàìè íå îáíàðóæèâàþòñÿ
âñå ñèììåòðè÷íûå îøèáêè, âîçíèêàþùèå íà âûõîäàõ ñõåì, à îøèáêè
äðóãèõ âèäîâ îáíàðóæèâàþòñÿ ïîëíîñòüþ. Äëÿ RS ( , )m k -êîäà â êëàññå
íåîáíàðóæèâàåìûõ îêàçûâàþòñÿ òîëüêî ìîíîòîííûå è ñèììåòðè÷íûå
îøèáêè. Ïðè ýòîì íà âûõîäàõ íåêîòîðûõ ñõåì äàííûé êîä, â îòëè÷èå îò
êîäà Áåðãåðà, îáíàðóæèâàåò íåêîòîðóþ äîëþ ñèììåòðè÷íûõ îøèáîê. Àñèì-
ìåòðè÷íûå îøèáêè îáíàðóæèâàþòñÿ RS ( , )m k -êîäîì íà îñíîâå åãî ñâîéñò-
âà, à èìåííî: â êëàññå íåîáíàðóæèâàåìûõ äëÿ äàííîãî êîäà ìîãóò áûòü
àñèììåòðè÷íûå îøèáêè òîëüêî ñ ÷åòíîé êðàòíîñòüþ d � M + 2 [43]. Ïðè
êîíòðîëå òðåõ ñõåì èç 15 RS ( , )m k -êîä îáåñïå÷èâàåò 100%-íîå îáíàðó-
æåíèå ëþáûõ îäèíî÷íûõ íåèñïðàâíîñòåé.

Ïðè êîíòðîëå ñõåì êîäàìè WSM ( , )m k è WTM ( , )m k óäàåòñÿ åùå áîëüøå

óëó÷øèòü ïîêàçàòåëè îáíàðóæåíèÿ îøèáîê. Â ñëó÷àå êîíòðîëÿ WSM ( , )m k -

êîäàìè ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ñõåì, çà èñêëþ÷åíèåì f51m è pm1, ýôôåêò

äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò îáíàðóæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ñèììåòðè÷íûõ îøèáîê.

Äëÿ øåñòè ñõåì èç 15 îáíàðóæèâàþòñÿ ëþáûå íåèñïðàâíîñòè âî âíóòðåí-

íåé ñòðóêòóðå ñõåìû.

Íåñêîëüêî õóæå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ WTM ( , )m k -êîäîâ — èìè íå

îáíàðóæèâàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî îøèáîê íà âûõîäàõ êîíòðîëüíûõ ñõåì, çà

èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð ñõåì cu è x2. Äëÿ ïÿòè ñõåì

èç 15 ïðè êîíòðîëå WTM ( , )m k -êîäàìè óäàåòñÿ îáíàðóæèòü ëþáûå íåèñ-

ïðàâíîñòè íà âûõîäàõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû.

Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû äîëè �S è �RS íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê

WSM ( , )m k - è WTM ( , )m k -êîäàìè îò ÷èñëà íåîáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê

ñîîòâåòñòâåííî êîäàìè S ( , )m k è RS m k( , ).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå âçâå-

øåííûõ êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì ïðè îðãàíèçàöèè êîíòðîëÿ êîìáèíàöèîí-

íûõ ñõåì áîëåå ýôôåêòèâíî ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ

è ìîäèôèöèðîâàííûõ êîäîâ Áåðãåðà.

Âûâîäû

Ïðåäëàãàåìûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì ïîçâîëÿþò

ïîñòðîèòü êîäû ñ ìèíèìàëüíûì îáùèì ÷èñëîì íåîáíàðóæèâàåìûõ îøè-

áîê. Êîäû WSM ( , )m k è WTM ( , )m k îáëàäàþò óëó÷øåííûìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè îáíàðóæåíèÿ äâóêðàòíûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ ïî

ñðàâíåíèþ ñ êîäàìè Áåðãåðà è ìîäèôèöèðîâàííûìè êîäàìè ñ ñóììèðî-

âàíèåì åäèíè÷íûõ ðàçðÿäîâ. Êðîìå òîãî, êîäû WSM ( , )m k è WTM ( , )m k
îáíàðóæèâàþò áîëüøåå ÷èñëî ñèììåòðè÷íûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ
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âåêòîðàõ, ÷åì èçâåñòíûå êîäû. Ïî ñðàâíåíèþ ñ RS m k( , )-êîäîì WSM ( , )m k -

è WTM ( , )m k -êîäû îáíàðóæèâàþò áîëüøåå ÷èñëî àñèììåòðè÷íûõ îøèáîê.

Íåäîñòàòêîì èõ ñëåäóåò ñ÷èòàòü íàëè÷èå áîëüøåãî ÷èñëà íåîáíàðóæè-

âàåìûõ ìîíîòîííûõ îøèáîê, ÷åì ó RS ( , )m k -êîäà.

Ïðè ïîñòðîåíèè íàäåæíûõ äèñêðåòíûõ óñòðîéñòâ ïðèìåíåíèå êîäîâ ñ

ñóììèðîâàíèåì íà îñíîâå âçâåøèâàíèÿ ðàçðÿäîâ èëè ïåðåõîäîâ ìåæäó

ðàçðÿäàìè, îáëàäàþùèõ ìèíèìàëüíûì îáùèì ÷èñëîì íåîáíàðóæèâàå-

ìûõ îøèáîê â èíôîðìàöèîííûõ âåêòîðàõ, â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå ñëó÷àåâ

äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ è ìîäèôèöèðî-

âàííûõ êîäîâ ñ ñóììèðîâàíèåì åäèíè÷íûõ ðàçðÿäîâ.
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MODULO WEIGHTED CODES WITH SUMMATION WITH THE MINIMUM
NUMBER OF UNDETECTABLE ERRORS IN DATA VECTORS

The paper deals with two ways of code formation with summation; these codes have the mini-
mum number of undetectable errors in data vectors and the same number of check bits as Berger’s
classic codes. These ways are based on the weighing the bits and transitions between bits taking
adjacent positions in the data vectors using natural sequence of weight factors forming a natural
number series. Some key error detection features in data vectors of these codes are analyzed; they
show the difference of these codes from the Berger codes and their known modifications. Effi-
ciency of the developed codes under the control of errors which appear at the circuit output is
shown on the basis of experiments with the monitoring combination circuits.

K e y w o r d s: discrete devices, technical diagnostics, Berger code, modified Berger code, error
detection.
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Ïðåäëîæåíû äâå ñõåìû ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ â èíòåãðàëüíûõ ñîòîâûõ ñåòÿõ ñâÿçè, â êî-
òîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàáîòêà óçêîïîëîñíûõ ðå÷åâûõ âûçîâîâ è âûçîâîâ äàííûõ,
ÿâëÿþùèõñÿ øèðîêîïîëîñíûìè. Â îáåèõ ñõåìàõ âåñü ïóë êàíàëîâ èçîëèðîâàííî ðàçäåëåí
ìåæäó ðàçíîòèïíûìè âûçîâàìè, èìååòñÿ îáùàÿ çîíà êàíàëîâ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàç-
íîòèïíûõ âûçîâîâ. Â îäíîé ñõåìå èíäèâèäóàëüíûå è îáùàÿ çîíû êàíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ
ðàâíîïðàâíî âûçîâàìè ëþáîãî òèïà. Â äðóãîé ñõåìå èíäèâèäóàëüíûå çîíû èñïîëüçóþòñÿ
ñîãëàñíî ñòðàòåãèè ðåçåðâèðîâàíèÿ êàíàëîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ õýíäîâåð âûçîâîâ è â
îáùåé çîíå îáñëóæèâàþòñÿ ëèøü õýíäîâåð âûçîâû. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà
ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ êàæäîé ñõåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êàíàëîâ ïðè çàäàííûõ
çíà÷åíèÿõ ÷èñëà êàíàëîâ è íàãðóçîê ðàçíîòèïíûõ âûçîâîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Çàïðîïîíîâàíî äâ³ ñõåìè ðîçïîä³ëó êàíàë³â ó ³íòåãðàëüíèõ ñîòîâèõ ñ³òêàõ çâ’ÿçêó, â ÿêèõ
çä³éñíþºòüñÿ îáðîáêà íîâèõ ³ õåíäîâåð âèêëèê³â äàíèõ òà âèêëèê³â ìîâëåííÿ. Ó êîæí³é
ñõåì³ âåñü ïóë êàíàë³â ³çîëüîâàíî ðîçïîä³ëåíî ì³æ ð³çíîòèïíèìè âèêëèêàìè òà º çàãàëüíà
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³íäèâ³äóàëüí³ çîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ çã³äíî ñòðàòåã³¿ ðåçåðâóâàííÿ êàíàë³â äëÿ â³äïî-
â³äíèõ õåíäîâåð âèêëèê³â, à ó çàãàëüí³é çîí³ îáñëóãîâóþòüñÿ ëèøå õåíäîâåð âèêëèê³.
Ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè ðîçðàõóíêó ïîêàçíèê³â ÿêîñò³ îáñëóãîâóâàííÿ êîæíî¿ ñõåìè ðîç-
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Ðàçäåëåíèå îáùåãî ïóëà êàíàëîâ ìåæäó ðàçíîòèïíûìè âûçîâàìè ÿâëÿåòñÿ

ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ çàäàííûõ òðåáîâàíèé ê êà-

÷åñòâó îáñëóæèâàíèÿ (Quality of Service, QoS) â ñåòÿõ ñîòîâîé ñâÿçè (ÑÑÑ).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîáëåìû äåòàëüíî èçëîæåíû â ðàáîòàõ [1—10].
Ïðîáëåìû ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî ïóëà êàíàëîâ ìåæäó ðàçíîòèïíûìè

âûçîâàìè ïîäðîáíî èçó÷åíû äëÿ ìîäåëåé ñ ðàçíîòèïíûìè âûçîâàìè, òðå-
áóþùèìè îäèíàêîâûõ ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ (êàíàëîâ). Âìåñòå ñ òåì, â ÑÑÑ
äëÿ ïåðåäà÷è âûçîâîâ äàííûõ òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî êàíàëîâ
(ò.å. âûçîâû äàííûõ ÿâëÿþòñÿ øèðîêîïîëîñíûìè), à äëÿ ïåðåäà÷è âûçîâîâ
ðå÷è äîñòàòî÷íî ëèøü îäíîãî ñâîáîäíîãî êàíàëà (ò.å. âûçîâû ðå÷è ÿâ-
ëÿþòñÿ óçêîïîëîñíûìè). Àíàëèç äîñòóïíîé ëèòåðàòóðû ïîêàçàë, ÷òî çàäà-
÷è ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî ïóëà êàíàëîâ ìåæäó ðàçíîòèïíûìè âûçîâàìè â
òàêèõ ìîäåëÿõ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû [11—14].

Îðèãèíàëüíàÿ ñõåìà (Dynamic Partition, DP) ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ â

ÑÑÑ ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [15], ñîãëàñíî êîòîðîé îáùèé ïóë êàíàëîâ

äåëèòñÿ íà òðè èçîëèðîâàííûå çîíû: ïî îäíîé èíäèâèäóàëüíîé çîíå äëÿ

ðå÷åâûõ âûçîâîâ è âûçîâîâ äàííûõ è îáùàÿ çîíà äëÿ ñîâìåñòíîãî èñ-

ïîëüçîâàíèÿ. Â çîíå êàíàëîâ äëÿ ðå÷åâûõ âûçîâîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ äîñòóï

íîâûõ âûçîâîâ ðå÷è, ò.å. òàêèå âûçîâû ïðèíèìàþòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà

÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé èíäèâèäóàëüíîé çîíå ìåíüøå

îïðåäåëåííîé ïîðîãîâîé âåëè÷èíû. Îáùóþ çîíó ðàçíîòèïíûå âûçîâû

èñïîëüçóþò ðàâíîïðàâíî. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòîé ñèñòå-

ìû èñïîëüçóåòñÿ òðåõìåðíàÿ öåïü Ìàðêîâà (ÖÌ), äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèî-

íàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ðàçðàáîòàí ðåêóðñèâíûé ìåòîä. Ïîêà-

çàòåëè QoS ïðè èñïîëüçîâàíèè DP-ñõåìû ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ íàõîäÿò êàê

ñîîòâåòñòâóþøèå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé öåïè.

Ïðåäëàãàåìûå ñõåìû èçîëèðîâàííîãî ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ èäåéíî

áëèçêè ê DP-ñõåìå [15], íî èìåþò ñëåäóþùèå îòëè÷èÿ:

1) â íèõ ðàçëè÷àþòñÿ íîâûå è õýíäîâåð âûçîâû äàííûõ;

2) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáùàÿ çîíà êàíàëîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

ëèøü õýíäîâåð âûçîâàìè äàííûõ è ðå÷è;

3) çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî õýíäîâåð âûçîâîâ

ðå÷è â îáùåé çîíå êàíàëîâ (ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðè

øèðîêîïîëîñíûõ âûçîâîâ äàííûõ).

Ãëàâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñõåìû ïðåä-

ëîæåí àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîäîáíûé èñïîëüçîâàííîìó â ðàáîòå [16], ãäå

èçó÷åíû ìîäåëè ÑÑÑ, â êîòîðûõ äëÿ ðàçíîòèïíûõ âûçîâîâ òðåáóþòñÿ îäèíà-

êîâûå ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ. Â îòëè÷èå îò [16] çäåñü ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîð-

ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé QoS ñåòè ïðè èñïîëüçîâàíèè îáåèõ ñõåì

ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.
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Îïèñàíèå ìîäåëåé è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áàçîâàÿ ñòàíöèÿ èçîëè-

ðîâàííîé ñîòû ñåòè èìååò N �1 ðàäèîêàíàëîâ. Â ýòèõ êàíàëàõ îáðàáàòû-

âàþòñÿ ÷åòûðå ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêà âûçîâîâ: õýíäîâåð ðå÷åâûå âûçîâû

(hv-âûçîâû), íîâûå ðå÷åâûå âûçîâû (ov-âûçîâû), õýíäîâåð âûçîâû äàí-

íûõ (hd-âûçîâû) è íîâûå âûçîâû äàííûõ (od-âûçîâû).

Äëÿ îáðàáîòêè âûçîâîâ ðå÷è (íîâûõ è õýíäîâåð) òðåáóåòñÿ ëèøü îäèí

êàíàë, à äëÿ îáðàáîòêè âûçîâîâ äàííûõ (íîâûõ è õýíäîâåð) òðåáóþòñÿ

îäíîâðåìåííî b, b > 1, êàíàëîâ. Âåñü ïóë êàíàëîâ ðàçäåëåí íà òðè ãðóïïû:

N v êàíàëîâ èç îáùåãî ÷èñëà N êàíàëîâ âûäåëÿþòñÿ ëèøü äëÿ ðå÷åâûõ

âûçîâîâ (v-âûçîâîâ), N d êàíàëîâ èç îáùåãî ÷èñëà N êàíàëîâ âûäåëÿþòñÿ

ëèøü äëÿ âûçîâîâ äàííûõ (d-âûçîâû), à îñòàëüíûå N N N Nvd v d� � � êà-

íàëîâ èñïîëüçóþòñÿ ñîâìåñòíî âûçîâàìè ðå÷è è äàííûõ. Èíûìè ñëîâàìè,

âåñü ïóë èç N êàíàëîâ äåëèòñÿ íà òðè çîíû: èíäèâèäóàëüíóþ çîíó èç N v

êàíàëîâ (v-çîíà ëèøü äëÿ v-âûçîâîâ), èíäèâèäóàëüíóþ çîíó èç N d êàíàëîâ

(d-çîíà ëèøü äëÿ d-âûçîâîâ) è îáùóþ èç N vd êàíàëîâ (vd-çîíà äëÿ v- è

d-âûçîâîâ). Èçîëèðîâàííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êàíàëîâ îçíà÷àåò, ÷òî íè

îäèí êàíàë íå ìîæåò áûòü ïåðåâåäåí èç îäíîé çîíû â äðóãóþ. Ïðè ýòîì

äëÿ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ d-çîíû êàíàëîâ ïîëàãàåì, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì N d , ò.å. N K bd d� , ãäå K d — ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî

d-âûçîâîâ â óêàçàííîé çîíå êàíàëîâ.

Èíòåíñèâíîñòü x-âûçîâîâ ðàâíà � x , x hv ov hd od�{ , , , }. Ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âðåìåíè çàíÿòèÿ êàíàëîâ ðàçíîòèïíûìè âûçîâàìè ÿâëÿþòñÿ

ýêñïîíåíöèàëüíûìè, ñðåäíåå âðåìÿ çàíÿòèÿ êàíàëà äëÿ îäíîãî ðå÷åâîãî

âûçîâà (íîâîãî èëè õýíäîâåð) ðàâíî 1/�v , à ñîîòâåòñòâóþùèé ïîêàçàòåëü

äëÿ âûçîâîâ äàííûõ (íîâûõ èëè õýíäîâåð) ðàâåí1/�d . Èäåíòè÷íîñòü ñðåä-

íèõ âðåìåí çàíÿòèÿ êàíàëîâ íîâûõ è õýíäîâåð âûçîâîâ îáîèõ òèïîâ îáúÿñ-

íÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ïàìÿòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè çàíÿòèÿ êàíàëà v-âûçîâîì (d-âûçîâîì) êàæäîãî

òèïà â vd-çîíå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñ òåì æå ñðåäíèì.

Ðàññìîòðèì äâå ñõåìû äîñòóïà âûçîâîâ â îáùóþ çîíó êàíàëîâ.

Ñ õ å ì à I. Â ýòîé ñõåìå íåò ðàçëè÷èé ìåæäó íîâûìè è õýíäîâåð

âûçîâàìè îáîèõ òðàôèêîâ. Ðàçíîòèïíûå âûçîâû èñïîëüçóþò êàíàëû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ èíäèâèäóàëüíûõ çîí ñîãëàñíî ïîëíîäîñòóïíîé ñõåìå (Comp-

lete Sharing, CS), ò.å. åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ âûçîâà ðå÷è (äàííûõ)

ëþáîãî òèïà èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé êàíàë â ñîîòâåòñòâóþùåé

èíäèâèäóàëüíîé çîíå, òî îí çàíèìàåò ëþáîé ñâîáîäíûé êàíàë ýòîé çîíû,

èíà÷å — ïîèñê ñâîáîäíîãî êàíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáùåé çîíå. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòóïèâøèé âûçîâ ðå÷è (íîâûé èëè õýíäîâåð) ïðèíèìàåòñÿ

â vd-çîíó, åñëè â ýòîé çîíå èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé êàíàë, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñòóïèâøèé â vd-çîíó âûçîâ ðå÷è òåðÿåòñÿ. Òî÷íî
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òàêæå ïîñòóïèâøèé âûçîâ äàííûõ (íîâûé èëè õýíäîâåð) ïðèíèìàåòñÿ â

vd-çîíó, åñëè â ýòîé çîíå èìåþòñÿ õîòÿ áû b ñâîáîäíûõ êàíàëîâ, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè ÷èñëî ñâîáîäíûõ êàíàëîâ â îáùåé çîíå ìåíüøå b, òî

ïîñòóïèâøèé â vd-çîíó âûçîâ äàííûõ òåðÿåòñÿ.

Ñ õ å ì à II. Â ýòîé ñõåìå âíóòðè èíäèâèäóàëüíûõ çîí èñïîëüçóåòñÿ

ñòðàòåãèÿ ðåçåðâèðîâàíèÿ êàíàëîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ õýíäîâåð âûçî-

âîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ hv-âûçîâà èìååòñÿ õîòÿ

áû îäèí ñâîáîäíûé êàíàë â v-çîíå, òî îí çàíèìàåò ëþáîé ñâîáîäíûé êàíàë

ýòîé çîíû. Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ ov-âûçîâà ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ â

ýòîé çîíå ìåíüøåGov ,1	 	G Nov v , òî îí çàíèìàåò ëþáîé ñâîáîäíûé êàíàë

ýòîé çîíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîèñê ñâîáîäíîãî êàíàëà ïðîèñõîäèò â

vd-çîíå.

Äîñòóï d-âûçîâîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â ìî-

ìåíò ïîñòóïëåíèÿ hd-âûçîâà èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé êàíàë â

d-çîíå, òî îí çàíèìàåò ëþáîé ñâîáîäíûé êàíàë ýòîé çîíû. Åñëè â ìîìåíò

ïîñòóïëåíèÿ od-âûçîâà ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ â ýòîé çîíå ìåíüøå God ,

1	 	G Nod d , òî îí çàíèìàåò ëþáûå b ñâîáîäíûõ êàíàëîâ ýòîé çîíû. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ïîèñê ñâîáîäíûõ êàíàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â vd-çîíå. Äàëåå

áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì Gd , ò.å. G R bod od� , ïðè ýòîì

R Kod d
 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèøü õýíäîâåð âûçîâû ðå÷è è äàííûõ ìîãóò îáðà-

áàòûâàòüñÿ â îáùåé çîíå ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî õýíäî-

âåð ðå÷åâûõ âûçîâîâ â îáùåé çîíå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòóïèâøèé õýíäî-

âåð âûçîâ ðå÷è ïðèíèìàåòñÿ â vd-çîíó äëÿ îáñëóæèâàíèÿ, åñëè èìååòñÿ

õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé êàíàë â ýòîé çîíå è ÷èñëî âûçîâîâ äàííîãî òèïà â

ýòîé çîíå ìåíüøå, ÷åì íåêîòîðûé ïîðîãîâûé ïàðàìåòð Rhv ,1	 	R Nhv vd . Â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ò.å. êîãäà âñå êàíàëû îáùåé çîíû çàíÿòû èëè ÷èñëî

âûçîâîâ ðå÷è ðàâíî Rhv , ïîñòóïèâøèé â vd-çîíó âûçîâ ðå÷è òåðÿåòñÿ.

Çäåñü, êàê è âûøå, îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî õýíäîâåð âûçîâîâ

äàííûõ â îáùåé çîíå.
Îñíîâíûìè ïîêàçàòåëÿìè QoS ðàçíîòèïíûõ âûçîâîâ ÿâëÿþòñÿ âå-

ðîÿòíîñòè èõ ïîòåðè. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ Px ,
x hv ov hd od�{ , , , } è C u — êîýôôèöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ îáùåé
çîíû.

Ìåòîä ðàñ÷åòà. Ñîãëàñíî ñõåìå I v- è d-âûçîâû, ïîëó÷èâøèå îòêàç â

ñâîåé (èíäèâèäóàëüíîé) çîíå êàíàëîâ, ïîñòóïàþò â îáùóþ çîíó. Èíòåí-

ñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ v-âûçîâîâ (
~

)�v è d-âûçîâîâ (
~

)�d â îáùóþ çîíó îï-

ðåäåëÿþòñÿ òàê:
~ ( )
� �v v v

iP� ,
~ ( )
� �d d d

iP� , ãäå � � �v ov hv� � , � � �d od hd� � ;

Pv
i( ) è Pd

i( ) — âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ñîîòâåòñòâåííî ov-âûçîâîâ è hv-âûçîâîâ

â v-çîíå êàíàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíû Pv
i( ) è Pd

i( ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê
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âåðîÿòíîñòè ïîòåðè â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ Ýðëàíãà M M N v/ / /0 è

M M K d/ / /0 ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî vv v v�� �/ è vd d d�� �/ , ò.å. ñ

ïîìîùüþ Â-ôîðìóëû Ýðëàíãà:

P
v N

v k
i

i v
N

v

k

N

v
k

v

v

( ) / !

/ !

�

�

�

0

, P
v K

v k
d

i d
K

d

k

K

d
k

d

d

( ) / !

/ !

�

�

�

0

.

Ïîòåðÿííûå â èíäèâèäóàëüíûõ çîíàõ ðàçíîòèïíûå âûçîâû ïîñòóïàþò

â îáùóþ çîíó, êîòîðàÿ èìååò N vd �1êàíàëîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èññëå-

äîâàòü ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ äâóìÿ ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè ñ èíòåí-

ñèâíîñòÿìè
~
�v è

~
�d . Ïîñêîëüêó ñðåäíèå âðåìåíà îáðàáîòêè íîâûõ è õýí-

äîâåð âûçîâîâ êàæäîãî òèïà îäèíàêîâû, ñîñòîÿíèå äàííîé ñèñòåìû â

ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìåðíûì âåêòîðîì

n � ( , )n nd v , ãäå nd è nv — ñîîòâåòñòâåííî ñóììàðíîå ÷èñëî d-âûçîâîâ è

v-âûçîâîâ â îáùåé çîíå. Â ñõåìå ² ðàçíîòèïíûå âûçîâû ðàâíîïðàâíî

èñïîëüçóþò êàíàëû îáùåé çîíû, ïîýòîìó ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿ-

íèé (ÔÏÑ) ñîòû îïðåäåëÿåòñÿ òàê (ðèñ. 1): S n N bd vd1 0 1� �{ : , ,...,[ / ],n

n N n b n Nv vd d v vd� � 	0 1, ,..., ; }, ãäå [x] — öåëàÿ ÷àñòü x.

Ýëåìåíòû ïðîèçâîäÿùåé ìàòðèöû äàííîé äâóìåðíîé ÖÌ îáîçíà-

÷èì q1( , )n n . Ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøå-

íèé (ðèñ. 2):

q n

d

v

d d1

1

2

( , )

~
, ,

~
, ,

,n n

n n e

n n e

 �

 � �

 � �

�

�

�

åñëè

åñëè

åñëè  � �

 � �

�

�

�

�

�
n n e

n n e

1

2

0

,

, ,nv v� åñëè

â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ,
�

�

�

�

(1)
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Ðèñ. 1. Âèä ÔÏÑ ìîäåëè ñîãëàñíî ñõåìå I ïðè b � 3 , N vd �10

÷



ãäå e1 0 1� ( , ), e 2 0 1� ( , ). Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )n nd v îáîçíà÷èì ÷åðåç

p n nd v1( , ).

Óòâåðæäåíèå 1. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû I èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p n n p
v

n

v

n
d v

d
n

d

v
n

v

d v

1 1 0 0( , ) ( , )
~

!

~

!
� , (2)

ãäå ~ ~
/vd d d�� � ; ~ ~

/vv v v�� � ; p1 0 0( , ) íàõîäèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ò.å.

( , )

( , )
n n S

d v

d v

p n n
�

� �

1

1 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà [17] îá îáðàòèìîñòè

äâóìåðíûõ ÖÌ âûòåêàåò, ÷òî â äàííîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò íóëåâàÿ öèð-

êóëÿöèÿ ìåæäó åå ñîñòîÿíèÿìè, ò.å. óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå ëîêàëüíîãî

áàëàíñà. Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ( , )n nd v

÷åðåç âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ (0, 0). Ïðè ýòîì ìîæíî âûáèðàòü ëþáîé ïóòü

ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùåì ãðàôå ïåðåõîäîâ

ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè öåïè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàí ïóòü ( , )0 0 , ( , )1 0 , ...

...,( , )nd 0 , ( , )nd 1 , ...,( , )n nd v ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ( , )0 0 è ( , )n nd v , òî ìóëüòèï-

ëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå (2) ñïðàâåäëèâî äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé èçó÷àåìîé ìîäåëè.

Ïîñêîëüêó ðå÷åâûå âûçîâû òåðÿþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âñå êàíàëû îá-

ùåé çîíû çàíÿòû, âåðîÿòíîñòè ïîòåðè òàêèõ âûçîâîâ âû÷èñëÿåì ïî ñëå-

äóþùåé ôîðìóëå:

P p n n I n bn Nv
n n S

d v v d vd

d v

� � �

�

�

( , )

( , ) ( )

1

1 ,
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nv v�
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�v �v

Ðèñ. 2. Äèàãðàììà ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ìîäåëè



ãäå I (A) — èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A. Âûçîâû äàííûõ òåðÿþòñÿ,

êîãäà ÷èñëî ñâîáîäíûõ êàíàëîâ îáùåé çîíû ìåíüøå b, ñëåäîâàòåëüíî,

âåðîÿòíîñòü ïîòåðè òàêèõ âûçîâîâ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå:

P p n n I N n bn bd
n n S

d v vd v d

d v

� � � 


�

�

( , )

( , ) ( )

1

1 .
(3)

Êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ îáùåé çîíû îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
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Ðàññìîòðèì ñõåìó II. Èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ov-âûçîâîâ (
~

)�îv è

hv-âûçîâîâ (
~

)�hv â îáùóþ çîíó îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

~ ( )
� �ov ov ov

iP� ,
~ ( )
� �hv hv hv

iP� , (5)

ãäå Pov
i( ) è Phv

i( ) — âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ov-âûçîâîâ è hv-âûçîâîâ â v-çîíå

êàíàëîâ. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ od-âûçîâîâ

(
~

)�od è hd-âûçîâîâ (
~

)�hd â îáùóþ çîíó:

~ ( )
� �od od od

iP� ,
~ ( )
� �hd hd hd

iP� , (6)

ãäå Pod
i( ) è Phd

i( ) — âåðîÿòíîñòè ïîòåðè od- è hd-âûçîâîâ â d-çîíå êàíàëîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè ov-âûçîâîâ è

hv-âûçîâîâ â v-çîíå êàíàëîâ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ

ñõåìà ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ

äâóìÿ òèïàìè âûçîâîâ, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ðåçåðâèðîâàíèÿ

êàíàëîâ äëÿ hv-âûçîâîâ. Ñîñòîÿíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàäàíî ïàðà-

ìåòðîì i, i = 0, 1, ..., Nv, êîòîðûé óêàçûâàåò ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ ñèñòå-

ìû. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò ïðîöåññ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè, ãäå èíòåí-

ñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå i + 1 ðàâíà � v , åñëè i Gov
 ,

èíà÷å — óêàçàííàÿ èíòåíñèâíîñòü ðàâíà � hv . Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç

ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå i�1ðàâíà i v� .

Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ i ýòîãî ïðîöåññà îáîçíà÷èì � v i( ). Òîãäà, èñ-

ïîëüçóÿ îáùåå ðåøåíèå äëÿ ïðîöåññîâ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè, ïîëó÷àåì
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ãäå vv ov hv v� �( ) /� � � ; vhv hv v�� �/ ;� v ( )0 íàõîäèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè,

� v
i

G
v
i

v

hv

G

i G

N
hv
iov

ov

ov

vv

i

v

v

v

i
( )

!
0

0 1

� �

�

�

�

�

�

�

�

�
� � �

� �
!

�

�

�

�

�

�

�

�

�1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ov-âûçîâîâ è hv-âûçîâîâ

â v-çîíå êàíàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

P iov
i

i G

N

v

ov

v
( ) ( )�

�

�� , P Nhv
i

v v
( ) ( )�� . (7)

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè od-âûçî-

âîâ è hd-âûçîâîâ â d-çîíå êàíàëîâ. Ïîñêîëüêó d-âûçîâû òðåáóþò äëÿ îá-

ñëóæèâàíèÿ îäíîâðåìåííî b êàíàëîâ, ñîñòîÿíèå d-çîíû êàíàëîâ ìîæåò

áûòü çàäàíî ïàðàìåòðîì i, i = 0, 1, ..., Kd, êîòîðûé óêàçûâàåò ÷èñëî âûçîâîâ

â ýòîé çîíå. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò ïðîöåññ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè, ãäå

èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå i �1 ðàâíà � d , åñëè

i Rod
 , èíà÷å óêàçàííàÿ èíòåíñèâíîñòü ðàâíà � hd . Èíòåíñèâíîñòü ïåðå-

õîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå i�1ðàâíà i d� . Òîãäà âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿ-

íèé ýòîãî ïðîöåññà âû÷èñëÿþòñÿ òàê:
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Àíàëîãè÷íî (7) íàõîäèì âåðîÿòíîñòè ïîòåðè od-âûçîâîâ è hd-âûçîâîâ â

d-çîíå êàíàëîâ:
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(8)

Ïîòåðÿííûå â èíäèâèäóàëüíûõ çîíàõ íîâûå âûçîâû ðå÷è è äàííûõ

îêîí÷àòåëüíî òåðÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòè èõ ïîòåðè â äàííîé

ñõåìå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (7) è (8). Âìåñòå ñ òåì, â äàííîé ñõåìå
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ïîòåðÿííûå â èíäèâèäóàëüíûõ çîíàõ õýíäîâåð âûçîâû ïîñòóïàþò â îá-

ùóþ çîíó, êîòîðàÿ èìååò N vd �1 êàíàëîâ. Èññëåäóåì ñèñòåìó îáñëóæè-

âàíèÿ ñ N vd êàíàëàìè è äâóìÿ ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè ïðè èíòåí-

ñèâíîñòÿõ
~
�hv è

~
�hd (ñì. (5), (6)).

Êàê è ðàíåå, ñîñòîÿíèå äàííîé ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìåðíûì âåêòîðîì n � ( , )n nd v , ãäå nd è nv — ñóììàðíîå

÷èñëî d-âûçîâîâ è v-âûçîâîâ â îáùåé çîíå. Â ñõåìå ²² hd-âûçîâû ïðèíè-

ìàþòñÿ ïðè íàëè÷èè b ñâîáîäíûõ êàíàëîâ, à ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî hv-âû-

çîâîâ â êàíàëàõ íå äîëæíî ïðåâûøàòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Rv . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ÔÏÑ ñîòû â äàííîé ñõåìå èìååò âèä S n N bd vd2 0 1� �{ : , ,...,[ / ],n

n R n b n Nv hv d v vd� � 	0 1, ,..., ; }(ðèñ. 3).

Ýëåìåíòû ïðîèçâîäÿùåé ìàòðèöû äàííîé äâóìåðíîé ÖÌ îïðåäå-

ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (1):
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû ²² âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ( , )n nd v îáîçíà-

÷èì ÷åðåç p n nd v2( , ).

Óòâåðæäåíèå 2. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû II èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p n n p
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!
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ãäå ~ ~
/vhd hd d�� � ; ~ ~

/vhv hv v�� � ; p2 0 0( , ) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû ²² âåðîÿòíîñòü ïîòåðè õýíäîâåð ðå÷åâûõ

âûçîâîâ â îáùåé çîíå êàíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

P p n n n R n R I n bhv
n n S

d v v hv v hv v

d v

� � �

�

�

( , )

( , ) ( ( , ) ( , ) (

2

2 � � n Nd vd� )) ,

ãäå � ( , )i j — ñèìâîëû Êðîíåêåðà, � �( , ) ( , )i j i j� �1 . Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè

õýíäîâåð âûçîâîâ äàííûõ è êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ â îáùåé

çîíå îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (3) è (4).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ ïî-

êàçàòåëåé QoS â çàâèñèìîñòè îò îáúåìîâ ðàçëè÷íûõ çîí êàíàëîâ â êàæäîé

ñõåìå. Áóäåì ñ÷èòàòü íàãðóçî÷íûå ïàðàìåòðû ìîäåëè ôèêñèðîâàííûìè.

Ñ õ å ì à I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùåå ÷èñëî êàíàëîâ ñèñòåìû N è ðàç-

ìåð çîíû äëÿ âûçîâîâ äàííûõ Nd ôèêñèðîâàíû, à ðàçìåð çîíû äëÿ âûçîâîâ

ðå÷è è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð îáùåé çîíû — ðåãóëèðóåìûå ïàðàìåòðû.

Íàãðóçî÷íûå ïàðàìåòðû ìîäåëè ñëåäóþùèå [18]: � �ov hv� � 28, âûç/ñ;

� �od hd� � 5 4, âûç/ñ; �v
�

�
1 5 ñ; �d

�

�
1 2 ñ.

Ïîëîæèì, ÷òî 50% ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè òðàôèêà âûçîâîâ êàæ-
äîãî òèïà ñîñòàâëÿþò õýíäîâåð âûçîâû. Ñèñòåìà èìååò 50 êàíàëîâ (N = 50), èç
íèõ 12 êàíàëîâ âûäåëåíû äëÿ d-çîíû (N d �12), à îñòàëüíûå êàíàëû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ v-çîíû è vd-çîíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî øèðîêîïîëîñ-
íûå âûçîâû äàííûõ òðåáóþò äëÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîâðåìåííî òðè êàíàëà
( )b �3 , à óçêîïîëîñíûå âûçîâû ðå÷è îáñëóæèâàþòñÿ îäíèì êàíàëîì.
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ôèöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ Cu îò N v



Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ðàçíîòèïíûõ

âûçîâîâ îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà N v . Êàê âèäèì, ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà

v-çîíû óâåëè÷èâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðè âûçîâîâ îáîèõ òèïîâ. Ýòîãî

ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà êàíàëîâ â v-çîíå óìåíü-

øàåòñÿ ÷èñëî êàíàëîâ â vd-çîíå. Èç ãðàôèêà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîòåðè

âûçîâîâ äàííûõ âñåãäà áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ïîòåðè âûçîâîâ ðå÷è. Ýòîò

ðåçóëüòàò èìååò ëîãè÷åñêîå îáúÿñíåíèå: äëÿ îáñëóæèâàíèÿ âûçîâîâ äàííûõ

òðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì òðè ñâîáîäíûõ êàíàëà, â òî âðåìÿ êàê âûçîâû ðå÷è

îáñëóæèâàþòñÿ ïðè íàëè÷èè îäíîãî ñâîáîäíîãî êàíàëà. Èç ðèñ. 4 òàêæå

âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ Ñ u â îáùåé çîíå ñ óâåëè-

÷åíèåì ðàçìåðà v-çîíû óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ óìåíü-

øåíèåì ÷èñëà êàíàëîâ óâåëè÷èâàåòñÿ êîýôôèöèåíò èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò òàêæå ðåøèòü çàäà÷ó âûáîðà ðàç-

ìåðîâ êàæäîé çîíû â äàííîé ñõåìå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ (ñâåðõó) íà âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ðàçíîòèïíûõ

âûçîâîâ è íà êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ îáùåé çîíû (ñíèçó),

ò.å. òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:

Pd d	 ! , (9)

Pv v	 ! , (10)

C u "#, (11)

ãäå! d ,! v #— çàäàííûå âåëè÷èíû. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ Nv, ïðè

êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿëèñü áû îãðàíè÷åíèÿ (9)—(11). Ýòà çàäà÷à ìîæåò

áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Ø à ã 1. Íàéòè òàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Nv, ïðè êîòî-

ðîì óäîâëåòâîðÿëèñü áû îãðàíè÷åíèÿ (9) è (10). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N v
1.

Ø à ã 2. Íàéòè òàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Nv, ïðè êîòî-

ðîì óäîâëåòâîðÿëîñü áû îãðàíè÷åíèå (11). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N v
2.

Ø à ã 3. Åñëè N Nv v
1 2

 , òî ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ; èíà÷å —

ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [ , ]N Nv v
2 1 .

Ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé Pd, Pv è Cu îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà

Nv äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â øàãàõ 1 è 2 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, â ÷àñòíîñòè,

ìåòîä äèõîòîìèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí

! d , ! v ,# çàäà÷à íå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ! d è ! v ìåíüøå,

÷åì ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Pd è Pv, òî ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è (9)—(11) äëÿ óêàçàííûõ âûøå

èñõîäíûõ äàííûõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå, ãäå ñèìâîë $ îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à

íå èìååò ðåøåíèÿ.

Àíàëèç ñõåì ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ â ñîòîâûõ ñåòÿõ ñâÿçè áåç î÷åðåäåé

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 99



Ñ õ å ì à II ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ
( , ,N Nv d N G G Rvd ov od hv, , , ), ïîýòîìó èçó÷åíèå èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëåé
QoS ïðè èçìåíåíèè âñåõ ïàðàìåòðîâ — äîñòàòî÷íî òðóäîåìêàÿ çàäà÷à.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî êàíàëîâ âî âñåõ çîíàõ ôèêñèðîâàíî, à
âàðüèðóåòñÿ ëèøü ïàðàìåòð Rhv . Íàãðóçî÷íûå ïàðàìåòðû ìîäåëè ñîõðà-
íÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé, à äðóãèå ïàðàìåòðû ñëåäóþùèå: N � 50, N v �10,
N d �12, Gov � 5, God � 6.
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Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è

(9)—(11) (12)—(14)

!d !v # [ , ]N Nv v
2 1

!hd !hv #h [ , ]R Rhv hv
2 1

10–12 10–10 0,26 $ 10–4 10–2 0,21 $

10–7 10–9 0,24 [ 7, 8 ] 1,35%10–4 0,2 0,2 [ 2, 3 ]

10–9 10–10 0,22 [ 4, 6 ] 1,36%10–4 0,4 0,2 [ 1, 4 ]

10–9 10–11 0,2 [ 1, 5 ] 1,37%10–4 10–4 0,21 [ 6, 28 ]

10–6 10–8 0,235 [ 6, 10 ] 1,37%10–4 0,4 0,2 [ 1, 28 ]

10–6 10–8 0,21 [ 2, 10 ]

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè õýíäîâåð âûçîâîâ ðå÷è Phv è äàííûõ Phd , à òàêæå
êîýôôèöèåíòà èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ Cu îáùåé çîíû îò Rhv



Ïîñêîëüêó â äàííîé ñõåìå âåðîÿòíîñòè ïîòåðè íîâûõ âûçîâîâ äàííûõ

è ðå÷è íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà Rhv , íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè

âåðîÿòíîñòåé ïîòåðè õýíäîâåð âûçîâîâ äàííûõ è ðå÷è îòíîñèòåëüíî èçìå-

íåíèÿ óêàçàííîãî ïàðàìåòðà. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè óâåëè÷åíèè

ïàðàìåòðà Rhv óâåëè÷èâàþòñÿ øàíñû õýíäîâåð âûçîâîâ ðå÷è áûòü ïðèíÿ-

òûìè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî ýòî îäíîâðåìåííî ïðèâîäèò ê óìåíüøå-

íèþ øàíñîâ õýíäîâåð âûçîâîâ äàííûõ äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â îáùóþ çîíó

êàíàëîâ. Ïîýòîìó Phv ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé, à Phd , íàîáîðîò,

âîçðàñòàåò îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà Rhv . Èç ðèñ. 5 òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè

óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà Rhv óâåëè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà èñïîëü-

çîâàíèÿ êàíàëîâ îáùåé çîíû. Äàííûé ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ óâåëè-

÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Rhv âîçðàñòàåò øàíñ óçêîïîëîñíûõ õýíäîâåð

âûçîâîâ ðå÷è áûòü ïðèíÿòûìè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ è ïîýòîìó óâåëè÷è-

âàåòñÿ êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ îáùåé çîíû.

Ñôîðìóëèðóåì è ðåøèì çàäà÷ó âûáîðà íàäëåæàùèõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà Rhv äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîêàçàòåëè êà-

÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ, èñïîëüçóÿ ñõåìó II. Ïóñòü, êàê è âûøå, çàäàíû

îãðàíè÷åíèÿ íà âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ðàçíîòèïíûõ õýíäîâåð âûçîâîâ è íà

êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ â îáùåé çîíå:

Phd hd	 ! , (12)

Phv hv	 ! , (13)

C u h"# , (14)

ãäå ! hd , ! hv è # h — çàäàííûå âåëè÷èíû. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ

Rhv , ïðè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿëèñü áû îãðàíè÷åíèÿ (12)—(14). Ýòà çàäà÷à

ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Ø à ã 1. Íàéòè òàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Rhv , êîòîðîå

óäîâëåòâîðÿëî áû îãðàíè÷åíèå (12). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Rhv
1 .

Ø à ã 2. Íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Rhv , êîòîðîå

óäîâëåòâîðÿëî áû îãðàíè÷åíèå (13). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Rhv
2 .

Ø à ã 3. Åñëè R Rhv hv
1 2

 , òî ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, èíà÷å —

ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Ø à ã 4. Íàéòè òàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Rhv , êîòîðîå

óäîâëåòâîðÿëî áû îãðàíè÷åíèå (14). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Rhv
3 . Åñëè

R R Rhv hv hv
2 3 1
	 	 , òî ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [ , ]R Rhv hv

3 1 , èíà÷å —

çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèâåäåíû â òàáëèöå.
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Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûå ñõåìû ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ â èíòåãðàëüíûõ ñîòîâûõ ñåòÿõ

ñâÿçè ïîçâîëÿþò áîëåå äåòàëüíî ó÷èòûâàòü ðàçëè÷èÿ â ìåõàíèçìàõ îáñëó-

æèâàíèÿ óçêîïîëîñíûõ ðå÷åâûõ âûçîâîâ è øèðîêîïîëîñíûõ âûçîâîâ äàí-

íûõ. Îòëè÷èòåëüíîé èõ îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îáåèõ ñõåìàõ âåñü

ïóë êàíàëîâ èçîëèðîâàííî ðàçäåëåí ìåæäó ðàçíîòèïíûìè âûçîâàìè, ïðè

ýòîì èìååòñÿ îáùàÿ çîíà êàíàëîâ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàçíîòèïíûõ âûçî-

âîâ. Ââåäåíèå ïîðîãîâûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàçíîòèïíûõ âûçîâîâ ïîçâîëÿåò

ó÷èòûâàòü çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîêàçàòåëè QoS è âûáèðàòü îïòè-

ìàëüíûå ñõåìû ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîä-

õîäà ê àíàëèçó ðàçëè÷íûõ ñõåì ðàçäåëåíèÿ êàíàëîâ â ñîòîâûõ ñåòÿõ ñîñ-

òîèò â òîì, ÷òî îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà ñîòîâûõ ñåòåé ñ

ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êàíàëîâ.
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M.I. Fattakhova, G.M. Velidzhanova, H.A. Kadyrov

ANALYSIS OF SCHEMES FOR PARTITION
OF CHANNELS IN CELLULAR NETWORKS WITHOUT QUEUE

Two isolated schemes for partition of common pool of channels in integral cellular network are
proposed. In this network narrow-band voice calls and wideband data calls are handled. In both
schemes the whole pool of channels is partitioned between various types of calls in accordance
with isolated rule and there is a common pool of channels for complete sharing. In one scheme,
individual zones and a common zone of channels are used in accordance with the complete shar-
ing rule. In the other scheme, the individual zones are used for the corresponding handover calls
due to the strategy of channel change-over, and a common zone is used for handover calls only.
The algorithms have been developed to calculate the service quality factors in the both schemes
under the given values of the number of channels and loads of the calls of different types. Results
of numerical experiments are demonstrated.

K e y w o r d s: cellular network, channels partition, service quality, calculation methods.
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àâòîìàòèçàöèè ÷åðíîé ìåòàëëóðãèè
(Óêðàèíà, 49000, Äíåïð, óë. Øåâ÷åíêî, 59,
òåë. (056) 7443365, å-mail: polissky477@gmail.com)

Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê âûïîëíåíèþ
ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ

Èçëîæåíû íîâûå ïîäõîäû ê âûïîëíåíèþ ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ
êëàññîâ — ìîäóëüíîìó âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü è äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìèðîâàíèþ, îñíî-
âàííûå íà òàáëè÷íîé ðåàëèçàöèè äàííûõ îïåðàöèé. Âûáîðêà äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç
òàáëèö, ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííûõ äëÿ ïðèíÿòîé ñèñòåìû ìîäóëåé, ñ ïîñëåäóþùåé
îáðàáîòêîé âûáðàííûõ äàííûõ ïî îïðåäåëåííûì àëãîðèòìàì.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: îñòàòî÷íûå êëàññû, ïðîáëåìíûå îïåðàöèè, ìîäóëè, äèñêðåòíûé
ëîãàðèôì.

Âèêëàäåíî íîâ³ ï³äõîäè äî âèêîíàííÿ ïðîáëåìíèõ îïåðàö³é â ñèñòåì³ çàëèøêîâèõ êëàñ³â —
ìîäóëüíîãî çâåäåííÿ â ñòóï³íü ³ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìóâàííÿ, áàçîâàí³ íà òàáëè÷í³é
ðåàë³çàö³¿ äàíèõ îïåðàö³é. Âèá³ðêà äàíèõ çä³éñíþºòüñÿ ç òàáëèöü, ïîïåðåäíüî ï³äãî-
òîâëåíèõ äëÿ ïðèéíÿòî¿ ñèñòåìè ìîäóë³â, ç ïîäàëüøîþ îáðîáêîþ îáðàíèõ äàíèõ çà
ïåâíèìè àëãîðèòìàìè.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: çàëèøêîâ³ êëàñè, ïðîáëåìí³ îïåðàö³¿, ìîäóë³, äèñêðåòíèé ëîãàðèôì.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé ïðè ñîçäàíèè öèôðîâûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ñòðóêòóð ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå íîâûõ ïðèíöèïîâ

íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ (ÑÎÊ) [1].

Â ÑÎÊ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàáîðà íàèìåíüøèõ

íåîòðèöàòåëüíûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì m m mn1 2, , ..., , ò.å. N n� ( , , ..., )� � �1 2 ,

ãäå � i iN m� (mod ). Ïðè ýòîì åñëè ÷èñëà mi âçàèìíî ïðîñòûå, òî òàêîìó

ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî ÷èñëî N èç äèàïàçîíà [ , )0 M , ãäå

M m m mn� 1 2... .

×àñòî èñïîëüçóåìûìè ïðîáëåìíûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìîäóëü-

íîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü îñòàòêîâ öåëûõ ÷èñåë è íàõîæäåíèå îñòàòêîâ

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, íàçûâàåìîãî äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì, ïî îñòàòêàì

ñòåïåíè è îñòàòêàì îñíîâàíèÿ. Îñíîâíûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè äàííûõ

îïåðàöèé ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [2—5]. Àâòîðàìè [5] ñäåëàí ñëåäóþùèé
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âûâîä: «Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äèñêðåò-

íîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷

èñïîëüçóþòñÿ ãðîìîçäêèå è òðóäîåìêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè».

Ðàññìîòðèì íîâûå ïîäõîäû ê ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé, îñíîâàííûå

íà òàáëè÷íîé îáðàáîòêå äàííûõ, è äàäèì òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àë-

ãîðèòìîâ òàáëè÷íîé ðåàëèçàöèè ìîäóëüíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è äèñê-

ðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå. Ïóñòü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

çíà÷åíèå ~ (mod )� ��
r m , ãäå ~,� � — îñòàòîê ñòåïåíè, îñòàòîê îñíîâàíèÿ; r —

îñòàòîê ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè; m — ìîäóëü; 0 1� � �
~,� �� r m . Ìîäóëüíîå âîç-

âåäåíèå â ñòåïåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîâòîðåíèå îïåðà-

öèé óìíîæåíèÿ. Â òàáë. 1 ïîêàçàíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ 11.

Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïî âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü, ïîðîæ-

äåííóþ ÷èñëîì 7. Ïåðâûé ýëåìåíò — 7 10
� ; âòîðîé ýëåìåíò — 7 7 7 71 0

� �* ;

òðåòèé ýëåìåíò — 7 7 7 52 1
� �* ; ÷åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé ýëåìåíòû —

ñîîòâåòñòâåííî 7 7 7 23 2
� �* , 7 7 7 34 3

� �* è 7 7 7 105 4
� �* ; ñåäüìîé, âîñ-

üìîé è äåâÿòûé ýëåìåíòû — ñîîòâåòñòâåííî 7 7 7 46 5
� �* , 7 7 7 67 6

� �* è

7 7 7 98 7
� �* ; äåñÿòûé ýëåìåíò — 7 7 7 89 8

� �* ; îäèííàäöàòûé ýëåìåíò

7 7 7 110 9
� �* ðàâåí ïåðâîìó. Óñëîâèå öèêëè÷íîñòè �

r
�� �km 1, ãäå r, k —

ïðîèçâîëüíûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Ïóñòü â îáùåì ñëó÷àå m t� 	, îñòàòîê ïî ìîäóëþ m åñòü� � ts, ãäå 	 è s —

ïðîñòûå ÷èñëà, t > 1 — ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïðè
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Îñòàòîê
îñíîâàíèÿ

Îñòàòîê ñòåïåíè ïðè r
Äëèíà
öèêëà

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6 10

3 1 3 9 5 4 1 3 9 5 4 5

4 1 4 5 9 3 1 4 5 9 3 5

5 1 5 3 4 9 1 5 3 4 9 10

6 1 6 3 7 9 10 5 8 4 2 10

7 1 7 5 2 3 10 4 6 9 8 10

8 1 8 9 6 4 10 3 2 5 7 10

9 1 9 4 3 5 1 9 4 3 5 5

10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 2

Òàáëèöà 1



ýòîì èñïûòóåìîå ÷èñëî è ìîäóëü ìîãóò áûòü êàê âçàèìíî íåïðîñòûìè

÷èñëàìè (ò.å. t > 1), òàê è âçàèìíî ïðîñòûìè (ò.å. t = 1). Ïåðåïèøåì óñëîâèå

öèêëè÷íîñòè â âèäå t t s kr r( )�

� �
1 1	 . Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè öèêëè÷íîñòè

âñå ÷èñëà öåëûå, ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè t �1è s kr
� �	 1.

Âûðàæåíèå t �1 îçíà÷àåò, ÷òî m �	, ò.å. m — ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, óñëîâèå öèêëè÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ìîäóëåé, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî äëèíà L öèêëà ðàçëè÷íà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîðîæ-

äàþùèõ ÷èñåë — îñòàòêîâ îñíîâàíèé îò Lmin �1 äî L mmax � �1. Ðàáîòà ñ
òàáë. 1 ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðîñòîé âûáîðêå îñòàòêîâ ñòåïåíè ïî îñòàò-
êàì îñíîâàíèÿ è ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, åñëè Lmax êðàòíà äëèíå êàæäîãî èç
îñòàëüíûõ öèêëîâ. Óñëîâèå êðàòíîñòè Lmax äëèíå êàæäîãî èç îñòàëüíûõ
öèêëîâ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ( ) (mod )�

m m�

�
1 1, ò.å. �

m km�

� �
1 1, ãäå ìîäóëü

m — ïðîñòîå ÷èñëî, k — ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè óñëîâèå öèêëè÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îñòàòêà �

îñíîâàíèÿ, ò.å. ( ) (mod )�
m m�

�
1 1, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ îñòàòêà ~

� � �
�

îñíîâàíèÿ, ò.å. ( ) (mod )� � �
�1 11m m .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå ( ) (mod )�
m m�

�
1 1â âèäå

�

�

m m

m

(mod )

(mod )
�1. Ïóñòü ~

� � �
� . Òîãäà

~ (mod )
~ (mod )

( (mod )

(mod )

�

�

� �
�

�� �
�

m mm

m

m

m
� .

Áèíîì èìååò âèä

(� �
� � �
m m

s

m
m sm

s
� �



�

�

�

�

� �

�

�

�

�

1

1

1.

Ïîñêîëüêó ñóììà
s

m
m sm

s
�

�

�

�



�

�

�

�

�

1

1

� êðàòíà ìîäóëþ,
s

m
m sm

s
m

�

�

�

�



�

�

�

�

�



�

�
�

�

�

�
�

�

1

1

0� (mod ) è

( ) (mod ) ( ) (mod )� �� � �1 1m mm m . Òàê êàê � � � � �
m m km� �

�1 1( ) , îòêóäà

( ) (mod )� �
m m � , ïîëó÷àåì

( ) (mod ) ( ) (mod )� �
m m m� � �1 1 , ( ) (mod )

(mod )

(mod )
�

�� �
�

�� �
�

� � �
�1 11m

m

m
m

m
.

Ïîñêîëüêó äëÿ îñòàòêà � �1 îñíîâàíèÿ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà,
äëèíà Lmax êðàòíà äëèíå êàæäîãî èç öèêëîâ, ïîðîæäåííûõ îñòàòêàìè
îñíîâàíèÿ ïî äàííîìó ìîäóëþ.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� ,

m3 13� , M m m mn� 1 2 ... = 1001 íà ïðèìåðå âîçâåäåíèÿ ÷èñëà N1 12� �

Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê âûïîëíåíèþ ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå
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� � �( , ,� �1
1

2
11 5 � 3

1 12� ) â ñòåïåíü R � �3 3 3 3( , , ) ñ ïîëó÷åíèåì ÷èñëà

N 2 1
2

2
2

3
2

� ( , , )� � � . Â òàáë. 2 è 3 ïîêàçàíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñîîòâåòñò-

âåííî ïî ìîäóëÿì 7 è 13.

Íà ïåðâîé èòåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè — ÷èñëà R � �3 3 3 3( , , ) èç ñèñòåìû ìîäóëåé m1 11� ,

m2 7� , m3 13� â ñèñòåìó ìîäóëåé � ( )m m1 1 1� � , � ( )m m2 2 1� � , ..., � ( )m mn n� �1 ,

ò.å. �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� . Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì � ( , , )R � �3 3 3 3 . Ïðè

ýòîì îò M m m mn� 1 2 ... , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îò M — íàèìåíüøåãî îáùåãî

êðàòíîãî ìîäóëåé m m mn1 2, ,..., ïåðåõîäèì ê �

� , � , ..., �M m m mn� 1 2 , ãäå �M — íàè-

ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìîäóëåé � ( )m m1 1 1� � , � ( )m m2 2 1� � , ..., � ( )m mn n� �1 .

Íà âòîðîé èòåðàöèè ïî îñòàòêó �1
1 1� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó �r1 3� ïîêà-

çàòåëÿ ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 1 çíà÷åíèå îñòàòêà �1
2 1� ñòåïåíè, ïî

îñòàòêó � 2
1 5� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó �r2 3� ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âûáèðàåì èç

òàáë. 2 çíà÷åíèå îñòàòêà � 2
2 6� ñòåïåíè, ïî îñòàòêó � 3

1 12� îñíîâàíèÿ è

îñòàòêó �r3 3� ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 3 çíà÷åíèå îñòàò-

êà � 3
2 12� ñòåïåíè. Â èñõîäíîé ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13�

ïîëó÷àåì

N 2 1
2

2
2

3
21 6 12 1728 1001 727� � � � � � �( , , )� � � .

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó ~ (mod )� ��
r m , ãäå r — îñòàòîê ïîêàçàòåëÿ ñòåïå-

íè, íàçûâàåìûé äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì ýëåìåíòà ~
� ïî îñíîâàíèþ �; m —

ìîäóëü; � � ��� � �
~, r m 1. Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñîñòîèò â

îòûñêàíèè ïî äàííûì ~
� è � âñåõ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ r r� �min 	�,

	 	�0 1 2, , ,..., max , â äèàïàçîíå [ , )0 M . Çäåñü 	 max îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé

íå âûõîäÿùèé çà ïðåäåëû äèàïàçîíà[ , )0 M äèñêðåòíûé ëîãàðèôì rmax , � —

âåëè÷èíà øàãà ïåðåõîäà ê ñîñåäíåìó äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìó. Òàêèì îá-

ðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ çíà÷åíèé rmax è 	 max .
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Îñòàòîê
îñíîâàíèÿ

Îñòàòîê ñòåïåíè ïðè r
Äëèíà
öèêëà

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 1 2 4 3

3 1 3 2 6 4 5 6

4 1 4 2 1 4 2 3

5 1 5 4 6 2 3 6

6 1 6 1 6 1 6 2

Òàáëèöà 2



Âûøå áûëà ðàññìîòðåíà ðàáîòà àëãîðèòìà ìîäóëüíîãî âîçâåäåíèÿ â

ñòåïåíü â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� , M m m mn� 1 2 ... = 1001 íà

ïðèìåðå âîçâåäåíèÿ ÷èñëà N1 1
1

2
1

3
112 1 5 12� � � � �( , , )� � � â ñòåïåíü R � �3

� ( , , )3 3 3 ñ ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòà N 2 1
2

2
2

3
21 6 12 727� � � � �( , , )� � � . Ðàñ-

ñìîòðèì àëãîðèòì äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â òîé æå ñèñòåìå ìîäóëåé

íà ïðèìåðå îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ ÷èñëà N 2 1
2727 1� � �( ,�

� �2
2

3
26 12� �, ) ïî îñíîâàíèþ N1 1

1
2
1

3
112 1 5 12� � � � �( , , )� � � .

Ïî îñòàòêó�1
1 1� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó�1

2 1� ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 1

îñòàòêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , , , , , , }r1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9� , à ïî îñòàòêó �1
1 1�

îñíîâàíèÿ âûáèðàåì äëèíó L1 1� öèêëà. Ïî îñòàòêó � 2
1 5� îñíîâàíèÿ è

îñòàòêó � 2
2 6� ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 2 îñòàòêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè

� { }r2 3� , à ïî îñòàòêó � 2
1 5� îñíîâàíèÿ — äëèíó L2 6� öèêëà. Ïî îñòàòêó

� 3
1 12� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó � 3

2 12� ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 3 îñòàòêè

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� , à ïî îñòàòêó � 3
1 12� îñíîâàíèÿ —

äëèíó L3 2� öèêëà.

Âåëè÷èíà � øàãà ïåðåõîäà ê ñîñåäíåìó äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìó � �

� � � � �6 1 6 21 2 3( )*( )*( )L L L åñòü íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äëèí L L1 2, ,

L3 öèêëîâ. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå [6] ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòå-

ïåíè â ñèñòåìó ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� âûïîëíÿåòñÿ èç ÷åòíîé
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Îñòàòîê
îñíîâàíèÿ

Îñòàòîê ñòåïåíè ïðè r
Äëèíà
öèêëà

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 12

3 1 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3 9 3

4 1 4 3 12 9 10 1 4 3 12 9 10 6

5 1 5 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 4

6 1 6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 12

7 1 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2 12

8 1 8 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 4

9 1 9 3 1 9 3 1 9 3 1 9 3 3

10 1 10 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4 6

11 1 11 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 12

12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 2

Òàáëèöà 3



ñèñòåìû ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� , êîíñòàíòû âû÷èòàíèÿ âêëþ÷àþò

ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíûõ ìîäóëåé. Ïîýòîìó îñòàòêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè äîëæíû

áûòü ëèáî âñå ÷åòíûìè, ëèáî âñå íå÷åòíûìè, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå �r1 �

�{ , , , , }1 3 5 7 9 , � { }r2 3� , � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� .

Íàèìåíüøèé èç äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ rmin ìîæíî íàéòè äâóìÿ ñïî-

ñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñêîëüêó 0 � �rmin �,

íàèìåíüøèé äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ìîæåò áûòü íàéäåí ïîñëåäîâàòåëü-

íûì ïåðåáîðîì ÷èñåë 0 1, ,..., � îäíîâðåìåííî â ñèñòåìàõ ìîäóëåé �m1 10� ,

�m2 6� , �m3 12� è m1 11� , m2 7� , m3 13� ñ ïðîâåðêîé êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë â

ñèñòåìå ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� íà ñîîòâåòñòâèå òàáë. 1—3. Ïåðâîå

ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò rmin ( , , )� �3 3 3 3 . Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå

áûñòðîäåéñòâèå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �.

Âòîðîé ñïîñîá óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èç ýëåìåíòîâ ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ îñòàòêîâ ïî-

êàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , }r1 1 3 5 7 9� , � { }r2 3� , � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� â ñèñòåìå ìîäó-

ëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� ôîðìèðóåì â ýòîé æå ñèñòåìå ïðîèçâîëüíûé

íàáîð îñòàòêîâ � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� , íàïðèìåð ~ ( � , � , � ), , ,r r r rv � � � �1 1 2 1 3 31 3 5 . Äàí-

íûé íàáîð ïðåîáðàçóåì èç ñèñòåìû ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� â ñèñ-

òåìó ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� . Åñëè ÷èñëî ~rv íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå

[ , � )0 M , òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âîçìîæíî, è òîãäà ïîëó÷àåì íåêîòîðûé

äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ~rv â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� .

Åñëè ÷èñëî ~rv íå íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [ , � )0 M , òî ïðåîáðàçîâàíèå

÷èñëà ~rv èç ñèñòåìû ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� â ñèñòåìó ìîäóëåé

m1 11� , m2 7� , m3 13� íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ

îñòàòêîâ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , }r1 1 3 5 7 9� , � { }r2 3� , � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� ôîð-

ìèðóåì íîâûé íàáîð îñòàòêîâ, íàïðèìåð ~ ( � , � , � ), , ,r r r rv � � � �1 1 2 1 3 41 3 7 . Îïè-

ñàííàÿ èòåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ~rv â

ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� . Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ � áîëüøèå,

÷èñëî òàêèõ íàáîðîâ îñòàòêîâ íåâåëèêî. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå ~ ( , , ) ~ ( , , ) ~ ( , , )r r rv v v� � � � �1 3 5 1 3 7 1 3 9 . Ïîñêîëüêó ÷èñëî ~ ( , , )rv � 1 3 9

íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [ , � )0 M , îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â rv � ( , , )10 0 8 â ñèñòåìå

ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� .

Èç çíà÷åíèÿ ~rv âû÷èòàåì çíà÷åíèå �, ò.å. r rv v�
� � � �1 10 0 8 4 1 2� ( , , ) ( , , ),

è îæèäàåìóþ ÷åòíîñòü rv�1 ñîïîñòàâëÿåì ñ ïîëó÷åííîé. Íåñîâïàäåíèå ÷åò-

íîñòåé ñâèäåòåëüñòâóåò î âûõîäå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà çà íèæíþþ ãðà-

íèöó äèàïàçîíà [ , � )0 M , ñëåäîâàòåëüíî, rv — íàèìåíüøèé äèñêðåòíûé ëî-

ãàðèôì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èòåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ rv�2: r rv v� �
� �2 1 �.

Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðîäåéñòâèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �.
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Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì îñóùåñòâ-

ëÿòü ïîèñê íàèìåíüøåãî rmin îäíîâðåìåííî äâóìÿ îïèñàííûìè ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå: ~ ( , , )minr � 3 3 3 â

ñèñòåìå ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� è rmin ( , , )� 3 3 3 â ñèñòåìå ìîäóëåé

m1 11� , m2 7� , m3 13� .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ 	 max ïîíàäîáèòñÿ âåëè÷èíà ~
maxr â äèàïàçîíå [ , � )0 M ,

ïðåäñòàâëåííàÿ â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� . Äëÿ ýòîãî îïðå-

äåëÿåì ~ ~
max minr r� ��, ïåðåâîäèì ~

maxr â ñèñòåìó ìîäóëåé m1 11� , m2 7� ,

m3 13� è íàõîäèì çíà÷åíèå rmax . Â äàííîì ïðèìåðå ~ ~ ( , , )max minr r� � � �� 3 3 3

� � �( , , ) ( , , )6 0 6 7 3 9 57 è rmax ( , , )� �57 2 1 5 â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� ,

m3 13� . Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ìîäóëåé çàäàíà, âû÷èñëÿåì ïðåäâàðèòåëüíî

r
M

M
M

�
�

�

�
�

�

�
�

�


�

�

�

�

�
�

�1 , ãäå
M

M�
�

�
�

�

�
�

— öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ M íà �M , è r r ru � �
� max .

Àíàëîãè÷íî äâóìÿ ñïîñîáàìè ìîæíî íàéòè íàèáîëüøèé èç äèñêðåò-

íûõ ëîãàðèôìîâ rmax . Ïåðâûì ñïîñîáîì âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé

ïåðåáîð ÷èñåë M M ru, , ...,�1 îäíîâðåìåííî â ñèñòåìàõ ìîäóëåé �m1 10� ,

�m2 6� , �m3 12� è m1 11� , m2 7� , m3 13� ñ ïðîâåðêîé êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë â

ñèñòåìå ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� íà ñîîòâåòñòâèå òàáë. 1—3. Ïåðâîå

ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò rmax . Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðî-

äåéñòâèå ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ru .

Âòîðîé ñïîñîá óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

ru çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ê çíà÷åíèþ ru äîáàâëÿåì çíà÷åíèå �, ò.å. ru�
�1

� � � �ru � ( , , ) ( , , )7 5 8 4 1 2 , è îæèäàåìóþ ÷åòíîñòü ru�1 ñîïîñòàâëÿåì ñ ïîëó-

÷åííîé. Íåñîâïàäåíèå ÷åòíîñòåé ñâèäåòåëüñòâóåò î âûõîäå äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìà çà âåðõíþþ ãðàíèöó äèàïàçîíà [ , )0 M . Ñëåäîâàòåëüíî, ru�1 —

íàèáîëüøèé äèñêðåòíûé ëîãàðèôì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èòåðàöèÿ âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ru�2: r ru u� �
� �2 1 � . Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðîäåéñò-

âèå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ru .

Ïîñêîëüêó ïåðâûé ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðîäåéñòâèå ïðè

ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ru , à âòîðîé ñïîñîá — ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ru , ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì îñóùåñòâëÿòü ïîèñê íàèáîëü-

øåãî äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà rmax îäíîâðåìåííî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåð-

âûé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò: rmax ( , , )� �999 9 5 11 â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� ,

m2 7� , m3 13� .

Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ rmin è rmax ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóí-

êå. Îïðåäåëèâ rmax è rmin , íàõîäèì 	 max
max min

�

�r r

�

. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå
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	 max
max min ( , , ) ( , , )

( , , )

( ,
�

�

�

�

�

�

�

r r

�

999 3

6

9 5 11 3 3 3

6 6 6

6 2 8

6 6 6
1 5 10 166

, )

( , , )
( , , )� � .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

r r� �min 	�, 	 	 	� � �0 1 2 3 3 3 6 6 6, , , ..., ( , , ) ( , , )max ,

	 � ( , , ), ( , , ), ( , , ), ..., ( , , )0 1 1 1 1 1 2 2 2 1 5 10 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû îáåñïå÷èâàþò ðåàëèçàöèþ

äâóõ ñëîæíûõ îïåðàöèé — ìîäóëüíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è íàõîæ-

äåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû ê ìîäóëüíîìó âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü è äèñê-
ðåòíîìó ëîãàðèôìèðîâàíèþ â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ îñíîâàíû íà
âûáîðêå çíà÷åíèé îñòàòêîâ èç ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííûõ òàáëèö ñ
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Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåãî rmin è íàèáîëüøåãî rmax äèñêðåòíûõ
ëoãàðèôìîâ: 1 — íà÷àëî; 2, 3 — îïðåäåëåíèå rmin ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáàìè; 4, 7 è 12,
15 — ïðîâåðêà, äîñòèãíóò ëè ðåçóëüòàò ïåðâûì ñïîñîáîì; 5, 6 è 13, 14 — ïðîâåðêà, äî-
ñòèãíóò ëè ðåçóëüòàò âòîðûì ñïîñîáîì; 8 — ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà â êà÷åñòâå rmin ; 9 —
ïîäãîòîâêà ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ rmax; 10, 11— îïðåäåëåíèå rmax

ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáàìè; 16 — ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà â êà÷åñòâå rmax; 17 — êîíåö



ïîñëåäóþùåé èõ îáðàáîòêîé ïî îïðåäåëåííûì àëãîðèòìàì. Ïðèìåíåíèå
äàííûõ ïîäõîäîâ öåëåñîîáðàçíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé
çàäà÷ ïðè âûïîëíåíèè ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé.
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Yu.D. Polissky

ON CERTAIN APPROACHES TO IMPLEMENTATION
OF SOME PROBLEM OPERATIONS IN THE RESIDUE CLASS SYSTEM

New approaches to the implementation of the problem operations in the system of residue clas-
ses — modular exponentiation and discrete taking the logarithm — have been stated. The ap-
proaches are based on tabular implementation of these operations. In this case the data are sam-
pled from the tables, pre-prepared for the taken system of modules, followed by processing of the
selected data according to certain algorithms.

K e y w o r d s: residue classes, problem operations, modules, discrete logarithm.

ÏÎËÈÑÑÊÈÉ Þðèé Äàâèäîâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
èí-òà àâòîìàòèçàöèè ÷åðíîé ìåòàëëóðãèè (ã. Äíåïð). Â 1960 ã. îêîí÷èë Äíåïðîïåòðîâñêèé
ìåòàëëóðãè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ñèñòåìû è ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ.

Þ.Ä. Ïîëèññêèé

114 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 4



Àâòîðñüêà óãîäà (ïóáë³÷íà îôåðòà)
ïðî óìîâè ïóáë³êàö³¿ ñòàòò³ â æóðíàë³
«Ýëåêòðîííîå ìîäåëèðîâàíèå»

²íñòèòóò ïðîáëåì ìîäåëþâàííÿ â åíåðãåòèö³ ³ì Ã.ª. Ïóõîâà Íàö³îíàëüíî¿

àêàäåì³¿ íàóê Óêðà¿íè (äàë³ — Âèäàâåöü, ²ÏÌÅ), ç îäíîãî áîêó, ïðîïîíóº íåâèçíà-

÷åíîìó êîëó îñ³á (äàë³ — Àâòîð), ç ³íøîãî áîêó (ðàçîì ³ìåíîâàí³ ÿê Ñòîðîíè),

óêëàñòè öþ óãîäó (äàë³ — Óãîäà) ïðî ïóáë³êàö³¿ íàóêîâèõ ìàòåð³àë³â (äàë³ —

Ñòàòòÿ) â Ì³æíàðîäíîìó íàóêîâî-òåîðåòè÷íîìó æóðíàë³ «Ýëåêòðîííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå» (äàë³ — Æóðíàë), ùî çíàõîäèòüñÿ â ñôåð³ óïðàâë³ííÿ Âèäàâöÿ.

1. Çàãàëüí³ ïîëîæåííÿ

1.1. Öÿ Óãîäà â³äïîâ³äíî äî ñòàòò³ 641 Öèâ³ëüíîãî êîäåêñó Óêðà¿íè º ïðî-
ïîçèö³ºþ ïðî óêëàäåííÿ äîãîâîðó (ïóáë³÷íîþ îôåðòîþ), ïîâíèì ³ áåççàñòåðåæ-
íèì ïðèéíÿòòÿì (àêöåïòîì) ÿêîãî â³äïîâ³äíî äî ñòàòò³ 642 Öèâ³ëüíîãî êîäåêñó
Óêðà¿íè ââàæàºòüñÿ â³äïðàâëåííÿ Àâòîðîì ñâî¿õ Ñòàòåé íà åëåêòðîííó àäðåñó
em@ipme.kiev.ua.

1.2. Æóðíàë çàðåºñòðîâàíèé â Äåðæàâíîìó ðåºñòð³ äðóêîâàíèõ çàñîá³â ìàñîâî¿
³íôîðìàö³¿ òà ³íôîðìàö³éíèõ àãåíòñòâ ÿê ñóá’ºêò³â ³íôîðìàö³éíî¿ ä³ÿëüíîñò³ Óêðà¿-
íè. Ñâ³äîöòâî ïðî ðåºñòðàö³þ Ì³í³ñòåðñòâà þñòèö³¿ Óêðà¿íè: ÊÂ ¹ 13147-2031ÏÐ
â³ä 27.08.2007.

2. Òåðì³íè

Àâòîð — ô³çè÷íà îñîáà (îñîáè), òâîð÷îþ ïðàöåþ ÿêî¿ (ÿêèõ) ñòâîðåíî Ñòàòòþ.
Àêöåïò Îôåðòè — ïîâíå ³ áåççàñòåðåæíå ïðèéíÿòòÿ Îôåðòè.
Æóðíàë — Ì³æíàðîäíèé íàóêîâî-òåîðåòè÷íèé æóðíàë «Ýëåêòðîííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå».
Çàÿâêà — åëåêòðîííå çâåðíåííÿ Àâòîðà äî Âèäàâöÿ íà ðîçì³ùåííÿ Ñòàòò³ â

Æóðíàë³.
Âèäàâåöü — ²íñòèòóò ïðîáëåì ìîäåëþâàííÿ â åíåðãåòèö³ ³ì. Ã.ª. Ïóõîâà

Íàö³îíàëüíî¿ àêàäåì³¿ íàóê Óêðà¿íè.
Îôåðòà — öåé äîêóìåíò ïðî âèäàííÿ Ñòàòò³.
Ïóáë³êàö³ÿ — ðîçì³ùåííÿ Ñòàòò³ â Æóðíàë³.
Ðåäàêö³ÿ Æóðíàëó — òâîð÷èé êîëåêòèâ, ÿêèé çä³éñíþº âèïóñê Æóðíàëó.
Ñòàòòÿ — íàóêîâèé, íàâ÷àëüíèé, ìåòîäè÷íèé ìàòåð³àë (òåêñò), ïðåäñòàâ-

ëåíèé Àâòîðîì äëÿ îïóáë³êóâàííÿ â Æóðíàë³.
Îáðîáêà ïåðñîíàëüíèõ äàíèõ — ä³¿ (îïåðàö³¿) ç ïåðñîíàëüíèìè äàíèìè,

âêëþ÷àþ÷è çá³ð, ñèñòåìàòèçàö³þ, íàêîïè÷åííÿ, çáåð³ãàííÿ, óòî÷íåííÿ (îíîâëåí-
íÿ, çì³íó), âèêîðèñòàííÿ, ïîøèðåííÿ.

3. Ïðåäìåò óãîäè (Îôåðòè)

3.1. Çà ö³ºþ Óãîäîþ Àâòîð ñïðÿìîâóº Ñòàòòþ â Ðåäàêö³þ äëÿ ðîçì³ùåííÿ â
Æóðíàë³ íà îñíîâ³ íåâèêëþ÷íî¿ ë³öåíç³¿ íà âèêîðèñòàííÿ Ñòàòò³ çã³äíî ç³ ñòàòòÿ-
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ìè 15, 31 òà 32 Çàêîíó Óêðà¿íè «Ïðî àâòîðñüêå ïðàâî ³ ñóì³æí³ ïðàâà». Ïðè
â³äïðàâö³ Ñòàòò³ Àâòîð ïîãîäæóºòüñÿ ç êîíöåïö³ºþ æóðíàëó, ïîðÿäêîì ðåöåíçó-
âàííÿ ñòàòåé ³ åòèêîþ ïóáë³êóâàííÿ.

3.2. Ðåäàêö³ÿ æóðíàëó íàäàº Àâòîðó ïîñëóãè, ïîâ’ÿçàí³ ç ïóáë³êàö³ºþ ñòàòò³:

ïðèéìàº Ñòàòòþ íà ïîïåðåäí³é àíàë³ç, ïðîâîäèòü ðåöåíçóâàííÿ (åêñïðåñ-ðåöåí-

çóâàííÿ, àíîí³ìíå ðåöåíçóâàííÿ), ïðèéìàº ð³øåííÿ ïðî ïðèéíÿòòÿ Ñòàòò³ äî

ïóáë³êàö³¿, ãîòóº Ñòàòòþ äî îïóáë³êóâàííÿ, ðîçì³ùóº Ñòàòòþ â Æóðíàë³ ³ íà ³í-

ôîðìàö³éíîìó ðåñóðñ³ (Ñàéò³) Æóðíàëó.

3.3. Ïðàâà íà âèêîðèñòàííÿ Ñòàòò³, ùî ïåðåäàþòüñÿ çà ö³ºþ Óãîäîþ, íå

ìàþòü íà óâàç³ âèïëàòó Àâòîðó âèíàãîðîäè òà âêëþ÷àþòü òàêå:

3.3.1. Â³äòâîðåííÿ Ñòàòò³.

3.3.2. Ïóáë³÷íå ïîâ³äîìëåííÿ ïðî Ñòàòòþ.

3.3.3. Áóäü-ÿêå ïîâòîðíå îïðèëþäíåííÿ Ñòàòò³.

3.3.4. Ïåðåêëàä Ñòàòò³ íà ³íø³ ìîâè.

3.3.5. Ïåðåðîáêó, àäàïòàö³þ òà ³íø³ çì³íè Ñòàòò³.

3.3.6. Ïîøèðåííÿ Ñòàòò³ øëÿõîì ïåðøîãî ïðîäàæó, â³ä÷óæåííÿ ³íøèì ñïî-

ñîáîì àáî ³íøî¿ ïåðåäà÷³ äî ïåðøîãî ïðîäàæó.

3.3.7. ²ìïîðò ïðèì³ðíèê³â Ñòàòò³.

3.4. Òåðèòîð³ÿ, íà ÿê³é äîïóñêàºòüñÿ âèêîðèñòàííÿ ïðàâ íà Ñòàòòþ, íå îáìåæåíà.

3.5. Öÿ óãîäà ïî÷èíàº ä³ÿòè ç ìîìåíòó íàïðàâëåííÿ Ñòàòò³ íà åëåêòðîííó

àäðåñó Ðåäàêö³¿, çàçíà÷åíó â ïóíêò³ 1.1. ö³º¿ Óãîäè, ùî º áåççàïåðå÷íèì ³ ïîâíèì

ïðèéíÿòòÿì ïðîïîçèö³¿ ïðî óêëàäåííÿ óãîäè â³äïîâ³äíî äî ñòàòò³ 642 Öèâ³ëüíîãî

êîäåêñó Óêðà¿íè.

3.6. Ìàéíîâ³ àâòîðñüê³ ïðàâà, îáóìîâëåí³ ö³ºþ óãîäîþ, ïåðåäàþòüñÿ Àâòî-

ðîì Âèäàâöþ áåçîïëàòíî íà âåñü òåðì³í ä³¿ íåâèíÿòêîâîãî ïðàâà, ïåðåäáà÷åíîãî

÷èííèì çàêîíîäàâñòâîì Óêðà¿íè.

3.7. Ó ðàç³ ïðèéíÿòòÿ Âèäàâöåì ð³øåííÿ ïðî â³äìîâó â îïóáë³êóâàíí³ Ñòàòò³

àáî â ðàç³ â³äêëèêàííÿ Àâòîðîì (îäíèì ç Àâòîð³â) ñâîº¿ Ñòàòò³ äî ïðèéíÿòòÿ

Âèäàâöåì ð³øåííÿ ïðî îïóáë³êóâàííÿ â Æóðíàë³ öÿ Óãîäà âòðà÷àº ñèëó. Ð³øåííÿ

ïðî â³äìîâó â îïóáë³êóâàíí³ íàïðàâëÿºòüñÿ Àâòîðó çà àäðåñîþ åëåêòðîííî¿ ïîø-

òè, âêàçàíîþ â çàÿâö³. Àâòîð ïîâèíåí íàïðàâèòè ïîâ³äîìëåííÿ ïðî â³äêëèêàííÿ

Ñòàòò³ ç âëàñíîðó÷íèì ï³äïèñîì íà àäðåñó Ðåäàêö³¿ æóðíàëó «Ýëåêòðîííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå» àáî â ôîðì³ â³äñêàíîâàíîãî äîêóìåíòà.

4. Ïðàâà ³ îáîâ’ÿçêè Ñòîð³í

4.1. Àâòîð ãàðàíòóº, ùî:

4.1.1. Â³í º ä³éñíèì ïðàâîâëàñíèêîì âèêëþ÷íèõ ïðàâ íà Ñòàòòþ.

4.1.2. Ñòàòòÿ º îðèã³íàëüíîþ, ñòâîðåíà Àâòîðîì (Ñï³âàâòîðàìè) ñàìîñò³éíî ³

íå áóëà îïóáë³êîâàíà.

4.1.3. Ïðè ñòâîðåíí³ Ñòàòò³ íå áóëè ïîðóøåí³ àâòîðñüê³ àáî ³íø³ ïðàâà

òðåò³õ îñ³á.

4.1.4. Ñòàòòÿ ì³ñòèòü âñ³ ïåðåäáà÷åí³ ÷èííèì çàêîíîäàâñòâîì ïðî àâòîðñüêå

ïðàâî ïîñèëàííÿ íà öèòîâàíèõ àâòîð³â ³ / àáî âèäàííÿ (ìàòåð³àëè);



4.1.5. Ñòàòòÿ íå º ïðåäìåòîì çàñòàâè, íå ïåðåäàíà òðåò³é îñîá³ çà äîãîâîðîì

â³ä÷óæåííÿ âèêëþ÷íîãî ïðàâà àáî ë³öåíç³éíèì äîãîâîðîì ïðî íàäàííÿ âèêëþ÷-

íî¿ ë³öåíç³¿ ³ íå îáòÿæåíà ïðàâàìè ³ âèìîãàìè áóäü-ÿêèõ òðåò³õ îñ³á.
4.2. Àâòîð çîáîâ’ÿçóºòüñÿ:
4.2.1. Îôîðìèòè Ñòàòòþ â³äïîâ³äíî äî âèìîã Ðåäàêö³¿ Æóðíàëó, îïóáë³-

êîâàíèìè íà ñàéò³ Æóðíàëó â ìåðåæ³ ²íòåðíåò òà/àáî â äðóêîâàíîìó âèäàíí³.
4.2.2. Âêàçàòè â çàÿâö³ àäðåñó îäåðæóâà÷à ïðèì³ðíèêà Æóðíàëó ç îïóá-

ë³êîâàíîþ Ñòàòòåþ.
4.2.3. Ñïëàòèòè âàðò³ñòü äîñòàâêè äðóêîâàíîãî ïðèì³ðíèêà Æóðíàëó ç îïóá-

ë³êîâàíîþ Ñòàòòåþ.
4.3. Àâòîð ìàº ïðàâî:
4.3.1. Íà áåçêîøòîâíå îòðèìàííÿ äðóêîâàíîãî ïðèì³ðíèêà Æóðíàëó ç îïóá-

ë³êîâàíîþ Ñòàòòåþ.
4.3.2. Âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåð³àëè îïóáë³êîâàíî¿ Ñòàòò³ ó âëàñíèõ äèñåð-

òàö³ÿõ àáî êíèãàõ.
4.3.3. Íàäàâàòè áëàãîä³éíó äîïîìîãó Ðåäàêö³¿ ç ìåòîþ ïîë³ïøåííÿ ÿêîñò³

îáñëóãîâóâàííÿ Àâòîð³â.
4.4. Âèäàâåöü çîáîâ’ÿçóºòüñÿ:
4.4.1. Âèêîíàòè îáîâ’ÿçêîâå âíóòð³øíº àíîí³ìíå ðåöåíçóâàííÿ Ñòàòò³ ïðîòÿ-

ãîì 30 (òðèäöÿòè) êàëåíäàðíèõ äí³â ç ìîìåíòó ¿¿ ïðèéíÿòòÿ.
4.4.2. Îïóáë³êóâàòè Ñòàòòþ â Æóðíàë³ â ðàç³ ïðèéíÿòòÿ ð³øåííÿ çà ï³äñóì-

êàìè ðåöåíçóâàííÿ ïðî çàòâåðäæåííÿ Ñòàòò³ äî îïóáë³êóâàííÿ. Ñòðîê âèõîäó
Ñòàòò³ â ñâ³ò çàëåæèòü â³ä äàòè ¿¿ íàäõîäæåííÿ äî Ðåäàêö³¿ ³ ÿêîñò³ ï³äãîòîâêè.

4.4.3. Íàä³ñëàòè ðåöåíç³þ íà åëåêòðîííó ïîøòó Àâòîðà, çàçíà÷åíó â çàÿâö³,
çà ï³äñóìêàìè ðåöåíçóâàííÿ.

4.5. Âèäàâåöü ìàº ïðàâî:
4.5.1. Âíîñèòè ðåäàêòîðñüê³ ³ êîðåêòîðñüê³ ïðàâêè â Ñòàòòþ, â òîìó ÷èñë³

ñêîðî÷åííÿ, áåç äîäàòêîâîãî óçãîäæåííÿ ç Àâòîðàìè (Ñï³âàâòîðàìè), ÿêùî ö³
çì³íè íå ïðèçâîäÿòü äî âèêðèâëåííÿ çì³ñòó, êîðåêòíîñò³ âèêëàäåííÿ òåêñòó ³ íå
ïîðóøóþòü ö³ë³ñíîñò³ ñïðèéíÿòòÿ ìàòåð³àëó. Çàçíà÷åí³ ä³¿ òàêîæ ìàþòü ïðàâî
çä³éñíþâàòè òðåò³ îñîáè, ÿê³ óêëàëè ç Âèäàâöåì ñóáë³öåíç³éíèé äîãîâ³ð.

4.5.2. Âñòàíîâëþâàòè ïðàâèëà (óìîâè) ïðèéîìó ³ ïóáë³êàö³¿ Ñòàòåé â Æóðíàë³.
4.5.3. Âñòàíîâëþâàòè ïðàâèëà âèçíà÷åííÿ ïð³îðèòåòó â îïóáë³êóâàíí³ ïðèé-

íÿòèõ Ñòàòåé.
4.5.4. Ïðèéìàòè áëàãîä³éíó äîïîìîãó, àäðåñîâàíó Ðåäàêö³¿, äëÿ ïîë³ïøåííÿ

ÿêîñò³ îáñëóãîâóâàííÿ Àâòîð³â.
4.6. Ó âñ³õ âèïàäêàõ, íå îáóìîâëåíèõ ³ íå ïåðåäáà÷åíèõ ö³ºþ Óãîäîþ, Ñòî-

ðîíè çîáîâ’ÿçàí³ êåðóâàòèñÿ ÷èííèì çàêîíîäàâñòâîì Óêðà¿íè.
4.7. Ñòîðîíè ìàþòü ïðàâî óêëàäàòè ³íø³ óãîäè, òàê ÷è ³íàêøå ïîâ’ÿçàí³ ç

ïðåäìåòîì ö³º¿ Óãîäè, íà óìîâàõ, ùî íå ñóïåðå÷àòü óìîâàì ö³º¿ Óãîäè.

5. Àêöåïò Îôåðòè òà óêëàäåííÿ Óãîäè

5.1. Öÿ Óãîäà íàáóâàº ÷èííîñò³ ç ìîìåíòó, êîëè Àâòîð âèêîíóº Àêöåïò
Îôåðòè øëÿõîì â³äïðàâêè Ñòàòò³ íà åëåêòðîííó àäðåñó Æóðíàëó, ³ ¿¿ óêëàäåíî
íà âåñü ñòðîê ä³¿ íåâèíÿòêîâîãî ïðàâà, ïåðåäáà÷åíîãî ÷èííèì çàêîíîäàâñòâîì
Óêðà¿íè.
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6. Ïîðÿäîê çì³íè ³ ðîç³ðâàííÿ Óãîäè

6.1. Îôåðòà, àêöåïòîâàíà Àâòîðàìè, ä³º ÿê Óãîäà ì³æ ñòîðîíàìè ³ íå ìîæå

áóòè çì³íåíà ³íàêøå ÿê çà çãîäîþ Ñòîð³í. Âèäàâåöü ìàº ïðàâî çì³íèòè óìîâè

Îôåðòè, ùî í³ÿê íå âïëèâàº íà óìîâè âæå óêëàäåíèõ óãîä ç Àâòîðàìè. Ïîòî÷íà

ðåäàêö³ÿ Îôåðòè, à òàêîæ ¿¿ ïîïåðåäí³ ðåäàêö³¿ ïóáë³êóþòüñÿ íà ñàéò³ Âèäàâöÿ.

6.2. Ó ðàç³ íåçãîäè Àâòîðà ç³ çì³íàìè óìîâ ö³º¿ Óãîäè Àâòîð ìàº ïðàâî

íàïðàâèòè Âèäàâöþ ïèñüìîâå ïîâ³äîìëåííÿ ïðî â³äìîâó â³ä ö³º¿ Óãîäè äî íàá-

ðàííÿ ÷èííîñò³ â³äïîâ³äíèõ çì³í. Ó ðàç³ â³äñóòíîñò³ ïèñüìîâîãî ïîâ³äîìëåííÿ â³ä

Àâòîðà çì³íè ââàæàþòüñÿ ïðèéíÿòèìè Àâòîðîì, ³ Óãîäà ïðîäîâæóº ä³ÿòè ç âíå-

ñåíèìè çì³íàìè.

6.3. Öÿ Óãîäà ìîæå áóòè ðîç³ðâàíà äîñòðîêîâî çà çãîäîþ Ñòîð³í.

6.4. Àâòîð ìàº ïðàâî â³äêëèêàòè Ñòàòòþ çà óìîâè â³äøêîäóâàííÿ Âèäàâöþ

çàâäàíèõ òàêèì ð³øåííÿì çáèòê³â. ßêùî Ñòàòòÿ âæå îïóáë³êîâàíà, Àâòîð çîáîâ’ÿ-

çàíèé ïóáë³÷íî îïîâ³ñòèòè ïðî â³äêëèêàííÿ Ñòàòò³. Ïðè öüîìó Àâòîð ìàº ïðàâî

âèëó÷èòè ç îá³ãó ðàí³øå âèïóùåí³ åêçåìïëÿðè òâîðó, â³äøêîäóâàâøè çàâäàí³ öèì

çáèòêè Âèäàâöþ.

6.5. Ó ðàç³, ÿêùî îäíà ³ç Ñòîð³í ïðèéìàº ð³øåííÿ ïðî â³äìîâó â³ä âèêîíàííÿ

Äîãîâîðó, âîíà çîáîâ’ÿçàíà ïîâ³äîìèòè ³íøó Ñòîðîíó â ïèñüìîâîìó âèãëÿä³. Ó

öüîìó âèïàäêó çîáîâ’ÿçàííÿ, îáóìîâëåí³ Äîãîâîðîì, ââàæàþòüñÿ ïðèïèíåíèìè ç

ìîìåíòó îòðèìàííÿ êîíòðàãåíòîì ïîâ³äîìëåííÿ ïðî ðîç³ðâàííÿ Äîãîâîðó.

7. Â³äïîâ³äàëüí³ñòü

7.1. Çà íåâèêîíàííÿ àáî íåíàëåæíå âèêîíàííÿ ñâî¿õ çîáîâ’ÿçàíü çà Óãîäîþ

Ñòîðîíè íåñóòü â³äïîâ³äàëüí³ñòü çã³äíî ç ÷èííèì çàêîíîäàâñòâîì Óêðà¿íè.

7.2. Âñ³ â³äîìîñò³, íàäàí³ Àâòîðîì, ïîâèíí³ áóòè äîñòîâ³ðíèìè. Àâòîð â³ä-

ïîâ³äàº çà äîñòîâ³ðí³ñòü, â³äêðèò³ñòü (íå ì³ñòèòü ³íôîðìàö³¿, çàáîðîíåíî¿ äî ïóá-

ë³êàö³¿ ó â³äêðèò³é ïðåñ³) ³ ïîâíîòó ïåðåäàíèõ Âèäàâöþ â³äîìîñòåé.

7.3. Àâòîð ñàìîñò³éíî íåñå â³äïîâ³äàëüí³ñòü ïåðåä òðåò³ìè îñîáàìè çà íå-

ïðàâîì³ðíå âèêîðèñòàííÿ ðåçóëüòàò³â ³íòåëåêòóàëüíî¿ ä³ÿëüíîñò³ òðåò³õ îñ³á ³

ìàòåð³àëè, âèêîðèñòàí³ â í³é, à òàêîæ ç óñ³õ ïèòàíü, ùî ñòîñóþòüñÿ ïðèíàëåæíîñò³

ïðàâ íà íå¿.

7.4. Âèäàâåöü íå íåñå í³ÿêî¿ â³äïîâ³äàëüíîñò³ çà áóäü-ÿê³ ä³¿ Àâòîðà.

7.5. Ñòîðîíè çâ³ëüíÿþòüñÿ â³ä â³äïîâ³äàëüíîñò³ çà ïîðóøåííÿ óìîâ Óãîäè,

ÿêùî òàêå ïîðóøåííÿ âèêëèêàíå îáñòàâèíàìè íåïåðåáîðíî¿ ñèëè (ôîðñ-ìàæîð),

âêëþ÷àþ÷è: ä³¿ îðãàí³â äåðæàâíî¿ âëàäè (â ò.÷. ïðèéíÿòòÿ ïðàâîâèõ àêò³â), ïîæå-

æà, ïîâ³íü, çåìëåòðóñ, ³íø³ ñòèõ³éí³ ëèõà, â³äñóòí³ñòü åëåêòðîåíåðã³¿ òà/àáî çáî¿

ðîáîòè êîìï’þòåðíî¿ ìåðåæ³, ñòðàéêè, ãðîìàäÿíñüê³ çàâîðóøåííÿ, áåçëàäè, áóäü-

ÿê³ ³íø³ îáñòàâèíè íåïåðåáîðíî¿ ñèëè.

8. Ïîðÿäîê âèð³øåííÿ ñïîð³â

8.1. Ñïîðè ³ ðîçá³æíîñò³ âèð³øóþòüñÿ Ñòîðîíàìè øëÿõîì ïåðåãîâîð³â, à â

ðàç³ íåäîñÿãíåííÿ çãîäè — â³äïîâ³äíî äî ÷èííîãî çàêîíîäàâñòâà Óêðà¿íè.
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8.2. Ïðè íàÿâíîñò³ íåâðåãóëüîâàíèõ ðîçá³æíîñòåé Ñòîð³í ñïîðè âèð³øóþòü-

ñÿ â ñóä³ çà ì³ñöåì çíàõîäæåííÿ Âèäàâöÿ â³äïîâ³äíî äî ÷èííîãî çàêîíîäàâñòâà

Óêðà¿íè.

9. ²íø³ óìîâè

9.1. Àâòîð âèñëîâëþº çãîäó íà âèêîðèñòàííÿ Âèäàâöåì íàñòóïíèõ ïåðñî-

íàëüíèõ äàíèõ:

• ïð³çâèùå, ³ì’ÿ, ïî áàòüêîâ³;

• äàòà íàðîäæåííÿ;

• â³äîìîñò³ ïðî îñâ³òó;

• â³äîìîñò³ ïðî ì³ñöå ðîáîòè ³ çàéìàíó ïîñàäó;

• â³äîìîñò³ ïðî êîíòàêòíó ³íôîðìàö³þ äëÿ ëèñòóâàííÿ;

• â³äîìîñò³ ïðî íàÿâí³ñòü ïóáë³êàö³é;

• â³äîìîñò³ ïðî íàïðÿìêè äîñë³äæåíü Àâòîðà;

• àäðåñà, çà ÿêîþ Àâòîðó áóäå äîñòàâëåíî ïðèì³ðíèê Æóðíàëó çã³äíî ³ç

ïóíêòîì 4.2.3. ö³º¿ Óãîäè.

9.2. Âèäàâåöü ìàº ïðàâî íà âèêîðèñòàííÿ ïåðñîíàëüíèõ äàíèõ Àâòîðà ç

ìåòîþ âèêîíàííÿ ö³º¿ Óãîäè, â òîìó ÷èñë³ ³íôîðìàö³éíî-äîâ³äêîâîãî îáñëóãî-

âóâàííÿ Àâòîðà.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ñòàòüè äëÿ æóðíàëà
«Ýëåêòðîííîå ìîäåëèðîâàíèå»

Â ñâÿçè ñ ïîäãîòîâêîé æóðíàëà «Ýëåêòðîííîå ìîäåëèðîâàíèå» ê ðåãèñòðàöèè â

áàçå äàííûõ «Scopus» ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà.

Ê îïóáëèêîâàíèþ â æóðíàëå «Ýëåêòðîííîå ìîäåëèðîâàíèå» ïðèíèìàþòñÿ

íèãäå íå îïóáëèêîâàííûå ðàíåå ñòàòüè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðîôèëþ è íàó÷-

íîìó óðîâíþ æóðíàëà.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü:

1. Ïîëíóþ ýëåêòðîííóþ âåðñèþ ñòàòüè ñ ðèñóíêàìè è òàáëèöàìè (E-mail:

em@ipme.kiev.ua).

2. Êîïèþ ïåðâîé ñòðàíèöû ñ ïîäïèñÿìè àâòîðîâ.

3. Îòäåëüíûé ôàéë ñ ðèñóíêàìè, âûïîëíåííûìè â ôîðìàòàõ TIF, EPS, JPG,

GIF è ôîòîãðàôèÿìè (ðàçðåøåíèåì íå ìåíåå 300 dpi, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè

ìîæíî â öâåòå). Äîïóñêàåòñÿ ïåðåäà÷à ãðàôèêîâ è äèàãðàìì â ðåäàêòîðå Exel. Íå

äîïóñêàþòñÿ ðèñóíêè, ïîäãîòîâëåííûå â ðåäàêòîðå Word. Åñëè ðèñóíêè âûïîëíåíû

â ïðîãðàììàõ MatCad, MatLab, AutoCad è ïîäîáíûõ, íåîáõîäèìî ïåðåâîäèòü èõ â

ôîðìàò .eps èëè, êàê èñêëþ÷åíèå, – .tif ñ ðàçðåøåíèåì íå ìåíåå 300 dpi.

4. Ñâåäåíèÿ î êàæäîì ñîàâòîðå: ôàìèëèÿ, èìÿ è îò÷åñòâî (íà ðóññêîì è

àíãëèéñêîì ÿçûêàõ), ñòðàíà, ãîðîä, ìåñòî ðàáîòû, çàíèìàåìàÿ äîëæíîñòü, ó÷åíîå

çâàíèå, ñòåïåíü; äëÿ ïåðåïèñêè ñ ðåäàêöèåé — ñëóæåáíûé àäðåñ è òåëåôîí, äî-

ìàøíèé àäðåñ è òåëåôîí, e-mail âñåõ èëè îäíîãî èç ñîàâòîðîâ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ

â æóðíàëå.

5. Ñâåäåíèÿ î íàó÷íûõ èíòåðåñàõ àâòîðîâ.

6. Àâòîðñêóþ ñïðàâêó, ïîäòâåðæäàþùóþ ïðàâà íà èíòåëëåêòóàëüíóþ ñîáñò-

âåííîñòü àâòîðîâ.

Íàïðàâëÿåìàÿ â ðåäàêöèþ ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

1. Àííîòàöèþ (îáúåìîì äî 12 ñòðîê), â êîòîðîé ëàêîíè÷íî è ÷åòêî ñëåäóåò

èçëîæèòü ñóòü ðåøàåìîé çàäà÷è, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü èíòåðåñíîé è ïîíÿòíîé äëÿ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæ-

íûõ ó÷åíûõ (íå áîëåå 600 çíàêîâ).

2. Îáùóþ îöåíêó ïðîáëåìû è åå àêòóàëüíîñòè íà îñíîâàíèè àíàëèçà ïóáëè-

êàöèé, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê äàííîé ïðîáëåìå, â òîì ÷èñëå — ïîñëåäíèõ.

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ ññûëîê ïîâûøàåò çíà÷è-

ìîñòü ñòàòüè è åå öèòèðóåìîñòü.

3. Ïîñòàíîâêó çàäà÷è è åå ðåøåíèå ñ îáîñíîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

4. Âûâîäû, â êîòîðûõ ñëåäóåò êðàòêî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåòè÷åñêîå è ïðàê-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, íå ïîâòîðÿÿ èíôîðìàöèþ èç äðóãèõ

ðàçäåëîâ è íå ïåðå÷èñëÿÿ, ÷òî âûïîëíåíî (íå ïîâòîðÿòü àííîòàöèþ).
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Ïîñëå îñíîâíîãî òåêñòà ïîìåùàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ íà àíãëèéñ-
êîì ÿçûêå:

• ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòîðîâ (â àíãëèéñêîé òðàíñëèòåðàöèè, åñëè â îñ-
íîâíîì òåêñòå ýòà èíôîðìàöèÿ ïîäàíà êèðèëëèöåé);

• íàçâàíèå ñòàòüè;
• àííîòàöèÿ;
• êëþ÷åâûå ñëîâà;
• ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ èñòî÷íèêîâ ñîãëàñíî Harvard Style. Èñòî÷íèêè ñ

çàãëàâèÿìè íà ëàòèíèöå ïðèâîäÿòñÿ áåç ïåðåâîäà. Íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïåðåâîä
íàçâàíèé èñòî÷íèêîâ, íå èñïîëüçóþùèõ ëàòèíñêèé àëôàâèò, è óêàçàòü ïîñëå íèõ â
ñêîáêàõ ÿçûê îðèãèíàëà. Ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòîðîâ ñëåäóåò òðàíñëèòåðèðîâàòü
êàê äëÿ çàãðàíïàñïîðòà. Ïðèìåðû îôîðìëåíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê ñîã-
ëàñíî òðåáîâàíèÿì Harvard Style ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, ïî ýëåêòðîííîìó àäðåñó
http://www.staffs.ac.uk/assets/harvard referencing examples tcm44-39847.pdf.

Îáúåì ñòàòüè, âêëþ÷àÿ ñïèñîê ëèòåðàòóðû, òàáëèöû, ðèñóíêè è ïîäðèñó-
íî÷íûå ïîäïèñè, íå äîëæåí ïðåâûøàòü 16 ñ. (÷åðåç ïîëòîðà èíòåðâàëà), îáçîðíîé
ñòàòüè — 25 ñ., êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ — 7 ñ.

Îôîðìëåíèå òåêñòà. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü íàáðàí øðèôòîì Times New
Roman, 12 pt ñ ïîëóòîðíûì èíòåðâàëîì â ðåäàêòîðå Microsoft Word 97 (2003) ëèáî
áîëåå ïîçäíèõ âåðñèÿõ è ïðåäñòàâëåí ôàéëîì òèïà *.doc.

Íà ïåðâîé ñòðàíèöå â òî÷íîì ïîðÿäêå ñëåäóåò ðàçìåñòèòü:
1) èíäåêñ ïî óíèâåðñàëüíîé äåñÿòè÷íîé êëàññèôèêàöèè (ÓÄÊ);
2) èíèöèàëû è ôàìèëèè àâòîðîâ ñ óêàçàíèåì ó÷åíîé ñòåïåíè;
3) ïîëíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèé, â êîòîðûõ ðàáîòàþò àâòîðû (ñòðàíà, àäðåñ,

êîíòàêòíûé òåëåôîí, å-mail);
4) íàçâàíèå ñòàòüè — íàèáîëåå ëàêîíè÷íîå è ïîíÿòíîå, áåç ìàëîèçâåñòíûõ

àááðåâèàòóð (øðèôò Arial æèðíûé, ðàçìåùåíèå ïî ëåâîìó êðàþ, íå äîïóñêàþòñÿ
ïåðåíîñû);

5) òåêñò àííîòàöèè íà ðóññêîì è óêðàèíñêîì ÿçûêàõ (÷åðåç ïîëòîðà èí-
òåðâàëà);

6) êëþ÷åâûå ñëîâà (3—5 ñëîâ êóðñèâîì);
7) îñíîâíîé òåêñò.
Â ñòàòüå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòûå íàó÷íûå òåðìèíû è óñëîâ-

íûå îáîçíà÷åíèÿ, åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü òðåáî-
âàíèÿì Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìû åäèíèö (SI).

Ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû ñîçäàþòñÿ â âèäå îòäåëüíûõ îáúåêòîâ â ðåäàê-
òîðå ôîðìóë Equation, ðàñïîëàãàþòñÿ ïî öåíòðó. Ôîðìóëû, íà êîòîðûå èìåþòñÿ
ññûëêè â òåêñòå, äîëæíû èìåòü ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ, ôîðìóëû, íà êîòîðûå ññûë-
êè â òåêñòå îòñóòñòâóþò, íå íóìåðóþòñÿ. Íîìåð ôîðìóëû ñòàâèòñÿ â êðóãëûõ
ñêîáêàõ ó êðàÿ ïðàâîãî ïîëÿ. Ðàçìåðû ñèìâîëîâ â ôîðìóëàõ: îáû÷íûé — 14 pt,
êðóïíûé — 18 pt, ìåëêèé — 12 pt, êðóïíûé èíäåêñ — 7 pt , ìåëêèé èíäåêñ — 5 pt.

Ïðèìåð:

� � � � � � �V t p y t p t y q t p t f u du
t

( ) ( ) ( ( )( ) ) ( ( ) ( )) ( )
( )

1

1

0

� � �

y t( )

�
�

� � �
�q t p t f y t y t q t p t( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ) ( )) .1 1� � (1)
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Òàáëèöû ñëåäóåò ïðîíóìåðîâàòü ïî ïîðÿäêó óïîìèíàíèÿ è ñîñëàòüñÿ íà íèõ

â òåêñòå. Â òàáëèöàõ íå äîëæíî áûòü ïóñòûõ ãðàô, ïðî÷åðêîâ è ñîêðàùåííûõ

ñëîâ. Ïðîãðàôêà òàáëèöû íàáèðàåòñÿ øðèôòîì Times New Roman — 9 pt,

ãîëîâêà òàáëèöû — 8,5 pt. Öèôðîâîé ìàòåðèàë â òàáëèöàõ ïå÷àòàþò ñ äâîéíûì

èíòåðâàëîì, òåêñò ãîëîâêè è áîêîâèêà — ñ îäèíàðíûì. Òàáëèöû äîëæíû áûòü

ëèáî âñå ñ íàçâàíèÿìè, ëèáî âñå áåç íèõ.

Ïðèìåð:

Ðèñóíêè ñ ïîäòåêñòîâêàìè (åñëè îíè åñòü) äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì óïîìèíàíèÿ â òåêñòå. Îäíè è òå æå ñâåäåíèÿ íå ñëåäóåò

ïîâòîðÿòü â òåêñòå è ïîäðèñóíî÷íûõ ïîäïèñÿõ. Ðèñóíêè äîëæíû áûòü ëèáî âñå ñ

ïîäïèñÿìè, ëèáî âñå áåç íèõ. Îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñóíêå äîëæíû áûòü ÷åòêèìè è

ëåãêî ÷èòàåìûìè. Îñè êîîðäèíàò íà ãðàôèêàõ äîëæíû áûòü îáîçíà÷åíû. Â òåêñòå

îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ññûëêè íà êàæäûé ðèñóíîê.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå óïîìèíàíèÿ

èñòî÷íèêîâ â òåêñòå ñîãëàñíî ÄÑÒÓ ÃÎÑÒ 7.1:2006 (ÃÎÑÒ 7.1—2003, IÄÒ);

ÄÑÒÓ 7093:2009 (ÃÎÑÒ 7.11—2004 (ÈÑÎ 832:1994), ÌÎÄ; ISO 832:1994, ÌÎÄ);

ÄÑÒÓ 7152:2010; ÄÑÒÓ 7157:2010. Íàçâàíèÿ èñòî÷íèêîâ â ñïèñêå ïðèâîäÿòñÿ íà

ÿçûêå îðèãèíàëà. Â òåêñòå íîìåð èñòî÷íèêà óêàçûâàåòñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ. Åñëè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû

èìååòñÿ ññûëêà íà ýëåêòðîííûé ðåñóðñ, íåîáõîäèìî óêàçàòü ôàìèëèþ è èíè-

öèàëû àâòîðà, íàçâàíèå ðàáîòû, â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ — ýëåêòðîííûé ðåñóðñ,

çàòåì — ðåæèì äîñòóïà. Ïðèìåðû îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû ñì. íà ñàéòå

æóðíàëà www.emodel.org.ua

Ïðè ôîðìèðîâàíèè ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû ñëåäóåò ïðèäåðæè-

âàòüñÿ íîðì ñàìîöèòèðóåìîñòè, ò.å. ÷èñëî ðàáîò àâòîðà (àâòîðîâ) ñòàòüè, èñïîëü-

çîâàííûõ â ñïèñêå, íå äîëæíî ïðåâûøàòü 30%.

Ñòàòüÿ, äîðàáîòàííàÿ àâòîðîì ïîñëå ðåöåíçèðîâàíèÿ, äîëæíà áûòü âîçâðà-

ùåíà â ðåäàêöèþ ñ îòâåòîì ðåöåíçåíòó, â êîòîðîì ñëåäóåò óêàçàòü êàêèå çàìå÷à-

íèÿ ðåöåíçåíòà ó÷òåíû. Â ñëó÷àå íåñîãëàñèÿ ñ ìíåíèåì ðåöåíçåíòà àâòîð ìîæåò

ïðåäñòàâèòü àðãóìåíòèðîâàííûé îòâåò äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ðåäêîëëåãèåé.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ æóðíàëà ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ âíóòðåí-

íåå è íåçàâèñèìîå âíåøíåå ðåöåíçèðîâàíèå, ïîñëå êîòîðîãî ðåøåíèå î ïóáëè-

êàöèè ïðèíèìàåòñÿ ðåäàêöèîííîé êîëëåãèåé. Ðåøåíèå ðåäêîëëåãèè ñ÷èòàåòñÿ

îêîí÷àòåëüíûì.
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Ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííîãî îöåíèâàíèÿ Ìåòîäîì «ëèíèÿ»

Ïî ìàêñèìóìó Ïî ñóììå Ïî ìàêñèìóìó Ïî ñóììå

3 0,602 0,0886 0,1266 0,1591

4 0,0527 0,1007 0,1280 0,1664
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Äîðàáàòûâàòü ñòàòüþ ìîæíî íå áîëåå îäíîãî ìåñÿöà.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âåðñòêè ñòàòüè àâòîð äîëæåí èñïðàâèòü çàìå÷åííûå îøèá-

êè è â òîò æå äåíü îòïðàâèòü â ðåäàêöèþ ïî e-mail ïåðå÷åíü èñïðàâëåíèé ñ óêà-

çàíèåì ñòðàíèöû, àáçàöà è ñòðîêè. Â ñëó÷àå çàäåðæêè àâòîðñêîé âåðñòêè ðåäàê-

öèÿ, ïðèäåðæèâàÿñü ñóùåñòâóþùåãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ãðàôèêà, îñòàâëÿåò çà

ñîáîé ïðàâî ñäàòü âåðñòêó â òèïîãðàôèþ áåç àâòîðñêèõ ïðàâîê.
Ïîäàâàÿ ñòàòüþ â ðåäàêöèþ æóðíàëà, àâòîð ïåðåäàåò ðåäàêöèè ïðàâî íà åå

îïóáëèêîâàíèå è äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå.
Ñòàòüè, ïîäãîòîâëåííûå íå â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ïðàâèëàìè, íå áóäóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ è ðåöåíçèðîâàòüñÿ.
Ïåðåä ïîäãîòîâêîé ñòàòüè ðåêîìåíäóåì âíèìàòåëüíî îçíàêîìèòüñÿ õîòÿ áû

ñ îäíèì íîìåðîì íàøåãî æóðíàëà.
Ïåðåä îòïðàâëåíèåì ñòàòüè â ðåäàêöèþ ðåêîìåíäóåì ïðî÷åñòü åå ãëàçàìè

÷èòàòåëÿ, è ýòî ïîçâîëèò èçáåæàòü ìíîãèõ äîñàäíûõ îøèáîê.
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