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Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Âûñîêèå òåìïû ðàçâèòèÿ òåõíèêè è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

íåðàçðûâíî ñâÿçàíû ñ ýôôåêòèâíûì ïðèìåíåíèåì ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ è êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ. Ïðè ðåøåíèè

èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî èçó÷àòü íîâûå îáúåê-

òû è ÿâëåíèÿ èç ëþáîé åñòåñòâåííî-íàó÷íîé îáëàñòè, óñòà-

íàâëèâàòü íîâûå çàêîíîìåðíîñòè, îïèñûâàòü ðàíåå íåèç-

âåñòíûå ýôôåêòû. Ïðè ñîçäàíèè è ñîâåðøåíñòâîâàíèè òåõ-

íè÷åñêèõ èçäåëèé, îáðàçöîâ íîâîé òåõíèêè íåîáõîäèìî â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàñïîëàãàòü ìàòåìàòè÷åñêèìè îïèñà-

íèÿìè òåõíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, óçëîâ è áëîêîâ ñ öåëüþ ïî-

ñëåäóþùåãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, èçãîòîâëåíèÿ è ýôôåêòèâíîé

ýêñïëóàòàöèè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ðåàëèçóþùèõ

èõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ïðè ðàçðà-

áîòêå è ôóíêöèîíèðîâàíèè àâòîìàòèçèðîâàííûõ è àâòî-

ìàòè÷åñêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåñ-

ñàìè, ìíîãèìè âèäàìè ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ, ýëåêò-

ðîííûìè ñèñòåìàìè, ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè. Ñîâðåìåííûå

ìåòîäû è ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñîçäàþòñÿ

íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáúåêòîâ

óïðàâëåíèÿ. Ñîçäàíèþ íîâûõ ïðîèçâîäñòâ è ïðîìûøëåííûõ

òåõíîëîãèé ïðåäøåñòâóåò îáúåìíûé öèêë èññëåäîâàíèé, ïî-

ñòðîåíèå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò êîìïüþòåðíûå

ñðåäñòâà, èñïîëüçóåìûå â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ èçìåðåíèÿ,

êîíòðîëÿ, íàáëþäåíèÿ è äèàãíîñòèêè.

Äëÿ áîëüøèíñòâà óêàçàííûõ çàäà÷ ãëàâíûì ìåòîäîì

èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ êîìïüþòåð-

íàÿ ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ìåòîäû êîìïüþ-

òåðíîãî èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðîöåäóðû ïîèñêà
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ñòðóêòóð ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îöåíêè è îïðåäåëåíèÿ

èõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè âû÷èñ-

ëåíèé, ñîãëàñîâàííîé ñ òî÷íîñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ, ïðèíÿ-

òèÿ ðåøåíèé ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Óñëîæíåíèå çàäà÷ äèíàìèêè ñèñòåì è ðàñøèðåíèå

êëàññà èññëåäóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ îáóñëîâëèâàåò

íåîáõîäèìîñòü äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ è óñîâåðøåíñòâîâà-

íèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ äè-

íàìèêè, ðàçðàáîòêè íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ

êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëü-

íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ

ðåøåíèå òàêèõ ïðîáëåì êàê ïîâûøåíèå àäåêâàòíîñòè ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è òî÷íîñòè èõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè,

óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, ðàñøè-

ðåíèå êëàññà àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñòðåìëåíèå ïîâûñèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîìïüþ-

òåðíûõ ñðåäñòâ, îáåñïå÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü, ìèíèìèçè-

ðîâàòü èñïîëüçóåìûå ðåñóðñû êîìïüþòåðà ïðèâîäèò ê íå-

îáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ âèäîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïèñàíèé â êà÷åñòâå ìîäåëåé

äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, íå ïîëíîñòüþ ðåøåí-

íîé îñòàåòñÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ âîç-

ìîæíîñòåé íåïàðàìåòðè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé â

âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ

ðÿäîì äîñòîèíñòâ è ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé êàê ïðè

îïèñàíèè øèðîêîãî êëàññà ïðîöåññîâ, òàê è ïðè äîñòèæåíèè

ýôôåêòèâíîé êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì è

ñâîåîáðàçíûì âèäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàäà÷ äè-

íàìèêè. Â îòëè÷èå îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ ôîð-

ìèðîâàíèÿ êîòîðûõ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëü-

çóþòñÿ çàäàííûå ïàðàìåòðû (ïîñòîÿííûå èëè ïåðåìåííûå)

ñòðóêòóðèðîâàííîãî îáúåêòà, íåïàðàìåòðè÷åñêèå äèíàìè-

÷åñêèå ìîäåëè ôîðìèðóþòñÿ íà îñíîâå çàäàííûõ äèíàìè-

÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, åãî çâåíüåâ èëè ýëåìåíòîâ.

Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíê-

öèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè (ôóíêöèè), êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû â âèäå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èëè â àíàëè-

òè÷åñêîì âèäå, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçâèòàÿ òåîðèÿ èññëå-

äóåìîãî îáúåêòà.
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Ê ïàðàìåòðè÷åñêèì äèíàìè÷åñêèì ìîäåëÿì îòíîñÿòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (îáûêíîâåííûå è â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ), íà ðåøåíèå êîòîðûõ ïðåæäå âñåãî îðèåíòèðî-

âàíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû, ïðåäíàçíà-

÷åííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïàðàìåò-

ðû (êîýôôèöèåíòû) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðÿìî

èëè êîñâåííî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè îáúåêòà.

Êëàññ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîñ-

òàâëÿþò ðàçëè÷íûå âèäû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ

ñèñòåì, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé óðàâ-

íåíèé è ÿäðàìè âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå èíòåãðàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ. ßäðà îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè

äâóõ (è áîëåå) ïåðåìåííûõ, ñôîðìèðîâàííûå ïî çàäàííûì

äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì îáúåêòà.

Êðîìå óêàçàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ è íåïàðàìåòðè÷åñ-

êèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñóùåñòâóþò òàêæå ìîäåëè ñìå-

øàííîãî òèïà, à èìåííî äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè â âèäå èí-

òåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ñîâìåùåíû

ñâîéñòâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ è íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Â ñâÿçè ñ óñòîé÷èâîé òåíäåíöèåé âîçðàñòàíèÿ ñëîæ-

íîñòè ñîçäàâàåìûõ è ïåðñïåêòèâíûõ îáðàçöîâ íîâîé òåõ-

íèêè, íåóêëîííûì ðàçâèòèåì íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ñ

îõâàòîì âñå áîëåå øèðîêîãî êðóãà èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ,

ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ, âîçðàñòàåò ðîëü ìåòîäîâ è ñðåäñòâ

ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â öåëîì

è, â ÷àñòíîñòè, ðîëü ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ, ïðèìåíåíèÿ, ÷èñ-

ëåííîé è êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ äè-

íàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ ðàñøèðèòü êðóã ýôôåê-

òèâíî ðåøàåìûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ è ïðîåêòíûõ çàäà÷.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü àêòóàëüíîñòü

ïðîáëåìû ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà îñíîâå ýôôåêòèâ-

íîãî ïðèìåíåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåíèå ñîîòâåòñò-

âóþùèõ èññëåäîâàíèé è ðàçðàáîòîê ïîçâîëèò ðåàëèçîâàòü

íà ïðàêòèêå òàêèå äîñòîèíñòâà èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé, êàê

ñãëàæèâàþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è âû-

ñîêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííûõ îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ê îñíîâíûì çàäà÷àì äàííûõ èññëåäîâàíèé îòíîñÿòñÿ

ñëåäóþùèå.
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• Ñèñòåìàòèçàöèÿ è àíàëèç îñîáåííîñòåé ôîðìèðîâà-

íèÿ è ïðèìåíåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìè÷åñ-

êèõ îáúåêòîâ; ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òèïîâûõ, ïðîáëåìíî-

îðèåíòèðîâàííûõ ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì è âûáîð

áàçîâîé ñðåäû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñ-

êèõ îáúåêòîâ íà îñíîâå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé.

• Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè íåïà-

ðàìåòðè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, îðèåíòèðîâàííûõ

íà ïðèìåíåíèå è ðàçâèòèå ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå ðàçðàáîòêà,

àïðîáàöèÿ, îöåíêà äååñïîñîáíîñòè è êà÷åñòâà àëãîðèòìîâ

ðåàëèçàöèè íåÿâíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäà (èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I è I² ðîäà)

ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëèðîâàíèþ ëèíåéíûõ, íåëèíåéíûõ è

ñèíãóëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è èõ ñèñòåì.

• Ðàçðàáîòêà ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ

äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîìïüþòåðíîãî èññëåäîâàíèÿ äèíà-

ìè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà îñíîâå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Èñïîëüçîâàíèå è ðàçâèòèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïëàòôîðì äëÿ

îðãàíèçàöèè ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ðåàëèçóþùèõ ïðîöåññû

êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïî

çàäàííûì íåïàðàìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì ñ àäàïòàöèåé èìåþ-

ùèõñÿ ôîðìàòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è

äàííûõ. Àíàëèç âîçìîæíîñòåé ðàçâèòèÿ ñðåäñòâ êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè ñîâðåìåííûõ òåí-

äåíöèé èíòåëëåêòóàëèçàöèè àíàëèçà äàííûõ.

• Îöåíêà ïðèêëàäíûõ âîçìîæíîñòåé ïðåäëàãàåìûõ

ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñðåäñòâîì ðåøå-

íèÿ òåñòîâûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òåõíè÷åñêîãî íàçíà-

÷åíèÿ.

Ñòàòüè, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì íîìåðå æóðíàëà, ïî-

ñâÿùåíû ðåøåíèþ ðÿäà óêàçàííûõ âûøå çàäà÷.

Íàó÷íûé ðåäàêòîð ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð

À.Ô. ÂÅÐËÀÍÜ
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Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà
â èíòåãðàëüíûõ ìîäåëÿõ ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì *

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ
ëèíåéíîãî íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððû, âîçíèêàþùåãî â èíòåãðàëüíûõ
ìîäåëÿõ ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà ñ
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ÿäðàìè. Äàí àíàëèç òåñòîâûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèé ïîíÿòü ñïåöèôèêó
ïîêà íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòðèìàíî äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ íåïåðåðâíîãî ðîçâ’ÿçêó ë³í³éíîãî íåêëà-
ñè÷íîãî ð³âíÿííÿ òèïà Âîëüòåððè, ÿêå âèíèêàº â ³íòåãðàëüíèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì, ùî ðîçâè-
âàþòüñÿ. Ðîçãëÿíóòî äåÿê³ ð³âíÿííÿ Âîëüòåððè I ðîäó ç êóñêîâî-ãëàäêèìè ÿäðàìè. Ïîäàíî
àíàë³ç òåñòîâèõ çàäà÷, ÿêèé äîçâîëÿº çðîçóì³òè ñïåöèô³êó ïîêè ùî íåäîñòàòíüî äîñë³ä-
æåíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà, äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ, ðàçðûâíîå ÿäðî.

Â 1977 ã. Â.Ì. Ãëóøêîâûì ââåäåí íîâûé êëàññ èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé
ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì [1]. «Âèçèòíîé êàðòî÷êîé» òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþò-
ñÿ îïåðàòîðû Âîëüòåððû ñ ïåðåìåííûìè íèæíèìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðî-
âàíèÿ, îòðàæàþùèìè äèíàìèêó çàìåíû óñòàðåâøèõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû
íîâûìè. Â äàëüíåéøåì ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë âñåñòîðîííåå ðàçâèòèå è
íàøåë îáøèðíóþ îáëàñòü ïðèëîæåíèé [2—4]. Â ïðîñòåéøåì îäíîñåêòîð-
íîì âàðèàíòå, êîãäà â ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìå îòñóòñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ
ïîäñèñòåìà ðàçâèòèÿ, ìîäåëü Â.Ì. Ãëóøêîâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà

a t

t

K t s x s ds y t

( )

( , ) ( ) ( )
�

� , t T�[ , ]0 . (1)

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå óðàâíåíèÿ íåêëàññè÷åñêèìè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü èõ
îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà, ó êîòîðûõ ïåðåìåí-
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íûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ [5, 6]. Òåîðèÿ è ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ (1) äëÿ ñëó÷àåâ a ( )0 0� è a ( )0 0� èìåþò ñóùåñò-
âåííûå îòëè÷èÿ è äåòàëüíî ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [5, 6].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêëî óðàâíåíèå [7, 8]

i

n

i

i

n

a t

a t

iV x K t s x s ds y t

i

i

� �

� � �
� �

	

1 1

1

( )

( )

( , ) ( ) ( ), t T�[ , ]0 , (2)

ãäå ai ( )0 0� , i n�0, , 0 1 0
 � � � �
	

a t a t a t tn n( ) ( ) ... ( ) � �t 0,  �a1 0 1( ) . Åñëè ïîä

t s	 ïîíèìàòü âîçðàñò â ìîìåíò âðåìåíè t ýëåìåíòîâ ñèñòåìû x (s), à

ïîä K i — êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ i-é

âîçðàñòíîé ãðóïïû, òî êîíñòðóêöèÿ (2) ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó

ðàçâèòèÿ ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ñòàðåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ñíèæåíèÿ ýôôåêòèâ-

íîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ åå ýëåìåíòîâ. Ïðàâàÿ ÷àñòü (2) ïðè ýòîì ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü óðîâíÿ ðàçâèòèÿ ñèñòåìû, íàïðèìåð ñèñ-

òåìû ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ò.å. ñóììàðíóþ ìîùíîñòü ýëåêòðîñòàíöèé.

Ïðè n �1 óðàâíåíèå (2) ïðåîáðàçóåòñÿ â (1). Îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâà-

íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà â (2) n �2,

V x V x K t s x s ds K t s x s ds

a t

t a t

1 2 1

0

2

1

1

� � � �
� �

( )

( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) y t( ), t T�[ , ]0 ,

a t1 0( )� ,  �a t1 0( ) , � �t 0, a1 0 0( ) � ,  �a1 0 1( ) ,

(3)

õîòÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè (3) â ïðîñòðàíñòâå

C T[ , ]0 ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (3) â ïðîñòðàíñòâå C
T[ , ]0 . Ïóñòü ÿäðà K1 è K 2 íåïðåðûâíû ïî

ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî t â îáëàñòÿõ

ñîîòâåòñòâåííî �1 10� 
 
 
 
{( , ) : ( ) }t s a t s t T è � 2 10� 
 
{( , ) : ( )}t s s a t

òàê, ÷òî � � �1 2� � , � � 
 
 
{( , ) : }t s s t T0 , � �1 2� � l, l t s s a t� �{( , ) : ( )}1 .

Ïîä C
T

�

[ , ]

( )

0

1 äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ íà [0, T] ôóíêöèé y t( ) ñ íîðìîé

y t y t y t
C

t TT

( ) max {| ( )| | ( )|}
[ , ]

( )
�

0

1

0
� � 


 


(4)

è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì y ( )0 0� . Åñëè

min | ( , )|
[ , ]t T

K t t k
�

� �

0
1 0, (5)
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òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà [5, ñ. 131]:

V Sk e
C C

k L T

T T
1

1 1

0

1
0

1
1	

�

	




	

�

[ , ]

( )
[ , ]

, (6)

ãäå

L K t s
t s t

t1 1� 

�

max | ( , )|
( , ) �

, S
j i

j

i� �

�

�

�

��

0 1

1� , � �i i i iz z L k� � 	
�

	( )1 1
1,

z a T a a a Ti
i

� �1 1 1 1( ) ( (... ( ))), a T T1
0( ) � , �i

t z zi i

a t K t a t

K t t
�



�
	

max
( ) | ( , ( ))|

| ( , )|[ , ]1

1 1

1

.

Îöåíêà (6) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ,

åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) íà ïàðå (C T[ , ]0 ,

C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ) êàê ñëåäñòâèå èçâåñòíîé òåîðåìû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà [9,

ñ. 212].

Òåîðåìà 1. Åñëè ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð V1, îòîáðàæàþùèé

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B1 íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2, èìååò îãðàíè÷åí-

íûé îáðàòíûé îïåðàòîðV1
1	 , à ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðV2, äåéñò-

âóþùèé èç B1 â B2, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

V
V

B B

B B

2

1
11 2

2 1

1
� 	

�

� ,

òî îïåðàòîðV V V� �1 2 òàêæå èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîð-

ðåêòíîñòè ïî Àäàìàðó óðàâíåíèÿ (3) íà ïàðå (C T[ , ]0 , C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ), íåîáõîäèìî

îöåíèòü V
C CT T

2
0 0

1
[ , ] [ , ]

( )
�

� .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A a t
t T

1
0

1� 

�

max ( )
[ , ]

, M K t s
t s

2 2
2

�

�

max | ( , )|
( , ) �

, L K t s
t s

2 2
2

� 

�

max | ( , )|
( , ) �

.

Òîãäà

V x K t s x s ds a
C

t T

a t

T
2

0
0

2
0

1

1

�

[ , ]

( ) max ( , ) ( )

( )

�

�

�

�

�
�

� 


 

� 1 2 1( ) ( , ( ))t K t a t �

� 

�

�

�

�
�


 � �
�

0

2 1 2 2 1 2

1a t

K t s x s ds a T M L A M x

( )

( , ) ( ) { ( )( ) }|| ( )||
[ , ]

t C T0
,

îòêóäà

V a T M L A M
C CT T

2 1 2 2 1 2
0 0

1
[ , ] [ , ]

( ) ( )( )
�


 � �� . (7)

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 è îöåíîê (6), (7) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a T M L A M kS e
k L T

1 2 2 1 2
1

1
1( )( )� � �

	 	
	

. (8)

Òîãäà óðàâíåíèå (3) êîððåêòíî ïî Àäàìàðó íà ïàðå (C T[ , ]0 , C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ) .

Óñëîâèå (8) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÿäðî K1 îïðåäåëåíî íà �1.

Åñëè ìîæíî ðàñøèðèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ K1 äî � òàê, ÷òî � �1 2� �

� � �� � �2 2, òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîððåêòíîñòè (3) ìîäèôèöèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3) â âèäå

a t

t t a t

K t s x s ds K t s x s ds K t

1

1

1

0

1

0

1

( )

( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ,
� � �

� 	 s x s ds) ( ) .

Òîãäà (3) ïðèìåò âèä

� � ( , ) ( ) ( ( , ) ( , )

( )

V x V x K t s x s ds K t s K t s

t a t

1 2

0

1

0

2 1

1

� � � 	
� �

) ( )x s ds , t T�[ , ]0 . (9)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

� max | � ( , )|
( , )

L K t s
t s

1 1�

��

, � max | ( , ) ( , )|
( , )

M K t s K t s
t s

2 2 1
2

� 	

��

,

 �  	 

�

L K t s K t s
t s

2 2 1
2

max | ( , ) ( , )|
( , ) �

.

Ïîñêîëüêó [5, ñ. 12] V k e
C C

k L T

T T
1

1 1

0

1
0

1
1	

�

	 	




	

�

[ , ]

( )
[ , ]

�

, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîð-

ðåêòíîñòè óðàâíåíèÿ (9) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a T M L A M ke
k L T

1 2 2 1 2

1
1( ) ( � � ) �

�

� � �
	

	

. (10)

Òîãäà óðàâíåíèå (3) êîððåêòíî ïî Àäàìàðó íà ïàðå (C T[ , ]0 , C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ) .

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â (8), (10), ÿâëÿþò-

ñÿ íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà T, ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (8), (10)

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó T. Ëîêàëüíîñòü ñóùåñòâî-

âàíèÿ íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ñâîéñòâîì ïîëèíî-

ìèàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà [10—13], â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü

èãðàåò ôóíêöèÿ Ëàìáåðòà [14, 15]. Õàðàêòåð íåëèíåéíîñòè â (8), (10) òàêæå

ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ôóíêöèþ Ëàìáåðòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé
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îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû T êàê åäèíñòâåííîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2), (3) ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

�

�

 

t

t t

x s ds x s ds y t
� �

� �( ) ( ) ( )

0

, t T�[ , ]0 . (11)

Çäåñü k �1, M 2� | | , � | |M 2 1� 	 , L L L1 1 2 0� � �
� , a T T1( ) �� , A1 1� �� , � i �

� �� �i , S �

	

1

1 �

. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (8)

�  �  �T | | | |� � 	1 , (12)

à ñîãëàñíî (10)

�  �  T | | | |1 1 1	 � 	 � . (13)

Íåðàâåíñòâà (12), (13) äàþò ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè  ! ãàðàíòèðóþùèå

ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (11) â ïðîñò-

ðàíñòâå C T[ , ]0 :

| |
( )

 

�

�

�

	

�

1

1 T
, | |

( )
1

1

1
	 �

�

 

� T
. (14)

Áîëåå òî÷íóþ îöåíêó, ÷åì (14), ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ (11) è ïåðåõîäà ê ýêâèâàëåíòíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó

óðàâíåíèþ

x t x t y t( ) ( ) ( ) ( )� 	 � �  �1 , (15)

îòêóäà

x t y t
j

j j j( ) ( ) ( )� 	 

�

�

�

0

1�  � . (16)

Óñëîâèå

1 1	 � �/ (17)

ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (16) ê íå-

ïðåðûâíîìó íà îòðåçêe [0, T ] ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (11).

Óðàâíåíèå (11) èìååò âàæíîå ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðèìåíèòåëüíî

ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ âîçðàñòíûõ

ãðóïï ýëåìåíòîâ, ïàðàìåòð  îòðàæàåò ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
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ñòàðøåé âîçðàñòíîé ãðóïïû. Ïðè  �1îáå ãðóïïû îäèíàêîâî ýôôåêòèâíû è

ðåøåíèåì (11) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x t y t( ) ( )�  , íåóáûâàþùàÿ äëÿ óñïåøíî

ðàçâèâàþùåéñÿ ñèñòåìû. Ïðè  �0 âêëàä âòîðîé ãðóïïû â ïîêàçàòåëü y t( )

ðàâåí íóëþ, à ïðè  � 0 âòîðàÿ ãðóïïà èãðàåò íåãàòèâíóþ ðîëü, è äëÿ

ïîääåðæàíèÿ çàäàííîãî òåìïà ðîñòà y t( ) íåîáõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèé

ðîñò x t( ). Íàêîíåö, ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè  
"

� 0 ñèñòåìà

èäåò «âðàçíîñ» è íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [ , ]0 T íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, â (11) y t t( ) � , òî ïðè óñëîâèè (17) â ñèëó (16) ðåøåíèå

x t( )
( )

�

	 	

1

1 1�  

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì (11), à  �
"

� 	1 1/ .

Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà ñ ðàçðûâíûìè ÿäðàìè. Ñïåöèôèêà

óðàâíåíèÿ (2) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü åãî â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ Âîëüòåððû I ðîäà

0

t

K t s x s ds y t
�

�( , ) ( ) ( ), t T�[ , ]0 , (18)

ñ ðàçðûâíûì ÿäðîì

K t s

K t s a t s t

K t s a t s a t ii i i
( , )

( , ), ( ) ,

( , ), ( ) ( ),
�

� 


� �
	

1 1

1 � 	

� � � 	
�

2 1

1 1

0

1

, ,

( , ) ( , ), ( ), , ,

( , ),

n

K t s K t s s a t i n

K t s

i i i

n 
 �

�

�

�

�

�

�

�
	

s a tn 1( ).

Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â [8].

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé îò

êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè

ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (11). Ïîëîæèì

K t s

t s t

s t

s t

( , )

, ,

, ,

, ,

�

� 


� �


 �

�

�

�

�

�

1

1

0

�

 �

 �

(19)

ãäå  #!$% , ��( , )0 1 . Òîãäà (11) ïðèìåò âèä (18). Â ÷àñòíîñòè, ïðè � �$& ',

  
"

� � 	1 ÿäðî (19) èìååò âèä

K t s s t

s t

s t

s t

( , ) sin ( / )

, / ,

, / ,

, / .

� 	 �

�

�

	 �

�

�

�

�

�

g 2

1 2

0 2

1 2

(20)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

t

t t

x s ds x s ds t

/

/

( ) ( )

2 0

2

� �
	 � , t T�[ , ]0 ,

à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèÿ (18) ñ ÿäðîì (20) è ïðàâîé ÷àñòüþ y t t( ) �

ïðèâåäåíî â [8]: x t
t

x( )
ln

ln
( )� �

2
1 .

Íååäèíñòâåííîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà K ( , )0 0 0� , òàê

êàê ïðè � $& '% ,  �
"

� 	 % 	1 1 1/ , è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

�

�

 

t

t t

x s ds x s ds t
� �

� �( ) ( )*

0

ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî x t
t

x( )
ln

ln
( )� 	 �

�

1 , õîòÿ ïðè ýòîì

K ( , )0 0 1� � 
" , K t t( , ) �1, t �0. Áîëåå òîãî, íååäèíñòâåííîñòü âîçìîæíà äà-

æå â ñëó÷àå K t t( , ) �1, t T�[ , ]0 . Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü âìåñòî (19)

K t s
s t

s t
( , )

, ,

, .
�

�

�

�

�

�

1 �

 �

(21)

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå(18) ñ ÿäðîì

(21), ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì (15), ýêâèâàëåíòíûì (18) ñ

ÿäðîì (19).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì (21) â âèäå

K t s t s( , ) ( ) ( ),� � 	 	1 1 �1 (22)

ãäå 1 ( )( — ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà,

1 ( )
, ,

, .
v

v

v
�

�

�

�

�

�

1 0

0 0

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (22) â (18) ïîëó÷àåì

0

1 1

t

t s x s ds y t
�

� 	 	 �( ( ) ( )) ( ) ( ) �1 , t T�[ , ]0 . (23)

Ïîëîæèì �t z� . Òîãäà èç (23) âûòåêàåò

0

1 1

z

z s x s ds y z

/

( ( ) ( )) ( ) ( / )

�

 �
�

� 	 	 �1 , t T�[ , ]0 . (24)
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Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (24) ïî z çàïèøåì

1
1

1

0
� �

 

� �

�

x
z

z s x s ds y
z

z

Z
)

*

+

,

-

.� 	  	 � 
)

*

+

,

-

.�
( ) ( ) ( )

/

1 .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 1 z
z

	
)

*

+

,

-

. �

�

0, òàê êàê 0 1� �� . Íî  	 � 	1Z z s z s( ) ( )/ , ãäå

/ ( )( — /-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïîýòîìó

1
1

1

0
� �

 /

� �

�

x
z

z s x s ds y
z

z

)

*

+

,

-

. � 	 	 � 
)

*

+

,

-

.�
( ) ( ) ( )

/

, (25)

è â ñèëó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà /-ôóíêöèè èç (25) ïîëó÷èì

1
1

1

� �

 

� �

x
z

x z y
z)

*

+

,

-

. � 	 � 
)

*

+

,

-

.( ) ( ) . (26)

Íàêîíåö, óìíîæàÿ (26) íà � è ïåðåõîäÿ ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé, ïðèõîäèì

ê óðàâíåíèþ (15). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) â êëàññå êóñî÷íî-íå-

ïðåðûâíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ, êàê è ÿäðî, ðàçðûâ I ðîäà íà ëó÷å s t�� ,

åñëè òðàêòîâàòü ÿäðî êàê ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïðèáîðà. Åñëè ðàç-

ðûâ ÿäðà ñ÷èòàòü äåôåêòîì ïðèáîðà, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëàäêîé ôóíêöèè

y t( ), ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì íåèçâåñòíîãî îáúåêòà x t( ),åñòåñòâåííî ïðåäñòà-

âèòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçðûâíûõ ïðè

s t�� ôóíêöèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèþ (18) ñ ÿäðîì (20) óäîâëåòâîðÿåò êóñî÷íî-

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

� ( , )

( ), ,

( ), ,
x t s

y s s t

y s s t
�

 �

 �

�

�

�

�
�

�

 

�

1

à ïðè � �
"

� 	1 1/ — ñåìåéñòâî ôóíêöèé x t s x t s cc ( , ) � ( , )� � , c �const. Ïðè

ýòîì, ñëåäóÿ òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷, ôóíêöèþ �x ìîæíî ñ÷èòàòü íîð-

ìàëüíûì ðåøåíèåì (18).

Èíîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (18) â äàííîì êëàññå ñâÿçàí ñ ïåðå-

õîäîì îò (15) ê ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

x s x s y s( ) ( ) ( ) ( )� 	 � 1  � , 0
 �s t� . (27)
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Åñëè íåïðåðûâíîå íà[ , ]0 � t ðåøåíèå (27) ñóùåñòâóåò (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

x s* ( )), òî îíî çàâåäîìî åäèíñòâåííî, è ïðè ýòîì x
y* ( )

( )
0

0
�



 

. Ôóíêöèÿ

x s* ( ) ïðè 0 2� � îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ (27):

x s y s
j

j j* ( ) ( ) ( )� 	 

�

�

�

0

1  � . (28)

Îáîçíà÷èì y t x s ds

t
* *( ) ( )�

�
 

�

0

. Óðàâíåíèå

�t

t

x s ds y t y t
�

� 	( ) ( ) ( )* , t T�[ , ]0 , (29)

èìååò íåïðåðûâíîå íà [ , ]0 T ðåøåíèå, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü (29) ïðèíàä-

ëåæèò C T

�

[ , ]

( )

0

1

[5]. Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç x t** ( ). Òåì ñàìûì ñêîíñò-

ðóèðîâàíî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå ðåøåíèå (18) â âèäå

x t s
x t s s t

x t s s t
( , )

( , ), ,

( , ), .

**

*
�

�

�

�

�

�

�

�

(30)

Ïóñòü òåïåðü íåðàâåíñòâî 0 2� � íå âûïîëíåíî. Íàïðèìåð,  � 
"

�

� 	1 1/� . Ïóñòü òàêæå y t C
T

( )
[ , ]

( )
�

0

2 , y y( ) ( )0 0 0�  � . Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ

(27), ïåðåõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì:

 �  � x s x s y s( ) ( ) ( )� , x y( ) ( )0 0 0�  � , s t�� . (31)

Åå ðåøåíèå è ïðèìåì â êà÷åñòâå x s* ( ) âìåñòî (28). Åñëè ïðè íåêîòîðîì

íàòóðàëüíîì k �1 ( )1 1	 � �
k , y t C

T

k( )
[ , ]

( )
�

�

0

1 è y i( )( )0 0� , i k� 0, , òî k-êðàò-

íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (27) ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè

x s x s y sk k k( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� �
�

�
1 , y y k( ) ... ( )( )0 0 0� � � , s t�[ , )0 � , (32)

à åñëè y t C
T

k( )
[ , ]

( )
�

�

0

2 è y i( )( )0 0� , i k� �0 1, , òî

x s y sk

j

k j k j*( ) ( )( ) [( ) ] ( )�

�

�

� �

� 	�
1

0

1 21  � � . (33)
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Ïðèìåð. Ïóñòü � � 1 2/ ,  �  
"

� 	1, y t t( ) /�
2 2 . Çäåñü k �1, òàê ÷òî

ñîãëàñíî (31)

 �  �x s x s( ) ( / )2 1, x ( )0 0� , s t�[ , / )0 2 . (34)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå (34) èìååò âèä

x s
s s* ( )

(ln )

ln
�

	1

2
, x ( )0 0� , s t�[ , / )0 2 ,

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (29), ñ ó÷åòîì ôîðìóëû îáðàùåíèÿ [5, ñ. 7], èìååò âèä

x t t
t t** ( )
ln

ln
� 	

16

9 3 2
.

Åñëè y t t pp( ) /� , p � 3, òî â ñèëó (33)

x s p p s p p sp

j
j

p* ( ) ( )( ) ( )( )
0

� 	 	 � 	 	
	

�

�

	

�1 2
1

4

4

3
1 23

0

3.

Ïîýòîìó x s s p* ( ) /�
	4 3 1, s t�[ , / )0 2 , y t

t

p

p

p

* ( ) � 	
	3 2 2

, à ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (29) èìååò âèä

x t t
p

p

p** ( ) �
� (

(

	

	

	
1 3 2

9 2

2

4

1.

Çàìå÷àíèå 3. Åäèíñòâåííîñòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ (18) ñ

ÿäðîì (21) â âèäå (30) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ (27)

óñòîé÷èâîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì � è  ÿâëÿþò-

ñÿ ïàðàìåòðàìè ðåãóëÿðèçàöèè,� /

/

( )�
�0

0, /

/

( )�
�0

1, ãäå / — ìåðà òî÷íîñòè

ïðàâîé ÷àñòè (18) â ìåòðèêå C T[ , ]0 .

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå �-ñâåðòêè. Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíîå çíà÷åíèå

èìåþò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà òèïà ñâåðòêè

0

t

K t s x s ds y t
�

	 �( ) ( ) ( ), t T�[ , ]0 . (35)

Â ÷àñòíîñòè, ê (35) ñ ÿäðîì K t s
t s

k

k

( )
( )

( )!
	 �

	

	

	1

1
ñâîäèòñÿ íàõîæäåíèå y tk( ) ( ),

y i( ) ( )0 0� , i k� 	0 1, .
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Óäîáñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçðûâíîãî ÿäðà (21) â ôîðìå (22) ñâèäå-

òåëüñòâóåò î öåëåñîîáðàçíîñòè ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ �-ñâåðòêè äâóõ ôóíê-

öèé, K t( ) è x t( ) :

K t x t K t s x s ds

t

( ) ( ) ( ) ( )
�

�" � 	
�

0

, 0 1� 
� .

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ôîðìóë îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëü-

òåððû I ðîäà òèïà �-ñâåðòêè

K t x t y t( ) ( ) ( )
�

" � , t T�[ , ]0 , (36)

à èìåííî:

K t t( ) ( )�/ , y t C T( ) [ , ]� 0 ; x t y t( ) ( )� � , ��( , ]0 1 ;

K t t( ) ( )�1 , y t C T( ) [ , ]

( )

�

�

0

1

; x t y t( ) ( )�

�

� 
1

, ��( , ]0 1 ;

K t t( ) ( )�sign , y t t( ) � ; x t
t

x( )
ln

ln
( )� �

�

1 , ��( , )0 1 .

Ïðè K t t n( ) � (36) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Âîëüòåððû III ðîäà:

K t t( ) � , y t t( ) /�
2 2 ; x t t x( ) ln ( )� 	 �2 1 , � �1 2/ ;

K t t( ) � , y t t( ) /�
2 2 ; x t

x

t

( )
( )

�
	

	

1
2 1

1

�

�

, ��( , )0 1 , � %1 2/ ;

K t t( ) � , y t t( ) /�
3 3 ; x t t x( ) ( )� 	 �4 0 , � �1 2/ .

Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C T[ , ]0 íåêëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ýòîò êëàññ óðàâ-

íåíèé äëÿ àíàëèçà ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì ñ ó÷åòîì âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû

ýëåìåíòîâ.

The sufficient conditions for the existence and uniqueness of continuous solutions of the Volterra
linear nonclassical equation arising in the integral models of developing systems have been ob-
tained. Some Volterra equations of the first kind with piecewise smooth kernels have also been
studied. An analysis of test problems allowing one to understand specificity of insufficiently
studied integral equations is given.
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ÓÄÊ 517.968

Ì.Â. Áóëàòîâ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê
Èí-ò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ
(Ðîññèÿ, 664033, Èðêóòñê, óë. Ëåðìîíòîâà, 134,
òåë. 8 (3952) 453018, e-mail: mvbul@icc.ru)

Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé ìàòðèöåé
ïåðåä ãëàâíîé ÷àñòüþ*

Ðàññìîòðåíû ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé
ìàòðèöåé ïåðåä ãëàâíîé ÷àñòüþ. Óñòàíîâëåíû ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ òàêèõ ñèñòåì îò
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
åäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ.

Ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððè ç òîòîæíîþ âèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ
ïåðåä ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ. Âñòàíîâëåíî ïðèíöèïîâ³ â³äì³íè òàêèõ ñèñòåì â³ä ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîä³â. Âèçíà÷åíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ºäèíîãî íåïåðåðâíîãî
ðîçâ’ÿçêó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû, èíäåêñ, ìàòðè÷íûå ïîëèíî-
ìû, èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, áûëè

ïîëó÷åíû â íà÷àëå XIX âåêà (Æ.Á. Ôóðüå —1811 ã., Í. Àáåëü — 1823 ã.,

Æ. Ëèóâèëëü — 1837 ã.). Îäíàêî äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå òàêèõ óðàâíåíèé

íà÷àëîñü íåñêîëüêî ïîçæå — â êîíöå XIX è â íà÷àëå XX âåêà — è ñâÿçàíî ñ

èìåíàìè Â. Âîëüòåððû è Ý.È. Ôðåäãîëüìà. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóá-

ëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîíîãðàôèé è ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ðàç-

ëè÷íûì àñïåêòàì êà÷åñòâåííîé òåîðèè è òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå

ïðîáëåìû, èñòîðè÷åñêèé îáçîð è äîñòàòî÷íî ïîëíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæ-

íî íàéòè â ðàáîòàõ [1—8].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçàèìîñâÿçàííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëü-

òåððû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì

èñêîìûõ ôóíêöèé. Îáúåäèíèâ ýòè óðàâíåíèÿ â îäíó ñèñòåìó, ïîëó÷èì
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ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé ãëàâíîé

÷àñòüþ. Òàêèå çàäà÷è ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïîýòîìó èñ-

ïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ êëàññè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, íå âñåãäà âîçìîæíî. Èññëåäîâàíèå òàêèõ óðàâíåíèé íà÷àëîñü îòíî-

ñèòåëüíî íåäàâíî — ïåðâàÿ ñòàòüÿ âûøëà â 1987 ã. [5, 9, 10—13].

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ

êëàññà ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé

ãëàâíîé ÷àñòüþ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåì àïïàðàò ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö,

ìàòðè÷íûõ ïó÷êîâ [14, 15] è ïîëóîáðàòíûõ (îáîáùåííûõ îáðàòíûõ) ìàò-

ðèö [14, 16].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

A t x t K t x d f t

t

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )� �
�

0

� � � , 0� � �� �t , (1)

ãäå A t( ) è K t( , )� — (n n	 )-ìàòðèöû; f t( ) è x t( )— çàäàííàÿ è èñêîìàÿ
n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè. Ïîä ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåì ïîíè-
ìàòü ëþáóþ íåïðåðûâíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ, îáðàùàþùóþ (1) â òîæäåñò-
âî. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö A t( ), K t( , )� è âåêòî-
ðû ôóíêöèé f t( ) è x t( ) îáëàäàþò íåîáõîäèìîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè.

Ïðèìåì ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ñèñòåìû (1) [2, 3, 6]:
1) åñëè A t( ) 
0 — íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò ñèñòå-

ìàìè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà (ÈÓÂ1);
2) åñëè A t E( ) 
 — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èëè det ( )A t � 0 � t [ , ]0 1 , òî

òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò ñèñòåìàìè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû
âòîðîãî ðîäà (ÈÓÂ2);

3) åñëè det ( )A t j �0, t j [ , ]0 1 , òî òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò ñèñòåìàìè
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû òðåòüåãî ðîäà (ÈÓÂ3), à òî÷êè t j , â
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ìàòðèöû A t( ), — îñîáûìè òî÷êàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ
ÈÓÂ2, â òîì ÷èñëå è ñ ðàçëè÷íûìè îñîáåííîñòÿìè â ÿäðå, äîñòàòî÷íî ïîë-
íî ðàçðàáîòàíà [2—4, 6]. Èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè ïî ðàç-
ëè÷íûì àñïåêòàì êà÷åñòâåííîé òåîðèè è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ íåêîòîðûõ
êëàññîâ ÈÓÂ1 è ÈÓÂ3 [1, 3, 5 —7, 17].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) ïðè óñëîâèè

det ( )A t 
0 . (2)

Òàêèå óðàâíåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíå-

íèÿìè (ÈÀÓ), à òàêæå ñèñòåìàìè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû ÷åò-

âåðòîãî ðîäà [12] è èíòåãðàëüíûìè àíàëîãàìè äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåá-
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ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÄÀÓ) [18]. Åñëè x t( ) — ôóíêöèÿ, òî ðàññìàòðèâàå-

ìûå çàäà÷è áóäóò ÈÓÂ1:

0

t

K t x d f t
�

�( , ) ( ) ( )� � � , 0� � �� �t , (3)

ãäå K t( , )� è f t( ) — çàäàííûå ôóíêöèè.

Èçâåñòíî [2, 7, 8], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

K t K t K t t
t t t t

r

t
r

( , ) ( , ) ... ( , ) ( , )( )
� � � �

� �
�

� �

�

�

� � � �
�2

2 0 ,

K t k t
t

r

t
r�

�

�

� �
1

1 0( ) ( , ) ( )�

�

, t[ , ]0 1 , (4)

f f f r( ) ( ) ... ( )( )0 0 0 01
� � � � �

�

óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå è ýêâèâàëåíòíî

ÈÓÂ2

x t K t x d t

t

( ) ( , ) ( ) ( )� �
�

0

1 � � � � , 0� � �� �t ,

ãäå

K t
K t

k t

t

r
r

1( , )
( , )

( )

( )

�

�

� , � ( )
( )

( )

( )

t
f t

k t

r

� .

×èñëî r ïðèíÿòî íàçûâàòü èíäåêñîì íåêîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ (3) [1,

19]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3) ñ

èíäåêñîì íåêîððåêòíîñòè r �1 èëè r �2 [1, 5—7, 17]. Ìíîãèå ÷èñëåííûå

àëãîðèòìû äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ïðè r �2ïîðîæäàþò íåóñòîé÷èâûå ïðîöåññû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîñíîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÈÀÓ (1),

íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà íåïðîñòûå âîïðîñû: èìååò ëè èñõîäíàÿ çàäà÷à

ðåøåíèå, è åñëè èìååò, òî åäèíñòâåííîå ëè îíî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

a u t

v t

b

c d t

u

v

t
0

0 0

0

0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�
�

( )

( ) ( )

( )

(�

�

�)

( )

( )

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�d
t

t
�

�

�

, (5)

ãäå a, b, c, d — ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû. Åñëè a � 0, b � 0, c � 0, d � 0, � ( )t �

� �� ( )t 0 è ad cb� �0, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò

ìíîæåñòâî ðåøåíèé u g t� ( ), v ag t b� � �( ) / , ãäå �g t( ) — ëþáàÿ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà A t( )ìåíÿåò ñâîé ðàíã,

íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå

� �

�

( ) ( )

( )

( )

( )

t u t

v t

u

v

t
0

0 0

1 0

0 1
0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�d
f t

�

0

( )
, f ( )0 0� , (6)

òî÷êè, â êîòîðûõ�( )t îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè �( )t t� � , òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé u t c( ) � ,

v t f t( ) ( )� � , ãäå c — ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðåäûäóùåé ñèñòåìà

� �

�

( ) ( )

( )

( )

( )

t u t

v t

u

v

t
0

0 0

0 1

1 0
0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�d
f t

�

0

( )
, f ( )0 0� , (7)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u t f t( ) ( )� � , v t t f t( ) ( ( ) ( ))� � � �� ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ f t( ) è �( )t , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì f ( )0 0� , � ( ) ( )0 0 0� �f

è f t C( ) 1,� ( ) ( )t f t C� 
1. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèè

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.

Ìàòðè÷íûå ïó÷êè è ìíîãî÷ëåíû. Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå îïðåäå-

ëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 [15]. Ïó÷êîì ìàòðèö íàçîâåì ñóììó �A B� , ãäå � —

ñêàëÿð; A è B — (m n	 )-ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 2 [14]. Åñëè m n� è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû �A B� òîæ-

äåñòâåííî íå ðàâåí íóëþ, òî ìàòðè÷íûé ïó÷îê íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå (m n� èëè det ( )�A B� 
0 ) ïó÷îê íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûì.

Îïðåäåëåíèå 3 [14]. Èíäåêñîì ðåãóëÿðíîãî ìàòðè÷íîãî ïó÷êà íàçû-

âàþò ìèíèìàëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî l, ïðè êîòîðîì ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

rank rank(( ) ) (( ) )� �A B A A B Al l
� � �

� � �1 1 1 .

Îïðåäåëåíèå 4 [9]. Ïó÷îê ïåðåìåííûõ ìàòðèö �A t B t( ) ( )� óäîâëåòâî-

ðÿåò êðèòåðèþ «ðàíã—ñòåïåíü» (èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó è èíäåêñ 1) íà

îòðåçêå [0, 1], åñëè rank constA t r( ) � �1 � t [ , ]0 1 è deg det (�A t B t( ) ( ))� �

� �r1 const� t [ , ]0 1 . Çäåñü deg ( )� îçíà÷àåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïîëèíî-

ìà ïî �.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì �-ìàòðèöåé ñòåïåíè k ìàòðèöó âèäà

A A
j

l
k j

j( )� ��

�

�

�

0

,

ãäå A A Ak0 1, ,..., — ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ðàçìåðíîñòåé.
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Ïðè èññëåäîâàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ âàæíîå

çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 6 [18]. Êâàäðàòíàÿ �-ìàòðèöà

A A
j

k
k j

j( )� ��

�

�

�

0

, A0 0� ,

îáëàäàåò äîìèíàíòíûì ñâîéñòâîì (ÄÑ), åñëè deg det rankA k A( )� � 	 0.

Îïðåäåëåíèå 7 [14, 16]. Ìàòðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå A� , íàçûâàåòñÿ

ïîëóîáðàòíîé ê ìàòðèöå A, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíå-

íèþ AAA A�

� , êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå ( )E AA A� �
� 0 .

Åñëè det A � 0, òî ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà — åäèíñòâåííàÿ è ñîâïàäàåò ñ

îáðàòíîé, à åñëè det A �0, òî A� îïðåäåëåíà êàê íååäèíñòâåííàÿ. Îäíîé èç

ïîëóîáðàòíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñóùåñò-

âóåò è îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì äëÿ ëþáîé (â òîì ÷èñëå è

ïðÿìîóãîëüíîé) ìàòðèöû A [16].

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà �-ìàòðèö.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè A ( )� — ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà, íå îáëàäàþùàÿ ÄÑ, òî

ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî ìàòðèöà � �
mA ( ) îá-

ëàäàåò ÄÑ.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ìàòðèöà A ( )� îáëàäàåò ÄÑ, òî ìàòðèöà ( (E E� ��

� �A A A0 0
� )) ( ) òàêæå îáëàäàåò ÄÑ.

Îáðàçóåì öåïî÷êó �-ìàòðèö ïî ïðàâèëó

A E E A A Ai i i i( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( )� � � �� �
� � � �

0

1

0

1 1 , (8)

ãäå A A
0

0
0

( )
� , A A

0

0

0

( ) ( ) ( )� �� , i p�1 2, , ..., . Çäåñü âåðõíèå èíäåêñû óêàçûâàþò

íîìåð èòåðàöèè; A i( )� �1 — ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà ê A i( )�1 . Îïóñêàÿ âûê-

ëàäêè, ïðèâåäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå p èç ôîðìóëû (8), ïðè êîòîðîì â

ìàòðèöå

A Ap

j

k
k j

j

p( ) ( )( )� ��

�

�

�

0

ìàòðèöà A p

0

( ) íåâûðîæäåíà:

p
nk s n r nk s n r

nk s n r
�

� � � �

� �

( ) / ( ), ,

[( ) / ( )

åñëè êðàòíî

]�

�

�

 1 â ïðîòèâíîì ñëó àå.

Çäåñü [ ]� — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà; s A= deg det ( )� ; r A� rank 0; n — ðàçìåðíîñòü

ìàòðèöû A ( )� . Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ è ñâîéñòâî 1 ïîçâîëÿþò âû÷èñ-
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ëèòü èíäåêñ ìàòðè÷íîãî ïó÷êà �A B� (ñì. îïðåäåëåíèå 3) äðóãèì ñïî-

ñîáîì:

l
n s n r n s n r

n s n r
�

� � � �

� � �

( ) / ( ), ,

[( ) / ( )]

åñëè êðàòíî

1 â ïðîòèâíîì ñëó àå.

�

�

 

Çäåñü s A B= deg det (� � ); r A� rank .
Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ÈÀÓ. Ïðèâåäåì

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 1 [9]. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ýëåìåíòû A t( ) è K t( , )� , f t( ) ïðèíàäëåæàò êëàññó C 1;
2) rank rank (A A f( ) ( )| ( ))0 0 0� ;
3) rank deg det ( constA t A t B t r( ) ( ) ( ))� � � �� 1 � t [ , ]0 1 .

Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå.
Óñëîâèå 2 òåîðåìû 1 — ýòî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé (òåîðåìà Êðîíåêåðà—Êàïåëëè), óñëîâèå 3 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
íà îòðåçêå [0, 1] ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå (6) rank A t( ) �1è
deg det (� �A t K t( ) ( , ))� �1, åñëè �( )t � 0. Åñëè �( )t j �0, òî â ýòèõ òî÷êàõ
rank A t( ) �0è deg det ( deg ( ( ) +1) =1� � � �A t K t t( ) ( , ))� � . Òàêèì îáðàçîì, â
òî÷êàõ t j ðàíã A t( ) è ñòåïåíü det (� �A t K t( ) ( , ))� ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè,
ò.å. â ýòèõ òî÷êàõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 3 òåîðåìû.

Â ñèñòåìå (7) deg det ( deg ( 1) = 0� �A t K t( ) ( , ))� � � ïðè ëþáûõ çíà÷å-
íèÿõ �( )t . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1 íåïðèìå-
íèìû äëÿ àíàëèçà (â ñèëó èõ äîñòàòî÷íîñòè).

Õàðàêòåðèñòèêîé ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå èíäåêñà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî r, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ëè-
íåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð,

L Z t Z t
d

dt
Z t

d

dt
r r

r

� � � �
�

�

�

�

�

�0 1( ) ( ) ... ( ) ,

ãäå Z tj ( ), j r�0 1, , ..., , — (n n	 )-ìàòðèöû ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè, òà-

êîé, ÷òî

L A t x t K t x d A t x t K t xr

t t

�( ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) (� �
� �

0 0

� � �! � � � �) d ,

ãäå det A t( ) � 0� t [ , ]0 1 , íàçîâåì èíäåêñîì ÈÀÓ (1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ
ñèñòåìû (1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî åå èíäåêñ ðàâåí åäèíèöå è
îïåðàòîð L1 ìîæíî âûáèðàòü â âèäå

L E E A t A t
d

dt
1 � � �

�( ( ) ( ))
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èëè

L A t A t E A t A t
d

dt
1 � � �

� �( ) ( ) ( ( ) ( )) .

Äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà (3) ïðè óñëîâèÿõ (4) îïðå-

äåëåíèå 8 ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì èíäåêñà íåêîððåêòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå

îïåðàòîð èìååò âèä L
d

dt
r

r

�
�

�

�

�

�

� .

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (1):

Ax t K t x d f t

t

( ) ( ) ( ) ( )� � �
�

0

� � � , 0� � �� �t , (9)

ãäå A — ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, detA �0. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîï-
ðîñà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (9) ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îäíàêî ïðè òàêîì ïîä-
õîäå ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü ðÿä íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
íåïðîñòîé çàäà÷åé.

Âûäåëèì ñåìåéñòâî çàäà÷ (9), äëÿ êîòîðûõ ïðèâåäåì äîñòàòî÷íî ïðîñ-
òîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà è ïðåäëîæèì ðåäóêöèþ ê ñèñòåìå ÈÓÂ2.
Îáîçíà÷èì

A0 = A, A Ki
i

�
�( ) ( )1 0 , i r�1 2, , ..., , (10)

ãäå A è K u( ) — òå æå ìàòðèöû, ÷òî è â èñõîäíîì óðàâíåíèè (9). Îáðàçóåì

öåïî÷êó óðàâíåíèé

A x t K t x d f ti
t

i i
( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �

�

0

� � � , 0� � �� �t , (11)

ãäå

A x t A V Ki i
i i

( ) ( )( ) ( )� �
�

� �

1
1 1 0 ; (12)

K u K u V K ui i i i( ) ( ) ( )� � �
� � �1 1 1 ; (13)

f ti ( ) � � �
� � �

f t V f ti i i1 1 1( ) ( ) ; (14)

A A( )0
� , K u K u0( ) ( )� , f t f t0( ) ( )� ;

V Ei� � �1 A Ai i( ) ( )� � �1 1 ;

A i( )� �1 — ïîëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå A i( )�1 , i r�1 2, , ..., .
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Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííî-

ãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ è ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå èíäåêñà ÈÀÓ (9).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (9) âûïîëíåíû è ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ÈÀÓ ñóùåñòâóåò òàêîå r, ÷òî ìàòðèöà A ( )� îáëàäàåò ÄÑ, ãäå Ai

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (10);

2) rank rank (A A fi i
i

( ) ( ) | ( ))� 0 , i r� �0 1 1, ,..., ;

3) ýëåìåíòû ïðàâîé ÷àñòè è ÿäðà K u( ) ïðèíàäëåæàò êëàññó C r�1.

Òîãäà:

1) èñõîäíîå ÈÀÓ (9) ýêâèâàëåíòíî ëþáîé èç ÈÀÓ (11);

2) ÈÀÓ (9) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå;

3) ïðè i r� â ñèñòåìå (11) det ( )A r
� 0 (ò.å. (11) ïðè i r� ÿâëÿåòñÿ ñèñ-

òåìîé ÈÓÂ2).

Ïðèìåíèì òåîðåìó 2 ê íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå (5) ñ ïàðàìåòðàìè a �1è

c �1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

1 0

0 0

0

1
0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�
�

u t

v t

b

d t

u

v

t
( )

( ) ( )

( )

(�

�

�)

( )

( )

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�d
t

t
�

�

�

, 0� � �� �t , (15)

ãäå b è d — ïàðàìåòðû. Âíà÷àëå âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ, íàêëà-

äûâàåìûõ íà ïðàâóþ ÷àñòü è ïàðàìåòðû b è d, äàííàÿ ñèñòåìà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íàéäåì åãî. Ïîäñòàâèâ â ñèñòåìó t �0, ïîëó÷èì

óñëîâèå� ( )t �0. Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15), íàõîäèì

u t t d v d

t

( ) ( ) ( )� � �
�

� � �

0

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15), ïîëó÷àåì

0

t

b d v d t t
�

� � �( ) ( ) ( ) ( )� � �� � .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé � �( ) ( )0 0 0� � � è b d� ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

v t
t t

b d
( )

( ) ( )
�

� �� � �

�

.

Ïðèìåíèì äëÿ ýòîé ñèñòåìû òåîðåìó 2. Âû÷èñëÿåì èíäåêñ ñèñ-
òåìû (15). Ìàòðèöà� �A A A K0 1 0� � � ( )íå îáëàäàåò ÄÑ, òàê êàê rank A0 1� ,
à deg det ( deg (1) = 0�A K� �( ))0 . Ìàòðèöà

� � � �
" "A A A A K K s

s0 1 2 0
0� � � � � �

�
( ) ( )
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îáëàäàåò ÄÑ ïðè b d� , òàê êàê

deg det (� �
" "A K K s d b

s
� � � � � �

�
( ) ( ) ) deg (( ) )0 2

0
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà èìååò èíäåêñ 2, ò.å. â öåïî÷êå (11) ïðè i �2

ïîëó÷èì ñèñòåìó ÈÓÂ2.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (11) ïðè i �1, i �2 è óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 òåîðåìû 2 � ( )0 0� , à â ñèñòåìå

A x t K t x d f t

t
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 1� � �
�

� � � , (16)

ìàòðèöû A( )1 , K t1( ��! è f t

1

( ) îïðåäåëåíû â âèäå (ñì. ôîðìóëû (12)—(14))

A A VK( ) ( )1 0
1 0

1 0
� � �

�

�

�

�

�

� ,

K t K t VK t
b

d t
t1

0

1 1
( ) ( ) ( )

( )
� � � � � � �

� �

�

�

�

�

�

�� � �

�

,

f f t Vf t t tt T

1

( ) ( ) ( ( ), ( ) ( ))� � � � � �� � � , V E AA� �
� .

Çäåñü è äàëåå äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ïîëîæèì, ÷òî A A� �

� — ïñåâäîîá-

ðàòíàÿ ìàòðèöà [14—16].

Äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (16) ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 òåî-

ðåìû 2 (rank rank (A A f( ) ( ) | ( ))1 1
1 0� ) íàõîäèì �( )0 �� � � �� �( ) ( )0 0 0, à ñ ó÷å-

òîì � ( )0 0� ïîëó÷àåì � �( ) ( )0 0 0� � � .

Â ñèñòåìå

A x t K t x d f t

t
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

2 2� � �
�

� � � , (17)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî

V E A A1
1 1 0 5 0 5

0 5 0 5
� � �

�

�

�

�

�

�

�

�
�( ) ( ) , ,

, ,
,

ìàòðèöû A( )2 , K t2( )�� è f 2 îïðåäåëåíû â âèäå

A A V K
b d

b d

( ) ( ) ( )
, , ( )

, , ( )

2 1
1 1 0

0 5 0 5

15 0 5
� � �

�

� �

�

�

�

�

�

� ,
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K t K t V K t
b d

d t
t2 1 1

0 0 5

1
( ) ( ) ( )

,

( )
� � � � � � �

�

�

�

�

�

�

�

� � �

� ��#$

� ,

f t f t V f t t t t
2 1 1 0 5( ) ( ) ( ) ( ( ) , ( ( ) ( )� � � � � � � � �� � �

� �� � � � �� � �� � � � �( ), ( ) , ( ) , ( ( ) ( ))t t t t t T15 0 5 ,

V E A A1
1 1

� �
�( ) ( ) .

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è b d� è det ( )A d b2
� � , ñèñòåìà (17) ÿâëÿåòñÿ

ñèñòåìîé ÈÓÂ2. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî â äàííîì

ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (11) ïðè i �1 2, ñîâïàäàþò ñ ðåøå-

íèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Âûâîäû

Ñâîéñòâà ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåííîé

ìàòðèöåé ïåðåä ãëàâíîé ÷àñòüþ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ, õà-

ðàêòåðèçóþùèõ êà÷åñòâî òðàäèöèîííûõ âèäîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Âîëüòåððû I è II ðîäà. Äàííûé âûâîä ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ îïðåäå-

ëåíèé õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è

äîêàçàííûõ òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè èõ ðåøåíèé.

The article deals with a system of Volterra integral equations with a singular matrix before the
principal part. The fundamental differences of such systems from integral equations of the first
and the second kinds have been established. The conditions of existence of unique continuous
solution have been defined.
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Ìåòîä îáåñïå÷åíèÿ
àäåêâàòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé

Èññëåäîâàíà çàäà÷à ñèíòåçà àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà (íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à). Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî
âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê òàêèõ çàäà÷. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåçóëüòàòîâ ñèíòåçà
èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè.

Äîñë³äæåíî çàäà÷ó ñèíòåçó àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â. Ïîêà-
çàíî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçêó äåê³ëüêîõ ³íòåãðàëüíèõ
ð³âíÿíü Âîëüòåððè ïåðøîãî ðîäó (íåêîðåêòíà çàäà÷à). Çàïðîïîíîâàíî äåê³ëüêà ìîæëèâèõ
ïîñòàíîâîê òàêèõ çàäà÷. Äëÿ îòðèìàííÿ ñò³éêèõ ðåçóëüòàò³â ñèíòåçó âèêîðèñòàíî ìîäè-
ô³êàö³þ ìåòîäó ðåãóëÿðèçàö³¿.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, àäåêâàòíîñòü, èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èëè ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå ñ çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-

ìè (èçìåðåíèÿìè). Ïîä ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà

ïîíèìàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñâÿçü (äèôôåðåíöèàëüíàÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ, èí-

òåãðàëüíàÿ è äð.) ìåæäó âûáðàííûìè ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ èññëåäóå-

ìîé ñèñòåìû è âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè (íàãðóçêàìè). Ïîýòîìó çàäà÷à

îáåñïå÷åíèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ýòàïîâ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ [1, 2]. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò âûáðàííûì õàðàêòåðèñòèêàì ðåàëü-

íîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Åñòåñòâåííî, ñòðóêòóðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

÷èñëî ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò áûòü ðàçëè÷-

íûìè è îïðåäåëÿòüñÿ öåëÿìè èçó÷åíèÿ êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è [3, 4].
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Çàäà÷à ñèíòåçà àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ îñòàåòñÿ ìàëîèçó÷åííîé è ïëîõî ôîðìàëèçóåòñÿ [1, 5]. Ïðè ðåøåíèè
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èññëåäîâàòåëè, êàê ïðàâèëî, ïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèìè îïèñàíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè, à ñàìîñòîÿòåëü-
íóþ çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îïèñàíèé íå ðåøàþò [3, 4]. Îäíàêî ïðè
ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ àäåêâàòíîñòè âîçíèêàþò ïðèíöèïèàëüíûå
òðóäíîñòè. Íàïðèìåð, êàê ïðîâåðèòü àäåêâàòíîñòü ïîñòðîåííîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ? Â íîâûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ ìîãóò èçìåíèòüñÿ ïàðàìåòðû ïðîöåññà è âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà
íåãî. Ãäå ãàðàíòèè, ÷òî â íîâûõ óñëîâèÿõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
àäåêâàòíîñòè? Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåîáõîäèìîå ñîâïàäåíèå ñ
ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ óæå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåîáõîäèìî ñòðîèòü íîâîå îïèñàíèå ïðîöåññà â íîâûõ óñëîâèÿõ. Äàëåå
ïðîöåññ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ.

Ïðîáëåìîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ñðàâíèâàòü âçàèìíîå îòêëîíåíèå äâóõ âåêòîð-ôóíê-
öèé â íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ âûáðàííîé ìåòðèêîé.
Îäíàêî ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ìåòðèê ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Êðîìå
òîãî, åñòü íåîïðåäåëåííîñòü â âûáîðå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ, íà
êîòîðîì ñðàâíèâàþòñÿ äâå âåêòîð-ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî îäèí è òîò æå
ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àäåêâàòíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îïèñàíèé. Ýòè íåîïðåäåëåííîñòè óñëîæíÿþò ôîðìàëè-
çàöèþ çàäà÷è.

Ïåðå÷èñëåííûå òðóäíîñòè ìîãóò áûòü ÷àñòè÷íî ïðåîäîëåíû, åñëè â
îïðåäåëåíèè àäåêâàòíîñòè èçìåíèòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå áóäåì ïîëàãàòü àäåêâàòíûì
èññëåäóåìîìó ïðîöåññó, åñëè ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ (simulation) ñîâïàäàþò ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè (èçìåðåíèÿìè), à ïàðàìåòðû àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ óñòîé÷èâû ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ [6].

Ïðè òàêîé ôîðìóëèðîâêå áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ è áóäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ
èñõîäíûõ äàííûõ (ýêñïåðèìåíòà è ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ïðîöåññà) ãàðàíòèðîâàíà.

Ñôîðìóëèðóåì îáùèå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
àäåêâàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà:

1. Àäåêâàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñóùåñòâóåò.

2. Õàðàêòåðèñòèêà àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôîðìè-

ðóåòñÿ êîíå÷íûìè öåëÿìè èññëåäîâàíèé ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà è åãî ïàðà-

ìåòðû äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
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3. Ïàðàìåòðû àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ óñòîé÷èâû ê ìà-
ëûì èçìåíåíèÿì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ïðîöåññà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ïðîáëåìå
ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ [2—10]:

1) ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ âûáðàííîé àïðèîðè ñòðóêòóðîé è íå-
òî÷íûìè (íåèçâåñòíûìè) ïàðàìåòðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëü âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåññà
îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå àäåêâàòíîñòè;

2) ïî íåêîòîðîé çàäàííîé àïðèîðè ìîäåëè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïîä-
áèðàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà, êîòîðàÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ ìî-
äåëüþ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ îáåñïå÷èâàåò ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ â ðàìêàõ ïåðâîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ñîñðå-
äîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñ-
òåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

�x Ax Bz� � (1)

ñ óðàâíåíèåì íàáëþäåíèÿ

y Cx� . (2)

Ïðè ýòîì x t x t x t x tn
T( ) ( ( ), ( ),..., ( ))� 1 2 1

— âåêòîð-ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ ñîñ-
òîÿíèÿ ((.)Ò — çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ); z t z t z t z tm

T( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))� 1 2 1
— âåê-

òîð-ôóíêöèÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé; y t y t y t y tn
T( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))� 1 2 1

— âåêòîð-
ôóíêöèÿ íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå ïåðåìåííûõ [2, 6]. Ïîä âíåøíèìè
âîçäåéñòâèÿìè (íàãðóçêàìè) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèè z t z t z tm1 2 1

( ), ( ), ..., ( ),
êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ íåçàâèñèìî îò ñóáúåêòèâíûõ ôàêòîðîâ èëè ñâîéñòâ è
ïîâåäåíèÿ èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1). Ïîëîæèì x X� , z Z� ,
y Y� ; A, B, C — ìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìàò-
ðèöà Ñ — åäèíè÷íàÿ (X Y� ).

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìå (1):

�x Ax� . (3)

Ââåäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó F t t[ , ]0 îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3) [11]. Â
äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî t0 0� . Èçìåíåíèå êîîðäèíàòû x t( ) �

� x t t x( , , )0
0 ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x x( )0 0

� ,
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè [11]:

x t F t x F t Bz d P A B x z

t

( ) [ ] [ ] ( ) ( , , , )� � � �
�

0

0

0
� � � ,
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ãäå P x z p A B x z p A B x zn
T( , ) ( ( , , , ), ..., ( , , , ))0

1
0 0

� — âåêòîð-ôóíêöèÿ, êàæ-

äàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé çàâèñèò îò ìàòðèö A, B è îò âåêòîð-ôóíêöèé x z0, .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ â ýêñïåðèìåíòå âåêòîð-ôóíêöèÿ y t( ) �

� �( ( ), ..., ( )) ( ( ), ..., ( ))y t y t x t x tn
T

n
T

1 11 1
îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîé âåêòîð-ôóíê-

öèè x t x t x tn
Tex ex ex( ) ( ( ), ..., ( ))� 1 1

íà èçâåñòíóþ âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé 	:

y t x t
X

( ) ( )� 

ex

	 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ A, B è âåêòîð-ôóíêöèè z àäåê-

âàòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûì èçìåðåíèÿì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� �X P A B x z y( ( , , , ), )0

 , (4)

ãäå � X P y( , ) — ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîð-ôóíêöèÿìè P è y â íåêîòîðîì

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X; � — òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ñîâïàäåíèÿ ðå-

çóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ñ ðåçóëüòàòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ïðè ôèêñèðîâàííûõ ìàò-

ðèöàõ A, B) óñòîé÷èâîñòü àäåêâàòíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ

âåêòîð-ôóíêöèè z ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íåðàâåíñòâà (4) ìîæåò áûòü ñëå-

äóþùåå:

P A B x z y
X

( , , , )0
� 
 �, (5)

ãäå 
X

— íîðìà â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X. Âåëè÷èíà � çàäàåòñÿ

àïðèîðè è õàðàêòåðèçóåò æåëàåìîå êà÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ (ñòåïåíü àäåêâàòíîñòè åãî ðåçóëüòàòîâ). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîë-

íåíèè íåðàâåíñòâà (5) ìàòðèöû A, B è âåêòîð-ôóíêöèÿ z îêàçûâàþòñÿ

ñâÿçàííûìè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ìàòðèöàõ A, B

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåêòîð-ôóíêöèé z, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (5). È, íàîáîðîò, ïðè ôèêñèðîâàííîé âåêòîð- ôóíê-

öèè z ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö A, B, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5) [2].

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà (5), êàê

ïðàâèëî, íå îñóùåñòâëÿåòñÿ, íî åãî âûïîëíåíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Ïî-

ñêîëüêó îäíèì èç îáÿçàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ âåëè÷èíó �,

ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû 	, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 	�
��.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòêðûòûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êðèòåðèþ àäåê-

âàòíîñòè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò óäîâëåòâî-
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ðÿòü ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå ñèñòåìû (ðàçëè÷íûå ìàòðèöû A, B) ñ ðàçëè÷-

íûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè z (t). Åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàìêíóòàÿ, òî

âåêòîð-ôóíêöèÿ P A B x z( , , , )0 áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ìàòðèöû A è âåê-

òîðà x 0: P A B x z P A x( , , , ) ( , )0 0
� . Íåðàâåíñòâî (5) â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áó-

äåò îïðåäåëÿòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö A. Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèÿ âûáîðà îäíîé «õîðîøåé» ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè íå ñóùåñòâóåò.
Âîçìîæíûé àëãîðèòì ñèíòåçà ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ (ìîäåëè

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ). Ïóñòü ïîâåäåíèå íåêîòîðîãî ôèçè÷åñêîãî ïðî-
öåññà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (1) ñ óðàâíåíèåì íàáëþäåíèÿ (2). Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå (1) ñ
ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ x t( ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè
âçàèìîäåéñòâóþùèõ îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ çâåíüåâ ñ âûõîäíûìè èëè
âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè x t x t x tn1 2 1

( ), ( ), ..., ( ). Âçàèìîäåéñòâèå îòäåëü-
íûõ çâåíüåâ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ (âíóòðåííèõ âçàèìî-
äåéñòâèé). Åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì èçìåðèòü, íàïðèìåð, ïåðåìåí-
íóþ ñîñòîÿíèÿ x tk ( ), òî èñõîäíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îäíîé èëè äâóõ áîëåå ïðîñòûõ ïîäñèñòåì, ïðèëîæèâ äîïîëíèòåëüíûå
âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ d x tk k ( ) è � d x tk k ( ) ê ñîîòâåòñòâóþùèì ÷àñòÿì (dk —
const). Íàçîâåì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå k-ì ñå÷åíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû [6].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðÿäà «ñå÷åíèé» óêàçàííîãî òèïà âûäå-

ëåíà ïîäñèñòåìà èñõîäíîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé èçâåñòíû âñå âíåøíèå

âîçäåéñòâèÿ (÷àñòü èç íèõ ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ)

êðîìå îäíîãî, èñêîìîãî, — z tk ( ), à òàêæå èçâåñòíà îäíà èç ïåðåìåííûõ

ñîñòîÿíèÿ ýòîé ïîäñèñòåìû, íàïðèìåð x tJ ( ).
Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà ñå÷åíèé ìîæåò áûòü âûäåëåíà

ïîäñèñòåìà èñõîäíîé ñèñòåìû, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

�x A x B z� �1 1 , (6)

ñ óðàâíåíèåì íàáëþäåíèÿ

y C x D z� �1 1 , (7)

ãäå x t x t x t x tn( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))*
� 1 2 ; z t z t z t z tm( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))*

� 1 2 ; y t( ) �

� ( ( ), ( ), ..., ( ))*y t y t y tm1 2 ; A B C D1 1 1 1, , , — ìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-

ôèöèåíòàì ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè; D1 — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ

ïåðâûì íóëåâûì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì; ìàòðèöàC1 èìååò òîëüêî îäèí

íåíóëåâîé ýëåìåíò â ïåðâîé ñòðîêå, íàïðèìåð ïåðâûé ýëåìåíò c1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîäñèñòåìà èìååò îäíó èç-

âåñòíóþ ïåðåìåííóþ ñîñòîÿíèÿ x t1( ) è âñå èçâåñòíûå âíåøíèå âîçäåéñò-

âèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî z t1( ).
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Äâèæåíèå ïîäñèñòåìû (6) x t x t t x1 1 0 1
0( ) ( , , )� ñèñòåìû (1), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x x1 1
00( ) � , îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè

[11]. Èç óðàâíåíèÿ íàáëþäåíèÿ (7) íàõîäèì

x t y t Q t x Q t Bz d

t

1 1
0

0

( ) ( ) [ ] [ ] ( )� � � �
�

� � �,

x t y t d z t2 2 2 2( ) ( ) ( )� � , (8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x t y t d z tm m m m( ) ( ) ( )� � ,

ãäå Q t t[ , ]0 — ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû (6). Â ðå-

çóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ñèñòåìû (8) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâ-

íåíèå äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè z t1( ):

K t z d P t

t

1

0

1 1�
� �( ) ( ) ( )� � � , (9)

ãäå P t1( ) , K t1 ( )�� — èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïðåäñòàâèì (9) â âèäå

A z u B xp p p� �
	 	, , (10)

ãäå Ap — ëèíåéíûé îïåðàòîð, A Z Up : ;� z Z� ; u Up	, ;� x X
	

� ;

B X Up : � — ëèíåéíûé îïåðàòîð; x
	

— èñõîäíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå

äàííûå, x x t z t z t z tr
T

	
� ( ( ), ( ), ( ), ..., ( ))1 2 ; z z� 1 — èñêîìàÿ ôóíêöèÿ; Z, U,

X — ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîðû Ap è B p íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò íå-

êîòîðîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ p ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû: p p p p p Rn
T n

� �( , , , ..., )1 2 3 . Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðû

Ap , B p ìîãóò çàâèñåòü îò ðàçíûõ âåêòîðîâ èëè îò ðàçíûõ âåêòîðîâ ñ

íåñêîëüêèìè ñîâïàäàþùèìè êîìïîíåíòàìè. Îäíàêî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ

óðàâíåíèÿ (9) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå îïåðàòîðû Ap è B p çàâèñÿò îò îäíîãî âåêòîðà p, òàê êàê îíè îïðå-

äåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè q ti
1 ( ), êîòîðûå ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåõ êîì-

ïîíåíò âåêòîðà—ïàðàìåòðîâ p ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (6). Â áîëüøèíñòâå

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïåðàòîð Ap ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì [7].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíò x
	

çàäàí â âèäå ýêñïåðèìåí-

òàëüíî ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ: x xT X
� 


	
	,

ãäå xT — òî÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ èñõîäíûõ äàííûõ; 	 — const, 	 > 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q p	, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà-

÷è èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (10) ïðè ôèêñèðîâàííûõ

îïåðàòîðàõ Ap , B p :

Q z A z B x Bp p p U p	 	
	 	, { :|| || || || }� � 
 � 0 .

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ap — âïîëíå íåïðåðûâåí, ìíîæåñòâî Q p	, äëÿ ëþáûõ

p è 	 ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì â Z (íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à) [12]. Îäíàêî

ëþáàÿ ôóíêöèÿ z èç ìíîæåñòâà Q p	, ÿâëÿåòñÿ «õîðîøåé» ìîäåëüþ âíåø-

íåãî âîçäåéñòâèÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ A zp ñîâïàäàåò ñ B xp 	
ñ òî÷íîñòüþ

èçìåðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû Ap , B p è ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ìíî-

æåñòâà Q p	, ñîñòàâëÿåò òðîéêó, êîòîðàÿ îáåñïå÷èò àäåêâàòíîñòü ðåçóëüòà-

òîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ òî÷íîñòüþ 	 �0 � .

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ z Q p�
	, áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé ñèíòåçà ìîäåëè

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ìåòîäîì èäåíòèôèêàöèè [2, 6, 13]. Äëÿ âûáîðà

íàèëó÷øåé ìîäåëè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ z p	, èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

Q p	, ðàçëè÷íûõ õîðîøèõ ìîäåëåé ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ

àëãîðèòìîâ [2, 13]. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, àäåêâàòíî îïèñû-

âàþùàÿ ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåøåíèå ñëåäóþ-

ùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

� �[ ] inf [ ],
,

z zp
z Q p

	

	

�

�

, (11)

ãäå � [ ]z — ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë [12]. Ïðè ýòîì íåò îñíîâàíèé

ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z p	, áëèçêà ê ðåàëüíîìó âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ zÒ.

Ýòî ëèøü óñòîé÷èâàÿ êîìïîíåíòà ìîäåëè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, îáåñïå-

÷èâàþùàÿ àäåêâàòíîñòü ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [2,

13]. Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå ìîæíî ïîëó÷èòü ìîäåëü âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ñîâìåñòíî ñ îïåðàòîðàìè A, B â ñèñòåìå (1) áóäåò

îáåñïå÷èâàòü àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â äàííûõ çàäà÷àõ íå èìååò ñìûñëà ðàññìàò-

ðèâàòü ïîâåäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ z p	, ïðè 	 � 0 è îöåíèâàòü

ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ýòà ïîãðåøíîñòü ìîæåò èìåòü ïðîèç-

âîëüíóþ âåëè÷èíó, íå èìåþùóþ íèêàêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåê-

âàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

îïåðàòîð, îáåñïå÷èâàþùèé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (10),

áûë ðåãóëÿðèçèðóþùèì [12]. Áîëåå âàæíî, ÷òîáû ýòî îïèñàíèå áûëî

óñòîé÷èâûì ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ.

Ñëó÷àé íåòî÷íîãî çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Â ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íå-

ðåäêè ñëó÷àè, êîãäà ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà íå îïðå-

äåëåíû òî÷íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
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äåëè ïðîöåññà. Â ñèëó íåòî÷íîñòè ïàðàìåòðîâ âåêòîð p ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé çàìêíóòîé îáëàñòè D R n
� , ò.å. p D� . Êàæäîìó

âåêòîðó ïàðàìåòðîâ p D� ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû Àp, Âp â

óðàâíåíèè (10), êîòîðûå îáðàçóþò äâà êëàññà îïåðàòîðîâ, K AA p� { },

K BB p� { }, ïðè èçìåíåíèè p âíóòðè D. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå îïåðàòîðû

Ap — ëèíåéíûå è íåïðåðûâíûå, à îïåðàòîðû Âp — ëèíåéíûå è íåîáðà-

òèìûå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 è d1 âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ

îïåðàòîðîâ Àp èç êëàññà KA è îïåðàòîðîâ Bp èç êëàññà KB :

sup || ||
,p p D

p pA A h
� �

� �

�

� 
 1, sup || ||
,p p D

p pB B d
� �

� �

�

� 
 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóåò ðàñøèðèòü äî

ìíîæåñòâà

Q z A z B x h z Bh d p p Z1 1 1 0� 	 	, { : || || || || }� � 
 � , (12)

ãäå B d x BX p0 1� �|| || || ||
	

	.
Ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà (12) âûçûâàåò îòêëèê ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè, ñîâïàäàþùèé ñ îòêëèêîì ðåàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîãðåøíîñòüþ,
êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé è ïîãðåø-
íîñòü âîçìîæíîãî îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåêòîðà p D� . Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
z Qh d�

1 1� 	, íàçâàíà ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé ñèíòåçà ìîäåëè âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ ìåòîäîì èäåíòèôèêàöèè äëÿ êëàññà ìîäåëåé [5, 13].

Çàìåòèì, ÷òî â ìíîæåñòâå ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è ñèíòåçà ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì îïåðàòîðå Ap èç K A ñîäåðæàòñÿ ýëåìåíòû ñ íåîãðàíè÷åííîé
íîðìîé (íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à). Ïîýòîìó âåëè÷èíà h z Z1 || || ìîæåò áûòü
áåñêîíå÷íî áîëüøîé. Ôîðìàëüíî òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåïðèåìëåìà, òàê êàê îíà
îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíà áåñêî-
íå÷íîñòè, åñëè â êà÷åñòâå ìîäåëåé èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
èç (12). Ñëåäîâàòåëüíî, íå âñå ôóíêöèè èç (12) áóäóò õîðîøèìè ìîäåëÿìè
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ïîãðåøíîñòü îïåðàòîðà
Ap â íåðàâåíñòâå (5), íåîáõîäèìî âåëè÷èíó � â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàòü
ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. íåðàâåíñòâî (5) â ñëó÷àå	 �� íåëüçÿ îáîñíîâàòü
ïîãðåøíîñòüþ îïåðàòîðà.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò ôîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äî Qh d1 1, , 	

. Âûáîð ìîäåëè âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äîëæåí
îïðåäåëÿòüñÿ êîíå÷íûìè öåëÿìè ïðè ïîñòðîåíèè àäåêâàòíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ [13]. Íàïðèìåð, óêàçàííóþ ìîäåëü ìîæíî âûáèðàòü
êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

� �[ ] inf inf [ ]
,

z z
p D z Q p

0 �

� �
	

, p R n
� . (13)
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Ôóíêöèÿ z0 îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîå àäåêâàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñà-

íèå, êîòîðîå äîïîëíèòåëüíî îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó ôóíê-

öèîíàëà � [ ]z äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ Ap è B p èç êëàññîâ K A è K B . Ýòî äîïîë-

íèòåëüíîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îïèñàíèé. Àíàëîãè÷íûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè îá-

ëàäàåò àäåêâàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå, êîòîðîå äîïîëíèòåëüíî

îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ôóíêöèîíàëà � [ ]z äëÿ âñåõ îïå-

ðàòîðîâ Ap è B p èç êëàññîâ K A è K B :

� �[ ] sup inf [ ]
,

z z
p D z Q p

1
�

�
�

	

, p R n
� . (14)

Ìîäåëü âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ zb , îáåñïå÷èâàþùàÿ àäåêâàòíîñòü ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è îöåíêó ñíèçó îòêëèêà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(1), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

[13, 14]:

|| || inf || ||,A z A zp b
p D

p pb
�

�

	
, (15)

ãäå z p	, — ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (6). Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü

îïðåäåëåíû è äðóãèå ìîäåëè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè [2, 13]:

|| || sup || ||,A z A zp c
p D

p pc
�

�

	
, (16)

|| || inf sup || ||,A z B x A z B xp un p
p D p D

p a p Uun un
� � �

�
�

	 	 	
, (17)

ãäå z a	, — ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (11) ïðè p a� , a D� .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà (13)—(17) â ðàáîòàõ [13, 14] ïðåäëîæåí ìåòîä

ñïåöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ êîíêðåòíûõ àäåêâàòíûõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îïèñàíèé ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [2, 13, 14].

Âûâîäû

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñèíòåçà àäåê-

âàòíîé ìîäåëè, âêëþ÷àþùèé ïðåîáðàçîâàíèå îïèñàíèé ìîäåëèðóåìîãî

îáúåêòà, ïîëó÷åíèå óïðîùåííûõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ìîäåëè ñ ó÷åòîì ìîäå-

ëè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

The problem of synthesis of adequate mathematical description of physical processes has been
studied. It is shown that in the general case, this problem is reduced to solution of some first kind
Volterra integral equations (ill-posed problem). Several possible statements of such problems
were proposed. Modifications of the regularization method were used for obtaining stable results
of synthesis.

Ìåòîä îáåñïå÷åíèÿ àäåêâàòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 3 39



ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Shanon R. Systems Simulation — the Art and Science. — Prentice-Hall, Inc., Englewood
Cliffs. — New Jersey, 1975. — 329 p.

2. Ìåíüøèêîâ Þ.Ë. Îá àäåêâàòíîñòè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ // Òð.
Ìåæäóíàð. êîíô. «Ìîäåëèðîâàíèå-2008». — Kèåâ : ÈÏÌÝ èì. Ã.Å. Ïóõîâà ÍÀÍ
Óêðàèíû, 2008. — C. 119—124.

3. Soeiro N. åt al. Vibratory Working Modelling through Methods of Continuum Mechanics //
Proc. Eleventh International Congress on Sound and Vibration. — St. Petersburg (Russia),
2004. — P. 2821—2828.

4. Sarmar I., Malik A. Modeling, Analysis and Simulation of a Pan Tilt Platform Based on Lin-
ear and Nonlinear Sóstems // Proc. IEEE/ASME MESA. — China, 2008. — P. 147—152.

5. Menshikov Yu.L. Synthesis of Adequate Mathematical Description as Solution of Special In-
verse Problems // European Journal of Mathematical Sciences. — 2013. —Vol. 2. — N 3. —
P. 256—271.

6. Ìåíüøèêîâ Þ.Ë., Ïîëÿêîâ Í.Â. Àëãîðèòì ñèíòåçà óñòîé÷èâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà // Òåçè XI Ì³æíàð. íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¿ êîíô. «Ìàòå-
ìàòè÷íå òà ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ ³íòåëåêòóàëüíèõ ñèñòåì», MPZIS-2013, 20—22
ëèñòîïàäà 2013. — Äí³ïðîïåòðîâñüê, 2013. — Ñ. 114—115.

7. Ñòåïàøêî Â.Ñ. Ìåòîä êðèòè÷åñêîé äèñïåðñèè êàê àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè èí-
äóêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ // Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. — 2008. — ¹ 2. —
Ñ. 27—32.

8. Ãóáàðåâ Â.Ô. Ìåòîä èòåðàòèâíîé èäåíòèôèêàöèè ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì ñ íåòî÷íûìè
äàííûìè. ×. 1. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû // Òàì æå. — 2008. — ¹ 2. — Ñ. 8—26.

9. Æóêîâ Î.À. Àëãîðèòìû èòåðàòèâíîé èäåíòèôèêàöèè ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì // Òð. 15
ìåæäóíàð. êîíô. ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ «Àâòîìàòèêà-2008». — Îäåññà :
INIA, 2008, — Ñ. 774—777.

10. Ãåëüôàíäáåéí Þ.Ì., Êîëîñîâ Ë.Ñ. Ðåòðîñïåêòèâíàÿ èäåíòèôèêàöèÿ âîçìóùåíèé è
ïîìåõ. — Ì. : Íàóêà, 1972. — 246 ñ.

11. Áóáëèê Á.Í., Êèðè÷åíêî Í.Ô. Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ. — Êèåâ : Âèùà øêîëà, 1975. —
328 c.

12. Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. — Ì. : Íàóêà, 1979. —
342 ñ.

13. Ìåíüøèêîâ Þ.Ë., Ïîëÿêîâ Í.Â. Èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëåé âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. —
Äíåïðîïåòðîâñê : «Íàóêà òà Îñâ³òà», 2009. — 188 ñ.

14. Menshikov Yu.L. Identification of External Loads as Method of Adequate Mathematical De-
scription Synthesis // Proc. of 32nd IASTED International Conference on Modelling, Identi-
fication and Control (MIC 2013). February 11 — 13, 2013. — Innsbruck (Austria), 2013. —
8 p.

Ïîñòóïèëà 28.01.14

ÌÅÍÜØÈÊÎÂ Þðèé Ëåîíèäîâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, äîöåíò, äîöåíò Äíåïðîïåòðîâñêîãî íà-

öèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Îëåñÿ Ãîí÷àðà. Â 1970 ã. îêîí÷èë Äíåïðîïåòðîâñêèé ãîñóíè-

âåðñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíèõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îïèñàíèé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òåîðèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷, ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêå è

ôèçèêå.

Þ.Ë. Ìåíüøèêîâ

40 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 3



ÓÄÊ 519.6

Ä.À. Âåðëàíü, àñïèðàíò
Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ò. Øåâ÷åíêî
(Óêðàèíà, 03127, Êèåâ, ïðîñï. Àêàäåìèêà Ãëóøêîâà, 4ä,
òåë. (+38) 0632779797, å-mail: dmitriverlan@gmail.com)

Ìåòîä âûðîæäåííûõ ÿäåð ïðè ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè èíòåãðàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé

Ðàññìîòðåíû âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èíòåãðàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèìè è ïðåäñòàâëåíû èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
Âîëüòåððû II è I ðîäà, à òàêæå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ðàçðàáîòàíû
ðåêóððåíòíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàí ìåòîä âûðîæäåííûõ (ðàçäåëÿþùèõñÿ) ÿäåð. Ïðåäëîæåí îïòèìè-
çàöèîííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Âîëüòåððû.

Ðîçãëÿíóòî ìîæëèâîñò³ ÷èñåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿ ³íòåãðàëüíèõ äèíàì³÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ º
íåïàðàìåòðè÷íèìè ³ ïðåäñòàâëåí³ ³íòåãðàëüíèìè ð³âíÿííÿìè Âîëüòåððè II ³ I ðîäó, à
òàêîæ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè. Ðîçðîáëåíîàíî ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ çàçíà÷åíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ ïîáóäîâè àëãîðèòì³â âèêîðèñòîâàíî ìåòîä âèðîäæåíèõ (ùî
ðîçä³ëÿþòüñÿ) ÿäåð. Çàïðîïîíîâàíî îïòèì³çàö³éíèé ìåòîä àïðîêñèìàö³¿ ÿäåð ³íòåãðàëü-
íèõ îïåðàòîð³â Âîëüòåððè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, àëãîðèòìû, àïïðîêñèìàöèÿ, ðåçîëüâåí-
òà, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ è êîìïüþòåðíûõ
ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé â âèäå èíòåãðàëü-
íûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ßäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó óêàçàííûõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è îòîáðàæàþò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ. Âàæíûìè äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ñãëàæèâàþùèå ñâîéñòâà è óñòîé÷èâîñòü îïåðà-
öèé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû II ðîäà, èìåþùèå âèä

y t K t y d f t

a

t

( ) ( , ) ( ) ( )� �
�

� � � , (1)
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ãäå ÿäðî K t( , )� è ôóíêöèÿ f t( ) çàäàíû, à ôóíêöèÿ y ( )� — èñêîìàÿ,
ïîëó÷àþò âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå â êà÷åñòâå ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû è íàçíà÷åíèÿ [1]. Îñîáåííî
âàæíà ðîëü ýòèõ óðàâíåíèé ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ îáúåê-
òàìè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì îñî-
áîå çíà÷åíèå èìåþò çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ è ðåàëèçàöèè ìîäåëåé, ïðåä-
íàçíà÷åííûõ äëÿ ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì â ñëó÷àÿõ, êîãäà óïðàâëÿþ-
ùàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (ðåãóëÿòîð) ïîñòðîåíà â âèäå ïðèëîæåíèé, îðãàíèçî-
âàííûõ ïî çàäàííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå ê àëãîðèòìàì è
ïðîãðàììàì ðåàëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäúÿâëÿþòñÿ âûñîêèå
òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ò.å. ïðîãðàììû äîëæíû
îáåñïå÷èâàòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ýòî ñâèäå-
òåëüñòâóåò î íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåáîâàíèé ê ðàçðàáîòêå ÷èñëåí-
íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé.

Èçâåñòíî [2], ÷òî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå êâàäðàòóðíûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), èìåþùèå ðÿä ïðåèìóùåñòâ (ïðîñ-
òîòà àëãîðèòìà, âûñîêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàñ÷åòíîãî ïðîöåññà), äëÿ ÿäåð
ïðîèçâîëüíîãî âèäà îáëàäàþò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè êàæäîì íîâîì
øàãå ðàñ÷åòîâ ÷èñëî îïåðàöèé âîçðàñòàåò.

Ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ïðåîäîëåíèþ äàííîé òðóäíîñòè ìîæåò
áûòü ïðèìåíåíèå ìåòîäà âûðîæäåííûõ ÿäåð [3], ïîçâîëÿþùåãî ñòðîèòü
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ ÷èñëî îïåðàöèé íà êàæäîì øàãå äèñêðå-
òèçàöèè íå çàâèñèò îò íîìåðà øàãà. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå (1) ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì

K t t
i

N

i i( , ) ( ) ( )� � � �	

�




1

, (2)

ãäå � i t( ) è � �i ( ) — çàäàííûå ôóíêöèè, ïðèíèìàåò âèä

y t t y f t
i

N

i

a

t

i

j

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �

�


 �
1

� � � � . (3)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3) â äèñêðåòíóþ ôîðìó:

y t t y f tj

i

N

i j

a

t

i j( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �

�


 �
1

� � � � , j n�1, .

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îäíó èç
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë [4] è ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå

y

x x

f x xl

i

N

i l i l

l

i

N

i l

j

l

i j�

�

�

�

� �

�





 


1

1
1

1 1

1

� �

� �

( ) ( )

( ) ( ) A yj j

�
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�
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�
, l n�2, , y f1 1� ,
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èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå îñòàåòñÿ

íåèçìåííûì, òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé èç N ñóìì
j

l

i j j jx A y
�

�




1

1

� ( )

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé íà ïðåäûäóùåì øàãå:

j

l

i j j j

j

l

i j j j i j j jx A y x A y x A y
�

�

�

�

� �
 
� �

1

1

1

2

1 1� � �( ) ( ) ( )
�1, l n�3, .

Èìåííî ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè îñîáåííîñòü

ðàçäåëåíèÿ ÿäåð.

Ïðèìåíåíèå îáùåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñ ïîñòîÿííûì øàãîì

h hi� �const ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíîå âûðàæåíèå â âèäå

y
h

x x

f h xl

i

N

i l i l

l

i

N

i l

j

l

i�

�

�

�

� �

�





 


1

1
2 1

1 1

1

� �

� �

( ) ( )

( ) (x A yj j j) ~�



�

�

�

�

�

�
, l n�2, ,

~ ( ) ( )y a f a1 1� ,

ãäå l n�2 3, ,..., ; x a h il � � �( )1 ;

A
j

j
j �

�

�

�

�

�

0 5 1

1 1

, ,

.

ïðè

ïðè

Àïïðîêñèìàöèÿ ÿäðà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1),

êîãäà ÿäðî èìååò ïðîèçâîëüíûé âèä, ïðèìåíåíèå ìåòîäà âûðîæäåííûõ

ÿäåð òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ÿäðà âûðîæäåííûì ÿäðîì

è äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âû-

ðîæäåííûõ ÿäåð êàê â èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷àõ, íå ñâÿçàííûõ ñ òðåáî-

âàíèåì ê áûñòðîäåéñòâèþ àëãîðèòìîâ, òàê è ïðè ñèíòåçå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ,

ïîñêîëüêó ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ â óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âèäå — àêòóàëüíàÿ çàäà÷à ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ è

ïðîåêòíûõ ïðîáëåì â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, ýëåêòðîíèêå, áèîôèçèêå,

ñèñòåìàõ èçìåðåíèÿ, óïðàâëåíèÿ è âî ìíîãèõ äðóãèõ íàó÷íûõ è ïðèê-

ëàäíûõ îáëàñòÿõ. Â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ðàñïðîñòðàíåí ïîäõîä ê

àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûé ñîñòîèò â ïðåäâà-

ðèòåëüíîì âûáîðå îäíîé èëè äâóõ ñèñòåì êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé è ïîñëå-

äóþùåì îòûñêàíèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè èç

óñëîâèé âûáðàííîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Ìåòîä âûðîæäåííûõ ÿäåð ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
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Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûå àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé äâóõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ñóììà ïàðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ, ôîðìèðóþòñÿ îï-
òèìàëüíî ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè. Çàäà÷à àïïðîê-
ñèìàöèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

� � �

�

�

�

�

�

�� � 


�a

b

a

b

i

N

i iK t t dtd( , ) ( ) ( )� � � � �
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2

. (4)

Ñíà÷àëà íàõîäèì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå çàäàííîé ôóíêöèè â âèäå îäíîãî
ñëàãàåìîãî � � �1 1( ) ( )t , êîòîðîå ôîðìèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàäàåì
� �

1

0( ) ( ) — íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè � �
1
( ) è èç óñëîâèé ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà
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�

��! ( )t , ò.å. íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå �
�
( )t . Â ñîîòâåòñòâèè ñ

èçâåñòíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5) íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

�
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��!
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�
( ):

� �

� �

�

�

��!

�

��!

�

��!

( )

( , ) ( )

( ( )

�

�

�

a

b

a

b

K t t dt

t) dt2

è òàê äàëåå. Ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ, êàê òîëüêî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
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Ïîñëå äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè�
�
( )t è� �

�
( ), àíàëîãè÷íî âûïîë-

íÿåì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè K t t( , ) ( ) ( )� � � ��
� �

ïðîèçâåäåíèåì � � �
$ $
( ) ( )t ,

èñõîäÿ èç òîãî æå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè (4), ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî

óñëîâèå

a

b

a

b

i

N

i iK t t dtd
� � 
�

�

�

�

�

�

�

�

( , ) ( ) ( )� � � � � % #

1

2

a ,

ãäå # à — çàäàííàÿ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ðÿä
j

N

j jt
�




1

� � �( ) ( ), êîòîðûé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóåò èñõîä-

íóþ ôóíêöèþ K t( , )� .

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè, êàê è åãî ìîäèôèêàöèè [5,

6], îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ìèíèìèçàöèè ÷èñëà N

÷ëåíîâ àïïðîêñèìèðóþùåãî ðÿäà, ÷òî âûãîäíî îòëè÷àåò åãî îò òðàäè-

öèîííûõ àíàëîãîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè êàêèõ-ëèáî íàáîðîâ

êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ, íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä Òåéëîðà, Ôóðüå è äð. [7]. Ðåøåíèå ìíîãî÷èñëåííûõ òåñòîâûõ ïðèìå-

ðîâ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïîäòâåðæäàåò óêàçàííîå ñâîéñòâî àëãîðèòìà.
Íà ðèñ. 1 (ñì. âêëåéêó) ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ïðèìåíå-

íèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà ïðè àïïðîêñèìàöèè îñöèëëèðóþùåé
ôóíêöèè K x s e xs( , ) sin ( )

�
� â îáëàñòè 0 2" "x s, & ñ øàãîì h �0 01, è ðåçóëüòè-

ðóþùåé òî÷íîñòüþ eapr �
�0 1 5, . Ãðàôèêè ïîëó÷åííîãî íàáîðà àïïðîêñè-

ìèðóþùèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Àïïðîê-
ñèìèðîâàíà ôóíêöèÿ ïðè h �0 01, .

Ðåçîëüâåíòà. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ðåçîëü-
âåíòû [2] ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ
çàäà÷ ôèçèêè, áèîëîãèè, òåõíèêè. Íî ñëîæíîñòè ýòîãî ïîäõîäà ñóùåñò-
âåííî îãðàíè÷èâàþò âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ êàê â àíàëèòè÷åñêîì,
òàê è â ÷èñëîâîì âèäå. Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ýôôåêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè ìåòîäà çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïîñðåäñòâîì ðåçîëüâåíòû èìååò âèä
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ëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå åå â âèäå ñóììû áåñêîíå÷íîãî ðÿäà

R t K t K t K t K t K
n

n

n

t

n( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � � '

�

� � � �

�

(

�

(


 
 �
2 2

�1( , )' � 'd ,

Ìåòîä âûðîæäåííûõ ÿäåð ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 3 45



ãäå K tn�1( , )� , n �2 3, ,..., — èíòåãðèðîâàííûå ÿäðà (î÷åâèäíî, K t K t1( , ) ( , )� �� ).

Êàê âèäèì, îïðåäåëåíèå ðåçîëüâåíòû ñâÿçàíî ñ ìíîãîêðàòíûì ïîëó÷å-

íèåì ðåçóëüòàòîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé äâóõ

ïåðåìåííûõ è èõ ñóììèðîâàíèåì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé âû-

÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé. Äðóãèì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ðåçîëüâåíòû ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

R t K t R t K d

t

( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � ' ' � '

�

� �
�

,

÷òî íå óïðîùàåò âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó.
Åñëè â óðàâíåíèè (1) ÿäðî ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òî ðåøåíèå ïî-

ñðåäñòâîì ðåçîëüâåíòû ïðèíèìàåò âèä

y x f x x
n

n
n( ) ( ) ( )� �

�

(




1

) * ,

ãäå

* � � *n

a

b

i

l

i i nx x s ds
n

( ) ( ) ( )�
� 


�

�

1

1 .
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Ðèñ. 2



Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàííûå ÿäðà îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèÿ

K x s x s xn

i

l

i
n

i
n

i

l

j

l

i
n

j

n n

( , ) ( ) ( ) ( )� �

� � �

�


 
 


�

1 1 1

1
1

� � � � ( ) ( ) ( )s t t dt

a

b

i
n

j�

�

� �
1 .

Òàêèì îáðàçîì, âñå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçîëüâåíòû âûïîë-

íÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé íàä ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî ñâè-

äåòåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà âûðîæäåííûõ ÿäåð.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé Âîëüòåððû II ðîäà. Â ñèñòåìå

y x y x K x s y s ds f xp

j

m

p

a

x

pj j p( ) ( ) ( , ) ( ) ( )� �

�


 �
1

, (6)

ãäå K x spj ( , ) — ÿäðà, y xp ( ) — èñêîìûå ôóíêöèè, f xp ( ) — èçâåñòíûå ïðà-

âûå ÷àñòè, êàæäîå ÿäðî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áèëèíåéíîãî ðÿäà

K x s x spj

r

q

pjr pjr

pj

( , ) ( ) ( )	

�




1

� � ,

ãäå q pj — ÷èñëî ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû. Òîãäà (6) ïðèíèìàåò âèä

y x x s y s ds f xp

j

m

r

q

pjr

a

x

pjr j p

pj

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �

� �


 
 �
1 1

� � . (7)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü çàìåíó èíòåãðàëà ôîð-

ìóëîé òðàïåöèé íà îòðåçêå [ , ]a b , êîòîðûé ðàçáèò íà n ðàâíûõ ÷àñòåé òàê

÷òî, ÷òî x a1 � , x x bn2 , ..., � . Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ y xp i( ), i n� �1 2 1, , ..., ,

íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

y x x A x y x fp i

j

m

r

q

pjr i

l

i

l pjr l j l

pj

( ) ( ) ( ) ( )� �

� � �


 
 


1 1 1

� � p ix( ), (8)

ãäå

A

b a

n
l l i

b a

n
l l i

l �

�

+ � �

�

+ , ,

�

�

-

�

-

2
1

1

, , ,

, , .

Î÷åâèäíî, ÷òî y x f xp p( ) ( )1 1� , à äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàæäîé ãðóïïû y xp i( ),

i n� �2 3 1, ,..., , íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé (8) â âèäå

y x x x y xp i

j

m

r

q

pjr i pjr i j i

pj

( ) ( ) ( ) ( )� �

� �


 


1 1

� �
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� �

� � �

�


 
 
f x x A x y xp i

j

m

r

q

pjr i

l

i

l pjr l j l

pj

( ) ( ) ( ) (
1 1 1

1

� � ),

ãäå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ y xj l( ) äëÿ l i% èçâåñòíû, ïîýòîìó

j

m

r

q

pjr i

l

i

l pjr l j l

pj

x A x y x
� � �

�


 
 


1 1 1

1

� �( ) ( ) ( )

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé èç m q pj. ñóìì

ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå

l

i

l pjr l j l i pjr i j i

l

A x y x A x y x
�

�

� � �

�


 � �

1

1

1 1 1

1

� �( ) ( ) ( ) ( )
i

l pjr l j lA x y x
�




2

� ( ) ( ),

÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòîâ íà êàæäîì

øàãå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿäåð âèäà (2) íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå ïðîöåäóðû ìè-

íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

� pj

a

b

a

b

pj

r

q

pjr pjrK x s x s d
pj

� �

�



�

�

�

�

�

�� � 


�

( , ) ( ) ( )
1

2

� � xds .

Ñëàãàåìûå ñóììû (� �pjr l pjr lx x( ) ( )) íàõîäèì ïî ôîðìóëàì

�

�

�

pjr

t a

b

pjr pjr

t

a

b

pjr

t

x

K x s s ds

s

( )

( )

( )

( )

( , ) ( )

( ( ))

�

�

�

2 ds

, (9)

�

�

�

pjr

t a

b

pjr pjr

t

a

b

pjr

t

s

K x s x dx

x

( )

( )

( )

( )

( , ) ( )

( ( ))

�

�

�

2 dx

, (10)

ãäå t — íîìåð øàãà âàðèàöèè; K x s K x spj pj1( , ) ( , )� ; �
pjr

s( ) ( )0 — çàäàåì

àïðèîðíî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

a

b

pjr

t

pjr

ts s ds
�

� %
�( ( ) ( ))( ) ( )

� � #
1 2 ,

a

b

pjr

t

pjr

tx x dx
�

� %
�( ( ) ( ))( ) ( )

� � #
1 2 , (11)
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ãäå # — ïîêàçàòåëü òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé �
pjr

t x( ) ( ) è �
pjr

t s( ) ( ), îïðå-

äåëÿåì K x s K x s x xpj r pjr pjr pjr( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
�

� �1 � � . Èñïîëüçóÿ ðàñ÷åòíûå âûðà-

æåíèÿ (9) è (10) äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (11), ïðèáëèæàåì � �
pjr pjr

x x( ) ( ) ê

K x spj r( ) ( , )
�1 . Ïðîäîëæàåì ýòîò èòåðàöèîííî-âàðèàöèîííûé ïðîöåññ äî òåõ

ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

a

b

a

b

pj

r

q

pjr pjrK x s x s dxds

pj

� � 
�

�



�

�

�

�

�

�
%

�

( , ) ( ) ( )
1

2

� � # apr ,

ãäå # apr — çàäàííûé ïîêàçàòåëü òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ðÿä

r

q

pjr pjr

pj

x s
�




1

� �( ) ( ),

êîòîðûé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå ÿäðî K x spj ( , ).

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé Âîëüòåððû II ðîäà ñ ðåêóððåíòíûì âû÷èñëåíèåì ñóìì ïîçâî-

ëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëî íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé è ïîâûñèòü

ýôôåêòèâíîñòü ðàñ÷åòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûìè ìåòîäàìè áåç ïîñò-

ðîåíèÿ âûðîæäåííûõ ÿäåð.

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íàëè÷èå èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ â èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâà-

íèåì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè èõ ðåøåíèè ìåòîäà âûðîæäåííûõ ÿäåð. Ðàñ-

ñìîòðèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

L z x M z y K x y dy

a

b

[ ( )] [ ( )] ( , )�
�

) , (12)

ãäå

L z x
d z x

dx
a

d z x

dx
a

dz x

dx

n

n

n

n n[ ( )]
( ) ( )

...
( )

� � � � �

�

�
�1

1

1 1 a z xn ( );

M z y b
d z y

dy
b

d z y

dx
b

dz y

d

m

m

m

m m[ ( )]
( ) ( )

...
( )

� � � �

�

�
�0 1

1

1 1
y

b z ym� ( );

a1 ... an, b0, b1 ... bn, — ïîñòîÿííûå ÷èñëà; ) — ïàðàìåòð; K x y( , ) � * /1 1( ) ( )x y �

�* /2 2( ) ( )x y — ðàçäåëÿþùåå ÿäðî.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) èìååò âèä

z x c z x c z x F x F xn n( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )� � � � �1 1 1 2 ,

ãäå cr — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå; F x1( ), F x2( ) — ôóíêöèè, âèä êîòîðûõ

çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèé * 1( )x è * 2( )x ; z xr ( ) — ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ L z x[ ( )]�0 .

Ïóñòü f l( ) �0 — õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ L z x[ ( )]�0, à g m( ) �0 — äëÿ óðàâíåíèÿ M z y[ ( )]�0. Âíà-

÷àëå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñëó÷àé:

* 0
�

1 1( ) ( )x x e x
� , * 0

�

2 2( ) ( )x x e x
� ,

ãäå 01( )x , 0 2( )x — ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíè p è q. Åñëè � —

êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ f l( ) �0 êðàòíîñòè r 11, à � — êî-

ðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ g m( ) �0 êðàòíîñòè s 11, òî ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (12) ñëåäóåò èñêàòü â ôîðìå

z x c c x c x e c c x c xr
r x

r r r s
s( ) ( ... ) ( ...� � � � � � � �

�

� � �1 2
1

1 2
� �

�
1 ) e x�

� � �

� � �




i r s

n

i i
r x s xc z x x e P x x e P x

1

1 2( ) ( ) ( )� � , (13)

ãäå P x1( ), P x2( ) — ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé p è q, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ

ñëåäóåò ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ðåøåíèå (13) óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ

(12). Ïîäñòàâèâ (13) â óðàâíåíèå (12) è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè e x� è

e x� â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ, ïîëó÷èì äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè p è q.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ,

ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ âñåãäà

ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ÿäðà K x y( , ) �

� � �* / * /
� �
( ) ( ) ... ( ) ( )x y x yn n . Ïóñòü

K x y e x x x x yx( , ) [ ( ) cos ( ) sin ] ( )� �
�

0 � 0 � /1 2 ,

ãäå 01( )x , 0 2( )x — ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè k. Çàìåíÿÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè ïîêàçàòåëüíûìè, íàõîäèì

K x y e x i x e x ii x i x( , ) { [ ( ) ( )] [ ( )) )
� � � �

�1

2
1 2 1

���� �� �

0 0 0 0 2( )]} ( )x y/ .

Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó. Åñëè � �2 i — êî-

ðåíü óðàâíåíèÿ f l( ) �0 êðàòíîñòè r, òî ñîãëàñíî (13) ðåøåíèå èìååò âèä

z x e c c x c x x c c xx
r

r
r r( ) [( ... ) cos ( ...� � � � � � � �

�

� �

�

�1 2
1

1 2 c x xr
r

2
1�

�) sin ]�
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� � �

� �

�




i r

n

i i
r i x i xc z x x e P x e P x

2 1

1 2( ) [ ( ) ( )]) )���� �� � , (14)

ãäå P x1( ) è P x2( ) — ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé k ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîïðÿ-
æåííûå âûðàæåíèÿ P x Q x iQ x1 1 2( ) ( ) ( )� � è P x Q x iQ x1 1 2( ) ( ) ( )� � . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ P1, P2 â (14) è ïåðåõîäÿ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ïîëó÷àåì

z x e c c x c x x c c xx
r

r
r r( ) [( ... ) cos ( ...� � � � � � � �

�

� �

�

�1 2
1

1 2 c x xr
r

2
1�

�) sin ]�

� � �

� �




i r

n

i i
r xc z x x e R x x R x x

2 1

1 2( ) [ ( ) cos ( ) sin ]�

� � , (15)

ãäå R Q x1 12� ( )è R Q x2 22� � ( )— ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå òàêóþ æå ñòåïåíü,
êàê è ìíîãî÷ëåíû 01( )x , 0 2( )x , åñëè èõ ñòåïåíè ðàâíû, è íàèáîëüøóþ
ñòåïåíü èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, åñëè èõ ñòåïåíè ðàçëè÷íû.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (15) â óðàâíåíèå (12) ïðèðàâíèâàåì âûðàæåíèÿ
ïðè cos �x, sin �x â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó äâóõ ïàð ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k. Ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷àåì
âñåãäà ðàçðåøèìóþ 2k ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ R1 è R2.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) èìååò

âèä

L z y M z y K x y dy x

a

b

[ ( )] [ ( )] ( , ) ( )� �
�

) 3 ,

òî åãî ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä

z x c z x c z x F x F x xn n( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �1 1 1 2 4 ,

ãäå 4 ( )x — ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L z x x[ ( )] ( )�3 . Ïðèñóòñòâèå â ðå-
øåíèè ôóíêöèè 4 ( )x ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ òîëüêî ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â
ñèñòåìàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òàê-
æå äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðàìè ïðîèç-
âîëüíîãî âèäà, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ìåòîäîì àïïðîêñè-
ìàöèè ÿäåð.

Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû ² ðîäà. ×èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Âîëüòåððû ² ðîäà

0

t

K t s y s ds f t
�

� �( ) ( ) ( ) (16)
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îáû÷íî ïîñòðîåíû íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ìåòîäîâ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ

ñâÿçàíà ñ âîçðàñòàíèåì ÷èñëà îïåðàöèé íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå

âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîãî ÷èñëåí-

íîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà íà

îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñèìàöèè ÿäðà.

Îñíîâîé óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà (16) ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñêàëÿðíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð òèïà ñâåðòêè

/ *( ) ( ) ( )t K t s s ds

t

� �
�

0

, (17)

ãäå èíòåãðàë ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé. Ïðè

ýòîì ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ðàçëè÷íûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ èìååò ñóùåñòâåííûå àëãîðèòìè÷åñêèå îñîáåííîñòè [2]. Òðàäè-

öèîííûå àïïðîêñèìèðóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ èíòåãðàëü-

íîãî îïåðàòîðà (17) è èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà (16)

ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé:

/ *( ) ( ) ( )t A K t t ti

j

i

i i j j	 �

�




1

, (18)

j

i

i i j j iA K t t y t f t
�


 � �

1

( ) ( ) ( ), (19)

ãäå j i�1 2, , ..., ; ti , i n�1, , — óçëû äèñêðåòèçàöèè; Ai — êîýôôèöèåíòû
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Åñëè óçëû ñëåäóþò îäèí çà äðóãèì ñ ïîñòîÿííûì
øàãîì h, òî t i hi � �( )1 . Îòñóòñòâèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (16) ïðèâîäèò ê ðÿäó îñîáåííîñòåé. Íàïðèìåð, â
ñèñòåìå (19) íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ äàëü-
íåéøåãî ðåêóðpåíòíîãî ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé y h( ), y h( ), ...2 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ y ( )0 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì y
f

K
( )

( )

( )
0

0

0
�

5

.

Òåïåðü ñèñòåìà (19) ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå

y t
A K

f t A K t t y ti

j

i

j

i

i i j j( )
( )

( ) ( ) ( )� � �

�



�

�

�

�

�

�

�




1

0 1

.

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé 5 �

�

f
df t

d t t

( )
( )

( )
0

0

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷-
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íûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå ôîðìóëîé êâàäðà-

òè÷íîé èíòåðïîëÿöèè

5 � � � �f
h

f f h f h( ) ( ( ) ( ) ( ))0
1

2
3 0 4 2 .

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè K ( )0 0� â èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16) íåâîçìîæíî ïðè-

ìåíèòü ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû òðàïå-

öèé, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü îïåðàöèþ äåëåíèÿ íà

K ( )0 ñîãëàñíî ðàñ÷åòíûì âûðàæåíèÿì

~ ( )
( )

( )
y

f

K
0

0

0
�

5

,

~ ( )
( )

( )
( ) ~ ( )y t

A K

f t

h
A K t t y ti

i

i

j

i

i i j j� � �

�



�

�

�

��

�




2

0 1

1

�

�
,

(20)

ãäå t i hi � �( )1 , i �2 3, ,... ;

A
j

j
j �

+ �

+ �

�

�

�

1 2 1

1 1

/ , ,

, .

Ïîýòîìó áîëåå öåëåñîîáðàçíûì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå

ôîðìóëû ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îïðå-

äåëèòü çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè â óçëàõ t t j hj j� �
� �

�



�

�

�

�

�



�

�

�

�1 2 1 2

1

2
/ / ñ ïî-

ìîùüþ âûðàæåíèé

~ ( )
y

f h

hK h

1

2 1

2

�



�

�

�

� �

�



�

�

�

�

,

~ ( )
( )

( )/ /y t

K h

f t

h
A K t ti

i

j

i

i i j�

�

�

�
�

�



�

�

�

�

� �
1 2

1

2

1 2

1

1

2

~ ( )/y t j�

�



�

�

�

�

�

�
1 2 .

(21)

Èç âûðàæåíèé (18), (20) è (21) âèäíî , ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà øàãà

äèñêðåòèçàöèè âîçðàñòàåò ÷èñëî îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ íà êàæäîì øàãå

âû÷èñëåíèé, òàê êàê ÿäðî èìååò ïðîèçâîëüíûé âèä.

Èìïóëüñíûå ïåðåõîäíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèíàìè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è ïîýòîìó ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà. Ýòî ïîçâîëÿåò
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âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ñ÷èòàòü ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(16) âûðîæäåííûì, ò.å. èìåþùèì âèä

K t s t s
l

m

l l( ) ( ) ( )� 	

�



1

� � , l m�1, . (22)

Ñâîéñòâî ðàçäåëèìîñòè ÿäðà (22) â ñëó÷àå, êîãäà èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ

ôóíêöèÿ K t( ) çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæåíèÿ (16) è

(17) â âèäå

l

m

l

t

lt s y s ds f t
�


 �
�

1 0

� �( ) ( ) ( ) ( ) , (23)

/ � � *( ) ( ) ( ) ( )t t s s ds
l

m

l

t

l�

�


 �
1 0

. (24)

Ïðèìåíÿÿ ê âûðàæåíèÿì (23) è (24) êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëó äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà

/ � � *( ) ( ) ( ) ( )t t t ti

l

m

l i

j

i

l j j�

� �

�


 


1 1

1

(25)

è ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

~ ( )
( )

( )
y

f

K
0

0

0
�

5

,

~ ( )
( )

( ) ( ) ( ) ~ (y t
A K

f t t A t y ti

i

i

l

m

l i

j

i

j l j� �

� �

�


 


2

0 1 1

1

� � j )
�



�

�

�

�

�

�
.

(26)

Âûðàæåíèÿ (25) è (26), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé àíàëèòè÷åñêîå îïè-

ñàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà, îòëè÷àþòñÿ îò (18) è (20) òåì, ÷òî

êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ïîñêîëü-

êó ñëàãàåìûå
j

i

j l j jA t y t
�

�




1

1

� ( ) ~ ( ) çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé ñâîáîäíîé ïå-

ðåìåííîé t j .

Øèðîêèé êëàññ ÿäåð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí àíàëèòè÷åñêèì ñïî-

ñîáîì â âèäå ðàçäåëÿþùèõñÿ ÿäåð. Íàïðèìåð, ÿäðî K t s e t st s( ) sin ( )� � �
�

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

K t s e t e s t e st s s( ) (sin ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( ))� � �
� � ,
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à ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ñâåðòêè — â âèäå

/ ( ) (sin ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( ) )t e t e s ds t e s dst
t

s
t

s
� �

� �

� �

0 0

.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì ïðè íàëè÷èè àíà-

ëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ÿäðà. Îäíàêî âûðàæåíèÿ (26) íåëüçÿ ïðè-

ìåíèòü, åñëè K t( ) èìååò ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïðîèñõîæäåíèå. Â òàêîì ñëó-

÷àå ïðàêòè÷åñêèé ïóòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âèäà ôóíêöèè K t( )

ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè êàê ðåàêöèè èññëåäóå-

ìîãî îáúåêòà íà åäèíè÷íóþ ôóíêöèþ è ïîñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèè

P t( ) ïðîñòûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì è åãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì,

òàê êàê K t dP t dt( ) ( ) /� .

Ýôôåêòèâíûì àïïàðàòîì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå [ , ]0 T ñ

ïîìîùüþ ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé (ïîëèíîìîâ) ÿâëÿþòñÿ èí-

òåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû [8], ïðèíàäëåæàùèå êëàññó

C T[ , ]0 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ñïëàéíîâ ïðè K t( ) , 0 è íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèÿõ K t( ) òà 5f t( ) íà îòðåçêå [0, T] ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå

ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (16).
1. Àïïðîêñèìèðóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå ôóíêöèè P t( ) è K t( )

èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè n-ãî ïîðÿäêà íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

6 m i it t iH H T m i mdef
� � � �{ : ; / ; , }0 ,

ïîëó÷àåì Z P tm n, ( ( )), Z f tm n, ( ( )), ãäå m — ÷èñëî òî÷åê èíòåðïîëÿöèè.

2. Îïðåäåëèâ ïðîèçâîäíóþ 5Z P tm n, ( ( )) è ïîäñòàâèâ åå â óðàâíåíèå (16)

âìåñòî K t s( )� , à Z P tm n, ( ( )) — âìåñòî f t( ), ïîëó÷èì

0

t

m n m nZ P t s y s ds Z f t
�

5 � �, ,( ( ) ~ ( ) ( ( )), (27)

ãäå ~ ( )y t — ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

3. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (27) ïî t, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå Âîëüòåððû II ðîäà

K y t Z P t s y s ds Z f t

t

m n m n( ) ~ ( ) ( ( ) ~ ( ) ( ( )), ,0

0

� 55 � � 5
�

. (28)

4. Èñõîäÿ èç êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âèäà

0 0

ih

j

i

ij ij is ds h W jh R
� 
� �

�

* / /( ) ( ) [ ],
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ãäå i N�1, , N �1 2, ,... ; h T Ndef
� / ; hwij — âåñà; Ri [ ]/ — îñòàòêè ýòèõ

ôîðìóë, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ðàñ÷åòíûõ óðàâíåíèé

K y ih W Z P ih jh y jh Z f
j

i

ij m n m n( ) ~~( ) ( ( )) ~~ ( ) (, ,0
0

� 5 � � 5

�


 ( ))ih , (29)

ãäå ~~ ( )y ih — ðåøåíèå ñèñòåìû (29). Óðàâíåíèå (28) è ñèñòåìà (29) ïîçâî-
ëÿþò, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî (22) ÿäðà, ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûå âûðàæåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ìåòîäà êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ìåòîäà
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I
ðîäà èìååò ðÿä íåîáõîäèìûõ äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñâîéñòâ, â ÷àñò-
íîñòè íåáîëüøîå è ïîñòîÿííîå ÷èñëî îïåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíîãî
äèñêðåòíîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè. Ýòî äåëàåò äàííûé àëãîðèòì
ïðèãîäíûì äëÿ ïðîãðàììíûõ èëè àïïàðàòíûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Âûâîäû

Èíòåãðàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííûå èíòåãðàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððû I è II ðîäà, à òàêæå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè ñ îïåðàòîðîì Âîëüòåððû, îòíîñÿòñÿ ê êëàññàì íåïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ìîäåëåé è ôîðìèðóþòñÿ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
îáúåêòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðîäóêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåêóððåíò-
íûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþ-
ùèé âûñîêóþ ñêîðîñòü ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
âûðîæäåííûõ (ðàçäåëÿþùèõñÿ) ÿäåð ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà Âîëüòåð-
ðû. Ïðåäëàãàåìûé îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïî êðèòåðèþ «ñëîæíîñòü—òî÷íîñòü»
ðåøàòü çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ÿäåð ïðîèçâîëüíîãî âèäà âûðîæäåííûìè ÿä-
ðàìè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò ðàçðàáîòêó áûñòðîäåéñòâóþùèõ
àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
èñïîëüçîâàíèåì íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé.

The possibilities of numerical implementation of integral dynamic models are considered. The
models are non-parametric and are presented by Volterra integral equations of type II and type I,
and also by integro-differential equations. Recurrent numerical algorithms for solving these
equations are developed. The degenerate (separable) kernels method is used for constructing the
algorithms. The optimization method of approximation for kernels of the Volterra integral opera-
tors is proposed.
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×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé
çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ áåñêîíå÷íîé
òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïðèìåðå
áåñêîíå÷íîé òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû ñ òåïëîèçîëèðîâàííûìè
ëèöåâûìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîíâåêòèâíûì òåïëîîáìåíîì è ëîêàëüíî ñîñðåäîòî÷åííûìè
âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà. Âûïîëíåí ÷èñëåííûé àíàëèç òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ äëÿ
äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà.

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà
ïðèêëàä³ íåñê³í÷åííî¿ òåðìî÷óòëèâî¿ áàãàòîøàðîâî¿ ïëàñòèíè ç òåïëî³çîëüîâàíèìè ëè-
öåâèìè ïîâåðõíÿìè, êîíâåêòèâíèì òåïëîîáì³íîì ³ ëîêàëüíî çîñåðåäæåíèìè âíóòð³øí³ìè
äæåðåëàìè òåïëà. Âèêîíàíî ÷èñëîâèé àíàë³ç òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ äëÿ äâîøàðîâî¿ ïëàñ-
òèíè. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : òåìïåðàòóðà, òåïëîïðîâîäíîñòü, êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí,
èäåàëüíûé òåïëîâîé êîíòàêò, òåðìî÷óâñòâèòåëüíûå êóñî÷íî-îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû.

Èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè â ýëåìåíòàõ ìèêðîýëåêòðîí-
íûõ óñòðîéñòâ ñïîñîáñòâóåò áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ïðîèñõîäÿùèõ
â íèõ ìèêðîïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì è ðàññåèâàíèåì ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö. Íè îäíî èç ÿâëåíèé ïåðåíîñà íå äàåò òàêèõ âñåîáúåì-
ëþùèõ ñâåäåíèé î êîëåáàíèÿõ ðåøåòêè, î âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè ýëåêò-
ðîíîâ, î âçàèìîäåéñòâèè ýëåêòðîíîâ ñ ðåøåòêîé â ïîëóïðîâîäíèêàõ, êàê
òåïëîïðîâîäíîñòü. Â ýëåìåíòàõ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, â êîòîðûõ
ïðîòåêàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê, âñåãäà ïðîèñõîäèò íåîäíîðîäíîå âûäåëåíèå
òåïëà, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñîçäàåòñÿ áîëüøîé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû.
Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ ñóùåñòâåí-
íî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ, óñòàíàâëèâàþùèõñÿ â ïðîöåññå
íàãðåâàíèÿ. Ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ óñòðîéñòâ, â êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ
òîíêîïëåíî÷íûå ñëîè.
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Â ïðîöåññå ïðîåêòèðîâàíèÿ è ýêñïëóàòàöèè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ è

óçëîâ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, ðàáîòàþùèõ â øèðîêîì äèàïàçîíå

òåìïåðàòóð ïðè âîçäåéñòâèè âûñîêèõ òåïëîâûõ íàãðóçîê, âîçíèêàåò ðÿä

ñëîæíûõ èíæåíåðíûõ ïðîáëåì, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî èìåòü

äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ îá èõ òåïëîâîì ñîñòîÿíèè è òåìïåðàòóðíûõ ðå-

æèìàõ. Òàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ðàñ÷åòíûì ïóòåì, òàê

êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ íåâîçìîæíû âñëåäñòâèå âûñîêèõ òåì-

ïåðàòóð è ãåðìåòèçèðóþùèõ ñâîéñòâ ñèñòåì òåïëîîòâîäà. Ýòî, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, òðåáóåò ðåøåíèÿ ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîä-

íîñòè, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìàêñèìàëüíî îòðà-

æàþùèõ ñóùåñòâåííûå àñïåêòû òåïëîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îñóùåñòâëÿå-

ìûõ â ðàññìàòðèâàåìûõ òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ.

Îïðåäåëåíèþ òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ êîíñò-

ðóêöèé ñ ó÷åòîì òåðìî÷óâñòâèòåëüíîñòè (çàâèñèìîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ îò òåìïåðàòóðû) ïîñâÿùåíû ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòàõ [1—6] ðàññìîòðåíà òåïëîâàÿ ìîäåëü îñåñèììåòðè÷íîé áè-

ïîëÿðíîé òðàíçèñòîðíîé ñòðóêòóðû ñ íåîäíîðîäíîñòüþ òåïëîôèçè÷åñ-

êîãî òèïà â îáëàñòè êîíòàêòà êðèñòàëë—òåïëîîòâîä è òåìïåðàòóðíî çàâè-

ñèìîé ïëîòíîñòüþ òîêà. Íàéäåíû íåîäíîðîäíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñ-

òè òåïëîâîãî ïîòîêà è òåìïåðàòóðû â àêòèâíîé îáëàñòè â çàâèñèìîñòè îò

ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàçìåð äåôåêòà Ks è åãî òåïëî-

ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà Kd. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîêàçàòåëü íåîäíîðîäíîñòè òåìïå-

ðàòóðû íåëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà Ks. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

âåëè÷èí ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëóïðîâîäíèêîâîé ñòðóêòóðû ïðîâåäåíà

îöåíêà îòíîøåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ òåìïåðàòóð àêòèâíîé îáëàñòè êðèñòàëëà ñ

äåôåêòîì è áåç íåãî. Íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè

òðàíçèñòîðíîé ñòðóêòóðû â óñëîâèÿõ èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ êîëëåêòîð —

áàçà è òîêà êîëëåêòîðà [7] .

Â ðàáîòå [8] ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè

äëÿ ñëîèñòûõ ïëàñòèí ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé òîëùèíû â ïðîñòðàíñò-

âåííîé ïîñòàíîâêå. Ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ôóíêöèé òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâå-

äåíà ê äâóìåðíîé. Äëÿ ïëàñòèíû ñî ñëîÿìè ïåðåìåííîé òîëùèíû ïîëó-

÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðîàíàëèçèðî-

âàíû ïîëó÷åííûå äâóìåðíûå êðàåâûå çàäà÷è. Äëÿ ïëàñòèí ñ îäíîðîäíûìè

ñëîÿìè ïîñòîÿííîé òîëùèíû ïîñòðîåíî ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå

è ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòî-

äîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Â ðàáîòå [9] èññëåäîâàíû òåïëîïåðåíîñ è íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â

ñëîèñòîé ïëàñòèíå ñ ñîñòàâëÿþùèìè ðàçëè÷íîé ïðîçðà÷íîñòè, ñîåäèíåí-

íûìè òîíêèì ïðîìåæóòî÷íûì ñëîåì, â óñëîâèÿõ òåïëîâîãî îáëó÷åíèÿ ñî
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ñòîðîíû ÷àñòè÷íî ïðîçðà÷íîãî ñëîÿ. Ñ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíîãî êîýôôè-

öèåíòà îòðàæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â îñíîâíîì ÷àñòè÷íî ïðîç-

ðà÷íîì ñëîå. Íàéäåíû ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé â

ïëàñòèíå, ó÷èòûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè æåñòêîñòè íà èçãèá è ðàñòÿæåíèå

ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ. Íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òåïëîïåðåíîñà ðåøåíà

ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû êâàçèëèíåàðèçà-

öèè. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà ïîçâîëèëî ïðåîá-

ðàçîâàòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ìåòî-

äîì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé ðå-

øåíà ÷èñëåííî. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ïðîôèëè

òåìïåðàòóðû [10].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèîííîãî ìåòîäà è ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

èíòåðâàëîâ ðåøåíû íåëèíåéíûå çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîîáìåíà, ñ íåëèíåéíîñòüþ ïåðâîãî è âòî-

ðîãî ðîäà, à òàêæå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îáùåé íåëèíåéíîñòüþ [11].

Ðàáîòû [12—17] ïîñâÿùåíû ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàð-

íûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ êîíñòðóêöèé êóñî÷íî-îäíî-

ðîäíîé ñòðóêòóðû (ñëîèñòûå, îäíîðîäíûå è ñëîèñòûå ñ èíîðîäíûìè âêëþ-

÷åíèÿìè).

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ (ñëîèñòûõ)

ñòðóêòóð íà ïðèìåðå áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ òåïëîèçîëèðîâàííûìè ëè-

öåâûìè ïîâåðõíîñòÿìè, íà ãðàíèöàõ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíâåêòèâ-

íûé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé è â îäíîì èç ñëîåâ ëîêàëüíî ñîñðåäîòî-

÷åíû âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ (îòíîñèòåëüíî òåïëî-

ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ) òåðìî÷óâñòâèòåëüíóþ ìíîãîñëîéíóþ áåñêîíå÷-

íóþ ïëàñòèíó òîëùèíîé 2� ñ òåïëîèçîëèðîâàííûìè ëèöåâûìè ïîâåðõíîñ-

òÿìè | |z ��, ñîñòîÿùóþ èç n ðàçíîðîäíûõ ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè-

÷åñêèìè è òåïëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, îòíåñåííóþ ê äåêàðòîâîé ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì íà îäíîé èç åå ãðàíè÷íûõ

ïîâåðõíîñòåé (ðèñ.1).

Â îáëàñòè ïàðàëëåëåïèïåäà, èìåþùåãî j-é ñëîé ( , )j n� �2 1 ïëàñòèíû

îáúåìîì 4 1h y yj j� ( )�
�

, äåéñòâóþò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå âíóòðåííèå

èñòî÷íèêè òåïëà ìîùíîñòüþ q0 = const. Íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ K k �

� � � �{( , , ) : | | , | | }x y z x zk � , k n� �1 1, , ñëîåâ îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåàëüíûé

òåïëîâîé êîíòàêò, à íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ K x z x z0 0� � � �{( , , ) : | | , | | }� ,

×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
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K x y z x zn n� � � �{( , , ) : | | , | | }� ïëàñòèíû ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëî-

îáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû tc = const.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîãî òåì-

ïåðàòóðíîãî ïîëÿ t x y( , ) â ìíîãîñëîéíîé òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé áåñêîíå÷-

íîé ïëàñòèíå íàõîäèì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè [18, 19]

div grad[ ( , ) ] ( , ) ( , )	 y t t q N x h N y y j� �
�0 1 1 (1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
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y
y c




� �
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y y

n c y y
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n
( ) ( )




� �

�

�
,

t
x| |

,
��

� 0



�

��

t

x x
 | |

0 ,

(2)

ãäå 	 ( , )y t — êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû,

	 	 	 	( , ) ( ) [ ( ) ( )] ( )y t t t t S y y
k

n

k k k�  � �

�

�

 ��1

1

1

1 ;

	 k t( ) — êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè k-ãî ñëîÿ ïëàñòèíû; � 0 è � n —

êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è ñ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé K 0 è K n ïëàñòèíû;
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Ðèñ. 1. Ñå÷åíèå èçîòðîïíîé òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé ìíîãîñëîéíîé áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû
ïëîñêîñòüþ z � 0



N y y S y y S y yj j j1 1 1( , ) ( ) ( )
� � � �

� � � � ; N x h S x h S x h( , ) ( ) ( )�  � �
� 

;

S
�
( )� — àñèììåòðè÷åñêèå åäèíè÷íûå ôóíêöèè [20],

S
�

�

�

�
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1 0
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t x y
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kd S y y
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( , )

( ) ( ) [


�1( ) ( )]� 	 � �k d , (3)

ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êîòîðóþ ïî ïåðåìåííûì x è y, ïîëó÷èì


�




	







	 	






��

x
y t

t

x
t t

t

xk

n

k k
y

� � �
�

�

�

�

�

�

�



�

�( , ) [ ( ) ( )]
1

1
y

k

k

S y y
�

�( ),


�




	





y
y t

t

y
� ( , ) .

(4)

Ñ ó÷åòîì (4) èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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�
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q N x h N y y j0 1 1( , ) ( , ). (5)

Èñïîëüçîâàâ ñîîòíîøåíèå (3), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) çàïèøåì â âèäå
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y
t t

y
y c

0

0 0
( ),
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y
t t

y y

n c y y
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 x x| |

0.

(6)

Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1), (2) ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèè (3) ïðèâåäåíà ê ÷àñòè÷íî ëèíåàðèçîâàííîé ãðàíè÷íîé

çàäà÷å (5), (6).

Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèè t x( , )0 , t x yk( , ) âûðàæåíèÿìè

t x y t t t S x xk
k

l

m

l

k

l

k
l( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

�  � �

�

�

 ��1
1

1

1
,

(7)

ãäå k n�0, ; y0 0� ; x x xl # �] ; [* * ; x x xm1 2 1� � �
�

... ; m — ÷èñëî ðàçáèåíèé

èíòåðâàëà ] ; [* *�x x ; x* — çíà÷åíèå àáñöèññû, äëÿ êîòîðîé òåìïåðàòóðà

×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
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ïðàêòè÷åñêè ðàâíà tc ( , )k n�0 è íóëþ ( )0� �k n (îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé çàäà÷è); t
l

k( ) , l m�1, , k n�1, , — íåèçâåñòíûå

àïïðîêñèìèðóþùèå çíà÷åíèÿ. Ïîäñòàâèâ (7) â (5) è (6), ïîëó÷èì ëèíåé-

íóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè �:
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kt t t
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l k jt x x S y y q N x h N y y( )] ( ) ( ) ( , ) ( , )( )

1 0 1 , (8)




�  � � �

�

�

�

 ��

�




�

��
y

t t t S x x t
y l

m

l l l c

0

0 1

0
1

1

0 0( ) ( ) ( )( ) ( )
�

�

 

!

"
,




� �  � � �

�

�

 ��

�




�

��
y

t t t S x x t
y y

n
n

l

m

l

n

l

n
l

n

1

1

1

( ) ( ) ( )( ) ( ) c

�

�

�

 

!

"
, (9)

�
| |

,
x ��

�0



�

��

�


x x| |

0 .
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2

2

2x y
— îïåðàòîð Ëàïëàñà â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò; � �
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�

�

�
�( )

( )dS

d
— àñèììåòðè÷åñêàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ

Äèðàêà [20].

Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x ê çàäà÷å (8), (9), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
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ãäå � �

'

�
&1

2
��

�

�
e dxi x — òðàíñôîðìàíòà ôóíêöèè �; & — ïàðàìåòð èíòå-

ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå; i � �1— ìíèìàÿ åäèíèöà.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) íàõîäèì ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ â ñëåäóþùåì âèäå:
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ãäå C C1 2, — ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàâ ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ (11), ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (10), (11):
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Ïðèìåíèâ îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ñîîòíîøåíèþ

(12), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè �:
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Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè

îò òåìïåðàòóðû äëÿ êàæäîãî èç ñëîåâ ïëàñòèíû â ñîîòíîøåíèÿ (3), (13),

ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû

t
l

k( ) , k n� �0 1, , l m�1, . Èñêîìîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (3), (13) êîíêðåòíûõ âûðàæåíèé çàâèñèìîñòåé êîýô-

ôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿ ìàòåðèàëîâ êàæäîãî

ñëîÿ ïëàñòèíû.

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû. Ðàññìîòðèì

ïëàñòèíó, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ñëîåâ, ñ âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà â

ñðåäíåì ñëîå (n = 3, j = 2). Ïóñòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîä-

íîñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿ ìàòåðèàëîâ êàæäîãî èç ñëîåâ ïëàñòèíû, êîòîðàÿ

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, îïèñûâàåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì 	 	( ) ( )t kt� �
0 1 [21, 22], ãäå 	

0 è k — îïîðíûé è òåìïåðàòóð-

íûé êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè. Èç âûðàæåíèé (3), (13) ïîëó÷èì

ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû t:

â îáëàñòè 0 1� �y y —

t k k� � �( / ) /1 1 2 1 1
0

1� 	 , (14)

â îáëàñòè y y y1 2� � —

t k k� � � ( ( / )) /*1 1 2 2 2
0

1 2� 	 � , (15)
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Ôîðìóëû (14)—(16) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòó-

ðû â òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé ìíîãîñëîéíîé áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå ñ òåïëî-

èçîëèðîâàííûìè ëèöåâûìè ïîâåðõíîñòÿìè, êîíâåêòèâíûì òåïëîîáìåíîì

è ëîêàëüíî ñîñðåäîòî÷åííûìè âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïëàñòèíó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñëîåâ ñ ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè èñòî÷íèêàìè òåïëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ñîïðÿæåíèÿ

ñëîåâ (ðèñ. 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû

y y� � 1 , y y� 2 òåìïåðàòóðà ñîîòâåòñòâåííî ñîñòàâëÿåò t1 0� , t2 700� °C.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèÿ (1)—(5) è (13) cîîòâåòñò-

âåííî ïðèìóò âèä
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Ðèñ. 2. Äâóõñëîéíàÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïëàñòèíà
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé ïëàñòèíû îò ïðîñòðàíñòâåííîé
êîîðäèíàòû y: a — ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû íà ìîäåëè â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð îò íóëÿ äî 700 °Ñ;
á — 1 — ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ; 2— ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, âûïîëíåííûõ ñ
ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, àäåêâàòíû ðåàëüíîìó ôèçè÷åñêîìó
ïðîöåññó (ðèñ. 3, à). Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ìåæäó ðàñ÷åò-
íûìè çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû è ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà ñîñòàâëÿåò
15 % (ðèñ. 3, á).

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òåìïåðàòóðû íà ãðàíè÷-
íûõ ïîâåðõíîñòÿõ èíîðîäíûõ ñëîåâ è ïëàñòèíû äàëà âîçìîæíîñòü ïîë-
íîñòüþ ëèíåàðèçîâàòü çàäà÷ó, ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êîòîðîé
ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

A method has been proposed for solving the nonlinear boundary value problems of heat conduc-
tion as an example of an infinite plate with temperature-sensitive multilayer insulated facial sur-
faces, convective heat transfer and locally focused internal heat sources. A numerical analysis of
temperature field for the two-layer plate has been done with results of the experiment presented.
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ðåøåíèè çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñ-

òåì, ïîñêîëüêó íàäåæíîñòü ðàçëè÷íûõ ïðîìûøëåííûõ èçäåëèé, à òàêæå

îòäåëüíûõ óçëîâ è äåòàëåé, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò òåìïåðà-

òóðíûõ ðåæèìîâ, ïðè êîòîðûõ ýòè èçäåëèÿ è èõ îòäåëüíûå ÷àñòè ýêñïëóà-

òèðóþòñÿ. Ñëîæíîñòü òàêèõ çàäà÷ îáóñëîâëåíà õàðàêòåðîì èññëåäóåìûõ

ïðîöåññîâ, à òàêæå âèäîì ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé [1, 2].

Áàçîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîöåññîâ òåïëîïðî-

âîäíîñòè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, 3D-MAX, ANSYS, T-FLEX, MAYA,

CATI è äð.). Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñåòî÷íûå ìåòîäû,

òðåáóþùèå áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé [3].

Ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, òðåáóþùèõ âûñîêîé ñêîðîñòè

âû÷èñëåíèé, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå óíèâåðñàëüíûõ è îò-

íîñèòåëüíî ïðîñòûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëåé äèíàìèêè

íåñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ äàííîé
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ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ó÷åò îñîáåííîñòè îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå

ñèììåòðè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà ïåðñ-

ïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåòîä ñå÷åíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìè-

ðóþùèõ âûðàæåíèé.

Ïîëó÷åíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíûõ òåï-

ëîâûõ ïðîöåññîâ ìåòîäîì ñå÷åíèé. Ìåòîäèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíå-

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
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�
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ãàåì, ÷òî ðåøåíèå u x t( , ) óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî àïïðîê-

ñèìèðîâàíî ðÿäîì
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�

	




1

,

â êîòîðîì Q xn ( ) — èçâåñòíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð x n, x n2 , cos nx è äðó-

ãèå, èìåþùèå ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ïðîèçâîäíûõ ïî x. Ïðîèçâîäíûå
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äëÿ êîýôôèöèåíòîâ D x xi i( , ) ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
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ïðîõîäÿùèé ÷åðåç çàäàííûå îïîðíûå òî÷êè x0, x1, x2, è âûðàæåíèÿ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àòü åãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî êîîðäèíàòå x.

Äëÿ çàäà÷, èìåþùèõ ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå, âûáåðåì ôóíêöèþ

Q x xn
n( ) � 2 è îãðàíè÷èìñÿ òðåìÿ ÷ëåíàìè ðÿäà â (2). Âûáðàâ îïîðíûå

òî÷êè x = 0, x1 = 0,5 è x2 = 1, çàïèøåì
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Äèôôåðåíöèðóÿ (3) ïî x, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà
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Ïîäñòàâèâ â (1) âûðàæåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé (4), çàïèøåì
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Ïîëàãàÿ â (5) x = 0 è x �1 2/ , ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí u t( , )0 è u t( / , )1 2 ,
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(6), ñ ó÷åòîì (3) ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

u x t( , ) â ëþáîé òî÷êå.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (6) ñïðàâåäëèâû äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà. Åñëè çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ (8) ïî ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñ-
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â (9) çíà÷åíèé x â îïîðíûõ òî÷êàõ ïîëó-

÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ u t( , )0 è u t( / , )1 2 .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé u t( , )0 è u t( / , )1 2 íåîáõîäèìî ïîä-

ñòàâèòü â (10) ïî î÷åðåäè x �0è x �1 2/ , ïîëó÷èòü ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ,
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé óáåæäàåìñÿ, ÷òî â òî÷êàõ

x �0è x �1 2/ èç âûðàæåíèÿ (12) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ

u t( , )0 è u t( / , )1 2 .

Ïîäñòàâèâ â (1) âûðàæåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé (11), ïîëó÷èì
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé u t( , )0 è u t( / , )1 2 íåîáõîäèìî ïîäñòà-

âèòü â (13) ïî î÷åðåäè x �0è x �1 2/ , ïîëó÷èòü ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ðåøèòü åå.

Ôîðìóëà àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà,

ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå îáùèìè. Ïîëàãàÿ � �0 èëè � �0, èç íèõ îïðåäåëÿþò

ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî

è âòîðîãî ðîäà, ñîâïàäàþùèå ñ (4) è (7).

Èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â íåîãðàíè-

÷åííîé ïëàñòèíå ñ ñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî

ðîäà. Èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïëàñòèíà òîëùèíîé 2R (ðèñ. 1) ñ êîýôôè-

öèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàòû x. Òåìïåðàòóðà íà

ãðàíèöàõ ïëàñòèíû ïðèíóäèòåëüíî ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó, çàäàííîìó ôóíêöèåé

âðåìåíè F tãð1( ). Âíóòðè ïëàñòèíû äåéñòâóåò èñòî÷íèê òåïëà, ìîùíîñòü êîòî-

ðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà f (t). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ðàñïðåäåëå-

íèå òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòó-

ðû â ëþáîé òî÷êå ïî òîëùèíå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Â ýòîì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíûé òåïëîâîé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ îäíî-

ìåðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè (1), ãäå êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-

âîäíîñòè èìååò âèä

a x
b a a x

a

2 2 0 2
2

22
( )

( )
�

�

, a a x0 2
2 0� � , 0 2 0 �a a , b2 0� ,

à âíóòðåííèé èñòî÷íèê òåïëà f t b e
b t

( ) �
�

1
1 .

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,

T x t F t e a a ex
b t b t

( , )| ( ) ( )
��

� �

� � � � �1 0 21 1 2
ãð1 ,

Â.À. Ôåäîð÷óê, À.È. Ìàõîâè÷

76 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 3



è íà÷àëüíîå óñëîâèå

T x t a a xt( , )|
�
� �0 0 2

2. (14)

Çàäà÷à (1) èìååò òî÷íîå àíàëèòè÷åñ-

êîå ðåøåíèå:

T x t e a a x e
b t b t

( , ) ( )� � � �
� �

1 1 2
0 2

2 .

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü ìåòîäîì

ñå÷åíèé. Çàìåíèâ â (1) ÷àñòíóþ ïðîèç-

âîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñò-

âåííîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèåì (4), çà-
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Äëÿ óðàâíåíèé (15) çàäàåì ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó-

÷åííûå èç (14):

T t at( , )|0 0 0�
� , T t a at( / , )| ( / )1 2 40 0 2�

� � . (16)

Ðåøèâ ñèñòåìó (15), ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3) ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü âû-

÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè T (x, t) â ëþáîé òî÷êå:

T x t x x T t( , ) ( ) ( , )� � � �4 5 1 04 2

� �
�

�



�

�

�� �

16

3
1

1

2

1

3
4 12 2 2 2x x T t x x F t( ) , ( ) ( )ãð1 . (17)

Óðàâíåíèå (17) è ñèñòåìà (15) ìîãóò áûòü ðåøåíû ïðè ëþáûõ èìåþ-

ùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë çíà÷åíèÿõ a x2( ), F tãð1( ), f x t( , ). Äëÿ ïðèìåðà
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0 x– x

RR

T (x, t)

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå
îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ



âûáåðåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ: a0 = 2; a2 = 0,5; b1 = 0,1;

b2 = 0,5. Òîãäà a2 0 1( ) � ; a2 1 2 15 16( / ) /� ; f t f t b t( , ) ( / , ) , ,0 1 2 01 0 1
� �

� ;

F t e et t
ãð1( ) ,, ,

� � �
� �1 150 1 0 5 .

Ïðè âûáðàííûõ êîýôôèöèåíòàõ ñèñòåìà (15) ïðèìåò âèä
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16

t te�
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(18)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (18) ÷èñëåííî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî

ðåøàòåëÿ â ñðåäå Matlab. Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé

êîîðäèíàòå ïðîâåäåíà ñîîòâåòñòâåííî ñ øàãîì 0,0001 è 0,05. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ëþáîé ïðîñòðàíñò-

âåííîé êîîðäèíàòå è â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (17),

êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ èìååò âèä

T x t x x T t( , ) ( ) ( , )� � � �4 5 1 04 2

� �
�

�



�

�
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� �16

3
1

1

2

1

3
4 1 1 152 2 2 2 0 1x x T t x x e et( ) , ( )( ,, 0 5, )t .

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2

(ñì. âêëåéêó). Ïðè ñðàâíåíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ïîëó-

÷åíà âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ! ( , )t x (ðèñ. 3, ñì. âêëåéêó).

Âûâîäû

Àïïðîêñèìàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèëà ñóùåñò-

âåííî óïðîñòèòü âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïðè óñëîâèè îáåñïå÷åíèÿ

ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïîëó÷åíî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 0,05 %, ÷òî âïîëíå

ïðèåìëåìî äëÿ âûïîëíåíèÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà-

÷àõ. Óìåðåííàÿ òî÷íîñòü êîìïåíñèðóåòñÿ óíèâåðñàëüíîñòüþ ïîëó÷åííûõ

âûðàæåíèé, â êîòîðûõ ó÷òåíû ñèììåòðè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî,

âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæåò áûòü ýôôåêòèâåí â

ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, à òàêæå â çàäà÷àõ, òðå-

áóþùèõ ñâåðõáûñòðîãî ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé.
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The method for studying of the dynamics of transient thermal processes, which takes into account
the symmetric boundary conditions, is considered in the article.
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Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà
â ïðîáëåìå ðåêîíñòðóêöèè
ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ êâàíòîâîãî ñâåòà

Ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè ðåàëèçîâàí àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ íåêîððåêòíîé ïðîá-
ëåìû ðåäóêöèè øóìà, ñâÿçàííîãî ñ ïîòåðÿìè, òåìíûìè îòñ÷åòàìè è ôîíîâûì èçëó÷åíèåì, â
ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ êâàíòîâîãî ñâåòà. Ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðàòîð â óðàâíåíèè ïåð-
âîãî ðîäà ïîçâîëÿåò íàïðÿìóþ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ èç
ñòàòèñòèêè ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ øóìà, ÷òî ïîäòâåðæäåíî âû÷èñ-
ëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Ìåòîäàìè îá÷èñëþâàëüíî¿ ô³çèêè ðåàë³çîâàíî àëãîðèòì äîñë³äæåííÿ íåêîðåêòíî¿ çàäà÷³
ðåäóêö³¿ øóìó, ïîâ’ÿçàíîãî ³ç âòðàòàìè, òåìíèìè â³äë³êàìè ³ ôîíîâèì âèïðîì³íþâàííÿì,
â ñòàòèñòèö³ ôîòîâ³äë³ê³â êâàíòîâîãî ñâ³òëà. Ðåãóëÿðèçóþ÷èé îïåðàòîð â ð³âíÿíí³ ïåð-
øîãî ðîäó äîçâîëÿº íàïðÿìó â³äíîâèòè ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó ÷èñëà ôîòîí³â ³ç ñòàòèñòèêè
ôîòîâ³äë³ê³â ïðè â³äîìèõ ïàðàìåòðàõ øóìó, ùî ï³äòâåðäæåíî îá÷èñëþâàëüíèìè åêñïå-
ðèìåíòàìè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: êâàíòîâàÿ îïòèêà, ôîòîí, âåðîÿòíîñòü, íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à,
îïåðàòîð.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâåííî âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ïðîöåñ-

ñîâ, ñâîéñòâ è ÿâëåíèé â êâàíòîâîé ôèçèêå. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ

íàïðàâëåíèé êàê â ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèÿõ, òàê è â ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ ôîòîýëåêòðè÷åñêîå äåòåêòèðîâàíèå. Â òåêóùåì

äåñÿòèëåòèè îñîáûé èíòåðåñ ñâÿçàí ñ äåòåêòèðîâàíèåì, ðàçëè÷àþùèì îò-
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äåëüíûå êîëè÷åñòâà ôîòîíîâ [1], ÷òî îáóñëîâëåíî ñóùåñòâåííûì ïðî-

ãðåññîì â îáëàñòè êâàíòîâîé îïòèêè è êâàíòîâîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

Â îñíîâå ïðîöåññà ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ôîòî-

ýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà: àòîìû äåòåêòîðà èçëó÷àþò ýëåêòðîíû ïîä âîç-

äåéñòâèåì ñâåòà. ×èñëî ýëåêòðîíîâ ìîæíî îïðåäåëèòü, â ÷àñòíîñòè, ïî

âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîòîòîêà. Â èäåàëüíîé ñèòóàöèè ÷èñëî ýìè-

òèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ ðàâíî ÷èñëó ïîãëîùåííûõ ôîòîíîâ. Îäíàêî íà

ïðàêòèêå ïàäàþùèé ôîòîí ïîãëîùàåòñÿ ëèøü ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿò-

íîñòüþ �, íàçûâàåìîé êâàíòîâûì âûõîäîì äåòåêòîðà. Â ñîâðåìåííûõ äå-

òåêòîðàõ ýòà âåëè÷èíà ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷åíèé, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê

åäèíèöå [1]. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîâûøåíèå êâàíòîâîãî âû-

õîäà â áîëüøèíñòâå äåòåêòîðîâ âåäåò ê âîçðàñòàíèþ ÷èñëà ëîæíûõ ñðàáà-

òûâàíèé äåòåêòîðà (òàê íàçûâàåìûõ òåìíûõ îòñ÷åòîâ). Ïîäîáíûé ýôôåêò

âûçûâàåò è ôîíîâîå èçëó÷åíèå. Òàêîé èñòî÷íèê ïðèâîäèò ê íåçàâèñèìîìó

àääèòèâíîìó ïóàññîíîâñêîìó øóìó.

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ äåòåêòîðîâ,

ðàçëè÷àþùèõ ÷èñëî ôîòîíîâ, îñíîâàíî íà òåõíîëîãèè äåòåêòîðíûõ êëàñ-

òåðîâ [1, 2]. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè èñõîäíîãî ïó÷êà íà ìíîæåñòâî

ñîñòàâëÿþùèõ ëó÷åé, êàæäûé èç êîòîðûõ àíàëèçèðóåòñÿ îòäåëüíî. Ïî

÷èñëó ñðàáîòàâøèõ äåòåêòîðîâ äåëàåòñÿ âûâîä î êîëè÷åñòâå ïîãëîùåííûõ

ôîòîíîâ. Òàêàÿ ìåòîäèêà èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. ×òîáû èñêëþ÷èòü âîç-

ìîæíûå îøèáêè, íåîáõîäèìî ñ îñîáîé òùàòåëüíîñòüþ ïîäáèðàòü ÷èñëî

äåòåêòîðîâ [3, 4].

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ äåòåêòèðîâàíèÿ ôîòîíîâ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì,

ñîîòâåòñòâóþùåå ìîäåëèðîâàíèå òðåáóåò âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà. Òåî-

ðèÿ ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ [5] ïðåäîïðåäåëÿåò îñíîâíîé ýêñïåðèìåíòàëü-

íûé ðåçóëüòàò òàêèõ èññëåäîâàíèé — ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôî-

òîîòñ÷åòîâ Pm, êîòîðàÿ íåñåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ïîòåðÿõ, ñâÿçàííûõ ñ

íåèäåàëüíîñòüþ êâàíòîâîãî âûõîäà è íàëè÷èåì òåìíûõ îòñ÷åòîâ. Äëÿ

òîãî ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî ñâåòîâîå

èçëó÷åíèå, íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü èñêàæàþùóþ èíôîðìàöèþ ïðè ðàáîòå

ñ èñòèííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ pn . Îñîáåííîñòü òà-

êîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïî-

íåíòû åãî ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîäîëå-

íèÿ ïðîáëåìû íåêîððåêòíîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) çàäà÷è.

Ôèçè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì [6, 7]. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ôîòîîòñ÷åòîâ Pm ïðè êîíå÷-

íîì êâàíòîâîì âûõîäå äåòåêòîðà � è ñðåäíåì ÷èñëå øóìîâûõ îòñ÷åòîâ
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N nc , ñâÿçàííûõ ñ òåìíîâûì ôîòîòîêîì è ôîíîâûì èçëó÷åíèåì, îïðåäå-

ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [7, 8]

P S N pm

n

mn nc n�

�

��

�

0

( , )� , (1)

ãäå S mn — âåðîÿòíîñòü ðåãèñòðàöèè m ôîòîîòñ÷åòîâ â n-ôîòîííîì (Ôî-

êîâñêîì) ñîñòîÿíèè; pn — àïðèîðíàÿ (êâàíòîâàÿ) âåðîÿòíîñòü íàéòè ýòî

ñîñòîÿíèå. Âåëè÷èíà S mn âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S N e N
n

m
L Nmn nc

N
nc
m n n

n
m n

nc
nc( , )

!

!
( ( ))� � �� �

� � � �1 1 , m n	 ,

S N e L Nmn nc
N n m m

m
m n

nc
nc( , ) ) ( ( ))� 
��� � �� �

� � � �1 1 , m n� ,

ãäå L zn
 ( ) — ïîëèíîì Ëàãåððà. Îòíîñèòåëüíî êâàíòîâîé âåðîÿòíîñòè pn

àïðèîðè ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ

pn 	 0, (2)

n

np� �1. (3)

Â ðåçóëüòàòå öåëåíàïðàâëåííûõ ïîèñêîâ âûðàæåíèå (1) ôîðìàëüíî

îáðàùåíî àíàëèòè÷åñêè [7] :

p S N Pn

m

nm nc m�

�

��

�

�

0

1( , )� , (4)

ãäå

S N m m n N e
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n

nc� � �

� � � � �

�1 11 1 1( , ) ( , ; ( ))
( )

� � ��

�

�

m

n m( )!
, m n� ,

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå {S mn }; � ( , ; )n m z —

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êóììåðà.

Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå (4) ìîæåò áûòü óïðîùåíî. Òàê, â

ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ øóìîâûõ îòñ÷åòîâ, êîãäà N nc �0, îíî èìååò âèä [9]

p
n
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m�
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�

�

�

�

� �

�

� � �

�

0
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Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðè êâàíòîâîì âûõîäå��1çíà÷åíèå pn îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

p e
N

m n
Pn

N

m n

nc
m n

m
nc

�

�

�
�

�� �

�

( )

( )!
.

Â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî,

÷òî âûðàæåíèå (4), êàê ôîðìàëüíîå îáðàùåíèå âûðàæåíèÿ (1), íå îáåñ-

ïå÷èâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà, ïîñêîëüêó ìàëåéøèå ïîãðåøíîñòè â ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ

Pm, ñâÿçàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîöåäóðîé, âûçûâàþò áîëüøèå îò-

êëîíåíèÿ â ðåêîíñòðóèðóåìîé ñòàòèñòèêå ÷èñëà ôîòîíîâ pn (ðèñ. 1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîä, ïîçâîëèâøèé ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû [6],

îñíîâà êîòîðûõ ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ (çà-

äàâàåìîé ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé pn ) ïî èçìåðÿåìîé ýêñïåðèìåí-

òàëüíî ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ Pm. Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó-

ëèðîâêó ïðîáëåìû âîññòàíîâëåíèÿ ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ. Ñòàòèñòèêà

ôîòîîòñ÷åòîâ Pm ñâÿçàíà ñî ñòàòèñòèêîé ÷èñëà ôîòîíîâ pn îïåðàòîðíûì

óðàâíåíèåì

u Av� , u U� , v V� , (5)

ãäå îïåðàòîð A ïîðîæäåí ìàòðèöåé {S mn } ñ ýëåìåíòàìè S Nmn nc( , )� — âå-

ðîÿòíîñòÿìè ðåãèñòðàöèè m� 0 1 2, , , ... ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè íàëè÷èè n �0 1 2, , , ...

ôîòîíîâ. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà [10].
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Ðèñ. 1. Èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå (
�

) ÷èñëà ôîòîíîâ pn ïðè õàîòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ñâå-
òîâîé ìîäû ñ äîáàâëåííûì ôîòîíîì [6] è ðåçóëüòàò ïðÿìîãî âîññòàíîâëåíèÿ (�) ÷èñëà
ôîòîíîâ ñîãëàñíî (4) ïðè N nc � 0 748, ; � � 0 7764,



Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà {S mn } ïðåäñòàâëÿëà îãðàíè÷åí-

íûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé âñþäó â äåéñòâèòåëüíîì ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâåV l� 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ïðè ëþ-

áûõ êîíå÷íûõ q è r è ëþáûõ x x xq0 1, , ..., ; y y yr0 1, , ..., íåðàâåíñòâà

n
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,

ãäå M — ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî; x x xq0 1, , ..., — êîìïîíåíòû âåêòîðà

f x e l
k

k k� �

�

�

�

0

2; y y yr0 1, , ..., — êîìïîíåíòû âåêòîðà g y e l
k

k k� �

�

�

�

0

2;

{ }ek k�
�

0 — îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â l2.

Ïîñêîëüêó âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé S Nmn nc( , )� è Pm, êàê ïðàâèëî,

èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåíèÿ
~

( , )S Nmn nc� è
~
Pm, ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåðêå ïîäëåæèò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñîáëþ-

äåíèå íåðàâåíñòâà

n

q

m

r

mn n m
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r

mS x y M x y
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Â ñëó÷àå ïîäòâåðæäåíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (6) èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè �� h :

A v uh �
�
, u U
�
� , v V� . (7)

Ïðè ýòîì || ||u u� �
�

� , || ||A A hh� � . Óñëîâèÿ (6) áóäóò çàâåäîìî âûïîëíåíû,

åñëè îêàæåòñÿ ñïðàâåäëèâûì áîëåå ëàêîíè÷íîå ñîîòíîøåíèå
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Âàæíåéøèì ýòàïîì èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî îïå-

ðàòîðà Ah ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå åãî êîìïàêòíîñòè (âïîëíå íåïðåðûâíîñ-

òè). Äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà

Ah ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü åãî àáñîëþòíîé íîðìû, èëè ñõîäèìîñòü ðÿäà [10]:
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. (8)

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ (8) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî óðàâíåíèå (7) —

ýòî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà, ãäå A V Uh ��( , ) — ëèíåéíûé
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êîìïàêòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V l� 2 â

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîU l� 2; u P P P P Um�
� �{

~
,

~
,

~
, ...,

~
, ...}0 1 2 — çàäàííûé

ýëåìåíò; v p p p p Vn� �{ , , , ..., , ...}0 1 2 — èñêîìûé ýëåìåíò;�( , )V U — ïðîñò-

ðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà V.

Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Ah èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ïðè âû-

áîðå ìåòîäà è ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ðîäà (7), òàê êàê â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V êîìïàêòíûé

îïåðàòîð Ah íå ìîæåò èìåòü îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà Ah
�1 â

ïðîñòðàíñòâå U [11]. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ôîðìàëüíîå îáðàùåíèå (4) èëè

ïîïûòêà ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) â âèäå v A uh�
�1

�
íå ïðèâîäèò ê óäîâ-

ëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïî-

ñêîëüêó áåñêîíå÷íî ìàëûå âàðèàöèè â ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ Pm, ñâÿ-

çàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîöåäóðîé, ïðèâîäÿò ê ñêîëü óãîäíî áîëü-

øèì îòêëîíåíèÿì â ðåêîíñòðóèðóåìîé ñòàòèñòèêå ÷èñëà ôîòîíîâ pn . Òàêèì

îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (7) íåóñòîé÷èâî, à çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííîé ïî Àäàìàðó [12—15].

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è â ðàññìîòðåíèå

ââîäèòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðàòîð (ðåãóëÿðèçàòîð) R h Ah
�( , , ) [12]

òàêîé, ÷òî

lim sup sup inf
:

|| ||

:

|| ||

�

�

�

�

�

�

� � � �

�

�

0
0h

A

A A h

u

u u

v
h

h V U U

A u
h Vv R h A u

�

� �
1

0|| ( , , ) ||
 �
� ,

ãäå A u�1 — ïîëíûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà u; — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ëàçåðíîé ôèçè-

êå, íåëèíåéíîé îïòèêå, êâàíòîâîé îïòèêå âìåñòî òî÷íûõ äàííûõ çàäà÷è A

è u èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåíèÿ ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè �, h: || ||u u� �
�

�,

|| ||A A hh� � , ò.å. âìåñòî (1) ðåøàåòñÿ ïðèáëèæåííîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

A v uh �
�
, u U

�
� , A V Uh ��( , ).

Êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè

íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) (èëè ðåøåíèÿ (5) ñ íàèìåíüøåé

íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå V) v A� � �

� � �Range Range A Ker A( ) ( ) ( )* ïðèá-

ëèæåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî

A�— ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïñåâäîîáðàòíûé ê îïåðàòîðó A, òàêîé, ÷òî

A A� � �
� �: Range Range A Ker A( ) ( ) ( ) ,* A� — íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, åñ-

ëè Range Range A( ) ( )A � .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16]: íîðìàëüíîå ðåøåíèå

v A u� �

� (u A A� �
�Range Range( ) ( ) ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ A Av A u v* * *( ( )� �Range A ) .
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Êàê ïðàâèëî, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè (5) â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèÿõ ëàçåðíîé ôèçèêè, íåëèíåéíîé îïòèêè, êâàíòîâîé îïòèêè îáëà-

äàþò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî Range Range A( ) ( )A � (íàïðèìåð, A — ëèíåé-

íûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð), ò.å. ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Av u�

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ðåøèòü çàäà÷ó

óñòîé÷èâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5) ïðè íåòî÷íî

çàäàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ u U
�
� , A V Uh ��( , ), || ||u u� �

�
�, || ||A A hh� � ñ

èçâåñòíûìè � è h ìîæíî ëèøü îäíèì èç ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè. Ñðåäè

íèõ íàèáîëåå èçâåñòåí ìåòîä, òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êîòîðîãî áûëè çàëî-

æåíû â ðàáîòàõ À.Í. Òèõîíîâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì äëÿ ðåøå-

íèÿ (7) ââîäèòñÿ ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë (ïàðàìåòðè÷åñêèé ôóíêöèî-

íàë Òèõîíîâà) [12]:

�  
 � �

[ , ] || || [ ]v u A v u vh U� � �
2 , (9)

ãäå [ ]v — ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë (îáû÷íî [ ] || ||v v V�
2 );1 0! ! —

ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè; || ||A v uh U�
�

2 — íåâÿçêà óðàâíåíèÿ (7) íà ýëå-

ìåíòå v. Îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíò v


òàêîé, ÷òî ôóíêöèîíàë (9) èìååò íà íåì

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ò.å.

� �
  �  �

[ , ] inf [ , ]v u v u
v V
�

�

. (10)

Åñëè â (9) [ ] || ||v v V�
2 , òî óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò äîñòàòî÷íî ïðîñ-

òîé âèä: 
  �

v A A v A uh h h� �
* * . Ïðè ýòîì

v E A A A u R uh h h �  �
� � �

�( )* *1 , (11)

ãäå R E A A Ah h h
� �

�( )* *1 . Ïðè�, h� 0äîëæíî è� 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10)

ñëåäóåò ïðèíÿòü

v E A A A u�

�

�

� �lim ( )* *





0

1 (12)

ïðè  [ ] || ||v v V�
2 . Ðåøåíèå (12) — íîðìàëüíîå ðåøåíèå, ò.å. ïðè òî÷íûõ

çíà÷åíèÿõ v è A èç âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Av u� , u U� , v V� , ìåòîäîì

Òèõîíîâà âûáèðàåòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå. Ôîðìóëà (12) ìîæåò áûòü

çàïèñàíà â âèäå v A u� �

� , ãäå A E A A A�

�

�

� �lim ( )* *





0

1 — îïåðàòîð, ïñåâ-

äîîáðàòíûé ê A. Åñëè � � 0è (èëè) h � 0, òî ìåòîä äàåò ðåøåíèå v


, êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ v � . Ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå [17].
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü v V�

� — íîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5). Ñî-

ãëàñíî ìåòîäó (11), åñëè  �( , )h � 0 òàê, ÷òî

lim
( , ),�

�

 �h

h

h�

�

�

0

2 2

0 ,

òî lim || ||
,

( , )
�

 �

h
hv v

�

�

� �

0
0 .

Êàê ïðàâèëî, äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíîé çàäà÷è èìååòñÿ íåñêîëüêî ìåòî-

äîâ. Ýòî â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ è ê íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å. Â

äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ñîñëàòüñÿ íà âàæíûé êëàññ ðåãóëÿçèðóþùèõ àëãî-

ðèòìîâ, ïðåäëîæåííûé À.Â. Áàêóøèíñêèì [17]. Èäåÿ ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîñòðîåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé G g�{ ( ),

" �( , )}0 1 ,

èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ íà ïîëóîñè [ , )0 � è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè

# �$ $[ , ]*0 óñëîâèÿì

sup | ( )|
% "�

$

 $

$

" " " & 

� �

� �1 g , (13)

sup | ( )| *
/

% "�


" " & 

� �

�

�g 1 2, (14)

ãäå $* ,&
$
,& * — íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò .

Ñèñòåìà ôóíêöèé G íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè

R R g A A Ah h h� �
 

( )* * , g G

� . (15)

Ïàðàìåòð $* ôóíêöèè g


íàçûâàþò êâàëèôèêàöèåé ìåòîäà R


, à ïàðàìåòð

 � �( , )h — ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè. Ðåãóëÿðèçàòîðû (15) ïîçâîëÿþò

äîñòè÷ü îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà êëàññàõ óðàâíåíèé (5) ñ èñòî-

êîïðåäñòàâèìûìè ðåøåíèÿìè.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

íåêîððåêòíîãî óðàâíåíèÿ (5) â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ íåêîòîðîå öåíò-

ðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî M, êîòîðîå â òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷

èìååò âèä [18]

M A z z A w w V$ '

$

', ( ): { : | | , || || }� � � ,

ãäå $!0, ' !0, | | ( )* /A A A�
1 2. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M A

$ ', ( ) íàçûâàþòñÿ

èñòîêîïðåäñòàâèìûìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (5) èìååò èñòîêî-

ïðåäñòàâèìîå ðåøåíèå v M A�

�
$ ', ( ), òî v �— íàèìåíüøåå â ìåòðèêå V ðå-

øåíèå (5). Êðîìå òîãî, äëÿ# !$ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåRange A(| | )$ �

�Range A( )* , ò.å. ýëåìåíòû | |A w$ îáðàçóþò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â
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ïîäïðîñòðàíñòâå Ker A( )� , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò íîðìàëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (5).

Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðèçàòîðîâR R0 � � ({ ( ) , }* *g A A A g Gh h h 
, âêëþ÷àåò

â ñåáÿ áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè [18].

1. Ðåãóëÿðèçàòîð ìåòîäà Òèõîíîâà R E A A Ah h h
� �

�( )* *1 ÿâëÿåòñÿ ýëå-

ìåíòîì ìíîæåñòâà R0 ñ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé g

"  "( ) ( )� �

�1 è ïàðàìåò-

ðàìè & * /�1 2, & $ $
$

$ $

� �
�( )( )1 1 . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà Òèõîíîâà $* �1.

2. Îáîáùåííûé ðåãóëÿðèçàòîð ìåòîäà Òèõîíîâà

R E A A A A Aq
h h

q
h h

q
h

� � �
� � �( ( ) ) ( )* * *1 1 1

0R , q 	 �1 2/ (16)

ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé g q q q

" "  "( ) ( )� �

� � �1 1 1 ïðè $* � �q 1.

3. Íåñòàöèîíàðíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà Òèõîíîâà. Çàäàåòñÿ

v0 0� . Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû vk (k = 1, 2, ...,) êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé

 
�k k h h k k k hv A A v v A u� � �

�

* *
1 ,

( 0 1� �
�

 k k , íàïðèìåð, k
kq� , 0 1� �q ) . (17)

Ìåòîä (17) ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé

g
i

k
i

i


"

"



 "

( ) � �

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

)

1
1

1

, " � 0 ,

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (13), (14) äëÿ & $
$

$

�O ( ) ïðè 0 1� �$ è &
$
�

�O c( )$
$

ïðè1� $ . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

4. Íåÿâíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà (ìåòîä Ôàêååâà—Ëàðäè). Çàäàåòñÿ v0 0� .

Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû vk èç óðàâíåíèÿ

* *
�

v A A v v A uk h h k k h� � �
�

* *
1 , k �1 2, ,... (0� �* const) . (18)

Èòåðàöèîííûé ìåòîä (18) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì (15), åñëè

g




"

"

*

* "

( )

/

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1
1

1

, " � 0 , 1 1 2/ , , ... � �k .

Óñëîâèÿ (13), (14) âûïîëíÿþòñÿ ïðè & **
/

�
�1 2, & $*

$

$

� ( ) è k 	 $. Êâàëè-
ôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

5. Ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè, ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ êî-
òîðîãî èìååò âèä

g e ds et

t
t s t( ) ( )( )

"

"

" "

� � �
+

� � �

0

1
1 ,
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òàê ÷òî1� �
�

" "
"g et

t( ) , à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

v E A A g A A v g A A A ut h h t h h t h h h� � �( ( )) ( ))* * * *
0 �

(19)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t � �


1. Óñëîâèÿ (13), (14) â ìåòîäå (19) âûïîëíÿþòñÿ

ïðè & * ,� 06382, & $
$

$

�( )e . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

6. ßâíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà (ìåòîä Ëàíäâåáåðà). Çàäàåòñÿ v0 0� . Ïî-

ñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû vk èç óðàâíåíèÿ

v E A A v A uk h h k h� � �
�

( )* *
* *

�1 , k �1 2, ,... (0 2 2
� �* /|| ||Ah ). (20)

Èòåðàöèîííûé ìåòîä (20) ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé

g




"

"

*"( ) ( ( ) )/
� � �

1
1 1 1 , " � 0,

ãäå ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè  òàêîâ, ÷òî âåëè÷èíà 1/ ïðèíèìàåò ëèøü

öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ 1 1 2/ , , ... � k � . Óñëîâèÿ (13), (14) âûïîëíÿþòñÿ

ïðè & *
*

/
�

1 2, & $ *
$

$

�( / ( ))e . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïî âû÷èñëåíèþ òî÷-

íûõ îöåíîê ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ñ ïðèáëèæåííî çàäàííûìè îïåðàòî-
ðîì Ah è ïðàâîé ÷àñòüþ u

�
ïðè# !v 0 ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ê èñòîêîïðåä-

ñòàâèìîìó íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ v M A�

�
$ ', ( ) íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû

$

$�1
, ò.å. || || (( ) )/( )v R u O h� �

� � �
 �

$ $

�
1 . Îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè

ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ àïðèîðè îáåñïå÷èâàåò âûáîð ïàðàìåòðà ðå-

ãóëÿðèçàöèè , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ �
$

� �
�c h( ) /( )2 1 , c � !const 0.

Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î òî÷íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà $,
îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâî M A

$ ', ( ), ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è
(7) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíûé âûáîð ïàðàìåòðà
 . Îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ è ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ àïîñòå-
ðèîðíîãî âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè  ïðè ðåøåíèè (5) ìåòîäîì
Òèõîíîâà (11) (â ñëó÷àå, êîãäà A Ah� , h �0), íàçûâàåìûé ïðèíöèïîì íå-
âÿçêè, ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí Â.À. Ìîðîçîâûì [19]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíöèïîì íåâÿçêè ïàðàìåòð  âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

|| ||A v u
 �

�� � , (21)

ãäå v E A A A u
 �

� �
�( )* *1 . Íà ïðàêòèêå  âûáèðàþò òàê, ÷òîáû ôóíêöèî-

íàë || ||A v u
 �
� óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ

|| || [A v u a a
 �

�� �,� � 1 2 , (22)
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ãäå 1 1 2� �a a — íåêîòîðûå çàðàíåå çàäàííûå ÷èñëà. Â ñëó÷àå íåòî÷íî çà-

äàííîãî îïåðàòîðà Ah â ðàáîòå [20] áûë ïðåäëîæåí îáîáùåííûé ïðèíöèï

íåâÿçêè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

|| || [ ( ) ( )A v u a v h a v hh  �  
� � � � � ,� � 1 2 . (23)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû (15), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (13), (14) ñîâìåñòíî ñ ïðèíöèïîì íåâÿçêè (22) èëè îáîáùåííûì
ïðèíöèïîì íåâÿçêè (23), ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (5) ñ îïòèìàëü-
íîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòüþ íà ìíîæåñòâå M A

$ ', ( ) äëÿ âñåõ $ òàêèõ, ÷òî
0 2 1� � �$ $( )

*
.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) M. Defriese è C. De Mol îáúåäèíèëè èòåðà-
öèîííûé ìåòîä Ëàíäâåáåðà ñ àïîñòåðèîðíûì âûáîðîì ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-
ðèçàöèè  (÷èñëà èòåðàöèé 1/

*
 � k ) [21]. Ñóòü ïðàâèëà îñòàíîâà çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (11) ïðîäîëæàåòñÿ, åñëè

|| ||
|| ||

A v u
A

h k

h

� !

�

�

�

� *

2

2 2
,

è ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè íåðàâåíñòâî

|| ||
|| ||

*
A v u

A
h k

h

� �

�

�

�

� *

2

2 2

(24)

âûïîëíåíî âïåðâûå. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7)

ïðèíèìàåòñÿ vk*
.

Îñîáåííîñòüþ ïðèíöèïîâ (21), (22) è (24), êàê è ìíîãèõ äðóãèõ, ÿâ-

ëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íèõ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè � ïðàâîé ÷àñòè

u
�

â óðàâíåíèè (7) ïðèñóòñòâóåò â ÿâíîì âèäå. Îäíàêî â íàó÷íûõ ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ â ñèëó èõ óíèêàëüíîñòè îïðåäåëåíèå ïî-

ãðåøíîñòè � íåðåäêî íîñèò äîñòàòî÷íî ñóáúåêòèâíûé õàðàêòåð, êàê è

âûáîð âåëè÷èí a1 è a2 â (22) èëè (23). Çíà÷èòåëüíûé óðîâåíü ñóáúåê-

òèâíîñòè ïðèñóòñòâóåò è ïðè âûáîðå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Âàæíóþ ðîëü

â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò íàëè÷èå àïðèîðíîé èëè àïîñòåðèîðíîé èíôîðìàöèè

î ðåøåíèè çàäà÷è [14], à òàêæå îïûò ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) â ðàññìàòðèâàåìîé êîí-

êðåòíîé çàäà÷å âûáðàí èòåðàöèîííûé ìåòîä Ëàíäâåáåðà (20):

v E A A v A uk h h k h� � �
�

( )* *
* *

�1 ,

k �1 2, , ... (0 2 2
� �* /|| ||Ah ), v0 0� .

Âåñîìûìè àðãóìåíòàìè â ïîëüçó òàêîãî âûáîðà ïîñëóæèëè ïðîñòîòà ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà, âûñîêèé óðîâåíü êîìïüþòåðíîé ñîâìåñ-
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òèìîñòè è äîñòàòî÷íûé óðîâåíü ýôôåêòèâíîñòè êàê ïî ÷èñëó èòåðàöèé,

òàê è ïî òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ëàíä-

âåáåðà íåîáõîäèìî îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè  êàê ìîìåíòà

îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê àïîñòåðèîðíîìó îïðåäåëåíèþ ÷èñëà èòåðà-

öèé k
*
, îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (3). Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ

ôóíêöèîíàë

- [ ]: | |w w
n

n� �

�

�

�

0

1 , (25)

ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ (7) ñ èñïîëüçîâàíèåì (20).
Íà ïåðâîì ýòàïå ôèêñèðóåòñÿ ÷èñëî èòåðàöèé m1, çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî V v E A A v A um k h h k h1 1� � � �
�

{ ( )* *
* *

�
, k m�1 2 1, ,..., } ïðèáëèæåí-

íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7). Ìíîæåñòâî Vm1
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (25) V Dm1 1� ( )- . Îñóùåñòâëÿÿ â õîäå âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà àíàëèç îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà (25) è
íåâÿçêè || ||A v uh k � �

äëÿ ðàçëè÷íûõ m1, ïðèíèìàåì çà èñêîìîå ñëåäóþùåå
ðåøåíèå:

v vk
k m m

k*
arg min | || || |

,

� �

� 0 1

1 1 ,

ãäå || ||. 1 íîðìà â ïðîñòðàíñòâå l1.
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà: � — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ôîòîíîâ pn; * — ðåêîíñòðóèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîîòñ÷åòîâ

~
Pn äëÿ

õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòîâîé ìîäû ñ äîáàâëåííûì ôîòîíîì [6] ìåòîäîì ðåãóëÿðè-
çàöèè Ëàíäâåáåðà;

�
— èñòèííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ pn



Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåí

âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ óðàâíåíèåì (7) ïðè íàëè÷èè äîïîëíè-

òåëüíîãî óñëîâèÿ (2). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà, â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî âûÿñíèëîñü, ÷òî

n m

mnS
�

�

�

�

�� �

0 0

2 14195
~

,

ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ N nc � 0 75, , � � 0 77, , * �0 6, . Ðàáî÷åå ÷èñëî

èòåðàöèé â ýòîì ïðèìåðå k
*
�101, âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé íåâÿçêè

(|| || / || ||) ,
*

A v u uh k � �
� �

00201875. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìà-

öèè ðåøåíèÿ v � ñîñòàâèëà (|| || / || ||) ,
*

v v vk � �
� � 0041438.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåíî êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ðåãèñòðèðóåìûé âåêòîð

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ôîòîîòñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ âåêòîðà ïëîòíîñòè

êâàíòîâûõ âåðîÿòíîñòåé ôîòîíîâ, â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ðîäà. Óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè è íåïðå-

ðûâíîñòè îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî âî âñåì äåéñòâèòåëüíîì ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå l2. Îïðåäåëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîìïàêòíîñòè èñ-

ñëåäóåìîãî îïåðàòîðà. Ïðåäñòàâëåí ïåðå÷åíü ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè èñ-

õîäíîé íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Using methods of computational physics the algorithm is implemented that allows investigating
the ill-posed problem of noise reduction, connected with losses, dark counts and background ra-
diation in photocounting statistics of quantum light. The regularizing operator in operator equa-
tion of the first kind allows direct restoration of photon distribution function from photon-number
statistics with known noise parameters. This is confirmed by computational experiments.
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Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
âÿçêîóïðóãèõ îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ïëàñòèí ïåðåìåííîé æåñòêîñòè

Íà îñíîâå ãèïîòåçû Êèðõãîôà—Ëÿâà â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ïðèâåäåíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãèõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ îðòîòðîïíûõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ñ ó÷åòîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ
âîëí. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà, îñíîâàííîãî íà ìíîãî÷ëåííîé àïïðîêñè-
ìàöèè ïðîãèáà è ïåðåìåùåíèé, çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåì íåëèíåéíûõ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå
âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è èçìåíåíèÿ òîëùèíû íà ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû.

Íà îñíîâ³ ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà—Ëÿâà â ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éí³é ïîñòàíîâö³ íàâåäåíî ìàòå-
ìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ ïðî äèíàì³÷íó ñò³éê³ñòü â’ÿçêîïðóæíèõ ïðÿìîêóòíèõ îðòîòðîïíèõ
ïëàñòèí çì³ííî¿ æîðñòêîñò³ ç óðàõóâàííÿì ðîçïîâñþäæåííÿ ïðóæíèõ õâèëü. Çà äîïî-
ìîãîþ ìåòîäà Áóáíîâà—Ãàëüîðêèíà, áàçîâàíîãî íà áàãàòî÷ëåíí³é àïðîêñèìàö³¿ ïðîãèáó ³
ïåðåì³ùåíü, çàäà÷ó çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåì íåë³í³éíèõ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü ³ç çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ðîçãëÿíóòî âïëèâ â’ÿçêîïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòå-
ð³àëó òà çì³íè òîâùèíè íà ïðîöåñ äèíàì³÷íî¿ ñò³éêîñò³ îðòîòðîïíî¿ ïëàñòèíè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, âÿçêîóïðóãîñòü, îðòîòðîïíîñòü, äèíàìè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìåòîä Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà.

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè øèðîêî âíåäðÿþòñÿ ïëàñòèíû è îáîëî÷êè

ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ ïðåäúÿâëÿåìûìè òðå-

áîâàíèÿìè ê ïðî÷íîñòè, äîëãîâå÷íîñòè, à òàêæå ê äèçàéíó òîíêîñòåííûõ

ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé. Íàðÿäó ñ òîíêîñòåííûìè ýëåìåíòà-

ìè êîíñòðóêöèé èç òðàäèöèîííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ øèðîêî èñ-

ïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêöèè èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ îðòîòðîïíûõ èëè, â îáùåì ñëó÷àå, àíèçîòðîï-

íûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê.

Òàêèå çàäà÷è ñëåäóåò îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé òåîðèè ïëàñòèí è

îáîëî÷åê â êëàññè÷åñêîé è óòî÷íåííîé ïîñòàíîâêàõ. Èññëåäîâàíèÿ ïëàñ-
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òèí è îáîëî÷åê ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî

ñëîæíóþ çàäà÷ó, à èíîãäà ñâÿçàíû ñ íåïðåîäîëèìûìè òðóäíîñòÿìè. Ñ

îäíîé ñòîðîíû, òðåáóåòñÿ ðåøåíèå äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ óðàâíåíèé, ïî-

ëó÷àåìûõ ïîñðåäñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè ñòðåìëåíèè

îòðàçèòü ðåàëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñóùíîñòü ïðîöåññà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ

ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé îòñóòñòâóþò ïîäõîäÿùèå óíèâåðñàëüíûå

÷èñëåííûå ìåòîäû è åäèíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû. Ïðèìåíåíèå

ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ è ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

äèíàìèêè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ñïîñîáñòâóåò áîëåå

øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è

ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ îòðî-

òðîïíûõ ýëåìåíòîâ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè

ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé. Èññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé è äèíàìè÷åñ-

êîé óñòîé÷èâîñòè ýëåìåíòîâ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé òèïà ïëàñòèí è

îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùèíû â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå

ïðè ó÷åòå âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1—8].

Èññëåäóåì âëèÿíèå âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è èçìåíåíèÿ òîë-

ùèíû íà ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé

ïëàñòèíû ïåðåìåííîé æåñòêîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Ïîñò-

ðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿç-

êîóïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû (0� �x a, 0� �y b) ïåðåìåííîé òîë-

ùèíû h h x y� ( , ) â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ñîãëàñíî êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà—Ëÿâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âÿçêîóïðóãàÿ ïëàñ-

òèíà èçãîòîâëåíà èç ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî îðòîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè,

íàãðóæåíà ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé q è ïîäâåðãàåòñÿ áûñòðîâîçðàñòàþùåìó

ñæàòèþ âäîëü ñòîðîíû a ñèëîé P t t( ) �� , ãäå � — ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ôèçè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè � x , � y ,

� xy è äåôîðìàöèÿìè � x , � y , 	 xy çàïèøåì â âèäå [9, 10]

� � �x x yB B� 
 � 
11 11 12 121 1( ) ( )* *
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( , )x y 1 2 , � 	xy xyB� 
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ïîäñòàíîâêîé èíäåêñîâ.

Ñâÿçü ìåæäó äåôîðìàöèÿìè â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè � x , � y , 	 xy è

ïåðåìåùåíèÿìè u, v, w ïî íàïðàâëåíèÿì x, y, z ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ íåïðà-

âèëüíîñòåé ïðåäñòàâèì â âèäå [11]
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ãäå w w x y0 0� ( , ) — íà÷àëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíû. Èçãèáàþùèå M x , M y è

êðóòÿùèå H ìîìåíòû ñ ó÷åòîì (2) èìåþò âèä [9, 10]
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Ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (4) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ó÷èòûâàåò îäíîâðåìåííî âÿçêîóïðóãèå è îðòo-

òðîïíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, à òàêæå ïåðåìåííîñòü òîëùèíû.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîóïðó-

ãèõ ñèñòåì â èçîòðîïíîé ïîñòàíîâêå â ñèñòåìå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ó÷àñòâóåò òîëüêî îäíî ÿäðî ðåëàêñàöèè ñ òðåìÿ ðàçëè÷íû-
ìè ðåîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, òî â îðòîòðîïíîé ïîñòàíîâêå ñîãëàñíî
ãèïîòåçå Êèðõãîôà—Ëÿâà ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ïÿòü ðàçëè÷íûõ ÿäåð ñ 15-þ
ðåîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè âÿçêîñòè. Ïðè ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå ÿäåð ðå-
ëàêñàöèè� ( )t ,�ij t( ), i j, ,�1 2, èñïîëüçóþòñÿ ñèíãóëÿðíûå ÿäðà Êîëòóíîâà—
Ðæàíèöûíà [10]:

� ( )t Ae tt
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& ' 1
( )0 1( (' ij .

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêî-

óïðóãîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè íåëèíåéíûõ çàäà÷
äèíàìèêè íàñëåäñòâåííîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé
ìåòîä Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷èì îñíîâíûå ðàç-
ðåøàþùèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ïóñòü çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ òîëùèíû èìååò âèä h x� �1 '
* , h h0 0� �( )

�const, ãäå '
* — ïàðàìåòð èçìåíåíèÿ òîëùèíû. Ðåøåíèå ñèñòåìû (4),

óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è, áóäåì èñêàòü îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåùåíèé u è v, à òàêæå ïðîãèáà w â âèäå
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Ïîäñòàâëÿÿ (5) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) è âûïîëíÿÿ ïðîöåäóðó Áóáíîâà—
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êð
*

; Pêð — ñòàòè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà; � — ïëîò-

íîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâ-

ëåíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Delphi.

Ðàñ÷åò äåôîðìèðîâàíèÿ âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëü-

íîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (6) âû-

ïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè
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êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë [12, 13]. Êàê è â ðàáîòå [11], â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ,

îïðåäåëÿþùåãî êðèòè÷åñêîå âðåìÿ è êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ïðèíèìàåì

óñëîâèå, ÷òî ñòðåëà ïðîãèáà íå äîëæíà ïðåâûøàòü âåëè÷èíó, ðàâíóþ òîë-

ùèíå ïëàñòèíû h0. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî óñòîé÷èâîñòü

ïëàñòèíû, ïðèíÿò êîýôôèöèåíò äèíàìè÷íîñòè Kä, ðàâíûé îòíîøåíèþ äè-

íàìè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ê ýéëåðîâîé ñòàòè÷åñêîé.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè ïëàñòèíû èç íåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ïðè ðàçëè÷-

íûõ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ. Èçó÷åíî âëèÿíèå íåîäíî-

ðîäíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà ïðîöåññ óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíû. Êàê âèäíî

èç ðèñóíêà à, óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà 2 � E E1 2, îïðåäåëÿþùåãî ñòåïåíü

àíèçîòðîïèè, ïðèâîäèò ê áîëåå ïîçäíåìó èíòåíñèâíîìó âîçðàñòàíèþ ïðî-

ãèáîâ è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Kä. Àíàëî-

ãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíû ïîñòîÿííîé òîëùèíû ïî-

ëó÷åíû â ðàáîòå [14].

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ òîëùèíû ïëàñòèíû '
*

íà äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå á. Ïðè çíà÷åíèÿõ

'
* = 0; 0,5; 0,8 êîýôôèöèåíò äèíàìè÷íîñòè Kä ðàâåí ñîîòâåòñòâåííî 4,85;

4,97; 5,52. Íàïîìíèì, ÷òî óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà '
* âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè-

÷åíèå òîëùèíû ïëàñòèíû. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû ïðè ðàâíûõ îáúåìàõ

ïëàñòèí ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé òîëùèíû. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óâå-

ëè÷åíèåì òîëùèíû ïëàñòèíû çíà÷åíèå Kä óâåëè÷èâàåòñÿ.
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Âûâîäû

Ðàçðàáîòàííûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íåëèíåé-

íûå çàäà÷è äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ ñèñòåì ïåðåìåííîé æåñòêîñòè.

Ñîçäàííûé êîìïëåêñ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì íà ÿçûêå Delphi äàåò âîç-

ìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ â ÷èñëîâîì è ãðàôè÷åñêîì âèäå.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãîé îð-

òîòðîïíîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé æåñòêîñòè íà îñíîâå ìíîãî÷ëåííîé àï-

ïðîêñèìàöèè ïðîãèáîâ ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî èçìåíåíèå òîëùèíû

ïëàñòèíû ïî ðàçëè÷íûì çàêîíàì ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîé íà-

ãðóçêè â ïðåäåëàõ îò 20 äî 50 %, à ó÷åò âÿçêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà — ê

óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà äèíàìè÷íîñòè íà 20—40 %.

Based on the Kirchhoff—Love hypothesis a mathematical model of the problem on dynamic sta-
bility of visco-elastic rectangular orthotropic plates of variable rigidity is presented in geometric
nonlinear posing with respect to propagation of elastic waves. The problem is reduced to solution
of the system of nonlinear integro-differential equations with variable coefficient with the help of
Bubnov—Galyorkin method based on the polynomial approximation of a sagging and transla-
tions. The effect of visco-elastic properties of material and thickness changes on the process of
dynamic stability of the orthotropic plate has been considered.
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Ìîäåëèðîâàíèå ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â ïîòîêå ãàçà

Íà ïðèìåðå âÿçêîóïðóãîé îáîëî÷êè ðàññìîòðåíû çàäà÷è äèíàìèêè òîíêîñòåííûõ êîíñò-
ðóêöèé ïðè àýðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå ñ ó÷åòîì âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è
ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè. Àýðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå îïðåäåëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïîðøíåâîé òåîðèåé À.À. Èëüþøèíà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà — Ãàëåðêèíà ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ñâåäåíà ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ èíòåãðî-äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøàåìûõ ÷èñëåííûì ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâà-
íèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Îïðåäåëåíà êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãèõ
îáîëî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ.

Íà ïðèêëàä³ â’ÿçêîïðóæíî¿ îáîëîíêè ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ äèíàì³êè òîíêîñò³ííèõ êîíñò-
ðóêö³é ïðè àåðîäèíàì³÷íîìó íàâàíòàæåíí³ ç óðàõóâàííÿì â’ÿçêîïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé
ìàòåð³àëó òà ãåîìåòðè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³. Àåðîäèíàì³÷íèé òèñê âèçíà÷åíî çã³äíî ç ïîðø-
íåâîþ òåîð³ºþ Î.À. ²ëüþøèíà. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäà Áóáíîâà — Ãàëüîðê³íà ìàòåìàòè÷íó
ìîäåëü çàäà÷³ çâåäåíî äî äîñë³äæåííÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü, ÿê³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ ÷èñåëüíèì ìåòîäîì, áàçîâàíèì íà âèêîðèñòàíí³ êâàäðàòóðíèõ
ôîðìóë. Âèçíà÷åíî êðèòè÷íó øâèäê³ñòü ôëàòåðà â’ÿçêîïðóæíèõ îáîëîíîê ïðè ð³çíèõ
ô³çè÷íèõ òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðàõ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : âÿçêîóïðóãîñòü, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, àëãîðèòì,
ôëàòòåð, îáîëî÷êà.

Ðàññìîòðèì øàðíèðíî îïåðòóþ çàìêíóòóþ âÿçêîóïðóãóþ öèëèíäðè÷åñ-

êóþ îáîëî÷êó ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû R ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è äëèíîé L,

îáòåêàåìóþ ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïîòîêîì ãàçà, íàïðàâëåííûì âäîëü îáðà-
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çóþùèõ ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ V [1—5]. Óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîé

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè çàïèøåì â âèäå
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Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü ôëàòòåðà V * èç ðåøåíèÿ ñèñ-

òåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì W W W Wnm nm nm nm( ) , � ( ) �0 00 0� � . Óðàâíåíèÿ (4) ïîçâîëÿþò

âûïîëíèòü êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ çàäà÷è î ôëàòòåðå âÿçêîóïðóãîé

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (4) ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÿäðà Êîëòóíîâà—Ðæàíèöûíà (R t A t t( ) exp( )� �
�

%
) 1, A*0 , %*0, 0 1+ +) )

ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííûì ìåòîäîì [7—11].

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ â ïðîöåññå

ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ïðè n = 2 äëÿ îáîëî÷åê, îáòåêàåìûõ

ïîòîêîì ãàçà ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòðû p
�

=

= 1,014 êÃ/ñì2 , ae =1,4 èV
�

=340 ì/ñ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, îïðåäåëÿþùåãî

êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü ôëàòòåðà V*, ïðèìåì ñëåäóþùåå óñëîâèå: ïðè äàí-
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A ) % � L/h m V*, ì/ñ
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4000 6
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6
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2500 547
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2 1053
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6 555

8 605

10 1000

Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ôëàòòåðà îò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè



íûõ ñêîðîñòÿõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêî-

íó. Ïðè ñâåðõêðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíîå äâèæå-

íèå ñ èíòåíñèâíî íàðàñòàþùèìè àìïëèòóäàìè, êîòîðîå ìîæåò ïðèâåñòè

êîíñòðóêöèþ ê ðàçðóøåíèþ. Â ñëó÷àå V V+
* àìïëèòóäà êîëåáàíèé çà-

òóõàåò [10—12].

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè À ïðèâî-

äèò ê óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ôëàòòåðà íà 45 %. Ïðè À = 0 V * =

= 780 ì/ñ, à ïðè À = 0,1 V * = 423 ì/ñ. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ) ïðèâîäèò ê

ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ V * . Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ïðè

) = 0,1; 0,5; 0,75. Êàê âèäèì, óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ) îò 0,1 äî 0,75

ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà ôëàòòåðà îò V *= 505 ì/ñ

äî V * = 575 ì/ñ. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà L/h íà

ïîâåäåíèå îáîëî÷åê óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå îòíîøåíèÿ L/h îò 2000

äî 2500 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ V * íà 50 %.

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà âîëí m â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà îáîëî÷åê. Âî-ïåðâûõ,

çíàÿ ÷èñëî m, ìîæíî óñòðàíèòü èçâåñòíóþ íåîïðåäåëåííîñòü çàäà÷è ôëàòòå-

ðà, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷èåì m â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ. Âî-âòîðûõ, îïðåäå-

ëèâ m, ìîæíî ãëóáæå ïðîíèêíóòü â ñóòü ÿâëåíèÿ ôëàòòåðà îáîëî÷åê.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî è

ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âîëí m â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè,

ðåàëèçóåìîãî â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè â ïîòîêå

ãàçà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ñóùåñòâåííûìè çàòðóäíåíèÿìè, ñòîÿùèìè íà ïóòè

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. ×èñëî m â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåò îáùóþ

êàðòèíó âîëíîîáðàçîâàíèÿ îáîëî÷êè â ïðîöåññå êîëåáàíèé, êîòîðàÿ, â

ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ñóììàðíóþ ýíåðãèþ âÿçêîóïðóãîé êîíñòðóê-

öèè, îáòåêàåìîé ïîòîêîì ãàçà. Ïðè ýòîì èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ êàðòèí

âîëíîîáðàçîâàíèÿ îáîëî÷êè ðåàëèçóåòñÿ òà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

óñòîé÷èâîé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè, îïðåäåëÿåìîé âñåé ñîâîêóï-

íîñòüþ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êàê âÿçêîóïðóãóþ êîíñòðóêöèþ,

òàê è îêðóæàþùèé åå ïîòîê ãàçà. Ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå âîïðîñà îá óñòîé-

÷èâîñòè òîé èëè èíîé ôîðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè â íàèáîëåå îáùåì âèäå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïðîáëåìàòè÷íûì.

Â ñèëó óêàçàííûõ ïðè÷èí íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî îáùåãî àíàëèòè-

÷åñêîãî è äîñòîâåðíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà m â çàäà÷àõ ïà-

íåëüíîãî ôëàòòåðà îáîëî÷åê. Îáû÷íî êàæäóþ êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ñíà÷àëà

ðåøàþò äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé m è âûáèðàþò òî çíà÷åíèå mmin, êîòîðîå ñîîò-

âåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ôëàòòåðà (ñì. òàáëèöó). Âñå

äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå mmin.

Ìîäåëèðîâàíèå ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â ïîòîêå ãàçà
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Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôëàòòåðà âÿçêî-

óïðóãîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ

òî÷íîñòüþ èññëåäîâàòü êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû îáúåêòîâ äàííîãî êëàññà

â ïîòîêå ãàçà, â òîì ÷èñëå îïðåäåëÿòü ìèíèìàëüíóþ êðèòè÷åñêóþ ñêî-

ðîñòü ïîòîêà, ïðè êîòîðîé íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ýôôåêò ôëàòòåðà. Â ÷àñò-

íîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ìèíè-

ìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì

íàïðàâëåíèè, ðàâíîå øåñòè. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ

ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå ðàçìåðîâ è õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îáî-

ëî÷êè íà êîëè÷åñòâî óêàçàííûõ âîëí.

Problems of dynamics of thin-walled structures under aerodynamic load with allowance for visco-

elastic properties of material and geometric nonlinearity were considered on the example of visco-

elastic shell. The aerodynamic pressure was determined in corespondence with A.A. Ilyushin’s piston

theory. With the help of the Bubnov-Galyorkin method the mathematical model was reduced to in-

vestigation of the system of ordinary integro-differential equations which are solved by the numerical

method based on the use of quadrature formulas. A critical rate of the flutter of visco-elastic shells was

determined under different physical and geometrical parameters.
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Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè
ëèíåéíîãî îáúåêòà ïî ðåàêöèè íà âõîäíîå
âîçäåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

Ðàññìîòðåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîãî îáúåêòà â ôîðìå äðîáíî-
ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ïî ðåàêöèè íà âõîäíîå âîçäåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû. Ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè èäåíòèôèêàöèè.

Ðîçãëÿíóòî ñïîñ³á ïîáóäîâè äèíàì³÷íî¿ ìîäåë³ ë³í³éíîãî îá’ºêòà ó ôîðì³ äðîáîâî-ðàö³î-
íàëüíî¿ ïåðåäàòíî¿ ôóíêö³¿ ïî ðåàêö³¿ íà âõ³äíèé âïëèâ äîâ³ëüíî¿ ôîðìè. Îòðèìàíî îö³í-
êó òî÷íîñò³ ³äåíòèô³êàö³¿.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, èäåíòèôèêàöèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Èçâåñòíî, ÷òî íàèëó÷øóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

îáúåêòà ìîæåò äàòü òîëüêî ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííûé àêòèâíûé ýêñïå-

ðèìåíò ñ àíàëèòè÷åñêîãî âèäà òåñòîâûì âîçäåéñòâèåì [1]. Îäíàêî îðãàíè-

çàöèÿ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà íå âñåãäà âîçìîæíà ïî ïðè÷èíå âûñîêîé ñòîè-

ìîñòè èëè ïðàêòè÷åñêîé íåîñóùåñòâèìîñòè. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ îïðåäå-

ëÿòü ïàðàìåòðû ìîäåëè îáúåêòà ïî åãî îòêëèêó íà âõîäíîå âîçäåéñòâèå

ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ýòè äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòî áûâàþò

ëèáî óíèêàëüíûìè, ëèáî íåïîääàþùèìèñÿ óëó÷øåíèþ.

Ìåòîäèêà îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáúåêòà çàäàí-

íîãî àíàëèòè÷åñêîãî âèäà (îáû÷íî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè H p a p b p
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i
i( ) �

� �
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0 0

, n m� ), íàèáîëåå ïðèìåíèìàÿ äëÿ ðå-

øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, îïèñàíà â [2, 3]. Ñóòü ìåòîäèêè çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáúåêòà áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóå-
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ìà (H p C( )�
� ), à èçìåðåííîå âõîäíîå âîçäåéñòâèå è ðåàêöèÿ îáúåêòà,

çàäàííûå íà êîíå÷íîì äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå, îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûìè

íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè x t y t C( ), ( )�
0. Ïðè ýòîì íåïîñðåäñòâåííî èñ-

ïîëüçîâàòü èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ x t( ) è y t( ) äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè H (p) çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê ëþáîé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ äàííàÿ çàäà÷à, ïî ñóòè, çàêëþ-

÷àåòñÿ â îöåíêå íå ìåíåå ÷åì 2n ïåðâûõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé îò x t( ), y t( )

(ãäå n — ïîðÿäîê çíàìåíàòåëÿ H (p)). Ïîýòîìó íà ïåðâîì øàãå íåîáõîäèìî

îáåñïå÷èòü ìîùíîå ñãëàæèâàíèå x t( ) è y t( ) ), òàêîå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå x t y t C n( ), ( )�
2 , ÷òî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî, íàïðèìåð, ïîñëåäî-

âàòåëüíûì 2n-êðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì.

Íàèáîëåå óäîáíàÿ ôîðìà èíòåãðàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ âûòåêàåò èç

îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
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( )

!
( )

1

0

�


 ,

(2)

ãäå Pk — k-é ìîìåíò Ïóàññîíà [2, 3]; 
( )t — èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ

ôóíêöèÿ îáúåêòà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî P Ck
k

� , ò.å. óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Åñëè ïðè ïðîâåäåíèè

ýêñïåðèìåíòà èçìåðåíà íå ôóíêöèÿ 
( )t , à ðåàêöèÿ y t( ) îáúåêòà íà âîç-

äåéñòâèÿ x (t), òî íåîáõîäèìûé äëÿ îöåíêè âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ äðîá-

íî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè H (ð) ñïåêòð Ïóàññîíà H k , k n�0 2, , îïðåäåëÿåò-

ñÿ èç ðåøåíèÿ èçâåñòíîãî ðàâåíñòâà

H p
Y p

X p
( )

( )

( )
� . (3)

Ïóñòü Yk è Xk — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ Ïóàññîíà âõîäíîãî âîç-

äåéñòâèÿ x (t) è ðåàêöèè îáúåêòà y (t). Òîãäà èñêîìûé ñïåêòð Hk âû÷èñëÿåòñÿ
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ïî âûòåêàþùèì èç ðàâåíñòâà

k

k
kH p

�

�

� �

0

k

k
k

k

k
k

Y p

X p

�

�

�

�

�

�

0

0

ôîðìóëàì

H
Y

X
0

0

0

� , H

Y H X

X
k

k

m

k

m k m

�

�

�

�

��

0

1

0

. (4)

Èç ñèñòåìû (4) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü â îïðåäå-

ëåíèè k-ãî ìîìåíòà Ïóàññîíà çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïîãðåøíîñòè îöåíîê

ìîìåíòîâ Yk è Xk. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòîâåðíîñòü ïàðàìåòðîâ ìîäåëè H (p)

ïðè ïðîèçâîëüíîì âõîäíîì âîçäåéñòâèè áóäåò ñóùåñòâåííî õóæå, ÷åì ïðè

îöåíêå èõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, ïî ïåðåõîäíîé èëè èìïóëüñíîé ôóíêöèè

îáúåêòà. Ýòîò íåäîñòàòîê ìåòîäà ïðèíöèïèàëüíî íåóñòðàíèì ïðè ëþáîé

ìåòîäèêå âû÷èñëåíèé.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ îáåñïå÷åíèå õîðîøåé ïîìåõîçàùèùåí-

íîñòè è íàäåæíîñòè èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû, à òàêæå äîñòàòî÷íîé

èçáûòî÷íîñòè îáìåðîâ x (t) è y (t). Èíûìè ñëîâàìè, ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè

x (t) è y (t) íå äîëæíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ÷àñòîòû ïî Êîòåëüíèêîâó

ò.å. øàã èçìåðåíèé äîëæåí áûòü íå áîëüøå, ÷åì t f�1/ ñðåç, ãäå fñðåç —

âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñïåêòðà H j( )� , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòå (â ãåðöàõ), ïðè

êîòîðîé ìîäóëü àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà ñòàíî-

âèòñÿ ìåíüøå óòðîåííîé âåëè÷èíû ïðèâåäåííîé ïîãðåøíîñòè èçìåðè-

òåëüíîãî êîìïëåêñà.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðîâ Ïóàññîíà ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò

èñïîëüçóåìûé ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àþò ñìåùåííûå

îöåíêè âåëè÷èí ìîìåíòîâ âñëåäñòâèå ýôôåêòà «ìèìèêðèè» ÷àñòîò. Íàè-

áîëåå ïîäõîäèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà Ïóàññîíà ìåòîä Ôèëîíà âòîðîãî

ïîðÿäêà [4], ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ

ôóíêöèÿ x (t) èëè y (t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè

ýòîì èíòåãðàë (2) áåðåòñÿ â ÿâíîì âèäå, è âû÷èñëåíèå ñïåêòðà pk âûïîë-

íÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå.

Ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò

âûáîð ïîðÿäêà ìåòîäà Ôèëîíà. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà
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ïåðâîãî ïîðÿäêà äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòà-

òî÷íîé, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà çíà÷èòåëüíî óâå-

ëè÷èâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîå âðåìÿ, îäíàêî ñîõðàíÿåòñÿ êà÷åñòâî ðåçóëü-

òàòîâ. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, èìåþùèõ íåïðåðûâ-

íóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, äîñòèãàþòñÿ àïïðîêñèìàöèåé x (t) è y (t) íà

øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ñïëàéíîì òðåòüåãî ïîðÿäêà f t a bt ct dt( ) � � � �
2 3,

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé �f t( ).

Èçâåñòíî [4], ÷òî îïðåäåëèòåëè ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû H (ð), ïëîõî îáóñëîâ-

ëåíû, òî÷íåå, áëèçêè ê ãèëüáåðòîâñêèì. Âåëè÷èíû ãèëüáåðòîâñêîãî îïðå-

äåëèòåëÿ G äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé n ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ÷èñëó íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

H (p), ñëåäóþùèå:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà îïðåäåëèòåëÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåí-

íûì äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì áîëåå ñåìè íåèçâåñòíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ H (ð) ÿâëÿåòñÿ íåðåàëüíîé çàäà÷åé. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â

ñâîéñòâàõ k-ãî ìîìåíòà Ïóàññîíà

P
k

e t t dtk

k
t k

T

�

� �

	

( )

!
( )

1

0

�


 ,

ãäå Ò — äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, ïî èñòå÷åíèè êîòîðîãî àìïëè-
òóäà 
 (t) áóäåò ìåíüøå, ÷åì óòðîåííàÿ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè èçìåðèòåëü-
íîãî êîìïëåêñà.

Èç èçâåñòíîé òåîðåìû ×åáûøåâà î ïîëèíîìàõ, íàèìåíåå îòêëîíÿþ-

ùèõñÿ îò íóëÿ, ñëåäóåò, ÷òî ïàðàáîëà t Tk
�[ , ]0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

ïàðàáîëîé ñòåïåíè k �1 ñ ïîãðåøíîñòüþ íå ìåíåå ÷åì 21 2� k . Íàïðèìåð,

ïàðàáîëó t5 ìîæíî çàìåíèòü ïàðàáîëîé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

t t t t t5 4 3 22 5
35

16

25

32

25

256

1

512
� � � � �,

ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëüøå ÷åì 0,2 %. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

åñëè ïîãðåøíîñòü èçìåðèòåëüíîãî êîìïëåêñà � = 0,5 %, òî âñå ìîìåíòû

Ïóàññîíà, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîãî, áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè îò ïåðâûõ ÷åòûðåõ.

Åñëè � = 0,1 %, òî øåñòîé è ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû Ïóàññîíà ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïåðâûõ ïÿòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåàëüíî

äîñòèæèìîé òî÷íîñòè îáìåðîâ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîìûøëåííûõ
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n 4 5 6 7 8

G 2 10 7
�

� 3 7 10 12, �
� 5 4 10 18, �

� 4 8 10 25, �
� 2 7 10 33, �

�



îáúåêòîâ (~ %� �1 ) ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíû íå áîëåå ÷åì ÷åòûðåõ-ïÿòè íåèç-

âåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H (p).

Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà èäåíòèôèêàöèè îáúåêòà, ïîñòðîåííîãî ïî äàí-

íîé ñõåìå, âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

ïðè n = 2

D
P P

P P
0

1 2

2 3

� , D
P P

P P
1

0 2

1 3

� , D
P P

P P
2

0 1

1 2

� ;

D D D D� � �0 1 2;

b0 1� , b
D D

D
1

1 02
�

�� ( )
, b

D

D
2

2
0

�

�

,

a
P D D P D

D
0

0 2 1 1 2

2
�

� �( )
, a

P D P D

D
1

0 1 1 2

2
�

�� ( )
;

ïðè n = 3

D

P P P

P P P

P P P

0

1 2 3

2 3 4

3 4 5

� , D

P P P

P P P

P P P

1

0 2 3

1 3 4

2 4 5

� , D

P P P

P P P

P P P

2

0 1 3

1 2 4

2 3 5

� , D

P P P

P P P

P P P

3

0 1 2

1 2 3

2 3 4

� ;

D D D D D� � � �3 2 1 0;

b0 1� , b
D D D

D
1

2 1 02 3
�

� �� ( )
, b

D D

D
2

2
1 03

�

�� ( )
, b

D

D
3

2
0

�

�

;

a
P D D D P D D P D

D
0

0 3 2 1 1 3 2 2 3

2
�

� � � � �[ ( ) ( ) ]
,

a
P D D P D D P D

D
1

0 2 1 1 3 2 2 32 2 2

2
�

� � � ��[ ( ) ( ) ]
,

a
P D P D P D

D
2

2
0 1 1 2 2 3

2
�

� �� [ ]
,

ãäå � ��1/ .

Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, èõ êà÷åñòâî ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò óäà÷íîãî âûáîðà âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà � â (2). Êàêèõ-ëèáî

òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû � íå ñóùåñò-
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âóåò. Îäíàêî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû èçâåñòíà.

Åå îáðàòíàÿ âåëè÷èíà � äîëæíà áûòü íå ìåíüøå øàãà äèñêðåòèçàöèè x (t)

èëè y (t) è íå áîëüøå äëèòåëüíîñòè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Îïòèìàëüíîé

âåëè÷èíå � 0 ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

S ìåæäó èçìåðåííîé è ðàñ÷åòíîé ðåàêöèåé îáúåêòà íà çàäàííîå âõîäíîå

âîçäåéñòâèå. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû S îò � ìíîãîýêñòðåìàëüíà. Êðîìå

òîãî, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ � ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçáèòîé íà ïîäîáëàñòè

ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè Ãóðâèöà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåé âåëè÷èíû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îò-

êëîíåíèÿ S âûáèðàåòñÿ ñî÷åòàíèå ïàíîðàìíîé îöåíêè çàâèñèìîñòè S (�)

äëÿ äâàäöàòè çíà÷åíèé � �i i�
�

116 1, ñîãëàñíî ìåòîäó ãðàäèåíòà íà èíòåð-

âàëå 087 1130 0, ,� � �� �j , ãäå � 0 ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåé âåëè÷èíå S,

ïîëó÷åííîé ïðè ïàíîðàìíîì ïðîñìîòðå.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ñ ïîìîùüþ äàí-

íîãî àëãîðèòìà èìååò ñâîè îñîáåííîñòè. Íåîáõîäèìî íàéòè îòêëèê îáúåê-

òà, çàäàííîãî ïåðåäàòî÷íîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âòîðîãî èëè

òðåòüåãî ïîðÿäêà, íà çàäàííîå íà äèñêðåòíîé ñåòêå (â îáùåì ñëó÷àå íå

îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíîé) âõîäíîå âîçäåéñòâèå. Ïðè ýòîì ðåàêöèþ îáúåêòà

ñëåäóåò âû÷èñëÿòü íà äèñêðåòíîé ñåòêå, â îáùåì íå ñîâïàäàþùåé ñ òîé, íà

êîòîðîé áûëà èçìåðåíà ðåàêöèÿ îáúåêòà. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îòêëèêà

îáúåêòà äîëæåí áûòü ìàêñèìàëüíî áûñòðîäåéñòâóþùèì, òàê êàê ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè îí âûïîëíÿåòñÿ íå ìåíåå 40—50 ðàç è îïðå-

äåëÿåò âðåìÿ ñ÷åòà. Äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä èíòåãðè-

ðîâàíèÿ Òåéëîða [5].

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäíîå âîçäåéñòâèå ìî-

æåò ñòóïåí÷àòî èçìåíÿòüñÿ òîëüêî â òî÷êàõ îòñ÷åòà. Ìåæäó äèñêðåòàìè

èçìåðåíèÿ îíî îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëîé òðåòüåãî ïîðÿäêà èëè, åñëè àïðèî-

ðè èçâåñòíî, ÷òî âõîäíîé ñèãíàë åñòü ãëàäêàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, —

ñïëàéíîì òðåòüåãî ïîðÿäêà, îáåñïå÷èâàþùèì íåïðåðûâíîñòü ïåðâîé ïðîèç-

âîäíîé x (t). Ïðè ýòîì êàê âõîäíîå âîçäåéñòâèå, òàê è îòêëèê îáúåêòà ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí ðÿäîì Òåéëîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

X p

X k k

Hp

k

k
( )

( ) !

( )
�

�

�

0

3

, Y p

Y k k

Hp

k

k
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( ) !

( )
�
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�

0 , (5)

ãäå Õ (k) è Y (k) — êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé x (t) è y (t) â ðÿäû

Òåéëîðà; k — øàã èõ äèñêðåòèçàöèè. Ïîäñòàâèâ (5) â (3), ïîìíîæèâ
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ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà çíàìåíàòåëü ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H (p), à çà-

òåì ïðèðàâíÿâ ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ïðè ð, ïîëó÷èì
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( ) ( ) ( ) ( )

, m � �0, , (7)

ãäå n — ïîðÿäîê çíàìåíàòåëÿ Í (p).

Ðàâåíñòâî (6) îïðåäåëÿåò ðåàêöèþ îáúåêòà íà ñòóïåí÷àòîå èçìåíåíèå

â ìîìåíò t = ti âåëè÷èíû âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ. Ðàâåíñòâî (7) îïèñûâàåò

ðåàêöèþ îáúåêòà íà ìîíîòîííî èçìåíÿþùóþñÿ ÷àñòü âõîäíîãî âîçäåéñò-

âèÿ. Èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðåàêöèè îáúåêòà â ìîìåíò âðåìåíè ti+1 = ti + t1, ãäå

t H1 � , èìååò âèä

Y t Y k
t

H
i
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( ) ( )
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�
�

�

�

�

�

��1

0

1 .

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíîìY m Y ti( ) ( )�
�10 4 , ÷òî

îáåñïå÷èâàåò ìåòîäè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü íå áîëåå 0,1 %.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íà îñíîâå ïàññèâíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñ

òî÷íîñòü äî 0,1 %.

A method for construction of a dynamic model of a linear object in the form of rational fractional

transfer function by the reaction to the input action of arbitrary shape has been considered. The

identification accuracy estimate is obtained.
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ëîê ïîâûøàåò çíà÷èìîñòü ñòàòüè è åå öèòèðóåìîñòü.

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 3 121
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4) íàçâàíèå ñòàòüè — íàèáîëåå ëàêîíè÷íîå è ïîíÿòíîå, áåç ìàëîèç-

âåñòíûõ àááðåâèàòóð (øðèôò Arial æèðíûé, ðàçìåùåíèå ïî ëåâîìó êðàþ,

íå äîïóñêàþòñÿ ïåðåíîñû);

5) òåêñò àííîòàöèè íà ðóññêîì è óêðàèíñêîì ÿçûêàõ (÷åðåç ïîëòîðà èí-

òåðâàëà);

6) êëþ÷åâûå ñëîâà (3—5 ñëîâ êóðñèâîì);

7) îñíîâíîé òåêñò.

Â ñòàòüå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòûå íàó÷íûå òåðìèíû è

óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí äîëæíû ñîîòâåòñò-

âîâàòü òðåáîâàíèÿì Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìû åäèíèö (SI).

Ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû ñîçäàþòñÿ â âèäå îòäåëüíûõ îáúåêòîâ â

ðåäàêòîðå ôîðìóë Equation, ðàñïîëàãàþòñÿ ïî öåíòðó. Ôîðìóëû, íà êîòî-

ðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå, äîëæíû èìåòü ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ, ôîð-

ìóëû, íà êîòîðûå ññûëêè â òåêñòå îòñóòñòâóþò, íå íóìåðóþòñÿ. Íîìåð

ôîðìóëû ñòàâèòñÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ó êðàÿ ïðàâîãî ïîëÿ. Ðàçìåðû ñèì-

âîëîâ â ôîðìóëàõ: îáû÷íûé — 14 pt, êðóïíûé — 18 pt, ìåëêèé — 12 pt,

êðóïíûé èíäåêñ — 7 pt , ìåëêèé èíäåêñ — 5 pt.

Ïðèìåð:
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Òàáëèöû ñëåäóåò ïðîíóìåðîâàòü ïî ïîðÿäêó óïîìèíàíèÿ è ñîñëàòüñÿ

íà íèõ â òåêñòå. Â òàáëèöàõ íå äîëæíî áûòü ïóñòûõ ãðàô, ïðî÷åðêîâ è

ñîêðàùåííûõ ñëîâ. Ïðîãðàôêà òàáëèöû íàáèðàåòñÿ øðèôòîì Times New

Roman – 9 pt, ãîëîâêà òàáëèöû – 8,5 pt. Öèôðîâîé ìàòåðèàë â òàáëèöàõ

ïå÷àòàþò ñ äâîéíûì èíòåðâàëîì, òåêñò ãîëîâêè è áîêîâèêà – ñ îäèíàðíûì.

Òàáëèöû äîëæíû áûòü ëèáî âñå ñ íàçâàíèÿìè, ëèáî âñå áåç íèõ.

Ïðèìåð:
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×àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ðåâåðñà ðàíãîâ ïðè îöåíèâàíèè
ïî òðåì êðèòåðèÿì

Ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííîãî îöåíèâàíèÿ Ìåòîäîì «ëèíèÿ»

Ïî ìàêñèìóìó Ïî ñóììå Ïî ìàêñèìóìó Ïî ñóììå

3 0,602 0,0886 0,1266 0,1591

4 0,0527 0,1007 0,1280 0,1664

Òàáëèöà 1



Ðèñóíêè ñ ïîäòåêñòîâêàìè (åñëè îíè åñòü) äîëæíû áûòü ïðîíóìå-
ðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì óïîìèíàíèÿ â òåêñòå. Îäíè è òå æå
ñâåäåíèÿ íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå è ïîäðèñóíî÷íûõ ïîäïèñÿõ.
Ðèñóíêè äîëæíû áûòü ëèáî âñå ñ ïîäïèñÿìè, ëèáî âñå áåç íèõ. Îáîç-
íà÷åíèÿ íà ðèñóíêå äîëæíû áûòü ÷åòêèìè è ëåãêî ÷èòàåìûìè. Îñè êîîð-
äèíàò íà ãðàôèêàõ äîëæíû áûòü îáîçíà÷åíû. Â òåêñòå îáÿçàòåëüíî äîëæ-
íû áûòü ññûëêè íà êàæäûé ðèñóíîê.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå óïî-

ìèíàíèÿ èñòî÷íèêîâ â òåêñòå ñîãëàñíî ÄÑÒÓ ÃÎÑÒ 7.1:2006 (ÃÎÑÒ

7.1—2003, IÄÒ); ÄÑÒÓ 7093:2009 (ÃÎÑÒ 7.11—2004 (ÈÑÎ 832:1994),

ÌÎÄ; ISO 832:1994, ÌÎÄ); ÄÑÒÓ 7152:2010; ÄÑÒÓ 7157:2010. Íàçâàíèÿ

èñòî÷íèêîâ â ñïèñêå ïðèâîäÿòñÿ íà ÿçûêå îðèãèíàëà. Â òåêñòå íîìåð

èñòî÷íèêà óêàçûâàåòñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Ññûëêè íà íåîïóáëèêî-

âàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ. Åñëè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû èìååòñÿ ññûëêà

íà ýëåêòðîííûé ðåñóðñ, íåîáõîäèìî óêàçàòü ôàìèëèþ è èíèöèàëû àâòîðà,

íàçâàíèå ðàáîòû, â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ – ýëåêòðîííûé ðåñóðñ, çàòåì –

ðåæèì äîñòóïà. Ïðèìåðû îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû ñì. íà ñàéòå

æóðíàëà www.emodel.org.ua

Ïðè ôîðìèðîâàíèè ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû ñëåäóåò ïðè-

äåðæèâàòüñÿ íîðì ñàìîöèòèðóåìîñòè, ò.å. ÷èñëî ðàáîò àâòîðà (àâòîðîâ)

ñòàòüè, èñïîëüçîâàííûõ â ñïèñêå, íå äîëæíî ïðåâûøàòü 30%.

Ïîñëå îñíîâíîãî òåêñòà ïîìåùàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ íà àíã-

ëèéñêîì ÿçûêå:

• ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòîðîâ (â àíãëèéñêîé òðàíñëèòåðàöèè, åñëè â

îñíîâíîì òåêñòå ýòà èíôîðìàöèÿ ïîäàíà êèðèëëèöåé);

• íàçâàíèå ñòàòüè;

• òåêñò ðàñøèðåííîé àííîòàöèè (äî 12 ñòðîê), îòðàæàþùåé ñóòü ðå-

øàåìîé çàäà÷è, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû;

• êëþ÷åâûå ñëîâà;

• ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ èñòî÷íèêîâ ñîãëàñíî Harvard Style. Èñòî÷íèêè ñ

çàãëàâèÿìè íà ëàòèíèöå ïðèâîäÿòñÿ áåç ïåðåâîäà. Äëÿ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷-

íèêîâ íà ÿçûêàõ, íå èñïîëüçóþùèõ ëàòèíñêèé àëôàâèò, íåîáõîäèìî îáåñïå-

÷èòü ïåðåâîä íàçâàíèé èñòî÷íèêîâ è óêàçàòü ïîñëå íèõ â ñêîáêàõ ÿçûê îðè-

ãèíàëà. Ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòîðîâ ñëåäóåò òðàíñëèòåðèðîâàòü êàê äëÿ

çàãðàíïàñïîðòà. Ïðèìåðû îôîðìëåíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê ñîãëàñíî

òðåáîâàíèÿì Harvard Style ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, ïî ýëåêòðîííîìó àäðåñó

http://www.staffs.ac.uk/assets/harvard referencing examples tcm44-39847.pdf.

Ñòàòüÿ, äîðàáîòàííàÿ àâòîðîì ïîñëå ðåöåíçèðîâàíèÿ, äîëæíà áûòü

âîçâðàùåíà â ðåäàêöèþ ñ îòâåòîì ðåöåíçåíòó, â êîòîðîì ñëåäóåò óêàçàòü

êàêèå çàìå÷àíèÿ ðåöåíçåíòà ó÷òåíû. Â ñëó÷àå íåñîãëàñèÿ ñ ìíåíèåì ðå-
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öåíçåíòà àâòîð ìîæåò ïðåäñòàâèòü àðãóìåíòèðîâàííûé îòâåò äëÿ ðàññìîò-

ðåíèÿ ðåäêîëëåãèåé.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ æóðíàëà ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ âíóò-

ðåííåå è íåçàâèñèìîå âíåøíåå ðåöåíçèðîâàíèå, ïîñëå êîòîðîãî ðåøåíèå î
ïóáëèêàöèè ïðèíèìàåòñÿ ðåäàêöèîííîé êîëëåãèåé. Ðåøåíèå ðåäêîëëåãèè
ñ÷èòàåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì.

Äîðàáàòûâàòü ñòàòüþ ìîæíî íå áîëåå îäíîãî ìåñÿöà.
Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âåðñòêè ñòàòüè àâòîð äîëæåí èñïðàâèòü çàìå÷åííûå

îøèáêè è â òîò æå äåíü îòïðàâèòü â ðåäàêöèþ ïî e-mail ïåðå÷åíü èñïðàâ-
ëåíèé ñ óêàçàíèåì ñòðàíèöû, àáçàöà è ñòðîêè. Â ñëó÷àå çàäåðæêè àâòîðñ-
êîé âåðñòêè ðåäàêöèÿ, ïðèäåðæèâàÿñü ñóùåñòâóþùåãî ïðîèçâîäñòâåííîãî
ãðàôèêà, îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî ñäàòü âåðñòêó â òèïîãðàôèþ áåç àâòîðñ-
êèõ ïðàâîê.

Ïîäàâàÿ ñòàòüþ â ðåäàêöèþ æóðíàëà, àâòîð ïåðåäàåò ðåäàêöèè ïðàâî
íà åå îïóáëèêîâàíèå è äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå.

Ñòàòüè, ïîäãîòîâëåííûå íå â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ïðàâèëàìè, íå
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ è ðåöåíçèðîâàòüñÿ.

Ïåðåä ïîäãîòîâêîé ñòàòüè ðåêîìåíäóåì âíèìàòåëüíî îçíàêîìèòüñÿ
õîòÿ áû ñ îäíèì íîìåðîì íàøåãî æóðíàëà.

Ïåðåä îòïðàâëåíèåì ñòàòüè â ðåäàêöèþ ðåêîìåíäóåì ïðî÷åñòü åå
ãëàçàìè ÷èòàòåëÿ, è ýòî ïîçâîëèò èçáåæàòü ìíîãèõ äîñàäíûõ îøèáîê.
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