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МАТЕМАТИКА

УДК 517.9;517.28;517.3

А.В. Антонюк, А.Н. Кочубей, С.И. Пискарев

О компактности и равномерной непрерывности

разрешающего семейства для уравнения с дробными
производными

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины М.Л. Горбачуком)

Исследованы компактность и равномерная непрерывность разрешающего семейства опе-
раторов уравнений с дробными производными в банаховом пространстве.

Известен классический результат [1] о том, что для C0-полугруппы exp(tA), непрерывной
при t > 0 по норме операторов, ее компактность для всех t > 0 эквивалентна компакт-
ности резольвенты (λI − A)−1 для некоторого λ ∈ ρ(A). Следует также заметить [2], что
компактность генератора A эквивалентна компактности семейства exp(tA)− I для любого
t � 0. Свойство непрерывности полугруппы операторов при t > 0 в равномерной опера-
торной топологии и само по себе принадлежит к числу важнейших [1, 3]. С другой сто-
роны, компактность разрешающего семейства для дифференциальных уравнений в бана-
ховом пространстве интенсивно используется при изучении различных аспектов анализа
существования решений [4] и их аппроксимации [5] для дифференциальных уравнений ви-
да u′(t) = Au(t) + f(u(t)). С этой точки зрения представляет интерес исследование анало-
гичных свойств для уравнений с производными дробного порядка, что и составляет цель
данной работы.
Отметим, что эволюционные уравнения порядка α ∈ (0, 1) используются в физике для

моделирования аномальной диффузии, при которой среднеквадратичное отклонение диф-
фундирующей частицы за время t ведет себя как const · tα при t → ∞. Детальное ис-
следование свойств соответствующих эволюционных семейств может быть полезным для
разработки приближенных и численных методов для таких уравнений.
Для 0 < α < 1 скажем, что задача Коши в банаховом пространстве E

(D
(α)
t u)(t) = Au(t), u(0) = x (1)
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является корректно поставленной, если уравнение Вольтерра

u(t) = x+

t∫
0

gα(t− s)Au(s) ds (2)

корректно разрешимо в смысле [6]. Соответствующее разрешающее семейство операторов

x �→ u(t) для t > 0 обозначим Tα(t, A). Выше D
(α)
t обозначает производную Капуто–

Джрбашяна [7]:

(D
(α)
t f)(t) =

d

dt
(I1−α0+ f)(t)− f(0)

Γ(1− α)
t−α,

где (Iα0+f)(t) := (gα ∗ f)(t) — дробный интеграл, gα(t) := tα−1/Γ(α). Предполагается, что
разрешающее семейство операторов Tα(t, A) задачи (2) для некоторых M , ω > 0 удовлет-
воряет неравенству

‖Tα(t, A)‖ �Meωt, t > 0. (3)

При этом {λα : Re eλ > ω} ⊂ ρ(A) и для Re eλ > ω, x ∈ E имеем

Rα(λ,A) := λα−1(λαI −A)−1x =

∞∫
0

e−λtTα(t, A)x dt. (4)

Аксиоматические характеристики разрешающего семейства, позволяющие восстановить
оператор A, найдены в [8, 9].
Заметим, что для ограниченного оператора A семейство Tα(t, A) может быть задано

с помощью функции Миттаг-Лефлера:

Tα(t, A) =

∞∑
j=0

(tαA)j

Γ(αj + 1)
. (5)

Достаточные условия разрешимости задачи (1) с неограниченным оператором A и тео-
рема единственности решения доказаны в [10, 11].

1. Свойства Tα(t, A), когдаA порождает C0-полугруппу. Если оператор A порож-
дает C0-полугруппу exp(tA), то для нее выполнена оценка вида (3) с некоторыми констан-
тами M1 и ω. Тогда для разрешающего семейства Tα(t, A) оценка (3) выполнена с констан-
тами Mα и ωα = 1/α. Более того, для любых α, β: 0 < α < β < 1 имеет место тождество
субординации [12]:

Tα(t, A) =

∞∫
0

ϕt,α/β(s)Tβ(s,A) ds, t > 0, (6)

с ϕt,γ(s) = t−γΦγ(st
−γ), где Φγ(ζ) =

∞∑
k=0

(−ζ)k/(k!Γ(−γk + 1 − γ)) — функция Райта.

Заметим, что Φγ(t) � 0, t > 0 и
∞∫
0

Φγ(t) dt = 1.
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Утверждение 1. Если разрешающее семейство Tβ(t) для некоторого 0 < β � 1 яв-
ляется равномерно непрерывным при t > 0, то оператор-функция Tα(t) для любого 0 <
< α < β обладает тем же свойством.

Доказательство. Из асимптотических свойств функции Райта следует

0 � ϕt,α/β(s) � Ct−α/βe−cs
β

β−α t
−

α
β−α

, s > 0. (7)

Для t0 > 0 из некоторого интервала Δ = (t0/2, 2t0) из (7) имеем

0 � ϕt,α/β(s) � 2α/βCt
−α/β
0 e−2

−
α

β−α cs
β

β−α t
−

α
β−α

0 , s > 0,

т. е.

0 � ϕt,α/β(s) � C1e
−c1s

β
β−α

, s > 0. (8)

Из предположений следует, что Tα(t) является сильно измеримой со значениями в бана-
ховом пространстве B(E) [13, следствие 1.1.2]. Используя B(E)-значную версию теоремы
о мажорируемой сходимости [13, теорема 1.1.8], из (3) и (8) получаем требуемое свойство
непрерывности. Заметим, что β/(β − α) > 1.

2. Свойства компактности разрешающего семейства. Пусть B0(E) — пространс-
тво компактных операторов в пространстве E.

Утверждение 2. 1. Если для некоторого α ∈ (0, 1) Tα(t, A) ∈ B0(E) для t > 0, то
Tβ(t, A) ∈ B0(E) для любого β ∈ (0, α).
2. Если для некоторого α ∈ (0, 1) Tα(t, A)− I ∈ B0(E) для t > 0, то Tβ(t, A)− I ∈ B0(E)

для любого β ∈ (0, α).
Доказательство следует из свойства субординации (6), оценки (8) и теоремы 1.3 в [14].
Теорема 1. Для разрешающего семейства Tα(t), удовлетворяющего оценке (3), сле-

дующие условия эквивалентны:
(i) Tα(t) − I ∈ B0(E);
(ii) λRα(λ) − I ∈ B0(E) для {λα : Reλ > ω} ⊂ ρ(A);
(iii) A ∈ B0(E).
Доказательство. (i) ⇒ (ii) следует из теоремы 1.3 в [14] и представления

(λRα(λ)− I)x = λ

∞∫
0

e−λt(Tα(t)− I)xdt, x ∈ E.

(ii) ⇒ (i). Из аксиоматического описания Tα, доказанного в [8], выводится, что
t∫
0

gα(t−
− τ)Tα(τ)x dτ ∈ D(A) для всех x ∈ E, что дает возможность вынести оператор A из-под
знака интеграла в (2). Тождество

Rα(λ)(Tα(t, A)− I) = (Rα(λ)− λα−1)(Tα(t, A)− I) + λα−1(Tα(t, A)− I)

приводит к представлению

Tα(t, A) − I = −(λRα(λ)− I)(Tα(t, A)− I) + (λRα(λ)− I)

t∫
0

gα(t− τ)Tα(τ,A)fdτ,

из которого следует требуемая компактноcть оператора Tα(t) − I.
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(ii) ⇒ (iii). Из компактности оператора λα(λαI −A)−1 − I следует, что оператор (λαI −
−A)−1 является фредгольмовым с нулевым индексом и замкнутой областью значений (как
сумма компактного и обратимого оператора I). Следовательно, оператор A является огра-
ниченным. Компактность оператора A следует из тождества λα(λαI − A)−1 − I = (λαI −
− A)−1A.

(ii) ⇒ (iii) следует из представления (5).
Теорема 2. Для непрерывного по норме в гильбертовом пространстве H разрешаю-

щего семейства Tα(t, A), удовлетворяющего оценке (3) в гильбертовом пространстве H,
следующие условия эквивалентны:
(i) Tα(t, A) ∈ B0(H) для t > 0;
(ii) Rα(λ,A) ∈ B0(H) для λ с Re eλ > ω.
Доказательство. (i) ⇒ (ii) следует из представления (4) и теоремы 1.3 в [14].
(ii) ⇒ (i). Для любого x ∈ H и ω0 := ω − μ0 < 0 из оценки (3) следует

‖Tα(t, A)e−tμ0x‖ �Meω0t‖x‖, (9)

поэтому функция ρ(t) = χ[0,∞)(t)e
−μ0tTα(t, A)x ∈ L2(R,H), где χ[0,∞)(t) — характеристичес-

кая функция. Поскольку для преобразования Фурье F(ρ) = Rα(μ0 + iμ)x в гильбертовом
пространстве справедлива теорема Планшереля, то, применяя обратное преобразование Фу-
рье, получаем для всех t > 0

Tα(t, A)e
−μ0tx =

1

2π

∞∫
−∞

eiμtRα(μ0 + iμ)x dμ, x ∈ H. (10)

Очевидно, что компактность семейства Tα(t, A) для фиксированного t > 0 эквивалентна
компактности оператора Gμ0(t) := Tα(t, A)e

−μ0t. Кроме того, представление Rα(λ)x =

=
1

λ
Rα(λ)Ax +

1

λ
x влечет Rα(μ0 + iμ)x → 0 при |μ| → ∞ для x ∈ D(A) и μ0 > ω. Более

того, непосредственным подсчетом получаем

R′
α(λ)x =

α− 1

λ
Rα(λ)x− αR2

α(λ)x, (11)

R′′
α(λ)x =

(α− 1)(α − 2)

λ2
Rα(λ)x− 3α(α − 1)

λ
R2
α(λ)x+ 2α2R3

α(λ)x, (12)

что, в частности, дает lim
|μ|→∞

R′
α(μ0 + iμ)x = 0. Также видно, что компактность оператора

Rα(λ) эквивалентна компактности R′′
α(λ). Применяя дважды интегрирование по частям

к (10), имеем

Gμ0(t)x =
1

πt2

∞∫
−∞

eiμtR′′
α(μ0 + iμ)x dμ. (13)

Окончательно, компактность оператора Gμ0(t) является следствием оценки

‖Gμ0(t)x−GNμo(t)x‖ =
1

πt2
sup

‖x∗‖�1

∣∣∣∣∣
〈 ∫

|μ|�N

eiμtR′′
α(μ0 + iμ)x dμ, x∗

〉∣∣∣∣∣ �
�

2K

πt2
sup
|μ|�N

‖Rα(μ0 + iμ)‖ · ‖x‖,
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которая доказывается с использованием (12), неравенств Гельдера и Коши, свойств пре-
образования Фурье, а также факта, что равномерная непрерывность семейства Tα(t, A),
в силу теоремы 2.2 в [15], эквивалентна

lim
|μ|→∞

‖Rα(μ0 + iμ)‖ = 0, для некоторого μ0 > ω. (14)

Заметим, что операторы GNμ0(t)x = 1/(πt2)
N∫

−N

eiμtR′′
α(μ0 + iμ)x dμ компактны в силу тео-

ремы 1.3 в [14].
Замечание. Также можно дать достаточные условия на компактность семейства опера-

торов Tα(t, A) при t > 0 непосредственно в терминах оператора A. Действительно, предпо-
ложим, что множество Σδ,α = {λ : | arg λ| < α(π/2 + δ);λ 
= 0} для некоторого δ ∈ (0, π/2]
принадлежит резольвентному множеству оператора A, кроме того, резольвента операто-
ра A компактна и выполнена оценка

‖(λI −A)−1‖ � C|λ|−1, λ ∈ Σδ,α.

Тогда оператор Tα(t, A) компактен для всех t > 0. Это следует из представления (4.2)
в теореме 4.1 [11], оператора Tα(t, A) контурным интегралом, сходящимся в равномерной
операторной топологии.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке НАН Украины и Российского фонда
фундаментальных исследований (грант 01-01-12/12-01-90 401Укр-а).
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для рiвняння в дробових похiдних

Дослiджено компактнiсть та рiвномiрну неперервнiсть розв’язуючої сiм’ї операторiв рiв-
нянь в дробових похiдних в банаховому просторi.
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On the compactness and the uniform continuity of a resolvent family for
a fractional differential equation
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УДК 517.5

В.В. Волчков, Вит.В. Волчков

Переопределенные интерполяционные задачи
для целых функций экспоненциального типа

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Получены критерии существования целых функций экспоненциального типа не выше ς,
принимающих заданные значения в точках заданной последовательности с плотностью,
большей ς.

Классическая задача интерполяции состоит в отыскании функции данного класса, прини-
мающей в заданных точках — узлах интерполяции — заданные значения. В теории целых
функций значительное число работ посвящено различным обобщениям интерполяционной
задачи вида

f(zk) = ck, k = 1, 2, . . . , (1)

где f — целая функция с ограничениями на рост, {zk} — все нули (или часть нулей) не-
которой целой функции ϕ (см. [1]). Класс функций, в котором ищется решение задачи,
задается, как правило, неравенством

|f(z)| � AeBp(z),

в котором A и B — положительные постоянные, зависящие от функции f , p — неотрица-
тельная субгармоническая функция, обладающая свойствами:
1) ln(1 + |z|) = O(p(z));
2) если |ζ − z| � 1, то p(ζ) � Cp(z) +D с постоянными C и D, не зависящими от ζ и z.
Основным средством исследования задачи (1) и ее аналогов являются интерполяцион-

ные ряды и метод ∂-проблемы, основанный на результатах Л. Хермандера [1–3].
Особый интерес представляет интерполяция целыми функциями экспоненциального ти-

па. Ряд известных результатов в этом направлении принадлежит А.О. Гельфонду, В.А. Ко-
тельникову, Б.Я. Левину, Картрайт, Боасу и др. (см. [1, 2]). В частности, класс всех целых
функций экспоненциального типа, меньшего π, является классом единственности для ин-
терполяционной задачи

f(k) = ck, k = 1, 2, . . . . (2)

Условия разрешимости задачи (2) для этого класса изучались Ло, Вигертом, Фабером,
Карлсоном, Полиа, Дюфренуа, Пизо и др. (см., например, [4 гл. 2], [5, §§ 1.1.3, 7.7.2, 7.7.3]).
Результаты, полученные этими авторами, показывают, что разрешимость задачи (2) в дан-
ном случае эквивалентна возможности аналитического продолжения суммы степенного ря-

да
∞∑
k=1

ckz
k в дополнение некоторого компакта.
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В настоящей работе получены критерии существования четной целой функции экспонен-
циального типа не выше ς, растущей не быстрее многочлена на вещественной оси и прини-
мающей заданные значения в точках заданной последовательности плотности, большей ς.
Такие интерполяционные задачи естественно называть переопределенными. В качестве
узлов интерполяции выбираются нули бесселевых и гипергеометрических функций. Отме-
тим, что указанные вопросы тесно связаны с некоторыми аспектами периодических в сред-
нем функций на евклидовых и двухточечно-однородных пространствах (см. [6, ч. 2, гл. 3]).
Перейдем к формулировкам основных результатов. Обозначим Zς — множество всех

четных целых функций w : C → C, удовлетворяющих оценке

|w(λ)| � γ(1 + |λ|)meς|Imλ|, λ ∈ C

для некоторых констант γ > 0, m ∈ Z, ς � 0.
Теорема 1. Пусть τ > ς � 0 и {νl}∞l=1 — последовательность всех положительных

нулей функции Бесселя Jn/2(τz), n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Пусть также {μl}∞l=1 — последователь-
ность комплексных чисел. Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(i) Существует w ∈ Zς такая, что w(νl) = μl для всех l.
(ii) Ряды

∞∑
l=1

ν
n/2+2
l μl

J2
n/2+1(νlτ)

Jn/2(νlt) и

∞∑
l=1

νlμl
Jn/2+1(νlτ)

|t|n/2+1Jn/2(νl|t|)

сходятся к нулю на интервалах (ς, 2τ − ς) и (ς − τ, τ − ς) в пространствах распределений
D′(ς, 2τ − ς) и D′(ς − τ, τ − ς) соответственно.
Полагая в теореме 1 n = 1, τ = π и учитывая, что в этом случае последовательность

{νl}∞l=1 совпадает с натуральным рядом, получаем следующий критерий разрешимости за-
дачи (2) для класса Zς .

Следствие 1. Пусть 0 � ς < π и {μl}∞l=1 — последовательность комплексных чисел.
Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(i) Существует w ∈ Zς такая, что w(l) = μl для любого l = 1, 2, . . . .
(ii) Ряды

∞∑
l=1

l3μl sin(lt) и
∞∑
l=1

(−1)llμlt sin(lt)

сходятся к нулю на интервалах (ς, 2π − ς) и (ς − π, π − ς) в пространствах распределений
D′(ς, 2π − ς) и D′(ς − π, π − ς) соответственно.
Перейдем к аналогу теоремы 1 для нулей гипергеометрических функций. Положим

ϕ
(α,β)
λ (r) = F

(
α+ β + 1 + iλ

2
,
α+ β + 1− iλ

2
;α+ 1;− sh2 r

)
, (3)

где F — гипергеометрическая функция Гаусса. Обозначение ϕ(α,β)
λ (r) в (3) объясняется тем,

что при определенных значениях α и β эти функции совпадают с зональными сферическими
функциями римановых симметрических пространств ранга один отрицательной кривизны,
для которых используется это обозначение (см. [7, гл. 4]).
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Cвойства нулей λ функции ϕ(α,β)
λ (r) сходны со свойствами нулей бесселевых функций

и описаны в следующем утверждении [8 гл. 7].
Предложение 1. Для фиксированных α � 0, −1/2 � β � α, r > 0 справедливы сле-

дующие утверждения.

(i) Функция ϕ
(α,β)
λ (r) имеет бесконечно много нулей. Все нули ϕ

(α,β)
λ (r) являются веще-

ственными, простыми и расположены симметрично относительно точки λ = 0. Кроме

того, ϕ
(α,β)
λ (r) > 0 при iλ ∈ R1.

(ii) Пусть λl = λl(α, β, r), l = 1, 2, . . ., — последовательность всех положительных

нулей ϕ
(α,β)
λ (r), занумерованная в порядке возрастания, и предположим 0 < r1 � r � r2.

Тогда

rλl = π

(
2α+ 3

4
+ l + q(r, α, β)

)
+

(1/4 − α2)(ch r)2 + (1/4 − β2)(sh r)2

λl sh 2r
+O

(
1

λ3l

)
,

где q(r, α, β) ∈ Z не зависит от l и постоянная в знаке O зависит только от α, β, r1, r2.
Обозначим через Π множество пар вида (n/2 − 1, n/2 − 1), (n − 1, 0), (2n − 1, 1), (7, 3),

где n = 2, 3, . . .
Теорема 2. Пусть (α, β) ∈ Π, τ > ς � 0, {νl}∞l=1 — последовательность всех положи-

тельных нулей λ функции ϕ
(α,β)
λ (τ) и {μl}∞l=1 — последовательность комплексных чисел.

Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(i) Существует w ∈ Zς такая, что w(νl) = μl для всех l.
(ii) Ряды

∞∑
l=1

νlμl

((
d

dλ
ϕ
(α,β)
λ (τ)

)∣∣∣∣
λ=νl

ϕ(α+1,β+1)
νl

(τ)

)−1

ϕ(α,β)
νl

(t)

и

∞∑
l=1

νlμl

((
d

dλ
ϕ
(α,β)
λ (τ)

)∣∣∣∣
λ=νl

)−1

ϕ(α,β)
νl

(t)|t|1+2α

сходятся к нулю на интервалах (ς, 2τ − ς) и (ς − τ, τ − ς) в пространствах распределений
D′(ς, 2τ − ς) и D′(ς − τ, τ − ς) соответственно.
Стандартные рассуждения, связанные с применением принципа Фрагмена–Линделефа,

показывают, что функция w в теоремах 1, 2 определяется однозначно. Отметим также,
что из сходимости рядов в утверждении (ii) этих теорем следует оценка μl = O(lγ) для
некоторого γ > 0 (см. [9, ч. 3, доказательство леммы 2.7]).
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Перевизначенi iнтерполяцiйнi задачi для цiлих функцiй
експоненцiального типу

Отримано критерiї iснування цiлих функцiй експоненцiального типу не вище ς, що набу-
вають заданих значень у точках заданої послiдовностi iз щiльнiстю, бiльшою нiж ς.

V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov

Overdetermined interpolation problems for entire functions of the
exponential type

Criteria for the existence of entire functions of the exponential type of at most ς which take the given
values at the points from the given sequence of numbers with a density of more than ς are obtained.
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УДК 517.956,517.953,517.518.5

С.П. Дегтярев

Мультипликаторы Фурье в пространствах с частичным
свойством Гельдера и их применение к оценкам

Шаудера

(Представлено академиком НАН Украины А.М. Ковалевым)

Приведены сравнительно простые достаточные условия на мультипликатор Фурье для
того, чтобы он отображал функции, удовлетворяющие условию Гельдера по части пере-
менных в функции, удовлетворяющей условию Гельдера по всем переменным. С исполь-
зованием этих достаточных условий доказана разрешимость в классах Гельдера началь-
но-краевых задач для линеаризованного уравнения Кана–Хилларда с динамическими гра-
ничными условиями двух типов. Получены оценки Шаудера решений указанных задач.

Отправной точкой для написания данной работы послужила статья О.А. Ладыженской [1]
(см. также [2]).
Пусть для натурального N

γ ∈ (0, 1), α = (α1, α2, . . . , αN ), α1 = 1, αk ∈ (0, 1], k = 2, N. (1)

Определим пространство Cγα(RN ) как пространство непрерывных в RN функций u(x) с ко-
нечной нормой

‖u‖Cγα(RN ) ≡ |u|(γα)
RN = |u|(0)

RN +

N∑
i=1

〈u〉(γαi)

xi,RN , (2)

где

(0)

RN = sup
x∈RN

|u(x)|, 〈u〉(γαi)

xi,RN = sup
x∈RN ,h>0

|u(x1, . . . , xi + h, . . . , xN )− u(x)|
hγαi

. (3)

Наряду с пространствами Cγα(RN ) с показателями γαi < 1 мы будем также рассмат-

ривать пространства C l(RN ), где l = (l1, l2, . . . , lN ), li — произвольные положительные не-
целые числа. Норма в этом пространстве определяется равенством

‖u‖
Cl(RN )

≡ |u|(l)
RN = |u|(0)

RN +

N∑
i=1

〈u〉(li)
xi,RN , (4)

〈u〉(li)
xi,RN = sup

x∈RN ,h>0

|D[li]
xi u(x1, . . . , xi + h, . . . , xN )−D

[li]
xi u(x)|

hli−[li]
, (5)

где [li] — целая часть числа li, D[li]
xi u — производная порядка [li] по переменной xi от функ-

ции u. Полунорма (5) может быть определена эквивалентным образом, как

〈u〉(li)
xi,RN � sup

x∈RN ,h>0

|Δk
h,xi

u(x)|
hli

, k > li, (6)
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где Δh,xiu(x) = u(x1, . . . , xi+h, . . . , xN )−u(x) — разность от функции u(x) по переменной xi
с шагом h, Δk

h,xiu(x) = Δh,xi(Δ
k−1
h,xi

u(x)) = (Δh,xi)
ku(x) — k раз примененная разность,

т. е. разность степени k. Отметим, что функции из пространства C l(RN ) обладают также
смешанными производными до определенных порядков, которые удовлетворяют условиям
Гельдера по всем переменным с некоторыми показателями — в зависимости от соотношения
показателей li.
Определим далее пространство функций Hγα(RN ) ⊂ Cγα(RN )

⋂
L2(R

N ) как замыкание
множества финитных функций u(x) из Cγα(RN ) в норме

‖u‖Hγα(RN ) ≡ |u|L2(RN ) +

N∑
i=1

〈u〉(γαi)

xi,RN . (7)

Аналогично определим пространство Hl(RN ) с произвольными нецелыми положитель-
ными li с нормой

‖u‖
Hl(RN )

≡ ‖u‖L2(RN ) +
N∑
i=1

〈u〉(li)
xi,RN . (8)

В [1] показано, что |u|(0)
RN � C‖u‖H γα(RN ), так что

|u|(γα)
RN � C‖u‖H γα(RN ). (9)

Здесь и всюду ниже мы будем обозначать через C, ν все абсолютные константы либо кон-
станты, зависящие только от раз и навсегда зафиксированных данных.
Пусть функция m̃(ξ), ξ ∈ RN , определена в RN , измерима и ограничена. Определим

оператор M : Hγα(RN ) → L2(R
N ) по формуле

Mu ≡ F
−1(m̃(ξ)ũ(ξ)), (10)

где для u(x) ∈ L1(R
N )

ũ(ξ) ≡ F (u) =

∫
RN

e−ixξu(x)dx — (11)

преобразование Фурье от функции u(x), которое распространено на L2(R
N ), F−1ũ(ξ) —

обратное преобразование Фурье от функции ũ(ξ). Так как u(x) ∈ L2(R
N ), а функция m̃(ξ)

ограничена, то оператор M корректно определен, и при этом функция m̃(ξ) называется
мультипликатором Фурье. Пусть множество переменных (ξ1, . . . , ξN ) = ξ разбито на r групп
длины Ni, i = 1, r, так что

N1 + · · · +Nr = N,

ξ = (y1, . . . , yr), y1 = (ξ1, . . . , ξN1), . . . , yr = (ξN1+···+Nr−1+1, . . . , ξN ).

Пусть далее ωi, i = 1, r, означают мультииндексы длины Ni

ω1 = (ω1,1, . . . , ω1,N1), . . . , ωr = (ωr,1, . . . , ωr,Nr), ωi,k ∈ N
⋃{0},

18 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



а символ Dωi
yi ũ(ξ) означает некоторую производную от функции ũ(ξ) порядка |ωi| = ωi,1 +

+ · · · + ωi,Ni по группе переменных yi = (ξk1 , . . . , ξkNi
), т. е. Dωi

yi ũ(ξ) = D
ωi,1

ξk1
· · ·Dωi,Ni

ξkNi

ũ(ξ).

Обозначим для ν > 0

Bν = {ξ ∈ RN : ν � |ξ| � ν−1}.

Пусть функция m̃(ξ) ∈ C(RN \ {0}) и ограничена. Пусть x ∈ RN , K ∈ (0, N) — целое
число, x = (x(1), x(2)), x(1) = (x1, . . . , xK), x(2) = (xK+1, . . . , xN ) и аналогично ξ = (ξ(1), ξ(2)),
ξ(1) = (ξ1, . . . , ξK), ξ(2) = (ξK+1, . . . , ξN ). Пусть α = (α1, . . . , αK), β = (βK+1, . . . , βN ), αi ∈
∈ (0, 1], βk > 0 и γ ∈ (0, 1).
Для x ∈ RN и целого j ∈ Z обозначим

Ajx ≡ (2j/α1x1, . . . , 2
j/αKxK , 2

j/βK+1xK+1, 2
j/βNxN

)
, aj = detAj . (12)

Обозначим m̃j(ξ) = m̃(ξ)χ(A−1
j ξ), mj(x) — обратное преобразование Фурье от функции

m̃j(ξ),

nj(x) = a−1
j mj(A

−1
j x). (13)

Пусть с некоторым μ > 0 выполнены условия

m̃(ξ)|ξ(1)=0 = m̃(0, ξ(2)) ≡ 0, ξ(2) ∈ RN−K , (14)∫
RN

(
1 +

K∑
k=1

|xk|αkγ

)
|nj(x)| dx � μ, j ∈ Z. (15)

Пусть, наконец, задана финитная функция u(x) ∈ Cαγ
x(1)

(RN ), т. е. u(x) имеет компактный

носитель в RN и удовлетворяет условиям Гельдера по части переменных

〈u〉(αγ)
x(1),RN =

K∑
k=1

〈u〉(αkγ)

xk,RN <∞.

Обозначим

v(x) ≡Mu ≡ m(x) ∗ u(x) ≡ F−1(m̃(ξ)ũ(ξ)).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (14), (15). Тогда функция v(x) удовлетворяет
условию Гельдера по всем переменным, причем

〈v〉(αγ,βγ)
x(1),x(2),RN � Cμ〈u〉(αγ)

x(1),RN , (16)

где

〈v〉(αγ,βγ)
x(1),x(2),RN =

K∑
k=1

〈v〉(αkγ)

xk ,RN +
N∑

k=K+1

〈v〉(βkγ)
xk ,RN .

Справедливо также следующее утверждение. Обозначим

Hαγ

x(1)
(RN ) = Cαγ

x(1)
(RN )

⋂
L2(R

N ), Hαγ,βγ

x(1),x(2)
(RN ) = Cαγ

x(1),x(2)
(RN )

⋂
L2(R

N ) —
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замыкания множества финитных функций в нормах

‖u‖Hαγ

x(1)
(RN ) ≡ ‖u‖L2(RN ) + 〈u〉(αγ)

x(1),RN , ‖u‖
Hαγ,βγ

x(1) ,x(2)
(RN )

≡ ‖u‖L2(RN ) + 〈u〉(αγ,βγ)
x(1),x(2),RN .

Теорема 2. Пусть выполнено условие (14). Пусть далее выполнено условие

si >
Ni

p
+ γ, i = 1, r, p ∈ (1, 2]. (17)

Пусть еще выполнено условие

sup
λ>0

∑
|ωi|�si

‖Dω1
y1D

ω2
y2 · · ·Dωr

yr m̃(Aλξ)‖Lp(Bν) � μ. (18)

Тогда оператор M является ограниченным линейным оператором из Hαγ

x(1)
(RN ) в

Hαγ,βγ

x(1),x(2)
(RN ), причем

‖Mu‖
Hαγ,βγ

x(1),x(2)
(RN )

� Cμ‖u‖Hαγ

x(1)
(RN ). (19)

Приведем применение доказанных результатов к линеаризованному уравнению Кана–
Хилларда с двумя типами динамических граничных условий.
Пусть Ω — произвольная область в RN с границей Γ = ∂Ω класса C4+γ , γ ∈ (0, 1), T > 0,

ΩT = Ω × [0, T ], ΓT = Γ × [0, T ]. В области ΩT рассмотрим следующую начально-краевую
задачу для неизвестной функции u(x, t)

∂u

∂t
+Δ2u+

∑
|α|�3

bα(x, t)D
α
xu = f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (20)

∂Δu

∂n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= g(x, t), (x, t) ∈ ΓT , (21)

u(x, 0) = u0(x), t = 0, x ∈ Ω, (22)

∂u

∂t
− a(x, t)ΔΓu+

N∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u = h1(x, t), (x, t) ∈ ΓT . (23)

Здесь n— внешняя нормаль к поверхности Γ,ΔΓ — оператор Лапласа–Бельтрами на поверх-
ности Γ, bα(x, t), a(x, t), bi(x, t), c(x, t), f(x, t), g(x, t), u0(x), h1(x, t) — заданные функции,
причем a(x, t) � ν > 0 и

bα ∈ Cγ,γ/4(ΩT ), a, bi, c ∈ C2+γ,(2+γ)/4(ΓT ), f ∈ Cγ,γ/4(ΩT ),

g ∈ C1+γ,(1+γ)/4(ΓT ), h1 ∈ C2+γ,(2+γ)/4(ΓT ).
(24)

Вместо динамического условия (23) на границе мы будем рассматривать также условие

∂u

∂t
+ d(x, t)

∂u

∂n
+ b(x, t)u = h2(x, t), (x, t) ∈ ΓT , (25)
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где заданные функции d(x, t), b(x, t), h2(x, t) удовлетворяют условиям

d(x, t), b(x, t), h2(x, t) ∈ C3+γ,(3+γ)/4(ΓT ), d(x, t) � ν > 0. (26)

Мы предполагаем также выполненными условия согласования на данные задачи до пер-
вого порядка включительно при t = 0, x ∈ ∂Ω. А именно, мы предполагаем, во-первых, что

∂Δu0(x)

∂n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= g(x, 0), x ∈ Γ. (27)

Кроме того, в случае граничного условия (23) предполагается, что при x ∈ Γ

Δ2u0(x) +
∑
|α|�3

bα(x, 0)D
α
xu0 − f(x, 0) =

= −a(x, 0)ΔΓu0 +
N∑
i=1

bi(x, 0)
∂u0
∂xi

+ c(x, 0)u0 − h1(x, 0), (28)

а в случае условия (25) мы предполагаем, что при x ∈ Γ

Δ2u0(x) +
∑
|α|�3

bα(x, 0)D
α
xu0 − f(x, 0) = d(x, 0)

∂u0
∂n

+ b(x, 0)u0 − h2(x, 0). (29)

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 3. При выполнении условий (24), (27), (28) задача (20)–(23) имеет единствен-

ное решение из класса C4+γ,(4+γ)/4(ΩT ) такое, что ut|ΓT
∈ C2+γ,(2+γ)/4(ΓT ), для которого

справедлива оценка

|u|(4+γ)
ΩT

+

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣
ΓT

∣∣∣∣(2+γ)
ΓT

� C1(|f |(γ)ΩT
+ |g|(1+γ)ΓT

+ |h1|(2+γ)ΓT
), (30)

где константа C1 зависит только от T , ν, и норм коэффициентов bα(x, t), a(x, t), bi(x, t),
c(x, t) в соответствующих пространствах.

Теорема 4. При выполнении условий (24), (26), (27), (29) задача (20)–(22), (25) имеет
единственное решение из класса C4+γ,(4+γ)/4(ΩT ) такое, что ut|ΓT

∈ C3+γ,(3+γ)4(ΓT ), для
которого справедлива оценка

|u|(4+γ)
ΩT

+

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣
ΓT

∣∣∣∣(3+γ)
ΓT

� C2(|f |(γ)ΩT
+ |g|(1+γ)ΓT

+ |h2|(3+γ)ΓT
), (31)

где константа C2 зависит только от T , ν, и норм коэффициентов bα(x, t), d(x, t), b(x, t)
в соответствующих пространствах.
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С.П. Дегтярьов

Мультиплiкатори Фур’є в просторах з частковою властивiстю
Гельдера та їх застосування до оцiнок Шаудера

Наведено порiвняно простi достатнi умови на мультиплiкатор Фур’є для того, щоб вiн
вiдображав функцiї, якi задовольняють умову Гельдера за частиною змiнних у функцiї, яка
задовольняє умову Гельдера за всiма змiнними. З використанням цих достатнiх умов дове-
дено розв’язнiсть у класах Гельдера початково-крайових задач для лiнеаризованого рiвняння
Кана–Хiлларда з динамiчними граничними умовами двох типiв. Одержано оцiнки Шаудера
розв’язкiв вказаних задач.

S.P. Degtyarev

Fourier multipliers in the spaces with partial Hölder property and their
application to the Schauder estimates

We give relatively simple sufficient conditions for a Fourier multiplier in order that it maps func-
tions with the Hölder property in a part of the variables into functions with the Hölder property in
all variables. With the use of these sufficient conditions, we prove the solvability in Hölder classes of
the initial-boundary-value problems for a linearized Cahn–Hilliard equation with dynamic boundary
conditions of two types. For the solutions of these problems, the Schauder estimates are obtained.
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УДК 517.956.4

В.Н. Лось, А.А. Мурач

Параболические смешанные задачи в пространствах

обобщенной гладкости

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины М.Л. Горбачуком)

Установлены теоремы о корректной разрешимости общей параболической начально-
краевой задачи в некоторых классах гильбертовых пространств обобщенной гладкос-
ти. Последняя характеризуется числовыми параметрами и дополнительным функцио-
нальным параметром, который медленно меняется на бесконечности по Карамата.
В качестве приложения даны новые достаточные условия непрерывности обобщенных
производных заданного порядка решения задачи.

Общие параболические начально–краевые задачи достаточно полно исследованы в класси-
ческих шкалах функциональных пространств Гельдера–Зигмунда и Соболева [1–5]. Цен-
тральное место в теории таких задач занимают теоремы об их корректной разрешимости
в подходящих парах пространств, принадлежащих указанным шкалам. Эти теоремы имеют
важные применения к исследованию свойств регулярности решений параболической зада-
чи, свойств ее функции Грина и др. (см., например, [6]).
В этой связи представляет интерес исследование свойств параболических задач в шка-

лах функциональных пространств, более тонко градуированных, чем упомянутые выше
классические шкалы. Гильбертовы пространства Hμ := B2,μ, введенные и систематичес-
ки изученные Л. Хермандером [7] и Л.Р. Волевичем, Б.П. Панеяхом [8], являются весь-
ма перспективными в этом плане. Для этих пространств показателем регулярности функ-
ций/распределений служит не число, а достаточно общий функциональный параметр μ,
зависящий от частотных переменных (двойственных к пространственным относительно
преобразования Фурье). Такие пространства именуют пространствами обобщенной глад-
кости [9, 10]. Они имеют различные приложения в теории дифференциальных операторов
и теории случайных процессов.
Так, недавно В.А. Михайлец и А.А. Мурач [11, 12] построили теорию общих эллип-

тических дифференциальных операторов и эллиптических краевых задач в гильбертовых
шкалах пространств Hs,ϕ := B2,μ, для которых показателем регулярности служит функция
вида μ(ξ) := (1 + |ξ|2)s/2ϕ((1 + |ξ|2)1/2). Здесь числовой параметр s вещественный, а функ-
циональный параметр ϕ медленно меняется на бесконечности по Й. Карамата. В основе этой
теории лежит метод интерполяции гильбертовых пространств с функциональным парамет-
ром. Он позволяет вывести теоремы о свойствах эллиптических операторов из соответст-
вующих теорем соболевской теории этих операторов. Метод интерполяции пространств ока-
зывается весьма полезным и в теории параболических дифференциальных уравнений [3].
В настоящей работе мы установим теоремы о корректной разрешимости общей началь-

но-краевой 2b-параболической задачи в классах гильбертовых анизотропных пространств
Хермандера Hs,s/(2b),ϕ, где параметры s и ϕ такие, как и в упомянутой эллиптической тео-
рии. В качестве применения будут получены новые достаточные условия непрерывности
обобщенных производных (заданного порядка) решения задачи.

© В.Н. Лось, А.А. Мурач, 2014
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В двумерном случае общая параболическая задача с нулевыми начальными данными
исследована нами в [13, 14].

1. Постановка задачи. Пусть произвольно заданы целое число n � 2, вещественное
число τ > 0 и ограниченная область G ⊂ Rn с бесконечно гладкой границей Γ := ∂G.
Рассмотрим в цилиндре Ω := G × (0, τ), где S := Γ × (0, τ) — его боковая поверхность,
параболическую начально-краевую задачу:

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t) ≡
∑

|α|+2bβ�2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t) в Ω, (1)

Bj(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
S
≡

∑
|α|+2bβ�mj

bα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
S
= gj(x, t)

при x ∈ Γ, 0 < t < τ для каждого j ∈ {1, . . . ,m},
(2)

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= hk(x) при x ∈ G для каждого k ∈ {0, . . . ,κ − 1}. (3)

Здесь b, m и все mj — произвольно заданные целые числа, удовлетворяющие условиям
m � b � 1, κ := m/b ∈ Z, и mj � 0. Число 2b называется параболическим весом данной
задачи. Все коэффициенты дифференциальных выражений A := A(x, t,Dx, ∂t) и Bj :=
= Bj(x, t,Dx, ∂t) являются бесконечно гладкими комплекснозначными функциями: aα,β ∈
∈ C∞(Ω) и bα,βj ∈ C∞(S), где Ω := G × [0, τ ], S := Γ × [0, τ ].
В работе используются следующие обозначения для частных производных: Dα

x :=
= Dα1

1 . . . Dαn
n , Dk := i∂/∂xk и ∂t := ∂/∂t. Здесь x = (x1, . . . , xn) — произвольная точка

пространства Rn, а α = (α1, . . . , αn) — мультииндекс и |α| := α1 + · · ·+ αn. В формулах (1)
и (2) суммирование ведется по целым индексам α1, . . . , αn, β � 0, которые удовлетворяют
условиям, написанным под знаком суммы.
Напомним [1, § 9, п. 1], что начально-краевая задача (1)–(3) называется параболической

в цилиндре Ω, если выполняются следующие два условия.
Условие 1. Для произвольных x ∈ G, t ∈ [0, τ ], ξ ∈ Rn и p ∈ C, Re p � 0, верно

A(0)(x, t, ξ, p) ≡
∑

|α|+2bβ=2m

aα,β(x, t)ξαpβ 
= 0 как только |ξ|+ |p| 
= 0.

Произвольно выберем x ∈ Γ, t ∈ [0, τ ], касательный вектор ξ ∈ Rn к границе Γ в точке x
и число p ∈ C, Re p � 0, такие, что |ξ| + |p| 
= 0. Пусть ν(x) — орт внутренней нормали
к границе Γ в точке x. Из условия 1 следует, что многочлен A(0)(x, t, ξ+ζν(x), p) переменного
ζ ∈ C имеет точно m корней ζ+j (x, t, ξ, p), j = 1, . . . ,m, с положительной мнимой частью
и m корней с отрицательной мнимой частью (с учетом их кратности).
Условие 2. При каждом таком выборе x, t, ξ и p многочлены

B
(0)
j (x, t, ξ + ζν(x), p) ≡

∑
|α|+2bβ=mj

bα,βj (x, t)(ξ + ζν(x))αpβ, j = 1, . . . ,m,

переменного ζ ∈ C линейно независимы по модулю многочлена
m∏
j=1

(ζ − ζ+j (x, t, ξ, p)).

Отметим, что условие 1 — это условие 2b-параболичности по И. Г. Петровскому диффе-
ренциального уравнения Au = f в замкнутом цилиндре Ω, а условие 2 выражает тот факт,
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что система граничных дифференциальных операторов {B1, . . . , Bm} накрывает диффе-
ренциальный оператор A на боковой поверхности S этого цилиндра.

2. Пространства обобщенной гладкости и уточненная шкала. Задачу (1)–(3) ис-
следуем в шкалах гильбертовых функциональных пространств Hμ := B2,μ, введенных неза-
висимо Л. Хермандером [7, п. 2.2] и Л.Р. Волевичем, Б.П. Панеяхом [8, § 2, 3]. Показателем
регулярности функций (или распределений), образующих пространство Hμ(Rk), где целое
k � 2, служит измеримая по Борелю функция μ : Rk → (0,∞), удовлетворяющая следую-
щему условию: существуют положительные числа c и l такие, что μ(ξ)/μ(η) � c(1+ |ξ− η|)l
для любых ξ, η ∈ Rk.
По определению, линейное пространство Hμ(Rk) состоит из всех медленно растущих

распределений w ∈ S ′(Rk), преобразование Фурье ŵ которых является локально интегри-
руемой по Лебегу функцией и удовлетворяет условию

‖w‖2Hμ(Rk) :=

∫
Rk

μ2(ξ)|ŵ(ξ)|2dξ <∞.

(В работе распределения/функции предполагаются комплекснозначными.) Это пространс-
тво гильбертово относительно введенной нормы ‖w‖Hμ(Rk).

Нам понадобятся следующие версии пространства Hμ(Rk) для произвольного открытого
множества V 
= ∅. Линейное пространство Hμ(V ) состоит, по определению, из сужений
u = w � V всех распределений w ∈ Hμ(Rk) на множество V . В этом пространстве задана
норма по формуле

‖u‖Hμ(V ) := inf{‖w‖Hμ(Rk) : w ∈ Hμ(Rk), u = w � V }.
Линейное пространство Hμ

+(V ) состоит, по определению, из сужений u = w � V всех распре-
делений w ∈ Hμ(Rk), равных нулю при xk < 0. Здесь w = w(x′, xk), где x

′ = (x1, . . . , xk−1) ∈
∈ Rk−1 и xk ∈ R. В этом пространстве определена норма по формуле

‖u‖Hμ
+(V ) := inf{‖w‖Hμ(Rk) : w ∈ Hμ(Rk), w(x′, xk) ≡ 0 при xk < 0, u = w � V }.

Оно понадобится в случае, когда множество V примыкает к евклидовому полупространству,
заданному условием xk < 0. Пространства Hμ(V ) и Hμ

+(V ) гильбертовы.
Для удобства обозначений в п. 2 положим γ := 1/(2b). Будем использовать показатели

регулярности вида

μ(ξ′, ξk) = (1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ)s/2ϕ((1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ)1/2), (4)

где ξ′ ∈ Rk−1 и ξk ∈ R — аргументы функции μ. Здесь числовой параметр s вещественный,
а функциональный параметр ϕ пробегает классM. Последний состоит из всех измеримых
по Борелю функций ϕ : [1,∞) → (0,∞), которые удовлетворяют следующим двум условиям:
а) обе функции ϕ и 1/ϕ ограничены на каждом отрезке [1, b], где 1 < b < ∞;
б) функция ϕ медленно меняется по Й. Карамата на бесконечности, а именно,

ϕ(λr)/ϕ(r) → 1 при r → ∞ для каждого λ > 0.
Теория медленно меняющихся функций (на бесконечности) изложена, например, в мо-

нографии [15]. Их важным примером служат функции вида

ϕ(r) := (log r)θ1(log log r)θ2 · · · (log · · · log︸ ︷︷ ︸
k раз

r)θk при r � 1,

где параметры k ∈ N и θ1, θ2, . . . , θk ∈ R произвольны.
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Пусть s ∈ R и ϕ ∈ M. Решение u начально-краевой задачи (1)–(3) и правые час-
ти f уравнения (1) будем рассматривать в гильбертовых функциональных пространствах
Hs,sγ,ϕ(Ω) := Hμ(Ω) и Hs,sγ,ϕ

+ (Ω) := Hμ
+(Ω), где показатель μ определен по формуле (4),

в которой k := n+ 1. (Последнее пространство понадобится в случае, когда все hk = 0.)
Если ϕ(r) ≡ 1, то Hs,sγ,ϕ(Ω) становится анизотропным гильбертовым пространством

Соболева порядка (s, sγ); обозначим его через Hs,sγ(Ω). Здесь s — показатель регулярности
распределения u = u(x, t) по пространственной переменной x ∈ G, а sγ — показатель регу-
лярности по временно́й переменной t ∈ (0, τ). В общей ситуации, когда ϕ ∈ M произвольно,
выполняются непрерывные и плотные вложения

Hs1,s1γ(Ω) ↪→ Hs,sγ,ϕ(Ω) ↪→ Hs0,s0γ(Ω) при s0 < s < s1. (5)

Рассмотрим класс гильбертовых функциональных пространств

{Hs,sγ,ϕ(Ω): s ∈ R, ϕ ∈ M}. (6)

Вложения (5) показывают, что в (6) функциональный параметр ϕ определяет дополнитель-
ную гладкость по отношению к основной анизотропной (s, sγ)-гладкости. Если ϕ(r) → ∞
(либо ϕ(r) → 0) при r → ∞, то ϕ определяет позитивную (либо негативную) дополнитель-
ную гладкость. Иначе говоря, ϕ уточняет основную гладкость (s, sγ). Поэтому естествен-
но именовать класс пространств (6) уточненной анизотропной соболевской шкалой на Ω
(коротко — уточненной шкалой). Здесь γ служит параметром анизотропии пространств,
образующих эту шкалу.
Определим гильбертовы пространства, в которых рассматриваются правые части крае-

вых и начальных условий задачи (1)–(3).
Пространства, к которым принадлежат правые части gj краевых условий (2), заданы на

боковой поверхности S = Γ× (0, τ) цилиндра Ω и определяются с помощью локальных ко-
ординат следующим образом. Для открытой полосы Π := Rn−1×(0, τ) рассмотрим гильбер-
товы пространства Hs,sγ,ϕ(Π) := Hμ(Π) и Hs,sγ,ϕ

+ (Π) := Hμ
+(Π), где показатель μ определен

по формуле (4), в которой k := n. Выберем какой-либо конечный атлас из C∞-структу-
ры на замкнутом многообразии Γ, образованный локальными картами θj : Rn−1 ↔ Γj , где
j = 1, . . . , λ. Здесь открытые множества Γ1, . . . ,Γλ составляют покрытие многообразия Γ.
Кроме того, произвольно выберем функции χj ∈ C∞(Γ), j = 1, . . . , λ, такие, что suppχj ⊂ Γj

и
λ∑
j=1

χj ≡ 1 на Γ.

По определению, линейное пространство Hs,sγ,ϕ(S) состоит из всех распределений v ∈
∈ D′(S) на многообразии S таких, что для каждого номера j ∈ {1, . . . , λ} распределение
vj(x, t) := χj(θj(x))v(θj(x), t) аргументов x ∈ Γ и t ∈ (0, τ) принадлежит к Hs,sγ,ϕ(Π).
В пространстве Hs,sγ,ϕ(S) задана норма по формуле

‖v‖Hs,sγ,ϕ(S) :=

(
λ∑
j=1

‖vj‖2Hs,sγ,ϕ(Π)

)1/2

.

Оно гильбертово относительно этой нормы.
Заменив в этом определении пространство Hs,sγ,ϕ(Π) на Hs,sγ,ϕ

+ (Π), получим определе-
ние гильбертового пространства Hs,sγ,ϕ

+ (S).
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Введенные пространства Hs,sγ,ϕ(S) и Hs,sγ,ϕ
+ (S) не зависят (с точностью до эквивалент-

ности норм) от указанного выбора атласа и разбиения единицы на Γ.
Наконец, укажем пространства, в которых рассматриваются правые части hk начальных

условий (3). Это гильбертовы пространства Hs,ϕ(G) := Hμ(G) с показателем μ(ξ) := (1 +
+ |ξ|2)s/2ϕ((1+ |ξ|2)1/2) аргумента ξ ∈ Rn. Их систематически использовали В.А. Михайлец
и А.А. Мурач в теории эллиптических краевых задач [11, 12].
Если ϕ ≡ 1, то введенные выше пространства становятся соболевскими пространствами

(анизотропными на Ω и S либо изотропными на G). В этом случае будем опускать индекс ϕ
в обозначениях пространств.

3. Основные результаты работы составляют теоремы об изоморфизмах, порожден-
ных параболической начально-краевой задачей (1)–(3) в уточненной шкале. Сформулируем
их.
Пусть σ0 обозначает наименьшее целое число, удовлетворяющее условиям

σ0 � 2m, σ0 � mj + 1 для всех j ∈ {1, . . . ,m} и
σ0
2b

∈ Z.

В частности, если mj � 2m − 1 для каждого j ∈ {1, . . . ,m}, то σ0 = 2m.
Представляет отдельный интерес [1, § 9] задача (1)–(3) в случае нулевых начальных

данных, т. е. когда все hk ≡ 0. В этом случае свяжем с ней линейное отображение

u �→ (Au,Bu) := (Au,B1u, . . . , Bmu), u ∈ C∞
+ (Ω). (7)

Здесь C∞
+ (Ω) — линейное пространство всех функций u = u(x, t) класса C∞(Ω) таких, что

∂βt u(x, 0) = 0 для всех x ∈ G и β ∈ N ∪ {0}.
Теорема 1. Пусть произвольно заданы параметры: вещественное число s > σ0 и функ-

ция ϕ ∈ M. Тогда отображение (7) продолжается единственным образом (по непрерыв-
ности) до изоморфизма

(A,B) : H
s,s/(2b),ϕ
+ (Ω) ↔ H

s−2m,(s−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

H
s−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (S). (8)

В общем случае ненулевых начальных данных свяжем с задачей (1)–(3) линейное ото-
бражение

u �→ Λu := (Au,B1u, . . . , Bmu, u � G, . . . , (∂κ−1
t u) � G), u ∈ C∞(Ω). (9)

Теорема 2. Пусть произвольно заданы параметры: вещественное число s > σ0 и функ-
ция ϕ ∈ M. Предположим, что s + 1/2 /∈ Z и s/(2b) + 1/2 /∈ Z. Тогда отображение (9)
продолжается единственным образом (по непрерывности) до изоморфизма

Λ: Hs,s/(2b),ϕ(Ω) ↔ Qs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ. (10)

Здесь Qs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ обозначает подпространство пространства

Hs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ := Hs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ(Ω)⊕

⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b),ϕ(S)⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b,ϕ(G),
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образованное всеми векторами

F := (f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ,

которые удовлетворяют следующему условию согласования правых частей задачи (1)–(3).
Для вектора F существует функция v = v(x, t) класса Hs,s/(2b),ϕ(Ω) такая, что

f −Av ∈ H
s−2m,(s−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω),

gj −Bjv ∈ H
s−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (S) для всех j ∈ {1, . . . ,m},

hk = ∂kt v
∣∣
t=0

для всех k ∈ {0, . . . ,κ − 1}.

Это условие согласования можно сформулировать в эквивалентном и конструктивном
виде без привлечения уточненной шкалы пространств (см., например, [2, с. 707]). А именно,
оно состоит в том, что производные ∂kt u(x, t)

∣∣
t=0
, которые можно вычислить из параболи-

ческого уравнения (1) и начальных данных (3), должны удовлетворять при x ∈ Γ краевым
условиям (2) и соотношениям, получающимся в результате дифференцирования краевых
условий по переменной t.
Отметим, что теорема 2 верна и в случае, когда параметр s > σ0 удовлетворяет одному

из условий s+1/2 ∈ Z и s/(2b)+1/2 ∈ Z, если гильбертово пространство Qs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ

определить с помощью интерполяции

Qs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ := [Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b),ϕ,Qs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b),ϕ]1/2.

Здесь число ε ∈ (0, 1/2), а правая часть равенства есть результат интерполяции указанной
пары гильбертовых пространств с числовым параметром 1/2.
В соболевском случае ϕ ≡ 1 теоремы 1 и 2 известны. Теорема 2 доказана М.С. Агра-

новичем и М.И. Вишиком [1, теорема 12.1] в предположении, что число s/(2b) целое (их
результат охватывает предельный случай s = σ0). Это предположение можно опустить,
что следует из результата Н.В. Житарашу и С.Д. Эйдельмана [4, теорема 5.7]. Теорема 1
является важным частным случаем теоремы 2, если s+ 1/2 /∈ Z и s/(2b) + 1/2 /∈ Z.

4. Применение. В силу упомянутой теоремы Аграновича–Вишика каждому вектору
F ∈ Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b) соответствует единственный прообраз u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) при ото-
бражении (10). Эту функцию-прообраз u называем обобщенным решением задачи (1)–(3)
с правой частью F = (f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1).
В качестве применения теоремы 2 дадим следующее достаточное условие непрерывности

обобщенного решения u и его обобщенных частных производных заданного порядка.
Теорема 3. Пусть произвольно выбрано целое число q � 0. Предположим, что функция

u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) является обобщенным решением задачи (1)–(3), правые части которой
удовлетворяют условию

F = (f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ,

где s := 2bq + b+ n/2 > σ0, а функциональный параметр ϕ ∈ M такой, что

∞∫
1

dt

tϕ2(t)
<∞.
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Тогда решение u(x, t) и все его обобщенные частные производные Dα
x∂

β
t u(x, t), для которых

|α| + 2bβ � 2bq, являются непрерывными функциями на множестве Ω.
Если сформулировать аналог теоремы 3 для анизотропных соболевских пространств

(случай ϕ ≡ 1), то придется заменить ее условие на более сильное: правые части задачи (1)–
(3) удовлетворяют включению F ∈ Qs−2m,(s−2m)/(2b) при некотором s > 2bq + b + n/2. Это
существенно огрубляет результат.

5. Обоснование результатов. Теорему 1 можно вывести из теоремы Аграновича–
Вишика [1, теорема 12.1] посредством интерполяции с функциональным параметром ани-
зотропных пространств Соболева. Определение и свойства этой интерполяции приведены,
например, в [11, пп. 1.1, 2.4.2].
Наметим доказательство теоремы 1. Выберем число σ1 > s такое, что σ1/(2b) ∈ Z. В силу

упомянутой теоремы Аграновича–Вишика имеем изоморфизм (8) при ϕ ≡ 1 и каждом
s ∈ {σ0, σ1}. Определим интерполяционный функциональный параметр ψ по формулам
ψ(r) := r(s−σ0)/(σ1−σ0)ϕ(r1/(σ1−σ0)) при r � 1 и ψ(r) := ϕ(1) при 0 < r < 1. Применив
интерполяцию с этим параметром к анизотропным соболевским пространствам, в которых
действуют изоморфизмы (8) при ϕ ≡ 1 и s ∈ {σ0, σ1}, получим еще один изоморфизм

(A,B) : [H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω),H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)]ψ ↔

↔ [H
σ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω),H

σ1−2m,(σ1−2m)/(2b)
+ (Ω)]ψ ⊕

⊕
m⊕
j=1

[H
σ0−mj−1/2,(σ0−mj−1/2)/(2b)
+ (S),H

σ1−mj−1/2,(σ1−mj−1/2)/(2b)
+ (S)]ψ.

Здесь выражение [E1, E2]ψ обозначает гильбертово пространство, полученное в результате
интерполяции с параметром ψ пары гильбертовых пространств E1 и E2. Можно показать,
что интерполяционные пространства, в которых действует этот изоморфизм, совпадают
(с точностью до эквивалентности норм) с соответствующими пространствами, фигурирую-
щими в (8). Тем самым будет доказана теорема 1.
Так, исходя из определения интерполяции, непосредственно проверяется формула

[Hσ0,σ0/(2b)(Rn+1),Hσ1,σ1/(2b)(Rn+1)]ψ = Hs,s/(2b),ϕ(Rn+1).

Отсюда выводятся необходимые интерполяционные формулы с помощью общих методов
интерполяции пространств, заданных в евклидовых областях и на многообразиях (см., на-
пример, [11, пп. 2.1.2, 3.2]). В случае n = 1 соответствующие доказательства даны нами
в [13, п. 5].
Теорема 2 выводится из теоремы 1 согласно схеме доказательства теоремы 10.1 статьи

М.С. Аграновича и М.И. Вишика [1]. При этом решение задачи (1)–(3) ищется в виде
u = v+w, где функция v ∈ Hs,s/(2b),ϕ(Ω) фигурирует в условии согласования правых частей

этой задачи, а функция w ∈ H
s,s/(2b),ϕ
+ (Ω) является решением краевой задачи Aw = f −Av

в Ω и Bjw = gj − Bjv на S для каждого j ∈ {1, . . . ,m}. Функцию v можно выбрать так,
чтобы выполнялась оценка

‖v‖Hs,s/(2b),ϕ(Ω) � c‖f‖Hs−2m,(s−2m)/(2b),ϕ(Ω) + c
κ−1∑
k=0

‖hk‖Hs−2bk−b,ϕ(G)
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с некоторым числом c > 0, не зависящим от v и правых частей задачи. Требуемый изомор-
физм (10) следует из этой оценки и теоремы 1.
Теорема 3 вытекает из теоремы 2, в силу которой u ∈ Hs,s/(2b),ϕ(Ω), и некоторой версии

теоремы вложения Л. Хермандера [7, теорема 2.2.7]. Согласно этой версии [14, п. 5], всякая
функция u ∈ Hs,s/(2b),ϕ(Ω), где параметры s и ϕ удовлетворяют условию теоремы 3, имеет
свойства гладкости, указанные в заключении этой теоремы.
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В.М. Лось, О.О. Мурач

Параболiчнi мiшанi задачi у просторах узагальненої гладкостi

Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть загальної параболiчної початково-крайової
задачi у деяких класах гiльбертових просторiв узагальненої гладкостi. Остання характери-
зується числовими параметрами i додатковим функцiональним параметром, який повiль-
но змiнюється на нескiнченностi за Караматою. Як застосування наведенi новi достатнi
умови неперервностi узагальнених похiдних заданого порядку розв’язку задачi.
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V.N. Los, A.A. Murach

Parabolic mixed problems in spaces of generalized smoothness

We prove theorems on a well-posedness of a general parabolic initial-boundary-value problem in
some classes of Hilbert spaces of generalized smoothness. The latter is characterized by number
parameters and a supplementary function parameter that varies slowly at infinity in Karamata’s
sense. As an application, we give new sufficient conditions under which some generalized derivatives
of a solution to the problem should be continuous.
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УДК 517.95

Н.М. Шаповал

Група точкових симетрiй системи вiльних рiвнянь
другого порядку

(Представлено членом-кореспондентом НАН України А. Г. Нiкiтiним)

Доведено, що повною групою точкових симетрiй системи вiльних звичайних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку є загальна проективна група, що дiє у просторi неза-
лежних i залежних змiнних.

Груповi властивостi звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР) добре вивченi, чого, на
жаль, не можна сказати про системи ЗДР. Важливим результатом про розмiрнiсть мак-
симальних алгебр iнварiантностi систем ЗДР другого порядку є твердження, одержане
Л. Маркусом [1, с. 68–69]. А саме, ним доведено, що для будь-якої системи ЗДР друго-
го порядку

xtt = f(t,x,xt), (1)

де x = (x1(t), . . . , xn(t))T, xt = dx/dt, xtt = dxt/dt, розмiрнiсть її максимальної алгебри
iнварiантностi не перевищує (n + 2)2 − 1. Пiзнiше це твердження було перевiдкрито у ро-
ботi [2]. Необхiдну та достатню умову зведення лiнiйних систем вигляду (1) до системи
вiльних рiвнянь другого порядку

xtt = 0 (2)

отримано в [3]. Вiдзначимо, що система (2) iнварiантна вiдносно алгебри sl(n + 2,F) з ба-
зисними елементами (див. [2])

∂t, ∂a, t∂t, xa∂t, t∂a, xa∂b, txa∂t + xaxc∂c, t2∂t + txc∂c,

де F = R або F = C для дiйсного або комплексного випадку вiдповiдно. Тут i далi a, b,
c, i = 1, n, μ, ν, σ, σ′ = 0, n, i за iндексами, що повторюються, розумiємо пiдсумовування
за всiма їх можливими значеннями, а ∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa . Нижнi iндекси функцiй озна-
чають диференцiювання за вiдповiдними змiнними. Питання еквiвалентностi систем (1) i (2)
вiдносно точкових перетворень розглянуто Дж. Меркером у роботi [4]. Усi вищенаведенi
результати для систем ЗДР другого порядку є нетривiальними узагальненнями класичних
результатiв С. Лi [5] щодо ЗДР другого порядку. Бiльш детальний огляд вiдомих результатiв
щодо групового аналiзу систем ЗДР другого порядку наведено в [6].
Основним результатом цiєї роботи є строге доведення нижченаведеної теореми.
Теорема. Повною групою точкових симетрiй системи (2) є загальна проективна група

PGL(n+2,F) у просторi Fn+1, що складається з невироджених проективних перетворень

x̃μ =
αμ,0x

0 + · · ·+ αμ,nx
n + αμ,n+1

β0x0 + · · ·+ βnxn + βn+1
, (3)
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де α0,0, . . . , αn,n+1 та β0, . . . , βn+1 — груповi параметри, причому один з цих параметрiв
є несуттєвим, а x0 = t.
Той факт, що система (2) iнварiантна вiдносно групи PGL(n+2,F), давно вiдомий (див.,

наприклад, [2]). Його можна довести, вiдновивши групу PGL(n+ 2,F) з вищенаведеної ал-
гебри векторних полiв sl(n+ 2,F). У дiйсному випадку необхiдно також врахувати, додат-
ково до неперервної компоненти одиницi, очевидне дискретне перетворення, що вiдповiдає
замiнi знаку однiєї зi змiнних. Проблема полягає в тому, щоб показати, що перетворення
вигляду (3) вичерпують усi можливi точковi симетрiї системи (2).

Доведення теореми. Використаємо прямий метод знаходження точкових симетрiй [7].
Припустимо, що замiна змiнних

t̃ = T (t,x), x̃ = X(t,x)

зводить вихiдну систему (2) до тiєї ж системи x̃t̃t̃ = 0 у нових змiнних (t̃, x̃) i якобiан
перетворення J = |∂(T,X)/∂(t,x)| не дорiвнює нулю. Запишемо вираз для другої похiдної
x̃t̃t̃ у старих змiнних (t,x):

x̃t̃t̃ =
1

DtT
Dt

(
DtX

DtT

)
,

де Dt — оператор повної похiдної за змiнною t, Dt = ∂t + xat ∂xa + xatt∂xat + · · · . Пiдставивши
цей вираз у систему (2) та перейшовши на її многовид, отримаємо систему визначальних
рiвнянь

(Tt + xctTc)(X
i
tt + 2xatX

i
ta + xat x

b
tX

i
ab) = (Xi

t + xatX
i
a)(Ttt + 2xbtTtb + xbtx

c
tTbc) (4)

для знаходження невiдомих функцiй T та X , яку необхiдно додатково розщепити за похiд-
ними xat . Введемо позначення D̂t = ∂t + xat ∂xa для оператора повної похiдної за змiнною t
на многовидi системи (2), при цьому D̂2

t = ∂tt + 2xat ∂xa + xat x
b
t∂xaxb . Використавши це по-

значення, запишемо систему рiвнянь (4) у бiльш компактнiй формi

(D̂tT )D̂
2
tX

i = (D̂tX
i)D̂2

t T. (5)

Зауважимо, що обидвi частини рiвностi є добутком полiномiв вiд похiдних xat . Розглянемо
один з множникiв, а саме D̂tT = Tt + xctTc. Оскiльки лiва частина (5) дiлиться на цей
многочлен, то й права частина також дiлиться на нього. Покажемо, що D̂tT дiлить D̂2

t T ,
а вiдповiдна частка є полiномом степеня не вище першого вiд xat . Якщо Tc = 0 для всiх
значень c, то D̂tT — полiном нульового степеня вiдносно xat , а такий полiном дiлить обидва
множники правої частини (5). Нехай Tc 
= 0 для деякого значення c. Тодi D̂tT є полiномом
першого степеня вiд xat , а тому дiлить один з множникiв у правiй частинi рiвняння (5).
Припустимо, що D̂tT дiлить D̂tX

i для деякого i. Тодi вiдповiдна частка λi(t,x) не залежить
вiд похiдних xat , тобто D̂tX

i/D̂tT = λi(t,x) або D̂tX
i = λi(t,x)D̂tT . Зiбравши коефiцiєнти

при похiдних xat в останнiй рiвностi, маємо

Xi
t = λi(t,x)Tt, Xi

a = λi(t,x)Ta.

Звiдси випливає, що деякi рядки якобiана J пропорцiйнi, тобто J = 0, а це неможливо.
Отже, D̂tT дiлить D̂2

t T , при цьому D̂
2
tX

i дiлиться на D̂tX
i, i вiдношення цих полiномiв не

залежить вiд значення iндексу i, тобто iснують функцiї λμ = λμ(t,x) такi, що

D̂2
t T

D̂tT
=
D̂2
tX

i

D̂tXi
= λ0 + xatλ

a
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для кожного фiксованого значення i. Перепишемо цю рiвнiсть у виглядi системи

D̂2
t T = (λ0 + xat λ

a)D̂tT, D̂
2
tX

i = (λ0 + xatλ
a)D̂tX

i.

Зручно позначити t = x0, T = X0. Тодi останню систему можна зобразити у бiльш ком-
пактному виглядi

xνt x
σ
tX

μ
νσ = xνt λ

νXμ
σx

σ
t .

Зауважимо, що хоча x0t = 1, однак при розщепленнi за похiдними xat можна i зручно вва-
жати, що похiдна x0t також варiюється. Розщеплення дає систему

Xμ
νσ =

1

2
(λνXμ

σ + λσXμ
ν ). (6)

Розглянемо два рiвняння iз системи для фiксованих значень трiйки iндексiв (μ, ν, σ), а саме
рiвняння вигляду (6) та рiвняння

Xμ
νσ′ =

1

2
(λνXμ

σ′ + λσ
′

Xμ
ν ). (7)

Виконаємо перехресне диференцiювання, тобто продиференцiюємо рiвняння (6) за змiн-
ною xσ

′

, а рiвняння (7) — за змiнною xσ. У результатi отримаємо рiвняння

Xμ
νσσ′ =

1

2
(λνσ′X

μ
σ + λνXμ

σσ′ + λσσ′X
μ
ν + λσXμ

νσ′),

Xμ
νσ′σ =

1

2
(λνσX

μ
σ′ + λνXμ

σ′σ + λσ
′

σ X
μ
ν + λσ

′

Xμ
νσ),

лiвi частини яких рiвнi. Вiднявши одне рiвняння вiд iншого та пiдставивши замiсть других
похiдних функцiй Xμ вiдповiднi вирази з (6) та (7), отримаємо рiвнiсть

(λσσ′ − λσ
′

σ )Xμ
ν −

(
λνσ −

1

2
λνλσ

)
Xμ
σ′ +

(
λνσ′ −

1

2
λνλσ

′

)
Xμ
σ = 0. (8)

Зафiксуємо попарно рiзнi значення iндексiв ν, σ i σ′. Виберемо трiйку (μ1, μ2, μ3) так, що∣∣∣∣∂(Xμ1 ,Xμ2 ,Xμ3)

∂(xν , xσ, xσ′)

∣∣∣∣ 
= 0.

Розглянемо пiдсистему (8) з вiдповiдними iндексами як систему алгебраїчних рiвнянь на
коефiцiєнти при похiдних функцiй Xμ. Внаслiдок своєї невиродженостi вона має тiльки
нульовий розв’язок, тобто

λσσ′ = λσ
′

σ , λνσ =
1

2
λνλσ.

З рiвнянь λσσ′ = λσ
′

σ випливає, що локально iснує така функцiя Φ = Φ(t,x), що λσ = Φσ.
Далi розглянемо рiвнiсть (8) при ν = σ:

(λσσ′ − λσ
′

σ )Xμ
ν −

(
λνν −

1

2
(λν)2

)
Xμ
σ′ +

(
λνσ′ −

1

2
λνλσ

′

)
Xμ
ν = 0.
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Виберемо пару iндексiв (μ1, μ2) таку, що∣∣∣∣∂(Xμ1 ,Xμ2)

∂(xν , xσ′)

∣∣∣∣ 
= 0.

Тодi, аналогiчно до попереднього випадку, отримаємо λνν = (λν)2/2. Беручи до уваги цю рiв-
нiсть, можна стверджувати, що рiвняння λνσ = λνλσ/2 виконуються для будь-яких значень
iндексiв ν та σ, у тому числi i рiвних. Перепишемо рiвняння λνσ = λνλσ/2 та систему (6)
у термiнах функцiї Φ:

Φνσ − 1

2
ΦνΦσ = 0, Xμ

νσ −
1

2
(ΦνX

μ
σ +ΦσX

μ
ν ) = 0.

Домножимо кожне з цих рiвнянь на e−Φ/2 i згорнемо їх правi частини в окремi похiднi:
(e−Φ/2)νσ = 0, (e−Φ/2Xμ)νσ = 0. Оскiльки цi рiвностi виконуються для будь-яких значень
iндексiв ν i σ, то

e−
1
2
Φ = β0x

0 + β1x
1 + · · · + βnx

n + βn+1,

e−
1
2
ΦXμ = αμ,0x

0 + αμ,1x
1 + · · ·+ αμ,nx

n + αμ,n+1,

де (αμ,0, . . . , αμ,n+1), (β0, . . . , βn+1) — набори сталих, що утворюють невироджену (n+ 2)×
× (n + 2) матрицю. Отже,

Xμ =
αμ,0x

0 + αμ,1x
1 + · · · + αμ,nx

n + αμ,n+1

β0x0 + β1x1 + · · · + βnxn + βn+1
,

тобто Xμ є дробово-лiнiйними функцiями вiд змiнних xν та збiгаються з правими части-
нами (3).
Таким чином, теорему доведено.
Застосований метод доведення можна поширити на довiльнi системи лiнiйних ЗДР дру-

гого порядку. Вiн також буде корисним при обчисленнi групоїда еквiвалентностi класу таких
систем з довiльною фiксованою кiлькiстю залежних змiнних. Було б також цiкаво довести
теорему цiєї роботи в рамках алгебраїчного пiдходу [7–10].

Автор висловлює щиру подяку Р.О. Поповичу та В.М. Бойко за постановку задачi, постiйну
увагу та допомогу в роботi.
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2. González-Gascón F., González-López A. Symmetries of differential equations. IV // J. Math. Phys. –
1983. – 24. – P. 2006–2021.

3. González-López A. Symmetries of linear systems of second-order ordinary differential equations // Ibid. –
1988. – 29. – P. 1097–1105.

4. Merker J. Characterization of the Newtonian free particle system in m � 2 dependent variables // Acta
Appl. Math. – 2006. – 92. – P. 125–207.

5. Lie S. Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen. – Leipzig:
Teubner, 1891. – 568 s.

6. Boyko V.M., Popovych R.O., Shapoval N.M. Lie symmetries of systems of second-order linear ordinary
differential equations with constant coefficients // J. Math. Anal. Appl. – 2013. – 397. – P. 434–440.

7. Bihlo A., Popovych R.O. Point symmetry group of the barotropic vorticity equation // Proc. of 5th
Workshop “Group Analysis of Differential Equations and Integrable Systems” (Protaras, Cyprus, June
6–10, 2010). – 2011. – P. 15–27.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №6 35



8. Hydon P. E. How to construct the discrete symmetries of partial differential equations // Eur. J. Appl.
Math. – 2000. – 11. – P. 515–527.

9. Bihlo A., Popovych R.O. Lie symmetry analysis and exact solutions of the quasi-geostrophic two-layer
problem // J. Math. Phys. – 2011. – 52. – 033103, 24 p.

10. Dos Santos Cardoso-Bihlo E., Popovych R.O. Complete point symmetry group of vorticity equation on
rotating sphere // J. Engrg. Math. – 2013. – 82. – P. 31–38.

Надiйшло до редакцiї 09.12.2013Київський нацiональний унiверситет
iм. Тараса Шевченка

Н.Н. Шаповал

Группа точечных симметрий системы свободных уравнений второго
порядка

Доказано, что полной группой точечных симметрий системы свободных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка является общая проективная группа, действую-
щая в пространстве независимых и зависимых переменных.

N.M. Shapoval

The point symmetry group of a system of free second-order equations

It is proved that the complete point symmetry group of a system of free second-order ordinary
differential equations is a projective general linear group acting in the space of independent and
dependent variables.
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Рiст графiв дiї скiнченних автоматiв

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Розглядаються графи дiї Γn(A) i Γ∞(A) для обмежених i полiномiальних автоматiв A,
якi моделюють дiю автоматiв на словах довжиною n i нескiнченних словах вiдповiдно.
Встановлено метод знаходження орбiтального коефiцiєнта стиску обмежених авто-
матiв, росту дiаметрiв графiв Γn(A) для обмежених автоматiв, наведено оцiнки на
степiнь полiномiального росту графiв Γ∞(A). Доведено, що графи Γ∞(A) для недетермi-
нованих полiномiальних автоматiв мають субекспоненцiйний рiст.

1. Автомати є абстрактними математичними моделями послiдовних машин. У 1960-х ро-
ках В.М. Глушков [1] започаткував дослiдження автоматiв з алгебраїчної точки зору, роз-
глядаючи перетворення, визначенi автоматами, i напiвгрупи та групи, породженi такими
перетвореннями. За минулi пiвстолiття були знайденi глибокi зв’язки мiж алгебраїчною
теорiєю автоматiв, динамiчними системами, геометрiєю i теорiєю груп (див. [2, 3]). Одними
з ключових комбiнаторних об’єктiв, асоцiйованих з автоматами, є графи дiї автоматiв, якi
моделюють дiю автоматiв на скiнченних та нескiнченних послiдовностях i несуть важливу
iнформацiю про геометричнi i топологiчнi об’єкти, асоцiйованi з автоматами.
У данiй роботi розглядаються рiзнi асимптотичнi властивостi графiв дiї обмежених i по-

лiномiальних автоматiв. Зокрема, вказано метод знаходження експоненти росту дiаметрiв
графiв дiї обмежених автоматiв на скiнченних словах, орбiтального коефiцiєнта стиску
обмежених автоматiв, наведено оцiнки на степiнь полiномiального росту орбiтальних графiв
дiї обмежених автоматiв. За аналогiєю з означенням С. Сiдкi, введено поняття недетермiно-
ваного полiномiального автомата i доведено, що графи дiї таких автоматiв мають субекспо-
ненцiйний рiст, а проблема слiв у напiвгрупах, породжених цими автоматами, розв’язується
за субекспоненцiйний час.

2. Нехай X — скiнченна множина потужностi |X| � 2, яку будемо називати алфавiтом.
Нехай X∗ — множина всiх скiнченних слiв x1x2 . . . xn, xi ∈ X, n ∈ N, а X∞ — множина всiх
нескiнченних вправо слiв (послiдовностей) x1x2 . . ., xi ∈ X.

Автомати. Детермiнованим синхронним автоматом над алфавiтом X називається на-
бiр A = (Q,π, λ) де Q — множина станiв автомата; π : X × Q → Q — функцiя переходiв;
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λ : X×Q→ X — функцiя виходiв. Такi автомати також називають автоматами Мiлi. Авто-
мат називається скiнченним, якщо множина його станiв скiнченна. Скiнченний автомат A

можна задавати помiченим орiєнтованим графом TA (дiаграма Мура або граф переходiв),
вершинами якого є стани автомата, а стрiлками є q → π(x, q) з мiткою x|λ(x, q) для всiх
q ∈ Q i x ∈ X. Такий граф мiстить повну iнформацiю про автомат, i ми будемо ототожню-
вати автомат з вiдповiдним графом.
Автомат перетворює слова x1x2 . . . ∈ X∗⋃X∞ таким чином: якщо автомат знаходиться

в станi q1 ∈ Q, вiн читає першу лiтеру x1, виводить лiтеру y1 = λ(x1, q1) i переходить
у стан q2 = π(x1, q1); залишок слова обробляється так само з нового стану q2 i т. д. Отже,
кожен стан автомата визначає вiдображення Aq : X

∗ → X∗, q ∈ Q, де Aq(x1x2 . . .) = y1y2 . . .
тодi i лише тодi, коли автомат мiстить орiєнтований шлях, який починається в станi q
i помiчений парами x1|y1, x2|y2, . . . . Якщо кожне з вiдображень Aq є оборотним (автомат A
є оборотним), то можна розглянути групу G(A) = 〈Aq : q ∈ Q〉, яка називається автоматною
групою автомата A.
Оскiльки нас буде цiкавити саме дiя автоматiв на словах, то ми завжди припускати-

мемо, що рiзнi стани автомата визначають рiзнi функцiї, тобто автомат є мiнiмiзованим.
Кожен скiнченний автомат з n станами над алфавiтом з m лiтер можна мiнiмiзувати за час
O(nm log(n)) (алгоритм Хопкрофта).

Графи дiї автоматiв. Нехай A — автомат над алфавiтом X. Графом дiї Γn(A) =
= Γ(A,Xn) автомата A на множинi Xn називається граф з множиною вершин Xn, в яко-
му два слова x1x2 . . . xn та y1y2 . . . yn з’єднанi ребром тодi i лише тодi, коли y1y2 . . . yn =
= Aq(x1x2 . . . xn) для деякого стану q ∈ A, iншими словами, в графi переходiв TA iснує
орiєнтований шлях e1, e2, . . . , en, де кожне ребро ei помiчене парою xi|yi. Аналогiчно ви-
значаються графи Γ(A,X∗) i Γ(A,X∞). Зокрема, вiдношення сумiжностi в графi Γ(A,X∞)
задається автоматом A. Якщо автомат A скiнченний, то граф Γ(A,X∞) є локально скiнчен-
ним, тобто кожна вершина графа має скiнченну кiлькiсть сусiднiх вершин.
Розглядаючи асимптотичнi властивостi графiв дiї скiнченних автоматiв, завжди можна

припускати, що функцiя переходiв π є сюр’єктивною, тобто в кожен стан автомата входить
деяке ребро. Якщо автомат не має цiєї властивостi, то можна взяти максимальний пiдавто-
мат з сюр’єктивною функцiєю переходiв; неважко показати, що графи дiї цього автомата
будуть мати тi самi асимптотичнi властивостi, що i графи дiї початкового автомата.

Рiст графiв. Нехай Γ — локально скiнченний зв’язний граф. Функцiя росту γv(n) гра-
фа Γ вiдносно його вершини v обчислює кiлькiсть вершин у замкненiй кулi B(v, n) радiу-
сом n з центром у вершинi v. Для того щоб позбутися залежностi вiд вибору початкової
вершини v, вводиться вiдношення еквiвалентностi на таких функцiях. Для двох функцiй
f , g : N → N кажуть, що f має рiст, не бiльший за g, позначається f ≺ g, якщо iснує кон-
станта C > 0 така, що f(n) � g(Cn) для всiх n ∈ N. Якщо f ≺ g i g ≺ f , то кажуть, що f
i g є еквiвалентними f ∼ g i мають однаковий рiст. Для довiльних двох вершин графа Γ
вiдповiднi функцiї росту є еквiвалентними, i можна говорити про рiст γΓ графа Γ як про
клас еквiвалентностi його функцiй росту. Кажуть, що граф має субекспоненцiйний рiст,
якщо γΓ ≺ 2n i γΓ 
∼ 2n. Граф має полiномiальний рiст, якщо його функцiя росту обмежена
зверху полiномом. Якщо рiст графа субекспоненцiйний, але не полiномiальний, то кажуть,
що граф має промiжний рiст.

3. Обмеженi автомати. Стан автомата називається тривiальним, позначається e, якщо
вiн визначає тривiальне перетворення простору X∗. Скiнченний оборотний автомат A на-
зивається обмеженим, якщо виконується одна з таких еквiвалентних умов (див. [4]):
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1) кiлькiсть нескiнченних влiво (еквiвалентно, вправо) орiєнтованих шляхiв . . . e2, e1
в графi переходiв TA, якi не проходять через тривiальний стан автомата, є скiнченною;
2) кожнi два цикли в графi TA \ {e} є диз’юнктними (не мають спiльних вершин) i не

з’єднанi орiєнтованим шляхом;
3) кiлькiсть шляхiв довжиною n в графi TA \ {e} обмежена незалежно вiд n.
Опишемо, як знайти рiст дiаметрiв графiв дiї Γn(A) для обмежених автоматiв A. Для

цього розглянемо вiдстанi мiж скiнченним числом спецiальних вершин в Γn. Для обмеже-
ного автомата A послiдовнiсть . . . x2x1, xi ∈ X, називається посткритичною, якщо вона
читається вздовж нескiнченного влiво шляху в графi TA \ {e}. Множина PA всiх посткри-
тичних послiдовностей є скiнченною i називається посткритичною множиною автомата A.
Для послiдовностi w = . . . x2x1 позначимо wn = xn . . . x2x1. Для кожної пари посткритич-
них послiдовностей p, q ∈ PA, p 
= q, позначимо через dn(p, q) вiдстань мiж вершинами pn
i qn в графi дiї Γn(A). Нехай dn(A) — це вектор з координатами dn(p, q).

Теорема 1. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв. Iснує
скiнченна множина невiд’ємних цiлочисельних матриць K i константи c1, c2 > 0 такi,
що для всiх достатньо великих n ∈ N виконується

c1 min
Mi∈K

M1M2 . . .Mn1 � dn(A) � c2 min
Mi∈K

M1M2 . . .Mn1+ c2,

де мiнiмум береться окремо по кожнiй координатi, i 1 = (1, . . . , 1).
Множина K з теореми будується алгоритмiчно за обмеженим автоматом. У роботi [5]

доведено, що iснує невiд’ємна цiлочисельна матриця M i константи c1, c2 > 0 такi, що для
всiх достатньо великих n ∈ N виконується

c1M
n1 � min

Mi∈K
M1M2 . . .Mn1 � c2M

n1.

Крiм того, така матриця M алгоритмiчно будується за множиною K. Це дозволяє знайти
асимптотичну поведiнку вiдстанi dn(p, q) для всiх p, q ∈ PA. Зокрема, dn(p, q) ≈ nkλn для
деяких k ∈ N

⋃{0}, λ ∈ R�0, якi залежать вiд p, q. Визначимо λmin i λmax як мiнiмальне
i максимальне серед усiх λ > 1, якi з’являються в асимптотичному розкладi dn(p, q) для p,
q ∈ PA. Нехай kmax — це максимальне k серед dn(p, q) ≈ nkλnmax.

Теорема 2. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв, i кон-
станти kmax, λmax визначаються за A, як показано вище. Iснують константи c1, c2 > 0
такi, що для всiх достатньо великих n ∈ N виконується

c1n
kmaxλnmax � diam(Γn(A)) � c2n

kmaxλnmax.

Теорема 3. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв, i кон-
станта λmin визначається за A, як показано вище. Тодi

lim sup
n→∞

n

√
lim sup

xi,yi∈X,m�n

distΓm−n(xn+1 . . . xm, yn+1 . . . ym)

distΓm(x1x2 . . . xm, y1y2 . . . ym)
=

1

λmin
.

Величина в лiвiй частинi рiвностi називається орбiтальним коефiцiєнтом стиску авто-
мата.

Наслiдок 1. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв
i зв’язними графами дiї Γn(A). Тодi кожна зв’язна компонента графа Γ(A,X∞) (орбi-
тальнi графи дiї автомата) має полiномiальний рiст, де степiнь росту лежить мiж
log |X|/log λmax i log |X|/log λmin.
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4. Полiномiальнi автомати. Скiнченний оборотний автомат A називається полiномi-
альним, якщо виконується одна з таких еквiвалентних умов: 1) кожнi два цикли в графi
TA \ {e} є диз’юнктними; 2) кiлькiсть шляхiв довжиною n в графi TA \ {e} обмежена полi-
номом вiд n. У роботi [6] доведено, що для полiномiальних автоматiв кожна зв’язна компо-
нента графа дiї Γ(A,X∞) має субекспоненцiйний рiст. Покажемо, як цей результат можна
перенести на недетермiнованi автомати.
Недетермiнованi автомати вiдрiзняються вiд детермiнованих тим, що функцiї переходiв

i виходiв визначаються неоднозначно (автомат може знаходитися в декiлькох станах одно-
часно). Формально, недетермiнованим синхронним автоматом над алфавiтом X будемо
називати помiчений орiєнтований граф, в якому мiтками стрiлок є пари x|y для x, y ∈ X.
Вершини графа називаються станами автомата. Недетермiнованiсть такого автомата по-
лягає в тому, що з однiєї вершини може виходити кiлька стрiлок, помiчених парами x|∗
з одним i тим самим x.
Для недетермiнованих автоматiв кожен стан q ∈ A визначає частково визначену багато-

значну функцiю Aq. Множиною допустимих значень DomAq є всi послiдовностi, що чита-
ються вздовж орiєнтованих шляхiв з початком у вершинi q. Образом послiдовностi x1x2 . . .
є всi послiдовностi y1y2 . . ., для яких iснує орiєнтований шлях e1e2 . . . в A, що починається
у вершинi q, i ребро ei, помiчене парою xi|yi для всiх i.
Тривiальними станами недетермiнованого автомата називатимемо такi стани, якi визна-

чають тривiальну частково визначену функцiю, тобто Aq(w) = w для всiх допустимих w.
У детермiнованих автоматiв може бути не бiльше одного тривiального стану, який вiдпо-
вiдає тотожному вiдображенню. Для недетермiнованих автоматiв таких станiв може бу-
ти багато (вони можуть вiдрiзнятися областями визначеностi). Множину всiх тривiальних
станiв автомата позначаємо AE.
Скiнченний недетермiнований автомат A будемо називати полiномiальним, якщо в гра-

фi A \AE рiзнi цикли є диз’юнктними. Максимальну кiлькiсть циклiв в A \AE , якi з’єднанi
орiєнтованим шляхом, називатимемо степенем полiномiального автомата A. Ця термiно-
логiя пояснюється таким спостереженням: скiнченний автомат є полiномiальним степеня
� m тодi i лише тодi, коли кiлькiсть орiєнтованих шляхiв в A \ AE довжиною n обмежена
полiномом вiд n степеня m.
Граф дiї Γ(A,X∞) визначається аналогiчно: вершини u, v ∈ X∞ з’єднанi ребром, якщо

u ∈ DomAq i v ∈ Aq(u) для деякого стану q, тобто пара u|v читається вздовж деякого орiєн-
тованого шляху в автоматi A. Для полiномiальних автоматiв граф дiї Γ(A,X∞) є локально
скiнченним, i ми можемо розглянути рiст його зв’язних компонент.

Теорема 4. Нехай A — полiномiальний автомат степеня m. Тодi iснує констан-
та C така, що кожна зв’язна компонента графа дiї Γ(A,X∞) має рiст, не бiльший

за C(logn)m+1
.

Крiм того, оцiнка є точною: для кожного m ∈ N iснує полiномiальний автомат степеня m
i константа D > 0 такi, що кожна зв’язна компонента графа Γ(A,X∞) має рiст, не менший
за D(logn)m+1

. Таким чином можна будувати графи дiї скiнченних автоматiв з промiжним
ростом.

Теорема 5. Зафiксуємо скiнченний алфавiт X i кiлькiсть станiв m. Iснує алгоритм,
який за субекспоненцiйний час вiд n перевiряє для даного полiномiального автомата A

над алфавiтом X iз m станами та набору його станiв q1, q2, . . . , qn ∈ A, чи являє собою
добуток Aq1Aq2 . . .Aqn тривiальну частково визначену функцiю.

40 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



Зокрема, проблема слiв у напiвгрупах, породжених станами полiномiальних автоматiв,
розв’язується за субекспоненцiйний час.
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Е.В. Бондаренко

Рост графов действия конечных автоматов

Рассматриваются графы действия Γn(A) и Γ∞(A) для ограниченных и полиномиальных ав-
томатов A, которые моделируют действие автоматов на словах длиной n и бесконечных
словах соответственно. Установлен метод нахождения орбитального коэффициента стя-
гивания ограниченных автоматов, роста диаметров графов Γn(A) для ограниченных авто-
матов, приведены оценки на степень полиномиального роста графов Γ∞(A). Доказано, что
графы Γ∞(A) для недетерминированных полиномиальных автоматов имеют субэкспонен-
циальный рост.

I. V. Bondarenko

Growth of action graphs of finite automata

We consider the action graphs Γn(A) and Γ∞(A) for bounded and polynomial automata A, which
model the action of automata on words of length n and infinite words, respectively. A method for
finding the orbital contracting coefficient and the growth of the diameters of graphs Γn(A) for a
bounded automaton is established. We give estimates on the growth degrees of the graphs Γ∞(A) for
bounded automata. It is proved that the graphs Γ∞(A) for non-deterministic polynomial automata
have subexponential growth.
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УДК 519.8

Т.Т. Лебедева, Н.В. Семенова, Т.И. Сергиенко

Возмущенные упорядочивающие конусы для анализа
задач векторной оптимизации в условиях
неопределенности

(Представлено академиком НАН Украины В. С. Дейнекой )

Проведен анализ свойств возмущенных конусов, частично упорядочивающих множест-
во допустимых решений задачи векторной оптимизации относительно линейных це-
левых функций. Изучена структура всей совокупности специальным образом возму-
щенных упорядочивающих конусов, соответствующих различным значениям параметра
возмущений входных данных задачи.

Работа посвящена исследованию влияния неопределенности в исходных данных на решение
задачи оптимизации со многими линейными критериями. Существуют разные источники
неопределенности и среди них — изменение данных во времени, неточные входные данные,
субъективные данные, неполные данные, ошибки измерения. В задачах оптимизации малые
ошибки во входных данных могут привести к решениям, которые сильно отличаются от
истинных. Особенно это касается задач, в которых присутствуют переменные, принимаю-
щие дискретные значения, и которые обычно не обладают свойствами дифференцируемос-
ти. Такие задачи даже при незначительных изменениях в исходных данных часто ведут
себя непредсказуемо. В связи с этим актуальной является разработка инструментария для
определения влияния возмущений в исходных данных на получаемое решение.
Проведенные нами исследования направлены на расширение возможностей использо-

вания конусов, которые упорядочивают множества допустимых решений задач векторной
оптимизации относительно функций, составляющих векторный критерий, для анализа вли-
яния возмущений в исходных данных на решения таких задач.
Рассмотрим задачу векторной оптимизации

Z(M(C,X)) : max{Cx | x ∈ X}, (1)

которая состоит в поиске элементов некоторого множества оптимальных решений
M(C,X) ∈ M(C,X) = {Sl(C,X), P (C,X),Sm(C,X)}, где P(C,X) — множество Паре-
то-оптимальных (эффективных) решений задачи; Sl(C,X) — множество оптимальных по
Слейтеру (слабо эффективных) решений; Sm(C,X) — множество оптимальных по Смей-
лу (строго эффективных) решений [1, 2]; M(C,X) = {x ∈ X | ω(x,M(C,X)) = ∅},
ω(x,P(C,X)) = {z ∈ X | Cz � Cx,Cz 
= Cx}, ω(x,Sl(C,X)) = {z ∈ X | Cz > Cx},
ω(x,Sm(C,X)) = {z ∈ X | z 
= x,Cz � Cx}, C = [cij ] ∈ R�×n — матрица, строки
ci = (ci1, . . . , cin), i ∈ {1, . . . , �} которой представляют собой наборы коэффициентов ли-
нейных целевых функций 〈ci, x〉, составляющих векторный критерий задачи (1); X ⊂ Rn —
допустимое множество произвольной структуры.
Основное различие между скалярной и векторной оптимизацией состоит в упорядочи-

вании множества допустимых решений задачи. В оптимизации с одной целевой функцией
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возможно полное упорядочение допустимой области задачи относительно целевой функции.
В векторной оптимизации с двумя или более целевыми функциями допустимое множество
может быть лишь частично упорядочено. Частичный порядок допустимой области относи-
тельно целей оптимизации можно описать с использованием понятия конуса. Согласно [3],
подмножество K из Rn является конусом, если λx ∈ K для всех x ∈ K и λ > 0. С мате-
матической точки зрения, вектор x ∈ Rn лучше, чем вектор y ∈ Rn, тогда и только тогда,
когда x − y ∈ K, где K — так называемый упорядочивающий конус. Для упорядочивания
допустимой области задачи (1) рассмотрим многогранный конус

K = {x ∈ Rn | Cx � 0},

который может быть представлен как объединение множеств

K = K0
⋃
K1
⋃
K2,

где K0 = {x ∈ Rn | Cx = 0}, K1 = {x ∈ Rn | Cx > 0}, K2 = K \ (K0
⋃
K1). Тогда

∀x ∈ X: x ∈ P(C,X) ⇔ (x + K1
⋃
K2)

⋂
X = ∅, x ∈ Sl(C,X) ⇔ (x + K1)

⋂
X = ∅,

x ∈ Sm(C,X) ⇔ (x + K)
⋂
X \ {x} = ∅.

Очевидно, что для любых двух точек x ∈ X и x′ = x + s, где s ∈ K, выполняется не-
равенство Cx′ � Cx. Поэтому любой элемент s ∈ K назовем перспективным направлением
в пространстве решений задачи (1). Если s ∈ K0, то Cx′ = Cx, и в этом случае s можно
назвать направлением равновесия.
Определим двойственный конус K∗ к многогранному конусу K с помощью формулы [4]

K∗ = {x ∈ Rn | x =
�∑

k=1

λkck, λk � 0, k = 1, . . . , �}.

Рассмотрим семейство специальным образом возмущенных задач {Z(M(Cτ ,X)) | τ ∈
∈ R1}, где M(Cτ ,X) ∈ M(Cτ ,X), которые базируются на задаче (1) и в которых каждая
строка cτi , i ∈ {1, . . . , �}, возмущенной матрицы Cτ имеет вид

cτi = ci − τu, (2)

где τ ∈ R1 — параметр возмущений; u ∈ riK∗ — вектор возмущений, u 
= 0,

u =

�∑
i=1

μici,

�∑
i=1

μi = 1, μi > 0, i = 1, . . . , �. (3)

Возмущенной задаче Z(M(Cτ ,X)), где M(Cτ ,X) ∈ M(Cτ ,X), τ ∈ R1, поставим в соот-
ветствие возмущенный упорядочивающий конус Kτ = {x ∈ Rn | Cτx � 0}, который может
быть представлен как объединение множеств

Kτ = Kτ
0

⋃
Kτ

1

⋃
Kτ

2 ,

где Kτ
0 = {x ∈ Rn | Cτx = 0}, Kτ

1 = {x ∈ Rn | Cτx > 0}, Kτ
2 = Kτ \ (Kτ

0

⋃
Kτ

1 ). Очевидно,
что K0 = K, K0

0 = K0, K0
1 = K1, K0

2 = K2.
В данной работе продолжены описанные в [5–10] исследования свойств упорядочиваю-

щих конусов, возмущенных в соответствии с формулами (2) и (3). Некоторые из этих свойств
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позволили разработать такой подход [6, 8] к регуляризации возможно неустойчивой задачи
вида (1) с целочисленными переменными, который изменяет частичный порядок в про-
странстве решений таким образом, что оптимальные по Слейтеру решения возмущенной
задачи (с немного расширенным упорядочивающим конусом, содержащим в себе исходный
конус), становятся Парето-оптимальными решениями исходной задачи даже при возмож-
ных достаточно малых ошибках в исходных данных, используемых для описания вектор-
ного критерия.
Сформулируем ряд теорем, которые характеризуют закономерности изменения свойств

возмущенных конусов перспективных направлений задачи (1) и их подмножеств при изме-
нении значений параметра возмущений τ и могут использоваться при разработке теории
корректности оптимизационных многокритериальных задач, в том числе задач полностью
и частично целочисленной оптимизации.
Прежде всего отметим, что значение параметра возмущений τ = 1 можно рассматривать

как некий порог, при котором вектор возмущений u ∈ K∗, определенный по формуле (3),
существенно изменяет свойства возмущенных упорядочивающих конусов, меняя в связи
с этим также особенности соответствующих возмущенных задач.

Теорема 1 [10]. Если τ < 1, то Kτ ⊂ {x ∈ Rn | ux � 0}. Если τ > 1, то Kτ ⊂ {x ∈
∈ Rn | ux � 0}.
На основании этого утверждения доказана следующая теорема, описывающая в глав-

ных чертах свойство монотонности, присущее рассматриваемым здесь специальным возму-
щениям упорядочивающих конусов и состоящее в постепенном изменении “размеров” воз-
мущенных конусов.

Теорема 2 [10]. ∀ τ ′, τ ′′(1 < τ ′ < τ ′′) : Kτ ′ ⊂ Kτ ′′; ∀ τ ′, τ ′′(τ ′ < τ ′′ < 1): Kτ ′′ ⊂ Kτ ′.

При доказательстве описанных ниже результатов исследования множеств {Kτ | τ ∈ R1},
{Kτ

0 | τ ∈ R1}, {Kτ
1 | τ ∈ R1}, {Kτ

2 | τ ∈ R1} использовалась лемма о том, что множест-
во всех направлений равновесия исходной задачи Z(M(C,X)) лежит на гиперплоскости
{x ∈ Rn | ux = 0}, отделяющей друг от друга две совокупности возмущенных конусов:
{Kτ | τ < 1} и {Kτ | τ > 1}.

Лемма. K
⋂{x ∈ Rn | ux = 0} = K0.

Доказательство. По определению многогранного конуса K для любого направления

y ∈ K⋂{x ∈ Rn | ux = 0} справедливы соотношения cky � 0, k = 1, . . . , �, и uy =
�∑

k=1

μkcky =

= 0, откуда с учетом неравенств μk > 0, k = 1, . . . , �, приходим к выводу, что Cy = 0 и,
следовательно, y ∈ K0. С другой стороны, выбрав произвольно точку x ∈ K0, приходим

к равенствам ux =
�∑

k=1

μkckx = 0.

Теорема 3. ∀ τ ∈ R1 : Kτ ⋂{x ∈ Rn | ux = 0} ⊂ K0.

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку y ∈ Kτ ⋂{x ∈ Rn | ux = 0}, где
τ ∈ R1. Очевидно, для точки y при любом k ∈ {1, . . . , �} справедливы соотношения 0 �

� cτky = (ck − τu)y = cky, откуда следует принадлежность y ∈ K. Принимая во внимание
лемму, уточняем, что y ∈ K0.

Теорема 4 [8]. ∀ τ ∈ R1 : K0 ⊂ Kτ
0 .

Доказательство. С учетом леммы для любой точки x ∈ K0 при произвольном значении
τ ∈ R1 справедливы соотношения cτi x = cxi − τux = 0 (i = 1, . . . , �), откуда следует, что
x ∈ Kτ

0 .
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Из теорем 3 и 4 вытекает следствие.
Следствие 1. ∀ τ ∈ R1 : Kτ ⋂{x ∈ Rn | ux = 0} ⊂ Kτ

0 .
Для случая, когда значение параметра возмущений τ отличается от единицы, результа-

ты, доказанные в теоремах 3 и 4, можно уточнить следующим образом.
Теорема 5 [9, 10]. ∀ τ ∈ R1 \ {1} : K0 = Kτ

0 = Kτ ⋂{x ∈ Rn | ux = 0}.
Таким образом, множество направлений равновесия исходной задачи не изменяется при

возмущении ее исходных данных, если значения параметра возмущений отличны от едини-
цы. Данный вывод приводит нас также к следующему утверждению, которое становится
очевидным с учетом теоремы 1 и указывает на то, что за исключением направлений рав-
новесия все остальные перспективные направления задачи Z(M(Cτ ,X)), где τ 
= 1, лежат
в одном из открытых полупространств: {x ∈ Rn | ux > 0} при τ < 1 и {x ∈ Rn | ux < 0}
при τ > 1.

Теорема 6. ∀ τ < 1: Kτ
1

⋃
Kτ

2 = Kτ
⋂{x ∈ Rn | ux > 0}; ∀ τ > 1: Kτ

1

⋃
Kτ

2 = Kτ
⋂{x ∈

∈ Rn | ux < 0}.
Опираясь на эту теорему, конкретизируем данное в теореме 2 описание свойства мо-

нотонности, присущее возмущенным конусам перспективных направлений при изменениях
значений параметра возмущений τ .

Теорема 7. ∀ τ ′, τ ′′(1 < τ ′ < τ ′′) : Kτ ′

1

⋃
Kτ ′

2 ⊂ Kτ ′′
1 .

Доказательство. Выберем значения τ ′ и τ ′′ параметра возмущений τ , которые связаны
строгими неравенствами 1 < τ ′ < τ ′′. Очевидно, для любого направления x ∈ Kτ ′

1

⋃
Kτ ′

2

выполняются условия cτ
′

k x � 0, k = 1, . . . , �, а в соответствии с теоремой 6 — и неравенство
ux < 0. Учитывая эти неравенства и воспользовавшись формулами

cτ
′′

k x = (ck − τ ′′u)x = ckx− τ ′′ux+ τ ′ux− τ ′ux = ckx− τ ′ux+ (τ ′ − τ ′′)ux =

= cτ
′

k x+ (τ ′ − τ ′′)ux, k = 1, . . . , �,

для оценки величины cτ
′′

k x, приходим к выводу о справедливости строгого неравенства
cτ

′′

k x > 0 для любого k = 1, . . . , �, что и означает принадлежность x ∈ Kτ ′′
1 .

Аналогичным образом можно доказать следующую теорему.
Теорема 8. ∀ τ ′, τ ′′(τ ′ < τ ′′ < 1): Kτ ′′

1

⋃
Kτ ′′

2 ⊂ Kτ ′
1 .

Рассмотрим теперь возмущенный упорядочивающий конус задачи (1) в случае, когда
значение параметра возмущений τ = 1.
Равенство K0 = Kτ

0 , о котором идет речь в теореме 5, не обязательно выполняется при
τ = 1, так как возможно, что K1

0 \ K0 
= ∅ и не все точки множества K1
0 принадлежат

гиперплоскости {x ∈ Rn | ux = 0}; K1
0 \K0 ⊂ {x ∈ Rn | ux > 0}⋃{x ∈ Rn | ux < 0}.

В рассматриваемом случае имеет место также следующее утверждение.
Теорема 9 [9]. K1

0 = K1.
Кроме того, для значения τ = 1 можно усилить результат, который был представлен

в теореме 3 для произвольного значения τ из R1.
Теорема 10. K1⋂{x ∈ Rn | ux = 0} = K0.
Доказательство. Из теоремы 3 следует включение K1⋂{x ∈ Rn | ux = 0} ⊂ K0.

Выбрав произвольную точку y ∈ K0, во-первых, приходим, согласно лемме, к выводу, что
y ∈ {x ∈ Rn | ux = 0}. Во-вторых, согласно теоремам 4 и 9, верно y ∈ K1

0 = K1. Следова-
тельно, K0 ⊂ K1⋂{x ∈ Rn | ux = 0}. Доказательство завершено.
Суммируя результаты, представленные в теоремах 5 и 10, приходим к следующему

утверждению.
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Теорема 11. ∀ τ ∈ R1 : Kτ ⋂{x ∈ Rn | ux = 0} = K0.
В дополнение к теоремам 7 и 8, характеризующим взаимосвязи между подмножествами

возмущенных конусов перспективных направлений при значениях параметра возмущений,
отличных от единицы, предлагаем еще две теоремы, в которых при изучении указанных
взаимосвязей в рассмотрение вводится также значение параметра возмущений, равное еди-
нице.

Теорема 12. ∀ τ(−∞ < τ < 1): K1⋂{x ∈ Rn | ux > 0} ⊂ Kτ
1 .

Доказательство. Выберем произвольную точку y ∈ K1⋂{x ∈ Rn | ux > 0}. В связи
с тем, что, согласно теореме 9, K1

0 = K1, для любого k = 1, . . . , � справедливы соотноше-
ния 0 = c1ky = (ck − u)y и, следовательно, cky = uy > 0. Выберем значение параметра
возмущений τ в интервале (−∞, 1) и оценим ∀ k ∈ {1, . . . , �} величину cτky: cτky = (ck −
− τu)y = cky − τuy = uy − τuy = (1 − τ)uy > 0. Таким образом, ∀ τ ∈ (−∞, 1): y ∈ Kτ

1 .
Аналогичным образом можно доказать и следующую теорему.
Теорема 13. ∀ τ(1 < τ < +∞) : K1⋂{x ∈ Rn | ux < 0} ⊂ Kτ

1 .
Анализируя приведенные выше результаты, описывающие структуру всей совокупности

возмущенных конусов перспективных направлений задачи (1) при значениях параметра
возмущений τ ∈ R1, приходим к следующим выводам, дополняющим это описание.
Из теорем 1 и 5 вытекает утверждение.
Утверждение 1. ∀ τ ′, τ ′′(τ ′ < 1 < τ ′′) : Kτ ′ ⋂Kτ ′′ = K0.
Из теорем 5 и 7 следует утверждение.
Утверждение 2. ∀ τ ′, τ ′′(1 < τ ′ < τ ′′) : Kτ ′ ⋂Kτ ′′ ⊂ K0

⋃
Kτ ′′

1 .
Из теорем 5 и 8 следует утверждение.
Утверждение 3. ∀ τ ′, τ ′′(τ ′ < τ ′′ < 1): Kτ ′ ⋂Kτ ′′ ⊂ K0

⋃
Kτ ′

1 .
Утверждение 4.

⋂
−∞<τ�1

Kτ = K1
⋂{x ∈ Rn | ux � 0}.

Доказательство. С одной стороны, в соответствии с теоремой 1 имеем
⋂

−∞<τ<1
Kτ ⊂

⊂ {x ∈ Rn | ux � 0}, откуда следует, что ⋂
−∞<τ�1

Kτ ⊂ K1
⋂{x ∈ Rn | ux � 0}. С другой

стороны, с учетом теорем 10 и 12, имеют место включения K1⋂{x ∈ Rn | ux � 0} ⊂
⊂ K0

⋃
Kτ

1 ⊂ Kτ для всех значений параметра τ из интервала (−∞, 1). Следовательно,
K1⋂{x ∈ Rn | ux � 0} ⊂ ⋂

−∞<τ�1
Kτ , что и завершает доказательство.

Аналогичным образом, учитывая теоремы 1, 10 и 13, можно доказать такое утвержде-
ние.

Утверждение 5.
⋂

1�τ<+∞
Kτ = K1

⋂{x ∈ Rn | ux � 0}.
Анализируя утверждения 4 и 5 и принимая во внимание теорему 10, легко приходим

к такому выводу.
Утверждение 6 [10].

⋂
τ∈R1

Kτ = K0.

Таким образом, в результате проведенных исследований нам удалось существенно рас-
ширить представление о свойствах специальным образом возмущенных (в соответствии
с формулами (2) и (3)) конусов, которые упорядочивают множества допустимых решений
векторных оптимизационных задач вида (1) с линейными частными критериями, при все-
возможных значениях числового параметра возмущений τ ∈ R1.
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Т.Т. Лебєдєва, Н.В. Семенова, Т. I. Сергiєнко

Збуренi впорядковуючi конуси для аналiзу задач векторної
оптимiзацiї за умов невизначеностi

Проведено аналiз властивостей збурених конусiв, що частково впорядковують множину
допустимих розв’язкiв задачi векторної оптимiзацiї вiдносно лiнiйних цiльових функцiй.
Вивчено структуру всiєї сукупностi спецiальним чином збурених упорядковуючих конусiв,
вiдповiдних рiзним значенням параметра збурень вхiдних даних задачi.

T.T. Lebedeva, N.V. Semenova, T. I. Sergienko

Perturbed ordering cones for the analysis of vector optimization
problems under uncertainty

The analysis of the properties of perturbed cones that partially order the set of admissible solutions
of the vector optimization problem with respect to linear objective functions is carried out. The
structure of the set of specifically perturbed ordering cones with different values of the parameter
of perturbations of the input data is studied.
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УДК 004.655

Академик НАН Украины В.Н. Редько, Д.Б. Буй, А.С. Сенченко

Некоторые равенства в табличных алгебрах

Найдены необходимые и достаточные условия, при которых одиннадцать включений,
выполняемых в табличных алгебрах, превращаются в равенства. Эти условия выра-
жаются в терминах активных доменов таблиц и являются естественными.

Процесс информатизации общества имеет объективный характер. Ядром для подавляюще-
го большинства современных информационных систем являются базы данных. В настоящее
время наиболее распространенными остаются реляционные базы данных, математическая
модель которых была впервые предложена Э. Коддом в 1970 г. [1]. С математической точ-
ки зрения реляционная база данных является конечным множеством конечных отношений
различной размерности (арности) между заранее определенными множествами элементар-
ных данных.
Табличные алгебры, введенные В.Н. Редько и Д.Б. Буем, построены на основе реляци-

онных алгебр Э. Кодда и существенно их развивают. Они составляют теоретический фунда-
мент языков запросов современных табличных баз данных. Элементы носителя табличной
алгебры уточняют реляционные структуры данных, а сигнатурные операции построены на
базе основных табличных манипуляций в реляционных алгебрах и SQL-подобных языках.
В работе [2] установлено значительное количество различных свойств операций таблич-

ных алгебр, большинство из которых для общего случая выполняются в виде включений.
В настоящей работе приведены критерии перехода одиннадцати таких включений в равен-
ства. Эти равенства представляют интерес для теории табличных алгебр по той причине,
что только на основе равенств можно осуществлять эквивалентные преобразования выра-
жений. Эти преобразования необходимы для решения актуальной задачи оптимизации за-
просов [3, 4].

Основные определения. Зафиксируем некоторое непустое множество атрибутов A =
= {A1, . . . , An}. Произвольное конечное подмножество множества A назовем схемой, при-
чем схема может быть пустым множеством. Строкой s схемы R называется множество
пар s = {(A′

1, d1), . . . , (A
′
k, dk)}, проекция которого по первой компоненте равна R, причем

атрибуты A′
1, . . . , A

′
k попарно различны, т. е. строка является функциональным бинарным

отношением. Таблицей схемы R называется конечное множество строк схемы R. Далее в ра-
боте рассматриваем таблицы схемы R с количеством атрибутов k. На множестве всех таких
таблиц введены такие операции:
1) объединение

⋃
R
двух таблиц схемы R — таблица, состоящая из тех и только тех строк,

которые принадлежат хотя бы одной из исходных таблиц;
2) пересечение

⋂
R
двух таблиц схемы R — таблица, состоящая из тех и только тех строк,

которые принадлежат одновременно обеим исходным таблицам;
3) разность T1 −

R
T2 двух таблиц схемы R — таблица, состоящая из тех и только тех

строк, которые принадлежат таблице T1 и не принадлежат таблице T2.
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Для введения операции насыщения необходимо одно вспомогательное понятие. Актив-
ным доменом атрибута A относительно таблицы T называется множество DA,T = {d | ∃ s ∈
∈ T ∧ (A, d) ∈ s}, состоящее, говоря содержательно, из всевозможных значений атрибу-
та A в таблице T . Насыщением C(T ) называется таблица

∏
A∈R

DA,T , где R — схема та-

блицы T , а
∏
— оператор прямого (декартового) произведения, отвечающий индексиро-

ванию A �→ DA,T , A ∈ R [5]. Активным дополнением таблицы T называется таблица
T̃ = C(T ) −

R
T .

Введем определение операции проекции. Проекцией по множеству атрибутов X ⊆ R
называется унарная параметрическая операция πX , значением которой является таблица,
состоящая из ограничений поX всех строк исходной таблицы: πX(T ) = {s | x | s ∈ T}. Здесь
ограничение понимается стандартно: s | x = s

⋂
X × pr2s, где pr2s — проекция строки s

по второй компоненте. Пусть X = {X1, . . . ,Xp}. Далее в работе через O = {O1, . . . , Ok−p}
обозначим множество атрибутов R − X, не участвующих в проекции.
Для введения операции соединения (в некоторых источниках, например в [6], эта опе-

рация называется эквисоединением) необходимо одно вспомогательное понятие. Бинарные
отношения ρ и τ называются совместными (обозначается ρ ≈ τ), если ρ | x = τ | x, где
X = pr1ρ

⋂
pr1τ [2]. Соединением называется бинарная операция ⊗, значением которой

является таблица, состоящая из всевозможных объединений совместных строк исходных
таблиц, т. е. T1 ⊗ T2 =

{
s1
⋃
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2

}
. Пусть T1 — таблица схемы R1,

T2 — таблица схемы R2. Полусоединением [7] таблицы T1 по таблице T2 называется таблица
T1 � T2 = {s1 ∈ T1 | ∃ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2}, состоящая, говоря содержательно, из всех строк T1,
участвующих в соединении T1 ⊗ T2.
Кроме этих операций на множестве всех таблиц введены операции селекции, деления

таблиц и переименования атрибутов; эти операции не будут использованы в настоящей
работе, поэтому их определения не приводим. Табличной алгеброй называют частичную
алгебру с носителем — множеством всех таблиц произвольной схемы и приведенными выше
девятью операциями (насыщение и полусоединение рассматриваются как вспомогательные
операции). В табличной алгебре выделяют две особые таблицы: таблицу Tε = {ε}, где
ε — пустая строка, при этом схема таблицы Tε является пустым множеством, и таблицу
T∅ = ∅ — пустое множество строк произвольной (в том числе и непустой) схемы.

Основные результаты. В работе [2] в подразделах о насыщении, активном дополне-
нии, проекции и соединении сформулирован и доказан ряд свойств этих операции. В настоя-
щей работе найдены необходимые и достаточные условия (в виде одиннадцати теорем), при
которых включения превращаются в равенства для таблиц, не являющихся особыми; для
особых таблиц эти равенства тоже выполняются, но в этом случае могут не выполняться
критерии.

Теорема 1 (дистрибутивность насыщения относительно объединения). Пусть T1, T2 —
таблицы схемы R. Равенство C

(
T1
⋃
R
T2
)
= C(T1)

⋃
R
C(T2) выполняется тогда и только

тогда, когда выполняется хотя бы одно из двух условий:

а) существует не более одного атрибута, для которого активные домены относитель-
но таблиц T1 и T2 различаются;

б) активный домен каждого атрибута A ∈ R относительно одной таблицы является
подмножеством активного домена этого же атрибута относительно другой таблицы,
т. е. выполняется утверждение ∀A(A ∈ R ⇒ (DA,T1 ⊆ DA,T2 ∨DA,T2 ⊆ DA,T1)).
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Теорема 2 (дистрибутивность насыщения относительно пересечения). Пусть T1, T2 —

таблицы схемы R. При C(T1)
⋂
R
C(T2) 
= T∅ равенство C

(
T1
⋂
R
T2

)
= C(T1)

⋂
R
C(T2) выпол-

няется тогда и только тогда, когда для каждого атрибута A ∈ R выполняется равенство
DA,T1

⋂
R
T2 = DA,T1

⋂
DA,T2 .

Теорема 3 (закон двойного отрицания). Равносильны утверждения:
а) C(T̃ ) = C(T );

б)
˜̃
T = T ;

в) для каждого значения x активного домена каждого атрибута Aq существуют та-
кие значения d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk активных доменов атрибутов A1, . . . , Aq−1, Aq+1, . . .,
Ak соответственно, что для строки s = {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq , x), (Aq+1, dq+1), . . .,
(Ak, dk)} выполняется s 
∈ T .

Теорема 4 (связь разности и активного дополнения). Равенство T1
⋂
R
T̃2 = T1 −

R
T2 при

T1 −
R
T2 
= T∅ выполняется тогда и только тогда, когда для каждого атрибута A ∈ R

выполняется включение DA,T1 ⊆ DA,T2.

Теорема 5 (первый закон де Моргана). Равенство T̃1
⋂
R
T̃2 =

˜(
T1
⋃
R
T2

)
при

˜(
T1
⋃
R
T2

)

=


= T∅ выполняется тогда и только тогда, когда выполняется одно из четырех взаимоис-
ключающих условий:

1) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T1 = DA,T2);

2) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T2 ⊆ DA,T1) и для всех индексов q, значений x ∈ DAq,T1 − DAq ,T2

и всех значений d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, принадлежащих соответственно активным до-
менам DA1,T1 , . . . ,DAq−1,T1 , DAq+1,T1 . . . ,DAk,T1 , строка {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq , x),
(Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1;

3) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T1 ⊆ DA,T2) и для всех индексов q, значений x ∈ DAq,T2 − DAq ,T1

и всех значений d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, принадлежащих соответственно активным до-
менам DA1,T2 , . . . ,DAq−1,T2 , DAq+1,T2 . . . ,DAk,T2 , строка {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq , x),
(Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2;

4) существует такой атрибут Aq, для которого существуют значения x ∈ DAq,T1 −
−DAq,T2 , y ∈ DAq ,T2−DAq,T1 , причем DAq,T1

⋂
DAq,T2 
= ∅; кроме того, для всех i 
= q выпол-

няются равенства DAi,T1 = DAi,T2 ; наконец, для всех z1 ∈ DAq,T1−DAq ,T2, всех z2 ∈ DAq,T2−
−DAq,T1 и всех d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, принадлежащих соответственно активным до-
менам DA1,T1 , . . . ,DAq−1,T1, DAq+1,T1 . . . ,DAk ,T1, строка {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z1),
(Aq+1, dq+1), . . ., (Ak, dk)} ∈ T1, а строка {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z2), (Aq+1, dq+1), . . .,
(Ak, dk)} ∈ T2.

Теорема 6 (второй закон де Моргана). Равенство
˜(
T1
⋂
R
T2

)
= T̃1

⋃
R
T̃2 при

˜(
T1
⋂
R
T2

)

=


= T∅ выполняется тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух взаимоисклю-
чающих условий:

1) для каждого атрибута A ∈ R выполняются равенства DA,T1 = DA,T1
⋂
R
T2 и DA,T2 =

= DA,T1
⋂
R
T2 ;

2) для каждого атрибута Aq ∈ R и каждого такого значения x, что x ∈ DAq,T1 −
−DAq ,T1

⋂
R
T2 и всех значений d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, которые принадлежат соответст-
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венно активным доменам DA1,T1 , . . . ,DAq−1,T1, DAq+1,T1 , . . . ,DAk ,T1, строка {(A1, d1), . . .,
(Aq−1, dq−1), (Aq , x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1. Для каждого атрибута Aw ∈ R и каж-
дого такого значения y, что y ∈ DAw,T2 − DAw,T1

⋂
R
T2 и всех значений d1, . . . , dw−1, dw+1,

. . . , dk, которые принадлежат соответственно активным доменам DA1,T2 , . . . ,DAw−1,T2,
DAw+1,T2 , . . . ,DAk,T2 , строка {(A1, d1), . . . , (Aw−1, dw−1), (Aw, y), (Aw+1, dw+1), . . . , (Ak, dk)} ∈
∈ T2.

Теорема 7 (о перестановочности проекции и активного дополнения). При T 
= T∅ ра-

венство ˜(πX(T )) = πX(T̃ ) выполняется тогда и только тогда, когда для каждой строки
s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈ πX(T ) и любых значений o1 ∈ DO1,T , . . . , ok−p ∈ DOk−p,T ,
строка s′ = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈ T .

Теорема 8 (дистрибутивность проекции относительно пересечения). При⋂
i
Ti 
= T∅ равенство πX

(⋂
i
Ti

)
=

⋂
i
πX(Ti) выполняется тогда и только то-

гда, когда для каждой строки s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈ ⋂
i
πX(T ) сущест-

вуют такие значения o1 ∈ DO1,
⋂
i
Ti , . . . , ok−p ∈ DOk−p,

⋂
i
Ti, что строка s′ =

= {(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈ ⋂
i
Ti.

Теорема 9 (дистрибутивность проекции относительно разности). При πX(T1 −
R
T2) 
=


= T∅ равенство πX(T1) −
X
πX(T2) = πX(T1 −

R
T2) выполняется тогда и только тогда,

когда для каждой строки s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈ πX(T1)
⋂
X

πX(T2) и всех значений

o1 ∈ DO1,T1
⋃
R
T2 , . . . , ok−p ∈ DOk−p,T1

⋃
R
T2 , из принадлежности s′ = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp),

(O1, o1),b. . . , (Ok−p, ok−p)} ∈ T1 следует принадлежность s
′ ∈ T2.

Теорема 10 (дистрибутивность насыщения относительно соединения). Пусть R1 =
= {A1, . . . , Am, Gm+1, . . . , Gp} — схема таблицы T1, R2 = {A1, . . . , Am,Hm+1, . . . ,Hq} —
схема таблицы T2, R

′ = R1
⋂
R2, T

′
1 = T1 −

R1

T1 � T2 и T
′
2 = T2 −

R2

T2 � T1. При T1 ⊗ T2 
=

= T∅ равенство C(T1 ⊗ T2) = C(T1) ⊗ C(T2) выполняется тогда и только тогда, когда
одновременно выполняются два условия:

а) для всех i ∈ {m + 1, . . . , p} выполняется включение DGi,T ′

1
⊆ DGi,T1�T2 ; для всех

i ∈ {m + 1, . . . , q} выполняется включение DHi,T ′

2
⊆ DHi,T2�T1 ;

б) для всех i ∈ {1, . . . ,m} выполняются следующие две импликации: (x ∈ (DAi,T ′

1
−

−DAi,T1�T2)) ⇒ x 
∈ DAi,T2 и (x ∈ (DAi,T ′

2
−DAi,T2�T1)) ⇒ x 
∈ DAi,T1 .

Теорема 11 (дистрибутивность активного дополнения относительно соединения). Ра-

венство T̃1 ⊗ T̃2 = ˜(T1 ⊗ T2) выполняется тогда и только тогда, когда выполняется хотя
бы одно из двух условий:

а) T1 = T2;

б) T̃1 ⊗ T̃2 = T∅ и ˜(T1 ⊗ T2) = T∅.

Таким образом, в работе исследована взаимосвязь между операциями пересечения, объе-
динения, разности, насыщения, активного дополнения, проекции и соединения в табличных
алгебрах. Найдены необходимые и достаточные условия, при которых включения, уста-
новленные в [2], превращаются в равенства: критерии дистрибутивности насыщения отно-
сительно объединения (теорема 1), пересечения (теорема 2) и соединения (теорема 10),
выполнимости аналога закона двойного отрицания (теорема 3) и законов де Моргана (тео-
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ремы 5 и 6), взаимосвязи разности и активного дополнения (теорема 4), перестановочности
проекции и активного дополнения (теорема 7), дистрибутивности проекции относительно
пересечения (теорема 8) и разности (теорема 9) и дистрибутивности активного дополнения
относительно соединения (теорема 11). Результаты работы представляют теоретический
и практический интерес. На основании равенств можно вводить аналоги определяющих со-
отношений, являющихся эффективным средством задания и анализа различных дискрет-
ных структур, а также осуществлять эквивалентные преобразования выражений, необхо-
димые для их оптимизации, в том числе и для оптимизации запросов в реляционных базах
данных.
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Академiк НАН України В.Н. Редько, Д.Б. Буй, О.С. Сенченко

Деякi рiвностi в табличних алгебрах

Знайдено необхiднi та достатнi умови, при яких одинадцять включень, якi виконуються
в табличних алгебрах, перетворюються у рiвностi. Цi умови виражаються в термiнах
активних доменiв таблиць та є природними.

Academician of the NAS of Ukraine V.N. Red’ko, D.B. Buy, A. S. Senchenko

Some equalities in table algebras

The necessary and sufficient conditions, due to which eleven inclusions realized in table algebras
become equalities, are found. These conditions are expressed in terms of active domains of the
tables and are natural.
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УДК 519.85

П.И. Стецюк, Т. Е. Романова, Г. Шайтхауэр

О глобальном минимуме целевой функции в задаче
равновесной упаковки кругов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Г. Стояном)

Рассматривается задача равновесной упаковки семейства кругов в круге минимально-
го радиуса в виде многоэкстремальной задачи нелинейного программирования. С помо-
щью негладких штрафов задача сводится к задаче безусловной минимизации негладкой
функции. Предлагается алгоритм поиска локальных экстремумов негладкой функции
и алгоритм уточнения оценки снизу для значения глобального минимума целевой функ-
ции, которые базируются на использовании методов оптимизации негладких функций
с применением модификации r-алгоритма Шора. Приводятся результаты тестовых
экспериментов.

Задача равновесной упаковки неодинаковых кругов в круг наименьшего радиуса возникает
в задачах плотной упаковки параллельных одинаковых по высоте круговых цилиндров
в цилиндрический контейнер при ограничениях на динамическое равновесие системы [1, 2].
Динамическое равновесие определяется требованием, чтобы центр тяжести системы круго-
вых цилиндров находился в центре кругового контейнера.
Математическая модель задачи равновесной упаковки неравных кругов может быть

сформулирована в виде различных многоэкстремальных задач математического програм-
мирования [3]. Одна из этих формулировок является предметом исследования данной ра-
боты. Для нее мы опишем алгоритм нахождения локальных экстремумов и алгоритм уточ-
нения оценки снизу для значения глобального минимума целевой функции, которые бази-
руются на использовании методов оптимизации негладких функций.

Математическая модель. Имеется семейство кругов Si с радиусами ri и весами wi,
i = 1, . . . ,m. Полагаем, что центр тяжести круга Si находится в его центре. Равновесной
упаковкой семейства кругов Si, i = 1, . . . ,m, в круг S назовем такую их упаковку, чтобы
радиус круга S был минимальным и центр тяжести семейства кругов Si, i = 1, . . . ,m,
совпадал с центром круга S.
Не ограничивая общности будем считать, что центр круга S находится в начале непо-

движной системы координат. Пусть (xi, yi) — неизвестный центр круга Si; r — неизвестный

радиус круга S. Обозначим известные величины λi = wi/
m∑
i=1

wi, i = 1, . . . ,m, и очевид-

ную нижнюю границу на искомый радиус rlow = max
i=1,...,m

ri. Тогда равновесной упаковке

семейства кругов Si, i = 1, . . . ,m, соответствует многоэкстремальная задача нелинейного
программирования

r∗ = min
x,y,r

r (1)

при ограничениях

x2i + y2i � (r − ri)
2, i = 1, . . . ,m, (2)
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(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 � (ri + rj)
2, 1 � i < j � m, (3)

m∑
i=1

λixi = 0,

m∑
i=1

λiyi = 0, (4)

r � rlow, (5)

где x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym). Здесь целевая функция (1) является линейной. Огра-
ничения (2) гарантируют, что Si ⊂ S, а ограничения (3) описывают условие intSi

⋂
intSj =

= ∅, 1 � i < j � m, где int(·) означает внутренность множества (·). Ограничения (4)
означают, что центр тяжести семейства кругов Si, i = 1, . . . ,m, находится в центре кру-
га S. Ограничение (5) обеспечивает то, что значение радиуса круга S не уходит к минус
бесконечности, чему формально не препятствует правая часть ограничения (2).
В работе [3] приведены еще две формулировки этой задачи. Первая является задачей

обратно-выпуклого программирования, а вторая — задачей минимизации функции макси-
мума из выпуклых функций при ограничениях (3) и (4). Во второй формулировке пере-
менная r не используется и ее оптимальное значение r∗ определяется из минимального
значения негладкой целевой функции. Обе формулировки свободны от ограничения (5),
так как неотрицательность r учитывается за счет формулировки ограничения (2) в виде√
x2i + y2i � r − ri, i = 1, . . . ,m.
Алгоритм поиска наилучшего решения. С помощью негладких штрафов зада-

ча (1)–(5) сводится к задаче безусловной минимизации негладкой функции

min
r,x,y

{f(r, x, y) = r +ΦP (r, x, y)}, (6)

где штрафная функция ΦP (r, x, y) имеет вид

ΦP (r, x, y) = P1F1(r, x, y) + P2F2(x, y) + P3 max{0,−r + rlow} (7)

Здесь Pk — положительные штрафные коэффициенты, k = 1, 2, 3, а функции F1(r, x, y)
и F2(x, y) определяются так:

F1(r, x, y) =

m∑
i=1

max{0, x2i + y2i − (r − ri)
2}+

+

m∑
i=1

m∑
j=i+1

max{0,−(xi − xj)
2 − (yi − yj)

2 + (ri + rj)
2}, (8)

F2(x, y) = max

{
0,−

m∑
i=1

λixi −Δx,
m∑
i=1

λixi −Δx

}
+

+max

{
0,−

m∑
i=1

λiyi −Δy,

m∑
i=1

λiyi −Δy

}
, (9)

где Δx и Δy — заданные допуски на отклонения координат центра тяжести семейства
кругов от начала координат. Использование в (7) штрафных коэффициентов Pk, k = 1, 2, 3,
позволяет учесть точность выполнения ограничений (2)–(5). Коэффициент P1, согласно (8),
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отвечает за ограничения (2), (3), коэффициент P2, согласно (9), — за ограничения (4),
а коэффициент P3 — за ограничение (5).
Алгоритм поиска наилучшего решения задачи (1)–(5) состоит в следующем. Для за-

данного набора стартовых точек осуществляется поиск локальных минимумов в задаче (6)
с помощью модификации r-алгоритма [4]. Наилучший из локальных минимумов функции
f(r, x, y), для которого штрафная функция ΦP (r, x, y) близка к нулю, принимается за реше-
ние задачи (1)–(5). Ему соответствует значение целевой функции rup — наилучшее значение
радиуса r круга S. Стартовые точки генерируются случайным образом в круге заданного
радиуса, который последовательно уточняется по мере нахождения лучшего локального
минимума. Отметим, что данный алгоритм можно использовать и в случае, когда не тре-
буется учитывать ограничения на центр тяжести. Для этого достаточно положить равным
нулю штрафной коэффициент P2.
Программная реализация алгоритма выполнена на некоммерческом языке GNU Octa-

ve [5]. Программа либо находит один из локальных минимумов в задаче (1)–(5), либо сооб-
щает о невозможности найти допустимую точку для системы ограничений (2)–(5). Ядром
программы является octave-функция ralgb5, которая реализует r-алгоритм с постоянной
величиной коэффициента растяжения пространства и адаптивной регулировкой шага в на-
правлении нормированного антисубградиента. Эта регулировка направлена на увеличение
точности поиска минимума функции по направлению в процессе счета и при этом гаранти-
рует, что среднее (по итерациям) число шагов не превышает двух–трех.

Двойственная оценка ψ∗. Эта оценка аппроксимирует снизу минимальное значение
целевой функции в квадратичных невыпуклых задачах и ее значение со сколь угодно боль-
шой точностью может быть найдено с помощью методов минимизации негладких выпуклых
функций [6]. Модель (1)–(5) можно преобразовать к виду квадратичной экстремальной за-
дачи

f∗ = (r∗)2 = min
r,x,y

r2, (10)

при ограничениях

x2i + y2i − r2 + 2rir − r2i � 0, i = 1, . . . ,m, (11)

−x2i + 2xixj − x2j − y2i + 2yiyj − y2j + (ri + rj)
2 � 0, 1 � i < j � m, (12)

m∑
i=1

m∑
j=1

λiλjxixj = 0,

m∑
i=1

m∑
j=1

λiλjyiyj = 0, (13)

r2 − (rlow + rup)r + rlowrup � 0. (14)

Здесь ограничения (11) и (12) соответствуют другой записи ограничений (2) и (3), два
ограничения в (13) являются возведенными в квадрат линейными равенствами из (4). Квад-
ратичное неравенство (14) следует из соотношения rlow � r � rup.
Наличие квадратичного неравенства (14) обеспечивает нетривиальную, т. е. не равную

−∞ двойственную оценку ψ∗, которая будет оценкой снизу для f∗ в задаче (10)–(14). Более
того, оно гарантирует, что оценка ψ∗ будет всегда не меньше, чем квадрат rlow. Поэто-
му, если алгоритм поиска наилучшего решения позволяет уточнять величину rup, то двой-
ственная оценка ψ∗ позволяет уточнять величину rlow. На самом деле, из свойства оценки
ψ∗ � f∗ � (r∗)2 следует r∗ �

√
ψ∗ � rlow, откуда понятно, что если величина

√
ψ∗ больше,
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чем rlow, то она может быть использована для уточнения нижней оценки rlow. Это означает,
что для рассматриваемого класса задач вида (1)–(5) оценка ψ∗ может использоваться для
доказательства того, что найден глобальный минимум.
Рассмотрим тестовый пример: m = 5, r1 = 0,1, r2 = 0,2, r3 = 0,3, r4 = 0,5, r5 = 0,8,

w1 = 0,0785, w2 = 0,314, w3 = 0,7065, w4 = 1,9625, w5 = 5,024. При P1 = P2 = P3 = 10
и Δx = Δy = 0,0001 алгоритм уже для 4-й стартовой точки находит точку локально-
го минимума (rup, xup, yup), где rup = 1,316108, xup = (−0,474894,−1,115151, 0,025054,−
−0,615244, 0,314084); yup = (1,119551, 0,046204, 1,015799, 0,536197,−0,372840).
Значение функции цели не улучшилось для 100 сгенерированных стартовых точек. При

генерации стартовых точек использовался датчик случайных чисел с равномерным распре-
делением внутри единичного куба. В точке (rup, xup, yup) ограничения (12) выполняются
с некоторым запасом до 10−7, а ограничения (11) нарушаются не более чем на величину
10−7. С учетом квадратичности этих ограничений это означает, что условие касания кругов
выполнено с точностью до

√
10−7 = 0,0003, т. е. немного хуже, чем Δx = Δy = 0,0001.

Естественен вопрос: может ли найденный наилучший локальный минимум претендо-
вать на то, чтобы быть глобальным минимумом? Оказывается, что может и доказать это
можно с помощью двойственной оценки ψ∗. Так, например, пусть rlow = 0,8 (максималь-
ный из пяти радиусов) и rup = 1,35 (немного больше, чем 1,316108, поскольку ограниче-
ния точно не выполняются). Тогда полученная оценка ψ∗ = 1,7309. Отсюда получаем, что
r∗ �

√
ψ∗ � 1,3156 и есть больше, чем 1,3 = r4 + r5 — граница снизу. Следовательно, улуч-

шить значение целевой функции f∗ = 1,316108 меньше, чем на величину 0,0005, нельзя.
А это и есть доказательство того, что найденный локальный минимум является глобаль-
ным с наперед заданной точностью.
В заключение отметим, что двойственную оценку ψ∗ можно уточнять за счет добавле-

ния в задаче (10)–(14) функционально избыточных квадратичных ограничений [6], которые
являются нетривиальными следствиями условий задачи. Так, например, подобно ограниче-
нию (14) можно построить и ограничения для некоторых переменных из xi, yi, i = 1, . . . ,m,
используя диапазоны их изменения.

Работа поддержана совместным грантом НТЦУ и НАН Украины (проект № 5710).

1. Коваленко А.А., Панкратов А.В., Романова Т.Е., Стецюк П.И. Упаковка круговых цилиндров в
цилиндрический контейнер с учетом специальных ограничений поведения системы // Журн. обчисл.
та прикл. математики. – 2013. – № 1(111). – С. 126–134.

2. Stoyan Yu., Romanova T. Mathematical models of placement optimisation: two- and three-dimensional
problems and applications // Modeling and Optimization in Space Engineering / G. Fasano, J. D. Pintеr,
eds. – New York: Springer, 2012. – P. 363–388.

3. Ненахов Э.И., Романова Т. Е., Стецюк П.И. Равновесная упаковка кругов в круг минимального
радиуса // Теорiя оптимальних рiшень. – Київ: Iн-т кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН України,
2013. – С. 143–153.

4. Шор Н.З., Стецюк П.И. Использование модификации r-алгоритма для нахождения глобального
минимума полиномиальных функций // Кибернетика и систем. анализ. – 1997. – 4. – С. 28–49.

5. Octave [Электронный ресурс]: http://www.octave.org.
6. Shor N. Z. Nondifferentiable optimization and polynomial problems. – Dordrecht: Kluwer, 1998. – 394 p.

Поступило в редакцию 26.12.2013Институт кибернетики им. В.М. Глушкова
НАН Украины, Киев
Институт проблем машиностроения им. А.Н. Подгорного
НАН Украины, Харьков
Институт вычислительной математики Дрезденского
технического университета, Германия

56 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



П. I. Стецюк, Т. Є. Романова, Г. Шайтхауер

Про глобальний мiнiмум цiльової функцiї в задачi рiвноважної
упаковки кругiв

Розглядається задача рiвноважної упаковки сiмейства кругiв у круг мiнiмального радiуса
у виглядi багатоекстремальної задачi нелiнiйного програмування. За допомогою негладких
штрафiв задача зводиться до задачi безумовної мiнiмiзацiї негладкої функцiї. Пропонується
алгоритм пошуку локальних екстремумiв негладкої функцiї i алгоритм уточнення оцiнки
знизу для значення глобального мiнiмуму цiльової функцiї, якi базуються на застосуваннi
методiв оптимiзацiї негладких функцiй iз використанням модифiкацiї r-алгоритму Шора.
Наводяться результати тестових експериментiв.

P. I. Stetsyuk, Т. Е. Romanova, G. Schiethauer

On the global minimum ot the objective function in a balanced circular
packing problem

The paper considers the balanced packing problem of a given family of circles into a larger circle of
the minimal radius as a multiextremal nonlinear programming problem. We reduce the problem to
an unconstrained minimization problem of a non-smooth function by means of nonsmooth penalty
functions. We propose an efficient algorithm to search for local extrema, as well as an algorithm of
improvement of a lower estimate of the global minimum of the objective function. The algorithms
use non-differentiable optimization methods based on Shor’s r-algorithm. Computational test results
are given.
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Злиття двох колiнеарних трiщин рiзної довжини
у в’язкопружнiй композитнiй пластинi

(Представлено академiком НАН України В.Д. Кубенком)

За допомогою лiнiйної теорiї в’язкопружностi побудовано визначальнi рiвняння для за-
лежних вiд часу положень кiнцiв рiзних за довжиною колiнеарних трiщин нормального
вiдриву в ортотропнiй композитнiй пластинi за умов плоского напруженого стану.
Визначальнi рiвняння являють собою систему iнтегральних рiвнянь та нерiвностей.
Числовi приклади кiнетичних кривих наведено для двох початкових вiдстаней мiж трi-
щинами. Для розглянутої задачi швидкостi поширення кiнцiв трiщини рiзняться.

Вивченню поширення iзольованої трiщини внаслiдок повзучостi матерiалу присвячена знач-
на кiлькiсть публiкацiй [1]. На практицi не менш важливим є ще один тип довготривалого
руйнування, коли в процесi повiльного пiдростання трiщин докритичної довжини вiдбу-
вається їх об’єднання в єдину магiстральну трiщину, яка може мати критичну довжину
або продовжити докритичне поширення та злиття з iншими дрiбними трiщинами. Цей тип
руйнування можна вiднести до багатоосередкового руйнування, проблеми якого широко
обговорювалися на мiжнароднiй конференцiї ICF-8 у зв’язку з руйнуванням виготовлених
з полiмерних композитних матерiалiв елементiв конструкцiй лiтакiв.
В однiй з перших публiкацiй щодо цiєї проблеми [2] дослiджено злиття двох колiнеарних

напiвнескiнченних трiщин в iзотропнiй в’язкопружнiй пластинi. Як висновок зазначено, що
руйнування перемички може вiдбуватися за одним з двох механiзмiв: критичне злиття (роз-
криття у вершинi трiщини (COD) близьке до свого критичного значення) та докритичне
злиття, пiд час якого iстотно зростає швидкiсть поширення трiщин. Кiнетика злиття трi-
щин описана в роботi одним iнтегральним рiвнянням для знаходження напiввiдстанi мiж
трiщинами як функцiї часу.
У роботi [3] постановку було ускладнено скiнченнiстю трiщин, що зливаються; вивча-

лося злиття та поширення в зовнiшнi боки двох колiнеарних трiщин однакової довжини
в iзотропнiй пластинi. Отримано такi результати: для високих рiвнiв зовнiшнього наванта-
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Рис. 1

ження i при малих початкових вiдстанях мiж сусiднiми вершинами трiщини зливаються до
початку зростання у зовнiшнi боки; при збiльшеннi початкової вiдстанi момент часу почат-
ку поширення у зовнiшнi боки наближається до тривалостi iнкубацiйного перiоду, а момент
часу злиття трiщин — до тривалостi усього докритичного зростання (при достатньому по-
чатковому вiддаленнi кожна з трiщин зростатиме в обидва боки, причому момент злиття
буде вiдповiдати закiнченню докритичного поширення). Положення кiнцiв трiщин як функ-
цiй часу описано в роботi системою iнтегрального рiвняння та нерiвностi (при поширеннi
тiльки внутрiшнiх кiнцiв) та двох iнтегральних рiвнянь (при поширеннi кожної з трiщин
в обидва боки).
У данiй роботi дослiджується докритичне злиття та поширення системи двох колiнеар-

них трiщин рiзної довжини в ортотропнiй в’язкопружнiй пластинi, виготовленiй з компо-
зитного матерiалу.
Кiнетика злиття та поширення трiщин описана в роботi системою чотирьох iнтеграль-

них рiвнянь i нерiвностей для знаходження положення кiнцiв трiщин як функцiй часу;
визначальнi спiввiдношення розв’язанi чисельним методом. Розраховано кiнетичнi кривi
зростання двох колiнеарних трiщин у в’язкопружнiй пластинi пiд дiєю зовнiшнього на-
вантаження, прикладеного на значнiй вiдстанi вiд трiщин у напрямку нормалi до лiнiї їх
розташування.

Рiвняння поширення двох колiнеарних трiщин. Знайдемо розв’язок задачi про
перемiщення берегiв системи двох трiщин рiзної довжини у нескiнченнiй лiнiйно пружнiй
ортотропнiй пластинi в рамках моделi, що включає зони передруйнування на продовженнi
трiщини. Рiвень зовнiшнього навантаження розглядатимемо таким, що дозволяє викорис-
товувати концепцiю тонкої структури [4].
Узагальнений закон Гука для головних напрямкiв x i y ортотропної пластини подамо

у виглядi

εx = a11σx + a12σy; εy = −a12σx + a22σy; γxy = a66τxy, (1)

де aij — модулi податливостi матерiалу пластини (a11 = 1/E11, a22 = 1/E22, a12 = −ν21/E11,
a16 = 1/G12).
Нехай у пластинi вздовж прямої, що збiгається з одним iз головних напрямкiв, роз-

ташована система двох трiщин рiзної довжини (рис. 1). До тiла прикладено рiвномiрно
розподiлене на нескiнченностi розтягуюче зусилля σ∞y , напрямок якого збiгається з на-
прямком нормалi до лiнiї розташування трiщин. Введемо ортогональну декартову систему
координат, вiсь Ox якої направимо вздовж лiнiї трiщин.
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Вiдповiдно до моделi Леонова–Панасюка–Дагдейла областi нелiнiйної поведiнки мате-
рiалу в околi вершин трiщин замiнимо розрiзами, до берегiв яких прикладенi стискаючi
напруження iнтенсивнiстю σ. Таким чином, приходимо до задачi теорiї пружностi про роз-
тяг пружної пластинки з розрiзами вздовж осi Ox при таких контурних умовах:

τxy(x) = 0, x ∈ L; σy(x) =

{
0, x ∈ L′,
σ, x ∈ L′′,

де

L = L′⋃L′′, L′ =
⋃
n
(λ2n−1, λ2n), L′′ =

4⋃
k=1

L′′
k,

L′′
k =

{
[λk − dk, λk], k = 2n − 1,
[λk, λk + dk], k = 2n,

n = 1, 2.

Кiнцi розрiзiв λ2n−1 − d2n−1 i λ2n + d2n необхiдно визначати так, щоб у вiдповiдних
точках виконувалася умова скiнченностi напружень.
Запишемо розв’язок цiєї задачi:

v(x) = Λ
σdk
π
F

[ |x− λk|
dk

]
, x ∈ L′′

k, dk =
πK2

I (λk)

8σ2
, (2)

Λ = 2

√
a22

[
2

(√
a11a22 + a12

)
+ a66

]
, (3)

F (s) =
√
1− s+

s

2
ln

1−√
1− s

1 +
√
1− s

,

KI(λk) =

√
2πσ∞y P̃ (λk)√

R(λ)
, P̃ (x) = x2 + C̃1x+ C̃2, R(λ) =

4∏
i=1
i �=k

|λk − λi|,

C̃1 = −α−3, C̃2 =

∞∫
0

t(τ)[α−3 − t(τ)]dτ

X2(τ)

∞∫
0

dτ

X2(τ)

, α−3 =
1

2

4∑
i=1

λi, t(τ) =
λ1 + λ2τ

2

1 + τ2
,

X2(τ) =
√
(τ2 + ξ3)(τ2 + ξ4), ξk =

λk − λ1
λk − λ2

, k = 3, 4.

В’язкопружне змiщення вздовж зон передруйнування визначатимемо на основi розв’яз-
ку задачi про пружне розкриття за допомогою принципу пружно-в’язкопружної аналогiї,
що є аналогом принципу Вольтерра, який одержав обгрунтування для аналогiчних задач
у роботi [1]. Згiдно з цим принципом, у виразi для змiщень берегiв на продовженнi трiщини
змiнимо пружнi модулi вiдповiдними перетвореними величинами i скористаємося оберне-
ним перетворенням.
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Якщо релаксацiйнi властивостi матерiалiв компонентiв композита можна описати в рам-
ках лiнiйної теорiї в’якопружностi, ефективнi модулi подамо рядом функцiй Мiттаг–Леф-
флера [5]:

en,ij(t) = e∞n,ij +
∞∑
k=1

μn,ij,kEαn,ij ;1(−βn,ij,ktαn,ij ), Eα;δ(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ[αk + δ]
(4)

(n = 1 вiдповiдає матерiалу армування, n = 2 — наповнювача, e∞ — довготривале значення
модуля). При проведеннi обчислень ми залишимо лише один доданок у виразi (4) i вико-
ристовуватимемо один параметр α функцiї Мiттаг–Леффлера для описання довготривалих
властивостей матерiалiв компонентiв композита з метою якiсного дослiдження результатiв.
Вважатимемо також, що матерiали компонентiв композита є iзотропними (механiчнi влас-
тивостi описуємо модулем Юнга E i коефiцiєнтом Пуассона ν, який не залежить вiд часу).
Вiдзначимо, що жодне з цих спрощень не обумовлене використаним методом розв’язання
поставленої задачi.
При вказаних спрощеннях вираз (4) в областi перетворення набуде вигляду

Ẽn(s) = E∞
n + (E0

n − E∞
n )

sα

sα + βn
,

де Ẽ(s) = sE(s); E(s)— перетворення Лапласа функцiї E(t); E0 — миттєве значення модуля.
Виходячи з виразiв для перетворень в’язкопружних аналогiв модулiв Юнга матерiалiв

компонент композита, використовуючи методи механiки композитних матерiалiв [6], зна-
йдемо перетворення в’язкопружних аналогiв модулiв податливостi пластини aij (див. (1)).
Пiдставимо отримане у вираз (3) i знайдемо обернене перетворення. Матимемо

Λ(t) = L−1{Λ̃/s}, Λ′(t) = L−1{Λ̃− Λ̃∞} (5)

(бiльш детально про отримання величини Λ(t) див. [7]).
Переходимо до визначення закону змiни вертикального перемiщення як функцiї ча-

су. У випадку залежностi вiд часу характеристики Λ i координат кiнцiв трiщини λ =
= (λ1, λ2, λ3, λ4) змiнюємо величину v(x) у виразi (2) iнтегралом Больцмана, а величи-
ну σ∞y — функцiєю σ∞y (t) = σ∞y h(t) (h(t) — одинична функцiя Хевiсайда). Запишемо

v(x, t) =

∫ t

0
Λ(t− τ) dv[x;λ(τ)],

v(x;λ) =
π[σ∞y P̃ (λk)]

2

4σR(λ)
, x ∈ L′′

k.

(6)

Рiвняння для визначення положення кiнцiв трiщин при зростаннi на основi критерiю
критичного розкриття трiщини можна записати у виглядi системи iнтегральних рiвнянь та
нерiвностей [3]⎧⎨⎩v(λi(t), t) = v∗,

v(λj(t), t) < v∗
(7)

(iндекси i вiдповiдають вершинам, де досягнуто критичне значення вертикального перемi-
щення v∗, а iндекси j — вершинам, де критичного значення не досягнуто).
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Тривалiсть iнкубацiйного перiоду розвитку колiнеарних трiщин t0 визначимо з рiвняння

v(λi1(0), t0) = v∗, max
k

{v[λk(0);λ(0)]} = v[λi1(0);λ(0)]

(iндекс i1 вiдповiдає вершинi, в якiй вертикальне перемiщення найбiльше для початкового
положення λ(t)).
Далi буде запропоновано схему чисельного розв’язання системи (7), коли трiщини по-

чинають зростати.
Шукатимемо розв’язок системи (7) λ(t) в моменти часу t0(1+kΔ), k = 1, 2, . . . . Рiвняння

в системi (7), що вiдповiдає i1-й вершини в момент часу t = t1, набуде вигляду

v[λi1(t1);λ(t1)] +

t1∫
0

Λ′(t1 − τ)v[λi1(t1);λ(τ)]dτ = v∗.

Знайдемо розв’язок цього рiвняння λi1(t1), покладаючи, що λi1(t) змiнюється лiнiйно при
t0 � t � t1. Продовжимо знаходити λi1(tk), доки критичного перемiщення не буде досягнуто
в iншiй вершинi, порядковий номер якої i2 
= i1: для k = k1 отримаємо v(λi2(tk), tk) > v∗.
Рiвняння в системi (7), що вiдповiдає i1-й i i2-й вершинам в момент часу t = tk2, набуде

вигляду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
v[λi1(tk1);λ(tk1)] +

tk1∫
0

Λ′(tk1 − τ)v[λi1(tk1);λ(τ)]dτ = v∗,

v[λi2(tk1);λ(tk1)] +

tk1∫
0

Λ′(tk1 − τ)v[λi2(tk1);λ(τ)]dτ = v∗.

Знайдемо розв’язок цiєї системи (λi1(tk1), λi2(tk1)), покладаючи, що λi1(t) i λi2(t) змiнюється
лiнiйно при tk1−1 � t � tk1. Продовжимо знаходити (λi1(tk), λi2(tk)), доки критичного пере-
мiщення не буде досягнуто в iншiй вершинi, порядковий номер якої i3 (i3 
= i1, i3 
= i2): для
k = k2 отримаємо v(λi3(tk), tk) > v∗. Подiбним чином продовжуватимемо визначати λ(t).
При значному вiддаленнi трiщин рухатися почнуть всi їх кiнцi. У випадку, коли на якомусь
кроцi система (7) не має розв’язку, покладаємо, що вiдповiдний момент часу є початком
етапу динамiчного поширення трiщин. Внеском цього етапу в загальну довговiчнiсть тiла
з трiщинами будемо нехтувати.

Числовi приклади. Розв’язки системи (7) отримаємо при таких параметрах задачi.
Реологiчнi параметри композита:
1) наповнювача — E0

2 = 4000 МПа, E∞
2 = 400 МПа, α = 0,5, β2 = 0,1 с −α;

2) волокон — E0
1 = 79810 МПа, E∞

1 = 7981 МПа, β1 = 0,01 с −α; об’ємна концентрацiя
волокон c1 = 0,2.
Параметри трiщиностiйкостi та зовнiшнього навантаження: σ = 35МПа, v∗ = 1,5·10−5 м,

σ/σ∞y = 4.
На рис. 2 зображено кiнетичнi кривi зростання двох колiнеарних трiщин довжиною 2

i 2,5 см. Рис. 2, а вiдповiдає випадку, коли початкова вiдстань мiж трiщинами λ3(0) −
− λ2(0) = 1 см, рис. 2, б — випадку, коли λ3(0) − λ2(0) = 0,7 см. Зрозумiло, що в обох
випадках першим починає рухатися кiнець бiльшої трiщини, який є ближчим до меншої
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Рис. 2

трiщини (i1 = 3). У прикладi а другим починає рухатися зовнiшнiй кiнець бiльшої трiщини
(i2 = 4), у прикладi б — внутрiшнiй кiнець меншої трiщини (i2 = 2).
Таким чином, в роботi запропоновано та проiлюстровано ефективний метод дослiджен-

ня поширення колiнеарних трiщин у в’язкопружнiй пластинi. Метод можна перенести на
дослiдження зростання та злиття систем колiнеарних трiщин, кiлькiсть яких перевищує двi.
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А.А. Каминский, М.Ф. Селиванов

Слияние двух коллинеарных трещин разной длины в вязкоупругой
композитной пластине

При помощи линейной теории вязкоупругости получены определяющие уравнения для за-
висимых от времени координат вершин отличающихся по длине коллинеарных трещин
нормального отрыва в ортотропной композитной пластине при плоском напряженном со-
стоянии. Определяющие уравнения представляют собой систему интегральных уравнений
и неравенств. Численные примеры кинетических кривых представлены для двух началь-
ных расстояний между трещинами. Для рассмотренной задачи скорости распространения
концов трещины различны.

A.A. Kaminsky, M. F. Selivanov

Coalescence of two unequal collinear cracks in a viscoelastic composite
plate

Using the theory of linear viscoelasticity, the constitutive relations for the time-dependent tips of
the mode I nonequal collinear cracks in orthotropic composite materials under conditions of a
in-plane stress state are obtained. The constitutive relations are a system of integral equations
and inequalities. The numerical examples of kinetic curves are presented for two initial distances
between cracks. The propagation rates of crack tips are different for the problem under study.
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УДК 539.3

Член-корреспондент НАН Украины Л.П. Хорошун

Построение модели деформирования
и кратковременной повреждаемости слоистого

композита на основе деформационного критерия
микропрочности

Построена структурная модель связанных процессов деформирования и кратковремен-
ной повреждаемости слоистых композитов с физически нелинейными компонента-
ми, диаграммы деформирования которых имеют ниспадающие ветви. Повреждаемость
моделируется рассеянным разрушением микрообъемов компонентов и образованием на
их месте стохастически расположенных квазисферических микропор. Условием крат-
ковременного разрушения микрообъема материала принят деформационный критерий
прочности относительно второго инварианта девиатора микродеформаций. Исследова-
но влияние объемного содержания компонентов на деформирование и повреждаемость
слоистого композита.

В основе структурных моделей связанных процессов деформирования и повреждаемости
однородных и композитных материалов [1–6] лежит представление о стохастической не-
однородности микропрочности материала, что ведет при нагружении к рассеянным ми-
кроразрушениям, уменьшению жесткости и несущей способности материала. Моделирова-
ние микроразрушений порами и применение моделей и методов механики стохастически
неоднородных сред [7] позволяет описать связанные процессы деформирования и повреж-
даемости материала. Если принять силовой критерий микропрочности относительно микро-
напряжений [1–4, 6], то повреждаемость материала можно описать только для восходящей
части нелинейной диаграммы деформирования микрообъема. При деформационном крите-
рии микропрочнсоти повреждаемость материала может быть описана для полной нелиней-
ной диаграммы деформирования микрообъема, включая и ниспадающий участок. На этой
основе в работе [5] исследованы связанные процессы деформирования и повреждаемости
однородных материалов и стохастических композитов зернистой структуры. В настоящей
работе связанные процессы деформирования и повреждаемости исследуются в слоистом
композите.

Исходные уравнения. Рассмотрим двухкомпонентный композит слоистой структу-
ры, упругое деформирование компонентов которого следует физически нелинейному зако-
ну и сопровождается образованием рассеянных разрушений микрообъемов, обусловленным
стохастической неоднородностью микропрочности. Разрушенные микрообъемы моделируем
квазисферическими порами с размерами и расстояниями между ними пренебрежимо ма-
лыми по сравнению с толщинами слоев. Обозначим объемные содержания, начальные по-
ристости и полные пористости компонентов соответственно c1, p10, p1 и c2, p20, p2, модули
объемного сжатия и сдвига неразрушенных частей компонентов соответственно K1, μ1 иK2,
μ2, а также эффективные модули объемного сжатия и сдвига пористых компонентов соот-
ветственно K∗

1 , μ
∗
1 и K

∗
2 , μ

∗
2.
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Определение напряженно-деформированного состояния и эффективных свойств слоис-
того материала с пористыми компонентами сводится к двум однотипным последова-
тельным задачам — определение напряжений и деформаций неразрушенных частей
компонентов〈σ1ij〉, 〈ε1ij〉, 〈σ2ij〉, 〈ε2ij〉 и эффективных свойств пористых компонентов K∗

1 , μ
∗
1,

K∗
2 , μ

∗
2 при заданных макродеформациях пористых компонентов 〈σ∗1ij 〉, 〈ε∗1ij 〉, 〈σ∗2ij 〉, 〈ε∗2ij 〉

и эффективных свойств слоистого материала λ∗11, λ
∗
12, λ

∗
13, λ

∗
33, λ

∗
44 при заданных макро-

деформациях композита 〈εij〉.
Каждая из указанных выше задач сводится к следующей формулировке. Рассматривает-

ся двухкомпонентный стохастический композитный материал с идеальной связью компо-
нентов, представляющий собой микронеоднородную физически нелинейную статистически
однородную упругую среду. Тогда зависимости между микронапряжениями σij и микроде-
формациями εij для произвольной точки можно представить в виде

σij = λijmn(εαβ)εmn, (1)

где тензор модулей упругости λijmn, детерминировано зависящий от деформаций εαβ , яв-
ляется случайной статистически однородной функцией координат xr.
Если макрообъем композита находится в условиях макрооднородного деформирования,

то микронапряжения σij и микродеформации εij будут статистически однородными слу-
чайными функциями координат, удовлетворяющими свойству эргодичности. Поэтому их
математические ожидания 〈σij〉, 〈εij〉 в произвольной точке макрообъема равны соответст-
венно макронапряжениям и макродеформациям [7]. На основе уравнений равновесия

σij,j = 0, (2)

соотношений Коши

εij = u(i,j) ≡
1

2
(ui,j + uj,i) (3)

и зависимостей (1) приходим к физически и статистически нелинейным уравнениям рав-
новесия относительно перемещений ui

[λijmn(εαβ)um,n],j = 0. (4)

Представляя случайные поля напряжений, деформаций и перемещений в виде суммы ма-
тематических ожиданий и флуктуаций

σij = 〈σij〉+ σ0ij, εij = 〈εij〉+ ε0j , ui = 〈εij〉xj + u0i , (5)

приведем уравнение (4) к виду

λcijmnu
0
m,nj + {[λijmn(εαβ)− λcijmn]εmn},j = 0, (6)

где λcijmn — тензор модулей упругости некоторого однородного тела сравнения. Граничное
условие на бесконечно удаленной границе S области V макрообъема, согласно (5), будет
следующим:

u0i |S = 0. (7)
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С помощью функции Грина Gij(x
(1)
r − x(2)r ), удовлетворяющей уравнению

λcijmnGmk,jn(x
(1)
r − x(2)r ) + δ(x(1)r − x(2)r )δik = 0, (8)

краевая задача (6), (7) сводится к интегральному уравнению относительно деформаций

ε
(1)
ij = 〈εij〉+Kijpq(x

(1)
r − x(2)r )[λ(2)pqmn(ε

(2)
αβ)− λcpqmn]ε

(2)
mn, (9)

где интегральный оператор Kijpq определяется правилом

Kijpq(x
(1)
r − x(2)r )ϕ(2) =

∫
V (2)

G(ip,j)q(x
(1)
r − x(2)r )(ϕ(2) − 〈ϕ〉) dV (2), (10)

причем индекс в круглых скобках вверху обозначает соответствующую точку пространства.
Нелинейные зависимости (1) для точки, находящейся в k-компоненте, имеют вид

σkij = λkijmn(ε
k
αβ)ε

k
mn, (11)

где напряжения и деформации можно представить суммами средних и соответствующих
флуктуаций по k-компоненту

σkij = 〈σkij〉+ σk0ij , εkij = 〈εkij〉+ εk0ij . (12)

Пренебрегая флуктуациями σk0ij , ε
k0
ij , из (11), (12) получим

〈σkij〉 = λkijmn(〈εkαβ〉)〈εkmn〉, (13)

откуда усреднением по макрообъему находим выражение для макронапряжений N -компо-
нентного материала

〈σij〉 =
N∑
k=1

ckλ
k
ijmn(〈εkαβ〉)〈εkmn〉. (14)

Усредним интегральное уравнение (9) по условной плотности f(ε(1)ij , ε
(2)
ij , λ

(2)
ijmn|(1)ν ) (плот-

ность распределения деформаций в точках x(1)r , x
(2)
r и модулей упругости в точке x

(2)
r при

условии, что точка x(1)r находится в v-компоненте). Тогда, пренебрегая флуктуациями де-
формаций в пределах компонента, получим систему нелинейных алгебраических уравнений
относительно средних по компонентам деформаций

〈ενij〉 = 〈εij〉+
N∑
n=1

Kνk
ijpq[λ

k
pqmn(〈εkαβ〉)− λcpqmn]〈εkmn〉 (ν = 1, . . . , N). (15)

Матричный оператор Kνk
ijpq определяется, согласно (10), равенством

Kνk
ijpq = Kijpq(x

(1)
r − x(2)r )pνk(x

(1)
r − x(2)r ) (ν, k = 1, . . . , N), (16)
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где pνk(x
(1)
r −x(2)r ) = f(k(2)|(1)ν ) — вероятность перехода из ν-компонента в точке x(1)r в k-ком-

понент в точке x(2)r , удовлетворяющая условиям

ckpνk(xr) = cνpνk(xr), pνk(0) = δνk, pνk(∞) = ck,

N∑
k=1

pνk(xr) = 1. (17)

Рассмотрим двухкомпонентный композитный материал с изотропной матрицей и изотроп-
ными однонаправленными квазисфероидальными включениями, т. е.

λkijmn(〈εkαβ〉) = λk(〈εkαβ〉)δijδmn + 2μk(〈εkαβ〉)Iijmn (k = 1, 2),

λcijmn = λcδijδmn + 2μcIijmn, pνk = ck + (δνk − ck) exp

[
−
√
n21(x

2
1 + x22) + n22x

2
3

]
,
(18)

где λk, μk, λc, μc — модули упругости компонентов и тела сравнения; Iijmn = (δimδjn +
+ δinδjm)/2 — единичный тензор; n1, n2 — величины, обратные к полуосям квазисферои-
дальных включений в поперечном и продольном направлениях. В этом случае оператор
(16) имеет вид

Kνk
ijpq = (δνk − ck){a1δijδpq + a2Iijpq + a3[δijδ3pδ3q + δi3δj3(δpq − 2δ3pδ3q) +

+ a4δi3δj3δ3pδ3q] + a5(Ii3pqδj3 + Ij3pqδi3 − 2δi3δj3δ3pδ3q)},

a1 =
(λc + μc)(1 − s1 − s2)

8μc(λc + 2μc)
, a2 = −(λc + 3μc)(1− s1) + (λc + μc)s2

4μc(λc + 2μc)
,

a3 =
(λc + μc)(s1 + 5s2 − 1)

8μc(λc + 2μc)
, a4 =

λc + 5μc − (λc + 13μc)s1 − 5(λc + μc)s2
8μc(λc + 2μc)

,

a5 =
μc − (2λc + 5μc)s1 + 5(λc + μc)s2

4μc(λc + 2μc)
,

s1 =
1− s

1− n2
, s2 =

1− (1 + 2n2)s1
2(1 − n2)

, n =
n1
n2
,

s =

⎧⎪⎨⎪⎩
− n√

n2 − 1
ln(n−

√
n2 − 1), n � 1,

n√
n2 − 1

arcsin
√

1− n2, n � 1.

(19)

Отсюда, как предельные случаи при n = 0, n = ∞, n = 1, следуют выражения оператора
для слоистых, однонаправленных волокнистых и зернистых материалов соответственно.

Деформирование слоистого композита с пористыми компонентами. Будем счи-
тать, что модули объемного сжатия неразрушенных частей слоев K1, K2 постоянны, а мо-
дули сдвига μ1, μ2 задаются функциями

μi(J
i
ε) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μi0, J iε <

ki
2μi0

,

μ′i +

(
1− μ′i

μi0

)
ki
2J iε

, J iε �
ki
2μi0

,

J iε = (〈εipq〉′〈εipq〉′)1/2 (i = 1, 2),

(20)
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где 〈εipq〉′ — девиатор средних по неразрушенной части i-компонента деформаций. При этом,
согласно (15)–(19), для n = 1 деформации 〈εipq〉 и эффективные модули пористых волокон
и связующего K∗

ν , μ
∗
ν определяются соотношениями:

〈ενpq〉 =
[

Kν

Kν +Kνpν
Vijpq +

μν
μν + μν(J

ν
ε )
Dijpq

]
〈ε∗νpq 〉,

K∗
ν =

4μν0ξν(1− pν)
2

4 + (3ξν − 4)pν
, μ∗ν =

μν0μ̂ν(J
ν
ε )(1− pν)

2

1 + [ην μ̂ν(Jνε )− 1]pν
, μ∗ν0 =

μν0(1− pν)
2

1 + (ην − 1)pν
,

μν = μν0μ̂ν(J
ν
ε ), Kν =

4

3
μν0(1− pν), μν =

1

ην
μν0(1− pν), ξν =

Kν

μν0
,

(21)

ην =
6(Kν + 2μν0)

9Kν + 8μν0
, Vijpq =

1

3
δijδpq, Dijpq =

1

2
(δipδjq + δiqδjp − 2

3
δijδpq) (ν = 1, 2).

Средние деформации 〈ε∗νij 〉ν-компонента связаны с макродеформациями 〈εij〉, согласно (15)–
(19) для n = 0, соотношениями

〈ε∗ν11〉 = 〈ε11〉, 〈ε∗ν22〉 = 〈ε22〉, 〈ε∗ν12〉 = 〈ε12〉,
〈ε∗ν33〉 = s∗ν1(〈ε11〉+ 〈ε22〉) + s∗ν2〉ε33〉, 〈ε∗ν13〉 = s∗ν3〈ε13〉, 〈ε∗ν23〉 = s∗ν3〈ε23〉,

(22)

где коэффициенты s∗ν1, s
∗
ν2, s

∗
ν3 определяются формулами

s∗ν1 =
1

λ∗ν + 2μ∗ν

[(
c1λ

∗
1

λ∗1 + 2μ∗1
+

c2λ
∗
2

λ∗2 + 2μ∗2

)(
c1

λ∗1 + 2μ∗1
+

c2
λ∗2 + 2μ∗2

)−1

− λ∗ν

]
,

s∗ν2 =
1

λ∗ν + 2μ∗ν

[
2
c1μ

∗
1(λ

∗
2 + 2μ∗2) + c2μ

∗
2(λ

∗
1 + 2μ∗1)

c1(λ∗2 + 2μ∗2) + c2(λ∗1 + 2μ∗1)
+ λ∗ν

]
,

s∗ν3 =
1

μν

μ∗1μ
∗
2

c1μ∗2 + c2μ∗1
, λ∗ν = K∗

ν −
2

3
μ∗ν .

(23)

Эффективные модули слоистого двухкомпонентного материала определяются, согласно
(14), (18), (19) для n = 0, выражениями

λ∗11 =

(
c1λ

∗
1

λ∗1 + 2μ∗1
+

c2λ
∗
2

λ∗2 + 2μ∗2

)2( c1
λ∗1 + 2μ∗1

+
c2

λ∗2 + 2μ∗2

)−1

+

+ 4

[
c1μ

∗
1(λ

∗
1 + μ∗1)

λ∗1 + 2μ∗1
+
c2μ

∗
2(λ

∗
2 + μ∗2)

λ∗2 + 2μ∗2

]
,

λ∗12 =

(
c1λ

∗
1

λ∗1+2μ∗1
+

c2λ
∗
2

λ∗2+2μ∗2

)2( c1
λ∗1+2μ∗1

+
c2

λ∗2+2μ∗2

)−1

+2

[
c1λ

∗
1μ

∗
1

λ∗1+2μ∗1
+
c2λ

∗
2μ

∗
2

λ∗2+2μ∗2

]
,

λ∗13 =

(
c1λ

∗
1

λ∗1 + 2μ∗1
+

c2λ
∗
2

λ∗2 + 2μ∗2

)(
c1

λ∗1 + 2μ∗1
+

c2
λ∗2 + 2μ∗2

)−1

,

λ∗33 =

(
c1

λ∗1 + 2μ∗1
+

c2
λ∗2 + 2μ∗2

)−1

, λ∗44 = 2

(
c1
μ∗1

+
c2
μ∗2

)−1

.

(24)
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Из соотношений (21)–(23) находим

Jνε =
1− pν

1 + [ην μ̂ν(Jνε )− 1]pν
J∗ν
ε ,

J∗ν
ε =

{[
1 + s∗

2

ν1 −
1

3
(1 + s∗ν1)

2

]
(〈ε11〉+ 〈ε22〉)2 − 2〈ε11〉〈ε22〉+

+ 2

[
s∗ν1s

∗
ν2 −

1

3

(
1 + s∗ν1

)
s∗ν2

](
〈ε11〉+ 〈ε22〉)〈ε33〉+ 2

3
s∗ν2

2〈ε33〉2 +

+ 2[〈ε12〉2 + s∗ν3
2(〈ε13〉2 + 〈ε23〉2)]

}1/2

(ν = 1, 2).

(25)

Кратковременная повреждаемость слоистого композита при деформацион-
ном критерии микропрочности. Процессы повреждаемости компонентов слоистого ма-
териала будем описывать рассеянным разрушением микрообъемов. Если исходить из усло-
вия разрушения микрообъема материала в виде силового критерия микропрочности, то
для физически нелинейного материала поврежденность можно определить лишь для вос-
ходящей части диаграммы деформирования микрообъема [4]. Для оценки полного ресурса
работы физически нелинейного материала, включающего ниспадающий участок диаграм-
мы деформирования, примем условие кратковременного разрушения микрообъема нера-
зрушенной части ν-компонента в виде деформационного критерия прочности

Jνε = rν (ν = 1, 2), (26)

где предел прочности rν образует эргодическое случайное поле.
Одноточечную функцию распределения Fν(rν) будем аппроксимировать распределени-

ем Вейбулла

Fν(rν) =

{
0, rν < rν0,

1− exp[−mν(rν − rν0)
nν ], rν � rν0,

(27)

где rν0 — минимальное значение микропрочности ν-компонента по деформационному кри-
терию; mν , nν — постоянные.
Если разрушенные микрообъемы моделировать случайно расположенными квазисфе-

рическими порами, то, исходя из свойств одноточечной функции распределения Fν(rν) эр-
годического случайного поля rν , можем записать уравнение баланса поврежденности (по-
ристости) ν-компонента

pν = pν0 + (1− pν0)Fν(J
ν
ε ) (ν = 1, 2). (28)

На основе (25), (28) получим систему нелинейных уравнений относительно инвариантов Jνε
и пористостей pν

Jνε {1 + [ηνμν(J
ν
ε )− 1]pν} = (1− pν)

{[
1 + s∗

2

ν1 −
1

3
(1 + s∗ν)

2

]
(〈ε11〉+ 〈ε22〉)2 −

− 2〈ε11〉〈ε22〉+ 2

[
s∗ν1s

∗
ν2 −

1

3
(1 + s∗ν1)s

∗
ν2

]
(〈ε11〉+ 〈ε22〉)〈ε33〉+ 2

3
s∗ν2

2〈ε33〉2 +
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+ 2

[
〈ε12〉2 + s∗ν3

2

(
〈ε13〉2 + 〈ε23〉2

)]}1/2

, (29)

pν = pν0 + (1− pν0)Fν(J
ν
ε ) (ν = 1, 2).

Численные результаты. Численное исследование совместных процессов деформиро-
вания и повреждаемости проведено для слоистого двухкомпонентного композита на основе
стекла и эпоксидного связующего, диаграмма деформирования которого имеет ниспадаю-
щий участок, с безразмерными численными значениями характеристик

K1

μ20
= 33,584;

μ1
μ20

= 25,188;
K2

μ20
= 3,238;

k2
μ20

= 0,02207;
μ′2
μ20

= −0,05. (30)

Одноточечная функция распределения предела микропрочности связующего принята в ви-
де распределения Вейбулла

F2(r2) =

{
0, r2 < r20,
1− exp[−m2(r2 − r20)

n2 ], r2 � r20,

m2 = 1000; n2 = 2; r20 = 0,05; p20 = 0.

(31)

Материал наполнителя принят линейно упругим, причем повреждаемость в нем отсутствует
(p1 = p10 = 0).
Численные решения нелинейных уравнений (29) с учетом соотношений (21), (23), (24),

для слоистого композита при заданных одноосных макродеформациях

〈ε11〉 
= 0, 〈σ22〉 = 〈σ33〉 = 〈σ12〉 = 〈σ13〉 = 〈σ23〉 = 0, (32)

〈ε33〉 
= 0, 〈σ11〉 = 〈σ22〉 = 〈σ12〉 = 〈σ13〉 = 〈σ23〉 = 0 (33)

представлены соответственно на рис. 1, 2 и 3, 4, в виде зависимостей пористости p2, макро-
напряжений 〈σ11〉 = 〈σ11〉/μ20, 〈σ33〉 = 〈σ33〉/μ20 соответственно от макродеформаций 〈ε11〉

Рис. 1 Рис. 2
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Рис. 3 Рис. 4

и 〈ε33〉 для различных значений объемного содержания стеклонаполнителя c1. Как видим,
при одноосном растяжении поперек слоев (33) повреждаемость связующего существенно за-
висит от объемного содержания стеклонаполнителя c1 (см. рис. 3), возрастая с его ростом.
При одноосном растяжении вдоль слоев (31) повреждаемость связующего менее существен-
но зависит от объемного содержания стеклонаполнителя c1 (см. рис. 1), причем она убывает
с его ростом. Диаграммы деформирования при растяжении поперек слоев (см. рис. 4) име-
ют восходящие и нисходящие участки, отличаясь только количественно в зависимости от
объемного содержания стеклонаполнителя c1 (см. рис. 4). Нисходящие участки обусловле-
ны совместным влиянием нелинейности и повреждаемости связующего. При растяжении
вдоль слоев влияние нелинейности и повреждаемости связующего на диаграммы деформи-
рования является существенным лишь в интервале 0,001 � c1 � 0,05 (см. рис. 2). При этом
в интервале 0 < c1 � 0,012 диаграммы деформирования имеют три участка — восходящий,
нисходящий и снова восходящий.
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Член-кореспондент НАН України Л.П. Хорошун

Побудова моделi деформування i короткочасної пошкоджуваностi
шаруватого композита на основi деформацiйного критерiю
мiкромiцностi

Побудовано структурну модель зв’язаних процесiв деформування i короткочасної пошкод-
жуваностi шаруватих композитiв з фiзично нелiнiйними компонентами, дiаграми дефор-
мування яких мають спадаючi гiлки. Пошкоджуванiсть моделюється розсiяним руйнуван-
ням мiкрооб’ємiв компонентiв i утворенням на їх мiсцi стохастично розташованих квазi-
сферичних мiкропор. Умовою короткочасного руйнування мiкрооб’єму матерiалу прийнято
деформацiйний критерiй мiцностi вiдносно другого iнварiанта девiатора мiкродеформацiй.
Дослiджено вплив об’ємного вмiсту компонентiв на деформування i пошкоджуванiсть ша-
руватого композита.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine L.P. Khoroshun

Construction of a model of deformation and short-time damageability
for a laminate composite on the basis of the deformation criterion of
microstrength

A structural theory of the coupled processes of deformation and short-time damageability for lami-
nate composites with physically nonlinear components and with the decreasing branches of deforma-
tion diagrams is constructed. The damageability is modeled by the dispersed destruction of mic-
rovolumes of a material and the formation of stochastically arranged quasispherical micropores
instead of them. As a condition of short-time destruction of a microvolume of the material, the
deformation criterion of strength relative to the second invariant of the deviator of microstrains
is assumed. A regularity of the effect of volume components on the deformation and damageability
of the laminate composite is studied.
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Член-кореспондент НАН України Ю.В. Слюсаренко, Н.П. Бойченко

Бозе-ейнштейнiвський конденсат фотонiв i зупинка

свiтла в ультрахолодних газах бозе-атомiв

Дослiджено можливiсть утворення бозе-конденсату у газi фотонiв, що знаходяться
в термодинамiчнiй рiвновазi з iдеальним газом дворiвневих бозе-атомiв нижче тем-
ператури виродження. Визначено умови спiвiснування бозе-конденсатiв в атомарних
i фотонних пiдсистемах. Запропоновано трактовку явища зупинки свiтла у бозе-кон-
денсатi атомiв як наслiдок “лавиноподiбної” конденсацiї фотонiв.

Бозе-ейнштейнiвська конденсацiя (БЕК) є яскравим проявом квантової природи речовини
на макроскопiчному рiвнi. Це явище лежить в основi багатьох фiзичних ефектiв, таких,
наприклад, як надплиннiсть або надпровiднiсть. Пряма експериментальна реалiзацiя явища
БЕК у парах лужних металiв (див. [1–3]) дала змогу передбачити й експериментального
виявити новi ефекти, можливi у системах iз бозе-конденсатом [4–11].
Для завершеностi загальної картини чисто академiчних дослiджень не вистачало екс-

периментальної реалiзацiї явища БЕК фотонiв. Головна причина такого стану полягала
в тому, що експерименти не проводились у системах фотонiв у рiвновазi iз середовищем
аж до появи робiт [12, 13]. Експериментальну реалiзацiю бозе-конденсацiї фотонiв у такiй
системi вiдразу було розцiнено як науковий “прорив”. Це було пов’язано не тiльки iз самим
фактом отримання конденсату фотонiв i з давнiм його очiкуванням, але також i з тiєю
обставиною, що умови БЕК фотонiв були досягнутi при кiмнатнiй температурi. Крiм того,
вiдразу почали зазначати можливостi практичних застосувань реалiзованого явища. На-
приклад, для збору й фокусування сонячних променiв у сонячних батареях при похмурiй
погодi, створення нових джерел короткохвильового лазерного випромiнювання, зменшення
розмiрiв електронних пристроїв (мiкрочипiв) тощо. Зрозумiло, що з цiєю метою дослiд-
ження явища треба продовжити в низцi “академiчних” напрямкiв, серед яких визначення
умов реалiзацiї БЕК фотонiв у рiзних середовищах, дослiдження температурних дiапазонiв
реалiзацiї станiв з БЕК фотонiв, у тому числi умов спiвiснування бозе-конденсатiв атомiв
i фотонiв, зокрема, в атомарних газах. Останнє питання передбачає дослiдження термоди-
намiчної рiвноваги вiльних фотонiв та атомарних газiв в областi наднизьких температур,
де можлива бозе-конденсацiя атомiв. Розгляду цього питання i присвячено дану роботу.
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Рiвняння термодинамiчної рiвноваги фотонiв iз дворiвневими атомами iде-
ального газу. Будемо виходити з того, що є iдеальний газ дворiвневих атомiв i фотони. Це
означає, що атом може знаходитися тiльки в двох енергетичних станах — основному ста-
нi з набором квантових чисел α1 та збудженому, що характеризується набором квантових
чисел α2, причому збуджений стан може вважатися зв’язаним станом вiльного атома з фо-
тоном. Усi три компоненти системи — збудженi, незбудженi атоми й фотони знаходяться
у термодинамiчнiй рiвновазi мiж собою. Функцiї розподiлу атомiв в обох станах задаються
формулами

fαi(p) =

{
exp

(
εαi(p)− μi

T

)
− 1

}−1

, εαi(p) = εαi +
p2

2m
, i = 1, 2, (1)

де величини εαi , i = 1, 2, є енергiями рiвнiв нерухомих атомiв (причому εαi < 0), а їх хiмiчнi
потенцiали позначено як μi, i = 1, 2. Для фотонiв же функцiя розподiлу має вигляд:

fph(k) =

{
exp

(
�ω(k)− μ∗

T

)
− 1

}−1

, (2)

де ω(k) — закон дисперсiї фотонiв, а μ∗ — їх хiмiчний потенцiал. Наявнiсть вiдмiнного
вiд нуля хiмiчного потенцiалу фотонiв указує на те, що зберiгається загальне число фото-
нiв у системi Nph (вiльних фотонiв i фотонiв, що поглинутi атомами, якi внаслiдок цього
переходять до збудженого стану).
У данiй роботi ми не будемо обговорювати причину зберiгання загального числа фотонiв

у системi. Можна, наприклад, вважати, що загальне число фотонiв зберiгається завдяки
особливiй системi дзеркал з високими вiдбивальними властивостями [12, 13].
Оскiльки сумарне число атомiв N i фотонiв Nph у системi вважається незмiнним, з ура-

хуванням формул (1), (2) маємо такi рiвняння балансу:

n =
gα1

2π2�3

∞∫
0

dp
p2

exp

[
εα1−μ1+(p2/2m)

T

]
−1

+
gα2

2π2�3

∞∫
0

dp
p2

exp

[
εα2−μ2+(p2/2m)

T

]
−1

,

np =
gp

2π2�3

∞∫
0

dp
p2

exp

[
�ω0−μ∗+(p2/2m)

T

]
−1

+
gα2

2π2�3

∞∫
0

dp
p2

exp

[
εα2−μ2+(p2/2m)

T

]
−1

,

μ1 + μ∗ = μ2,

(3)

де n ≡ N/V — густина атомiв; nph ≡ Nph/V — густина фотонiв; V — об’єм системи та
gα1 , gα2 — параметри, що характеризують кратнiсть виродження рiвнiв атомiв з наборами
квантових чисел α1, α2. Для атомiв це може бути, наприклад, виродження за спiновими
станами. Для фотонiв g∗ характеризує кратнiсть виродження стану зi значенням хвильового
вектора k i може бути пов’язана, наприклад, iз поляризацiєю фотонiв. Наявнiсть спiнових
змiнних у частинок системи у цiй роботi враховуватися не буде. Третє з рiвнянь (3) є умовою
рiвноваги фаз (умова “хiмiчної реакцiї”). При виведеннi рiвнянь (3) вважалося, що закон
дисперсiї квадратичний за хвильовим вектором i задається формулою

�ω(k) ≡ �ω(k) = �ω0 +
p2

2m∗
, p ≡ �k, (4)
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де ω0 — частота обрiзки спектра фотона i m
∗ — ефективна маса фотона у речовинi є по-

в’язаними мiж собою величинами (див. у цьому зв’язку [12–14]). Вiдзначимо, що поздовжнi
й поперечнi хвилi в плазмi мають закони дисперсiї, вiдповiднi формулi (4) (див. наприк-
лад, [15]).

Умови спiвiснування бозе-конденсатiв у фотоннiй пiдсистемi та пiдсистемi
незбуджених атомiв. Використаємо одержанi рiвняння (3) для вивчення умов утворення
конденсату фотонiв в областi температур, близьких до температур вироджених атомарних
газiв, якi також можуть утворювати бозе-конденсат. Тут ми розглянемо лише випадок, коли
можливе спiвiснування у системi БЕК незбуджених атомiв i фотонiв. Оскiльки всi компо-
ненти системи є iдеальними газами, умова формування зазначених конденсатiв вимагає
виконання рiвностей (див., наприклад, [15]):

μ∗|T�T ∗

c
= �ω0, μ1|T�Tc = ε1, (5)

де введено до розгляду температуру конденсацiї атомiв в основному станi Tc i температу-
ру T ∗

c , при якiй починається формування БЕК у фотонному компонентi. Зауважимо, що
спiввiдношення (5) у вiдповiдностi з (3) однозначно визначають i хiмiчний потенцiал μ2,
μ2|T�Tc = ε1 + �ω0. Нагадаємо далi, що у точках переходу густини бозе-конденсатiв n0α1

(T )
i n0ph(T ) мають дорiвнювати нулю

n0α1
(Tc) = 0, n0ph(T

∗
c ) = 0. (6)

Таким чином, рiвняння (3), (6) з урахуванням виразiв (5) мають слугувати для ви-
значення температур переходу Tc та T

∗
c . Модифiкуванням методики [15] на випадок ба-

гатокомпонентних систем (див. також [14]) iз рiвнянь (3) з урахуванням (5), (6) можна
одержати вирази для густин n0α1

(T ) i n0ph(T ) бозе-конденсатiв у атомарному й фотонно-
му компонентах. При цьому необхiдно врахувати, що вiдношення мас m∗/m дуже мале.
Автори [12, 13] оцiнювали масу m∗ величиною 6,7 · 10−33 г (див. також [14]). Навiть для
атома лiтiю спiввiдношення мас буде (m∗/m) ∼ 10−10. Iз цiєї причини найбiльш цiкавим
виявляється випадок, коли мiж параметрами задачi виконуються спiввiдношення T ∗

c � Tc,
(m∗/m)3/2 � exp(−Δ/T ∗

c ), 1 � T ∗
c /|Δ| > 1/30, де Δ ≡ εα2 − εα1 − �ω0. Завдяки цим нерiв-

ностям величину T ∗
c , використовуючи (3), (5), (6), можна визначити з рiвняння

nph = gα2

(
mT ∗

c

2π�2

)3/2

exp(−Δ/T ∗
c ) ≈ Tc

(
gα1nph

ζ(3/2)gα2n

)2/3

exp

(
2

3

Δ

T ∗
c

)
, (7)

де ζ(x) — дзета-функцiя Рiмана. Видно, що залежнiсть критичних температур T ∗
c i Tc вiд

густин фотонiв nph i атомiв n значно вiдрiзняється вiд степеневої залежностi, “традицiйної”
для точок переходу до станiв iз БЕК в iдеальних газах (див., наприклад, [15]). Уперше
на таку “нетрадицiйну” поведiнку температури конденсацiї фотонiв було вказано в [14]. Це
рiвняння для T ∗

c є трансцендентним i може бути розв’язане тiльки чисельно. Наприклад,
при (T ∗

c /Tc) ∼ 1 для (T ∗
c /Δ) ≈ 0,1 iз (8) маємо (nph/n) ∼ exp(−Δ/T ∗

c ) ≈ 4,5 · 10−5. Звiдси
випливає, що при густинах числа частинок n ∼ 1012–1014 cм−3, характерних для експери-
ментiв iз БЕК в ультрахолодних газах [1–3], описана нами ситуацiя може реалiзовуватися
при nph ∼ 107–109 cм−3.
Видно, що залежнiсть критичної температури T ∗

c вiд густини фотонiв значно вiдрiзняє-
ться вiд степеневої залежностi, “традицiйної” для точок переходу до станiв iз БЕК в iдеаль-
них газах (див., наприклад, [15]). Уперше на таку “нетрадицiйну” поведiнку температури
конденсацiї фотонiв було вказано в [14].
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Рис. 1. Ілюстрація можливості “лавиноподібної” конденсації фотонів у рівновазі з ультрахолодними
газами з БЕК

Рис. 2. Перехід до степеневого режиму конденсації фотонів при великих значеннях Δ



Виходячи з формул (3)–(7), можна одержати наближенi вирази для густин БЕК атомiв
n0α1

(T ) и фотонiв n0ph(T ) при даних умовах у системi:

n0α1
(T ) ≈ n

{
1−

(
T

Tc

)3/2}
,

n0ph(T ) ≈ nph

{
1−

(
T

T ∗
c

)3/2

exp

[
−Δ

(
1

T
− 1

T ∗
c

)]}
.

(8)

Iз (8) видно, що утворення БЕК фотонiв вiдбувається рiзко, “лавиноподiбно” з пониже-
нням температури, в чому легко переконатися з поведiнки похiдної

∂n0ph(T )

∂T

∣∣∣∣
T�T ∗

c

≈ −nph
T ∗
c

Δ

T ∗
c

,
Δ

T ∗
c

� 1. (9)

Справедливе й обернене твердження. А саме, що при пiдвищеннi температури так же
рiзко (або “лавиноподiбно”) вiдбувається руйнування БЕК зi звiльненням “полонених” кон-
денсатом фотонiв. На рис. 1 зображено поведiнку вiдносної густини конденсату n0ph(T )/nph
вiд безрозмiрної температури T/T ∗

c i параметра Δ/T
∗
c , що вiдповiдає за застосовнiсть низь-

котемпературного наближення в припущеннi, що T ∗
c ∼ Tc при T ∗

c � Tc.
На рис. 1 використано принцип розфарбовування географiчних карт: чим бiльша “висо-

та” рельєфу, тим темнiшим кольором вiн вiдображується. Суцiльнi кривi на рисунку є iзо-
лiнiями, що сполучають точки з однаковим значенням n0ph(T )/nph. На рис. 1 видно областi
значень T/T ∗

c i Δ/T
∗
c (широке “плоскогiр’я”), в яких можлива “вибухова” конденсацiя фо-

тонiв iз досягненням максимального значення величини n0ph(T )/nph. Можна помiтити, що
у верхнiй частинi рисунку (при (Δ/T ∗

c ) ∼ 30 i вище) режим конденсацiї фотонiв змiнюєть-
ся — починає залежити степеневим чином вiд температури у вiдповiдностi з вiдомою для
iдеальних газiв бозе-атомiв формулою n0ph(T ) ≈ nph{1 − (T/T ∗

c )
3/2} (див. [15]), що i вiд-

ображено на рис. 2.
Вiдзначимо, що в областi температур T � Tc, T ∗

c < Tc, (Tc/Δ) � 1 практично всi
фотони в системi перебувають у станi БЕК i практично всi атоми (в незбудженому станi
з набором квантових чисел α1) знаходяться в БЕК. Пояснимо тепер, чому така ситуацiя
може трактуватися як “зупинка свiтла” в БЕК (уперше на можливiсть такого явища було
вказано в [9–11]). Якщо обчислити групову швидкiсть поширення електромагнiтних хвиль
у середовищi vg, то у випадку квадратичного закону дисперсiї фотонiв (4) отримаємо vg =
= �k/m∗. Звiдси й випливає, що оскiльки бозе-конденсат формується фотонами з нульовим
iмпульсом (iз нульовим значенням хвильового вектора k), то для таких фотонiв групова
швидкiсть має дорiвнювати нулю. Саме така ситуацiя й малася на думцi у зробленому
вище твердженнi про зупинку свiтла в БЕК. Таким чином, формули (8), (9) свiдчать про
можливiсть “полону” фотонiв газом у станi з БЕК iз переведенням їх до когерентного стану,
оскiльки для всiх фотонiв у конденсатi ω(k)|k=0 = ω0.
Слiд зауважити, що аналогiчним чином можна поставити i задачу про формування БЕК

фотонiв у рiвновазi з iдеальними фермi-газами нижче температур виродження останнiх, мо-
дифiкуючи незначно формули (1) i (3) (див. [14]). Попереднi оцiнки показують, що в таких
системах густини БЕК фотонiв мають бути надзвичайно малими у порiвняннi з густинами
газових компонентiв, а температури переходу до БЕК фотонiв набагато меншi за характер-
нi температури виродження фермiонних компонентiв. Однак такi оцiнки проводилися нами
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в областi фiзичних параметрiв задачi, зручних з точки зору аналiтичних обчислень. Iз цiєї
причини автори вважають, що таке дослiдження є окремою задачею, що вимагає бiльш
детального розгляду з використанням спецiальних чисельних методiв. Слiд також зазна-
чити, що на розглянутi умови спiвiснування БЕК в атомарних компонентах i у фотоннiй
пiдсистемi може чинити вплив взаємодiя мiж атомами, процеси розсiяння фотонiв атомами
тощо. Однак урахування такого впливу є непростою задачею, що виходить, на наш погляд,
за рамки цiєю роботи. Причому, в основi її розв’язання має лежати мiкроскопiчний пiдхiд,
оснований на нерелятивiстськiй квантовiй електродинамiцi.
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Член-корреспондент НАН Украины Ю.В. Слюсаренко, Н.П. Бойченко

Бозе-эйнштейновский конденсат фотонов и остановка света
в ультрахолодных газах бозе-атомов

Исследована возможность образования бозе-конденсата в газе фотонов, находящихся в тер-
модинамическом равновесии с идеальным газом двухуровневых бозе-атомов ниже темпера-
туры вырождения. Определены условия сосуществования бозе-конденсатов в атомарных
и фотонной подсистемах. Предложена трактовка явления остановки света в бозе-конден-
сате атомов как следствие “лавиноподобной” конденсации фотонов.
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Corresponding Member of the NAS of Ukraine Yu.V. Slyusarenko, N.P. Boichenko

The photonic Bose–Einstein condensate and stopped light in ultracold
atomic gases

We have studied a possibility of the Bose condensate formation in a gas of photons, which are
in thermodynamic equilibrium with the ideal gas of two-level Bose atoms below the degeneracy
temperature. The coexistence conditions for the Bose-condensates in the atomic and photonic
subsystems are found. The “avalanche” mode of condensation of photons is proposed. Such situation
can be interpreted as “stopped light” in the Bose-condensate of atoms.
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Стохастическая регуляризация некорректных задач

теплопереноса

(Представлено академиком НАН Украины А.А. Халатовым)

Стохастическая аппроксимация параболического уравнения теплопроводности и после-
дующее его осреднение по реализациям случайных параметров приводит к уравнению
гиперболического типа для средних значений функций переноса. На основе этого уравне-
ния постановки обратных задач восстановления краевых условий корректны.

Обширный класс некорректных задач математической физики составляют обратные за-
дачи (ОЗ), возникающие при обработке и интерпретации результатов экспериментов [1].
При постановке обратных задач теплопереноса искомыми являются физические свойства
веществ (теплопроводность, удельная теплоемкость) и краевые условия. Характерной осо-
бенностью ОЗ является, как известно, неустойчивость их решений по отношению к ошибкам
экспериментальных данных. Физическим эквивалентом этой особенности является значи-
тельная неопределенность искомых решений и вытекающая из нее проблема различимости
и выделения “физических” решений. Оказалось, что возможность чисто детерминирован-
ными средствами исключить или, по меньшей мере, существенно сократить неопределен-
ность решений ограничена [2]. Стремление преодолеть “информационную ограниченность”,
присущую чисто детерминированным постановкам и методам решения ОЗ теплопереноса,
привело к развитию направления и методов, базирующихся на более глубоких представ-
лениях о вероятностной природе модели теплопереноса, результатов измерений и искомых
решений. Представителями стохастического направления в решении некорректных задач
являются, в частности, методы статической регуляризации [2] и динамической фильтра-
ции [3], базирующиеся на развитии идеи фильтра Калмана [4]. Однако эти методы можно
отнести к стохастическим лишь в узком смысле этого понятия, поскольку они базируются
на детерминированных моделях. В силу стохастичности эксперимента очевидно, что все
без исключения параметры модели — как физические свойства, температура, так и про-
странственно-временные (координаты, время) по сути случайны. Если учесть, что изме-
ряемые значения функции и независимые переменные являются реализациями некоторых
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случайных процессов, то стохастический подход к решению ОЗ в такой расширенной интер-
претации модели представляется адекватным. Стохастическая аппроксимация уравнения
теплопереноса базируется на явлении случайных флуктаций характеризующих его пара-
метров. Известно, что малые отклонения (флуктации) результатов решения прямой задачи
(экспериментальных данных) могут приводить к большим отклонениям искомых решений
ОЗ. Именно на факте существенного влияния малых возмущений основана суть подхода:
используя случайные флуктации параметров уравнения теплопереноса, построить метод
решения некорректных ОЗ, подавляющий их неустойчивость.
Получим уравнение теплопереноса для осредненных значений случайных функций тем-

пературы. Для иллюстрации метода рассмотрим одномерное исходное уравнение теплопро-
водности

c(x, t)
∂T

∂t
− ∂

∂x

(
λ(x, t)

∂T

∂x

)
= 0, (1)

T (0, x) = TH , (2)

Γ(T, t) = m1(t)T
′
X +m2(t)T, (3)

где T , c, λ — соответственно температура, удельная теплоемкость и теплопроводность. Ва-
рьируя в граничных условиях коэффициенты m1, m2, получаем условие Дирихле (m1 =
= 0,m2 > 0), Неймана (m1 > 0,m2 = 0) или смешанные условия (m1,m2 > 0). По изве-
стным (измеренным) пространственно-временным фрагментам поля T (x, t) требуется вос-
становить некоторые из следующих функций: c, λ, краевые условия (2), (3). Доказательства
существования и единственности пары функций c, λ приведены в [5], краевых условий —
в [6]. Вследствие стохастичности эксперимента случайной величиной или функцией (про-
цессом) могут быть все параметры, входящие в уравнение (1): случайные величины коор-
динат x, времени t, случайные поля (или процессы) c, λ, T .
Представим стохастические параметры в виде суммы осредненного и случайного (флук-

тирующего) слагаемых: 〈T 〉+ δT , 〈c〉+ δc, 〈λ〉+ δ(λ), 〈X〉+ δx, 〈t〉+ δt. Последние два мож-
но интерпретировать как случайные ошибки измерений координат или времени. Следова-
тельно, экспериментальное поле T (x, t)можно рассматривать как случайное, испытывающее
воздействие всех параметров. При постановке конкретной ОЗ ситуация иная, здесь выбор
стохастического параметра обусловлен постановкой задачи и зависит от искомой функции.
В этой ситуации случайная функция T интерпретируется как результат воздействия на
детерминированную функцию одной или двух случайных величин. Остальные парамет-
ры считаются детерминированными (“замороженными”). Для пространственно-временного
распределения флуктаций δT хорошим приближением можно полагать гауссовское распре-
деление. Такое приближение широко используется при исследовании турбулентных течений
и двухфазных потоков [7, 8]. Если система подверглась некоторому числу случайных неза-
висимых воздействий, то допустимо описать ее состояние в терминах средних значений за
времена, бо́льшие времени “единичного толчка”. Такая физическая ситуация может быть
описана в приближении дельта-коррелированного процесса [9].
Пусть в уравнении (1) c, λ — случайные δ-коррелированные поля со средними значе-

ниями 〈c〉, 〈λ〉 и корреляционными функциями
〈δc(x1, t1)δc(x2, t2)〉 = B1(x, t)δ(x1 − x2)δ(t1 − t2), (4)

〈δλ(x1, t1)δλ(x2, t2)〉 = B2(x, t)δ(x1 − x2)δ(t1 − t2). (5)
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Осредним уравнение (1) по реализации случайных полей c, λ, имея в виду, что c = 〈c〉+
+ δc, λ = 〈λ〉 + δ(λ), T = 〈T 〉 + δT

〈c(x, t)〉∂T (x, t)
∂t

+

〈
δc(x, t)

∂

∂t
δT (x, t)

〉
− ∂

∂x
〈λ(x, t)〉∂T (x, t)

∂x
−

− ∂

∂x

〈
δλ(x, t)

∂

∂x
δT (x, t)

〉
= 0. (6)

Задача нахождения замкнутого уравнения для средних значений 〈T 〉 стохастически
не линейна, так как в осредненном уравнении (6) появляются члены типа 〈δc(∂δT/∂t)〉,
〈δλ(∂δT/∂x)〉. Для расщепления этих корреляций воспользуемся формулой Фурутцу–Но-
викова [10], которая для гауссовских полей в терминах нелинейностей уравнения (6) при-
нимает вид〈

δc(x, t)
∂T (x, t)

∂t

〉
=

∫
d(x, t)′

〈
δc(x, t)δ(c)(x, t)′

〈
δ

δ[δc(x, t)′ ]

∂T (x, t)

∂t

〉
, (7)〈

δλ(x, t)
∂T (x, t)

∂x

〉
=

∫
d(x, t)′

〈
δλ(x, t)δλ(x, t)′

〈
δ

δ[δλ(x, t)′]

∂T (x, t)

∂x

〉
. (8)

Таким образом, задача расщепления сводится к вычислению функциональных произ-
водных〈

δ

δ[δc(x, t)′]

∂T (x, t)

∂t

〉
=

∂

∂t

〈
δT (x, t)

δ[δc(x, t)′ ]

〉
, (9)〈

δ

δ[δλ(x, t)′]

∂T (x, t)

∂x

〉
=

∂

∂x

〈
δT (x, t)

δ[δλ(x, t)′]

〉
. (10)

С учетом (4), (5) выражения (7), (8) принимают вид〈
δc(x, t)

∂T (x, t)

∂t
= B1(x, t)

∂

∂t

〈
δT (x, t)

δ[δc(x, t)′]

〉
, (11)〈

δλ(x, t)
∂T (x, t)

∂x
= B2(x, t)

∂

∂x

〈
δT (x, t)

δ[δλ(x, t)′]

〉
. (12)

Используя для вычисления производных (9), (10) уравнение (1) и условие причинности

δT (x, t)

δ[δc(x, t)]
= 0

при t′ < τ получаем

δT (x, t)

δ[δc(x, t, τ)]
=

t∫
τ

[
〈c(x, t)′〉−1∇〈λ(x, t)′〉∇T (x, t)′ + 〈c(x, t)′〉−1∇δλ(x, t)′∇T (x, t)′ −

− 〈c(x, t)′〉−1δc(x, t)′
∂T (x, t)′

∂t′

]
δT (x, t)′

δ[δc(x, τ)]
dt′ −

−
t∫

0

〈c(x, t)′〉−1∂T (x, t)
′

∂t′
δ[δc(x, t)′ ]

δ[δc(x, τ)]
dt′

(13)
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Имея в виду определение функциональной производной δ[δc(x, t)]/δ[δc(x, τ)] = δ(t′ − τ)
и полагая в (13) τ = t, получаем

δT (x, t)

δ[δc(x, t)]
= 〈c(x, t)〉−1 ∂T (x, t)

∂t
. (14)

Полагая δλ = 0 и учитывая (11), (14) окончательно получаем〈
δc(x, t)

∂T (x, t)

∂t

〉
= B1(x, t)

∂

∂t
〈c(x, t)〉−1 ∂T (x, t)

∂t
. (15)

После подстановки выражения (15) в уравнение (6) при δλ = 0 последнее приобретает
замкнутый вид уравнения гиперболического типа[

〈c〉 ∂
∂t

+B1(x, t)
∂

∂t

(
〈c〉 ∂

∂t
− λΔ

)]
〈T 〉 = 0. (16)

Аналогично, полагая δc = 0 и вычислив производную δT/δ(δλ) из (6), получаем урав-
нение для средних значений 〈T 〉[

c
∂

∂t
− 〈λ〉Δ −B2(x, t)Δ

2

]
〈T 〉 = 0. (17)

Если флуктации δc, δλ описываются гоуссовским δ-коррелированным процессом, то
B1 = σ2c , B2 = σ2λ, т. е. в уравнениях (16), (17) в качестве малых параметров появляются
статистические характеристики коэффициентов c, λ — их дисперсии. Таким образом ОЗ
формулируется как задача восстановления среднего удельного теплового потока на гра-
нице или среднего начального распределения температур по средним значениям поля 〈T 〉.
В частности, уравнение (16) приводит к корректной постановке граничной ОЗ Неймана для
теплопроводности в виде интегрального уравнения Вольтерра II рода для средней плотно-
сти теплового потока 〈q〉

α〈q〉 −
t∫

0

〈q〉dt′ = c

x∫
0

〈T 〉 dx′, (18)

где α = σ2c/〈c〉2. Это уравнение формально эквивалентно уравнению в методе Лаврентье-
ва [11]. Аналогично, уравнение (17), на основе которого задача восстановления среднего
начального распределения 〈TH〉 оказывается корректной, формально идентично уравнению
в методе квазиобращения [12]. Однако, в отличие от [11, 12], где возникает проблема выбора
малых параметров регуляризации, уравнения (16), (17), (18) содержат вполне определенные
параметры регуляризации — статистические характеристики коэффициентов c, λ.

1. Тихонов А.Н. О некорректно поставленных задачах // Вычислительные методы и программирова-
ние. – Москва: Изд-во Моск. ун-та, 1967. – С. 3–33.

2. Турчин В.Ф., Козлов В.П., Малкевич М.С. Использование методов математической статистики для
решения некорректных задач // Усп. физ. наук. – 1970. – 102, № 3. – С. 345–386.

3. Мацевитый Ю.М., Лушпенко С.Ф. Идентификация теплофизических свойств твердых тел. – Киев:
Наук. думка, 1990. – 216 с.

4. Калман Р., Бьюси Р.Новые результаты в линейной фильтрации и теории предсказания // Тр. америк.
об-ва инж.-мех. Сер. Д. – 1961. – 83, № 1. – С. 123–141.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №6 83



5. Клибанов М.В.Об одном классе обратных задач для нелинейных параболических уравнений // Докл.
АН СССР. – 1985. – 280, № 3. – С. 533–536.

6. Лаврентьев М.М., Романов В. Г., Шишатский С.П. Некорректные задачи математической физики
и анализа. – Москва: Наука, 1980. – 288 с.

7. Деревич И.В., Зайчик Л.И. Уравнение для плотности вероятности скорости и температуры частиц
в турбулентном потоке, моделируемом гауссовым случайным полем // Прикл. мех. и мат. – 1990. –
4, № 5. – С. 767–774.

8. Кривошей Ф.А. Стохастическая модель нестационарного потока двухфазной среды // Журн. вычи-
слит. математики и мат. физики. – 1993. – 33, № 7. – С. 1103–1109.

9. Кляцкин В.И. Стохастические уравнения и волны в случайно-неоднородных средах. – Москва: Наука,
1980. – 335 с.

10. Новиков Е.А. Функционалы и метод случайных полей в теории турбулентности // Журн. эксперим.
и теорет. физики. – 1964. – 47, № 6. – С. 1919–1926.

11. Лаврентьев М.М. О некорректных задачах математической физики. – Москва: Изд-во АН СССР,
1962. – 250 с.

12. Латтес Р., Лионс Ж.Л. Метод квазиобращения и его применения. – Москва: Мир, 1970. – 336 с.

Поступило в редакцию 25.02.2014Киевская государственная академия водного транспорта
им. гетмана Петра Конашевича-Сагайдачного

В.В. Панiн, Ф.О. Кривошей, Ю.О. Богдан

Стохастична регуляризацiя некоректних задач теплопереносу

Стохастична апроксимацiя параболiчного рiвняння теплопровiдностi та наступне його осе-
реднення за реалiзацiями випадкових параметрiв приводить до рiвняння гiперболiчного ти-
пу для середнiх значень функцiй переносу. На основi цього рiвняння постановки обернених
задач вiдновлення крайових умов коректнi.

V.V. Panin, F. A. Krivoshey, Yu.A. Bogdan

Stochastic regularization of ill-posed problems of heat transfer

The stochastic approximation of the parabolic equation of heat conduction and its subsequent
averaging over realizations of random parameters leads to an equation of the hyperbolic type for the
average values of transfer functions. On a basis of this equation, the statements of inverse problems
concerning the restoration of boundary conditions are well-posed.
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Визначення вологостi грунтiв рiзної щiльностi
радiоiзотопними методами

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.Ю. Митропольським)

Розрахунками та експериментом iдентифiковано адитивну складову швидкостi лiчби
нейтронним вологомiром, зумовлену щiльнiстю скелета грунту. З урахуванням її та
за даними лабораторних визначень об’ємної вологостi та щiльностi скелета грунту
проiлюстровано побудову єдиної — для всього iнтервалу можливих змiн щiльностi ске-
лета грунту — градуювальної залежностi нейтронного вологомiра. Для iнтерпретацiї
свердловинних вимiрювань у цiй залежностi замiнено щiльнiсть скелета грунту на
щiльнiсть грунту природної вологостi, яку визначають радiоiзотопним щiльномiром
безпосередньо в дослiджуванiй свердловинi.

Визначення показникiв фiзичного стану грунтiв все частiше вiдбувається за допомогою ра-
дiоiзотопних методiв. Зокрема, вологiсть грунту визначають нейтрон-нейтронним методом
за повiльними нейтронами (ННМ-п).
У доiнверсiйнiй областi довжин зонда (вiдстанi вiд джерела до середини довжини лi-

чильника нейтронiв) графiчно градуювальнi залежностi нейтронних вологомiрiв набли-
жаються до прямої лiнiї зi зменшенням довжини зонда до нульового значення. Для таких
вологомiрiв (при сталiй щiльностi сухого грунту (далi його скелета ρd), при вiдсутностi
хiмiчно зв’язаного грунтом водню (глинистих мiнералiв i органiчної речовини) та при вiд-
сутностi в ньому аномальних поглиначiв теплових нейтронiв) iснує однозначна залежнiсть
мiж I0 i WV грунту:

I0 = f(WV ), (1)

де I0 — швидкiсть лiчби повiльних нейтронiв, iмп/с; WV — об’ємна вологiсть грунту, %.
Однак щiльнiсть грунту не є сталою в його геологiчному розрiзi. Тут грунт однiєї й тiєї

самої вологостi може характеризуватися рiзною щiльнiстю, що приводить до похибок у ви-
значеннi його вологостi. За даними P. Olgaard [1], змiна ρd грунту на 0,1 г/см

3 приводить до
змiни I0 на величину, що вiдповiдає змiнi вологостi (похибки її визначення за повiльними
нейтронами), яка дорiвнює 0,8% для WV = 5% й 1,6% для WV = 35%. У дiапазонi змiни ρd
пiщано-глинистих грунтiв, який частiше становить 1,3–1,8 г/см3, абсолютна похибка визна-
чення WV грунту, що зумовлена змiною його щiльностi, може дорiвнювати 8% i бiльше.
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Для зменшення похибки визначення вологостi грунту, зумовленої його щiльнiстю, ДСТУ
БВ. 2.1–26 : 2009 [2] рекомендує iнтерпретацiю показань нейтронного вологомiра виконувати
за сiмейством градуювальних залежностей I0 вiдWV для значень ρd, що дорiвнюють, г/см

3:
0,9, 1,2, 1,5, 1,8, 2,1. Для кожного значення ρd справджується однозначна залежнiсть (1),
яка побудована для щiльностi максимально наближеної до щiльностi грунту на горизонтi
визначення його вологостi WV . Вiдшукування такої залежностi в сiмействi градуювальних
графiкiв є складним i трудомiстким процесом.
Є iншi наближенi способи врахування поправки на щiльнiсть грунту при визначеннi його

вологостi за показаннями нейтронного вологомiра. Наприклад, у роботi [3] запропоновано
такий поправковий коефiцiєнт на ρd грунту до показань нейтронного вологомiра:

k =

√
ρd
ρid
, (2)

де ρd — середнє значення ρd грунту у вертикальному геологiчному розрiзi дослiджуваної
дiлянки; ρid — щiльнiсть сухого грунту i-го шару цiєї дiлянки.
Суть цього способу полягає в урахуваннi вiдхилення ρd i-го шару вiд ρd у дослiджува-

ному геологiчному розрiзi, для якої будувалась градуювальна залежнiсть вологомiра (ком-
пенсацiя вiдхилення).
Вiдкоригований iнтерпретацiйний параметр градуювальної залежностi I(WV ) у цьому

випадку має вигляд

I = I0

√
ρd
ρid

(3)

(тут I0 — швидкiсть лiчби нейтронiв, яку вимiрювали вологомiром (показання вологомiра)).
Недолiком такого способу [3] є те, що визначення ρd, яке входить до виразу (3), потребує
вiдбирання проб грунту iз шурфiв та лабораторних вимiрювань їх щiльностi. Бiльш вагомим
його недолiком є неоднозначнiсть коефiцiєнта k, визначеного для певного горизонту грунту,
при рiзних потужностях дослiджуваного шару цього грунту i рiзнiй його лiтологiї.
В роботi [4] удосконалено i розширено застосування способу шляхом замiни в ньому

середнього значення ρd для дослiджуваної товщi грунтiв на ρd = 1 г/см3 i замiни при
iнтерпретацiї свердловинних вимiрювань ρd на природну щiльнiсть грунту ρ.
При вимiрюваннях вологостi грунту нейтронним вологомiром на входi вимiрювальної

системи є грунт рiзної вологостi та швидкi нейтрони джерела. Кiнцевим результатом склад-
ної взаємодiї нейтронiв джерела з грунтом, тобто на виходi вимiрювальної системи, є швид-
кiсть лiчби вологомiром повiльних нейтронiв.
В iснуючих розрахункових даних i в наближених способах врахування поправки на

щiльнiсть грунту (при визначеннi його вологостi нейтронним вологомiром) чiтко прослiд-
ковується залежнiсть швидкостi лiчби повiльних нейтронiв i вiд вологостi грунту, i вiд його
щiльностi [1–4]. Це пiдтверджують i нашi розрахунки швидкостi лiчби повiльних нейтро-
нiв I0 (iпм/с) для приладу вологомiр поверхнево-глибинний радiоiзотопний (ВПГР-1 [5])
(за програмою CORA, автори В.В. Кулик, Ю.В. Яковлєв, Т.М. Гусак, Iнститут геофiзики
iм. С. I. Субботiна НАН України) для пiщаного середовища при заданих значеннях його
вологостi i змiнних значеннях щiльностi (рис. 1).
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Рис. 1. Залежнiсть приросту швидкостi лiчби повiльних нейтронiв, зумовленого щiльнiстю скелета грунту
при заданiй вологостi

Швидкiсть лiчби повiльних нейтронiв у вологому грунтi, в якому вiдсутнi аномальнi
поглиначi теплових нейтронiв i зв’язаний його мiнеральною частиною водень (вiдсутнi гли-
нистi мiнерали й органiчна речовина), можна навести таким спiввiдношенням:

I0(WV , ρd) = I(WV ) + I(ρd), (4)

де I(WV ) — компонент швидкостi лiчби, зумовлений вологiстю грунту WV ; I(ρd) — ком-
понент швидкостi лiчби вологомiра, зумовлений щiльнiстю сухого грунту ρd (усереднений
ефект збiльшення швидкостi лiчби повiльних нейтронiв, зумовлений скелетом грунту).
Iдентифiкацiя тiєї частини швидкостi лiчби повiльних нейтронiв, яка спричинена скеле-

том грунту, лягла в основу пропонованого нами врахування адитивної поправки на щiль-
нiсть грунту при визначеннi його вологостi нейтронним вологомiром.
За даними [1] i нашими розрахунками (див. рис. 1) видно, що швидкiсть лiчби вологомiра

I(ρd) зумовлена ρd грунту при WV = 0% (позначимо її I1(ρd)) i складовою I2(ρd,WV ),
спричиненою посиленням взаємодiї нейтронiв з мiнеральною частиною вологого грунту.
Складову швидкостi лiчби вологомiра, зумовлену ρd грунту, можна записати як

I(ρd) = I1(ρd) + I2(ρd,WV ). (5)

Формула (4) набуває такого вигляду:

I0(WV , ρd) = I(WV ) + I1(ρd) + I2(ρd,WV ). (6)

Для вологомiра ВПГР-1 [5] (потужнiсть джерела нейтронiв Q = 4,2 · 104 с−1, детектор
нейтронiв типу СНМ-17) розрахункову залежнiсть I1(ρd) вiд щiльностi сухого (WV = 0%)
пiщаного грунту ρd запишемо таким чином:

I1(ρd) = 38,13ρd − 26,06. (7)

Складова I2(ρd,WV ) залежить i вiд ρd, i вiд WV грунту. Для неї ми встановили, що

I2(ρd,WV ) = I1(ρd)B lnWV , (8)

де B — стала величина; lnWV — логарифм значення об’ємної вологостi.
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Iз залежностей (4)–(8) для iнтерпретацiйного параметра маємо:

I(WV ) = I0(WV , ρd)− [I1(ρd) + I1(ρd)B lnWV ]. (9)

Складову у формулi (9) видiлено квадратними дужками, вона трансформується в по-
хибку визначення вологостi грунту нейтронним вологомiром, спричинену щiльнiстю його
скелета. Величину множника B встановлено нами за даними P. Olgaard [1], а саме: при WV

грунту, що дорiвнює 35%, похибка визначення його вологостi (що зумовлена ρd) збiльшуєть-
ся у 2 рази в порiвняннi з такою при вологостi цього грунту, яка дорiвнює 5%.
Виходячи з цих даних [1] i враховуючи формули (5) й (8), можна записати:

2(I1 + I1B ln 5)

Sa
=
I1 + I1B ln 35

Sa
, (10)

де Sa — абсолютна чутливiсть вологомiра до вологостi грунту, iмп/(с · %).
Пiсля спрощень рiвняння (10) набуває вигляду

B =
1

ln 35 − 2 ln 5
. (11)

Множник (коефiцiєнт) B виявився дорiвнюючим 0,3.
Оскiльки потужнiсть джерела нейтронiв, що використовується у конкретному вологомi-

рi, дають з деякою похибкою, потрiбно зробити прив’язку (погодження) експериментальної
градуювальної залежностi вологомiра до розрахункової, виконаної за паспортним значен-
ням потужностi джерела.
Прив’язку роблять за складовою I1(ρd), яка вимiряна в моделi “сухий кварцовий пiсок”

(WV = 0%; I(WV ) = 0 iмп/с; I2(ρd,WV ) = 0 iмп/с; I1(ρd) = I0(ρd)). Габарити моделi мають
задовольняти умовам глибинностi дослiджень грунту ННМ-п, а дiаметр тонкостiнної алю-
мiнiєвої обсадної труби, що iмiтує необсаджену свердловину, — дiаметру цiєї свердловини.
Так, для використаного нами вологомiра швидкiсть лiчби в моделi “сухий кварцовий

пiсок” (ρd = 1,57 г/см3; WV = 0,15%) виявилась дорiвнюючою 39 iмп/с, з них 8,2 · 0,15 =
= 1,23 iмп/с зумовленi вологiстю пiску (8,2 — абсолютна чутливiсть використаного воло-
гомiра до вологостi грунту, iмп/(с · %). Сухим пiском створюється швидкiсть лiчби 39 −
− 1,23 = 37,8 iмп/с.
Розрахункова швидкiсть лiчби вологомiра (паспортне значення Q = 4,2 · 104 с−1) у су-

хому пiску I1(ρd) = I0(ρd) = 33,8 iмп/с (див. рис. 1). Отже, коефiцiєнт погодженостi експе-
риментальної градуювальної залежностi з розрахунковою Kп = 37,8 : 33,8 = 1,1175.
З урахуванням коефiцiєнта погодженостi вираз (9) для вологомiра буде таким:

I(WV ) = I0(WV , ρd)− [(42,6ρd − 29,1) + (42,6ρd − 29,1)B lnWV ]. (12)

Його використовують для побудови єдиної для всього iнтервалу можливих змiн ρd граду-
ювальної залежностi нейтронного вологомiра (рис. 2).
Параметри WV й ρd визначають лабораторно. Показання приладу I0(WV , ρd) для шару

грунту iз заданими значеннями параметрiвWV й ρd отримують, використавши свердловиннi
вимiрювання.
Внесення поправки на щiльнiсть грунту при свердловинних визначеннях його вологос-

тi нейтронним вологомiром на основi формули (12), а, по сутi, на основi лабораторного
визначення WV й ρd, трудно здiйснене.
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Рис. 2. Градуювальна залежнiсть нейтронного вологомiра, що побудована за спiввiдношенням (12)

Нами трансформовано рiвняння (12) до вигляду:

I(WV ) = I0(WV , ρd)− [42,6(ρ− 0,01 ·W п
V ρв)− 29,1]K1 −

− [42,6(ρ− 0,01 ·W п
V ρв)− 29,1]BK2 lnW

п
V , (13)

де ρ, г/см3 — щiльнiсть природного грунту, що визначена за допомогою гамма-щiльномiра;
ρв, г/см

3 — щiльнiсть прiсної води; W п
V , % — позiрна вологiсть грунту, що визначена за

допомогою нейтронного вологомiра за градуювальною залежнiстю I(WV ) = f(WV ) (12) та
його показаннями I0(WV , ρd); K1 й K2 — трансформацiйнi коефiцiєнти.
Оскiльки W п

V > WV , множник (ρ − 0,01W п
V ρв) у виразi (13) менший за ρd (ρd = ρ −

− 0,01WV ρв), це веде до деякого зменшення швидкостi лiчби I0(WV , ρd), що практично
повнiстю компенсується множником K1, який визначають iз виразу:

(42,6ρd − 29,1) = [42,6(ρ− 0,01 ·W п
V ρв)− 29,1]K1. (14)

З цiєї ж причини (W п
V > WV ) множник lnW п

V > lnWV , що веде до певного зростання швид-
костi лiчби I0(WV , ρd) при одночасному зменшеннi її за рахунок множника (ρ− 0,01W п

V ρв).
Цi змiни I2 компенсують введенням коефiцiєнта K2, величину якого визначають iз виразу:

[42,6(ρ− 0,01 ·W п
V ρв)− 29,1]BK2 lnW

п
V = (42,6ρd − 29,1)B lnWV . (15)

Нами розраховано коефiцiєнти K1 й K2 для ρd, що дорiвнюють 1,2, 1,4, 1,6 г/см
3, та WV

грунту — 5, 10, 20, 30, 35%.
Встановлено, що коефiцiєнти K1 й K2 певною мiрою залежать вiд вологостi WV , а кое-

фiцiєнт K2 — вiд щiльностi грунту ρd. У формулi (13) використовують їх середнє значення,
визначене для дiапазону вологостi вiд 10 до 30% i щiльностi скелета (сухої частини) грунту
вiд 1,2 до 1,6 г/см3. У наведеному дiапазонi значень WV й ρd середня величина коефiцiєнта
Kс

1 = 1,108, а Kс
2 = 0,988.

Було дослiджено змiни складових I1(ρd) i I2(ρd,WV ) при використаннi в залежностi (13)
замiсть справжнiх значень коефiцiєнтiв K1 йK2 їх середнi значення Kс

1 йK
с
2 , а також транс-

формацiї цих змiн швидкостей лiчби в похибки визначення вологостi за формулою (12).
Похибка ΔWV (K1,K2), що зумовлена замiною в залежностi (13) дiйсних значень коефi-
цiєнтiв K1 й K2 на їх середнi значення, становила 0,25%.
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Рис. 3. Розподiл сумарної вологостi грунту в геологiчному розрiзi свердловини: 1 — об’ємна вологiсть грунту,
що визначена за (13); 2 — вологiсть грунту, що визначена за термоваговим способом; 3 — насипний грунт;
4 — важкий супiсок; 5 — глинистий пiсок

У цiлому, похибка визначення вологостi грунту за iнтерпретацiйною залежнiстю (13),
замiсть iнтерпретацiйної залежностi (12), виявилась малою при порiвняннi її з припустимою
похибкою визначення об’ємної вологостi грунту радiоiзотопними методами (ΔWV = ±2%).
Побудованi за ними градуювальнi залежностi практично збiгаються мiж собою. Це дозволяє
побудувати градуювальну залежнiсть нейтронного вологомiра за формулою (12), тобто на
основi класичних термовагових визначень щiльностi скелета грунту ρd i його вологостi WV ,
а iнтерпретацiйний параметр свердловинних вимiрювань I(WV ) знаходити за спiввiдношен-
ням (13). Параметр ρ для дослiджуваних шарiв грунту визначають за допомогою радiоiзо-
топного гамма-гамма-щiльномiра (наприклад, типу ППГР-1). Параметр W п

V визначають за
показаннями нейтронного вологомiра — I0(WV , ρd), скориставшись графiком рис. 2. Розра-
хований, згiдно з залежнiстю (13), параметр I(WV ) iнтерпретують за вказаним графiком.
Вимiрювання вологостi грунтiв рiзної щiльностi радiоiзотопними методами випробувано

на дослiдному майданчику Iнституту геофiзики iм. С. I. Субботiна НАН України. У припо-
верхневому шарi грунти тут складенi важким супiском, який з глибини 110 см переходить
у пiсок. Випробування виконано за допомогою нейтронного вологомiра типу ВПГР-1 у не-
обсадженiй свердловинi дiаметром 50 мм.
Iнтерпретацiю свердловинних вимiрювань вологомiром виконано, згiдно з (13). За цим

спiввiдношенням визначали сумарний iнтерпретацiйний параметр [I(W с
V ) = I(WV ) +

+ I(W х.з
V ), де I(W х.з

V ) — еквiвалент хiмiчно зв’язаної води глинистих мiнералiв]. Параметр
W х.з
V знаходять за гамма-каротажем (ГК) вимiрюванням коефiцiєнта глинистостi грунту та

ННК вимiрюванням його сумарної вологостi [6]. При градуюваннi вологомiра та контроль-
них вимiрюваннях у свердловинi W х.з

V визначають лабораторно (термоваговим способом
з дотриманням рекомендацiй [2]). Визначенi нами лабораторно величини W х.з

V для важкого
супiску дослiдного майданчика виявилися дорiвнюючими 0,7% об’ємної вологостi в iнтер-
валi глибин 50–70 см та 1,5% — в iнтервалi глибин 80–100 см. Результати iнтерпретацiї
вимiрювань на дослiдному майданчику демонструє рис. 3, з якого видно, що встановле-
на нейтронним вологомiром вологiсть грунту збiгається з її контрольними вимiрюваннями
термоваговим способом (за хiмiчно зв’язаної води глинистих мiнералiв). Розходження ви-
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значень вологостi грунту нейтронним вологомiром i класичним термоваговим способом не
перевищують 1%.
Таким чином, визначення адитивної поправки на щiльнiсть грунту та замiна ρd на ρ

iстотно спрощує iнтерпретацiю свердловинних радiоiзотопних вимiрювань вологостi, пiдви-
щує їх точнiсть та оперативнiсть.
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С.Т. Звольский

Определение влажности грунтов разной плотности
радиоизотопными методами

Расчетами и экспериментом идентифицирована аддитивная составляющая скорости сче-
та нейтронным влагомером, вызванная плотностью скелета грунта. С учетом ее и по дан-
ным лабораторных определений объемной влажности и плотности скелета грунта проил-
люстрировано построение единой — для всего интервала возможных изменений плотности
скелета грунта — градуировочной зависимости нейтронного влагомера. Для интерпрета-
ции скважинных измерений в этой зависимости заменена плотность скелета грунта на
плотность грунта естественной влажности, которую определяют радиоизотопным плот-
номером непосредственно в исследуемой скважине.

S.T. Zvolsky

Determination of the moisture content of soils with different densities
by radioisotope methods

By calculations and experimentally, the additive component of the count rate of a neutron moisture
meter, which is caused by the soil framework density, is identified. These data and the laboratory
data on the bulk moisture and the soil framework density allow the construction of a single cali-
bration curve for a neutron moisture meter in the entire interval of possible variations in the
soil framework density. To interpret the results of borehole measurements with this curve, the soil
framework density is replaced by the density of soil with a natural moisture, which was determined
with a radioisotope density gage directly in a borehole under study.
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УДК 553.98:550.4:551.21:549.216

Академик НАН Украины А.Е. Лукин, И.И. Самойленко

О дисперсных самородно-металлических частицах
в черносланцевых формациях эвксинского типа —

мегаловушках природного газа

Черные сланцы — эвксениты, которые являются специфическим литогеодинамическим
индикатором отложений задуговых бассейнов, «заражены» разнообразными по хими-
ческому составу, форме и структуре самородно-металлическими микро- и наночасти-
цами — трассерами (супер)глубинных флюидов.

Все известные в настоящее время на Северо-Американском континенте плеи и месторожде-
ния сланцевого газа (СГ) связаны с разновозрастными (ордовик — олигоцен) чернослан-
цевыми и терригенно-черносланцевыми толщами, основным литогеодинамическим типом
(и индикатором) в составе которых являются эвксениты [1]. Это характерные по очерта-
ниям в плане (неправильно округлые, овалоподобные и т. п.), асимметричные по распре-
делению толщин формации, площадь которых варьирует от менее 5 до более 30 тыс. км2,
а мощности — от десятков до сотен — первых тысяч метров. Они эшелонированы вдоль кон-
тинентальных окраин, представляя собой в геоморфологическом и тектоногеодинамическом
отношениях котловинообразные, относительно глубоководные задуговые палеобассейны эв-
ксинского типа с признаками интенсивных сопряженных процессов газоотдачи морского
дна, газогидратообразования и сероводородного заражения [2–4]. Аномально высокая га-
зоотдача дна бассейнов такого типа, хорошо изученная в Черном море [3], связана с интен-
сивной глубинной дегазацией, которая осуществляется через систему элементарных оча-
гов разгрузки. Ее интенсивность определяется, таким образом, их количеством и дебитом.
В пределах каждого из них фильтрационная (струйная) миграция сочетается с диффузион-
ной, причем диффузионный столбообразный поток “вмещает” одну или несколько газовых
струй [3, 4]. При большой плотности элементарных очагов разгрузки и соответствующих
соотношениях струйных дебитов с гидрологическим режимом диффузионные потоки сли-
ваются, что способствует гидратообразованию на обширных участках. Процессы их разру-
шения сульфатредуцирующими бактериями являются важным фактором накопления ор-
ганического вещества и дисульфидов железа, во многом определяя основные особенности
минерального состава и геохимии черных сланцев (ЧС) эвксинского типа — литогеодина-
мического индикатора “ситовой” (“рассеянный спрединг”) проницаемости морского дна [1].
Наряду с указанными особенностями формы и морфологии эвксинских черносланцевых
формаций, это хорошо сочетается с принадлежностью типичных (палео)бассейнов эвксинс-
кого типа к задуговым морям (малым океаническим бассейнам), расположенным с внут-
ренней (тыловой) стороны островной дуги и ограниченным задуговым хребтом (остаточ-
ной дугой) или континентом [5]. При этом в тылу островных дуг может выделяться не-
сколько генераций таких палеобассейнов. Именно они, в силу своей литогеодинамической
природы и тектонической позиции, особенностей строения, литологии и геохимии, благо-
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даря последующей гидрофобизации (при трансформации: сапропелевые илы → горючие
сланцы → ЧС) играют роль мегаловушек СГ [2].
Механизмы формирования задуговых бассейнов (окраинных морей или малых океанов)

и соответственно природа задугового растяжения — причины “рассеянного спрединга” —
важнейшего фактора формирования эвксенитов как литогеодинамического типа [1] могут
быть различны: рифтогенез, pull-apart, дегидратация субдуцирующей плиты с образова-
нием мантийного диапира, возникновение вторичных конвективных ячеек в надсубдукцион-
ном клине [5]. По-видимому, универсального механизма нет и для различных тектонических
условий справедлива та или иная геодинамическая модель задугового асимметрично-глубо-
ководного бассейна, газовый режим которого в значительной мере обусловлен процессами
глубинной дегазации.
Именно в таких условиях накапливались олигоценовые (менилитовая серия Карпатско-

го региона, майкопская серия Кубано-Черноморской области), меловые (спасская и шипот-
ская свиты Карпат), визейские (рудовские слои центральной части Днепровско-Донецкой
впадины и их аналоги в Придобруджинском прогибе), верхнепротерозойские, нижнепалео-
зойские (Львовский прогиб) и другие, перспективные на СГ черносланцевые формации
Украины [6, 7]. В связи с этим особый интерес представляет присутствие в указанных
ЧС разнообразных по вещественному составу и морфологии частиц самородных метал-
лов, их природных сплавов и интерметаллидов — трассеров глубинных безводных флюи-
дов (сверхсжатых поликомпонентных газов на водородно-углеводородной основе), с после-
дующей физико-геохимической конверсией которых связано появление гидротермальных
растворов [8, 9].

Менилитовые сланцы Карпатского региона — один из наиболее известных в ми-
ре литотипов ЧС (первоначально горючих сланцев с очень высоким содержанием орга-
нического вещества смешанного гумусово-сапропелевого типа). Олигоценовая (по мнению
некоторых стратиграфов, олигоцен-нижнемиоценовая) менилитовая серия (свита) Карпат
и внутренней зоны Предкарпатского прогиба, входящая в состав карпатского флиша, яв-
ляется ярким примером черносланцевой формации эвксинского типа. Это флишо́идно-фли-
шевый парагенез преобладающих ЧС в тонком переслаивании с песчано-алевро-ритмито-
выми турбидитами (к песчаникам, алевролитам и черносланцево-терригенным ритмитам
приурочено большое количество нефтяных и газовых залежей 25 месторождений). Обилие
фрамбоидального пирита, высокое содержание Sорг в керогене и его преимущественно мик-
робиогенная природа, признаки присутствия былых метаногидратов, палеонтологические
и фациально-палеоэкологические особенности (отсутствие бентоса, разнообразная ихтио-
фауна, включая остатки глубоководных светящихся рыб) свидетельствуют о накоплении
менилитовой формации в условиях глубоководного бассейна с интенсивным сероводород-
ным заражением придонных вод, что подтверждается характером распределения ее тол-
щин и особенностями строения. Совокупность литогеодинамических и палеотектонических
признаков позволяет рассматривать менилитовую формацию как эвксинский палеобассейн
задугового типа. Данные сканирующей электронной микроскопии (с энергодисперсионной
приставкой) и рентгеноструктурного анализа (дифрактометр ДРОН-3)∗ свидетельствуют
об интенсивной “зараженности” менилитовых сланцев дисперсными самородно-металличес-
кими частицами (ДСМЧ), включая сидерофильные (Fe, Ni, Cr, Ti), халькофильные (Cb,
Pb, Zn и др.), литофильные (Sn, Al и др.) металлы, их разнообразные природные сплавы

∗Методика исследования и принципы интерпретации их результатов охарактеризованы в [8, 9].
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Рис. 1. Дисперсные самородно-металлические частицы в менилитовых сланцах (с. Синевидное): а — само-
родное железо; б — самородный цинк (с примесью железа); в — самородный цинк; г — самородный никель
(с примесью железа)

и интерметаллиды. Даже весьма ограниченное количество иллюстраций достаточно убеди-
тельно свидетельствует о разнообразии химического состава, формы и морфологии ДСМЧ
(рис. 1).

Верхнепротерозойские — нижнепалеозойские ЧС Волыно-Подолии (тектони-
чески гетерогенного краевого сегмента юго-западной окраины Восточно-Европейской плат-
формы, расположенного между Карпатами и Украинским щитом) представлены системой
разновозрастных эвксинских задуговых палеобассейнов [2]. Это черносланцевые формации
венда, кембрия, силура, нижнего девона Львовского и Предкарпатского, а также Придоб-
руджинского прогиба. Все они характеризуются сходной ассоциацией ДСМЧ, показанной
здесь на примере силурийских ЧС Львовского прогиба. Наблюдается их большое химиче-
ское разнообразие, включая золото, никель, железо с разнообразными примесями, хром,
интерметаллиды Fe :Cr и Fe :Ni, цинк, его сплавы с медью, свинцом, оловом и т. д. (рис. 2).
Отмечен ранее установленный на других объектах [8, 9] феномен сочетания для неко-

торых халько- и оксифильных металлов самородной, сульфидной и окисной форм в одной
и той же “точечной” пробе, что, в частности, характерно для цинка (см. г на рис. 2). При-
сутствие цинкита ZnO (наряду с самородным цинком и сфалеритом (пршибрамитом) в этой
ассоциации) установлено по данным рентгеноструктурного анализа. Такие неравновесные
ассоциации образуются в момент указанной конверсии безводных резко восстановительных
флюидов в углекислые и сероводородные гидротермальные растворы.
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Рис. 2. Дисперсные самородно-металлические частицы в силурийских черных сланцах Львовского прогиба:
а — золото (Великомостовская скв. 30, 3867–3873 м); б — медь (Великомостовская скв. 30, 3867–3873 м);
в — цинк (с примесью железа) (Великомостовская скв. 30, 4017–4025 м); г — ассоциация самородного цинка
с кадмийсодержащим сфалеритом (пршибрамитом) (Великомостовская скв. 30, 4017–4025 м); д — никель
с примесью железа (Глинянская скв. 1, 2334–2339 м); е — агрегат частиц природного сплава цинка, свинца
и олова с различными соотношениями указанных металлов и примесью железа (Добротворская скв. 1,
3216–3221 м)

Майкопская серия Азово-Черноморского региона (рис. 3) наряду с менилито-
вой формацией является наиболее ярким проявлением глобального аноксического события
в олигоцене. Это мощная (до 3 км) флишо́идная терригенно-черносланцевая формация.
Специфическая биота (обилие ихтиодетрита, планктонные фораминиферы, спикулы губок),
обилие фрамбоидального пирита, контуритовая и турбидитовая природа алеврито-песча-
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Рис. 3. Дисперсные самородно-металлические частицы в майкопских черных сланцах Прикерченского шель-
фа (месторождение Субботина): а, б, в — самородное железо (а — скв. 1, 2500–2506 м; б — скв. 1, 2498–2503 м;
в — скв. 403, 2439–2444 м); г — цинкистая медь (природная латунь) с примесью никеля (скв. 1, 2490–2495 м);
д — свинец с примесью олова (скв. 403, 2591–2596 м)

ных и ритмитовых пачек свидетельствуют о накоплении в условиях задугового котловинооб-
разного бассейна эвксинского типа [10]. Разнообразные окрашенные (темно-серые, черные,
зеленовато-серые, бурые) глинистые породы в различной степени обогащены органическим
веществом гумусово-сапропелевого типа (Сорг 0,8–8,5%). Наряду с сероцветными глинами
(аргиллитами) здесь широко распространены ЧС, слагающие пачки до 50–70 м в дюрменс-
кой и нижнекерлеутской свитах. Роль ЧС и терригенно-черносланцевых ритмитов возрас-
тает на Прикерченском шельфе [10]. Самородно-металлические микро- и нановключения
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Рис. 4. Дисперсные самородно-металлические частицы в визейских черных сланцах центральной части Днепровско-Донецкой впадины: а — частицы
самородного железа, никеля, серебра (Свиридовская скв. 5, 5830–5842 м); б — частицы цинка, олова и их сросток (Бельская скв. 470, 4666–4674 м);
в — частицы природных сплавов меди и цинка с примесью железа и никеля (латунь-бронза); олова и меди (бронза); вольфрама — железа —
кобальта; вольфрама — железа — титана (Божковская скв. 1, 5056–5063 м)
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представлены здесь достаточно полно и разнообразно как в химическом, так и в морфо-
логическом отношениях. Наряду с самородным железом (см. а–в на рис. 3) и другими
металлами отмечены великолепные пластинчатые сростки природной латуни (см. г), сплав
свинца с оловом (см. д), другие сплавы и интерметаллиды.

Средневизейская (ХIIа микрофаунистический горизонт, рудовские слои) тер-
ригенно-черносланцевая формация центральной части Днепровско-Донецкой
впадины и Придобруджинского прогиба представляет собой фрагменты единого эвк-
синского палеобассейна [11]. В пределах центральной части Днепровско-Донецкой впади-
ны (Сребненская депрессия — Свиридовско-Краснозаводская седловина — Ждановская де-
прессия и др.) в алеврито-песчаных коллекторах (выносы рек, мутьевые потоки, контурные
течения) терригенно-черносланцевой депрессионной толщи (до 1000 м) открыт ряд газокон-
денсатных и нефтяных залежей. ЧС характеризуются широкими вариациями соотношений
керогена с глинистым, кремнеземным, карбонатным, фосфатным и дисульфидно-железис-
тым (обилие фрамбоидального пирита) веществом, структурным и текстурным разнообра-
зием. Содержание гумусово-сапропелевого органического вещества 2,5–16% (Сорг 1,5–8%).
Как и в ЧС других формаций, здесь наблюдается та же химическая и морфологическая
разнообразная ассоциация ДСМЧ, включая различные металлы (относительно чистые и
с примесями широкого количественного и качественного диапазона) (а, б на рис. 4), при-
родные сплавы и интерметаллиды (см. в, г).
Таким образом, ЧС-эвксениты, которые, как отмечалось, являются специфическим ли-

тогеодинамическим индикатором “рассеянного спрединга” и “ситовой проницаемости дна”
[1, с. 52 ], характеризуются: 1) аномальной геохимической ассоциацией ДСМЧ (сидеро-,
халько- и литофильные металлы); 2) большой ролью среди них разнообразных интерме-
таллидов и природных сплавов, включая поликомпонентные. Это, с одной стороны, яв-
ляется независимым подтверждением их накопления в задуговых бассейнах (back-arc basi-
ns). С другой — это свидетельствует о том, что необходимое для формирования этих бас-
сейнов задуговое растяжение обусловлено мантийным диапиризмом, инициируемым транс-
региональными сдвиговыми дислокациями (формирование структур pull-apart как заро-
дыша задугового бассейна) с последующим подключением других указанных выше меха-
низмов. Наличие ДСМЧ и, в частности, микро- и нановключений оксифильных металлов
в черносланцевых эвксенитах свидетельствует об участии в черносланцевом литогенезе (су-
пер)глубинных безводных флюидов типа поликомпонентных сверхсжатых газов на водород-
но-углеводородной основе, которые создают резко восстановительную среду и являются на-
ряду с катагенезом фактором гидрофобизации пород (терригенно-) черносланцевых фор-
маций. Это инициирует включение капиллярного насоса (“накачка” метана и других угле-
водородов в гидрофобный коллектор), вследствие чего именно палеобассейны эвксинского
типа превращаются в мегаловушки сланцевого и центрально-бассейнового газа [2]. Соот-
ветствующие формационные тела большого стратиграфического диапазона (верхний про-
терозой — кайнозой) пользуются в недрах Украины широким распространением. Как уже
отмечалось [2], они могут рассматриваться и как мегаловушки для гелия. Причем, наря-
ду с радиогенным 4Не, здесь следует ожидать накопление и мантийного 3Не, о чем свиде-
тельствует интенсивная “зараженность” черносланцевых эвксенитов частицами самородных
металлов, природных сплавов и интерметаллидов — трассеров (супер)глубинных флюидов.
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турою самородно-металiчними мiкро- i наночастинками — трасерами (супер)глибинних
флюїдiв.

Academician of the NAS of Ukraine А.Е. Lukin, I. I. Sаmоylеnко

On dispersed native metal particles in black shales of the euxinic
type — megatraps of natural gas

Black shales — euxinites (specific lithogeodynamic indicators of deposits of back-arc basins) are
contaminated with chemically and morphologically different dispersed native-metallic micro- and
nanoparticles — the trassers of (super)deep fluids.
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Член-корреспондент НАН Украины А.Б. Полонский, И.А. Кибальчич

Межгодовая изменчивость циркуляции атмосферы

и аномалии температуры Восточной Европы в зимний
период

По данным ре-анализа NCEP и стандартных метеорологических наблюдений за 1950–
2012 гг. показано, что максимальное влияние на зимние аномалии среднемесячной
температуры воздуха в северо-западной части Восточной Европы оказывает Северо-
атлантическое колебание, а в восточной части — Скандинавское колебание. Типич-
ные аномалии среднемесячной температуры, обусловленные этими модами, дости-
гают 4–5 ◦С. В Черноморском регионе преобладает влияние Восточно-атлантического
и Восточно-атлантического/Западно-российского колебаний. Обусловленные ими сред-
немесячные аномалии температуры воздуха достигают здесь 2–2,5 ◦C. Положитель-
ные фазы Североатлантического и Восточно-атлантического колебаний сопровождают-
ся положительными аномалиями приземной температуры на большей части Восточ-
ной Европы, а Скандинавского и Восточно-атлантического/Западно-российского коле-
баний — отрицательными. Экстремально низкие аномалии температуры чаще всего
отмечаются при совпадении отрицательной фазы Восточно-атлантического колеба-
ния и положительной фазы Скандинавского колебания, а экстремально высокие — при
сочетании положительной и отрицательной фаз Восточно-атлантического и Сканди-
навского колебаний соответственно.

Вариаций различных параметров системы океан — атмосфера с типичными периодичностя-
ми от 2 до 10 лет представляют собой один из основных объектов исследования, поскольку
они определяют межгодовую изменчивость гидрометеорологических полей на глобальном
и региональном масштабах [1, 2]. В течение последних нескольких десятилетий в Северном
полушарии было выделено несколько мод такой низкочастотной изменчивости. Показано,
что эти моды через связанные с ними волны Россби, изменения режима циклогенеза и ан-
тициклонического блокирования оказывают удаленное влияние на климат в определенных
районах Евразии, Северной Америки и Гренландии. В качестве меры изменчивости таких
мод обычно используют циркуляционные индексы, которые рассчитываются на основании
разложения полей давления (или геопотенциала) на эмпирические ортогональные функции
(ЭОФ). Для выделения главных компонент обычно привлекаются поля приземного давле-
ния или поля высот геопотенциала на уровнях 1000, 700 и 500 гПа [2–7].
Авторы работы [2] выполнили процедуру разложения полей геопотенциала на уровне

500 гПа, полученных по ежемесячным архивным данным для Северного полушария с нача-
ла 20 ст., на ЭОФы. Они выделили несколько устойчивых мод, проявляющиеся в поле дав-
ления во внетропических широтах. Основные из них следующие: Североатлантическое ко-
лебание (САК); Восточно-атлантическое колебание (ВАК); Скандинавское колебание (СК);
Восточно-атлантическое/Западно-российское (ВАЗР) колебание.
Отметим, что все эти моды приурочены к Атлантико-Европейскому региону и прояв-

ляются в региональных полях основных гидрометеорологических элементов. В настоящей

© А.Б. Полонский, И.А. Кибальчич, 2014

100 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



работе мы рассмотрим структуру и особенности этих климатических сигналов в поле зимней
температуры (в период с декабря по март) для территории Восточной Европы и Причерно-
морья. Анализ проводился для холодного периода, поскольку удаленные связи выражены
в это время наиболее четко [6, 8–10].
Из перечисленных мод САК, описывающее интенсивность зональной циркуляции атмо-

сферы, исследовано наиболее подробно. Это колебание проявляется как первая главная
компонента в поле геопотенциала нижней и средней тропосферы Северного полушария
в зимний период. Поэтому в качестве индекса САК в настоящее время обычно исполь-
зуется временной коэффициент при соответствующей пространственной моде, полученный
в результате разложения поля давления (или геопотенциала) на ЭОФы [1–6, 8–10].
Другая мода в поле геопотенциала Северного полушария, характеризующая интенсив-

ность зональной циркуляции, получила название ВАК. Это колебание также наиболее выра-
жено в зимний период, хотя оно и проявляется в поля давления Атлантико-Европейского
региона во все сезоны. По аналогии с САК пространственная структура ВАК представле-
на диполем в поле геопотенциала Северной Атлантики. Однако центры ВАК смещены на
юго-восток по отношению к центрам САК. По этой причине ВАК иногда интерпретирует-
ся как “сдвинутый на юг” режим САК. Временная структура колебания характеризуется
индексом ВАК, который представлен соответствующим временным коэффициентом в раз-
ложении поля давления на ЭОФ.
Совместное влияние САК и ВАК на режим некоторых гидрометеорологических полей

Евразии исследовано в работах [11, 12]. В них показано, что эти два колебания в целом
описывают изменчивость интенсивности зональной циркуляции в Европейском регионе.
Сочетание определенных фаз САК и ВАК сопровождается максимальными термически-
ми аномалиями в этом регионе.
СК вначале было названо Барнстоном и Ливзи первой Евразийской модой (или модой

Евразия-1, см. [2]). Позднее, в связи с расположением главного центра в пространственной
структуре соответствующей ЭОФ в разложении поля геопотенциала над Скандинавским
полуостровом, она была переименована в СК. Положительная фаза колебания связана с по-
ложительными аномалиями высоты геопотенцала в средней тропосфере, что отражает на-
личие блокирующих антициклонов над Скандинавским полуостровом и Европейской терри-
торией России (ЕТР). Во время отрицательной фазы СК на среднемесячных картах АТ-700
и АТ-500 выделяется область отрицательных аномалий в значениях высоты геопотенциа-
ла. В течение положительной фазы (т. е. при развитии блокинга) в зимний период фикси-
руются отрицательные аномалии приземной температуры в Центральной России, а также
в Западной Европе. Из-за развития блокинга полярная ветвь струйного течения в Север-
ной Атлантике смещается в северо-восточном направлении относительно своего среднего
положения, а в районе Средиземноморья усиливается западный перенос [13].
ВАЗР колебание вначале получило название второй Евразийской (или моды Евразия-2,

см. [2]). В пространственной структуре этого колебания выделяется 2 главных центра: в Вос-
точной Атлантике — Западной Европе и в окрестности северной части Каспийского моря.
Поэтому в дальнейшем оно было переименовано в ВАЗР колебание. Несмотря на то что
устойчивые центры этой моды выделяются в течение всего года, наиболее активны они
в зимний период [14]. Положительная фаза ВАЗР колебания связана с положительными
аномалиями высоты геопотенциала в средней тропосфере над Европой и Северным Китаем
и отрицательными аномалиями над Северной Атлантикой и севером Каспийского моря. При
этом зафиксированы положительные аномалии приземной температуры воздуха в районе
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восточной Азии и отрицательные аномалии над большей частью Западной России, а так-
же над северо-востоком Африки. Таким образом, положительная фаза ВАЗР колебания
характеризует условия антициклонического блокирования ЕТР.
С учетом полученных ранее результатов, следует ожидать в целом положительных ано-

малий приземной температуры в Восточной Европе в период положительной фазы САК
и ВАК и при отрицательной фазе СК и ВАЗР колебания. Величина и пространственная
структура этих аномалий определяются не только атмосферным циркуляционным режи-
мом, но и пространственно-временными особенностями анализируемых данных, к описанию
которых мы и переходим.
В работе использовались следующие данные с декабря по март:
данные ре-анализа NCEP/NCAR (Национального центра по атмосферным исследова-

ниям США) о среднемесячной температуре воздуха в узлах регулярной сетки за период
1950–2012 гг. для региона, ограниченного координатами: 20–45◦ в. д. и 55–40◦ с.ш.;
набор климатических индексов за тот же период, представленный Центром климати-

ческих прогнозов США, а именно: индекс САК (определяется по первой составляющей
разложения ЭОФ поля давления на уровне моря для Северного полушария (20–90◦ с.ш.)).
Значения индекса нормализуются относительно базового периода 1979–2000 гг.; индексы
ВАК, СК и ВАЗР колебания (рассчитываются в результате анализа ЭОФ изобарической
поверхности 700 гПа в Северном полушарии). Значения индексов нормализуются относи-
тельно базового периода 1981–2010 гг.;
данные стандартных наблюдений за январь-февраль 1950–2012 гг. на 12 гидрометеоро-

логических (г/м) станциях, расположенных в границах рассматриваемого региона (в горо-
дах Варшава, Волгоград, Кишинев, Минск, Ровно, Ростов-на-Дону, Симферополь, София,
Тбилиси, Тула, Ужгород, Харьков).
В качестве основного метода статистической обработки исходных данных в настоящей

работе был выбран композитный анализ. Благодаря данной методике можно выделить
“чистый” сигнал, отвечающий влиянию каждой отдельной ортогональной моды изменчи-
вости на температурный режим Восточной Европы и Причерноморья.
Процедура получения сигнала для каждого индекса и месяца на основе разностных

композитов заключается в следующем. Проводится выборка аномальных лет, в которые
значение индекса превышает среднее значение как минимум на одно среднее квадрати-
ческое отклонение — СКО (σ), или, наоборот, оказывается меньше среднего на 1σ. Таким
образом, мы получаем две выборки лет со значениями индекса выше и ниже заданных
пределов. Для выбранных лет определяем среднемесячные значения температуры возду-
ха в каждом узле регулярной сетки по данным ре-анализа. Для сформированных выборок
температуры находим среднее значение и СКО. На заключительном этапе получаем “чис-
тый” сигнал посредством определения разности между средними по выборкам для каждого
узла сетки (так называемый разностный композит). Наконец, определяется статистическая
значимость полученных сигналов (на уровне 90 и 95%).
Для анализа связи экстремальных температурных аномалий в рассматриваемом регио-

не с циркуляционным атмосферным режимом для каждой из 12 перечисленных выше г/м
станций выбирались месяцы с максимальными (по абсолютной величине) положительными
и отрицательными аномалиями приземной температуры. Для каждого такого месяца выби-
рались значения индексов всех 4-х анализируемых колебаний и определялось наиболее час-
то наблюдаемое сочетание их фаз, благоприятствующее развитию экстремальных аномалий
в окрестности каждой г/м станции.
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Перейдем к анализу результатов расчетов по каждому из четырех колебательных ре-
жимов.

Североатлантическое колебание. Несмотря на то, что данное колебание является
основным в Атлантико-Европейском регионе в зимний период, его влияние на температур-
ный режим Восточноевропейского региона существенно меняется от месяца к месяцу. Так,
в декабре и марте влияние САК на значительную часть исследуемой территории оказалось
не очень существенным. Максимальные значения разностного композита не превышают
3,0–3,5 ◦C. Они наблюдаются в северо-западных регионах Белоруссии. В юго-восточном
направлении эти величины постепенно уменьшаются. Нулевая изолиния в эти месяцы про-
ходит через восточную часть Черного моря, Кубань и низовья Волги. Далее на юго-восток
от указанной линии знак композита меняется на противоположный, однако его абсолютное
численное значение остается весьма низким. Таким образом, типичные среднемесячные ано-
малии температуры (определяемые как половина величины разностного композита), обус-
ловленные САК, колеблются в эти месяцы в пределах 0–1,5 ◦С.
Иная ситуация складывается в январе и феврале. Как видно из рис. 1, сигнал САК

существенно интенсивнее, чем в декабре и марте. Максимум в районе Прибалтики и на
северо-востоке Белоруссии и в Польше достигает 7,0–8,0 ◦C. Кроме этого, поля композитов
характеризуются большей однородностью по сравнению с декабрем и мартом. Величина
разностного композита монотонно уменьшается в южном и юго-восточном направлениях.
Нулевая изолиния проходит через Черное море с юго-запада на северо-восток. Следова-
тельно, влиянию САК больше всего подвержены Белоруссия, Польша и страны Прибалти-
ки. Типичные среднемесячные аномалии температуры в январе-феврале достигают здесь
3,5–4 ◦С.
В целом, полученные результаты не противоречат опубликованным данным [8–10]. Как

показывают результаты анализа характеристик циклонов, полученных в результате об-
работки данных ре-анализа в работе [15], описанное распределение аномалий приземной
температуры главным образом определяется аномальными характеристиками циклонов
в положительную и отрицательную фазы САК. Именно пространственное распределение
шторм-треков и интенсивность циклонов влияют в первую очередь на приземную темпе-
ратуру. В период, когда значения индекса САК высоки, интенсивность циклогенеза в се-
вероатлантическом регионе усиливается. Это приводит к усилению зональных ветров, не-
сущих с Атлантического океана теплый и влажный воздух в Северную Европу. Причем
сами североатлантические центры действия атмосферы и шторм-треки смещаются в север-
ном или северо-западном направлении. При низких значениях индекса САК интенсивность
центров действия атмосферы в Северной Атлантике ослабевает, а сами центры (вместе
со шторм-треками) смещаются к югу или юго-востоку. При этом интенсивность зональ-
ных ветров в средних широтах уменьшается, а средиземноморских циклонов — увеличи-
вается. Эти циклоны, перемещаясь в северо-восточном направлении, обуславливают более
влажные и теплые погодные условия в южных районах Восточной Европы и Причерно-
морье [6, 10, 15].

Восточно-атлантическое колебание. В декабре и марте статистически значимая
связь индекса ВАК с температурой воздуха на территории Восточной Европы практичес-
ки отсутствует. В январе (рис. 2, а) структура поля композитов становится более опре-
деленной: значения разностного композита в поле температуры возрастают до 5,0–6,0 ◦С
на северо-западе ЕТР, в восточной части Белоруссии и на севере Украины. Минималь-
ные значения сигнала (−1,0. . . + 1,0 ◦С) наблюдаются в районе Турции, юго-восточной
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Рис. 1. Поля разностных композитов приземной температуры для Североатлантического колебания.
Январь (а) и февраль (б)

Рис. 2. Поля разностных композитов приземной температуры для Восточно-атлантического колеба-
ния. Январь (а) и февраль (б)



Рис. 3. Поля разностных композитов приземной температуры для Скандинавского колебания. Ян-
варь (а) и февраль (б)

Рис. 4. Поля разностных композитов приземной температуры Восточно-атлантического/Западно-
российского колебания. Декабрь (а), январь (б) и февраль (в)



части Черного моря и на Кавказе. В феврале (см. рис. 2, б ) область максимальных значе-
ний сигнала смещается на юго-запад в сторону Балканского полуострова. Однако гребень
повышенных значений разностного композита в поле температуры направлен в сторону
Украины и центральных частей ЕТР. На востоке Турции по-прежнему сохраняется зона
минимального влияния ВАК с близкими к нулевым значениям композита.
В целом можно отметить значительно большее отклонение от зональности в региональ-

ном отклике температуры на ВАК и некоторое уменьшение значимости полученных сиг-
налов во все зимние месяцы по сравнению с САК. Тем не менее, поскольку оба сигнала
характеризуют интенсивность зональной циркуляции в Атлантико-Европейском и Среди-
земноморском регионах и являются между собой ортогональными, можно заключить, что
при положительной фазе САК и ВАК типичные среднемесячные аномалии приземной тем-
пературы могут достигать в январе 4,3 ◦С (в районе Белоруссии и северо-западной части
ЕТР), а в феврале 4,5 ◦С (в районе Белоруссии) и 3,3 ◦С (на севере Сербии). При этом
в Черноморском регионе влияние ВАК преобладает над влиянием САК.
Механизм воздействия ВАК на термические аномалии в Атлантико-Европейском и Сре-

диземноморском регионах описан в работах [11, 12]. В них показано, что в период положи-
тельной фазы ВАК циклогенез в этих регионах интенсифицируется. Причем, в отличие от
САК, которое в значительной степени определяет меридиональные смещения шторм-тре-
ков, ВАК главным образом влияет на сам циклогенез и, следовательно, связано с интен-
сивностью зональной циркуляции в Атлантико-Европейском регионе. Усиление/ослабление
зональной циркуляции сопровождается положительными/отрицательными термическими
аномалиями в рассматриваемом регионе.

Скандинавское колебание. Несмотря на тот факт, что СК проявляется не во все
месяцы года и в целом играет второстепенную роль в формировании внутрисезонных ано-
малий поля давления на территории Европы, отдельные регионы исследуемой территории
подвержены сильному влиянию этого колебания в январе и феврале.
Если в декабре существенной связи различных фаз СК с температурой воздуха не выяв-

лено, то в январе ситуация кардинально меняется (рис. 3, а). Область отрицательных зна-
чений сигнала над Прикаспийской низменностью существенно расширяется, захватывая
нижний Дон и крайний восток Украины, значения разностного композита увеличиваются
(по абсолютной величине) до −5. . .−6 ◦C. Наиболее быстро влияние СК ослабевает в южном
и юго-западном направлениях. Хорошо заметно влияние Черного моря на ослабление связи
региональной температуры воздуха с этим колебанием.
Февраль характеризуется максимальным развитием СК, что выражается в формиро-

вании поля устойчивых отрицательных значений композитов по всей исследуемой терри-
тории с максимальными значениями по модулю более 9 ◦С над Волгоградской областью
(см. рис. 3, б ). Зона интенсивного влияния СК распространяется на восточные и север-
ные области Украины, и далее на Молдову, Румынию и Болгарию. Также как и в январе,
хорошо видно ослабление влияние СК в Черноморском регионе.
В марте региональные проявления СК резко ослабевают, область максимальных отри-

цательных значений сигнала (около −3 ◦С) смещается на территорию Белоруссии.
Таким образом, СК, характеризующее условия антициклонического блокирования на

севере Европы, обусловливает формирования отрицательных аномалий приземной темпе-
ратуры в Восточной Европе до −4,5 ◦С (в феврале). Несмотря на то, что такие условия
наблюдаются достаточно редко, они в значительной степени влияют на формирование ано-
мально холодных зим на территории Восточной Европы.
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Восточно-атлантическое/Западно-российское колебание. Несмотря на то, что
данный режим изменчивости оказывает влияние на Евразию в течение всего года, для тер-
ритории Восточной Европы, и в особенности Причерноморья, оно не играет существенной
роли в формировании температурных аномалий в январе и феврале.
Главной отличительной чертой этой осцилляции является ее наиболее выраженное про-

явление в первом зимнем месяце — декабре. В последующие 2–3 месяца его вклад в общую
дисперсию поля в целом уменьшается. Как видно из рис. 4, а, в декабре размытая область
максимальных (по модулю) значений сигнала охватывает юго-запад Украины, часть Бал-
канского полуострова, северное побережье Турции и район Кавказа (т. е. Черноморский
регион). Типичная величина разностного композита здесь −4 ◦C. При этом наблюдается
устойчивое уменьшение уровня сигнала в северо-западном направлении с переходом на
противоположный знак в районе Прибалтики.
В январе (см. рис. 4, б ) структура полученного поля похожа на декабрьскую, но имеет

несколько более сложную конфигурацию с выделенным центром с отрицательными значе-
ниями сигнала на юго-востоке Украины и в Азовском море. Значения разностных компо-
зитов уменьшаются (по абсолютной величине), но достигают, тем не менее, −3 ◦С.
В феврале центр с максимальными отрицательными значениями разностного композита

смещается на юго-запад и локализуется теперь над Балканским полуостровом. Несмотря
на общее ослабление анализируемого сигнала в регионе, активность данного центра возрас-
тает (что отражается в локальных значениях композита до −5 ◦С). Другой особенностью
февральского поля разностного композита является большая зональность в структуре поля
изолиний (см. рис. 4, в), что также отражает общее ослабление ВАЗР колебания.
Таким образом, два последних колебания, описывающие антициклонические условия

в Европейском регионе, обусловливают развитие отрицательных аномалий приземной тем-
пературы в регионе. Типичная величина этих аномалий достигает максимума по абсолют-
ной величине (до −5 ◦С) в середине зимы в восточной части ЕТР.

Связь экстремальных термических аномалий с циркуляционными индекса-
ми. Анализ среднемесячных аномалий приземной температуры по данным 12-ти гидроме-
теорологических станций, расположенных в рассматриваемом регионе, показал, что прак-
тически все экстремально низкие аномалии в январе и феврале в период с 1950 по 2012 гг.
наблюдались при отрицательной фазе ВАК. При этом в 62% случаев индекс САК также
был отрицателен, а в 82% случаев наблюдалась положительная фаза СК. Типичная вели-
чина таких аномалий −10 ◦C. Наименьшее влияние на формирование аномалий в январе
и феврале оказывает ВАЗР колебание, которое (как показано выше) наиболее выражено
в декабре. Экстремально теплые зимы, напротив, отмечались при положительной фазе ВАК
(почти в 95% случаев), которая в 82% случаев сопровождалась отрицательной фазой СК.
Экстремально высокие среднемесячные температуры как правило не превышают 6–7 ◦С.
Таким образом, экстремально холодные зимы отмечаются в регионе при ослаблении

зональной циркуляции и развитии антициклонического блокирования над Северной Ев-
ропой, а экстремально теплые — при усилении зональной циркуляции в Атлантико-Евро-
пейском регионе, что проявляется в определенном сочетании положительных и отрица-
тельных фаз анализируемых мод. Причем абсолютная величина экстремальных аномалий
среднемесячной температуры в холодные зимы существенно превышает соответствующую
величину термических аномалий противоположного знака.
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Член-кореспондент НАН України О.Б. Полонський, I. О. Кiбальчич

Мiжрiчна мiнливiсть циркуляцiї атмосфери i аномалiї температури
Схiдної Європи в зимовий перiод

За даними ре-аналiзу NCEP i стандартних метеорологiчних спостережень за 1950–2012 рр.
показано, що максимальний вплив на зимовi аномалiї середньомiсячної температури повiт-
ря в пiвнiчно-захiднiй частинi Схiдної Європи чинить Пiвнiчноатлантичне коливання, а
в схiднiй частинi — Скандинавське коливання. Типовi значення аномалiй середньомiсячної
температури, що зумовленi цими модами, досягають 4–5 ◦С. У Чорноморському регiонi пе-
реважає вплив Схiдно-атлантичного i Схiдно-атлантичного/Захiдно-росiйського коливань.
Зумовленi ними середньомiсячнi аномалiї температури повiтря досягають 2–2,5 ◦C. Пози-
тивнi фази Пiвнiчноатлантичного i Схiдно-атлантичного коливань супроводжуються по-
зитивними аномалiями приземної температури на бiльшiй частинi Схiдної Європи, а Скан-
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динавського i Схiдно-атлантичного/Захiдно-росiйського коливань — негативними. Екстре-
мально низькi аномалiї температури найчастiше вiдзначаються при поєднаннi негативної
фази Схiдно-атлантичного коливання i позитивної фази Скандинавського коливання, а екс-
тремально високi — при поєднаннi позитивної та негативної фаз Схiдно-атлантичного
i Скандинавського коливань вiдповiдно.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine A.B. Polonsky, I. A. Kibalchich

Interannual variability of the atmospheric circulation and temperature
anomalies in the Eastern Europe in winter

Using NCEP re-analysis and routine meteorological observations for 1950–2012, it is shown that
the maximum impact on the winter monthly air temperature anomalies in the North-western part
of the Eastern Europe is due to the North Atlantic Oscillation (NAO), while in the Eastern part
to the Scandinavian pattern (SP). Typical monthly air temperature anomalies due to these modes
reach 4–5 ◦C. In the Black Sea region, the influence of Eastern Atlantic (EAO) and Eastern-
Atlantic/Western-Russian (EAWR) oscillations dominates. Associated monthly anomalies of the
regional air temperature reach 2–2.5 ◦C. Positive phase of NAO and EAO is accompanied by positive
temperature anomalies over the major proportion of the Eastern Europe, while the same phase of SP
and EAWR oscillations — by negative ones. Negative temperature extremes in January-February
are mostly observed, when EAO- and SP+ phases coincide, while positive extremes occur when
EAO+ and SP- phases are observed simultaneously.
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УДК 551.782.2+551,79(477.4)

В.А. Присяжнюк

Новые данные об отложениях с “карпатской галькой”

Верхнего Побужья (Летичевщина)

(Представлено академиком НАН Украины П.Ф. Гожиком)

Впервые для территории Летичевщины описаны три аллювиальных уровня. Породы
верхнего уровня, относившиеся ранее к балтской свите, залегают на водоразделе и кор-
релируются со стольниченско-ананьевскими слоями. В породах нижнего уровня (с. Ко-
пытенцы) кроме моллюсков встречены остатки млекопитающих Microtus cf. pitimys,
Dicrostonix sp. и Mammuthus trogontheri.

Еще в семидесятых годах прошлого столетия мы обратили внимание на несбивку южной
границы (вдоль нее показаны пестрые глины) Бердичевского и северной границы Винни-
цкого листа (вдоль последней которого показаны балтские отложения). (Съемка масшта-
ба 1 : 200 000.) Кроме того, в монографии А.П. Мельника [1, с. 190, рис. 12] граница распро-
странения балтских отложений показана южнее правого берега Южного Буга (южнее Вин-

Рис. 1. Схема расположения отложений с “карпатским гравием”: 1 — обнажение песков с “карпатским грави-
ем”: I — Копытенцы; II — Рожны; III — Чехи; 2 — скважины; 3 — распространение отложений с “карпатс-
ким гравием”; 4 — изолинии подошвы неоген-четвертичных отложений; 5 — известное местонахождение
Меджибож
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ницы и Летичева), а северне ее расположена повышенная суша. Такая ситуация побудила
нас (В.А. Присяжнюк, З.М. Товстюк) опубликовать результаты съемки масштаба 1 : 50 000
южной части Бердичевского листа (А.М. Ханисенко и др.), в которой мы принимали не-
посредственное участие. В статье [2] показано залегание и распространение западнее р. Сни-
вода (на старых картах Синь-Вода) песков с гравием и галькой типа “карпатских” на двух
уровнях. Пески верхнего уровня залегают на среднесарматских глинах с прослоями ти-
пичных “пестрых”, с абсолютными отметками подошвы 272,0–280,0 м и покрыты комкова-
тыми глинами, практически неотличимыми от “пестрых”. Пески нижнего уровня залегают
также на сарматских и более древних отложениях с абсолютными отметками подошвы
248,0–258,0 м и покрыты антропогеновыми отложениями. Развиты они полосой вдоль ле-
вого берега Южного Буга от г. Хмельника до ст. Холоневская (пос. Янов). Галька и гра-
вий представлены кремнями, кремнистыми песчаниками и аргиллитами, яшмоподобными
и реже кристаллическими породами, характерными для балтской свиты [3]. Гравий типа
карпатского среди глин подобных пестрым наблюдался мною и в скважинах алмазной пар-
тии Побужской экспедиции, расположенных намного южнее (с. Антополь Томашпольского
района Винницкой области и др.).
Позднее во время пятидесятитысячной съемки Летичевщины (П.Ф. Брацлавский и др.)

в нескольких скважинах и обнажениях на разных гипсометрических уровнях опять была
встречена “карпатская” галька [4].
Породы верхнего, самого древнего, уровня (абсолютные отметки подошвы 310,0 м и вы-

ше) залегают на глинах верхних слоев среднего сармата и покрыты глинами типа пест-
рых (горизонт бурых глин?) и антропогеновыми суглинками. Развиты они на левобережье
р. Южного Буга, на водоразделе между реками Бужок и Кудыма, вскрыты четырьмя сква-
жинами (рис. 1). Представлены песками и песчаниками, песчанистыми глинами и глинами
с включениями и прослоями гравия “карпатского” типа. Мощность их невелика: от несколь-
ких сантиметров до 2,5 м. Вероятнее всего, что с покрывающими их глинами типа пестрых
они слагают единый ритм осадконакопления (рис. 2). Эти породы практически немые, без
каких-либо органических остатков. Севернее у с. Ивка (расположено на ручье, впадающем
в р. Иква в пос. Старая Синява) двумя карьерами вскрыты пески этого уровня (абсолютная
отметка приблизительно 310,0 м) с галькой и гравием “карпатского” типа и кристалличес-
ких пород. Но, если сарматские породы достигают абсолютных отметок 320,0 м и выше,
то отложения с галькой отсутствуют. Каких-либо ископаемых остатков в этих обнажениях
обнаружить также не удалось, несмотря на то что на отмывку брались крупные пробы
(как минимум 2 ведра).
На топокартах площадь распространения песчаных пород хорошо подчеркивается боль-

шим количеством родников на уровне 300,0–310,0 м. Традиционно такие породы относились
к балтской свите sl.
Второй, более низкий, уровень вскрыт скважиной 1542, расположенной южнее с. Рож-

ны, имеет абсолютные отметки подошвы 277,0–280,0 м (см. рис. 2). Здесь пески с гравием
и галькой мощностью 0,6 м залегают с перерывом на среднесарматских глинах, в верхней
части слоя комковатых, и покрыты бурыми глинами с охристыми пятнами и типично антро-
погеновыми глинами и суглинками. Бурые глины, покрывающие пески, грубые, плотные,
песчанистые, местами слоистые. Весьма возможно, что здесь переотложена часть пород
верхнего уровня. Вероятные аналоги пород из этой скважины вскрыты двумя карьерами
восточнее с. Чехи в правом склоне правого притока р. Иквы, в которых глинистые пески
и глины залегают на среднесарматских глинах. В этих породах также не удалось обнару-
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Рис. 2. Уровни залегания пород с “карпатским гравием”: 1 — суглинки; 2 — глины слоистые; 3 — глины
комковатые; 4 — алевриты (суглинки озерные); 5 — пески; 6 — песчаники; 7 — глины песчанистые; 8 —
галька, гравий; 9 — известняки

жить каких-либо органических остатков, несмотря на то что промывалось довольно боль-
шое количество песка (одно-два ведра). По гипсометрическому положению породы этого
уровня отвечают верхней пачке песков и глин, развитых восточнее [2].
Третий, нижний, уровень вскрывается у северо-западной окраины с. Копытинцы, в пра-

вом борту ручья, впадающего здесь в р. Ю. Буг. Здесь в кустарных выработках на правом
склоне долины ручья, впадающего в р. Ю. Буг, на сарматских отложениях (известняки
и, возможно, глины, поскольку к контакту сармата и антропогенового аллювия приурочен
довольно мощный родник, в котором проглядывает среднесарматский известняк). В 1,0 м
выше родника снизу вверх залегают (описание 1991 г.):
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1. Песок кварцевый от желтого до серого цвета, разнозернистый. В основании его не-
сколько сантиметров галечника с валунчиками, состоящего из обломков кристаллических
пород, сарматских известняков и “карпатской” гальки. В слое много переотложенных сар-
матских моллюсков как морских, так и наземных с пресноводными, а также: Unionidae
gen., Shadinicyclas rivicola Lam., Sh. morini Servain, Euglesa sp., Cincinna lilljeborgi West.,
Choanomphalus rossmaessleri A. Schmidt (определения В. Анистратенко). Также встречен
зуб Mammuthus trogontheri (определения В.А. Несина и Л.И. Рековца) и единичные зубы
грызунов Microtus cf. pitimys и Dicrostonix sp. (Л.И. Рековец). Видимая мощность 0,3 м.
2. Песок кварцевый черный (гидроокислы марганца?), особенно внизу, грубозернистый,

в линзах и прослоях с галькой, щебнем и валунчиками докембрийских, сарматских и “кар-
патских” пород. Этот слой, вероятнее всего, составляет единый ритм (пачку) аллювия со
слоем 1. Остатки пресноводных моллюсков те же, что и в нижнем слое, и только добавляют-
ся наземные — Succinea sp., Pupilla muscorum L. Единично встречаются обломки косточек
и зубов мелких млекопитающих. Мощность 0,4 м.
3. Песок кварцевый мелко-среднезернистый черный с более светлыми полосами 0,2 м.
4. Песок кварцевый, буровато-серый разнозернистый косослоистый, в верхней части

слоя сцементирован до бурого рыхловатого песчаника 0,35–0,4 м.
5. Песок кварцевый желтый, разнозернистый, горизонтально- и косоволнисто слоистый.

В нижней части слоя встречаются линзы и небольшие глыбки (?) суглинка. В верхней части
слоя порода окислена (несколько буреет) и содержит “карпатскую” гальку. В слое встре-
чаются крышечки битиний, обломки планорбариусов (вероятно переотложенные) и назем-
ные моллюски лессового комплекса. Это Succinta oblonga Drap., P. muscorum L., P. loessica
Loźek (?), P. sterri Voith., P. poltavica Bttg., Columella columella Mart., C. ex. gr. edentula
Drap., Vertigo (Istmia) modesta modesta Say, Euconulus fulvus Reinh., Vallonia tenuilabris
A. Braun, пластинки слизней, Helicoidea gen. ind., Zonitidae gen. ind. В нижней части слоя
встречены зубы Dicrostonix. Мощность 1,0 м.
6. Песок карцевый, мелкозернистый, в нижней части слоя желтый, а в верхней — сизый,

переходящий в верхней части в суглинок (алеврит), горизонтально слоистый 1,2–1,4 м.
7. Суглинок палево-желтый (алеврит). Мощность 1,0 м. Выше — почва и отвалы.
Положение в разрезе и породы верхнего уровня характерны для выделяемой ранее

балтской свиты (s. l) в ее верхней части [6], развитой южнее, на правобережье Ю. Бу-
га [1, 3, 5]. Подобную характеристику и положение в разрезе имеют аллювиальные породы
гауренского и стольниченского ( = милештского) уровней на междуречье Днестра и Прута,
верхняя пачка аллювия Кучургана и Ананьева, отнесенные П.Д. Букатчуком и другими
к среднему плиоцену [7–9]. Позднее А.Н. Хубка пишет о стольниченско-анарьевских сло-
ях [10], а В.X. Рошка и А.Н. Хубка вводят стольниченские слои в стратиграфическую
схему неогена Молдавии для молдавской плиты [11]. Эти слои в схеме соответствуют понту
и нижней части киммерия. Но если судить по наличию Plicatibaphia flabellatiformis, которая
встречается во многих разрезах, то верхи этих слоев могут охватывать и верхний плио-
цен [12]. Поскольку в балтскую свиту в настоящее время разные авторы [11 и др.] включают
более древние слои, не содержащие “карпатской” гальки, породы верхнего уровня должны
быть выделены в отдельные слои или свиту со своим названием (например, летичевские).
Отметим, что в местах развития пород верхнего уровня поверхность кристаллического

фундамента несколько опущена по сравнению с участками, где эти породы отсутствуют,
хотя и те, и другие участки имеют одинаковые абсолютные высоты. Отложения средне-
го уровня могут принадлежать более молодому террасовому уровню древних потоков, се-
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веро-западного простирания, которые унаследованы реками Кудымой, Иквой, Песчанкой,
Хвосой и др. Следует также отметить, что “карпатская” галька в породах этого слоя встре-
чается довольно редко. Большая разница в абсолютных отметках подошвы пород этого
уровня и верхнего свидетельствует о более молодом их возрасте, возможно, эоплейстоцено-
вом или даже раннеантропогеновом [13].
Аллювий нижнего уровня встречен в с. Копытенцах. Подошва аллювия в известном мес-

тонахождении моллюсков и млекопитающих у пос. Меджибожа, изучаемое после В.Д. Лас-
карева [5] и до сих пор целым рядом исследователей (перечень их работ займет слишком
много места) и, возможно, в с. Кудинке (по П.Ф. Гожику, Кудинец [13]) находится при-
близительно на том же уровне. По автору [13], это — V-я надпойменная терраса. К со-
жалению, точной привязки разреза в с. Кудинке автор не дал, и нет упоминаний о ка-
ких-либо палеонтологических находках. Как бы там ни было, разрез Копытинцев второй
после меджибожского, содержащий остатки наземных и пресноводных моллюсков и млеко-
питающих, которые могут указывать на раннеантропогеновый возраст вмещающих пород.
Отсутствие “карпатского” гравия в Меджибоже объясняется отсутствием аллювия верхне-
го уровня западнее р. Бужка. В Копытинцах он переотложен из пород верхнего уровня,
развитых в районе с. Чапли.
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В.А. Присяжнюк

Новi данi про вiдклади з “карпатською галькою“ Верхнього
Побужжя (Летичiвщина)

Вперше для Летичiвщини описано три алювiальних рiвня з “карпатською галькою“. Породи
верхнього рiвня, що вiдносились ранiше до балтської свiти, залягають на вододiлi i коре-
люються iз стольниченсько-ананьєвськими верствами. В породах нижнього рiвня (с. Ко-
питенцi) крiм молюскiв зустрiнутi залишки ссавцiв Microthus cf. pitimis, Dicrostonix sp.
i Mammuthus trogontheri.

V.A. Prysiazhniuk

New data on the deposits with “Carpathian pebbles” of the Upper
Pobuzhye (the Letichev region)

Three alluvial levels have been described for the Letichev region. The upper-level deposits attributed
to the Balta suite occur at the watershed, and they are correlated with the Stolnichensko–Ananyevsk
beds. In the lower-lever deposites in the Copytentsy village except Mollusksfossils, the remnants of
Microthus cf. pitimis, Dicrostonix sp. and Mammuthus trogontheri are found.
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Поверхневi властивостi та стiйкiсть мулових колоїдних

систем в процесах екстракцiї важких металiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю. I. Тарасевичем)

Зiставлено вплив бiологiчної та хiмiчної екстракцiї важких металiв на фiзико-хiмiчнi
властивостi мулових бiоколоїдiв i стiйкiсть концентрованих мулових суспензiй, що
утворенi на станцiї бiологiчного очищення мунiципальних стiчних вод. Встановлено,
що найбiльш значнi змiни вiдбуваються в бiологiчному гетеротрофному процесi: збiль-
шення органiчної компоненти на ∼10%; гiдрофобiзацiя поверхнi бiоколоїдiв; зниження
їх негативного заряду; пiдвищення швидкостi седиментацiї в 10–20 разiв у порiвняннi
з хiмiчними процесами.

В результатi поширеного бiологiчного очищення мунiципальних стiчних вод у всьому свiтi
щорiчно утворюються мiльйони тонн забруднених важкими металами стабiлiзованих (зне-
шкоджених) мулових вiдходiв [1–3]. Вони являють собою седиментацiйно стiйкi концентро-
ванi суспензiї, якi включають бiологiчнi клiтини, їх метаболiти, продукти трансформацiї
забруднень, сполуки важких металiв. Утилiзацiя мулових вiдходiв є актуальною пробле-
мою для всього свiтового спiвтовариства. Завдяки наявностi бiоелементiв (мiкро- i макро-
елементiв, вiтамiнiв, амiнокислот тощо), корисних мiкроорганiзмiв та органiчної речовини
найбiльш рацiональним є їх використання як добрива пiсля видалення важких металiв [4].
У попереднiх наших дослiдженнях була показана можливiсть часткового видалення

важких металiв з мулових осадiв у процесах екстракцiї — хiмiчної (кислотної) та бiологiчної
(пiд впливом метаболiтiв мулових мiкроорганiзмiв) [5]. Залежно вiд умов експозицiї склад
i вiдповiдно властивостi мулiв можуть змiнюватися i вiдображатися на їх удобрювальнiй
цiнностi. Важливим етапом процесу переробки мулових вiдходiв одночасно з видаленням
важких металiв є дестабiлiзацiя мулової суспензiї i концентрування осаду.
Метою роботи було дослiдження впливу процесiв екстракцiї важких металiв на поверх-

невi властивостi мулових колоїдiв i седиментацiйну стiйкiсть мулових суспензiй.

© К.В. Калiнiченко, Г.М. Нiковська, З. Р. Ульберг, 2014

114 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



Експериментальна частина. Об’єкт дослiдження — гетерогенна, багатокомпонентна
мулова суспензiя з концентрацiєю твердої фази 25 г/л, яку було вiдiбрано на виходi з очис-
них споруд станцiї бiологiчного очищення побутових стiчних вод м. Київ.
Гiдрофобнiсть бiоколоїдiв визначали методом контактного кута змочування, електро-

поверхневi властивостi — методом електроосмосу в модифiкацiях, що запропонованi для
природних колоїдiв [6–8]. Змiну концентрацiї органiчної речовини у муловому осадi вивчали
гравiметричним методом. Седиментацiйну стiйкiсть мулової суспензiї оцiнювали за швид-
кiстю осадження бiоколоїдiв з використанням методу турбiдiметрiї [9, 10]. Вмiст мiкробних
екзополiсахаридiв у суспензiї аналiзували антроновим методом.

Результати та їх обговорення. Вихiдна мулова суспензiя характеризувалася високою
стабiльнiстю, яка зберiгалася впродовж року. З одного боку, це зумовлено присутнiстю
екзополiсахаридiв (ЕПС) (5 г/л), що виступають, ймовiрно, в ролi стабiлiзатора мулової
колоїдної системи, з iншого — високою концентрацiєю бiоколоїдiв (25 г/л за сухою масою),
при якiй, за даними лiтератури, починається процес структуроутворення [11, 12].
Згiдно з методикою вилуговування металiв, необхiдне десятиразове розведення мулової

суспензiї, яке супроводжується її дестабiлiзацiєю i седиментацiєю колоїдiв. У дослiджува-
них мулових колоїдах зконцентрованi сполуки важких металiв (Zn, Cu, Mn, Ni, Co, Cr, Pb)
у концентрацiях до 800 мкг/л [13]. Екстракцiю важких металiв проводили, як описано в ро-
ботах [5, 13], у хiмiчних процесах — дистильованою водою та розчином HCl при pH 2–3,
а також у бiологiчних — пiд впливом метаболiзуючих мiкроорганiзмiв. Специфiчна мiкро-
бiологiчна активнiсть iнiцiювалася додаванням в мулову суспензiю поживних субстратiв:
елементної сiрки — джерела енергiї для хемотрофiв, що окиснюють її до сiрчаної кислоти;
глюкози й ацетату — джерел вуглецю та енергiї для ацидогенних i алкалiгенних гетеротро-
фiв, якi окиснюють цi речовини до оксикарбонових кислот i вуглекислоти вiдповiдно. При
цьому важкi метали екстрагуються з мулового осаду у виглядi водорозчинних сiрчанокис-
лих солей (хемотрофний метаболiзм), комплексiв з оксикарбоновими кислотами (гетеро-
трофний ацидогенний вектор метаболiзму) i малорозчинних ультраколоїдних частинок гiд-
роксокарбонатiв (гетеротрофний алкалiгенний вектор метаболiзму). Як вiдомо, цi сполуки
важких металiв екологiчно безпечнi [5]. Тривалiсть хiмiчного процесу — 2 год; бiологiчного
процесу в хемотрофному режимi — до 30 дiб, у гетеротрофних — до 2 дiб. Результати хiмiч-
ного та бiологiчного вилуговування важких металiв на прикладi цинку демонструє табл. 1.
При переробцi мулових вiдходiв важливо забезпечити ефективне концентрування бiоко-

лоїдiв. Вплив умов проведення процесу екстракцiї важких металiв на стабiльнiсть мулових
суспензiй iлюструє рис. 1. Швидкiсть седиментацiї мулових колоїдiв при бiологiчнiй екст-
ракцiї важких металiв (див. в–д) вище у 10 i 20 разiв, нiж при хiмiчнiй (див. а, б ) —
iнкубацiя в дистильованiй водi i розчинi HCl. У дослiджуваному дiапазонi pH 2,0–9,0 для

Таблиця 1. Ефективнiсть екстракцiї (E) цинку з мулових осадiв у рiзних умовах експозицiї

Елюент Субстрат
Тривалiсть,

год
pHt

E, %

Zn

Дистильована вода — 2 6,4–6,7 10,0
HCl — 2 2,0–2,5 83,0
Метаболiзуючi мiкроорганiзми:
хемотрофи Сiрка 480 2,5–3,0 81,0
гетеротрофи ацидогени Глюкоза 48 3,5–4,0 80,0
гетеротрофи алкалiгени Ацетат натрiю 48 9,2–9,4 78,0
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Рис. 1. Вплив pH на швидкiсть седиментацiї мулових колоїдiв при iнкубацiї в рiзних умовах: 1 — сирi муловi
колоїди, 2 — вiдмитi вiд ЕПС центрифугуванням.
а: iнкубацiя в дистильованiй водi; б, в, г, д : вiдповiдно в розчинi HCl, в умовах хемотрофного, гетеротроф-
ного ацидогенного i алкалiгенного метаболiзму

Рис. 2. pH-залежнiсть ζ-потенцiалу мулових колоїдiв при iнкубацiї в рiзних умовах: 1 . . . 5 — муловi колоїди
пiсля експозицiї вiдповiдно в дистильованiй водi, в розчинi HCl, в умовах гетеротрофного алкалiгенного
i ацидогенного, а також хемотрофного метаболiзму

всiх систем мало мiсце пiдвищення швидкостi седиментацiї в кислому середовищi. Вочевидь,
швидкiсть седиментацiї мулових колоїдiв максимальна при вилуговуваннi важких металiв
пiд дiєю гетеротрофних бiоценозiв, особливо алкалiгенiв (див. д).
Дослiдження електроповерхневих властивостей мулових колоїдiв у процесах видалення

важких металiв проводили у дiапазонi pH 3,0–9,0 пiсля звiльнення їх вiд домiшок рiдкої
фази (рис. 2). Кривi pH залежностi зарядiв всiх дослiджуваних бiоколоїдiв характеризу-
валися монотонним зниженням негативного ζ-потенцiалу вiд ∼20 при pH 9 до 3 мВ при
pH 2,8–3,0. Шляхом екстраполяцiї наведених кривих на вiсь абсцис знаходимо, що точка
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iзоелектричного стану мулових колоїдiв вiдповiдає pH ∼2,5. Форма кривих pH залежнос-
тi ζ-потенцiалу дозволяє припустити, що за формування поверхневого заряду вивчених
колоїдiв в рiзних умовах iнкубацiї вiдповiдальнi кислотнi, головним чином, карбоксиль-
нi групи. IЧ спектроскопiчнi дослiдження пiдтвердили цей висновок [14]. Отриманi да-
нi вказують на пiдвищення негативного заряду мулових колоїдiв при видаленнi позитив-
но заряджених важких металiв. У той самий час при бiологiчнiй екстракцiї металiв за
участю гетеротрофних бiоценозiв можна вiдзначити зниження негативного заряду бiоко-
лоїдiв у порiвняннi з контрольною експозицiєю в дистильованiй водi (див. кривi 3, 4 на
рис. 2).
У процесах екстракцiї важких металiв з мулових колоїдiв вiдзначено зниження вмiсту

ЕПС у хiмiчних процесах у дистильованiй водi та розчинi HCl до 1,20 i 1,00 г/л та у бiо-
логiчних процесах за участю хемотрофних мiкроорганiзмiв та ацидогенних i алкалiгенних
гетеротрофiв до 0,1, 0,45, 0,30 г/л вiдповiдно.
Для оцiнки впливу ЕПС на стiйкiсть мулових суспензiй було проведено вилучення ек-

зополiмерiв (шляхом центрифугування) i ресуспендування осадiв в алiквотi дистильованої
води. Встановлено, що при великих концентрацiях (> 1,00 г/л) ЕПС грають стабiлiзуючу
роль, при менших — дiють як флокулянт (див. рис. 1).
Дослiдження гiдрофобностi сирих, що мiстять екзополiсахариди (табл. 2, рядок 1), i вiд-

митих вiд ЕПС зразкiв (рядок 2) мулових колоїдiв пiсля видалення металiв у рiзних режи-
мах демонструють пiдвищення гiдрофiльностi пулу ЕПС (рядок 3) у процесах екстракцiї
металiв у порiвняннi з контрольною експозицiєю в дистильованiй водi; пiсля звiльнення вiд
ЕПС показники гiдрофобностi мулових колоїдiв, iнкубованих у розчинi HCl, а також у при-
сутностi хемотрофного метаболiту — бiогенної H2SO4, — подiбнi i близькi до θ

◦ контролю.
У той самий час виявлено виражену гiдрофобiзацiю поверхнi вiдмитих вiд ЕПС бiоколоїдiв
при вилуговуваннi металiв в умовах гетеротрофного метаболiзму. Це корелює iз зниженням
негативного заряду бiоколоїдiв у порiвняннi з контрольною експозицiєю в дистильованiй во-
дi (див. кривi 3, 4 на рис. 2) i з найбiльшою ефективнiстю седиментацiї мулових систем при
вилуговуваннi металiв пiд дiєю гетеротрофних мiкроорганiзмiв.
У процесах видалення важких металiв у рiзних режимах вiдбувається змiна органiчної

компоненти мулового осаду в порiвняннi з вихiдним осадом. Отриманi результати показали,
що муловий осад мiстить 52,0% органiчної речовини; пiсля хiмiчної (кислотної) екстракцiї
металiв — 45,0%; пiсля бiологiчної екстракцiї за участю хемотрофiв — 31,5%, гетеротрофiв —
62,0 — 65,8%. Згiдно з вимогами Державного стандарту України щодо осадiв стiчних вод
для сiльськогосподарського застосування, вмiст органiчної речовини має бути не меншим

Таблиця 2. Значення контактного кута змочування бiоматерiалу

Зразок
Контактний кут змочування, град

1 2 3

Муловий осад 53,0 40,0 25,0
Те саме пiсля хiмiчної екстракцiї 45,0 38,0 10,0
Те саме пiсля бiологiчної екстракцiї за участю:
хемотрофiв 2,0 36,0 2,0
ацидогенних гетеротрофiв 53,5 90,0 5,0
алкалiгенних гетеротрофiв 30,0 90,0 5,0

Пр им i т ка. 1 — суспензiя з ЕПС; 2 — те саме, вiдмите вiд ЕПС; 3 — пул ЕПС (сконцентрований висушу-
ванням супернатант).
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за 40% [15]. Очевидно, що найбiльш перспективною є конверсiя мулового осаду у добриво
пiд дiєю гетеротрофних бiоценозiв.
Таким чином, виконанi дослiдження показали, що стiйкiсть мулових суспензiй обумовле-

на високою концентрацiєю твердої фази i мiкробних екзополiмерiв. У процесах бiологiчної
екстракцiї металiв концентрацiя ЕПС знижується до оптимальних значень для протiкан-
ня ефективної флокуляцiї та седиментацiї мулових колоїдiв. Важливу роль у дестабiлiза-
цiї мулової колоїдної системи мають такi фактори, як гiдрофобiзацiя поверхнi бiоколоїдiв,
зниження їх негативного ζ-потенцiалу, що в комплексi з оптимiзацiєю вмiсту твердої фази
i ЕПС спричинює пiдвищення швидкостi їх седиментацiї в 10–20 разiв у порiвняннi з хi-
мiчними процесами. Можливiсть ефективного роздiлення мулової суспензiї та седиментацiї
осаду виключно важлива для створення колоїдно-хiмiчного процесу кондицiонування та
утилiзацiї мулових вiдходiв.
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К.В. Калиниченко, Г.Н. Никовская, З. Р. Ульберг

Поверхностные свойства и устойчивость иловых коллоидных систем
в процессах экстракции тяжелых металлов

Сопоставлено влияние биологической и химической экстракции тяжелых металлов на фи-
зико-химические свойства иловых биоколлоидов и устойчивость концентрированных ило-
вых суспензий, образованных на станции биологической очистки муниципальных сточных
вод. Установлено, что наиболее значительные изменения происходят в биологическом ге-
теротрофном процессе: увеличение органической компоненты на ∼10%; гидрофобизация по-
верхности биоколлоидов; снижение их отрицательного заряда; повышение скорости седи-
ментации в 10–20 раз по сравнению с химическими процессами.

K.V. Kalinichenko, G.N. Nikovskaya, Z. R. Ulberg

Surface properties and stability of colloidal sludge systems in the
processes of heavy metals extraction

The influences of biological and chemical extractions of heavy metals on the physical and chemi-
cal properties of sludge biocolloids and the stability of a concentrated sludge suspension formed on
the municipal wastewater biological treatment plant are compared. The most significant changes
occur at the biological heterotrophic process, namely: increase of the organic component by ∼10%,
hydrophobization of biocolloids surface, decrease of their negative charge, and increase of the sedi-
mentation rate by 10–20 times as compared with chemical processes.
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В.В. Полубiнський

Cинтез та кристалiчна структура двошарових
iндотитанатiв Sr2LnInTiO7

Визначено протяжнiсть областi сполук з шаруватою перовськiтоподiбною структу-
рою (ШПС) в ряду двошарових перовськiтiв Sr2LnInTiO7. Синтезовано новi iндоти-
танати Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) при термообробцi еквiмолярних сумiшей
Sr2TO4 +LnInO3 та визначено їх кристалiчну ШПС методом рентгенiвської дифракцiї
на порошках. Встановлено належнiсть ШПС Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) до
структурного типу BaLa2In2O7 (пр. гр. P42/mnm). Значення факторiв недостовiрностi
RB становлять 0,060–0,069. Проаналiзовано особливостi ШПС Sr2LnInTiO7 та встанов-
ленi взаємозв’язки склад — будова ШПС.

Представники сiмейства сполук загального складу An+1BnO3n+1 володiють надзвичайно
широким спектром фiзико-хiмiчних властивостей, який включає, зокрема, надпровiднiсть,
значний магнiтоопiр, сегнетоелектричнi властивостi, каталiтичну активнiсть [1]. Наявнiсть
цих властивостей у сполук типу An+1BnO3n+1 значною мiрою зумовлена особливостями
будови їх шаруватої перовськiтоподiбної структури (ШПС), в якiй перовськiтоподiбнi бло-
ки з n шарiв, сполучених вершинами октаедрiв ВО6, перемежовуються шарами полiедрiв
АО9 [1, 2].
Одним iз шляхiв регулювання властивостей сполук типу An+1BnO3n+1 є змiна ха-

рактеру та ступеня деформацiї основних структурних елементiв ШПС — октаедрiв ВО6

i полiедрiв АО9 й АО12. Цього можна досягти шляхом введення в еквiвалентнi позицiї
ШПС рiзнотипних (як за розмiром, так i за електронною будовою) атомiв. Можливостi
такого пiдходу досить детально дослiдженi для атомiв А-позицiї ШПС в сполуках типу
(A,AI)n+1BnO3n+1 [1, 2]. Вiдомостi щодо iснування i особливостей будови ШПС сполук ти-
пу An+1(B,B

I)nO3n+1 вкрай обмеженi.
У даному повiдомленнi дослiджено можливостi утворення та будови сполук Sr2LnInTiO7

iз двошаровою ШПС, у В-позицiї яких розташованi рiзнорозмiрнi (ΔRVI = 0,0195 нм) ато-
ми p- й d-елементiв (In й Ti).
Полiкристалiчнi зразки загального складу Sr2LnInTiO7 синтезували за керамiчною тех-

нологiєю (двостадiйна термообробка при 1570 К (τ = 3 + 3 год) з промiжною перешихтов-
кою) з еквiмолярної сумiшi Sr2TiO4 та LnInO3. Титанат стронцiю Sr2TiO4 iз одношаровою
ШПС отримували при термообробцi спiльноосаджених гiдроксикарбонатiв [3], перовськiти
LnInO3 — спiльноосаджених гiдроксидiв.
Рентгенiвськi дифракцiйнi спектри полiкристалiчних зразкiв записано на дифрактомет-

рi ДРОН-3 у дискретному режимi (крок сканування 0,03◦, експозицiя в точцi 5 с) на мiдному
фiльтрованому випромiнюваннi. Управлiння процесом зйомки та збором iнформацiї, почат-
кова обробка дифрактограм, а також структурнi розрахунки проведено з використанням
апаратно-програмного комплексу [4].
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З кристалохiмiчної точки зору утворення нових сполук Sr2LnInTiO7 iз двошаровою
ШПС можна представити як “дорощування” другого шару октаедрiв InО6 в одношаровому
перовськiтоподiбному блоцi титанату Sr2TiO4 перовськiтом LnInО3 за такою схемою:

Sr2TO4 + LnInO3 = Sr2LnInTiO7,

що й зумовило вибiр Sr2TiO4 та LnInО3 вихiдними компонентами для синтезу очiкуваних
Sr2LnInTiO7 iз двошаровою ШПС.
Результати рентгенографiчного дослiдження термооброблених зразкiв валового складу

Sr2LnInTiO7 (Ln — La−Gd) показали утворення чотирьох нових iндотитанатiв Sr2LnInTiO7

з Ln — La, Pr, Nd, Sm. Їх дифрактограми є аналогiчними дифрактограмам двошарового
BaLn2In2O7.
Зразки валового складу Sr2LnInTiO7 (Ln — Eu, Gd) виявились двофазними i склада-

ються з фази зi структурою кубiчного перовськiту на основi SrTiO3 та фази зi структу-
рою типу CaFe2O4. Її перiоди кристалiчної гратки становлять приблизно пiвсуми вiдповiд-
них перiодiв сполук SrIn2O4 та SrLn2O4 (Ln — Eu, Gd) зi структурами типу CaFe2O4, що
дає пiдставу розглядати цю фазу як твердий розчин зазначених сполук загального складу
SrIn2−xLnxO4 з x ≈ 1.
Особливостi будови структури CaFe2O4 (наявнiсть подвiйних рутилоподiбних ланцюж-

кiв октаедрiв BO6, якi утворюють тривимiрний каркас, в каналах якого розмiщенi великi
iони типу А [5]), а також iснування сполук SrLn2O4 (Ln — Pr−Lu) та SrIn2O4 [6] зi структу-
рами типу CaFe2O4 дають пiдстави для припущення, що однiєю iз основних причин руйну-
вання ШПС в ряду Sr2LnInTiO7 (починаючи з Ln — Eu) є, очевидно, наближення розмiру
iона рiдкiсноземельних елементiв (РЗЕ) до розмiрiв iона In3+ (ΔR < 14% при Ln−Eu).
В результатi цього стає можливим їх iзоморфна сумiснiсть в оксигенооктаедричних В-по-
зицiях структури типу CaFe2O4. Це заважає утворенню сполук Sr2LnInTiO7 з двошаровою
ШПС i призводить до формування твердих розчинiв складу SrIn2−xLnxO4 (Ln — Eu, Gd)
зi структурою типу CaFe2O4.
Iони Ln3+ за розмiрами, бiльшими за iони Eu3+, не можуть знаходитись разом iз знач-

но меншими за розмiрами iонами In3+ в оксигенооктаедричних В-позицiях структури типу
CaFe2O4 (ΔR > 14%), тому при Ln — La−Sm замiсть фаз SrIn2−xLnxO4 утворюються iн-
дивiдуальнi сполуки Sr2LnInTiO7 з двошаровою ШПС, в якiй великi катiони РЗЕ (Ln —
La−Sm) розмiщуються разом з великими катiонами стронцiю виключно в позицiях з коор-
динацiйними числами 9 i 12.
Iндексування дифрактограм Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) показало належнiсть

їх кристалiчної структури до тетрагональної сингонiї. Систематика погасань вiдбиттiв на
дифрактограмах вказує на такi можливi просторовi групи: центросиметричну P42/mnm або
нецентросиметричнi P4̄n2 й P42nm. Тест на генерацiю сигналу другої гармонiки лазерно-
го випромiнювання IАГ : Nd лазера показав, що вiдносна iнтенсивнiсть сигналу I2ω для
Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) не перевищує 0,01 I2ω для нецентросиметричної сполу-
ки La4Ti4O14 iз ШПС. Така величина I2ω однозначно вказує на належнiсть кристалiчної
структури Sr2LnInTiO7 до центросиметричної просторової групи P42/mnm.
Первинну оцiнку координатних параметрiв атомiв для початкових моделей структур

Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) проведено за вiдомими структурними даними для
BaLa2In2O7 з двошаровою ШПС [7] (пр. гр. P42/mnm). Результати уточнення початкових
моделей структур Sr2LnInTiO7 представлено в табл. 1 та на рис. 1, 2. Уточненi при роз-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №6 121



Таблиця 1. Кристалографiчнi данi Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm)

Позицiя Атом
Sr2LaInTiO7 Sr2PrInTiO7 Sr2NdInTiO7 Sr2SmInTiO7

X Y Z X Y Z X Y Z X Y Z

4f (Sr,Ln)(1) 0,2556(2) 0,2556(2) 0 0,257(2) 0,257(2) 0 0,2675(4) 0,2675(4) 0 0,2622(3) 0,2622(3) 0
8j (Sr,Ln)(2) 0,2655(5) 0,2655(5) 0,1879(2) 0,258(5) 0,258(5) 0,1851(2) 0,265(2) 0,265(2) 0,1841(2) 0,2707(3) 0,2707(3) 0,1839(2)
8j (In,Ti) 0,2423(4) 0,2423(4) 0,4001(2) 0,2442(3) 0,2442(3) 0,4013(5) 0,2425(3) 0,2425(3) 0,3995(3) 0,2351(2) 0,2351(2) 0,3994(3)
4g O(1) 0,769(2) 0,231(2) 0 0,798(3) 0,202(3) 0 0,816(2) 0,184(2) 0 0,816(2) 0,184(2) 0
8j O(2) 0,177(2) 0,177(2) 0,298(3) 0,167(2) 0,167(2) 0,297(3) 0,166(1) 0,166(1) 0,296(2) 0,155(2) 0,155(2) 0,296(2)
8h O(3) 0 0,5 0,107(1) 0 0,5 0,105(2) 0 0,5 0,104(1) 0 0,5 0,106(1)
4e O(4) 0 0 0,107(1) 0 0 0,103(2) 0 0 0,100(1) 0 0 0,096(1)
4e O(5) 0 0 0,389(2) 0 0 0,397(3) 0 0 0,397(2) 0 0 0,400(2)

Просторова група P42/mnm P42/mnm P42/mnm P42/mnm
Перiоди кристалiчної a = 0,5669(4) a = 0,5691(1) a = 0,5697(1) a = 0,5678(2)
гратки, нм c = 2,0528(9) c = 2,0383(4) c = 2,034(4) c = 2,0248(6)
Фактор 0,060 0,068 0,069 0,069
недостовiрностi, RB

Незалежнi вiдбиття 136 209 200 169
Загальний iзотропний 1,66(4) для атомiв металiв 3,31(2) 2,49(3) 3,01(4)

B-фактор ·10−2, нм2 3,2(3) для атомiв оксигену
Параметр текстури — — — 0,798(8) Вiсь текстури 001
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Рис. 1. Кристалiчна структура Sr2NdInTiO7 у виглядi октаедрiв (In,Ti)O6 та атомiв Sr й Nd (кружки)

Рис. 2. Будова мiжблочної границi в шаруватiй перовськiтоподiбнiй структурi Sr2LaInTiO7

рахунках структури склади цих сполук у межах похибки визначення вiдповiдають експе-
риментально заданим.
Основними структурними одиницями iндотитанатiв Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm)

є безпосередньо не зв’язанi мiж собою двовимiрнi (нескiнченнi в напрямах осей X i Y ) пе-
ровськiтоподiбнi блоки, кожен з яких складається з двох шарiв деформованих (довжини
вiдстаней (In,Ti)−O знаходяться в межах вiд 0,189(3) до 0,221(2) нм) октаедрiв (In,Ti)O6

(див. рис. 1). У напрямi дiагоналi площини XY сумiжнi блоки змiщенi один вiдносно iн-
шого на половину ребра перовськiтового кубу, роздiленi шаром полiедрiв (Sr,Ln)(2)O9 та
з’єднуються один з одним за допомогою зв’язкiв −O−(Sr,Ln)(2)−O−.
У перовськiтоподiбних блоках октаедри (In,Ti)O6 зв’язанi мiж собою лише вершинами,

причому кожний октаедр (In,Ti)O6 має п’ять спiльних вершин з сусiднiми октаедрами сво-
го блока, а безпосереднiй зв’язок мiж октаедрами (In,Ti)O6 сусiднiх перовськiтоподiбних
блокiв у ШПС Sr2LnInTiO7 вiдсутнiй.
У ШПС Sr2LnInTiO7 розподiл атомiв Sr й La по позицiях 4f й 8j має статистичний ха-

рактер. Координацiйне число внутрiшньоблочних атомiв (Sr,Ln)(1) дорiвнює 12, а їх коор-
динацiйний полiедр являє собою деформований кубооктаедр. У полiедрi (Sr,Ln)(2)О9 вiсiм
(чотири O(2), два O(3), один О(4) та один О(5)) атомiв оксигену належать до того самого
блока, що й атоми (Sr,Ln)(2), а дев’ятий атом оксигену (O(2)) належить до сусiднього блока
(див. рис. 2). Iз дев’яти атомiв оксигену полiедра (Sr,Ln)(2)O9 два атоми О(2) розташованi
на значно бiльших вiдстанях (0,337(3)–0,355(3) нм) вiд атомiв (Sr,Ln)(2), нiж решта, то-
му координацiйне число атомiв (Sr,Ln)(2) можна розглядати як 7 + 2. Ступiнь деформацiї
зовнiшньоблочних полiедрiв (Sr,Ln)(2)O9, якi “зшивають” сусiднi перовськiтоподiбнi блоки,
значно бiльша, нiж у внутрiшньоблочних кубооктаедрiв (Sr,Ln)(1)O12 (рис. 3; табл. 2).
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Рис. 3. Залежностi ступенiв деформацiї (Δ) полiедрiв (In,Ti)O6 (крива 1 ), (Sr,Ln)O12 (крива 2 ), (Sr,Ln)O9

(крива 3 ) та довжини мiжблочної вiдстанi (Sr,Ln)(2)−O(2) (крива 4 ) у ШПС Sr2LnInTiO7 вiд спiввiдно-
шення величин середнiх кристалiчних iонних радiусiв атомiв у А- й В-позицiях ШПС (R̄AIX/R̄BVI).
Розрахунок ступеня деформацiї полiедрiв MeOn у кристалiчнiй структурi Sr2LnInTiO7 проведено за фор-

мулою: Δ = 1/n
∑

[(Ri − R̄)/R̄]2, де Ri — вiдстанi Me−O; R̄ — середня вiдстань Me−O; n — координацiйне

число [8]

Аналiз величин мiжатомних вiдстаней у ШПС Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) пока-
зав, що зменшення розмiру атомiв РЗЕ призводить до збiльшення як мiжблочної вiдстанi
(Sr,Ln)(2)–O(2) (вiд 0,237(2) нм для Sr2LaInTiO7 до 0,245(2) нм для Sr2SmInTiO7), так
i двох найбiльш довгих вiдстаней (Sr,Ln)(2)–O(2) полiедра (Sr,Ln)(2)O9 (вiд 0,337(3) нм для
Sr2LaInTiO7 до 0,355(3) нм для Sr2SmInTiO7).
Зiставленням ступенiв деформацiї полiедрiв MeOn у ШПС Sr2LnInTiO7 та вiдомих дво-

шарових титанатiв й iндатiв типу An+1BnO3n+1 (див. табл. 2) показано, що деформованiсть
ШПС Sr2LnInTiO7 близька до такої для двошарових BaLn2In2O7 (Ln — La–Nd) i на кiлька
порядкiв перевищує таку для Sr3Ti2O7 iз однотипними атомами в А- й В-позицiях ШПС.
Окремо слiд вiдзначити обернено пропорцiйний характер залежностi ступеня деформацiї
полiедрiв MeOn у ШПС Sr2LnInTiO7 вiд розмiру атомiв РЗЕ (див. рис. 3). При цьому ве-
личина Δ(Sr,Sm)O9 у ШПС Sr2SmInTiO7 (296 · 10−4) перевищує значення ΔNdO9 у ШПС
останнього члена ряду двошарових iндатiв BaNd2In2O7 (296 · 10−4) (див. табл. 2) i є однiєю
iз найбiльших серед сполук типу An+1BnO3n+1 iз ШПС.
Таким чином, виявленi особливостi будови ШПС iндотитанатiв Sr2LnInTiO7 (Ln — La,

Pr, Nd, Sm) дають пiдстави для висновку, що однiєю iз основних причин обмеженостi
ряду двошарових iндотитанатiв Sr2LnInTiO7 є дестабiлiзацiя ШПС внаслiдок наростан-
ня деформованостi мiжблочних полiедрiв (Sr,Ln)(2)O9 та зменшення мiцностi зв’язування

Таблиця 2. Ступiнь деформацiї (Δ) полiедрiв MeOn у двошаровiй структурi деяких сполук типу
An+1BnO3n+1

Сполука Пр. гр.
Полiедр

Δ · 104 Δ · 104 Δ · 104

Sr2LnInTiO7 (Ln — La−Sm) P42/mnm (Sr,Ln)О12 (Sr,Ln)О9 (In,Ti)О6

8–41 199–296 10–24
Sr3Ti2O7 [9] I4/mmm SrО12 SrО9 TiО6

0,2 7,0 0,6
BaLn2In2O7 (Ln — La−Nd) [7] P42/mnm ВаО12 LnО9 InО6

72–32 234–279 24–18

Пр им i т ка. Для порiвняння використано данi для BaLn2In2O7, оскiльки двошаровi SrLn2In2O7 не iснують.
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сусiднiх перовськiтоподiбних блокiв у результатi збiльшення довжини мiжблочного зв’язку
(Sr,Ln)(2)–O.
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Ю.А. Титов, Н.Н. Белявина, В.Я. Маркив,
член-корреспондент НАН Украины Н.С. Слободяник, В.В. Полубинский

Синтез и кристаллическая структура двухслойных индотитанатов
Sr2LnInTiO7

Определена протяженность области соединений со слоистой перовскитоподобной струк-
турой (СПС) в ряду двухслойных перовскитов Sr2LnInTiO7. Синтезированы новые индо-
титанаты Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm) при термообработке эквимолярных смесей
Sr2TO4 + LnInO3 и определена их кристаллическая СПС методом рентгеновской дифра-
кции на порошках. Установлена принадлежность СПС Sr2LnInTiO7 (Ln — La, Pr, Nd, Sm)
к структурному типу BaLa2In2O7 (пр. гр. P42/mnm). Значения факторов недостовернос-
ти RB составляют 0,060–0,069. Проанализированы особенности СПС Sr2LnInTiO7 и уста-
новлены взаимосвязи состав–строение СПС.

Y.A. Titov, N.M. Belyavina, V.Ya. Markiv,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine M.S. Slobodyanik, V.V. Polubinskii

Synthesis and crystal structure of two-layer indotitanates Sr2LnInTiO7

The extent of a region of compounds with layered perovskite-like structures (LPS) in the row of
two-layer perovskites Sr2LnInTiO7 is determined. The new indotitanates Sr2LnInTiO7 (Ln — La,
Pr, Nd, Sm) have been synthesized by heat treatment of equimolar mixtures Sr2TO4+LnInO3, and
their crystal LPS determined by X-ray powder diffraction. It is found that the LPS of Sr2LnInTiO7

(Ln — La, Pr, Nd, Sm) belongs to the BaLa2In2O7 — type structure (sp. gr. P42/mnm). The final
RB values are equal to 0.060–0.069. The peculiarities of the two-layer LPS of Sr2LnInTiO7 are
analyzed, and the composition — constitution correlations of the LPS have been identified.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №6 125
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В. I. Штомпель, С.В. Рябов, Т.А. Полiщук,
член-кореспондент НАН України Ю.Ю. Керча

Про роль хiмiчної будови анiонного полiелектролiту

в формуваннi структури полiелектролiтних комплексiв
на основi гiдрохлориду полi-4-вiнiлпiридину

За допомогою методiв широко- i малокутової рентгенографiї дослiджено структуру
двох типiв полiелектролiтних комплексiв на основi Na-coлi карбоксиметилцелюлози або
Na-coлi полiметакрилової кислоти та гiдрохлориду ПВП. Показано, що в об’ємi полi-
електролiтних комплексiв на основi Na-coлi карбоксиметилцелюлози iснує шарувата
квазiкристалiчна структура, тодi як для полiмерних систем на основi Na-солi полi-
метакрилової кислоти характерна переважно аморфна структура, що аналогiчна зi
структурою вихiдного анiонного полiелектролiту.

Широке застосування полiелектролiтних комплексiв (ПЕК) у рiзних промислових галузях
(екологiя, фармакологiя, хiмiчна промисловiсть, сiльське господарство та iн.) викликало
iнтенсивне дослiдження цих полiмерних систем в останнi три десятирiччя [1–3]. Домiнуюча
кiлькiсть наукових публiкацiй присвячена переважно дослiдженню фiзико-хiмiчних власти-
востей ПЕК, якi створенi на основi рiзноманiтних пар протилежно заряджених слабкого або
сильного (чи слабкого i сильного) полiелектролiтiв (ПЕ), гомополiмерного або кополiмер-
ного типу, з подiбною або рiзною хiмiчною будовою [4–6]. Однак вiдомостi про структуру
цих полiмерних систем у науковiй лiтературi на даний час практично вiдсутнi [1].
У зв’язку з цим, ставилось за мету провести порiвняльнi дослiдження особливостей

структури ПЕК, отриманих на основi сильного катiонного ПЕ та одного з двох сильних
анiонних ПЕ рiзної хiмiчної будови.
Для формування ПЕК використовували:
сильний катiонний ПЕ — гiдрохлорид полi-4-вiнiлпiридину (П4ВП-Сl), який отримували

шляхом протонування пiридинових циклiв полi-4-вiнiлпiридину (продукт фiрми “Sigma–
Aldrich”, ММ 60000) за допомогою соляної кислоти, взятої в мольному спiввiдношеннi 1 : 1;
сильний анiонний ПЕ: Na-сiль карбоксиметилцелюлози (Na-КМЦ), продукт фiрми “Merck”,
ступiнь замiщення 85%; Na-сiль полiметакрилової кислоти (Na-ПМК), що отримана шляхом
нейтралiзацiї груп −COOH полiметакрилової кислоти (продукт фiрми “Fluka”, MМ 40000–
70000) за допомогою гiдроксиду натрiю, взятого в мольному спiввiдношеннi 1 : 1.
Формування ПЕК здiйснювали шляхом змiшування 5%-х водних розчинiв П4ВП-Cl

i Na-КМЦ або П4ВП-Cl i Na-ПМК, взятих у заданому мольному спiввiдношеннi (в розра-
хунку на сухий залишок), при 95–97 ◦С, тобто при температурi розчинення у водi Na-КМЦ.
Незалежно вiд мольного спiввiдношення анiонного i катiонного ПЕ, при змiшуваннi їх вод-
них розчинiв практично миттєво вiдбувалось утворення згусткiв як результат проходження
процесiв молекулярного “упiзнавання” i самозбирання протилежно заряджених макромоле-
кул. Пiсля витримування цих згусткiв впродовж двох годин при 60 ◦С iз них утворювався
осад, який являє собою ПЕК [7]. Осад вiдмивали водою до значення величини pH 6,5–7,0
з подальшим його висушуванням до постiйної маси при температурi (22± 2) ◦С. Висушенi
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Рис. 1. IЧ-спектри зразкiв Na-КМЦ (1 ) i П4ВП-Сl (9 ) та отриманих на їх основi ПЕК, у складi яких мольна
частка катiонного ПЕ становила: 0,05 (2 ), 0,12 (3 ), 0,25 (4 ), 0,5 (5 ), 0,8 (6 ), 0,89 (7 ), 0,92 (8 )

зразки ПЕК дослiджували у виглядi порошку, який отримували за допомогою лаборатор-
ного кульового млина КМ-1. Мольне спiввiдношення Na-КМЦ i П4ВП-Cl у ПЕК станови-
ло: 17 : 1, 12 : 1, 7 : 1, 3 : 1, 1 : 1, 1 : 4, 1 : 8,5 й 1 : 12, а Na-ПМК i П4ВП-Cl — 3 : 1,
1 : 1 й 1 : 3 вiдповiдно.
Iдентифiкацiю ПЕК типу Na-КМЦ i П4ВП-Cl виконували методом IЧ спектроскопiї за

допомогою IЧ спектрометра Фур’є Tensor 37 фiрми “Bruker”.
Структуру вихiдних ПЕ та ПЕК дослiджували методами широко- i малокутового роз-

сiювання рентгенiвських променiв. Ширококутовi рентгенiвськi дослiдження виконували за
допомогою дифрактометра ДРОН-4-07, рентгенооптична схема якого виконана на “проход-
ження” первинного пучка випромiнювання через дослiджуваний зразок. Малокутовi рент-
генiвськi дослiдження проводили з використанням малокутової камери КРМ-1, колiмацiю
первинного пучка випромiнювання якої виконали методом Краткi. Геометричнi парамет-
ри камери задовольняли умови “нескiнченної висоти колiмацiйної щiлини” [8]. Експери-
ментальнi профiлi iнтенсивностi нормували на величину розсiювального об’єму та фактор
послаблення первинного пучка дослiджуваного зразка полiмера.
Усi рентгенографiчнi дослiдження виконували в CuKα-випромiнюваннi, монохромати-

зованому Ni-фiльтром при (22 ± 2)◦С.
При проведеннi аналiзу IЧ-спектрiв Фур’є Na-КМЦ i П4ВП-Cl та отриманих на їх осно-

вi ПЕК (рис. 1) встановлено, що на спектрi зразка ПЕК, у складi якого мольна частка
П4ВП-Cl становить лише 0,05, з’явилась смуга при ν = 1737 см−1 (крива 2 ). Ця смуга
проявляється в IЧ-спектрах усiх ПЕК на основi Nа-КМЦ, незалежно вiд типу катiонного
ПЕ (гiдрохлориди полiетиленiмину, хiтозану та iн.) [9, 10], i є наслiдком iонного обмiну мiж
анiонним i катiонним ПЕ при формуваннi ПЕК iз видiленням низькомолекулярної солi [10].
При поступовому зростаннi в ПЕК мольної частки катiонного ПЕ iнтенсивнiсть смуги при
(ν = 1737 см−1) змiнюється екстремально, проходячи через максимум при еквiмольному
спiвiдношеннi протилежно заряджених ПЕ, тобто для стехiометричного ПЕК.
У зв’язку з цим, важливо дослiдити структуру цього типу ПЕК залежно вiд вмiсту в їх

складi анiонного i катiонного ПЕ. З наведених на рис. 2 ширококутових рентгенiвських
дифрактограм вихiдних Nа-КМЦ i П4ВП-Cl та отриманих на їх основi ПЕК видно, що
структура цих полiмерних систем iстотно вiдрiзняється вiд структури вихiдних ПЕ. Так,
у вихiдному станi анiонний ПЕ характеризується близьким порядком при трансляцiї у прос-
торi як глюкозидних циклiв основних макроланцюгiв, так i їх бокових вiдгалужень, тобто
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Рис. 2. Ширококутовi рентгенiвськi дифрактограми Na-КМЦ (1 ) i П4ВП-Сl (9 ) та ПЕК на їх основi, у складi
яких мольна частка катiонного ПЕ становила: 0,05 (2 ), 0,08 (3 ), 0,25 (4 ), 0,50 (5 ), 0,80 (6 ), 0,89 (7 ) i 0,92 (8 )

має аморфну структуру, на що вказує прояв на дифрактограмi Nа-КМЦ (крива 1 ) двох
асиметричних дифракцiйних максимумiв зi значною кутовою пiвшириною (аморфних гало),
кутове положення (2θm) яких cтановить 20,0◦ й 8,7◦ вiдповiдно. Виходячи iз кiлькостi атомiв
(електронiв) у глюкозидному циклi i метилкарбоксилатному боковому вiдгалуженнi, вста-
новлено, що бiльш iнтенсивне аморфне гало (2θm ≈ 20,0◦) характеризує близьку упорядко-
ванiсть фрагментiв основних макроланцюгiв, а менш iнтенсивне (2θm ≈ 8,7◦) — близький
порядок при розмiщеннi у просторi фрагментiв метилкарбоксилатних (−CH2COO−Na+)
бокових вiдгалужень. У свою чергу, катiонний ПЕ також має близьке упорядкування при
трансляцiї у просторi як основних макромолекулярних ланцюгiв, так i протонованих пiри-
динових циклiв. На це вказує прояв двох дифракцiйних максимумiв дифузного типу рiзної
iнтенсивностi i кутової пiвширини на дифрактограмi П4ВП-Cl. Проведений аналiз кiлькостi
атомiв (електронiв) в основному макроланцюзi та боковому вiдгалуженнi цього ПЕ дозволив
встановити, що малоiнтенсивний максимум при 2θm ≈ 9,4◦ характеризує близьке упорядку-
вання основних макроланцюгiв, а основний за iнтенсивнiстю максимум при 2θm ≈ 22,7◦ —
їх бокових вiдгалужень (протонованих пiридинових циклiв).
При проведеннi аналiзу ширококутових рентгенiвських дифрактограм зразкiв ПЕК

(рис. 2) встановлено, що, незалежно вiд мольного спiввiдношення анiонного i катiонного
ПЕ в складi цих полiмерних систем, має мiсце прояв малокутового (при 2θm ≈ 4,4◦) ди-
фракцiйного максимуму дискретного типу значної iнтенсивностi, що вказує на iснування
в об’ємi ПЕК шаруватих наноструктур, утворених електростатично зв’язаними протилежно
зарядженими макромолекулами ПЕ. Виходячи iз кутового положення (2θm) цього дифрак-
цiйного максимуму на дифрактограмах ПЕК, вiдстань (d) мiж базальними площинами (мiж
шарами протилежно заряджених макромолекул) з iндексами Мiллера (001), згiдно з рiв-
нянням Брегга:

d = λ(2 sin θmax)
−1,

де λ — довжина хвилi характеристичного рентгенiвського випромiнювання, що становить
2,0 нм. Оцiнку ефективного розмiру кристалiтiв у напрямi, перпендикулярному площинi
реєстрацiї, утворених базальними шарами (площинами) макромолекул, проводили методом
Шерера [7]:

L = Kλ(β cos θmax)
−1,
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де K = 0,9 (при невiдомiй формi кристалiтiв); β — кутова пiвширина (ширина на половинi
висоти) дифракцiйного максимуму при 2θm ≈ 4,4◦. Розрахунки показали, що L ≈ 4,0 нм,
тобто кристалiти утворенi трьома шарами протилежно заряджених макромолекул.
Крiм цього, з аналiзу рентгенiвських дифрактограм зразкiв ПЕК виявили, що навiть при

незначнiй мольнiй частцi (0,05) катiонного ПЕ у ПЕК, структура цих полiмерних систем
є квазiкристалiчною, яка iстотно вiдрiзняється вiд аморфної структури вихiдних Nа-КМЦ
i П4ВП-Cl. На це вказує прояв (на фонi уявного аморфного гало при 2θm ∼ 20–21◦) дискрет-
ного дифракцiйного максимуму при 2θm = 20,4◦ зi зростанням мольної частки катiонного
ПЕ вiд 0,05 до 0,25 у складi ПЕК, а у випадку бiльш високої концентрацiї цього ПЕ — має
мiсце прояв також дифракцiйних максимумiв при 2θm ∼ 17◦ i 2θm ∼ 25,5◦. Як показала
оцiнка [7], ефективний розмiр кристалiтiв L (визначення проводили по кутовiй пiвширинi
максимуму при 2θm = 25,5◦ на дифрактограмi зразка стехiометричного ПЕК, в об’ємi якого
реалiзується еквiiонний баланс (крива 5 )) становить близько 4,6 нм. Це вказує на те, що
формування квазiкристалiчної структури в об’ємi всiх зразкiв ПЕК є наслiдком утворен-
ня шаруватої наноструктури в результатi кооперативних електростатичних взаємодiй мiж
протилежно зарядженими макромолекулами ПЕ.
Аналiзуючи профiлi iнтенсивностi малокутового розсiювання рентгенiвських променiв

вихiдних Nа-КМЦ, П4ВП-Cl та ПЕК, отриманих на їх основi, представлених як у вигля-
дi графiкiв залежностi Ĩ вiд 2θ, так i залежностi s3Ĩ(s) вiд s3 (графiкiв Руланда [11]), де
s = λ−1(2 sin θ) — величина хвильового вектора в просторi зворотної гратки, 2θ — кут роз-
сiювання рентгенiвських променiв, Ĩ — iнтенсивнiсть розсiювання при щiлиннiй колiмацiї
первинного пучка випромiнювання, було встановлено, що лише в об’ємi зразка стехiомет-
ричного ПЕК, при формуваннi якого використовували еквiмольне спiввiдношення анiонно-
го i катiонного ПЕ, контраст електронної густини Δρ 
= 0, тобто має мiсце гетерогеннiсть
структури. При проведеннi оцiнки ефективного розмiру мiкрообластей гетерогенностi, згiд-
но з методом [11], шляхом визначення такого структурного параметра, як дiапазон гете-
рогенностi (lp), що безпосередньо пов’язаний iз середнiм розмiром мiкрообластей (〈l1〉, 〈l2〉)
в об’ємi двофазової системи:

l−1
p = 〈l1〉−1 + 〈l2〉−1,

встановлено, що величина lp ≈ 40 нм, тобто є значно бiльшою, нiж розмiр шаруватих ква-
зiкристалiчних наноструктур. Це зумовлено тим, що параметр lp характеризує як середнiй
розмiр квазiкристалiчних наноструктур, так i аморфних мiкрообластей в об’ємi стехiомет-
ричного ПЕК.
Аналiз ширококутових рентгенiвських дифрактограм ПЕК на основi Na-ПМК i П4ВП-Cl

(рис. 3) показав, що на вiдмiну вiд вищеописаних ПЕК, в яких сильним анiон-
ним ПЕ була Nа-сiль карбоксиметилцелюлози, в цих полiмерних системах шарувата
структура вiдсутня, при цьому вони мають переважно аморфну структуру. Так, про-
яв двох дифракцiйних максимумiв дифузного типу (аморфних гало) рiзної iнтенсив-
ностi при 2θm ≈ 15,3◦ i 2θm ≈ 31,2◦ на дифрактограмi Nа-солi полiметакрилової
кислоти (див. криву 1 ) вказує на розгалужену будову цього сильного анiонного ПЕ.
З аналiзу кiлькостi атомiв (електронiв) в основному макроланцюзi та в бокових вiд-
галуженнях (−CH3 й −COO−Na+) зроблено висновок, що основний за iнтенсивнiс-
тю дифракцiйний максимум (при 2θm ≈ 15,3◦) характеризує близьке упорядкуван-
ня при трансляцiї у просторi бокових вiдгалужень, а вторинний максимум (2θm ≈
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Рис. 3. Ширококутовi рентгенiвськi дифрактограми Na-ПМК (1 ) i П4ВП-Сl (5 ) та ПЕК на їх основi, у складi
яких мольна частка катiонного ПЕ становила: 0,25 (2 ), 0,50 (3 ) i 0,75 (4 )

≈ 31,2◦) — близький порядок при розмiщеннi в просторi фрагментiв основних макролан-
цюгiв Na-ПМК.
Встановлено, що при домiнуючiй кiлькостi (0,75 моль) сильного катiонного ПЕ в ПЕК

ширококутова рентгенiвська дифрактограма цiєї полiмерної системи має вигляд, аналогiч-
ний з вказаною дифрактограмою вихiдного сильного анiонного ПЕ — Na-ПМК, при цьому
прояв катiонного ПЕ (П4ВП-Cl) практично повнiстю вiдсутнiй (див. кривi 4, 5 на рис. 3).
На цей полiелектролiт вказує прояв двох дифракцiйних максимумiв незначної iнтенсивностi
(вказанi стрiлкою) при 2θm ≈ 21,4◦ i 2θm ≈ 25,1◦, кутова пiвширина яких характеризує
їх як дискретнi, що свiдчить про наявнiсть в об’ємi цього зразка ПЕК мiкрообластей iз
дальнiм упорядкуванням фрагментiв макроланцюгiв протилежно заряджених ПЕ, тобто
кристалiтiв. Як показала оцiнка [7], рiвень кристалiчностi цього зразка ПЕК становить
близько 7–9%, а ефективний розмiр кристалiтiв L ≈ 4 нм (для оцiнки L використовули
кутову пiвширину дифракцiйного максимуму при 2θm ≈ 25,1◦).
Зразок стехiометричного ПЕК, для отримання якого використовували еквiмольне спiв-

вiдношення Na-ПМК i П4ВП-Cl, також має рентгенiвську дифрактограму, аналогiчну з ви-
хiдним сильним анiонним ПЕ (див. кривi 3, 5 на рис. 3), при цьому на дифрактограмi
є прояв також малоiнтенсивного дифракцiйного максимуму дискретного типу (вказаний
стрiлкою) при 2θm ≈ 26,7◦, який характеризує iснування досить незначної кiлькостi еле-
ментiв дальнього порядку в об’ємi цього зразка ПЕК.
Звертає на себе увагу рентгенiвська дифрактограма зразка ПЕК, що мiстить у своєму

складi лише 0,25 моль катiонного ПЕ (0,75 моль анiонного ПЕ), на якiй iснує менш чiткий
прояв аморфної структури Na-ПМК, порiвняно з описаними вище рентгенiвськими дифрак-
тограмами двох зракiв ПЕК, у складi яких вмiст цього ПЕ був меншим (0,50 i 0,25 моль). На
це вказує менша iнтенсивнiсть дифракцiйних максимумiв дифузного типу (аморфних гало)
при 2θm ≈ 15,3◦ i 2θm ≈ 31,2◦, що характеризують аморфну структуру цього анiонного ПЕ,
а також прояв лiнiйного зменшення iнтенсивностi в областi кутiв розсiювання (2θ) вiд 19,7
до 25,6◦, в якiй є прояв дискретних дифракцiйних максимумiв на дифрактограмi зразка
ПЕК, у складi якого вмiст катiонного ПЕ становить 0,75 моль (див. кривi 4, 2 на рис. 3).
Саме це дозволяє характеризувати вказане лiнiйне зменшення iнтенсивностi як накладення
двох близьких за кутовим положенням дифракцiйних максимумiв дискретного типу, тобто
говорити про наявнiсть у зразку ПЕК, у складi якого мiститься 0,25 моль катiонного ПЕ,
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мiкрообластей, що мають дальнiй порядок при розмiщеннi в просторi фрагментiв макро-
ланцюгiв Na-ПМК i П4ВП-Cl.
За даними малокутової рентгенографiї, всi зразки ПЕК цього типу мають мiкрогете-

рогенну структуру. Проведена за методом роботи [11] оцiнка ефективного розмiру мiкро-
областей гетерогенностi (lp) показала, що величина lp ≈ 30–35 нм, при цьому характер
розмiщення цих мiкрообластей в об’ємi зразкiв ПЕК є стохастичним.
Таким чином, проведенi структурнi дослiдження двох типiв ПЕК на основi П4ВП-Cl

та одного з сильних анiонних ПЕ — Na-КМЦ або Na-ПМК виявили iснування значної за-
лежностi структури вiд хiмiчної будови анiонного ПЕ. Показано, що в об’ємi ПЕК на основi
Na-КМЦ формується шарувата квазiкристалiчна наноструктура, шари якої утворенi проти-
лежно зарядженими макроланцюгами, при цьому контурна довжина бокових вiдгалужень,
що мiстять катiоний i анiонний заряди, є однаковою з вiдстанню d001 мiж базальними пло-
щинами (шарами). Для цього типу ПЕК мiкрогетерогенна структура формується лише при
еквiмолярному спiввiдношеннi анiонного i катiонного ПЕ з ефективним розмiром мiкро-
областей гетерогенностi близько 40 нм.
При використаннi Na-ПМК для створення ПЕК в об’ємi цих полiмерних систем форму-

ється переважно аморфна структура, яка є аналогiчною зi структурою вихiдного анiонного
ПЕ, на фонi якої є прояв елементiв дальнього порядку (кристалiтiв), при цьому максималь-
ний рiвень кристалiчностi не перевищує 9%. Зазначимо, що всi зразки цього типу ПЕК
виявляють мiкрогетерогенну структуру iз ефективним розмiром мiкрообластей гетероген-
ностi 30–35 нм.
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В.И. Штомпель, С.В. Рябов, Т.А. Полищук,
член-корреспондент НАН Украины Ю.Ю. Керча

О роли химического строения анионного полиэлектролита
в формировании структуры полиэлектролитных комплексов
на основе гидрохлорида поли-4-винилпиридина

С помощью методов широко- и малоугловой рентгенографий исследована структура двух
типов полиэлектролитных комплексов на основе Na-coли карбоксиметилцеллюлозы или Na-
coли полиметакриловой кислоты и гидрохлорида ПВП. Показано, что в объеме полиэлектро-
литных комплексов на основе Na-соли карбоксиметилцеллюлозы существует слоистая ква-
зикристаллическая структура, тогда как для полимерных систем на основе Na-соли поли-
метакриловой кислоты характерна преимущественно аморфная структура, аналогичная со
структурой исходного анионного полиэлектролита.

V. I. Shtompel, S.V. Riabov, T.A. Polischuk,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine Yu.Yu. Kercha

The role of the chemical structure of an anionic polyelectrolyte on the
formation of a structure of polyelectrolyte complexes based on
poly-(4-vinylpyridine) hydrochloride

By using the methods of wide- and small-angle x-ray scattering, the structures of two types of
polyelectrolyte complexes based on Na-salt carboxymethylcellulose or Na-salt of polymethacrylic
acid and hydrochloride are investigated. It is shown that, in a volume of polyelectrolyte complexes
based on Na-salt carboxymethylcellulose, a layered quasicrystalline structure is formed, whereas
the polymer systems based on Na-salt of polymethacrylic acid have predominantly an amorphous
structure similar to that of the initial anionic polyelectrolyte.
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Рассмотрены преимущества и недостатки наиболее распространенных методов анали-
за эпигенома растений. Проанализированы методы определения метилирования ДНК
в контексте радиобиологических исследований. Приведены данные по применению этих
методов на примере исследования модификации ДНК монокарпического растения Linum
usitatissimum, облученного разными дозами ионизирующего излучения.

Факторы окружающей среды, в частности антропогенные загрязнители, ультрафиолето-
вая и ионизирующая радиация, могут индуцировать ряд патологических процессов в жи-
вом организме. Для оценки восприимчивости генома растений к влиянию повреждающих
факторов ведется поиск молекулярных мишеней, ответственных за возникновение пато-
логических состояний. Исследование генотоксических влияний включает анализ статуса
эпигенома. Стрессовые сигналы окружающей среды изменяют программу развития расти-
тельного организма посредством воздействия на эпигеном. Эпигенетическая регуляция осу-
ществляется путем дифференциального метилирования цитозина в специфических учас-
тках ДНК. Учитывая возрастание абиотического стресса, в том числе ионизирующей ра-
диации, актуальным на сегодняшний день является исследование эпигеномных событий
в клетках облученных растений и выбор наиболее оптимальных методов для оценки ста-
туса метилирования ДНК [1, 2].
Методы изучения метилирования не универсальны для ДНК разных организмов. Широ-

кий набор подходов в исследовании эпигенома зависит от особенностей организации объекта
и целей исследования. Существует несколько наиболее распространенных методов анализа
метилирования, одни из которых направлены на учет количества метилцитозина, другие —
на оценку статуса модификации специфических участков генома, соответственно, часть
методов сосредоточена на отдельных генах, другие — на широких массивах генома.
Весьма популярным методом изучения растительного эпигенома остается метод гидро-

лиза ДНК с помощью чувствительных к метилированию цитозина эндонуклеаз рестрикции.
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Это так называемый метод рестрикционного сканирования генома, основанный на обработ-
ке ДНК несколькими рестриктазами, и разделении полученных рестрикционных фрагмен-
тов путем электрофореза. Для анализа статуса метилирования CpG-динуклеотидов, нахо-
дящихся в сайте узнавания, используют пары рестриктаз-изошизомеров, которые распозна-
ют один и тот же сайт ДНК, но различаются по чувствительности к метилированию оста-
тков цитозина (HpaII и MspI, TaqI и Sau3AI, SmaI и XmaI). В сочетании с гибридизацией по
Саузерну данный метод позволяет установить, модифицирован или нет сайт узнавания со-
ответствующих рестриктаз. Иногда после проведения рестрикции ограничиваются только
электрофоретическим анализом различий фрагментов в геле, что позволяет устанавливать
наличие метилирования сайта узнавания соответствующих рестриктаз в суммарной ДНК,
а не в конкретных генах. Данный метод ориентирован на анализ статуса метилирования
больших фрагментов тотальной ДНК и обнаружение множества новых CpG-островков ге-
нов. Несмотря на простоту исполнения, недостаток метода состоит в том, что отсутствие
надлежащего контроля над прохождением рестрикции может привести к неполному расще-
плению ДНК, а неточности в проведении электрофореза могут вызвать неверное истолко-
вание результатов исследования [3].
Применительно к исследованию эпигенома для поиска модифицированных участков

ДНК активно используется группа методов, основанная на ПЦР. Существует множество
вариаций ПЦР, различающихся по таким параметрам, как концентрация и тип реагентов,
температура и время отжига, количество циклов амплификации. Согласно поставленным
задачам проводится разработка способов оптимизации условий реакции [4].
Ряд ПЦР-основанных методов сравнения геномов растений и животных показал, что

у тех и у других наиболее метилированы повторяющиеся элементы. Метилированные остат-
ки цитозина неравномерно распределены в ДНК, чаще всего они присутствуют в гетеро-
хроматиновых участках. Модифицированные остатки цитозина сконцентрированы преиму-
щественно в умеренно и часто повторяющихся последовательностях, расположенных в цен-
тромерах, теломерах и областях ядрышкового организатора. Самый высокий уровень фер-
ментативной модификации имеют гены рибосомных РНК. Также много метилированных
остатков цитозина в ДНК транспозонов и ретроэлементов. Модификация и расположение
мобильных генетических элементов в области гетерохроматина делает их транскрипционно
неактивными [5, 6]. Предположительно, ферментативно модифицированные остатки ци-
тозина отсутствуют в большинстве экзонов растений. В эндогенных генах модифицирую-
тся 5′-области генов. Трансгены, в свою очередь, несут паттерны метилирования как в про-
моторных, так и в кодирующих областях [7, 8].
Одним из современных наиболее применяемых методов изучения эпигенома считается

метод метилчувствительной ПЦР (МЧ-ПЦР), или, как принято называть его в зарубежных
источниках, MSAP-анализ (methylation-sensitive amplification polymorphism). Данный метод
является модификацией метода анализа полиморфизма амплифицированных фрагментов,
он основан на принципе использования энзиматического гидролиза с помощью рестрик-
ционных эндонуклеаз, чувствительных к метилированию остатков цитозина, и дальнейшей
ПЦР со специфическими CG-богатыми праймерами. Когда имеются модифицированные
основания во фрагменте ДНК, то гидролиза метилчувствительной рестриктазой не проис-
ходит и данный фрагмент будет амплифицироваться экспоненциально. Если исследуемый
фрагмент ДНК не содержит метилированных оснований, гидролиз проходит полностью
и продукт ПЦР данного фрагмента отсутствует на электрофореграмме (рис. 1). Данный
метод эффективен для исследования промоторных CpG-островков, содержащих множество
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Рис. 1. Схема MSAP-анализа

Рис. 2. MSAP-анализ с CG-богатыми праймерами: а — анализ неспецифических GC-участков; б — анализ
GC-участков во фрагменте гена рибосомной РНК.
1 — необлученный контроль; 2 — доза 10 Гр; 3 — доза 20 Гр; 4 — доза 50 Гр; 5 — доза 100 Гр

сайтов узнавания метилчувствительных рестриктаз. MSAP позволяет проводить полноге-
номный анализ статуса метилирования и высокочувствительную детекцию интенсивности
модификации CpCpGpG-мотивов в определенных фрагментах генов, а также наблюдать
изменения характера метилирования ДНК в динамике [8, 9].
В своих исследованиях мы применяли метод MSAP-анализа (МЧ-ПЦР) для исследова-

ния изменения паттернов метилирования под действием облучения ионизирующей радиа-
цией (рис. 2). С целью оптимизации метода на этапе энзиматической обработки использо-
вали несколько типов рестриктаз. Рестрикцию суммарной ДНК проводили в два этапа. На
первом этапе ДНК исследуемых образцов инкубировали с ферментом рестрикции EcoRI,
который не содержал в составе своего сайта узнавания CpG-динуклеотиды, а узнавал и рас-
щеплял редко встречаемую последовательность 5′-GAATTC-3′. Чаще всего на этом этапе
используется фермент именно с гексануклеотидным сайтом узнавания ДНК. Смысл эта-
па — расщепление ДНК на более мелкие фрагменты, что сделает их более доступными для
действия метилчувствительных рестриктаз. Рестриктазы брали в реакцию с 10-кратным
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избытком (1 мкг ДНК — 10 ед. акт. фермента), инкубировали в соответствующих буферах
при температурах, указанных производителем реагента, в течение 16 ч. На втором этапе
отбирали половину обработанной ДНК и инкубировали с той или иной рестриктазой, чув-
ствительной к статусу метилирования CpG-динуклеотидов в составе своего сайта рестри-
кции. Добавляли половину исходного количества фермента (1 мкг — 5 ед. акт. фермента)
и инкубировали в течение 2–3 ч при температурах, указанных производителем. В дальней-
шем анализе использовали аликвоту рестрицированной ДНК в амплификации со специфи-
ческими и неспецифическими праймерами. По условиям MSAP-анализа праймеры должны
содержать на концах CG-повторы, фланкирующие исследуемый участок, т. е. должны быть
обогащены CG-парами. Праймеры подбирали в соответствии с той последовательностью,
эпигеном которой хотели проанализировать. В нашем случае это были гены рРНК, имею-
щие множество вариабельно метилируемых CpG-динуклеотидов. Так, для анализа генома
использовали неспецифические CG-богатые праймеры, для анализа фрагмента гена кон-
струировали специфические CG-богатые праймеры. Последующая ПЦР продуктов рестрик-
ции позволяет установить расположение метилированных сайтов в выбранном участке ге-
нома. Различия в продуктах реакции объясняются наличием метилирования ДНК по сайту,
узнаваемому метилчувствительной рестриктазой.
Метилчувствительная рестриктаза разрезает сайты, в которых отсутствует метилирова-

ние, и оставляет неизменными те сайты, в которых присутствует модификация. В дальней-
шем делают секвенирование полученных продуктов ПЦР на секвенаторе для подробного
описания метилирования каждого сайта исследуемого участка. При отсутствии возможно-
сти проводить сиквенс обходятся визуализацией продуктов реакции в агарозном или поли-
акриламидном гелях на УФ-трансиллюминаторе [10].
На рис. 2 показаны примеры MSAP-анализа со специфическими и неспецифическими

CG-богатыми праймерами. Наличие дополнительных продуктов амплификации в облучен-
ных образцах указывает на прохождение метилирования под влиянием облучения. О том,
как долго длился вызванный облучением эпигенетический эффект, можно определить при
дальнейшем исследовании эпигенома на последующих стадиях онтогенеза [11].
Недостаток метода состоит в ограниченности только CpG-динуклеотидами. Однако эти

динуклеотиды, попадающие в сайт узнавания, могут быть успешно проанализированы с по-
мощью данного метода. Достоинством метода является высокая чувствительность, позво-
ляющая анализировать метилированные аллели при наличии аллелей дикого типа. Кроме
того, MSAP-анализ прост и удобен в применении, менее затратен по сравнению с методами,
включающими бисульфитную обработку ДНК [12].
Еще одним методом, основанным на ПЦР, является метод метилспецифической ПЦР

(МС-ПЦР), позволяющий оценить статус метилирования индивидуальных CpG-островков.
В частности, обнаружить в составе отдельных генов и их промоторов те СpG-динуклеотиды,
модификация которых способна подавить транскрипцию соответствующего гена. Суть ме-
тода заключается в том, что исследуемую ДНК подвергают обработке бисульфитом натрия,
который дезаминирует немодифицированный цитозин, превращая его в урацил, в то вре-
мя как метилированные остатки цитозина остаются неизменными и устойчивыми к данной
обработке. Сайты узнавания рестриктаз в неметилированных последовательностях претер-
певают модификацию. В ходе последующей ПЦР урацил заменяется на тимин, а немети-
лированный цитозин конвертируется в тимин [13].
Важным условием метода МС-ПЦР является полная денатурация ДНК, полная кон-

версия неметилированных остатков цитозина с минимальными потерями ДНК в процессе
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многостадийной подготовки образца. Этапы бисульфитной обработки включают рестрик-
цию, денатурацию, бисульфитную конверсию, очистку, остановку конверсии и осаждение
ДНК. Количество суммарной ДНК должно быть в пределах 500 нг – 2 мкг.
Перед подготовкой к бисульфитной обработке суммарную ДНК, как и на первом этапе

метода MSAP-анализа, обрабатывают эндонуклеазой рестрикции. Рестриктазу подбирают
так, чтобы исследуемая последовательность не содержала сайтов узнавания этой рестрик-
тазы, а была фланкирована ими. Данный этап, так же как и в MSAP, занимает 12–16 ч.
Затем продукты рестрикции ДНК очищают от остатков рестриктазы фенол-хлороформной
депротеинизацией для предотвращения ингибирования бисульфитной конверсии. Денату-
рируют ДНК, поскольку конверсия возможна только в одноцепочечной ДНК. Инкубируют
30 мин при 37 ◦С с NaOH 0,3 М или при 97 ◦C 5 мин, с последующим резким охлаждением
на льду. На этапе бисульфитной конверсии цитозина используют раствор, содержащий би-
сульфит натрия и гидрохинон в концентрации 3,5 М и 0,5 мМ соответственно. В течение 8 ч
инкубируют при 50–60 ◦С. После этого проводят десульфонацию ДНК, что предотвращает
ингибирование в ходе дальнейшей реакции; осаждают этанолом. Затем проделывают ПЦР
и секвенирование, что дает возможность точно картировать данные о количестве метил-
цитозина в геноме.
Секвенирование позволяет определить модификацию всех CpG-динуклеотидов иссле-

дуемой области. Однако часто обходятся методами, не уступающими по эффективности
секвенированию. Одним из таких методов является метилспецифическая ПЦР, позволяю-
щая достоверно оценить метилирование CpG-динуклеотидов. ПЦР проводят с праймерами,
соответствующими метилированной и неметилированной последовательности изучаемого
участка ДНК. О метилировании судят исходя из того, с какой парой праймеров прошла
амплификация. Специфические праймеры конструируют так, чтобы на 3′-конце каждый
содержал хотя бы один CpG-динуклеотид. Преимущество метода состоит в том, что це-
лостность ДНК поддерживается, однако необходимо добиться полноты прохождения кон-
версии неметилированных остатков цитозина, чтобы свести к минимуму ошибки, ведущие
к появлению ложноположительных результатов. Основным недостатком является необхо-
димость строгого подбора условий ПЦР и конструкции множества пар праймеров, которые
избирательно амплифицируют последовательности. Данным методом сложно исследовать
большие массивы ДНК. Но в сочетании с real-time ПЦР метод позволяет определить мети-
лирование отдельных CpG-пар [14, 15].
В эпигенетике растений метод МС-ПЦР на основе бисульфитной конверсии сыграл важ-

ную роль. С помощью бисульфитного секвенирования генома было определено, что мети-
лирование происходит не только в CpG и CpNpG симметричных мотивах, но и в асиммет-
ричных CpNpN-мотивах эндогенных генов растений. Метилирование цитозина в асиммет-
ричных последовательностях ДНК растений происходит при de novo РНК-направленном
метилировании. Асимметричные сайты часто метилируются в мобильных генетических эле-
ментах. Модификация этих последовательностей сопровождается сайленсингом трансгенов
и транспозонов [1].
Дифференциальное метилирование генов определяют также с помощью рестрикцион-

ного анализа ПЦР-продуктов. Это метод COBRA (combined bisulfate restriction analysis),
основанный на использовании, как и в предыдущем случае, бисульфита натрия для мо-
дификации неметилированных остатков цитозина. После бисульфитной обработки ДНК
проводят амплификацию гена, эпигенетический статус которого хотят исследовать с прай-
мерами, фланкирующими один или несколько CpG-динуклеотидов. Затем рестрицируют
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Рис. 3. Пример метода COBRA для анализа продукта амплификации ITS гена рРНК разными метилчув-
ствительными рестриктазами.
1 — MspI; 2 — HpaII; 3 — продукт амплификации; 4 — DpnI; 5 — EcoRV; 6 — SmaI

продукт амплификации метилчувствительными рестриктазами. В зависимости от состоя-
ния модификации CpG-динуклеотидов во время бисульфитной обработки образуются или
исчезают сайты узнавания различных рестриктаз. Это можно проверить путем электро-
форетического анализа продуктов рестрикции ампликонов. Недостатком метода является
необходимость подбора рестриктаз для каждой CpG-пары в составе сайта рестрикции. Кро-
ме того, неполная конверсия остатков цитозина отражается на ПЦР, есть угроза получения
ложноположительных результатов. Результаты анализа детектируют на секвенаторе или,
при отсутствии таковых возможностей, ограничиваются визуализацией продуктов реакции
в агарозном геле [3, 14]. На рис. 3 показан пример рестрикционного анализа ПЦР-продукта
последовательности ITS (internal transcribed spacer) гена рРНК с помощью метилчувстви-
тельных рестриктаз.
Применение того или иного метода основывается на задачах исследования, может обла-

дать как достоинствами, так и недостатками. Методы, ограничивающиеся применением
эндонуклеаз рестрикции и электрофоретического анализа, недостаточно точны по причине
вероятного неполного расщепления ДНК. Методы, основанные на бисульфитной обработке,
плохо воспроизводимы, дают неточности из-за сложностей в проведении полной денатура-
ции, конверсии и очистки геномной ДНК. Некоторые ПЦР-основанные методы, в частности
МС-ПЦР, не всегда оправданы из-за затратности, поскольку требуют большого количества
разнообразных праймеров, подбора ряда рестриктаз, обязательного использования секве-
натора и длительного подбора условий реакции. Наиболее простым и доступным является
метод MSAP-анализа. Он не нуждается в бисульфитной обработке ДНК, ограничивается
малым набором рестриктаз и праймеров. Данные анализа картируются без секвенатора
и вполне воспроизводимы. Согласно результатам нашего исследования, метод MSAP-ана-
лиза является наиболее удобным и доступным для определения паттернов метилирования
в ДНК растений, облученных ионизирующей радиацией.
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А.М. Берестяна

Аналiз методiв оцiнки метилування залишкiв цитозину на прикладi
ДНК монокарпiчної рослини Linum usitatissimum

Розглянуто переваги та недолiки найбiльш поширених методiв аналiзу епiгеному рослин.
Проаналiзовано методи визначення метилування ДНК у контекстi радiобiологiчних дослiд-
жень. Наведено данi щодо застосування цих методiв на прикладi дослiдження модифiкацiї
ДНК монокарпiчної рослини Linum usitatissimum, опромiненої рiзними дозами iонiзуючого
випромiнювання.

A.N. Berestyanaya

The analysis of methods for assessing the methylation of cytosine
residues in the DNA sample of monocarpic plant Linum usitatissimum

The advantages and disadvantages of the most popular methods of analyzing the epigenome of
plants are considered. The methods of determination of the DNA methylation in the context of
radio-biological researches are analyzed. Data on applications of the methods described to the study
of a DNA modification of monocarpic plant Linum usitatissimum irradiated with different doses
of ionizing radiation are presented.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №6 139



УДК 575/597/551:2(477.5)

С.В. Межжерин, А.А. Циба, Д.С. Межжерина, П.П. Пухтаевич

Ситуация нарастающего пресса генетических аномалий
в диплоидно-полиплоидной популяции щиповок

(Cypriniformes, Cobitidae, Cobitis)

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины И.А. Акимовым)

Генетический мониторинг диплоидно-полиплоидной популяции щиповок (Cobitis taenia
s. lato) р. Ирпень (приток Днепра) показал необычайно резкие изменения ее биотипи-
ческого состава за период 2001–2013 гг. Вследствие чего в этой популяции стали абсо-
лютно доминировать особи C. 2 elongatoides — tanaiticа с аномальными аллозимными
спектрами. При этом у особей популяции стало наблюдаться резкое увеличение чис-
ла двуядерных эритроцитов. Все эти негативные генетические процессы произошли на
фоне уменьшающейся численности вида в р. Ирпень, что косвенно свидетельствует
о некотором снижении приспособленности особей этой популяции.

Актуальным направлением генетических исследований является анализ разнообразных на-
рушений работы генетического аппарата, возникающих у особей в природных популяциях.
Причиной ненормального функционирования генома в естественной среде обитания может
быть средовой стресс, инвазии мобильных генетических элементов и гибридизация в раз-
личных ее формах. Генетическая нестабильность проявляется как на уровне отдельных
генов, так и генома в целом. В первом случае это модификации действия гена, приводящие
к нарушению синтеза полипептидных цепей, во втором — геномные мутации.
В этой связи интерес вызывает случай массовых аномалий аллозимных спектров, обна-

руженный у гиногенетических гибридных форм щиповок, небольших вьюновых рыб, в по-
пуляции р. Ирпень (Киевская обл.) [1]. Суть феномена заключается в том, что с опреде-
ленного поколения у всех самок-аллотриплоидов, имеющих два генома дунайской (Cobitis
elongatoides) и один геном обыкновенной (С. taenia) щиповки, произошло уменьшение эле-
ктрофоретической подвижности продукта аллеля Aat-1100 (рис. 1). Это обстоятельство ука-
зывает на нарушение функционирования генных систем у гибридов, вызванное очевидным
внедрением чужеродных генетических элементов [2–4] при псевдогамном воспроизводстве,
когда самцы С. taenia являются донором сперматозоидов для гиногенетических триплои-
дных самок. Также отмечено появление беккроссов, включающих два генома обыкновенной

Рис. 1. Аллозимные спектры локуса Aat-1 у щиповок различных биотипов:
1 — C. elongatoides (EE); 2 — C. taenia (TT); 3 — C. elongatoides — 2 taenia (ETT); 4 — C. 2 elongatoides —
taenia (EET); 5 — C. 2 elongatoides — taenia (ETT95); 6 — C. 2 elongatoides — tanaitica — taenia (EETT95)
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и два генома дунайской щиповок (биотип C. 2 elongatoides — 2 taenia). Это указывает на
то, что наряду с псевдогамией при скрещиваниях триплоидных самок биотипа Cobitis 2
elongatoides — taenia с диплоидными самцами Cobitis taenia происходит инкорпорация це-
лого хромосомного набора. При этом, несмотря на свою генетическую “патологичность”,
щиповки указанных биотипов не оказались чем-то исключительным, а сразу же стали
в популяции р. Ирпеня численно доминировать. С момента возникновения аномальной
ситуации прошло уже более 10 лет, поэтому целесообразно отследить дальнейшую дина-
мику генетической структуры этой необычной популяции. Кроме того, возникает вопрос:
связана ли ненормальная экспрессия генов с функционированием генетического аппарата
в целом. В этой связи актуальным было бы использование микроядерного теста, в дан-
ном случае анализа морфологических изменений ядер эритроцитов периферической кро-
ви [5–7].
Идентификация биотипов проведена по аллозимным маркерам, степень плоидности —

цитометрическим анализом, а нарушения структуры генома — по аномалиям ядер эритро-
цитов на мазках периферической крови.
В пределах бассейна р. Ирпень за 12-летний период исследований выявлен ряд биоти-

пов, большей частью гибридных, геномная структура которых подробно описана ранее [8].
Это диплоидные особи щиповки обыкновенной С. taenia (биотип TT), триплоидные биоти-
пы (C. elongatoides — taenia — tanaitica и C. elongatoides — 2 taenia), а также единичные
в бассейне гомологичные тетраплоидные биотипы (C. elongatoides — 3 taenia и С. elongatoi-
des — 2 taenia — tanaitica), которые в данном случае рассматриваются вместе как биотип
(C. elongatoides — 2 taenia s. lato) в широком смысле (ETT). Особи этого биотипа самые
многочисленные в водотоках Среднего Днепра и часто составляют большинство особей
популяции. Триплоидный биотип C. 2 elongatoides — tanaitica (EET) обычен в басейне Ду-
ная, однако крайне редок в Среднеднепровском бассейне, исключение составляет р. Ирпень.
Этот же триплоидный биотип, но с измененной электрофоретической подвижностью про-
дукта аллеля Aat-1100 (см. рис. 1), свойственного особям C. taenia и С. tanaitica, обозначен
как EET95. Тетраплоидные биотипы C. 2 elongatoides — taenia — tanaitica встречаются
трех типов: с немодифицированным (EETT) и модифицированным (EETT95 и EET95T95)
спектрами Aat-1. Их появление — результат беккроссирования самцов С. taenia с соот-
ветствующими аллотриплоидами.
Распределение особей разных биотипов в выборках за период с 2001 по 2013 г. выгля-

дит следующим образом (табл. 1). При этом наблюдается четкая тенденция увеличения
особей с аномальными спектрами Ааt -1, т. е. особей биотипа EET95 (рис. 2). В 2001 г. они
не отмечены вообще, в 2002 г. — это единичные случаи, с 2004 г. — абсолютно все осо-
би биотипа C. 2 elongatoides — tanaitica уже имели продукт гена Ааt -1100 с уменьшенной
электрофоретической подвижностью. Причем в 2004–2005 гг. они составили в выборках аб-
солютное большинство 70,4± 3,93%. Дальше их представленность еще больше увеличилась
(в 2006 г. — 90 ± 6,7%, в 2008 г. — 90,9 ± 8,7%, в 2013 г. — 92,6 ± 5,0%). Начиная с 2006 г.,
по всему бассейну реки стали попадаться тетраплоиды-беккроссы EETT95 с аномальными
спектрами, частота которых колебалась от 4 до 22,3%.
Что же произошло: экспансия генетически аномальных особей, приведшая к подъему

численности щиповок в бассейне Ирпеня, или просто увеличение их представленности в по-
пуляции при стабильной или падающей общей численности? На основании данных частоты
попадания щиповок в орудия лова, можно утверждать, что общая численность щиповок
в р. Ирпень за последние 10 лет однозначно не возрастает, а, скорее, падает. Поэтому речь,
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Рис. 2. Изменение соотношения между особями биотипов с нормальными спектрами Ааt-1 — TT ETT,
EET, EETT (светло-серое заполнение) и с аномальными спектрами EET95, EETT95 , EET95T95 (темно-серое
заполнение) в выборках, взятых в районе г. Ирпень по годам

вероятнее всего, может идти только о большей представленности особей-носителей аномаль-
ных спектров, на фоне общего снижения численности.
Причиной такой парадоксальной тенденции могут быть как экологические факторы —

изменения условий в реке, так и генетические — нарастающее число аномальных особей.
В какой-то степени ответ на этот вопрос может быть получен с помощью микроядерного
теста. Анализ морфологии ядер эритроцитов показал, что действительно у полиплоидных
щиповок достаточно часто попадаются клетки либо с четко выраженной перетяжкой ядра,
либо вообще имеющие два ядра (рис. 3). Их максимальная частота достигает 10% на тысячу
просмотренных клеток. Анализ изменений средней частоты встречаемости двухъядерных
эритроцитов у щиповок р. Ирпень за последние 10 лет свидетельствует о ее четком возрас-
тании (рис. 4). Причем увеличение происходит не за счет нарастания числа двухъядерных
эритроцитов отдельных особей, а вследствие увеличения числа особей, у которых эти ано-
малии наблюдаются. Таким образом, полученные результаты указывают на растущие на-
рушения генетического аппарата у полиплоидных щиповок в бассейне р. Ирпень на фоне
угасания популяции.

Таблица 1. Распределение биотипов щиповок в р. Ирпень за период исследований

Населенный пункт Год TT ETT EET EET95 EETT EET95T95 EETT95

г. Ирпень 2001 4 4 4 — — — —
г. Ирпень 2002 6 19 3 1 — — —
г. Ирпень 2004 9 20 — 79 1 2 —
г. Ирпень 2005 2 9 — 19 — — —
с. Княжичи 2005 6 10 — 6 — — —
пгт Гостомель 2005 1 3 — 10 — — —
с. Демидов 2006 5 13 — 2 — — 2
г. Ирпень 2006 1 1 — 16 — — 2
г. Ирпень 2007 — — — — — — —
г. Ирпень 2008 — 1 — 8 — — 2
г. Ирпень 2009 — — — — — — —
с. Стоянка 2011 1 1 8 — — 3
пгт Гостомель 2011 1 1 — 1 — — —
г. Ирпень 2013 2 — — 24 — — 1
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Рис. 3. Нормальные и аномальные двухъядерные эритроциты на мазках периферической крови у триплои-
дных щиповок биотипа C. 2 elongatoides — tanaitica

Рис. 4. Стандартное отклонение и средний процент (%) двухъядерных эритроцитов на особь в популяции
щиповок р. Ирпень по годам

Как уже указывалось, в Среднем Днепре особи биотипа C. 2 elongatoides — tanaitica
среди полиплоидных щиповок — большая редкость, тогда как в Дунае они самые обычные.
Очевидно они в отличие от биотипов C. elongatoides — 2 taenia и C. 2 elongatoides — tanai-
tica — taenia ограничены в своем продвижении на восток. Причина в том, что в Среднем
Днепре диплоидные формы щиповок представлены только С. taenia, а потому гиногенети-
ческие скрещивания ♀C. 2 elongatoides — tanaitica могут быть только с самцами другого
вида — C. taenia. Из-за того, что при гиногенезе происходит инкорпорация какой-то час-
ти генетического материала самца [3–5], в случае внедрения чужеродного генетического
материала неизбежны негативные генетические последствия, что и происходит при указан-
ных выше скрещиваниях. Если это так, то почему в бассейне Среднего Днепра, пусть даже
и очень редко, попадаются особи C. 2 elongatoides — tanaitica с нормальными спектрами. Бо-
лее того, специальные исследования популяций щиповок Житомирского Полесья показали,
что в каналах и небольших речушках Барановского и Новоград-Волынского районов, отно-
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сящихся к бассейну р. Случь, практически полностью представлены особи биотипа EET,
причем с нормальными спектрами Aat. При этом в самой р. Случь в районе Новоград-Во-
лынского, как и в большинстве рек средне- и верхнеднепровского бассейнов, доминируют
особи биотипа ETT. Соотношение биотипов в этой реке выглядит следующим образом: 8
TT, 30 ETT и 3 EЕТ. Можно предположить, что для того, чтобы инкорпорация чужеродно-
го материала привела к негативным последствиям, необходимо, чтобы сработал пусковой
механизм, таковым может быть средовой стресс, например загрязнение воды. Последнее
обстоятельство для р. Ирпень более чем актуально.
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С.В. Межжерiн, А.А. Циба, Д.С. Межжерiна, П.П. Пухтаєвич

Ситуацiя зростаючого пресу генетичних аномалiй
в диплоїдно-полiплоїдних популяцiях щипiвок (Сypriniformes,
Cobitidae, Cobitis)

Генетичний монiторинг диплоїдно-полiплоїдної популяцiї щiповок (Cobitis taenia s. lato)
р. Iрпiнь (притока Днiпра) показав надзвичайно рiзкi змiни її бiотипового складу за пе-
рiод 2001–2013 рр. Внаслiдок чого в цiй популяцiї стали абсолютно домiнувати особини C.
2 elongatoides — tanaiticа з аномальними алозимними спектрами. При цьому в особин попу-
ляцiї також спостерiгається рiзке збiльшення числа двоядерних еритроцитiв. Усi цi нега-
тивнi генетичнi процеси вiдбулися на тлi падiння чисельностi виду в р. Iрпiнь, що побiчно
свiдчить про деяке зниження пристосованостi особин цiєї популяцiї.
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S.V. Mezhzherin, A.A. Tsyba, D. S. Mezhzherina, P. P. Pukhtaevitch

Situation of the increasing pressure of genetic abnormalities in a
diploid-polyploid of population spined loaches (Cypriniformes,
Cobitidae, Cobitis)

Genetic monitoring of a diploid-polyploid population of spined loach (Cobitis taenia s. lato) in the
Irpen river (tributary of the Dnieper) has pointed unusually abrupt changes of its biotype structure
for the period 2001–2013. The result is that, in this population, individuals оf C. 2 elongatoides-
tanaiticа biotype with abnormal allozyme spectrum became to completely dominate. At the same
time, individuals of this population also demonstrate a sharp increase in the number of binuclear
erythrocytes. All these negative genetic processes occurred against the background of a declining
population of the species in this river, which indirectly indicates a slight decrease in the fitness of
individuals of this population.
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Дiя комплексу C60 фулерену i доксорубiцину

на пухлиннi клiтини in vitro та in vivo

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Р. С. Стойкою)

Запропоновано технологiчну схему для отримання стабiльного водного розчину C60 фу-
лерену з антибiотиком антрациклiнового ряду доксорубiцином (Докс). Встановлено ан-
тинеопластичний ефект створеного комплексу C60+Докс in vitro на клiтини асцитної
карциноми Ерлiха, лейкозу L1210 та карциноми легенi Льюїса, а також його проти-
пухлинну дiю на рiст карциноми легенi Льюїса in vivo. Данi результати свiдчать про
потенцiйно високу ефективнiсть застосування комплексу C60+Докс в хiмiотерапiї зло-
якiсних новоутворень.

Однiєю з актуальних проблем розвитку сучасної бiотехнологiї є вирiшення комплексного
завдання, що лежить на стику таких наук, як хiмiя, фiзика, матерiалознавство, бiологiя,
медицина, та передбачає цiлеспрямований дизайн, синтез i вивчення функцiональних влас-
тивостей наноматерiалiв (розмiром до 100 нм принаймнi в одному з вимiрiв). Останнiм
притаманна висока бiодоступнiсть, низька токсичнiсть та висока специфiчна бiоактивнiсть.
Вiдзначимо, що в найближчому майбутньому за допомогою запропонованих унiкальних
нанобiотехнологiй буде розв’язана проблема ранньої дiагностики злоякiсних пухлин iз ви-
значенням їх локалiзацiї i адресної доставки лiкарських препаратiв до органiв-мiшеней.
Серед можливих перспективних i ефективних бiомедичних лiкарських засобiв значне мiсце
займає C60 фулерен.

C60 фулерен — це молекула майже сферичної форми дiаметром 0,72 нм, поверхня якої
складається з 60 атомiв вуглецю, поєднаних мiж собою одинарними i подвiйними хiмiчними
зв’язками. Її можна синтезувати доступними хiмiчними методами, вона характеризується
високою хiмiчною стабiльнiстю та унiкальними фотофiзичними властивостями [1]. Завдяки
нанорозмiру, поєднанню мiцностi з малою масою, анти/прооксидантним властивостям [2, 3],
бiодоступностi [4], здатностi проникати всередину клiтин [5, 6], немодифiкованi C60 фулере-
ни розглядають як фармацевтично цiннi сполуки нового класу [7, 8]. Однак вiдзначимо, що
поряд зi значними перспективами у використаннi цих речовин у профiлактицi та лiкуваннi
захворювань, на цьому шляху iснують також певнi проблеми i перестороги. Так, данi бiоло-
гiчних дослiджень водних дисперсiй молекул C60 вказують на їх можливий токсичний вплив
на органiзм людини. З iншого боку, наводяться докази, що немодифiкованi C60 фулерени
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при низьких концентрацiях не є токсичними або принаймнi не виявляють гострої токсичної
дiї у системах in vitro та in vivo [9, 10]. Встановлено, що токсичнiсть молекул C60 iстотно
залежить вiд модифiкацiї їхньої поверхнi, умов синтезу i обробки, концентрацiї наночасти-
нок у cередовищi розчинника i вiдповiдно розмiру утворених з них агрегатiв (кластерiв).
Припускають, що головними механiзмами цитотоксичної дiї C60 фулеренiв є викликане ни-
ми перекисне окиснення лiпiдiв (ПОЛ), розвиток на цьому тлi оксидативного стресу та
пов’язанi з цим наслiдки, зокрема ушкодження ДНК i некроз [11].
Одним iз найпоширенiших терапевтичних засобiв у хiмiотерапiї раку є антибiотик антра-

циклiнового ряду — доксорубiцин (Докс) [12]. Однак його головними недолiками є кардiо-
токсичнiсть i невисока специфiчнiсть, що iстотно знижує ефективнiсть лiкувальної дiї. Тому
для покращення ефективностi терапевтичної дiї Докс необхiдно розвивати альтернативнi
методи лiкування злоякiсних пухлин, включаючи цiлеспрямований пошук нових субстанцiй
(зокрема, таргетних носiїв i агентiв, якi сприятимуть зниженню побiчних ефектiв). Можна
припустити, що iммобiлiзацiя Докс на C60 фулеренi [13] запобiгатиме його токсичнiй дiї на
iнтактнi клiтини i посилюватиме його проникнення в клiтини-мiшенi.
Метою роботи було оцiнити токсичний ефект комплексу C60 фулерену з доксорубiци-

ном (C60+Докс) in vitro на рiзнi типи трансформованих клiтин (асцитна карцинома Ерлi-
ха, лейкоз L1210 та карцинома легенi Льюїса), а також протипухлинний ефект вказаного
комплексу на рiст пухлин у експериментальних тварин iз трансплантованою карциномою
легенi Льюїса; порiвняти отриманi результати з дiєю C60 фулерену окремо за умов in vitro
та in vivo.

Матерiали та методи дослiдження. Для приготування водного колоїдного розчину
немодифiкованих C60 фулеренiв використовували розчин C60 фулерену в толуолi (чисто-
та >99,5%), де його концентрацiя вiдповiдала максимальнiй розчинностi ∼2,9 мг/мл, та
однаковий об’єм дистильованої води. Утворенi фази пiддавали дiї ультразвуку. Процедуру
продовжували до повного випаровування толуолу i набуття водною фазою жовтого забарв-
лення. За допомогою фiльтрацiї водного розчину вiддiляли розчинний продукт вiд нерозчи-
нених молекул C60. Цей метод дозволяє отримати рiзнi його концентрацiї у водi — вiд 0,01 до
1,2 мг/мл. Вимiрювали спектри поглинання C60 фулерену у водi в дiапазонi довжин хвиль
вiд 200 до 700 нм при кiмнатнiй температурi. Як виявилося, в УФ-дiлянцi спектра домi-
нують двi iнтенсивнi широкi смуги поглинання з максимумами при 265 й 345 нм [4]. Водний
колоїдний розчин цiєї сполуки при концентрацiї 0,15 мг/мл i температурi 4 ◦C є стабiль-
ним протягом 12 мiс. Отриманi електронно-мiкроскопiчнi зображення i данi малокутового
розсiяння нейтронiв чiтко вказують на присутнiсть у водi як окремих молекул C60, так i їх
агрегатiв з характерним розмiром до 80 нм (данi не представленi).
В експериментах використовували Докс (“Pfizer”, Italy; лiофiлiзований порошок 10 мг),

розчинений у фiзiологiчному розчинi (0,9% NaCl) при вихiднiй концентрацiї 0,15 мг/мл.
Iммобiлiзацiю Докс на C60 фулеренi проводили за методикою: вихiдний водний розчин C60

фулерену i Докс змiшували в об’ємному спiввiдношеннi 1 : 2. Отриману сумiш обробляли
ультразвуковим диспергатором упродовж 20 хв, пiсля чого перемiшували ще 12 год маг-
нiтною мiшалкою при кiмнатнiй температурi. Вимiрювали спектри поглинання нативного
Докс i сумiшi C60+Докс у дiапазонi довжин хвиль вiд 400 до 600 нм при кiмнатнiй тем-
пературi. Виражений гiпохромний ефект, що спостерiгався в експериментi, свiдчить про
формування cтабiльного комплексу мiж Докс i C60 фулереном [13].
Дослiди in vitro. Для оцiнки цитотоксичного ефекту комплексу C60+Докс i C60 фулерену

(для порiвняння) були використанi клiтини асцитної карциноми Ерлiха, лейкозу L1210 i кар-
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циноми легенi Льюїса, що отриманi з банку клiтинних лiнiй Iнституту експериментальної
патологiї, онкологiї i радiобiологiї iм. Р.Є. Кавецького НАН України (м. Київ). 10 мкл вод-
ного колоїдного розчину C60 фулерену або сумiшi C60+Докс додавали до 100 мкл суспензiї
клiтин у кiлькостi ∼3 ·105 та iнкубували впродовж 18 год. Токсичний ефект дослiджуваних
препаратiв вивчали з використанням МТТ-тесту [14], заснованого на здатностi мiтохондрi-
альних дегiдрогеназ дихального ланцюга перетворювати 3-(4,5-диметилтiазол-2-iл)-2,5-ди-
фенiл-2Н-тетразолiй бромiд (МТТ) на формазан, який кристалiзується в клiтинi. Cуспен-
зiю клiтин, що мiстила цей препарат, iнкубували в присутностi МТТ упродовж 3,5 год
при 37 ◦C. Осад формазану розчиняли в концентрованому розчинi DMSO. Вимiрювання
екстинкцiї проводили на цифровому спектрофотометрi (μQuant, BioTEK, США) на дов-
жинi хвилi 540 нм. Цитотоксичну активнiсть дослiджуваного препарату розраховували за
формулою: (1−ε/ε0)·100%, де ε0 i ε — екстинкцiя контрольної та дослiдної проби вiдповiдно.
Дослiди in vivo. Самцi мишей лiнiї С57B/6 (вага 20–25 г) перебували на стандартнiй дiєтi

вiварiю (Iнститут експериментальної патологiї, онкологiї i радiобiологiї iм. Р.Є. Кавецького
НАН України, Київ) при температурi (25±1) ◦C. Усi експерименти проводили вiдповiдно до
нормативiв Європейської конвенцiї про захист хребетних тварин пiд контролем бiоетичної
комiсiї вказаної установи.
Карцинома легенi Льюїса була трансплантована внутрiшньом’язово в кiнцiвку мишей

(5 · 105 пухлинних клiтин у 0,2 мл фiзiологiчного розчину). Як вiдомо, цей тип пухлини
характеризується високим ступенем метастазування в легеню [8]. Тварини розподiляли на
три групи: перша — мишi з перещепленою пухлиною, яким на наступну добу пiсля цього
внутрiшньочеревно вводили 0,9% NaCl в об’ємi 0,2 мл п’ять разiв через день (контроль,
n = 7); друга — мишi, яким на наступну добу пiсля перещеплення пухлини внутрiшньоче-
ревно вводили водний колоїдний розчин C60 фулерену в об’ємi 0,2 мл п’ять разiв через день
(n = 7) [8]; третя — мишi, яким на наступну добу пiсля перещеплення пухлини внутрiшньо-
черевно вводили сумiш C60+Докс в об’ємi 0,2 мл п’ять разiв через день (n = 7). Кiнцевi
дози C60 фулерену та комплексу C60+Докс становили 7,5 мг/кг. Характер введення пре-
паратiв, що мiстили C60 фулерен, обрано з урахуванням того факту, що молекули C60, якi
вводили внутрiшньочеревно щурам (доза — 500 мг/кг), виводилися з органiзму впродовж
2–4 дiб [15]. Варто також зазначити, що використана доза C60 фулерену в експериментах
була значно нижчою за значення ЛД50, що при пероральному введеннi мишам становила
600 мг/кг ваги тiла [15].
Кiнетику росту карциноми легенi Льюїса у мишей дослiджували шляхом вимiрювання

її поперечних розмiрiв (a й b — довжина й ширина (в мм) вiдповiдно) та розрахунку об’єму
пухлини за формулою: V = 1/2((a + b)/2)3 [8]. Вимiрювання розпочинали на 10-у добу
пiсля перещеплення пухлини, коли її спостерiгали вiзуально, i закiнчували на 21-у добу
експерименту пiсля загибелi першої тварини у контрольнiй групi.
Статистичний аналiз вiрогiдностi експериментальних даних проводили за допомогою

t-критерiю Стьюдента (рiвень значущостi p � 0,05) з попередньою перевiркою гiпотези про
нормальний закон розподiлу випадкової величини за критерiєм Колмогорова–Смiрнова.

Результати та їх обговорення. Отриманими результатами з вивчення цитотоксичної
активностi (за допомогою МТТ-тесту) дослiджуваних препаратiв щодо пухлинних клiтин
рiзного типу доведено, що C60 фулерен (0,15 мг/мл) проявляє максимальний токсичний
ефект на клiтини асцитної карциноми Ерлiха (∼26%), взагалi не виявляє такої дiї щодо
клiтин лейкозу L1210 i, навпаки, на ∼17% стимулює рiст клiтин карциноми легенi Льюї-
са (вибiрковiсть цитотоксичної дiї C60 фулерену). Можливо, це зумовлено посиленням
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Рис. 1. Динамiка росту карциноми легенi Льюїса у мишей трьох груп: 1 — контроль; 2 — за умов введення
C60 фулерену; 3 — за умов введення комплексу C60 +Докс. p � 0,05 вiдносно контролю.
Номери кривих вiдповiдають номерам груп

метаболiзму, що зумовлює зростання пролiферативної активностi клiтин карциноми легенi
Льюїса.
Застосування комплексу C60+Докс порiвняно з дiєю C60 фулерену характеризувалося

значним зростанням токсичного впливу на всi типи пухлинних клiтин in vitro: на ∼78%
щодо клiтин асцитної карциноми Ерлiха, ∼60% щодо клiтин лейкозу L1210 i ∼91% щодо
клiтин карциноми легенi Льюїса.
Кiнетика росту карциноми легенi Льюїса in vivo впродовж тривалостi експерименту (з 10

до 21-ї доби) має нелiнiйний характер (рис. 1). Отриманi данi свiдчать, що у другiй групi
(введення C60 фулерену) гальмування росту (об’єму) пухлини на 16 i 21-у добу експерименту
становило 18 i 17% вiдповiдно у порiвняннi з контрольною групою, у той час як у третiй
групi (введення комплексу C60+Докс) — 37 й 33% вiдповiдно. Отже, протипухлинна дiя
вказаного комплексу майже вдвiчi перевищила протипухлинну дiю C60 фулерену.
Таким чином, створено стабiльний комплекс C60+Докс, який можна розглядати як но-

вий фармакологiчний препарат. Як за умов in vitro, так i in vivo використання комплексу
C60+Докс призводить до пiдвищеного токсичного впливу на пухлиннi клiтини порiвняно
з використанням вiльного C60 фулерену.
Можна припустити, що завдяки унiкальнiй системi спряжених подвiйних зв’язкiв на по-

верхнi C60 фулерену вiн здатен нейтралiзувати активнi форми кисню (АФК), приєднуючи
неспарений електрон i перетворюючись на стабiльний радикал C·−

60 . Це дозволяє запобiгати
цитотоксичним ефектам АФК, якi продукуються в iнтактних клiтинах у випадку викори-
стання традицiйного протипухлинного препарату Докс (антиоксидантна активнiсть C60

фулерену). Крiм цього, C60 фулерен може слугувати засобом доставки протипухлинного
чинника, зокрема Докс, до клiтин злоякiсних пухлин (C60 фулерен як носiй лiкарських
препаратiв).
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С.В. Прилуцкая

Действие комплекса C60 фуллерена и доксорубицина на опухолевые
клетки in vitro и in vivo

Предложена технологическая схема для получения стабильного водного раствора C60 фул-
лерена с антибиотиком антрациклинового ряда доксорубицином (Докс). Установлен анти-
неопластичный эффект созданного комплекса C60+Докс in vitro на клетки асцитной карци-
номы Эрлиха, лейкоза L1210 и карциномы легкого Льюиса, а также его противоопухолевое
действие на рост карциномы легкого Льюиса in vivo. Данные результаты свидетельствуют
о потенциально высокой эффективности применения комплекса C60+Докс в химиотерапии
злокачественных новообразований.

S.V. Prylutska

Effect of the complex of C60 fullerene with doxorubicin on tumor cells
in vitro and in vivo

A technological scheme for preparing a stable aqueous solution of C60 fullerene with an antibiotic
doxorubicin (Dox) of the anthracycline row is proposed. The toxic effect of the C60+Dox complex
on cells of Ehrlich ascites carcinoma, leukemia L1210, and Lewis lung carcinoma is demonstrated.
Its antitumor effect on Lewis lung carcinoma in vivo was also shown. Thus, a high efficiency of
the C60+Dox complex in the anticancer therapy is postulated.
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УДК 577.355.3

А.В. Семенiхiн, О.К. Золотарьова

Iдентифiкацiя карбоангiдразної активностi, асоцiйованої
з бiлковими комплексами фотосинтетичних мембран

хлоропластiв шпинату

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Є.Л. Кордюм)

Бiлковi комплекси фотосинтетичних мембран хлоропластiв шпинату були роздiленi
методом нативного електрофорезу iз змiщенням заряду пiсля солюбiлiзацiї мембран не-
iонним детергентом дигiтонiном. Для визначення зон гелю, якi мiстили АТФ-синтаз-
ний комплекс i його вiдокремлену каталiтичну частину (CF1), була використана ко-
льорова реакцiя на АТФазну активнiсть. Цитохромному b6f комплексу тилакоїдiв вiд-
повiдала зона, яка завдяки присутностi цитохромiв мала червоний колiр у нефарбова-
ному гелi. Локалiзацiя цитохромного b6f комплексу, АТФ-синтази i CF1 пiдтвердже-
на аналiзом субодиничного складу вiдповiдних бiлкових зон пiсля ДДС-електрофорезу.
Визначення карбоангiдразної активностi в бiлкових зонах неденатурованого гелю шля-
хом фарбування бромтимоловим синiм показало, що крiм фотосистеми II, яка мiстить
компоненти з карбоангiдразною активнiстю, карбоангiдраза асоцiйована також цито-
хромним b6f комплексом i АТФ-синтазою. Наведенi данi свiдчать на користь припущен-
ня про участь множинних форм карбоангiдрази у внутрiшньотилакоїдному перенесеннi
протонiв вiд центрiв їх утворення до АТФ-синтази.

Карбоангiдраза (КА, карбонат гiдролiаза, EC 4.2.1.1) — металофермент, що мiстить цинк
i каталiзує взаємоперетворення СО2 i НСО

−
3 . КА в десятки тисяч разiв прискорює встанов-

лення рiвноваги мiж формами вугiльної кислоти, яке в розчинi досягається дуже повiль-
но [1, 2]. У кристах мiтохондрiй, цитоплазмi (гiалоплазмi) та стромi хлоропластiв вищих
рослин наявнi як розчиннi форми ферменту, так i зв’язанi з плазматичними та тилакоїдни-
ми [3] мембранами. Експериментально показано, що в тилакоїдних мембранах хлоропластiв
молекули КА асоцiйованi принаймнi з трьома рiзними компонентами електрон-транспорт-
ного ланцюга тилакоїдов. Два носiя карбоангiдразної активностi знайденi як в мономерах,
так i в димерах фотосистеми II (ФСII). Препарати мембран, збагачених фотосистемою I
(ФСI), також мiстять КА [1, 3]. Доведено, що КА, асоцiйована з ФСII, каталiзує утворення
iонiв бiкарбонату в кiлькостi, достатнiй для зв’язування протонiв, що вивiльняються у вну-
трiшнiй об’єм тилакоїду при фотосинтетичному окисленнi води [2]. Встановлено [4], що
вiльна дифузiя не може бути ефективним механiзмом перенесення протонiв вiд центрiв їх
утворення всерединi тилакоїду до АТФ-синтази. Транспорт протонiв значно прискорюєть-
ся при залученнi полегшеної дифузiї за участю рухливих буферiв, зокрема бiкарбонату,
фонд якого пiдтримується завдяки активностi КА. Це дає пiдставу для припущення, що,
крiм асоцiйованих з ФСI та ФСII карбоангiдраз, у складi iнших мембранних полiпептидних
комплексiв можуть бути присутнi бiлки з карбоангiдразною активнiстю.
У тилакоїдних мембранах, крiм хлорофiлвмiстних полiпептидних комплексiв фотосис-

тем, наявнi також iнтегральнi мультибiлковi комплекси цитохромiв b6f i АТФ-синтази, а та-
кож, згiдно з останнiми даними, НАД-дегiдрогеназний комплекс [5]. Разом цi компоненти
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забезпечують фотосинтетичне перенесення електронiв i спряжене з ним перенесення прото-
нiв, у результатi якого формується трансмембранний протонний градiєнт — рушiйна сила
в процесi синтезу АТФ, тобто всi основнi полiпептиднi комплекси фотосинтетичних мембран
беруть участь у свiтлозалежному протонному обмiнi.
Мета дослiдження полягала у виявленнi бiлкових комплексiв тилакоїдної мембрани,

з якими асоцiйована карбоангiдразна активнiсть.
Для цього був вiдпрацьований метод нативного електрофорезу зi змiщенням заряду для

роздiлення нативних пiгмент-бiлкових та бiлкових комплексiв iз листя шпинату i визначена
карбоангiдразна активнiсть цих полiпептидiв.
Тилакоїди видiляли зi свiжого подрiбненого листя шпинату, руйнуючи їх у гомогенi-

заторi в крижаному буферi (20 мМ трис/NaOH (pH 7,8), 400 мМ сорбiтол, 2 мМ ЕДТА,
1 мМ MgCl2, 5 мМ аскорбат i 0,1% БСА, 0,05% цистеїн, 1 мМ фенiлметилсульфонiлфторид
(ФМСФ)). Суспензiю фiльтрували через два шари полотна i центрифугували при 200 g
3 хв та при 2500 g протягом 10 хв. Осад ресуспендували в гiпотонiчному буферi (20 мМ
трис/NaOH (pH 7,5), 5 мМ сорбiтол та 5 мМ MgCl2) з подальшим центрифугуванням при
2500 g протягом 4 хв та при 15000 g протягом 10 хв. Осад, який мiстив iзольованi тилакоїди,
промивали буфером зберiгання (330 мМ сорбiтол, 10 мМ NaCl, 10 мМ KCl, 2,5 мМ MgCl2,
10 мМ Трис/NaOH, pH 7,8) i пiсля переосадження суспендували в невеликому об’ємi буферу
зберiгання при концентрацiї хлорофiлу 4 мг/мл (концентрацiя бiлка 20 мг/мл). Усi операцiї
по iзоляцiї тилакоїдiв проводили 4 ◦C. Концентрацiю хлорофiлу в препаратах тилакоїдних
мембран визначали за Арноном [6], концентрацiю бiлка — за Лоурi [7].
Для солюбiлiзацiї бiлкових комплексiв очищенi тилакоїднi мембрани iнкубували протя-

гом 30 хв при 4 ◦C у 10% розчинi дигiтонiну (при спiввiдношеннях детергент/бiлок 1 : 1;
2 : 1; 4 : 1; 8 : 1) за наявностi iнгiбiторiв протеаз 0,75 М амiнокапронової кислоти i 1 мМ
ФМСФ. Пiсля iнкубацiї (60 хв, 4 ◦C) фракцiю розчинених бiлкiв тилакоїдних мембран
вiдокремлювали центрифугуванням протягом 45 хв при 140 000 g i 4 ◦C. Вмiст бiлка в су-
пернатантi визначали за Лоурi [7].
Нативний електрофорез зi змiщенням заряду мембранних бiлкових комплексiв проводи-

ли в модифiкованiй системi за Андерсоном та iн. [8] i Колiснiченком та iн. [9] у блоках ПААГ
(70× 80× 1 мм), у градiєнтi концентрацiї акриламiду (4–11%) у 0,375 М трис НCl (pH 8,8)
буферi. Концентруючий (формуючий) гель мiстив 3,75% акриламiду в 0,0625 М трис НСl
(pH 6,8) буферi. Верхнiй (катодний) та нижнiй (анодний) електроднi буфери складалися
з розчину глiцину i трису (25 мМ трис НСl, 192 мМ глiцин), pH 8,3. Для забезпечення
змiщення заряду в катодний електродний буфер додавали 0,005% розчин додецилсульфату
натрiю (ДДС-Na).
Для аналiзу субодиничного складу комплексiв, отриманих пiд час нативного електро-

форезу, смужку гелю з бiлковими треками вирiзали та проводили ДДС-денатуруючий
електрофорез у другому напрямку в модифiкованiй системi Леммлi [10] у блоках ПААГ
(70×80×1 мм). Роздiляючий (робочий) гель формували, створюючи градiєнт концентрацiї
акриламiду вiд 10 до 20%. Концентруючий (формуючий) гель мiстив 4% акриламiду. Бiл-
ковi зони вiзуалiзували за допомогою барвника кумассi R-250. Для визначення АТФазної
активностi використовували методи Алена i Хiнцика [11] та Гоморi [12]. Гелi пiсля нативного
електрофорезу iнкубували протягом ночi в розчинi 10 мМ АТФ, 10 мМ СаСl2 у 100 мМ трис
НСl (pH 9,5). Потiм гель промивали водою та iнкубували протягом 20 хв у 3 мМ розчинi
Рb(NO3)2, приготованому на 80 мМ трис-малатному буферi (pH 7,0). Пiсля промивання
водою гелi занурювали в 0,2% розчин Na2S. Мiсця локалiзацiї АТФ-синтази проявлялися
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Рис. 1. Електрофоретичне розділення компонентів ізольованих тилакоїдних мембран шпинату в
ПААГ після солюбізації в 10% розчині дигітоніну в присутності 0,75 М амінокапронової кислоти
і 1 мМ ФМСФ.
а — маркерні білки (феритин, мономер та димер); б–д — тилакоїди, солюбілізовані дигітоніном
при співвідношенні детергент/білок: б — 8 : 1, в — 2 : 1, г — 4 : 1, д — 1 : 1

Рис. 2. АТФазна активність білкових зон нативного ПААГ електрофорезу тилакоїдів листків шпи-
нату. Електрофореграма гелю, пофарбованого сульфідом свинцю, стрілки показують зони прояву
АТФ-синтазної активності.
а–г —білки-маркери; д — білкові зони тилакоїдних мембран після солюбілізації дигітоніном; е —
білкові зони, у яких виявилась АТФазна активність



Рис. 3. Поділ білкових комплексів у другому напрямку (система Леммлі) ДДС / ПААГ і фарбу-
вання кумасі R-250. Молекулярну масу вказано в кДа.
Субодиниці CF0 I (19 кДа), II (16,5 кДа), III (8 кДа), IV (25 кДа) і субодиниці CF1 α (60 кДа),
β (56 кДА), γ (39 кДа), δ (20,5 кДа), ε (14,7 кДа)

Рис. 4. Карбоангідразна активність білкових зон нативного ПААГ електрофорезу тилакоїдів листя
шпинату. Електрофореграми гелю, пофарбованого бромтимоловим синім (е), стрілки показують
зони прояву карбоангідразної активності. 
а–г — білки-маркери; д — білкові зони тилакоїдних мембран після солюбілізації дигітоніном; е —
білкові зони, у яких виявилась карбоангідразна активність



у виглядi темно-червоних смуг за рахунок утворення нерозчинного РbS. Вiзуалiзацiю кар-
боангiдразної активностi проводили за методом Едвардса i Петтона [13]. Гелi iнкубували
30 хв у 0,2% розчинi бромтимолового блакитного на 50 мМ вероналовому буферi (pH 9,0),
далi гель переносили у воду, насичену СО2 при 0

◦C. У мiсцi локалiзацiї КА блакитне
забарвлення iндикатора змiнювалося на жовте.
Залежно вiд природи детергенту та спiввiдношення детергент/бiлок в iнкубацiйному се-

редовищi досягається солюбiлiзацiя тих чи iнших пiгмент-бiлкових комплексiв. Дослiджен-
ня екстрагуючої здатностi рiзних детергентiв [14] показали, що найефективнiше солюбiлi-
зацiя бiлкових компонентiв стромальних дiлянок тилакоїдiв вiдбувається при використаннi
дигiтонiну. Для вирiшення завдань роботи потрiбно було iзолювати нативнi комплекси ла-
мелярних (стромальних) мембран.
Результати електрофоретичного роздiлення в ПААГ компонентiв iзольованих тилако-

їдних мембран пiсля солюбiзацiї дигiтонiном показанi на рис. 1. Видно, що кiлькiсть бiл-
кових зон на електрофореграмах залежить вiд спiввiдношення детергент/бiлок, причому
високомолекулярнi комплекси проявляються при бiльш високому вмiстi детергенту. За да-
ними рис. 1, найефективнiша солюбiлiзацiя нативних бiлкових комплексiв тилакоїдiв дося-
галася при спiввiдношеннi дигiтонiн/бiлок 8 : 1. Цей режим солюбiлiзацiї дає можливiсть
виявити бiлковi структури з молекулярною масою ≈900 кДа i бiльше. При електрофоре-
тичному роздiленнi солюбiлiзованих дигiтонiном комплексiв тилакоїдiв на незабарвлених
електрофореграмах у бiлковiй зонi, яка мiгрує приблизно як маркер з мол. масою 440 кДа,
чiтко проявляється смуга червоного кольору. Ця смуга, вiрогiдно, має вiдношення до цито-
хромного b6f комплексу, який через наявнiсть залiзовмiсних цитохромiв у нативному станi
забарвлений у червоний колiр.
Для виявлення серед бiлкових зон таких, якi мають АТФазну активнiсть i, вiдповiдно,

можуть бути частиною нативного АТФ-синтазного комплексу, ми проаналiзували специ-
фiчну ферментну активнiсть у ПААГ-гелях. Пiсля проявлення гелiв за наявностi АТФ та
нiтрату плюмбуму були виявленi чотири бiлковi смуги, що мають АТФазну активнiсть.
Положення цих смуг у гелi вiдповiдає 700–750 кДа, ≈600 кДа i ≈130–200 кДа.
Як видно з рис. 2, АТФазна активнiсть реєструється в бiлковiй зонi з мол. масою 600 кДа,

яка, за даними [15], вiдповiдає повному комплексу АТФ-синтази тилакоїдiв. Крiм того,
АТФазну активнiсть мали бiлкова зона з мол. масою >900 кДа, яка, вiрогiдно, вiдповiдає
олiгомернiй формi ферменту, i бiлкова зона з мол. масою 200 кДа, близькою до молекуляр-
ної маси фактора спряження CF1. Фактор спряження CF1 є каталiтичною (водорозчинною)
частиною АТФ-синтазного комплексу, яка не мiстить гiдрофобних субодиниць, що забез-
печують занурення повного комплексу в мембрану. CF1 зберiгає здатнiсть каталiзувати
реакцiю гiдролiзу АТФ, завдяки чому легко виявляється на електрофореграмах.
Аналiз пептидного складу бiлкових зон, пов’язаних з АТФ-синтазою, проводили за до-

помогою методу електрофорезу в другому напрямку в денатуруючих умовах у присутностi
ДДС — Na (система Леммлi). Пiсля роздiлення нативних бiлкiв та бiлкових комплексiв
(перший напрямок) смужку гелю вирiзали, iнкубували за наявностi ДДС-Na та мерка-
птоетанолу й помiщали в систему денатуруючого ДДС-електрофорезу (система Леммлi).
ДДС-електрофорез у другому напрямку полiпептидного комплексу показав наявнiсть усiх
субодиниць АТФ-синтазного комплексу — CF0CF1. Визначено дев’ять пептидних складо-
вих (рис. 3): субодиницi CF0 I (19 кДа), II (16,5 кДа), III (8 кДа), IV (25 кДа) i субодиницi
CF1 α (60 кДа), β (56 кДА), γ (39 кДа), δ (20,5 кДа), ε (14,7 кДа), молекулярнi маси яких
в основному вiдповiдають лiтературним даним [15].
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Електрофореграма бiлкових зон, якi були ферментно активними в АТФазнiй реакцiї,
показує (див. рис. 3), що набiр полiпептидiв, з яких складаються бiлковi зони з мол.
масою ≈600 i ≈900 кДа, є дуже близьким i вiдповiдає полiпептидному складу повного
АТФ-синтазного комплексу. Бiлковi зони з мол. масою 900 кДа та бiльше виявлялися на
електрофореграмi за умов використання дигiтонiну при спiввiдношеннi до бiлка 8 : 1.
На цiй пiдставi можна зробити висновок, що додавання дигiтонiну до тилакоїдiв у спiв-
вiдношеннi 8 : 1 призводить до повної солюбiлiзацiї основних мембранних пiгмент-бiлко-
во-лiпiдних комплексiв тилакоїдiв, що зберiгають свою структуру i функцiональну актив-
нiсть.
У паралельному експериментi по локалiзацiї КА було показано, що в цьому полiпепти-

дному комплексi наявна i карбоангiдразна активнiсть. Найбiльш активною є КА, пов’язана
iз ФСII (рис. 4), що узгоджується з даними лiтератури [1–3]. Крiм того, карбоангiдразна
активнiсть надiйно виявлялася також у бiлкових зонах, якi мiстили АТФ-синтазу i цито-
хромний b6f комплекс. Оскiльки, як зазначалося вище, у складi комплексу ФСII знайдено
два носiя карбоангiдразної активностi [1, 3], це, можливо, пояснює бiльш iнтенсивне забарв-
лення бiлкової зони ФСII за умов нашого експерименту.
Таким чином, показано, що основнi комплекси тилакоїдної мембрани (ФСII, цитохром-

ний b6f комплекс i АТФ-синтаза) асоцiйованi з компонентами, якi мають карбоангiдразну
активнiсть. Оскiльки цi комплекси беруть участь у перенесеннi протонiв, отриманi резуль-
тати свiдчать на користь висунутого припущення про залучення множинних форм КА ти-
лакоїдiв у процеси фотосинтетичного протонного транспорту.
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А.В. Семенихин, Е.К. Золотарева

Идентификация карбоангидразной активности, ассоциированной
с белковыми комплексами фотосинтетических мембран
хлоропластов шпината

Белковые комплексы фотосинтетических мембран хлоропластов шпината были разделены
методом нативного электрофореза со смещением заряда после их солюбилизации неионным
детергентом дигитонином. Для определения зон геля, содержащих АТФ-синтазный комп-
лекс и его каталитическую часть (CF1), была использована цветная реакция на АТФаз-
ную активность. Цитохромному b6f комплексу тилакоидов соответствовала зона, кото-
рая из-за наличия цитохромов имела красную окраску в неокрашенном геле. Локализация
цитохромного b6f комплекса, АТФ-синтазы и CF1 подтверждена анализом субъединично-
го состава соответствующих белковых зон после ДДС-электрофореза. Определение кар-
боангидразной активности в белковых зонах неденатурированного геля цветной реакцией
с бромтимоловым синим показало, что кроме фотосистемы II, которая содержит ком-
поненты с карбоангидразной активностью, карбоангидраза ассоциирована также с цито-
хромным комплексом b6f и АТФ-синтазой. Приведенные данные свидетельствуют в пользу
предположения об участии множественных форм карбоангидразы во внутритилакоидном
переносе протонов от центров их образования к АТФ-синтазе.

A.V. Semenihin, E.K. Zolotareva

Identification of carbonic anhydrase activity associated with protein
complexes of photosynthetic membranes of spinach chloroplasts

Protein complexes of photosynthetic membranes of spinach chloroplasts were separated by native
charge shift electrophoresis after the solubilization of membranes by a non-ionic detergent digitonin.
To determine the areas of the gel that contained the ATP synthase complex and its isolated catalytic
part (CF1), the color reaction for ATFase activity was used. Due to the presence of cytochromes,
the b6f thylakoid membrane complex was red in the unstained gel. The localization of cytochrome
b6f complex, ATP synthase, and CF1 was confirmed by the subunit analysis of the corresponding
protein zones by SDS-electrophoresis. Using nondenaturing electrophoresis followed by detection of
carbonic anhydrase (CA) activity in the gel stained with bromothymol blue, the following carriers
of CA were detected: photosystem II, cytochrome b6f complex, and ATP synthase. The data favor
the assumption that multiple forms of thylakoid carbonic anhydrase take part in the internal proton
transfer from the centers of their evolution to the ATP synthase.
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Структура i динамiка тирозил-тРНК синтетази
Mycobacterium tuberculosis у комплексi з iнгiбiтором

SB-219383

Iнгiбiтор SB-219383 та його аналоги є класом потенцiйних iнгiбiторiв бактерiальних
тирозил-тРНК синтетаз. Для дослiдження динамiчних фармакофорних ознак прове-
дено моделювання молекулярної динамiки тирозил-тРНК синтетази еубактерiї Myco-
bacterium tuberculosis у комплексi з iнгiбiтором SB-219383. Показано, що iнгiбiтор зв’я-
зується в активному центрi ферменту, взаємодiючи з дiлянкою зв’язування тирозину
та фосфатної групи. SB-219383 не взаємодiє з каталiтичною петлею KMSKS.

Тирозил-тРНК синтетаза (TyrRS) є ферментом, який вiдповiдає за приєднання тирозину до
вiдповiдної тРНК на дорибосомному етапi синтезу бiлка [1]. TyrRS еубактерiї Mycobacterium
tuberculosis (MtTyrRS) нами розглядається як перспективна мiшень для пошуку та розроб-
ки нових антибактерiальних iнгiбiторiв, специфiчне iнгiбування цього ферменту повинно
iстотно пригнiчувати рiст патогенних бактерiй [2]. Використовуючи базу даних траєкторiй
молекулярної динамiки (МД) MtTyrRS, ми проводимо вiртуальний скринiнг нових селек-
тивних iнгiбiторiв цього ферменту з врахуванням конформацiйної рухливостi активного
центру. Для дизайну iнгiбiторiв важливим етапом є визначення фармакофорних ознак [3].
Для вивчення динамiчних фармакофорних дескрипторiв ми дослiджували MtTyrRS

у комплексi з iнгiбiтором SB-219383 методом моделювання МД у часових iнтервалах 100 нс.
Цей iнгiбiтор та його аналоги є класом потенцiйних та специфiчних iнгiбiторiв бактерiаль-
них тирозил-тРНК синтетаз (TyrRS) [4, 5]. Iнгiбiтор SB-219383 показує конкурентну iнгi-
буючу активнiсть проти S. aureus TyrRS з концентрацiєю напiвмаксимального iнгiбування
IC50 0,6 нM, для TyrRS людини IC50 становить 22 мкM [4]. Сполуку SB-219383 можна
охарактеризувати як Tyr–Gly дипептид, в якому положення Сα атома глiцину є похiдним
бiциклiчного цукру [5].
У данiй роботi наведено результати дослiдження динамiчних фармакофорних ознак iнгi-

бiтора SB-219383 методом моделювання МД у комплексi зMtTyrRS. Дослiджено формуван-
ня водневих зв’язкiв у ходi МД та тривалiсть їх iснування. Визначено механiзм зв’язування
iнгiбiтора в активному центрi ферменту в розчинi.
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Iнгiбiтор зв’язується в активному центрi MtTyrRS з дiлянкою взаємодiї тирозину та
фосфатної групи, не заповнюючи кишеню зв’язування з аденiном та не взаємодiючи з ка-
талiтичною петлею.
Димер MtTyrRS було пiдготовлено за схемою, описаною в нашiй попереднiй роботi [6].

Для побудови комплексу MtTyrRS з iнгiбiтором використано кристалографiчну структуру
комплексу S. aureus TyrRS з SB-219383 (PDB код — 1JII) [7]. Конформацiю зв’язування
iнгiбiтора в активному центрi MtTyrRS отримано шляхом накладання активних центрiв
ферментiв.
Всi обрахунки МД проведенi за допомогою програмного забезпечення GROMACS 4.5 [8]

з використанням силових полiв AMBER ff99SB-ILDN [9] та CHARMM27 [10]. Було отрима-
но щонайменше по три траєкторiї МД з кожним силовим полем. Пiдготовка системи здiйс-
нювалася таким чином. Бiлок був помiщений в бокс з водою типу TIP3P з мiнiмальною
вiдстанню до стiнок боксу 1 нм. Заряд системи було нейтралiзовано шляхом додавання iонiв
Na+ та Cl− при концентрацiї 150 мм (близька до фiзiологiчної). Спочатку було проведено
мiнiмiзацiю вiльної енергiї системи, а потiм врiвноважено шляхом прив’язки важких атомiв
бiлка до їхнiх вихiдних позицiй. Iнтегрування проводилось з кроком у 2 фс. Довжини зв’яз-
кiв обраховувались за алгоритмом Lincs, електростатичнi взаємодiї — за алгоритмом PME.
Параметр вiдсiчення (cutoff) було виставлено в 1 нм для всiх типiв взаємодiй. Температура
i тиск пiдтримувались постiйними за алгоритмами V-rescale в 310 K та Parrinello–Rahman
в 1 атм вiдповiдно. Всi обчислення МД проведено з використанням сервiсiв вiртуальної
лабораторiї MolDynGrid (http://moldyngrid.org), на кластерах ICYB i ISMA Українського
нацiонального грiду [11].
Для вiзуалiзацiї траєкторiй та графiчного аналiзу структур використано програму

PyMOL [12]. Середньоквадратичнi вiдхилення (СКВ) i середньоквадратичнi флуктуацiї
(СКФ) розрахованi за допомогою програм пакета GROMACS g_rms i g_rmsf вiдповiдно.
Для схематичного зображення водневих зв’язкiв мiж лiгандом та ферментом використано
програму LigPlot+ [13].
Для перевiрки стабiльностi димеру MtTyrRS у комплексi з iнгiбiтором SB-219383 було

визначено СКВ та СКФ Сα атомiв вiд їхнiх початкових координат у ходi моделювання МД
(рис. 1). СКВ свiдчать про стабiльнiсть ферменту протягом симуляцiї МД. Аналiз отрима-
них СКФ показав, що найбiльш рухливими елементами димеру є С-кiнцевi домени [14] та
неструктурованi каталiтичнi петлi KMSKS [6].
Щоб оцiнити зв’язування лiганду в активному центрi MtTyrRS, було пораховано всi

водневi зв’язки мiж iнгiбiтором та ферментом, а також тривалiсть їх iснування протягом
всього часу симуляцiї МД (100 нс) (табл. 1). Iнгiбiтор SB-219383 формує дев’ять водневих
зв’язкiв з амiнокислотними залишками активного центру ферменту: Tyr36, Gly38, Asp40,
His50, Asp178, Asp196, Gln197 (рис. 2). Тривалiсть iснування водневих зв’язкiв коливається
вiд 35 до 99% (див. табл. 1), що є свiдченням конформацiйної рухливостi активного центру
ферменту та iнгiбiтора в розчинi.
Iнгiбiтор SB-219383 зв’язується в активному центрi ферменту, взаємодiючи з дiлянкою

зв’язування тирозину та фосфатної групи, його розмiри меншi за розмiри тирозиладенiла-
ту, тому iнгiбiтор не взаємодiє з каталiтичною петлею (рис. 3). Ми припускаємо, що цим
обумовлена низька специфiчнiсть iнгiбiтора, що призводить до токсичностi його для орга-
нiзму людини. В бактерiальних TyrRS мотив KMSKS вiдiграє важливу роль у каталiти-
чному механiзмi, тому iнгiбiтори, якi будуть взаємодiяти з цим мотивом, матимуть бiльшу
афiннiсть до бактерiальних TyrRS, нiж до еукарiотичних гомологiв [15]. Ми проводимо по-
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Рис. 1. Середньоквадратичні відхилення (а) та середньоквадратичні флуктуації (б) Сα атомів від
початкових структур в ході моделювання МД комплексу MtTyrRS з інгібітором SB-219383

Рис. 3. Накладання просторових структур тирозиладенілату та інгібітора SB-219383. Інгібітор має
менші розміри та заповнює в активному центрі кишеню зв’язування з тирозином та фосфатною
групою

Рис. 2. Інгібітор SB-219383 та амінокислотні залишки активного центру MtTyrRS, з якими
формуються водневі зв’язки (а); схематичне зображення водневих зв’язків інгібітора SB-219383 із
залишками активного центру (б)



Таблиця 1. Водневi зв’язки мiж iнгiбiтором SB-219383 та активним центромMtTyrRS. Для кожного зв’язку
наведено довжину та тривалiсть iснування протягом 100 нс моделювання МД

Водневi зв’язки
Довжина, Å

Тривалiсть
iснування, %MtTyrRS — SB-219383

Tyr36-OH — O13 2,89 37,72
Gly38-O — HO28 2,87 35,47
Asp40-NH — O1 2,61 91,82
His50-NE2H — O32 3,05 67,39
Asp178-OD2 — HO13 2,87 99,26
Asp196-OD1 — HO29 2,61 90,16
Asp196-OD2 — HO32 2,52 92,39
Gln197-OE1 — HO32 3,00 34,39
Gln197-NE2H — O32 2,92 50,47

шук нових селективних iнгiбiторiв з врахуванням рухливостi структури активного центру,
використовуючи базу даних МД. Дизайн iнгiбiторiв MtTyrRS повинен базуватися на по-
дiбностi до тирозиладенiлату та динамiчних фармакофорних ознаках, отриманих шляхом
моделювання МД димеру MtTyrRS у комплексах iз субстратами та iнгiбiтором SB-219383.
Таким чином, дослiдження динамiчних фармакофорних ознак iнгiбiтора SB-219383 ме-

тодом моделювання МД в комплексi з MtTyrRS показало, що iнгiбiтор утворює дев’ять
водневих зв’язкiв, тривалiсть яких становить 39–99% загальної тривалостi симуляцiї МД.
Iнгiбiтор зв’язується в активному центрi MtTyrRS з дiлянкою взаємодiї тирозину та фос-
фатної групи, не заповнюючи кишеню зв’язування з аденiном та не взаємодiючи з каталi-
тичною петлею. Новi iнгiбiтори повиннi взаємодiяти з каталiтичним мотивом KFGKS, це
надасть їм бiльшої афiнностi до бактерiальних TyrRS, нiж до еукарiотичних гомологiв.

Робота пiдтримана грантом № 15/2013 Державної цiльової науково-технiчної програ-
ми впровадження i застосування грiд-технологiй на 2009–2013 рр. та грантом № 49/2013
Програми наукових дослiджень НАН України “Розробка iнтелектуальних суперкомп’ю-
терних систем сiмейства СКIТ, забезпечення їх ефективного функцiонування та ство-
рення iнформацiйних технологiй, сучасного математичного, програмно-технiчного забез-
печення для розв’язання складних та надскладних науково-практичних задач (Iнтелект)”
на 2013–2015 рр.

1. Bedouelle H. Recognition of tRNA(Tyr) by tyrosyl-tRNA synthetase // Biochimie. – 1990. – 72, No 8. –
P. 589–598.

2. Одинець К.О., Корнелюк О. I. Модель просторової структури тирозил-тРНК синтетази збудника
туберкульозу Mycobacterium tuberculosis // Укр. бiохiм. журн. – 2008. – № 5. – С. 36–49.

3. Чекман I.С., Небесна Т.Ю., Казакова О.О., Сiмонов П.В. Фармакофори: створення лiкарських
засобiв // Журн. АМН України. – 2010. – 16, № 3. – С. 424–437.

4. Stefanska A.L., Coates N. J., Mensah L.M. et al. SB-219383, a novel tyrosyl tRNA synthetase inhibitor
from a Micromonospora sp. I. Fermentation, isolation and properties // J. Antibiot. (Tokyo). – 2000. – 53,
No 4. – P. 345–350.

5. Houge-Frydrych C. S., Readshaw S.A., Bell D. J. SB – 219383, a novel tyrosyl tRNA synthetase inhibitor
from a Micromonospora sp. II. Structure determination // Ibid. – 2000. – 53, No 4. – P. 351–356.

6. Микуляк В. В., Корнелюк О. I. Динамiчне формування β-тяжової структури в активному центрi ти-
розил-тРНК синтетази еубактерiї Mycobacterium tuberculosis за даними молекулярної динамiки //
Доп. НАН України. – 2012. – № 5. – С. 158–162.

7. Qiu X., Janson C.A., Smith W.W. et al. Crystal structure of Staphylococcus aureus tyrosyl-tRNA
synthetase in complex with a class of potent and specific inhibitors // Protein Sci. – 2001. – 10, No 10. –
P. 2008–2016.

158 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



8. Hess B., Kutzner C., Van Der Spoel D., Lindahl E. GROMACS 4: Algorithms for highly efficient, load-
balanced, and scalable molecular simulation // J. Chem. Theory Comput. – 2008. – 4, No 3. – P. 435–447.

9. Hornak V., Abel R., Okur O. et al. Comparison of Multiple Amber Force Fields and Development of
Improved Protein Backbone Parameters // Proteins. – 2006. – 65, No 3. – P. 712–725.

10. Bjelkmar P., Larsson P., Cuendet M. et al. Implementation of the CHARMM Force Field in GROMACS:
Analysis of Protein Stability Effects from Correction Maps, Virtual Interaction Sites, and Water Models //
J. Chem. Theory Comput. – 2010. – 6, No 2. – P. 459–466.

11. Salnikov A.O., Sliusar I.A., Sudakov O.O. et al. Virtual laboratory moldyngrid as a part of scientific
infrastructure for biomolecular simulations // Int. J. Computing. – 2010. – 9, No 4. – P. 294–300.

12. The PyMOL Molecular Graphics System, Version 1.3, Schrödinger, LLC.

13. Laskowski R.A., Swindells M. B. LigPlot+: multiple ligand-protein interaction diagrams for drug di-
scovery // J. Chem. Inf. Model. – 2011. – 51. – P. 2778–2786.

14. Микуляк В. В., Корнелюк О. I. Конформацiйна рухливiсть тирозил-тРНК синтетази еубактерiї M.

tuberculosis по даним комп’ютерного моделювання молекулярної динамiки // Фiзика живого. – 2011. –
19, № 2. – С. 4–8.

15. Austin J., First E. Comparison of the catalytic roles played by the KMSKS motif in the human and Bacillus
stearothermophilus trosyl-tRNA synthetases // J. Biol. Chem. – 2002. – 277, No 32. – P. 28394–28399.

Надiйшло до редакцiї 16.12.2013Iнститут високих технологiй Київського нацiонального
унiверситету iм. Тараса Шевченка
Iнститут молекулярної бiологiї i генетики
НАН України, Київ

В.В. Микуляк, член-корреспондент НАН Украины А.И. Корнелюк

Структура и динамика тирозил-тРНК синтетазы Mycobacterium

tuberculosis в комплексе с ингибитором SB-219383

Ингибитор SB-219383 и его аналоги являются классом потенциальных ингибиторов бак-
териальных тирозил-тРНК синтетаз. Для исследования динамических фармакофорных
признаков проведено моделирование молекулярной динамики тирозил-тРНК синтетазы
эубактерии Mycobacterium tuberculosis в комплексе с ингибитором SB-219383. Показано, что
ингибитор связывается в активном центре фермента, взаимодействуя с участком свя-
зывания тирозина и фосфатной группы. SB-219383 не взаимодействует с каталитической
петлей KMSKS.

V.V. Mykuliak, Corresponding Member of the NAS of Ukraine A. I. Kornelyuk

Structure and dynamics of Mycobacterium tuberculosis tyrosyl-tRNA
synthetase in complex with SB-219383 inhibitor

Inhibitor SB-219383 and its analogues are a class of potential inhibitors of bacterial tyrosyl-tRNA
synthetases. To study the dynamic pharmacophore features, we have performed molecular dynamics
simulations of M. tuberculosis tyrosyl-tRNA synthetase in complex with SB-219383 inhibitor. The
inhibitor binds to the active center of the enzyme interacting with the region of binding of tyrosine
and a phosphate group. SB-219383 does not interact with the catalytic KMSKS loop.
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Методика лечения гнатической формы мезиального
прикуса

С помощью методов биомеханики построена математическая модель работы лицевой
маски и определены ее опорные реакции. Опорные реакции получены для разных вели-
чин угла наклона вектора усилия натяжения резиновой тяги, прилагаемого к верхней
челюсти.

Мезиальная окклюзия зубных рядов у детей по частоте распространения занимает значи-
тельное место среди прочих зубочелюстных аномалий. По литературным данным, частота
распространения мезиальной окклюзии колеблется от 2,8 до 7,6% случаев среди зубоче-
люстных аномалий [1]. Распространенность мезиальной окклюзии вызывает необходимость
совершенствовать методики лечения этой зубочелюстной аномалии.
Зубоальвеолярная форма мезиальной окклюзии характеризуется несоответствием раз-

меров зубных рядов и апикальных базисов. Этот вид окклюзии развивается вследствие
аномалии положения зубов, смещения альвеолярного отростка и вынужденного смещения
нижней челюсти вперед. При мезиальной окклюзии передний щечный бугор первого верхне-
го моляра расположен позади поперечной фиссуры одноименного антагониста, а в переднем
отделе часто наблюдается обратное резцовое перекрытие либо прямое смыкание режущих
краев резцов. Различают две формы мезиальной окклюзии — зубоальвеолярную и гнати-
ческую. При гнатической мезиальной окклюзии наблюдается укорочение базиса верхней
челюсти и ее дистальное расположение. Данная аномалия связана с удлинением тела ниж-
ней челюсти и ее ветвей, а также с передним расположением головки нижней челюсти
в височно-нижнечелюстном суставе [2].
Лечение мезиальной окклюзии заключается в восстановлении правильных окклюзион-

ных соотношений в переднем и задних отделах зубочелюстного аппарата. В процессе ле-
чения мезиальной окклюзии используют внутри- и внеротовые устройства. Внутриротовые
устройства бывают съемными и несъемными. Из съемных внутриротовых функционально
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и механически воздействующих аппаратов наибольшее применение нашли аппараты Брюк-
ля, пластинки с винтом и протрагирующими пружинами, пластинки с секторальным рас-
пилом и винтом для удлинения верхнего зубного ряда, регуляторы функции Френкеля,
пластинки для нижней челюсти с вестибулярной дугой, а также другие аппараты. Недоста-
тком съемной аппаратуры является то, что перемещение зубов с помощью этих устройств
часто сопровождается их наклоном. Указанный недостаток отсутствует у несъемных внут-
риротовых устройств. Из несъемных внутриротовых устройств, используемых при лечении
мезиальной окклюзии, наибольшее применение нашли дуги Энгля, а также эджуайз- и бре-
кет-техника.
Лечение сложных зубочелюстных патологий вызвало необходимость применения внеро-

товых аппаратов. Из внеротовых аппаратов при лечении гнатической формы мезиального
прикуса применяются подбородочная праща, а также лицевые маски различной конструк-
ции [3, 4]. Эти устройства используют для сдерживания роста нижней челюсти и опти-
мизации роста верхней. Широкое применение нашли лицевые маски Delaire в комплексе
с брекет-системой на верхней челюсти [3, 5].
Целью данной работы является разработка математической модели работы комплекса

из лицевой маски и брекет-системы и разработка рекомендаций по использованию этих
устройств при лечении гнатической формы мезиальной окклюзии.

Материал и методы исследования. Построение математической модели работы
комплекса, состоящего из лицевой маски и брекет-системы, производится методами тео-
ретической механики и механики деформируемого твердого тела. Так как вес лицевой мас-
ки мал по сравнению с ортодонтическим усилием, которое она создает, при определении
опорных реакций им пренебрегали.

Результаты исследования и их обсуждение. В стоматологии все большее примене-
ние находят методы математического моделирования [6–8]. Рассмотрим механико-матема-
тические аспекты лечения гнатической формы мезиальной окклюзии с помощью комплекса,
состоящего из лицевой маски и брекет-системы. Для лечения гнатической формы мезиаль-
ной окклюзии необходимо сдержать рост нижней челюсти и стимулировать рост верхней.
Чтобы осуществить это, к верхнему зубному ряду необходимо приложить постоянно дей-
ствующее усилие вытягивания, а к нижней челюсти — усилие сжатия.
Комплекс для лечения гнатической формы мезиальной окклюзии состоит из лицевой

маски 1 и брекет-системы 2, которые соединены эластичной тягой 3 (см. рис. 1). Брекеты
прикрепляют на вестибулярной поверхности верхнего зубного ряда, а к брекетам — орто-
донтическую дугу, которая связывает зубной ряд в единое целое.
Лицевая маска опирается на лоб и подбородок пациента и удерживается благодаря на-

личию усилия растяжения в эластичной тяге. Верхняя опора лицевой маски фиксируется
относительно каркаса винтом. В средней части каркаса закреплена поперечная планка,
на которую накинута эластичная резиновая тяга 3. Нижняя опора лицевой маски может
свободно перемещаться относительно оси каркаса. Подвижность нижней опоры позволяет
пациенту открывать и закрывать рот при надетой лицевой маске. Когда пациент открывает
рот, нижняя опора перемещается вниз, к краю каркаса, а при закрывании рта — вверх.
На рис. 2 показана расчетная схема сил, действующих на каркас лицевой маски, кото-

рый контактирует с нижней и верхней опорами в точках O и A. Силы, действующие на
каркас лицевой маски, будем рассматривать в декартовой системе координат xOy. Ось y
этой системы координат направлена параллельно касательной к каркасу в точке O. Каркас
лицевой маски шарнирно крепится к верхней опоре в точке A. В точке A со стороны опоры
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Рис. 1. Комплекс для лечения гнатической формы мезиального прикуса

Рис. 2. Расчетная схема каркаса лицевой маски

на каркас действует опорная реакция, которую можно разложить на две составляющие,
направленные параллельно осям координат, — XA и YA. Со стороны нижней опоры в на-
правлении оси x на каркас действует составляющая реакция опоры XO. Так как в направ-
лении оси y нижняя опора относительно каркаса перемещается свободно, то составляющая
реакции нижней опоры YO в направлении оси y будет изменять свое направление. Реакция
нижней опоры YO в направлении оси равна:
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(kXO), если пациент закрывает рот (рис. 2, а),

YO = 0, если опора не перемещается относительно каркаса,

(−kXO), если пациент открывает рот (рис. 2, б ),

(1)

где k — коэффициент трения–скольжения каркаса относительно опоры.
Со стороны брекетов на каркас под углом α к отрицательному направлению оси x дей-

ствуют усилие тяги T , которое также можно разложить на составляющие, действующие
вдоль осей координат,

Tx = T cosα, Ty = T sinα (2)

Для определения опорных реакций каркаса составим систему уравнений равновесия
каркаса для случая закрывания рта пациентом (рис. 2, а). Система уравнений равновесия
каркаса включает равенства сил, действующих на каркас вдоль осей x и y, а также сумму
моментов всех сил, действующих в плоскости xOy:

XA +XO = Tx,

kXO + YA = Ty,

aXA + bYA = cTx.

(3)

Системе уравнений (3) соответствует следующее матричное уравнение:⎛⎝1 1 0
0 k 1
a 0 b

⎞⎠⎛⎝XA

XO

YA

⎞⎠ =

⎛⎝ Tx
Ty
cTx

⎞⎠ , (4)

где

⎛⎝1 1 0
0 k 1
a 0 b

⎞⎠ — матрица коэффициентов системы уравнений;
⎛⎝XA

XO

YA

⎞⎠ — вектор опорных
реакций; (T ) =

⎛⎝ Tx
Ty
cTx

⎞⎠ — вектор внешней нагрузки.

Для решения системы (3) необходимо обратить матрицу коэффициентов уравнения.
Определитель матрицы коэффициентов системы уравнений (3) равен (a+kb), а обращенная
матрица коэффициентов системы уравнений имеет вид⎛⎝ kb −b 1

a b −1
−ka a k

⎞⎠ /(a+ kb). (5)

Решая систему уравнений (3) относительно неизвестных реакций опор, получим следующее
решение для случая, когда пациент закрывает рот:

⎛⎝XA

XO

YA

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(kb+ c)Tx − bTy
a+ kb

(a− c)Tx + bTy
a+ kb

k(c− a)Tx + aTy
a+ kb

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (6)
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В случае открытия рта знак перед коэффициентом трения в (2) и (3) меняется на про-
тивоположный и реакции опор будут определяться следующими выражениями:

⎛⎝XA

XO

YA

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(−kb+ c)Tx − bTy
a− kb

(a− c)Tx + bTy
a− kb

−k(c− a)Tx + aTy
a− kb

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (7)

В состоянии покоя, когда рот не двигается, усилие трения будет равно нулю, и выраже-
ние для опорных реакций примет вид

⎛⎝XA

XO

YA

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cTx − bTy

a

(a− c)Tx + bTy
a

Ty

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (8)

Определим силы, действующие со стороны опор маски на подбородок и лоб пациента.
Для этого зададимся величинами параметров a, b, c, α, которые входят в выражения (2)–(8)
для конкретного клинического случая a= 122 мм, b = 76 мм, c = 32 мм и усилием T = 1 Н.
Коэффициент трения — скольжения каркаса по нижней опоре примем равным k = 0, 1.
Подставляя значения Tx, Ty, k и параметров a, b, c в (4)–(8), получим для ряда значений

угла α значения опорных реакций XA, XO, YA, YO. В табл. 1 представлены результаты
расчета опорных реакций XA, XO, YA, YO (столбцы 4–7), рассчитанные для T = 1 Н. Угол
наклона α между вектором усилия тяги и отрицательным направлением оси x представлен
в третьем столбце табл. 1.

Таблица 1

№ п/п Движение нижней челюсти α◦ XA, Н YA, Н XO , Н YO, Н

1 Закрытие рта, формула (6) 30 −0,03 0,41 0,89 0,09
2 20 0,09 0,26 0,85 0,09
3 10 0,2 0,1 0,79 0,08
4 0 0,31 −0,07 0,69 0,07
5 −10 0,4 −0,23 0,58 0,06
6 −20 0,49 −0,39 0,45 0,05
7 Состояние покоя, формула (8) 30 −0,08 0,5 0,95 0
8 20 0,03 0,34 0,91 0
9 10 0,15 0,17 0,83 0

10 0 0,26 0 0,74 0
11 −10 0,37 −0,17 0,62 0
12 −20 0,46 −0,34 0,48 0
13 Открывание рта, формула (7) 30 −0,15 0,6 1,01 −0,1
14 20 −0,03 0,44 0,97 −0,1
15 10 0,09 0,26 0,89 −0,09
16 0 0,21 0,08 0,79 −0,08
17 −10 0,33 −0,11 0,66 −0,07
18 −20 0,43 −0,29 0,51 −0,05
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Усилия T и XO, которые направлены на исправление гнатической формы мезиального
прикуса, можно назвать “полезными”. Усилие T , действующее в мезиальном направлении,
создается натяжением тяги и приложено через брекеты к верхнему зубному ряду. Уси-
лие XO, сдерживающее рост нижней челюсти, приложено в дистальном направлении. Из
таблицы видно, что усилие XO достигает максимальных величин при максимальном угле α
наклона вектора T . При открывании рта усилие XO увеличивается, а при закрывании —
уменьшается.
Составляющая опорной реакции YO при открывании рта принимает отрицательные зна-

чения, а при закрывании — положительное. Когда нижняя челюсть не двигается, эта состав-
ляющая равна нулю. Опорная реакция лицевой маски в точке A пропорциональна усилию T
и меняется в зависимости от угла α. Чем больше угол α, тем больше составляющая YA
и меньше составляющая XA. При закрывании рта составляющая YA уменьшается, а со-
ставляющая XA увеличивается. Открывание рта приводит, соответственно, к увеличению
составляющей опорной реакции YA и уменьшению составляющей XA.
Таким образом, с помощью методов биомеханики построена математическая модель ра-

боты комплекса, состоящего из лицевой маски и брекет-системы, для лечения гнатической
формы мезиальной окклюзии. Опорные реакции комплекса на лицо пациента получены
для разных величин угла резиновой тяги, передающей ортодонтическое усилие к верхней
челюсти. Преимуществом лицевой маски является то, что она одновременно создает два
“полезных” усилия — усилие сдерживания роста нижней челюсти и усилие вытягивания
верхней челюсти вперед. Усилие, создаваемое резиновой тягой и приложенное к верхне-
му зубному ряду, направлено мезиально, а опорная реакция, приложенная к нижней че-
люсти, действует в дистальном направлении. “Полезное” усилие, приложенное к нижней
челюсти, увеличивается с увеличением угла наклона резиновой тяги. При открывании
рта это усилие увеличивается, а при закрывании — уменьшается. Составляющая опор-
ной реакции, действующая на подбородок вдоль касательной к каркасу, при открывании
рта направлена вниз, а при закрывании — вверх. В состоянии покоя, когда нижняя че-
люсть не двигается, эта составляющая равна нулю. Опорная реакция лицевой маски на
лоб пропорциональна усилию резиновой тяги и меняется в зависимости от его угла нак-
лона.
Приведенная математическая модель может быть использована при планировании ле-

чения гнатической формы мезиального прикуса пациентов.
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Методика лiкування гнатичної форми мезiального прикусу

За допомогою методiв бiомеханiки побудовано математичну модель роботи лицьової мас-
ки i визначено її опорнi реакцiї. Опорнi реакцiї отриманi для рiзних величин кута нахилу
вектора зусилля натягу гумової тяги, що прикладається до верхньої щелепи.

Academician of the NAS of Ukraine Ya.M. Grigorenko, A.Ya. Grigorenko,
N.N. Тоrmakhov, D.Yu. Shpak, P. S. Flis

A treatment method for the gnatic form of the mesial occlusion

By the methods of biomechanics, a mathematical model of the work of a facepiece is built, and its
supporting reactions are determined. Supporting reactions are got for various slope angles of the
force vector of a rubber pull applied to the supramaxilla.
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О.Г. Федорчук, Г.Д. Льон, Ю.Р. Якшибаєва, Г. В. Горбик,
О.М. Пясковська

Чутливiсть клiтин карциноми легенi Льюїса LLC
та LLC/R9 до цитотоксичної дiї природних кiлерних

клiтин та макрофагiв мишей С57BL/6 in vitro

(Представлено академiком НАН України В.Ф. Чехуном)

Проведене порiвняльне дослiдження чутливостi клiтин вихiдного (LLC) та хiмiорезис-
тентного (LLC/R9) варiантiв карциноми легенi Льюїса до несенсибiлiзованих макрофа-
гiв та природних кiлерних клiтин iнтактних мишей С57BL/6 in vitro. Показано, що
формування резистентностi клiтин карциноми легенi Льюїса до цисплатину супровод-
жується пiдвищенням їх чутливостi до цитотоксичної дiї природних кiлерних клiтин
i зниженням чутливостi до цитотоксичної дiї макрофагiв. Можливою причиною пiд-
вищеної чутливостi цих клiтин до цитотоксичної дiї природних кiлерiв може бути
знижений рiвень експресiї молекул I класу ГКГ. Знижена чутливiсть клiтин хiмiоре-
зистентного варiанта до цитотоксичної дiї несенсибiлiзованих макрофагiв асоцiйована
з пiдвищеною здатнiстю до аутофагiї.

Вiдомо, що бiологiчнi властивостi пухлинних клiтин впливають на характер взаємодiї пух-
лини та органiзму, що визначає особливостi перебiгу пухлинного процесу [1–3]. З одно-
го боку, в процесi росту пухлини вiдбувається iмуноселекцiя її клiтин, здатних уникнути
iмунного нагляду. Такi клiтини характеризуються зниженим рiвнем експресiї компонентiв
процесингу i презентацiї ендогенних антигенiв: молекул I класу головного комплексу гiс-
тосумiсностi (ГКГ), компонентiв протеасомного комплексу, бiлкiв-транспортерiв тощо [4].
З iншого — пухлиннi клiтини виробляють низку чинникiв, насамперед цитокiнiв i хемокi-
нiв, якi модулюють функцiї ефекторних клiтин як уродженого, так i адаптивного iмунiтету,
формуючи в такий спосiб iмуносупресивне мiкрооточення [5].
Карцинома легенi Льюїса вважається низькоiмуногенною пухлиною [6]. Нами було сха-

рактеризовано два її варiанти: LLC — отриманий iз вихiдного штаму та LLC/R9 — хiмiо-
резистентний варiант, отриманий пiсля дев’яти курсiв хiмiотерапiї cis-DDP. LLC/R9 у по-
рiвняннi з LLC характеризується високою швидкiстю росту первинної пухлини, високим
ангiогенним та низьким метастатичним потенцiалами [7, 8]. Раннi стадiї росту LLC/R9, на
вiдмiну вiд таких LLC, супроводжуються гематологiчними порушеннями, асоцiйованими
з високим рiвнем продукцiї пухлинними клiтинами VEGF [9]. Високий рiвень iмуноглобулi-
ну G у сироватцi кровi тварин з LLC/R9 дозволяє припустити бiльшу iмуногеннiсть клiтин
цього варiанта щодо такої клiтин вихiдного варiанта [10]. Вiдомо, що набуття пухлинними
клiтинами лiкарської резистентностi в багатьох випадках асоцiюється з реверсiєю їх чутли-
востi до цитотоксичної дiї природних кiлерних клiтин [11, 12].
У даному повiдомленнi дана оцiнка чутливостi клiтин LLC та LLC/R9 до цитотоксичної

дiї природних кiлерних клiтин та макрофагiв мишей С57BL/6 in vitro.
Матерiали та методи дослiдження.Дослiдження проводили на 20-ти мишах-самцях

лiнiї С57BL/6 вiком 2–2,5 мiс. з масою 18–22 г розведення вiварiю (Iнститут експерименталь-
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ної патологiї, онкологiї i радiобiологiї iм. Р.Є. Кавецького НАН України). Всi манiпуляцiї
виконувались, згiдно з мiжнародними правилами роботи з дослiдними тваринами.
Клiтинами-ефекторами (КЕ) слугували мононуклеарнi лейкоцити селезiнки та перито-

неальнi макрофаги (ПМ) мишей. Мононуклеари видiляли з суспензiї клiтин селезiнки шля-
хом центрифугування в градiєнтi щiльностi (1,077 г/см3) фiкол-верографiну. Для отрима-
ння ПМ у черевну порожнину тварин вводили 5 мл середовища 199 (“Sigma”, США) з гепа-
рином (5 Од/мл) з подальшим проведенням масажу передньої стiнки черевної порожнини
впродовж 10 хв. Потiм вiдбирали перитонеальний ексудат, що утворився, i ще двiчi про-
мивали черевну порожнину свiжими порцiями середовища 199. Отриману суспензiю клiтин
двiчi вiдмивали за допомогою центрифугування (200 g, 10 хв), суспендували в 1 мл середо-
вища RPMI 1640 (“Sigma”, США) з додаванням 10% ембрiональної телячої сироватки (ЕТС,
“Sigma”, США), розливали алiквотами по 3,5 мл у пластиковi чашки Петрi дiаметром 6 см та
iнкубували впродовж 45 хв у термостатi при 37 ◦С. Суспензiю неадгезованих клiтин зливали
та двiчi обережно промивали чашки Петрi розчином Хенкса (“Sigma”, США). Далi влива-
ли розчин Хенкса з 0,02% ЕДТА i переносили чашки Петрi на лiд (10–15 хв). Пiсля цього
змивали з дна фракцiю адгезованих клiтин, переважно представлених ПМ. Суспензiю ПМ
осаджували шляхом центрифугування (200 g, 10 хв) та суспендували в повному середовищi
культивування такого складу: середовище RPMI 1640, 10% ЕТС, 2 ммоль/л L-глютамiну
i 40 мкг/мл гентамiцину сульфату. Пiдраховували кiлькiсть життєздатних ПМ i доводили
до концентрацiї 1 · 106 кл./мл.
Клiтинами-мiшенями (КМ) слугували LLC, LLC/R9 та чутлива до цитотоксичної дiї

природних кiлерних клiтин мишей лiнiя YAC-1 як контроль [13]. КМ культивували в пов-
ному середовищi при 37 ◦С у вологiй атмосферi 5% СО2.
Цитотоксичну активнiсть ефекторних клiтин iмунної системи визначали методом про-

точної цитофлуориметрiї як описано в науковiй публiкацiї [14]. Для цього мiченi 5(6)-кар-
боксифлуоресцеїндiацетат-сукцинiлмiдiл ефiром (“Fluka”, Нiмеччина) КМ та КЕ вносили
в лунки 96-лункового круглодонного планшета в об’ємi 200 мкл повного культурального
середовища у спiввiдношеннi 40 : 1, 20 : 1 або 10 : 1. Пiсля центрифугування (50 g, 5 хв)
клiтини iнкубували впродовж 4 год (мононуклеари селезiнки) або 18 год (ПМ) при 37 ◦С
у вологiй атмосферi 5% CO2. По закiнченнi iнкубацiї суспензiю клiтин переносили в цито-
метричнi пробiрки, додавали пропiдiй йодид (“Fluka”, Нiмеччина) у кiнцевiй концентрацiї
2,5 мкг/мл.
Пiдрахунок мертвих КМ проводили за допомогою проточного цитофлуориметра

FACScan (“Becton Dickinson”, США) за допомогою програми “Cell Quest”. Цитотоксичну
активнiсть оцiнювали з використанням iндексу цитотоксичностi (IЦ, %):

IЦ =
Д−К
З−К · 100%,

де Д — кiлькiсть мертвих КМ в дослiднiй пробi (КЕ + КМ); К — кiлькiсть мертвих КМ
в контрольнiй пробi (КМ); З — загальна кiлькiсть КМ, що пiдрахована.
Для статистичної обробки отриманих даних використовували пакети статистичних про-

грам OriginLab 8.5 та Statistica 8.0.
Результати та їх обговорення. Вiдомо, що цитотоксичну дiю проти пухлинних клi-

тин справляють клiтини трьох основних популяцiй: природнi кiлернi клiтини, М1 — мак-
рофаги та CD8 + цитотоксичнi Т-лiмфоцити. Клiтини перших двох популяцiй належать
до ефекторiв вродженого iмунiтету та здатнi до лiзису пухлинних клiтин без попередньої
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Рис. 1. Чутливiсть клiтин LLC/R9 до цитотоксичної дiї мононуклеарних лейкоцитiв селезiнки.
Тут i на рис. 2 : * — розбiжностi при порiвняннi з цитотоксичнiстю проти клiтин YAC-1 в аналогiчних
умовах статистично вiрогiднi (p < 0,05); ** — розбiжностi при порiвняннi з цитотоксичнiстю проти клiтин
LLC в аналогiчних умовах статистично вiрогiднi (p < 0,05)

сенсибiлiзацiї. Зниження рiвня експресiї молекул I класу ГКС робить клiтини нечутливи-
ми до дiї ефекторiв адаптивного iмунiтету (CD8 + цитотоксичних Т-лiмфоцитiв), однак
спричиняє посилення чутливостi до цитотоксичної дiї природних кiлерних клiтин, цитоток-
сичними чинниками яких є перфорiни та гранзими. Хiмiорезистентнiсть пухлинних клiтин
може супроводжуватися посиленням їх чутливостi до цитотоксичної дiї природних кiлер-
них клiтин [11, 12].
На рис. 1. при порiвняннi цитотоксичної активностi мононуклеарних лейкоцитiв селезiн-

ки (МЛС) iнтактних мишей лiнiї С57BL/6 вiдносно до клiтин YAC-1 (1 ) LLC (2 ) й LLC/R9
(3 ) було встановлено, що при спiввiдношеннi КЕ : КМ 40 : 1 цитотоксичнiсть клiтин селе-
зiнки проти клiтин LLC й LLC/R9 була вiрогiдно вищою (в 1,73 та 2,16 раза вiдповiдно)
щодо такої проти клiтин YAC-1. При спiввiдношеннях КЕ : КМ 20 : 1 i 10 : 1 мiж цитоток-
сичнiстю клiтин селезiнки проти клiтин LLC й YAC-1 iстотних вiдмiнностей не виявлено.
При цьому цитотоксичнiсть проти клiтин LLC/R9 була вiрогiдно вищою при порiвняннi
з такою проти LLC або YAC-1.
Отже, клiтини LLC/R9 характеризуються пiдвищеною чутливiстю до цитотоксичної дiї

природних кiлерних клiтин порiвняно з клiтинами вихiдної лiнiї та YAC-1. Активацiя ци-
тотоксичної дiї природних кiлерiв вiдносно пухлинних клiтин значною мiрою залежить вiд
рiвня експресiї молекул ГКГ. Отриманi результати дозволяють припустити, що клiтини хi-
мiорезистентного варiанта карциноми легенi Льюїса характеризуються зниженим рiвнем
експресiї молекул I класу ГКГ.
Механiзм цитотоксичної дiї макрофагiв вiдносно пухлинних клiтин iстотно вiдрiзняє-

ться вiд такої у природних кiлерних клiтин. Цитотоксичними чинниками макрофагального
походження виступають: фактор некрозу пухлин-α; трансформуючий фактор росту-β; ре-
активнi форми кисню й азоту [15].
При дослiдженнi чутливостi клiтин YAC-1 (1 ), LLC (2 ) й LLC/R9 (3 ) до дiї макрофагiв,

проiлюстрованих на рис. 2, було встановлено, що цитотоксична активнiсть ПМ iнтактних
мишей проти YAC-1 залежить вiд спiввiдношення КЕ : КМ — при збiльшеннi кiлькостi КЕ
їх цитотоксичнiсть знижується. Стосовно клiтин карциноми легенi Льюїса спостерiгалась
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Рис. 2. Чутливiсть клiтин LLC/R9 до цитотоксичної дiї перитонеальних макрофагiв

зворотна картина — при збiльшеннi кiлькостi КЕ iндекс цитотоксичностi ПМ проти клi-
тин LLC й LLC/R9 збiльшується. При спiввiдношеннi КЕ : КМ 20 : 1 чутливiсть клiтин
хiмiорезистентного варiанта карциноми легенi Льюїса до цитотоксичної дiї ПМ вiрогiдно
знижується у порiвняннi з такою клiтин вихiдної лiнiї.
Зважаючи на бiологiчнi особливостi клiтин LLC/R9 (високий рiвень продукцiї VEGF,

пiдвищена швидкiсть споживання глюкози та високий рiвень iндукованого гiпоксiєю апопто-
зу, можна припустити, що вони здатнi пригнiчувати цитотоксичну активнiсть макрофагiв
i/або поляризувати їх до толерогенної протизапальної дiї.
Iншим з можливих пояснень резистентностi клiтин-мiшеней LLC/R9 до цитотоксичної

дiї макрофагiв черевної порожнини можуть бути особливостi захисту їх вiд продукованих
макрофагами активних форм кисню та оксиду азоту. Вiдомо, що одними з основних мiшеней
реактивних форм кисню в злоякiсно трансформованiй клiтинi є лiзосоми. Оксидативний
стрес спричиняє дестабiлiзацiю мембрани лiзосоми, вивiльнення лiзосомальних ферментiв
i ушкодження клiтини. З метою захисту вiд тривалого оксидативного стресу в пухлиннiй
клiтинi, як правило, активується процес аутофагiї. При цьому тривалий оксидативний стрес
призводить до так званої аутофагiчної загибелi клiтини, яка класифiкується на сьогоднi як
спорiднений апоптозу вид програмованої клiтинної загибелi [16]. У попереднiх дослiдженнях
нами було показано пiдвищену здатнiсть клiтин LLC/R9 до аутофагiї як в умовах гiпоксiї,
так i в умовах нормоксiї на фонi метаболiчного стресу щодо клiтин LLC [7].
Таким чином, формування резистентностi клiтин карциноми легенi Льюїса до цисплати-

ну супроводжується змiною їх чутливостi до цитотоксичної дiї ефекторiв протипухлинного
iмунiтету. При цьому знижена чутливiсть клiтин хiмiорезистентного варiанта до цитоток-
сичної дiї несенсибiлiзованих макрофагiв асоцiйована з пiдвищеною здатнiстю до аутофагiї.
Можливою причиною пiдвищеної чутливостi цих клiтин до цитотоксичної дiї природних кi-
лерiв може бути знижений рiвень експресiї молекул I класу ГКГ.
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А.Г. Федорчук, А.Д. Лен, Ю.Р. Якшибаева, Г. В. Горбик,
О.Н. Пясковская

Чувствительность клеток карциномы легких Льюиса LLC и LLC/R9
к цитотоксическому действию естественных киллерных клеток
и макрофагов мышей С57BL/6 in vitro

Проведено сравнительное исследование чувствительности клеток исходного (LLC) и хи-
миорезистентного (LLC/R9) вариантов карциномы легких Льюиса к несенсибилизирова-
ным макрофагам и естественным киллерным клеткам интактных мышей С57BL/6 in vit-
ro. Показано, что формирование резистентности клеток карциномы легких Льюиса к цис-
платину сопровождается повышением их чувствительности к цитотоксическому дейст-
вию естественных киллерных клеток и снижением чувствительности к цитотоксичес-
кому действию макрофагов. Возможной причиной повышенной чувствительности этих
клеток к цитотоксическому действию естественных киллеров может быть пониженный
уровень экспрессии молекул I класса ГКГ. Сниженная чувствительность клеток химио-
резистентного варианта к цитотоксическому действию несенсибилизированых макрофагов
ассоциирована с повышенной способностью к аутофагии.
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O.G. Fedorchuk, A.D. Lyon, Yu.R. Yakshibaeva, G.V. Gorbik,
O.N. Pyaskovskaya

Sensitivity of Lewis Lung Carcinoma (LLC) and LLC/R9 cells to
cytotoxic action exerted by murine natural killer cells and macrophages
of C57BL/6 mice in vitro

The comparative investigation of the sensitivity of primary LLC and drug resistant LLC/R9 cells
to natural killer cells and macrophages of С57BL/6 intact mice is performed in vitro. It is shown
that the forming of a resistance to cisplatin by LLC cells is accompanied by an increase of their
sensitivity to the cytotoxic action of natural killer cells and a decrease of the susceptibility to the
cytolytic activity of macrophages. High LLC/R9 cell sensitivity to the cytotoxic action of natural
killer cells possibly was caused by a diminished expression of MHC class I molecules. Decreased
sensitivity of resistant cells to the cytolysis by nonsensitized macrophages was associated with a
high ability to undergo autophagy.
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