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Редукцiя диференцiальних рiвнянь до алгебраїчних

(Представлено членом-кореспондентом НАН України А. Г. Нiкiтiним)

У термiнах сингулярних модулiв редукцiї, тобто сингулярних модулiв некласичної
(умовної) симетрiї, вивчено питання редукцiї диференцiальних рiвнянь до алгебраїчних
рiвнянь.

“Некласичний” пiдхiд до знаходження розв’язкiв диференцiальних рiвнянь запропонова-
но в [1] на прикладi (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi як узагальнення
класичного лiївського методу редукцiї. Протягом останнiх десятилiть цей пiдхiд суттєво
розвинуто i використано при дослiдженнi багатьох диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними (див. детальний огляд у роботах [2–4]). Слiд вiдмiтити, що для вiдповiдних об’єк-
тiв у лiтературi використовують досить рiзноманiтну термiнологiю: порушенi [5], некласич-
нi [6], Q-умовнi [7], умовнi [8], частковi [9] симетрiї, або iнволютивнi сiм’ї/модулi некласич-
них/умовних операторiв симетрiї [10, 11] у бiльш повнiй формi. Характерною особливiстю,
яку некласичнi симетрiї успадковують вiд лiївських, є те, що вони дозволяють будувати
анзаци для невiдомої функцiї, якi редукують вiдповiдне диференцiальне рiвняння до ди-
ференцiальних рiвнянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних. Як правило, у лiтературi
розглядають редукцiї з використанням некласичних симетрiй до звичайних диференцiаль-
них рiвнянь, i на сьогоднi iснує лише декiлька робiт, де розглянуто особливий випадок ре-
дукцiй до алгебраїчних рiвнянь (див., наприклад, [12]). Саме редукцiям диференцiальних
рiвнянь до алгебраїчних i присвячено цю роботу.

Нехай задано розшарований простiр n незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn) i однiєї за-
лежної змiнної u. Розглянемо скiнченновимiрний iнволютивний модуль Q векторних полiв
у цьому просторi i припустимо, що розмiрнiсть p модуля Q над кiльцем гладких функцiй
змiнних x, u не перевищує n, 0 < p � n. Додатково вважаємо, що модуль Q задовольняє так
звану умову на ранг, тобто для кожного фiксованого значення (x, u) проекцiя на простiр
змiнних x є p-вимiрною. Атрибут “iнволютивний” означає, що комутатор будь-яких двох
векторних полiв з Q належить Q. Надалi вважаємо, що iндекси i та j змiнюються вiд 1
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до n, iндекс s змiнюється вiд 1 до p, i за iндексами, що повторюються, йде пiдсумовуван-
ня. Дужками 〈. . .〉 позначатимемо лiнiйну оболонку векторних полiв над кiльцем гладких
функцiй змiнних x, u. Нижнi iндекси функцiй означають диференцiювання за вiдповiдними
змiнними, ∂i = ∂/∂xi i ∂u = ∂/∂u. Будь-яку функцiю вважаємо своєю похiдною нульового
порядку. Весь розгляд проводимо у рамках локального пiдходу.

Нехай векторнi поля Qs = ξsi(x, u)∂i + ηs(x, u)∂u утворюють базис модуля Q, тобто
Q = 〈Q1, . . . , Qp〉. Тодi умова на ранг еквiвалентна рiвностi rank(ξsi) = p. Вимога, що ко-
мутатор будь-якої пари базисних елементiв належить Q, тобто [Qs, Qs′ ] ∈ Q, достатня для
iнволютивностi модуля Q. Якщо векторнi поля Q̃1, . . . , Q̃p утворюють iнший базис моду-
ля Q, то iснує невироджена p × p матрична функцiя (λss

′

(x, u)) така, що Q̃s = λss
′

Qs′ .
Розглянемо диференцiальне рiвняння L вигляду L(x, ur) = 0 для невiдомої функцiї u

незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn) i порядку r. Тут через ur позначено множину всiх
похiдних функцiї u за змiнними x порядку не вище r, включаючи u як похiдну нульового
порядку. У рамках локального пiдходу рiвняння L iнтерпретують як алгебраїчне рiвняння
в просторi струменiв Jr = Jr(x|u) порядку r i ототожнюють з многовидом його розв’яз-
кiв у Jr:

L = {(x, u(r)) ∈ Jr | L(x, u(r)) = 0}.

Символ L використовуємо також для позначення цього многовиду, а символ Qr — для
позначення многовиду, який визначено всiма диференцiальними наслiдками характерис-
тичної системи Q[u] = 0 в Jr.

Диференцiальне рiвняння L називають умовно iнварiантним вiдносно iнволютивного
модуля Q, якщо спiввiдношення VrL(x, ur)|L∩Qr = 0 виконується для будь-якого V ∈ Q.
Це спiввiдношення називають критерiєм умовної iнварiантностi, а Q — iнволютивним
модулем операторiв умовної симетрiї (або Q-умовної симетрiї, або некласичної симетрiї
i т. п.) рiвняння L.

Рiвняння L умовно iнварiантне вiдносно модуля Q тодi i лише тодi, коли анзац, побудо-
ваний за цим модулем, редукує рiвняння L до диференцiального рiвняння з n−p незалежни-
ми змiнними. Тому iнволютивнi модулi операторiв умовної симетрiї коротко називатимемо
модулями редукцiї рiвняння L [2, 4].

Нехай L = L[u] — диференцiальна функцiя порядку ordL = r (тобто гладка функцiя
незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn) i похiдних вiд u за змiнними x порядку не вище r)
i нехай Q — p-вимiрний (0 < p < n) iнволютивний модуль, який породжений векторними
полями Qs = ξsi(x, u)∂i + ηs(x, u)∂u i задовольняє умову на ранг rank(ξsi) = p. Модуль Q
називатимемо сингулярним для L, якщо iснує диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] порядку
меншого, нiж r, така, що L|Qr = L̃|Qr . В iншому випадку Q є регулярним модулем для дифе-
ренцiальної функцiї L. Якщо мiнiмальний порядок диференцiальних функцiй, обмеження
яких на Qr збiгається з L|Qr , дорiвнює k (k < r), тодi модуль Q називатимемо сингулярним
копорядку k для диференцiальної функцiї L. Модуль Q є ультрасингулярним для L, якщо
L|Qr ≡ 0. Копорядок сингулярностi ультрасингулярних модулiв та порядок тотожно ну-
льових диференцiальних функцiй зручно покласти рiвним −1. Для будь-якого регулярного
модуля диференцiальної функцiї L визначимо його копорядок сингулярностi як r = ordL.
Копорядок сингулярностi модуля Q вiдносно диференцiальної функцiї L позначимо через
sco
L
Q. Iнволютивний модуль Q, що задовольняє умову на ранг, є (сильно) сингулярним для

диференцiального рiвняння L, якщо вiн сингулярний для диференцiальної функцiї L[u],
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яка є лiвою частиною канонiчного зображення L[u] = 0 рiвняння L. Атрибут “сильний”, як
правило, будемо опускати.

Випадок, коли розмiрнiсть модулiв векторних полiв збiгається з кiлькiстю незалежних
змiнних, тобто p = n, є особливим для сингулярностi модулiв диференцiальних функцiй.
Якщо n-вимiрний iнволютивний модуль Q породжують векторнi поля, що задовольняють
умову на ранг, то для будь-якої диференцiальної функцiї L = L[u] порядку r iснує ди-
ференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] нульового порядку така, що L|Qr = L̃|Qr . Тому в цьому
випадку вважаємо, що модуль Q є сингулярним для L тодi i лише тодi, коли вiн є ультра-
сингулярним для L, тобто L|Qr ≡ 0. Цей випадок також є особливим при редукцiї диферен-
цiальних рiвнянь. На вiдмiну вiд модулiв редукцiї нижчих розмiрностей, n-вимiрнi модулi
редукцiї будь-якого диференцiального рiвняння L з n незалежними змiнними редукують це
рiвняння до алгебраїчних рiвнянь, а не до диференцiальних рiвнянь з меншою кiлькiстю
незалежних змiнних. Бiльш того, лише в цьому випадку регулярнi та сингулярнi модулi
редукцiї можна вивчити в рамках єдиного пiдходу.

Нехай Q — iнволютивний модуль розмiрностi p = n, який задовольняє умову на ранг.
Тодi можна вибрати базис модуля Q, утворений векторними полями Qs = ∂s + ηs(x, u)∂u.
Оскiльки модуль Q iнволютивний, базиснi елементи Qs комутують, а тому коефiцiєнти
ηs = ηs(x, u) задовольняють систему рiвнянь

ηss′ + ηs
′

ηsu = ηs
′

s + ηsηs
′

u . (1)

За теоремою Фробенiуса система QsΦ = Φs + ηsΦu = 0 на функцiю Φ = Φ(x, u) має єдиний
функцiонально незалежний розв’язок, що не є сталою. Iншими словами, коефiцiєнти ηs

можна зобразити у виглядi ηs = −Φs/Φu, де Φ = Φ(x, u) — деяка гладка функцiя, Φu �= 0.
Неявний анзац, побудований для u за модулем Q, має вигляд Φ(x, u) = ϕ, де ϕ — нова
невiдома (нуль-арна) функцiя. Вона є сталою, оскiльки розмiрнiсть модуля Q дорiвнює
кiлькостi незалежних змiнних x.

Припустимо, що Q — модуль редукцiї диференцiального рiвняння L: L[u] = 0 порядку r.
Усi похiднi функцiї u за змiнними x вiд 1-го до r-го порядку на многовидi Qr, виражаються
через змiннi x i u:

uα = hα(x, u) := (∂1 + η1∂u)
α1 · · · (∂n + ηn∂u)

αnu, 1 � |α| � r.

Оскiльки векторнi поля Qs комутують, таке зображення для похiдних uα добре визначене,
бо не залежить вiд порядку множникiв у правiй частинi. Використовуючи це зображення
для виключення похiдних uα з L, отримаємо диференцiальну функцiю L̃ = L̃[u] нульового
порядку, тобто функцiю вiд змiнних x, u. Варiюючи ηs, отриману функцiю можна iнтер-
претувати як диференцiальну функцiю незалежних змiнних x, u та залежних змiнних ηs.
Таким чином, внаслiдок [4, лема 1] Q є модулем редукцiї для L, якщо виконується умова
QsL̃|L̃=0 = 0. Ця умова разом з рiвняннями (1) задає повну систему визначальних рiвнянь
для коефiцiєнтiв ηs, а на пiдставi зображення ηs = −Φs/Φu ї ї можна також iнтерпретувати
як рiвняння LΦ = 0 на функцiю Φ, де LΦ = L̃|ηs=−Φs/Φu

розглядаємо як диференцiальну
функцiю незалежних змiнних x, u та залежної змiнної Φ.

Для спрощення умови QsL̃|L̃=0
= 0 можна розв’язати рiвняння L̃ = 0 вiдносно однiєї зi

змiнних (вiдносно однiєї з незалежних змiнних або вiдносно залежної змiнної u) i виключити
цю змiнну з рiвняння QsL̃ = 0, використовуючи одержане спiввiдношення. Оскiльки функ-
цiї L̃ i ηs (вiдповiдно Φ) залежать вiд тих самих аргументiв, ця процедура не приводить до
звичайного диференцiального рiвняння.
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У дiйсностi зручнiше використовувати iнший шлях, iз залученням леми Адамара. У рам-
ках локального пiдходу достатньо розбити подальший розгляд на два випадки: або функ-
цiя L̃ має максимальний ранг, або вона є сталою. Згiдно з лемою Адамара у першому
випадку для кожного s умова QsL̃|L̃=0 = 0 еквiвалентна рiвностi QsL̃ = λsL̃ для деякої
гладкої функцiї λs = λs(x, u). Пiсля перехресного диференцiювання для кожної пари (s, s′)
отримаємо

QsQs′L̃−Qs′QsL̃ = Qs(λ
s′L̃)−Qs′(λ

sL̃) = (Qsλ
s′ −Qs′λ

s)L̃ = 0,

тобто Qsλ
s′ = Qs′λ

s. Отже, iснує гладка функцiя Λ = Λ(x, u) така, що λs = QsΛ. Тодi
внаслiдок зображення ηs = −Φs/Φu iз системи рiвнянь QsL̃ = λsL̃ випливає, що LΦ = Λ̃ζ(Φ)
для деякої гладкої функцiї ζ вiд однiєї змiнної, де Λ̃ = eΛ — ненульова функцiя змiнних x, u.

У другому випадку умова QsL̃ = 0 виконується для всiх змiнних x, u як диференцiаль-
ний наслiдок припущення, що функцiя L̃ є сталою. Покладаючи Λ̃ = 1 i ζ(Φ) = LΦ = const,
отримуємо те саме рiвняння LΦ = Λ̃ζ(Φ) з ненульовим множником Λ̃.

Насправдi це рiвняння є в точностi умовою редукцiї рiвняння L за допомогою анзацу
Φ(x, u) = ϕ, що асоцiйований з модулем Q. Дiйсно, якщо функцiю u = u(x) неявно визна-
чено цим анзацом, похiднi вiд u (ненульового порядку) можна знайти з диференцiальних
наслiдкiв рiвнянь us = −Φs/Φu. Тому пiдстановка анзацу в рiвняння L приводить до рiв-
няння LΦ|Φ(x,u)=ϕ = 0, яке внаслiдок умови редукцiї еквiвалентне алгебраїчному рiвнянню
ζ(ϕ) = 0 вiдносно сталої ϕ.

Очевидно, що модуль Q є ультрасингулярним для рiвняння L тодi i лише тодi, коли
функцiя ζ тотожно рiвна нулю.

Пiдсумовуючи вищенаведений розгляд, приходимо до такого твердження.
Твердження. Модуль Q є n-вимiрним модулем редукцiї диференцiального рiвняння L:

L[u] = 0 вiдносно невiдомої функцiї u вiд n незалежних змiнних x тодi i лише тодi, ко-
ли цей модуль породжений векторними полями ∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , n, де функцiя
Φ = Φ(x, u) задовольняє рiвняння LΦ = Λ̃ζ(Φ), у якому Λ̃ — ненульова функцiя змiн-
них x, u, а диференцiальну функцiю LΦ = LΦ[Φ] отримано з L[u] виключенням похiдних
вiд u, використовуючи диференцiальнi наслiдки рiвнянь us = −Φs/Φu. При цьому анзац
Φ(x, u) = ϕ редукує рiвняння L до алгебраїчного рiвняння ζ(ϕ) = 0 вiдносно сталої ϕ.

Бiльш того, справедлива така теорема.
Теорема. З точнiстю до еквiвалентностi сiмей розв’язкiв, для будь-якого диферен-

цiального рiвняння L однiєї невiдомої функцiї вiд n незалежних змiнних iснує взаємно
однозначна вiдповiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями його розв’язкiв i його n-ви-
мiрними ультрасингулярними модулями редукцiї. А саме, кожному модулю вказаного ти-
пу вiдповiдає сiм’я розв’язкiв, iнварiантних вiдносно цього модуля. Задачi побудови всiх
однопараметричних сiмей розв’язкiв рiвняння L i вичерпного опису його n-вимiрних уль-
трасингулярних модулiв редукцiї повнiстю еквiвалентнi.

Доведення. Нехай Q — n-вимiрний ультрасингулярний модуль редукцiї рiвняння L.
З твердження випливає, що анзац Φ(x, u) = ϕ побудований за допомогою модуля Q, редукує
рiвняння L до тотожностi. Iншими словами, для кожного значення сталої ϕ цей анзац
неявно визначає розв’язок рiвняння L.

Навпаки, припустимо що F = {u = f(x,κ)} — сiм’я розв’язкiв рiвняння L, яка па-
раметризована одним параметром κ. Оскiльки цей параметр є суттєвим i внаслiдок чого
похiдна fκ є ненульовою, параметр κ можна виразити iз спiввiдношення u = f(x,κ). У ре-
зультатi отримаємо, що κ = Φ(x, u) для деякої функцiї Φ = Φ(x, u) з Φu �= 0. Розглянемо
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модуль Q = 〈Q1, . . . , Qn〉, де Qs = ∂s + ηs∂u, причому коефiцiєнти ηs = ηs(x, u) визначено
як ηs = −Φs/Φu. Це n-вимiрний iнволютивний модуль i Q[u] = 0 для будь-якого елемента
сiм’ї F . Анзац u = f(x, ϕ), де ϕ — нова невiдома (нуль-арна) функцiя, вiдповiдає моду-
лю Q i редукує рiвняння L до тотожностi. Це означає, що Q — ультрасингулярний модуль
редукцiї для рiвняння L.

Однопараметричнi сiм’ї F = {u = f(x,κ)} i F̃ = {u = f̃(x, κ̃)} називають еквiвалентни-
ми, якщо вони складаються з тих самих функцiй i вiдрiзняються лише параметризацiєю,
тобто якщо iснує функцiя ζ = ζ(κ) така, що ζκ �= 0 i f̃(x, ζ(κ)) = f(x,κ). Це виконується
тодi i лише тодi, коли функцiї Φ = Φ(x, u) i Φ̃ = Φ̃(x, u), асоцiйованi вiдповiдно з сiм’ями F
i F̃ , є функцiонально залежними, точнiше Φ̃ = ζ(Φ). Отже, еквiвалентнi однопараметричнi
сiм’ї розв’язкiв вiдповiдають одному i тому ж ультрасингулярному модулю редукцiї Q рiв-
няння L i, навпаки, будь-якi двi однопараметричнi сiм’ї Q-iнварiантних розв’язкiв є еквi-
валентними.

Наслiдок. Система визначальних рiвнянь на коефiцiєнти ультрасингулярних модулiв
редукцiї рiвняння L, яка складається з рiвняння (1) i рiвняння L̃ = 0, зводиться компози-
цiєю нелокальної пiдстановки ηs = −Φs/Φu, де Φ — функцiя змiнних x, u, та перетворення
годографа

новi незалежнi змiннi: x̃i = xi, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

до початкового рiвняння L на функцiю ũ = ũ(t̃, x̃,κ), де κ вiдiграє роль параметра.
Зауважимо, що редукцiю диференцiальних рiвнянь до алгебраїчних з використанням

некласичних симетрiй розглянуто в роботi [12], де отримано твердження, аналогiчне ви-
щенаведенiй теоремi. Але використання поняття сингулярних операторiв редукцiї дозволяє
сформулювати цей результат точнiше.

Автор висловлює подяку Р.О. Поповичу за кориснi дискусiї та обговорення результатiв ро-
боти.

1. Bluman G.W., Cole J. D. The general similarity solution of the heat equation // J. Math. Mech. – 1969. –
18. – P. 1025–1042.

2. Kunzinger M., Popovych R.O. Singular reduction operators in two dimensions // J. Phys. A: Math. Theor. –
2008. – 41. – 505201, 24 p.

3. Kunzinger M., Popovych R.O. Is a nonclassical symmetry a symmetry? // Proc. of 4th Workshop “Group
Analysis of Differential Equations and Integrable Systems” (October 26–30, 2008, Protaras, Cyprus). –
Nicosia: University of Cyprus, 2009. – P. 107–120.

4. Boyko V.M., Kunzinger M., Popovych R.O. Singular reduction modules of differential equations. – arXiv:
1201.3223.

5. Fushchych W. I., Tsyfra I.M. On a reduction and solutions of the nonlinear wave equations with broken
symmetry // J. Phys. A: Math. Gen. – 1987. – 20. – L45–L48.

6. Levi D., Winternitz P.Non-classical symmetry reduction: example of the Boussinesq equation // J. Phys. A:
Math. Gen. – 1989. – 22. – P. 2915–2924.

7. Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И. Симметрийный анализ и точные решения нелинейных
уравнений математической физики. – Киев: Наук. думка, 1989. – 336 с.

8. Fushchych W. I., Zhdanov R. Z. Conditional symmetry and reduction of partial differential equations //
Ukr. Math. J. – 1992. – 44. – P. 875–886.

9. Vorob’ev E.M. Reduction and quotient equations for differential equations with symmetries // Acta Appl.
Math. – 1991. – 51. – P. 1–24.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №3 11



10. Olver P. J., Vorob’ev E.M. Nonclassical and conditional symmetries / CRC Handbook of Lie Group
Analysis of Differential Equations. Vol. 3 / Ed. by N.H. Ibragimov. – Boca Raton: CRC Press, 1996. –
P. 291–328.

11. Zhdanov R. Z., Tsyfra I.M., Popovych R.O. A precise definition of reduction of partial differential equa-
tions // J. Math. Anal. Appl. – 1999. – 238. – P. 101–123.

12. Grundland A.M., Tafel J. On the existence of nonclassical symmetries of partial differential equations //
J. Math. Phys. – 1995. – 36. – P. 1426–1434.

Надiйшло до редакцiї 12.09.2013Iнститут математики НАН України, Київ

В.Н. Бойко

Редукция дифференциальных уравнений к алгебраическим

В терминах сингулярных модулей редукции, т. е. сингулярных модулей неклассической (ус-
ловной) симметрии, изучен вопрос редукции дифференциальных уравнений к алгебраическим
уравнениям.

V.M. Boyko

Reduction of differential equations to algebraic ones

In terms of singular reduction modules, i. e. singular modules of a nonclassical (conditional) sym-
metry, the question of reduction of differential equations to algebraic ones is studied.
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УДК 517.5

Д.А. Ковтонюк, И.В. Петков, В.И. Рязанов

О регулярных решениях задачи Дирихле

для уравнений Бельтрами

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

Устанавливаются критерии существования регулярных решений задачи Дирихле для
вырожденных уравнений Бельтрами первого рода в произвольных жордановых облас-
тях с граничными функциями, допускающими не более счетного числа точек разрыва.
В частности, установлено существование регулярных решений для произвольных гра-
ничных функций ограниченной вариации.

Данная работа является естественным продолжением наших статей [1, 2], где можно найти
историю вопроса и решение задачи Дирихле для случая непрерывных граничных функций
(см. также [3]). Мы устанавливаем критерии существования регулярных решений задачи
Дирихле в произвольных жордановых областях для граничных данных, допускающих не
более счетного числа разрывов, и в частности для произвольных функций ограниченной
вариации.

ПустьD —жорданова область в комплексной плоскости C, пусть μ : D → C— измеримая
функция с |μ(z)| < 1 п. в. Уравнением Бельтрами первого рода называется уравнение вида

fz = μ(z)fz, (1)

где fz = ∂f = (fx+ ify)/2, fz = ∂f = (fx− ify)/2, z = x+ iy, fx и fy — частные производные
отображения f по x и y соответственно. Функция μ называется комплексным коэффициен-
том, а

Kμ(z) =
1 + |μ(z)|
1− |μ(z)| —

дилатацией уравнения (1). Уравнение (1) называется вырожденным, если дилатация Kμ

является существенно неограниченной, т. е. Kμ /∈ L∞(D).
Задача Дирихле для уравнений Бельтрами (1) в ограниченной области D комплексной

плоскости C для непрерывной граничной функции ϕ : ∂D → R состояла в нахождении
непрерывной функции f : D → C, имеющей частные производные первого порядка п. в.
и удовлетворяющей уравнению (1) п. в., а также граничному условию

lim
z→ζ

Re f(z) = ϕ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (2)

для предписанной непрерывной функции ϕ : ∂D → R.
При ϕ : ∂D → R, ϕ(ζ) �≡ const, допускающей не более счетного числа точек разрыва,

под регулярным решением такой задачи будем понимать непрерывное в C, дискретное
и открытое отображение f : D → C класса Соболева W 1,1

loc с якобианом Jf (z) = |fz|2−|fz|2 �=
�= 0 п. в., удовлетворяющее условию (2) в точках непрерывности ϕ и п. в. (1). Напомним,
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что отображение f : D → C дискретно, если прообраз f−1(y) каждой точки y ∈ C состоит
из изолированных точек, и открыто, если образ любого открытого множества U ⊆ D яв-
ляется открытым множеством в C.

Напомним, что в случае μ(z) ≡ 0 теорема существования решения задачи Дирихле
в жордановых областях для граничных функций, допускающих не более счетного числа
точек разрыва, хорошо известна (см., например, секцию 3 гл. VI в [4]).

Следуя работе [5], говорим, что функция φ : D → R имеет конечное среднее колебание
в точке z0 ∈ D, пишем φ ∈ FMO(z0), если

lim
ε→0

−
∫

B(z0,ε)

|φ(z)− φ̃ε| dm(z) <∞, (3)

где B(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}, а φ̃ε — среднее значение φ в круге B(z0, ε). Пишем
φ ∈ FMO(D), если (3) выполнено для каждой точки z0 ∈ D. Также пишем φ ∈ FMO(D),
если φ задана в некоторой области G в C, содержащей D, и φ ∈ FMO(z0) для всех z0 ∈ D.

1. Основная лемма. Начнем с общего критерия существования регулярных решений
задачи Дирихле (2) для уравнения Бельтрами (1) в произвольных жордановых областях.
Далее и, в частности, в условии (4) мы предполагаем, что Kμ продолжена нулем вне D.

Лемма 1. Пусть D — жорданова область в C, μ : D → C — измеримая функция c
|μ(z)| < 1 п. в. и Kμ ∈ L1(D). Предположим, что для каждого z0 ∈ D выполнено условие∫

ε<|z−z0|<ε0

Kμ(z) · ψ2
z0,ε(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0(ε)) при ε→ 0 (4)

для семейства измеримых функций ψz0,ε : (0,∞) → (0,∞), ε ∈ (0, δ(z0)), таких, что

0 < Iz0(ε) :=

δ(z0)∫
ε

ψz0,ε(t) dt <∞.

Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет регулярное решение f задачи Дирихле (2) для любой
ограниченной функции ϕ : ∂D → R, допускающей не более счетного числа точек разрыва.

Действительно, пусть F — регулярное гомеоморфное решение уравнения Бельтрами (1)
класса W 1,1

loc , которое является кольцевым Q-гомеоморфизмом в D c Q = Kμ и которое
существует по лемме 4.1 из [6] в силу условия (4). Заметим, что C \D∗, где D∗ = F (D), не
может состоять из единственной точки ∞, так как в противном случае граница D∗ являлась
бы слабо плоской и по леммам 6.6 и 6.7 в [7] отображение F должно было иметь гомеоморф-
ное продолжение в D, что невозможно, поскольку граница D состоит более чем из одной
точки. Кроме того, область D∗ односвязна (см., например, лемму 5.3 в [5] или лемму 6.5
в [8]). Таким образом, по теореме Римана (см., например, II.2.1 в [4]), D∗ можно отобразить
на единичный круг D = {z ∈ C : |z| < 1} с помощью конформного отображения R. Ввиду
инвариантности модуля при конформных отображениях, g := R ◦ F вновь является регу-
лярным гомеоморфным решением уравнения Бельтрами (1), которое является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в D c Q = Kμ и отображает D на D. Более того, по леммам 6.6 и 6.7
в [7], g допускает продолжение до гомеоморфизма g∗ : D → D, поскольку D имеет слабо
плоскую границу, а жорданова область D локально связна на границе.
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Будем искать решение исходной задачи Дирихле (2) в виде композиции f = h ◦ g, где
h — аналитическая функция в D с граничным условием в точках непрерывности

lim
z→ζ

Reh(z) = ϕ(g−1
∗ (ζ)).

Существование гармонической функции Reh известно (см., например, секцию 3 гл. VI
из [4]), и аналитическая функция h восстанавливается в D по ее действительной части
с точностью до чисто мнимой аддитивной постоянной. Как легко видеть, функция f = h◦g
дает искомое регулярное решение задачи Дирихле (2) для уравнения Бельтрами (1).

2. Основные результаты. Выбирая в лемме 1 специальную функцию ψz0,ε(t) =
= 1/t log (1/t) (см., например, лемму 5.3 в [7]), получаем:

Теорема 1. Пусть μ : D → C — измеримая в жордановой области D функция такая,
что |μ(z)| < 1 п. в. и Kμ(z) � Q(z) п. в. для функции Q : C → [0,∞] класса FMO(D). Тогда
для любой ограниченной функции ϕ : ∂D → R, допускающей не более счетного числа точек
разрыва, уравнение Бельтрами (1) имеет регулярное решение задачи Дирихле (2).

Следствие 1. В частности, заключение теоремы 1 остается в силе, если Kμ(z) �

� Q(z) п. в. для функции Q : C → [0,∞] класса BMO(D).
Кроме того, в силу достаточных условий FMO (см., например, предложение 2.2 и следст-

вие 2.1 в [7]), имеем также:
Следствие 2. Заключение теоремы 1 остается в силе, если Kμ(z) � Q(z) п. в. для

локально интегрируемой функции Q : C → [0,∞] такой, что все точки z ∈ D являются
ее точками Лебега.

Следствие 3. Заключение теоремы 1 также имеет место, если

lim sup
ε→0

−
∫

B(z0,ε)

Kμ(z) dm(z) <∞ ∀z0 ∈ D.

Теорема 2.Пусть μ : D → C — измеримая в жордановой области D функция с |μ(z)| <
< 1 п. в. такая, что Kμ ∈ L1(D), и

δ(z0)∫
0

dr

‖Kμ(z0, r)‖(r) = ∞ ∀ z0 ∈ D,

где ‖Kμ‖(z0, r) =
∫
γr

Kμ(z) |dz| — нормы в L1 функции Kμ на окружностях S(z0, r) = {z ∈
∈ C : |z−z0| = r}, 0 < r < δ(z0) < d(z0), d(z0) = sup

z∈D
|z−z0|. Тогда уравнение Бельтрами (1)

имеет регулярное решение задачи Дирихле (2) для любой ограниченной функции ϕ : ∂D →
→ R, допускающей не более счетного числа точек разрыва.

Теорема получается из леммы 1 с ψz0,ε(t) ≡ 1/||Kμ||(z0, t), t ∈ (0, δ(z0)).
Следствие 4. В частности, заключение теоремы 2 имеет место, если

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
при ε→ 0 ∀ z0 ∈ D,

где kz0(ε) — среднее значение функции Kμ на окружности S(z0, ε).
Наконец, по теореме 2.3 и 2.4 в [7], получаем следующую теорему из теоремы 2.
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Теорема 3.Пусть μ : D → C — измеримая в жордановой области D функция с |μ(z)| <
< 1 п. в. такая, что∫

D

Φ(Kμ(z)) dm(z) <∞,

где Φ: R+ → R+ — неубывающая выпуклая функция с условием

∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞

для некоторого δ > Φ(0). Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет регулярное решение задачи
Дирихле (2) для любой ограниченной функции ϕ : ∂D → R, допускающей не более счетного
числа точек разрыва.

Следствие 5. В частности, заключение теоремы 3 имеет место, если при некотором
α > 0∫

D

eαKμ(z) dm(z) <∞.

Замечание 1. В частности, все приведенные теоремы имеют место для функций ϕ огра-
ниченной вариации.
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Про регулярнi розв’язки задачi Дiрiхле для рiвнянь Бельтрамi

Встановлено критерiї iснування регулярних розв’язкiв задачi Дiрiхле для вироджених рiв-
нянь Бельтрамi першого роду в довiльних жорданових областях з граничними функцiями,
що допускають не бiльше злiченного числа точок розриву. Зокрема, встановлено iснування
регулярних розв’язкiв для довiльних граничних функцiй обмеженої варiацiї.
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D.A. Kovtonyuk, I. V. Petkov, V. I. Ryazanov

On the regular solutions of the Dirichlet problem for Beltrami equations

The criteria of existence of regular solutions of the Dirichlet problem for degenerate Beltrami
equations of the first kind in arbitrary Jordan domains with the boundary functions admitting at
most a countable number of discontinuity points are established. In particular, the existence of
regular solutions for arbitrary boundary functions of bounded variation is proved.
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УДК 519.24

Д.В. Королюк

Диффузионная аппроксимация статистических
экспериментов с настойчивой линейной регрессией

и эквилибриумом

(Представлено академиком НАН Украины И.Н. Коваленко)

Предложена аппроксимация статистических экспериментов с настойчивой линейной
регрессией и эквилибриумом марковскими процессами в дискретно-непрерывном време-
ни: k = [Nt], 0 � t � T , для которых обоснована диффузионная аппроксимация типа
Орнштейна–Уленбека с непрерывным временем.

В настоящей работе предлагается математическая модель статистических экспериментов
(СЭ) с настойчивой линейной регрессией и эквилибриумом в дискретно-непрерывном вре-
мени. Диффузионная аппроксимация модели осуществляется процессом типа Орнштейна–
Уленбека с непрерывным временем. Исходная модель цепи Маркова в дискретно-непре-
рывном времени возникает в результате масштабирования дискретного времени, а также
параметров статистических экспериментов.

1. Постановка задачи. Бинарные повторяющиеся СЭ задаются значениями сумм
выборки δ(k) = (δr(k), 1 � r � N), k � 0 независимых и одинаково распределенных
при каждом фиксированном k случайных величин δr(k), 1 � r � N , принимающих два
значения ±1:

SN (k) :=
1

N

N∑
r=1

δr(k), k � 0. (1)

Настойчивая линейная регрессия означает, что имеет место соотношение

E[SN (k + 1)|SN (k)] = C(SN (k)), k � 0, (2)

в котором функция линейной регрессии не зависит от объема выборки N и от номера
k � 0, и задается соотношением

C(s) = (1− a)s+ aρ, |s| � 1. (3)

Параметр ρ служит эквилибриумом функции регрессии

C(ρ) = ρ. (4)

Направляющий параметр a удовлетворяет условию 0 < a < 1. При a = 0 регрессия исчезает.
Задание СЭ с настойчивой линейной регрессией и эквилибриумом (1)–(3) означает, что

вероятности выборочных значений определяются формулами

P{δr(k + 1) = ±1 | SN (k) = s} =
1

2
[1± C(s)]. (5)

При этом параметры a и ρ могут быть заданы так, что условие (5) корректно определено.
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Функция регрессии (2) преобразуется к следующему виду:

C(s) = s+ C0(s) = ρ+ Cρ(s),

C0(s) = −a(s− ρ), Cρ(s) = (1− a)(s − ρ).
(6)

Так что дополнительные функции в (6) удовлетворяют условиям

C0(ρ) = Cρ(ρ) = 0. (7)

Кроме того, задание бинарных СЭ (1)–(3) обеспечивает явный вид условной дисперсии

D[SN (k + 1)|SN (k)] =
B(SN (k))

N
, k � 0,

B(s) = 1− C2(s).

(8)

2. Эквилибриум и аппроксимация СЭ нормальным процессом авторегрессии.
В предыдущей работе [2] установлена сходимость к эквилибриуму

Теорема 1 (ср. [2, теорема 1]). При сходимости начальных условий (с вероятностью 1)

SN (0)
P1→ ρ, N → ∞,

имеет место сходимость СЭ (1)–(3) (с вероятностью 1):

SN (k)
P1→ ρ, N → ∞,

при каждом конечном k > 0.
Предложена также аппроксимация СЭ (1)–(3) дискретным нормальным процессом ав-

торегрессии, основанная на следующей теореме.
Теорема 2 (ср. [2, теорема 2]). При выполнении условия теоремы 1 имеет место схо-

димость по распределению

√
N [SN (k + 1)− C(SN (k))]

d→ σW (k + 1), N → ∞,

при каждом конечном k � 0.
Результат теоремы 2 служит основанием задания процесса нормальной авторегрес-

сии S̃N (k), 1 � r � N , k � 0 в следующем виде:
Предложение 1 (дискретная аппроксимация). Процесс нормальной авторегрессии

в дискретном времени k � 0 задается соотношением

S̃N (k + 1) = C(S̃N (k)) +
σ√
N
W (k + 1), k � 0, (9)

в котором предельная дисперсия

σ2 = 1− ρ2, (10)

a W (k + 1), k � 0 — нормально распределенные стандартные случайные величины, неза-
висимые при разных k � 1.
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Замечание 1. Процесс нормальной авторегрессии (6) сохраняет свойство настойчивой
линейной регрессии

E[S̃N (k + 1)|S̃N (k)] = C(S̃N (k)), k � 0,

c той же функцией регрессии (3), что и исходный СЭ (1).
Естественно рассматривать асимптотическое поведение нормированных флюктуаций

СЭ относительно эквилибриума ρ:

ζN (k) :=
√
N [SN (k)− ρ], k � 0. (11)

Функция регрессии (3) для флюктуаций теперь имеет вид

E[ζN (k + 1)|ζN (k) = s] = (1− a)s, k � 0. (12)

В дальнейшем будет использована условная регрессия для приращений нормированных
флюктуаций СЭ относительно эквилибриума ρ:

ΔζN (k) := ζN (k + 1)− ζN (k), k � 0. (13)

При этом

E[ΔζN (k)|ζN (k) = s] = −as, k � 0. (14)

Нам также понадобится разложение приращений нормированных флюктуаций в следующей
форме:

ΔζN (k) := μN (k + 1)− aζN (k), k � 0, (15)

в которой мартингал-разность

μN (k + 1) := ΔζN (k) + aζN (k), k � 0, (16)

характеризуется следующими свойствами:

E[μN (k + 1)|ζN (k)] = 0, k � 0,

E[μ2N (k + 1)|ζN (k)] = B

(
ρ+

ζN (k)√
N

)
, k � 0,

B(s) := 1− C2(s).

(17)

3. Диффузионная аппроксимация СЭ в дискретно-непрерывном времени.
Диффузионная аппроксимация строится для нормированных флюктуаций (11) при мас-
штабировании дискретного времени k = [Nt], t � 0.

Предложение 2. Марковский процесс с дискретно-непрерывным временем ζ0N (t), t � 0
задается следующим разностным стохастическим уравнением для приращений:

Δζ0N (t) = −aζ
0
N (t)

N
+

Δμ0N(t)√
N

, 0 � t � T, (18)
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в котором мартингал-разности Δμ0N(t) характеризуются свойствами

E[Δμ0N (t)|ζ0N (t)] = 0,

E[(Δμ0N (t))2|ζ0N (t)] = B

(
ρ+

ζ0N (t)√
N

)
.

(19)

Основной результат настоящей работы сформулирован в следующей теореме.
Теорема 3. При сходимости (по вероятности) начальных условий

ζ0N (0)
P→ ζ0, N → ∞,

имеет место сходимость конечномерных распределений процессов

ζ0N (t)
D→ ζ0(t), N → ∞, (20)

к предельному диффузионному процессу ζ0(t), t � 0, типа Орнштейна–Уленбека, задавае-
мого производящим оператором (генератором)

L0ϕ(s) = −asϕ′(s) +
1

2
σ2ϕ′′(s), σ2 = 1− ρ2. (21)

Аналогичный результат можно сформулировать для масштабированного процесса нор-
мальной авторегрессии аппроксимирующего СЭ (9)–(10).

Предложение 3. Процесс нормальной авторегрессии в дискретно-непрерывном вре-
мени задается приращениями

Δζ̃0N (t) = −aζ̃
0
N (t)

N
+

(
σ√
N

)
ΔW (t), 0 � t � T. (22)

Мартингальная составляющая в формуле (22) задается приращениями стандартного
нормального процесса W (t), t � 0:

ΔW (t) :=W (t+ 1)−W (t),

которые характеризуются двумя моментами:

EΔW (t) = 0, E[ΔW (t)]2 = 1. (23)

Теорема 4. При сходимости (по вероятности) начальных условий

ζ0N (0)
P→ ζ0, N → ∞,

имеет место сходимость конечномерных распределений процесса нормальной авторегрес-
сии, задаваемого соотношениями (22)–(23):

ζ̃0N (t)
D→ ζ0(t), N → ∞, 0 � t � T, (24)

к диффузионному процессу ζ0(t) типа Орнштейна–Уленбека, задаваемого генератором (21),
причем диффузионный процесс ζ0(t), t � 0 является решением стохастического диффе-
ренциального уравнения

dζ0(t) = −aζ0(t)dt+ σdW (t). (25)
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4. Обоснование диффузионной аппроксимации. Основная идея доказательства
предельных теорем для марковских случайных процессов состоит в применении оператор-
ной характеризации марковского процесса (генератором) на классе числовых функций с ар-
гументом во множестве значений марковского процесса. Сходимость производящих опера-
торов на достаточно богатом классе числовых функций обеспечивает сходимость конечно-
мерных распределений процессов [3, 4].

Следуя монографии [4] (см. также [5]), введем генератор марковских процессов в схеме
серий

LNϕ(s) = NE[ϕ(s +Δζ0N (t))− ϕ(s)|ζ0N (t) = s]. (26)

Существенный этап доказательства теоремы 3 состоит в применении теоремы 1
А.В. Скорохода [4; 2 : 1], из которой следует сходимость (20) конечномерных распреде-
лений флюктуаций СЭ относительно эквилибриума.

Существенный этап доказательства теоремы 3 содержится в следующей лемме.
Лемма 1. Имеет место сходимость генераторов (26):

lim
N→∞

LNϕ(s) = L0ϕ(s), ϕ(s) ∈ C3(R) (27)

на классе C3(R) числовых финитных функций, трижды непрерывно дифференцируемых
с ограниченными производными. Предельный генератор

L0ϕ(s) = −asϕ′(s) +
1

2
σ2ϕ′′(s), σ2 = 1− ρ2 (28)

задает предельный процесс типа Орнштейна–Уленбека (25).
Доказательство. Используя представление приращений (18) марковского процесса

флюктуаций ζ0N (t), t � 0, вычислим первые два момента приращений.
С учетом (19) находим

E[Δζ0N (t)|ζ0N (t) = s] = −as
N
, (29)

E[(Δζ0N (t))2|ζ0N (t) = s] =
B(ρ)

N
+O

(
1

N3/2

)
. (30)

Здесь (см. формулу (8), а также (3))

B(ρ) = 1− C2(ρ) = 1− ρ2 =: σ2. (31)

Теперь применим формулу Тейлора в представлении (26) генератора LN к тест-функции
ϕ(s) ∈ C3(R):

LNϕ(s)= N

[
E[Δζ0N (t)|ζ0N (t)= s]ϕ′(s)+ E[(Δζ0N (t))2|ζ0N (t)= s]

1

2
ϕ′′(s) +RNϕ(s)

]
. (32)

Здесь остаточный член по условию теоремы 3 имеет оценку

RNϕ(s) = O

(
1

N2

)
,
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Используя представления (29), (30) первых двух моментов приращений, получаем

LNϕ(s) = L0ϕ(s) +NRNφ(s), (33)

в котором остаточный член

NRNϕ(s) → 0, N → ∞, ϕ(s) ∈ C3(R). (34)

Из представлений (33), (34) следует утверждение леммы 1.
Аналогично доказывается теорема 4. Введем генератор приращений (22) марковского

процесса ζ̃0N (t), t � 0:

L̃Nϕ(s) = N [E[ϕ(s +Δζ̃0N (t))− ϕ(s)]|ζ̃0N (t) = s]. (35)

Вычисляются первые два момента приращений с учетом (23):

E[Δζ̃0N (t)|ζ̃0N (t) = s] = −as
N
,

E[(Δζ̃0N (t))2|ζ̃0N (t) = s] = σ2 +O

(
1

N3/2

)
.

(36)

Теперь аналогично доказывается следующая лемма.
Лемма 2. Имеет место сходимость генераторов (35), (36)

lim
N→∞

L̃Nϕ(s) = L0ϕ(s), ϕ(s) ∈ C3(R), (37)

на классе числовых финитных функций C3(R) трижды непрерывно дифференцированных
с ограниченными производными. Предельный генератор L0 задается представлением (28).

Утверждение теоремы 4 следует из леммы 2 с применением теоремы 9 [6, c. 415].
Замечание 2. Утверждение теоремы 4 можно получить в виде следствия теоремы 8 [6,

c. 406], используя следующее представление решения разностного стохастического уравне-
ния (22):

ζ̃0N (t) = ζ̃0N (0)− a

[Nt]/N∫
0

ζ̃0N (τ)dτ +
σ√
N
W ([Nt]). (38)

При этом следует проверить выполнимость условий теоремы 8 [6, c.406] для функций

aN (t, s) = NEfN (t, s;W ),

B(t, s) = NEf2N (t, s;W ),

fN (t, s;W ) := −as
N

+
σ√
N
W.

(39)

Здесь W — нормально распределенная стандартная случайная величина (EW = 0, EW 2 =
= 1).

Приведенные в теоремах 3 и 4 аппроксимации флюктуаций СЭ могут быть использованы
в статистическом анализе СЭ с применением методов математической статистики.
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Дифузiйна апроксимацiя статистичних експериментiв
з наполегливою лiнiйною регресiєю та еквiлiбрiумом

Запропоновано апроксимацiю статистичних експериментiв з наполегливою лiнiйною ре-
гресiєю та еквiлiбрiумом марковськими процесами в дискретно-неперервному часi: k = [Nt],
0 � t � T , для яких обгрунтовано дифузiйну апроксимацiю типу Орнштейна–Уленбека
з неперервним часом.

D.V. Koroliouk

Diffusion approximation of statistical experiments with persistent linear
regression and equilibrium

We propose an approximation of statistical experiments with persistent linear regression and equi-
librium by Markov processes in the discrete-continuous time: k = [Nt], 0 � t � T , for which the
diffusion approximation of an Ornstein–Uhlenbeck-type process with continuous time is constructed.
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УДК 517.983

Ю.С. Лiнчук

Про один клас дiагональних операторiв у просторах

аналiтичних функцiй та його застосування

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

У просторах функцiй, аналiтичних у довiльних областях, дослiджено деякi властивостi
дiагональних операторiв, якi породженi тейлорiвськими коефiцiєнтами узагальнених гi-
пергеометричних функцiй. Одержанi результати застосованi до вивчення властивос-
тей узагальненого оператора Данкла.

Нехай G — довiльна область комплексної площини, H(G) — простiр усiх аналiтичних у G
функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiжностi, а L(H(G)) — множина всiх лiнiй-
них неперервних операторiв, що дiють в H(G). Оператор T з класу L(H(G)) називається
дiагональним, якщо

Tzn = γnz
n, n = 0, 1, . . . , (1)

де (γn)
∞
n=0 — деяка послiдовнiсть комплексних чисел. У теорiї операторiв, що дiють у прос-

торах аналiтичних функцiй, цiкавою i важливою є така задача: вказати необхiднi та дос-
татнi умови на послiдовнiсть комплексних чисел (γn)

∞
n=0, при виконаннi яких оператор T ,

дiя якого на степенях z визначається рiвностями (1), продовжується до оператора з класу
L(H(G)). Цi умови є досить простими для просторiв функцiй, аналiтичних у кругових облас-
тях (див., наприклад, [1]). У роботi [2] у просторах функцiй, аналiтичних у зiркових вiд-
носно початку координат областях комплексної площини, дослiдженi дiагональнi операто-
ри, якi визначаються за допомогою тейлорiвськiх коефiцiєнтiв функцiї Мiттаг–Леффлера.
Цей клас дiагональних операторiв використовувався при вивченнi властивостей операторiв
узагальненого диференцiювання та узагальненого iнтегрування Гельфонда–Леонтьєва [3].
В роботах [4–6] розв’язувалася загальна задача про знаходження умов на послiдовнiсть
комплексних чисел (γn)

∞
n=0, за яких дiагональний оператор T , який визначається рiвностя-

ми (1), продовжується до оператора з класу L(H(G)). Цi умови формулюються в термiнах
аналiтичного продовження характеристичних функцiй вiдповiдних дiагональних операто-
рiв i їхнє використання при дослiдженнi властивостей конкретних операторiв пов’язане зi
значними технiчними труднощами.

Метою даної роботи є дослiдження деяких властивостей класу дiагональних операторiв,
якi породженi тейлорiвськими коефiцiєнтами узагальнених гiпергеометричних функцiй. За
допомогою цих властивостей вивчено деякi питання теорiї операторiв, якi пов’язанi з уза-
гальненим оператором Данкла. В першiй частинi роботи встановлено можливiсть продов-
ження зазначених вище дiагональних операторiв до операторiв з класу L(H(G)) для зiр-
кових вiдносно початку координат областей G комплексної площини. Встановлено умови
iзоморфностi таких операторiв, а також дослiджено можливiсть їхнього зображення у ви-
глядi iнтегральних операторiв. Надалi для комплексного числа a i цiлого невiд’ємного чис-
ла n через (a)n позначатимемо символ Похгаммера, тобто (a)n = a(a + 1) · · · (a + n − 1)
при n � 1, (a)0 = 1.

© Ю.С. Лiнчук, 2014
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Теорема 1. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комп-
лексної площини i a ∈ C. Тодi дiагональний оператор Pa, який на степенях z визначається
формулами

Paz
n =

(a)n
n!

zn, n = 0, 1, . . . , (2)

продовжується до оператора з класу L(H(G)).
Якщо 0 < Re a � 1, то вказане продовження здiйснюється формулою

(Paf)(z) =
1

Γ(a)Γ(2− a)

(
Uz

d

dz
+ E

)( 1∫
0

(1− t)1−ata−1f(zt) dt

)
,

де Uz — це оператор множення на незалежну змiнну, а E — одиничний оператор. В за-
гальному випадку доведення теореми стосовно продовження оператора Pa здiйснюється
iндукцiєю за k, де a ∈ C : k − 1 < Re a � k, i k ∈ Z.

Теорема 2. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комп-
лексної площини i a ∈ C, причому a �= −n, n = 0, 1, . . . . Тодi дiагональний оператор Pa,
який визначається формулами (2), продовжується до iзоморфiзму з класу L(H(G)).

Наслiдок 1. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комп-
лексної площини, l — довiльне фiксоване натуральне число, a = (aj)

l
j=1, b = (bj)

l
j=1 ∈ Cl,

причому aj �= −k, bj �= −k, j = 1, l, k = 0, 1, . . .. Тодi дiагональний оператор Sa,b, який на
степенях z визначається формулами

Sa,bz
n =

(a1)n(a2)n · · · (al)n
(b1)n(b2)n · · · (bl)n

zn, n = 0, 1, . . . ,

продовжується до iзоморфiзму з класу L(H(G)).
Нехай m — фiксоване натуральне число, m � 2, ω = exp(2πi/m), G — довiльна зiркова

вiдносно початку координат i m-симетрична область комплексної площини, тобто ωG = G.
Через Gm позначимо множину {zm : z ∈ G}. Тодi довiльну функцiю f ∈ H(G) можна єдиним

способом зобразити у виглядi f(z) =
m−1∑
j=0

zjfj(z
m), z ∈ G, де fj ∈ H(Gm), j = 0,m− 1 [7].

Теорема 3. Нехай G— довiльна зiркова вiдносно початку координат таm-симетрична

область комплексної площини, а c(r), a
(r)
j , b

(r)
j , r = 0,m− 1, j = 1,m, — довiльнi комплекснi

числа, для яких виконуються умови: c(r) �= 0, a
(r)
j �= −n, b(r)j �= −n, r = 0,m− 1, j = 1,m,

n = 0, 1, . . . . Тодi дiагональний оператор T , який на степенях z визначається рiвностями

Tzmn+r = c(r)
(a

(r)
1 )n(a

(r)
2 )n · · · (a(r)m )n

(b
(r)
1 )n(b

(r)
2 )n · · · (b(r)m )n

zmn+r, (3)

де r = 0,m− 1, n = 0, 1, . . . , продовжується до iзоморфiзму простору H(G).
При певних обмеженнях на параметри оператор T з теореми 3 можна зобразити у ви-

глядi добутку iнтегральних операторiв.
Теорема 4. Нехай G— довiльна зiркова вiдносно початку координат таm-симетрична

область комплексної площини, а c(r), a
(r)
j , b

(r)
j , r = 0,m− 1, j = 1,m, — довiльнi комплекснi

26 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №3



числа, для яких виконуються умови: Re(a
(r)
j − r/m) > 0, Re(b

(r)
j − a

(r)
j ) > 0, r = 0,m− 1,

j = 1,m. Тодi дiагональний оператор T , який на степенях z визначається рiвностями (3),
формулою A = A1A2 · · ·Am, продовжується до iзоморфiзму з класу L(H(G)).

Тут Aj, j = 1,m, — оператори з класу L(H(G)), якi визначаються такими рiвностями:

(Ajf)(z) =

m−1∑
r=0

m−1∑
l=0

ω−rlcr,jdr,j

1∫
0

τma
(r)
j −r−1(1− τm)b

(r)
j −a

(r)
j −1f(ωlzτ) dτ,

де dr,j = B−1(a
(r)
j , b

(r)
j − a

(r)
j ), j = 1,m, cr,1 = c(r), cr,j = 1, j = 2,m; r = 0,m− 1. Тут

символом B(a
(r)
j , b

(r)
j − a

(r)
j ) позначено значення бета-функцiї Ейлера у вiдповiдних точках.

Застосуємо одержанi результати стосовно дiагональних операторiв до вивчення в прос-
торi H(G) властивостей оператора виду

(Λf)(z) = f ′(z) +

m−1∑
j=0

αj
f(ωjz)− f(0)

z
, (4)

де αj, j = 0,m− 1, — довiльнi комплекснi числа, а G — довiльна m-симетрична область
комплексної площини, яка мiстить початок координат. Цей оператор є узагальненням опе-
ратора Данкла, який одержується з (4) при m = 2 та α0 + α1 = 0. Властивостi оператора
Данкла в просторах аналiтичних функцiй дослiджувалися в працях [8, 11].

Вивчимо умови, при яких узагальнений оператор Данкла (4) є еквiвалентним до опера-
тора диференцiювання в просторiH(G). Оператор Λ є оператором зваженого зсуву, причому

Λzn = λnz
n−1, де λ0 = 0 i λn = n +

m−1∑
j=0

λjω
jn, n = 1, 2, . . . .

Теорема 5. Нехай G— довiльна зiркова вiдносно початку координат таm-симетрична
область комплексної площини. Для того щоб оператор Λ був еквiвалентним до оператора
d/dz у просторi H(G), необхiдно i достатньо, щоб λn �= 0, n = 1, 2, . . . .

За допомогою теореми 5 можна одержати опис комутанта оператора Λ, а також вста-
новити його гiперциклiчнiсть та хаотичнiсть [10] у просторi H(G), подiбно до того, як це
зроблено в [11] для оператора Данкла.

При певних обмеженнях на параметри узагальненого оператора Данкла Λ оператор пе-
ретворення T оператора d/dz в оператор Λ можна зобразити у виглядi добутку iнтегральних
операторiв. Нехай виконується умова

Re

(
m−1∑
k=0

αkω
ks

)
> 0, s = 0,m− 1. (5)

Тодi оператор Tj, який визначається формулою

(Tjf)(z) =

m−1∑
r=0

m−1∑
l=0

ω−rltj,r

1∫
0

τ j−1(1− τm)q(r+j)−1f(ωlzτ) dτ, (6)

де t1,r = r!/(λ1λ2 . . . λr)B
−1((r+1)/m, q(r+1)) i tj,r = B−1((r+ j)/m, q(r+ j)) при j = 2,m,

а q(r + j) =
(m−1∑

k=0

αkω
k(r+j)

)
/m, r = 0,m− 1, j = 1,m, належить до класу L(H(G)).
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Теорема 6. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат та m-симет-
рична область комплексної площини, а комплекснi числа αj , j = 0,m− 1, задовольняють
умову (5). Тодi оператор T = T1T2 · · ·Tm, де Tj , j = 1,m, визначаються рiвностями (6),
є iзоморфiзмом простору H(G), для якого виконується рiвнiсть Td/dz = ΛT .

1. Deters I. N., Seubert S.M. Cyclic vectors of diagonal operators on the space of functions analytic on a
disk // J. Math. Anal. Appl. – 2007. – 334, No 2. – P. 1209–1219.

2. Линчук Н.Е. Представление коммутантов оператора обобщенного интегрирования Гельфонда–Леон-
тьева // Изв. вузов. Матем. – 1985. – № 5. – С. 72–74.

3. Лiнчук Н.Є., Лiнчук С.С. Деякi властивостi операторiв узагальненого iнтегрування Гельфонда-
Леонтьєва // Укр. мат. журн. – 2011. – 63, № 1. – С. 61–68.

4. Linchuk S. S. Diagonal operators in spaces of analytic functions and their applications // Current problems
in function theory. – Rostov-on-Don: Rostov. Gos. Univ., 1987. – P. 118–121.

5. Братищев А.В. О линейных операторах, символ которых является функцией произведения своих
аргументов // Докл. РАН. – 1999. – 365, № 1. – С. 9–12.

6. Müller J. The Hadamard multiplication theorem and applications in summability theory // Complex
variabl. Theory Appl. – 1992. – 18. – P. 155–166.

7. Dimovski I.H. Convolutional calculus. – Dordrecht: Kluwer, 1990. – 208 p.

8. Ben Salem N., Kallel S. Integro-differential-difference equations associated with the Dunkl operator and
entire functions // Comment. Math. Univ. Carolin. – 2004. – 45, No 4. – P. 699–725.

9. Betancor J. J., Sifi M., Trimeche K. Hypercyclic and chaotic convolution operators associated with the
Dunkl operator on C // Acta Math. Hungar. – 2005. – 106, No 1–2. – P. 101–116.

10. Братищев А.В. Хаотичность коммутирующих с дифференцированием Данкла преобразований про-
странства аналитических функций // Вестн. ДГТУ. – 2009. – 9, № 2. – С. 196–207.

11. Забирова К.Р., Напалков В.В. Операторы свертки Данкла и их свойства // Докл. РАН. – 2013. –
449, № 6. – С. 632–634.

Надiйшло до редакцiї 12.09.2013Чернiвецький нацiональний унiверситет
iм. Юрiя Федьковича

Ю.С. Линчук

Об одном классе диагональных операторов в пространствах
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В пространствах функций, аналитических в произвольных областях, исследованы неко-
торые свойства диагональных операторов, порожденных тейлоровскими коэффициентами
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УДК 517.983

В.О. Лебiдь, Л.П. Нижник

Спектральний аналiз локально скiнченних графiв
з одним нескiнченним променем

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.С. Самойленком)

Проведено детальний спектральний аналiз злiченних графiв, якi є об’єданням скiнченно-
го графа та напiвобмеженого нескiнченного ланцюжка. Охарактеризовано спектр мат-
рицi сумiжностi таких графiв, побудовано спектральну мiру, наведено у явнiй формi
власнi вектори та спектральний розклад за власними векторами.

1. Постановка задачi. Спектральна теорiя графiв є одним iз актуальних напрямiв у су-
часнiй математичнiй фiзицi (див. [1–8] i цитовану там лiтературу). Це пов’язано як iз внут-
рiшнiми стимулами розвитку теорiї, так i з вирiшенням конкретних прикладних задач, якi
виникають у теорiї iнформацiйних, комунiкацiйних, енергетичних та транспортних мереж.

Простим неорiєнтованим графом G називають пару (V,E), у якiй V — деяка непорожня
множина (множина вершин), а E — множина, що складається з невпорядкованих пар рiзних
вершин V (множина ребер). З графом G однозначно пов’язана матриця сумiжностi A(G) =
= (aij)

∞
i,j=1, елементи якої aij дорiвнюють 1, якщо вершини з номерами i та j з’єднуються

ребром, або — 0, якщо таке ребро вiдсутнє.
У випадку злiченних графiв матриця A(G) породжує в гiльбертовому просторi l2(V )

самоспряжений оператор A, спектр якого має дискретну σp(A) та неперервну компоненту
σc(A). Пiд спектральним аналiзом графа G розумiють спектральний аналiз самоспряженого
оператора A у гiльбертовому просторi l2(V ).

Метою даної роботи є проведення детального спектрального аналiзу локально скiнчен-
них графiв Gn,∞, якi утворенi приєднанням до скiнченних графiв Gn напiвобмеженого лан-
цюжка AN, вершини якого можна занумерувати всiма натуральними числами N, а ребра
з’єднують лише вершини з послiдовними номерами.

Матриця сумiжностi A(Gn,∞) графа Gn,∞ породжує самоспряжений обмежений опера-
тор A, який дiє в l2(N) як

Ax =

(
n∑

i=1

a1ixi, . . . ,

n∑
i=1

a(n−1)ixi,

n∑
i=1

anixi + xn+1, xn + xn+2, . . . , xj−1 + xj+1, . . .

)
. (1)

Тут скiнченна симетрична матриця A = (aij)
n
i,j=1 є матрицею сумiжностi графа Gn.

Матриця сумiжностi напiвобмеженого ланцюжка AN є якобiєвою матрицею J0, у якої
на головнiй дiагоналi стоять нулi, а на двох побiчних — одиницi. Добре вiдомо, що матри-
ця J0 породжує в просторi l2(N) самоспряжений оператор, спектр якого чисто абсолютно
неперервний, однократний i утворює iнтервал [−2, 2] (див. [4, 9, 10]).

Бiльше того, для оператора J0 у просторi l2(N) справедлива спектральна теорема про
розклад за узагальненими власними функцiями (див. [9]). Для кожного λ ∈ [−2, 2] век-
тор-функцiя ϕλ = (ϕλ,1, ϕλ,2, . . .), де ϕλ,j = Pj−1(λ), j � 1, є узагальненою власною функ-
цiєю оператора J0, що вiдповiдає власному значенню λ, тобто J0ϕλ = λϕλ.
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Тут Pj(λ) є полiномом степеня j вiд λ, що виражається у виглядi Pj(λ) = Uj(λ/2) через
полiноми Чебишова другого роду Uj(z) = sin((j + 1) arccos z)/sin(arccos z). Для полiномiв
Pj(λ) вiрне рекурентне спiввiдношення Pj+1(λ) = λPj(λ)−Pj−1(λ) з початковими умовами
P−1(λ) = 0, P0(λ) = 1, P1(λ) = λ.

Кожному вектору x ∈ l2(N) вiдповiдає його перетворення Фур’є x̃(λ) за узагальненим
власним вектором

x̃(λ) ≡ Fx = (x, ϕλ) =
∞∑
j=1

xjϕλ,j . (2)

Функцiя x̃(λ) належить простoру L2([−2, 2], ρ(λ)dλ) ≡ L2(ρ) квадратично сумовних
функцiй на iнтервалi [−2, 2] з вагою ρ(λ) =

√
4− λ2/2π ≡ ρ0(λ).

Вiрне обернене перетворення Фур’є, визначене на всьому L2(ρ)

x ≡ F−1x =

2∫
−2

x̃(λ)ϕλρ(λ) dλ. (3)

Для довiльних x, y ∈ l2(N) справедлива рiвнiсть Парсеваля

(x, y)l2 = (x̃, ỹ)L2(ρ). (4)

2. Повний граф. Якщо Gn — повний граф iз n вершин (кожнi двi вершини якого
з’єднує ребро), то йому вiдповiдає матриця сумiжностi, в якої всi елементи, крiм дiагональ-
них, є 1, а на дiагоналi стоять 0. Повний спектральний аналiз оператора вигляду (1) для
повного графа дає така теорема.

Теорема 1. Оператор A вигляду (1), що вiдповiдає повному графу з n вершин, до однiєї
з вершин якого приєднаний нескiнченний промiнь, є обмеженим самоспряженим операто-
ром у l2(N). Спектр оператора мiстить дискретну та абсолютно неперервну компоненти.

Дискретний спектр оператора A при n � 3 складається з двох власних значень:
σp(A) = {−1 кратностi n− 2;λ+}, де число λ+ є додатним нулем квадратного полiнома

p(λ) = (n− 1)2 + (n− 2)2 + (n− 2)(n − 3)λ− (n− 2)λ2. (5)

Вектори, що мають вигляд em = (0, 0, . . . , 1,−1, 0, . . .), де числа 1 та −1 стоять на
мiсцях з номерами m та m + 1, m = 1, 2, . . . , n − 2, є власними векторами оператора A,
що вiдповiдають власному значенню λ = −1 та утворюють (n− 2)-вимiрний пiдпростiр.

Власний вектор, що вiдповiдає власному значенню λ+, має вигляд

e+ = ((n − 1)−1, . . . , (n− 1)−1︸ ︷︷ ︸
n−1

, μ, μ2, . . .),

де число μ = [λ+ − (n − 2)](n − 1)−1.
Абсолютно неперервний спектр оператора A утворює iнтервал [−2, 2]. Для довiльного

λ ∈ [−2, 2] узагальнений власний вектор оператора A явно виражається через полiноми
Pj(λ):

ϕλ = (P0(λ), . . . , P0(λ)︸ ︷︷ ︸
n−1

, P1(λ)− (n − 2)P0(λ), P2(λ)− (n− 2)P1(λ)− (n − 2)P0(λ),

. . . , Pj−n+1(λ)− (n− 2)Pj−n(λ)− (n− 2)Pj−n−1(λ), . . .). (6)
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Для векторiв x ∈ Hc = l2(N)�Hp, де Hp — пiдпростiр, що мiстить усi власнi векто-

ри A, перетворення Фур’є x̃(λ) за узагальненими власними векторами, яке визначаєть-
ся (2), належить простору L2(ρ) зi спектральною щiльнiстю

ρ(λ) =

√
4− λ2

2πp(λ)
, (7)

де полiном p(λ) визначається рiвнiстю (5).
Перетворення Фур’є F є iзометричним оператором iз пiдпросторуHc ⊂ l2(N) у простiр

L2(ρ). Вiрне обернене перетворення Фур’є (3), визначене на всьому L2(ρ). Для довiльних
x, y ∈ Hc справедлива рiвнiсть Парсеваля (4).

Доведення випливає з явного вигляду оператора A i наведених виразiв для власних
векторiв. Враховуючи, що система полiномiв {Pj}∞j=0 утворює ортонормований базис у прос-

торi L2(ρ0), а вираз (1 + μ2 − μλ)−1 =
∞∑

m=0
μmPm(λ) є твiрною для полiномiв Pj , отримуємо

вираз (7) для спектральної щiльностi аналогiчно тому, як це зроблено для зiркових графiв
у роботi [11].

Прик л а д 1 . При n = 3 графG3,∞ має вигляд трикутника, до однiєї вершини якого приєднаний

промiнь. Спектр такого графа мiстить два простi власнi значення σp = {−1,
√
5} i абсолютно непе-

рервну компоненту σac = [−2, 2]. Спектральна щiльнiсть визначається як ρ(λ) =
√
4− λ2/(2π(5 −

− λ2)).

3. Загальний випадок. Розглянемо випадок Gn,∞ графа, якому вiдповiдає оператор A

виду (1).
Теорема 2. Для самоспряженого оператора A вигляду (1) у просторi l2(N) власний

вектор eλ буде фiнiтним (у якого тiльки скiнченне число компонент вiдмiнне вiд нуля)
тодi й лише тодi, коли:

а) усi його компоненти eλ,j = 0 при j � n;

б) ранг матрицi Ã(λ), отриманої з A− λI шляхом вiдкидання останнього стовпчика,
менший нiж n − 1;

в) вектор êλ = (eλ,1, . . . , eλ,n−1) є нетривiальним розв’язком системи рiвнянь

Ã(λ)êλ = 0. (8)

Теорема 3. Для самоспряженого оператора A вигляду (1) у просторi l2(N) власному
значенню λ з умовою |λ| > 2 вiдповiдає нефiнiтний власний вектор тодi й лише тодi,
коли число λ є розв’язком системи рiвнянь

λ = μ+ μ−1, μ−1 =
det(λI − Â)

det(λI −A)
, (9)

де |μ| < 1, а матриця Â отримується iз матрицi A вiдкиданням останнього стовпчика
i останнього рядка. З точнiстю до сталого множника нефiнiтний власний вектор має
вигляд

eλ = (eλ,1, . . . , eλ,n−1, μ, μ
2, . . . , μk, . . .).

Вектор ẽλ = (eλ,1, . . . , eλ,n−1, μ) є розв’язком рiвняння

(A− λI)ẽλ + μ2en = 0, (10)

де en = (0, . . . , 0, 1) — n-вимiрний вектор.
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Нехай полiном r(λ) з коефiцiєнтом, що дорiвнює 1, при старшому степенi λ є найбiльшим
спiльним дiльником det(λI − A) = a(λ)r(λ) та det(λI − Â) = a(λ)r(λ), тодi, пiдставляючи
μ−1 = âa−1 у рiвнiсть λ = μ + μ−1, отримуємо, що множина власних значень λ оператора
A вигляду (1), якi вiдповiдають нефiнiтним власним векторам, є множиною дiйсних нулiв
полiнома

p(λ) = â(λ)
2
+ a(λ)2 − λâ(λ)a(λ), (11)

якi за модулем бiльшi, нiж 2, i для яких μ = aâ−1 за модулем меншi, нiж 1. Полiном (11)
будемо називати спектральним для графа Gn,∞. У спектрального полiнома усi дiйснi нулi
простi i за модулем не меншi, нiж 2.

Теорема 4. Для λ ∈ [−2, 2] iснує i єдина вектор-функцiя ϕλ = (ϕλ,0, ϕλ,1, . . .), яка
є узагальненим власним вектором для оператора A з власним значенням λ, i така, що всi
її компоненти є полiномами вiд λ та задовольняють умови:

1) вектор ϕλ ортогональний усiм фiнiтним власним векторам оператора A;

2) ϕλ,n = â(λ), ϕλ,n+1 = a(λ);
3) iснують i єдинi числа γ1, . . . , γk (γk �= 0) такi, що при j � 2n + 2

ϕλ,j = Pj(λ) +

k∑
l=1

γlPj−l(λ). (12)

Теорема 5. Нехай Hc — пiдпростiр простору l2(V ), який складається з векторiв,
ортогональних до всiх власних векторiв самоспряженого оператора A вигляду (1). Тодi
справедливi розклади векторiв x ∈ Hc за узагальненими власними векторами ϕλ, тобто
вiрнi рiвностi (2)–(4), де спектральна щiльнiсть ρ(λ) визначається через полiноми p(λ)
у виглядi (7).

Доведення теорем 2–5 використовує явний вигляд (1) оператора A i той факт, що компо-
ненти звичайних i узагальнених власних векторiв задовольняють просте рiзницеве рiвняння
ψj−1 + ψj+1 = λψj при j � n. Дане рiвняння має два лiнiйно незалежнi розв’язки ψj = μ±j

при |λ| > 2, де μ + μ−1 = λ, або ψj = Pj(λ), ψj = Pj+1(λ) при |λ| � 2. Крiм того, мож-
на показати, що матриця сумiжностi графа Gn,∞ унiтарно еквiвалентна ортогональнiй сумi
скiнченної симетричної матрицi i якобiєвої матрицi J , у якої лише скiнченне число елементiв
вiдмiннi вiд вiдповiдних елементiв матрицi J0. Це дає можливiсть використати спектральну
теорiю якобiєвих матриць [9, 10] i приводить до рiвностей (2)–(4) у пiдпросторi Hc з деякою
спектральною щiльнiстю ρ(λ). Зв’язок (7) спектральної щiльностi ρ(λ) зi спектральним по-
лiномом p(λ) випливає iз явного вигляду (12) для узагальнених власних векторiв.

4. Циклiчний граф. Розглянемо граф Cn,∞, що утворений приєднанням нескiнченного
променя до однiєї вершини циклiчного графа Cn iз n послiдовно занумерованих вершин.
Оператор A, який вiдповiдає матрицi сумiжностi A(Cn,∞), дiє так:

Ax = (x2 + xn, x1 + x3, . . . , xn−2 + xn, x1 + xn−1, . . . , xj−1 + xj+1, . . .). (13)

Теорема 6. Оператор A вигляду (13), що вiдповiдає циклiчному графу Cn,∞ з n вершин,
до однiєї з вершин якого приєднаний нескiнченний промiнь, є обмеженим самоспряженим
оператором у l2(N).

Дискретний спектр оператора A, якому вiдповiдають фiнiтнi власнi значення, має
вигляд:

σp(A) =

{
λk = 2cos

2πk

n
, k = 0, 1, . . . ,

[
n

2

]
− 1

}
.
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Абсолютно неперервна компонента спектра оператора A утворює iнтервал [−2, 2].
Спектральна щiльнiсть ρ(λ) визначається рiвнiстю (7), у якiй спектральний полiном має

вигляд (11), де â(λ) = Pn−1(λ)/r(λ), a(λ) = (Pn(λ)−Pn−2(λ)−2)/r(λ), a r(λ) =
[n/2]−1∏
k=1

(λ−λk).
Прик л ад 2 . У випадку, коли нескiнченний промiнь приєднаний до циклiчного графа iз 4

вершин, оператор A має фiнiтний власний вектор e0 = (0, 1,−1, 0, 0, 0, . . .) з власним значенням

λ = 0, два нефiнiтнi власнi вектори e± = ((1/
√
2)μ±, 1/2, 1/2, μ±, μ

2
±, . . .), що вiдповiдають власним

значенням λ± = ±
√
2 + 2

√
2, де числа μ± = ±

√√
2− 1 пов’язанi з λ± спiввiдношеннями μ± =

=
√
2λ−1

± . Власнi значення λ± є нулями спектрального полiнома p(λ) = 4 + 4λ2 − λ4.

Кожному λ ∈ [−2, 2] вiдповiдає узагальнений власний вектор

ϕλ = (2P0(λ), P1(λ), P1(λ), P2(λ)− P0(λ), P3(λ)− 2P1(λ),

P4(λ)− 2P2(λ)− P0(λ), . . . , Pj−2(λ)− 2Pj−4(λ)− Pj−6(λ), . . .). (14)

Для векторiв x ∈ Hc ⊂ l2(N) справедливi розклади (2), (3) за узагальненим власним
вектором ϕλ вигляду (14).

5. T -подiбнi графи. Розглянемо граф Tp,q,∞, утворений приєднанням променя AN до
вершини, що дiлить ланцюжок на двi частини iз p та q ребрами. Оскiльки характеристичний
многочлен det(λI−Am) матрицi Am простого ланцюга iз m вершин виражається через полi-
ном Pm(λ), а характеристичний многочлен незв’язного графа є добуток характеристичних
многочленiв матриць сумiжностi кожної з компонент незв’язного графа, то для Tp,q,∞-графа

det(λI − Â) = Pp(λ)Pq(λ), det(λI −A) = Pp+q+1(λ). (15)

У випадку, коли p = q, тобто у T -графа рiвнi плечi, взаємно простi полiноми â(λ) i a(λ)
мають вигляд

â(λ) = Pq(λ), a(λ) = Pq+1(λ)− Pq−1(λ). (16)

Тому спектральний полiном графа Tq,q,∞ iз (11) з урахуванням (16) має вигляд

p(λ) = Pq(λ)
2 + 2Pq−1(λ)

2 − 2Pq+1(λ)Pq−1(λ).

Оскiльки нулями полiнома Pm(λ) є числа λk = 2cos(πk/(2(m + 1))) (k = 1, 2, . . . ,m), то

взаємно простi полiноми â(λ) i a(λ) для випадку (15) знаходяться явно. Зокрема, у випадку,
коли числа p+1 i q+1 взаємно простi, â(λ) = Pp(λ)Pq(λ), а a(λ) = Pp+q+1(λ) i спектральний
полiном має вигляд

p(λ) = Pp+q+1(λ)[Pp+q+1(λ)− λPp(λ)Pq(λ)] + Pp(λ)
2Pq(λ)

2.

6. Зiрковi графи. Розглянемо зiрковий граф S�k,∞, �k = (k1, k2, . . . , kn) з одним не-
скiнченним променем, що приєднаний до центра зiркового графа S�k з ланцюговими про-
менями, якi мiстять вiдповiдно k1, k2, . . . , kn вершин i виходять iз центра зiркового графа.
У цьому випадку можна у явному виглядi провести повний спектральний аналiз такого гра-
фа, виходячи iз загальних теорем, наведених у п. 3. Дiйсно, характеристичний многочлен
матрицi сумiжностi графа S�k явно виражається через полiноми Pj(λ) у виглядi det(λI −
− A) = λPk1(λ) · · ·Pkn(λ) −

n∑
j=1

[Pk1(λ) · · ·Pkj−1(λ) · · ·Pkn(λ)]. Характеристичний многочлен
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зiркового графа S�k з вилученим центром має вигляд det(λI − Ã) = Pk1(λ)Pk2(λ) · · ·Pkn(λ).
Тодi спектральний полiном зiркового графа S�k,∞ визначається рiвнiстю (11). У випадку, ко-
ли всi скiнченнi променi мiстять однакову кiлькiсть вершин, тобто k1 = k2 = · · · = kn = k,
r(λ) = Pk(λ)

n−1 i спектральний полiном має вигляд

p(λ) = Pk(λ)
2 + n2Pk−1(λ)

2 − λnPk(λ)Pk−1(λ).

Цей вираз у випадку k = 1 тотожний розглянутому в роботi [11] p(λ) = n2 − (n − 1)λ2.
При k = 2 спектральний полiном має вигляд p(λ) = 1 + (n2 + n − 2)λ2 − (n − 1)λ4.

Роботу виконано в рамках проекту 03–01–12 “Оберненi задачi в сучаснiй математичнiй фiзи-
цi” спiльних проектiв НАН України та Сибiрського вiддiлення РАН.
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В.А. Лебедь, Л.П. Нижник

Спектральный анализ локально конечных графов с одним
бесконечным лучом

Проведен детальный спектральный анализ счетных графов, которые являются объедине-
нием конечного графа и полуограниченной бесконечной цепочки. Охарактеризован спектр
матрицы смежности таких графов, построена спектральная мера, приведены в явной фор-
ме собственные векторы и спектральное разложение по собственным векторам.
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V.O. Lebid, L. P. Nizhnik

Spectral analysis of locally finite graphs with one infinite ray

A complete spectral analysis of countable graphs defined as the union of a finite graph and a
semibounded infinite chain is given. The spectrum of the adjacency matrix of graphs is defined,
a spectral measure is constructed, the eigenvectors and the spectral expansion in eigenvectors are
presented.
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UDC 531.38

V.V. Kurta

A Liouville comparison principle for solutions to semilinear
parabolic second-order partial differential inequalities

in the whole space

(Presented by Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.Ya. Gutlyanskii)

We obtain a new Liouville comparison principle for weak solutions (u, v) to semilinear parabolic
second-order partial differential inequalities of the form

ut − Lu− |u|q−1u � vt − Lv − |v|q−1v (∗)

in the whole space R × Rn. Here, n � 1, q > 1, and

L =

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[
aij(t, x)

∂

∂xj

]
,

where aij(t, x), i, j = 1, . . . , n, are functions that are defined, measurable, and locally bounded
in R × Rn and such that aij(t, x) = aji(t, x) and

n∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj � 0

for almost all (t, x) ∈ R × Rn and all ξ ∈ Rn. We show that the critical exponents in the
Liouville comparison principle obtained, which are responsible for the non-existence of non-
trivial (i. e., such that u �≡ v) weak solutions to (∗) in the whole space R× Rn, depend on the
behavior of the coefficients of the operator L at infinity and coincide with those obtained for
solutions of (∗) in the half-space R+ × Rn. As direct corollaries, we obtain new Liouville-type
theorems for non-negative weak solutions u (∗) in the whole space R × Rn in the case where
v ≡ 0. All the results obtained are new and sharp.

Introduction and preliminaries. This work may be considered as a supplement to paper [1]
and is devoted to a new Liouville comparison principle for weak solutions to parabolic inequalities
of the form

ut − Lu− |u|q−1u � vt − Lv − |v|q−1v (1)

in the whole space E = R×Rn, where n � 1 is a natural number, q > 1 is a real number, and L is
a linear second-order partial differential operator in the divergence form defined by the relation

L =

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[
aij(t, x)

∂

∂xj

]
(2)

for all (t, x) ∈ E. We assume that the coefficients aij(t, x), i, j = 1, . . . , n, of the operator L
are functions that are defined, measurable, and locally bounded in E. We also assume that
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aij(t, x) = aji(t, x), i, j = 1, . . . , n, for almost all (t, x) ∈ E, and the corresponding quadratic
form satisfies the conditions

0 �

n∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj � A(t, x)|ξ|2

for all ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn and almost all (t, x) ∈ E, where A(t, x) is a function that is defined,
measurable, non-negative, and locally bounded in E.

It is worth to note that if u = u(t, x) satisfies the inequality

ut � Lu+ |u|q−1u, (3)

and v = v(t, x) satisfies the inequality

vt � Lv + |v|q−1v, (4)

then the pair (u, v) satisfies inequality (1). Thus, all the results obtained in this paper for solutions
to (1) are valid for the corresponding solutions to inequalities (3) and (4).

The results obtained in [1] for solutions to inequality (1) in the half-space S = (0,+∞)×Rn,
n � 1, show that the behavior of the coefficients aij(t, x) of the operator L as |x| → +∞manifests
itself in Liouville-type results; namely, the critical exponents in the Liouville comparison principle
for weak solutions to (1) in the half-space S, which are responsible for the non-existence of non-
trivial (i. e., such that u �≡ v) weak solutions to inequality (1) in S, depend essentially on the
behavior of the coefficients of the operator L as |x| → +∞.

The main goal of the present work is to show that similar critical exponents in the Liouville
comparison principle for weak solutions to (1) in the whole space E also exist and, what is
more intriguing, coincide with those obtained in [1] for solutions to (1) in the half-space S. In
this connection, it is important to note that the latter, generally speaking, is not the case for
solutions to the equations corresponding to inequalities (1), (3), and (4). To make certain of
this, it is enough to compare the famous Fujita critical blow-up exponent qF = 1 + 2/n for
non-negative classical solutions to the equation

ut = Δu+ |u|q−1u (5)

in the half-space S obtained in [2–4] with the blow-up exponent for non-negative classical solutions
to equation (5) in the whole space E obtained in [5, 6], which is equal to

qB =

⎧⎨⎩
n(n+ 2)

(n− 1)2
, if n � 2,

+∞, if n = 1.

In order to trace the relation between the behavior of the coefficients aij(t, x) of the operator
L as |x| → +∞ and the critical exponents that are responsible for the non-existence of non-trivial
weak solutions to inequality (1) in the whole space E, we consider the quantity

A(R) = ess sup(t,x)∈(−∞,+∞)×{R/2<|x|<R}A(t, x)

for any R > 0 and assume that the coefficients of the operator L satisfy the condition

A(R) � cR2−α (6)
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with some real constant α and some real positive constant c, for all R > 1. It is clear that if
α < 2, then the coefficients of the operator L may be unbounded in E; if α = 2, they are globally
bounded in E; and if α > 2, they must vanish as |x| → +∞.

We also introduce a special function space WL,q(E), which is directly associated with the
linear partial differential operator P = ∂/∂t−L, and assume that the weak solutions to inequali-
ties (1), (3), and (4) belong to this space only locally in E.

Definition 1. Let n � 1 and q > 1, let L be a differential operator defined by (2) in the
whole space E, and let Ω be an arbitrary domain in E. By WL,q(Ω), we denote the completion
of the function space C∞(Ω) with respect to the norm

‖w‖WL,q(Ω) =

∫
Ω

|wt|dtdx +

[∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂w

∂xi

∂w

∂xj
dtdx

]1/2
+

[∫
Ω

|w|qdtdx
]1/q

,

where C∞(Ω) is the space of all functions defined and infinitely differentiable in Ω.
Definition 2. Let n � 1 and q > 1, and let L be a differential operator defined by (2) in

the whole space E. A function w = w(t, x) belongs to the function space WL,q
loc (E) if w belongs

to WL,q(Ω) for any bounded domain Ω in E.
Definition 3. Let n � 1 and q > 1, and let L be a differential operator defined by (2) in the

whole space E. A pair (u, v) of functions u = u(t, x) and v = v(t, x) is called a weak solution to
inequality (1) in E, if these functions are defined and measurable in E, belong to the function
space WL,q

loc (E), and satisfy the integral inequality∫
E

[
utϕ+

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂ϕ

∂xi

∂u

∂xj
− |u|q−1uϕ

]
dtdx �

�

∫
E

[
vtϕ+

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂ϕ

∂xi

∂v

∂xj
− |v|q−1vϕ

]
dtdx (7)

for every function ϕ ∈ C∞(E) with compact support in E, where C∞(S) is the space of all
functions defined and infinitely differentiable in E.

Remark 1. We understand inequality (7) in the meaning discussed, e. g., in [7].
Analogous definitions of the solutions to inequality (3) and inequality (4) in E, as special

cases of inequality (1) in E for v ≡ 0 or u ≡ 0, follow immediately from Definition 3.
Theorem 1. Let n � 1, α > 0, and 1 < q � 1 + α/n, let L be a differential operator defined

by (2) in the whole space E, whose coefficients satisfy condition (6) with the given α and some
c > 0, and let (u, v) be a weak solution to inequality (1) in E such that u � v. Then u = v in E.

As we have observed above, since any pair of solutions u = u(t, x), v = v(t, x) to inequaliti-
es (3) and (4) in E is a solution (u, v) to inequality (1) in E, the following statement is a direct
corollary of Theorem 1.

Theorem 2. Let n � 1, α > 0, and 1 < q � 1 + α/n, let L be a differential operator defined
by (2) in the whole space E, whose coefficients satisfy condition (6) with the given α and some
c > 0, let u = u(t, x) be a weak solution to inequality (3), and let v = v(t, x) be a weak solution
to inequality (4) in E such that u � v. Then u = v in E.

Each of the results in Theorems 1 and 2, which obviously have the character of a comparison
principle, we term a Liouville-type comparison principle, since, in particular cases where either
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u ≡ 0 or v ≡ 0, it becomes a Liouville-type theorem for solutions to (4) or (3), respectively. We
formulate here only the case where v ≡ 0.

Theorem 3. Let n � 1, α > 0, and 1 < q � 1 + α/n, let L be a differential operator defined
by (2) in the whole space E, whose coefficients satisfy condition (6) with the given α and some
c > 0, and let u = u(t, x) be a non-negative weak solution to inequality (3) in E. Then u = 0 in E.

Note that all the results in Theorems 1–3, including the partial case where L is the Laplacian
operator, are new and sharp. (We demonstrate their sharpness below by Examples 1–2). Thus, as
we have already mentioned above, the critical exponents in Theorems 1–3, which are responsible
for the non-existence of non-trivial weak solutions to inequalities (1), (3), and (4) in the whole
space E, coincide with those obtained in Theorems 1–3 in [1] for weak solutions to the correspondi-
ng inequalities in the half-space S. In the particular case where α = 2, the critical exponent in
Theorems 1–3 coincides with the well-known Fujita critical blow-up exponent obtained in [2–4].

Example 1. Let n � 1, α > 0, and q > 1 + α/n. Consider the operator L defined by (2) in
the whole space E with the coefficients given by the expression

aij(t, x) = (1 + |x|2)(2−α)/2δij (8)

for all (t, x) ∈ E, where δij are Kronecker’s symbols, and i, j = 1, . . . , n. It is easy to see that
condition (6) is fulfilled for these coefficients with the given α and some c > 0. Further, for
the given α, let

u(t, x) =

{
κt−βE(t, x), if t > 0, x ∈ Rn,
0, if t � 0, x ∈ Rn,

(9)

where E(t, x) = exp(−γ(1 + |x|2)α/2/t) for all t > 0 and x ∈ Rn, and the positive constants β,
γ, and κ will be chosen below.

First, since the function u = u(t, x) of the form (9) with any fixed positive constants α, β, γ,
and κ is infinitely differentiable in the whole space E and vanishes, along with all its derivatives,
for all t � 0 and x ∈ Rn, it is clear that u = u(t, x) is a classical solution to inequality (3) for
all t � 0 and x ∈ Rn.

Now, consider the case where t > 0 and x ∈ Rn. Making necessary calculations, we have

ut = −κβt−β−1E(t, x) + κγt−β−2(1 + |x|2)α/2E(t, x),
∂u

∂xi
= −ακγt−β−1(1 + |x|2)α/2−1E(t, x)xi

and

∂

∂xi

(
aii(t, x)

∂u

∂xi

)
= −ακγt−β−1E(t, x) + α2κγ2t−β−2(1 + |x|2)α/2 x2i

1 + |x|2 E(t, x)

for all t > 0 and x ∈ Rn, where the coefficients aii(t, x) are given by (8), and i = 1, . . . , n.
Further, it is also easy to calculate that

ut − Lu = (ακnγ − κβ)t−β−1E(t, x) +
(
κγ − α2κγ2

|x|2
1 + |x|2

)
t−β−2(1 + |x|2)α/2E(t, x)

and

|u|q−1u = κqt−βqEq(t, x).
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As a result, inequality (3) with u = u(t, x) given by (9) takes the form

(ακnγ − κβ)t−β−1E(t, x) +

+

(
κγ − α2κγ2

|x|2
1 + |x|2

)
t−β−2(1 + |x|2)α/2E(t, x) � κqt−βqEq(t, x) (10)

for all t > 0 and x ∈ Rn. Now, choosing the constants β, γ, and κ such that

β =
1

q − 1
,

1

αn(q − 1)
< γ �

(
1

α

)2

, 0 < κ �

(
αn

(
γ − 1

αn(q − 1)

))1/(q−1)

(11)

and taking into account that E(t, x) � 1 for all t > 0 and x ∈ Rn, it is not difficult to verify that
inequality (10) holds for all t > 0 and x ∈ Rn. Therefore, a function u = u(t, x) of the form (9)
with the given α and q and with the constants β, γ, and κ satisfying conditions (11) is a positive
classical solution to inequality (3) for all t > 0 and x ∈ Rn.

Thus, we may conclude that the function u = u(t, x) of the form (9) with the given α and q
and with the constants β, γ, and κ satisfying conditions (11) is indeed a non-trivial non-negative
classical solution to inequality (3) in the whole space E with aij(t, x) that are the coefficients
of the operator L defined by (8). It is clear that the function v = −u(t, x) is a non-trivial non-
positive classical solution to inequality (4) in the whole space E with aij(t, x) in (2) defined
by (8). Thus, the pair of functions u = u(t, x) and v = v(t, x) is a non-trivial classical solution
to system (3), (4), and, therefore, (u, v) is a non-trivial classical solution to inequality (1) in the
whole space E such that u(t, x) � v(t, x), with aij(t, x) in (2) defined by (8).

Note that the non-negative classical supersolutions to linear uniformly parabolic equations
with globally bounded coefficients in the non-divergence form in the whole space E except the
origin of coordinates in a form close to that given by relation (9) with α = 2 were constructed
in [8, p. 122]. Note also that the positive classical supersolutions to equation (5) in the half-space
S in a form close to that given by relation (9) with α = 2 were constructed in [9, p. 283].

Example 2. Let n � 1, α � 0, q > 1 + α/n, and q > 1, and let α̂ be any positive number
such that q > 1 + α̂/n. Consider the operator L defined by (2) in the whole space E with the
coefficients given by the relation

aij(t, x) = (1 + |x|2)(2−α̂)/2δij (12)

for all (t, x) ∈ E, where δij are Kronecker’s symbols, i, j = 1, . . . , n. As in Example 2, it
is easy to see that A(R) � CR2−α̂ for all R > 1, where C is some positive constant which
depends, possibly, on α̂ and n. Therefore, condition (6) is fulfilled for these coefficients with the
given α and some c > 0. For the given α̂ and q, let β = 1/(q − 1), 1/(α̂n(q − 1)) < γ � 1/α̂2,
0 < κ � (α̂n(γ − 1/(α̂n(q − 1))))1/(q−1), and

u(t, x) =

⎧⎨⎩κt−β exp

(
−γ (1 + |x|2)α̂/2

t

)
, if t > 0, x ∈ Rn,

0, if t � 0, x ∈ Rn.

(13)

Again, as in Example 2, it is not difficult to verify that the function u = u(t, x) defined
by expression (13) is a nontrivial non-negative classical solution to inequality (3) in the whole
space E with aij(t, x) in (2) defined by (12). It is clear that the function v = −u(t, x) is a
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nontrivial non-positive classical solution to inequality (4) in the whole space E with aij(t, x)
defined by (12). Thus, the pair of functions u = u(t, x) and v = v(t, x) is a non-trivial classical
solution to system (3), (4), and, therefore, (u, v) is a non-trivial classical solution to inequality (1)
in the whole space E such that u(t, x) � v(t, x) with aij(t, x) in (2) defined by (12).

Note that Examples 1–2 are constructed on the basis of those in [1].
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В.В. Курта

Принцип порiвняння Лiувiлля для розв’язкiв напiвлiнiйних
параболiчних нерiвностей другого порядку в частинних похiдних
у всьому просторi

Встановлено принцип порiвняння Лiувiлля для слабких розв’язкiв (u, v) напiвлiнiйних пара-
болiчних нерiвностей другого порядку в частинних похiдних виду

ut − Lu − |u|q−1u � vt − Lv − |v|q−1v (∗)

у всьому просторi R × Rn. Тут n � 1, q > 1 й

L =

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[
aij(t, x)

∂

∂xj

]
,

де aij(t, x) — вимiрнi, локально обмеженi в просторi R × Rn функцiї такi, що aij(t, x) =
= aji(t, x) й
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n∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj � 0

для майже всiх (t, x) ∈ R×Rn та всiх ξ ∈ Rn. Показано, що критичнi показники в одержа-
ному принципi порiвняння Лiувiлля, якi вiдповiдають за неiснування нетривiальних (тобто
таких, що u �≡ v) слабких розв’язкiв нерiвностi (∗) у всьому просторi R×Rn залежать вiд
поводження коефiцiєнтiв оператора L на нескiнченностi i збiгаються з критичними по-
казниками, отриманими для розв’язкiв нерiвностi (∗) у напiвпросторi R+ × Rn. Як прямi
наслiдки одержано новi теореми Лiувiлля для невiд’ємних, слабких розв’язкiв u нерiвностi
(∗) у всьому просторi R × Rn у випадку, коли v ≡ 0. Всi здобутi результати є новими й
точними.

В.В. Курта

Принцип сравнения Лиувилля для решений полулинейных
параболических неравенств второго порядка в частных производных
во всем пространстве

Установлен принцип сравнения Лиувилля для слабых решений (u, v) полулинейных парабо-
лических неравенств второго порядка в частных производных вида

ut − Lu − |u|q−1u � vt − Lv − |v|q−1v (∗)

во всем пространстве R × Rn. Здесь n � 1, q > 1 и

L =

n∑
i,j=1

∂

∂xi

[
aij(t, x)

∂

∂xj

]
,

где aij(t, x) — измеримые, локально ограниченные в пространстве R × Rn функции такие,
что aij(t, x) = aji(t, x) и

n∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj � 0

для почти всех (t, x) ∈ R×Rn и всех ξ ∈ Rn. Показано, что критические показатели в полу-
ченном принципе сравнения Лиувилля, которые отвечают за несуществование нетривиаль-
ных (т. е. таких, что u �≡ v) слабых решений неравенства (∗) во всем пространстве R×Rn

зависят от поведения коэффициентов оператора L на бесконечности и совпадают с кри-
тическими показателями, полученными для решений неравенства (∗) в полупространст-
ве R+ × Rn. В качестве прямых следствий получены новые теоремы Лиувилля для не-
отрицательных, слабых решений u неравенства (∗) во всем пространстве R×Rn в случае,
когда v ≡ 0. Все полученные результаты являются новыми и точными.
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Аналiз обчислювальних можливостей iнтерлiнацiйного

методу скiнченних елементiв розв’язання
нестацiонарної задачi теплопровiдностi

Дослiджуються деякi аспекти чисельної реалiзацiї iнтерлiнацiйного методу скiнчен-
них елементiв розв’язання нестацiонарної задачi теплопровiдностi для плоских облас-
тей складної форми. Дослiдження пропонується проводити тестуванням цього методу
з використанням точних розв’язкiв, спосiб побудови яких наведено в роботi. Iнтерлi-
нацiйний метод скiнченних елементiв дозволяє зводити нестацiонарну задачу тепло-
провiдностi до задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь меншого
порядку, нiж у класичному методi скiнченних елементiв (МСЕ).

Актуальнiсть теми. МСЕ є одним iз методiв, що найчастiше застосовуються для розв’я-
зання реальних нестацiонарних задач з розподiлу температури в областях складної фор-
ми. Практика вимагає розв’язання задач з великою кiлькiстю елементiв, а отже, i не-
вiдомих функцiй Ck(t), k = 1,M , що визначають слiди Ck(t) = u(xk, yk, t), k = 1,M ,
наближеного розв’язку u(x, y, t) у вузлах Ak(xk, yk) елементiв розбиття. Тому актуаль-
ною є розробка та дослiдження нових методiв розв’язання нестацiонарних задач тепло-
провiдностi, якi використовують меншу кiлькiсть елементiв для досягнення тiєї ж точно-
стi ε > 0.

Аналiз лiтературних джерел. У 1990 р. вперше було запропоновано обчислюваль-
нi схеми розв’язання нестацiонарної задачi теплопровiдностi для двовимiрних областей на
основi використання iнтерлiнацiї функцiй [1]. У 2000 р. запропонований метод був дослiдже-
ний у випадку задачi з трьома просторовими змiнними [2]. При застосуваннi МСЕ кiлькiсть
елементiв може досягати кiлькох сотень i навiть тисяч [3, 4]. У роботах [5–9] розглянуто при-
клади розв’язання задачi стацiонарної та нестацiонарної теплопровiдностi для областей, що
мають форму прямокутника, кутка, швеллера та Т-подiбної областi. Але на даний час вiд-
сутнi публiкацiї з аналiзом можливостей вказаного методу.
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Основнi твердження роботи.Дано аналiз можливостей iнтерлiнацiйного методу скiн-
ченних елементiв на основi результатiв обчислювального експерименту. Для обмеженої об-
ластi G ⊂ R2 будемо розв’язувати нестацiонарну крайову задачу

Lu ≡ ∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p1(x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
p2(x, y)

∂u

∂y

)
+ q(x, y)u = f(x, y, t),

(x, y) ∈ G, t > 0,

(1)

при таких початковiй i граничнiй умовах:

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ G, G ⊆ Π, Π = [a, b]× [c, d], (2)

u(x, y, t)|∂G = φ(x, y, t)|∂G. (3)

Вважаємо, що p1(x, y), p2(x, y) ∈ C1(G), q(x, y) ∈ C(G), f(x, y, t) ∈ C(G×R+), R+ = [0,∞)
i розв’язок поставленої задачi задовольняє умови:

1) u(x, y, t) має неперервнi похiднi до 2-го порядку за змiнними x та yu(p,q,0)(x, y, t) ∈
∈ C(G × R+), ∀ t � 0, 0 � p, q � 2;

2)
∂u

∂t
∈ C(G × R+).

Крiм того, вважаємо, що гранична функцiя ϕ(x, y, t) i початкова функцiя u0(x, y) задо-
вольняють спiввiдношення ϕ(x, y, 0)|∂G = u0(x, y)|∂G.

Замiнимо задачу (1)–(3) вiдповiдною задачею з однорiдними початковою i граничною
умовами. Для цього введемо замiсть функцiї u(x, y, t) функцiю v(x, y, t) таким чином:
u(x, y, t) = v(x, y, t) + ϕ(x, y, t) + u0(x, y) − ϕ(x, y, 0).

Функцiя v(x, y, t) повинна задовольняти диференцiальне рiвняння i однорiднi початкову
i граничну умови:

Lv(x, y, t) = f(x, y, t)− Lϕ(x, y, t) − L(u0(x, y)− ϕ(x, y, 0)),

v(x, y, 0) = 0, v(x, y, t)|∂G = 0,

u(x, y, t) ∈ C2,2,1(G×R+) = {v : v(p,q,1)(x, y, t) ∈ C(G×R+), 0 � p, q � 2}.

Якщо u — побудована вказаним методом функцiя, то вона є точним розв’язком вiдповiдної
початково-крайової задачi. Далi вважаємо початкову та граничну умови однорiдними.

Викладемо по кроках алгоритм знаходження наближеного розв’язку [1, 10].
К р о к 1 . Розiб’ємо область G на елементи прямими x = xk, k = 0,M , та y = yl, l = 0, N .

В результатi область G розiб’ється на елементи таких типiв:
прямокутнi елементи Π0

ij = {(x, y) : xi � x � xi+1, yj � y � yj+1}, i = 0,M − 1, j =

= 0, N − 1; прямокутнi елементи Πr
ij , r = 1, . . . , 4, з однiєю криволiнiйною стороною, яка

належить границi ∂G. Так, Π1
ij = {(x, y) : xi � x � xi+1, yj � y � yj+1(x), yj+1(x) > yj}.

Аналогiчний вигляд мають Π2
ij , Π

3
ij , Π

4
ij ;

трикутнi елементи T r
ij , r = 1, . . . , 4, з однiєю, взагалi кажучи, криволiнiйною сторо-

ною, яка належить границi ∂G. Елементи T 2
ij , T

3
ij , T

4
ij мають вигляд, аналогiчний T 1

ij =
= {(x, y) : xi � x � xi+1, yj � y � ηj+1(x), η

′
j+1(x) < 0, ηj+1(xi+1) = yj , ηj+1(xi) = yj+1}.
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Кро к 2 . Будуємо в кожному iз вказаних елементiв оператор iнтерлiнацiї OF (x, y, t)
функцiї F (x, y, t) на Π0

ij або Πr
ij , або T

r
i,j у виглядi:

OF (x, y, t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
UijF (x, y, t), (x, y) ∈ Π0

ij ,

V r
ijF (x, y, t), (x, y) ∈ Πr

ij , r ∈ {1, 2, 3, 4},
W r

ijF (x, y, t), (x, y) ∈ T r
ij , r ∈ {1, 2, 3, 4},

(4)

UijF (x, y, t) =

i+1∑
μ=i

λ∑
s=0

hμ−i,s

(
x− xi
xi+1 − xi

)
(xi+1 − xi)

sφμ,s(y, t) +

+

j+1∑
ν=j

λ∑
p=0

hν−j,p

(
y − yj

yj+1 − yj

)
(yj+1 − yj)

pψν,p(x, t)−

−
i+1∑
μ=i

λ∑
s=0

j+1∑
ν=j

λ∑
p=0

hμ−i,s

(
x− xi
xi+1 − xi

)
(xi+1 − xi)

shν−j,p

(
y − yj

yj+1 − yj

)
×

× (yj+1 − yj)
pDμ,s,ν,p(t), (5)

де λ ∈ {1, . . . , 5}; допомiжнi функцiї hr,s(u), r, s ∈ {0, 1} мають такi властивостi: h(p)r,s (q) =
= δr,qδs,p, r, s, p, q ∈ {0, . . . , λ}; δs,p — символ Кронекера. Тодi

∂αUijF

∂xα

∣∣∣∣
x=xk

= ϕk,α(y, t), α = 0, λ, k = i, i+ 1,

∂βUijF

∂yβ

∣∣∣∣
y=y�

= ψ�,β(x, t), β = 0, λ, � = j, j + 1.

Вважатимемо, що

∂pϕi,s

∂yp

∣∣∣∣
y=yj

=
∂sψj,p

∂xs

∣∣∣∣
x=xi

= Di,s,j,p(t), (xi, yj) ∈ G, 0 � s, p � λ, λ ∈ {1, 2},

V 1
ijF (x, y, t) =

i+1∑
μ=i

1∑
s=0

hμ−i,s

(
x− xi
xi+1 − xi

)
(xi+1 − xi)

sφμ,s(y, t) +

+

j+1∑
ν=j

1∑
p=0

hν−j,p

(
y − yj

yj+1(x)− yj

)
(yj+1(x)− yj)

pψν,p(x, t)−

−
i+1∑
μ=i

1∑
s=0

j+1∑
ν=j

1∑
p=0

hμ−i,s

(
x− xi
xi+1 − xi

)
(xi+1 − xi)

shν−j,p

(
y − yj

yj+1(x)− yj

)
×

× (yj+1(x)− yj)
pDi,s,j,p(t). (6)

Для виконання умови V 1
ijF (x, yj+1(x), t) = 0 потрiбно, щоб ψj+1,0(x, t) ≡ 0.
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Теорема 1. Оператор V 1
ijF (x, y, t) iнтерлiнує функцiю F (x, y, t) ∈ C1

( 1∏
i,j

)
та її по-

хiднi до порядку λ включно за змiнними x та y на границi чотирикутника Π1
ij з однiєю

криволiнiйною стороною, тобто,

V 1
ijF (x, y, t) = F (x, y, t), (x, y) ∈ ∂

1∏
ij

,

∂α

∂xα
V 1
ijF (x, y, t)

∣∣∣∣
x=xp

=
∂α

∂xα
F (x, y, t)

∣∣∣∣
x=xp

,

∂β

∂yβ
V 1
ijF (x, y, t)

∣∣∣∣
y=yj

=
∂β

∂yβ
F (x, y, t)

∣∣∣∣
y=yj

,

∂β

∂yβ
V 1
ijF (x, y, t)

∣∣∣∣
y=yj+1(x)

=
∂β

∂yβ
F (x, y, t)

∣∣∣∣
y=yj+1(x)

,

α = 0, 1, p = i, i+ 1, β = 0, 1 ∀ t ∈ [0,∞).

Нехай h1s, h2s, h
(p)
is (xj) = δijδsp, 0 � s, p � 2 — базиснi полiноми 3-го степеня полiно-

мiальної двоточкової ермiтової iнтерполяцiї функцiї F (x, y, t). За допомогою операторiв,

аналогiчних EF (x, y, t) =
2∑

k=1

1∑
s=0

F (s)(xk, y, t)hks(x), будуємо оператори ермiтової iнтерлi-

нацiї функцiї F (x, y, t) трьох змiнних:

E1
ijF (x, y, t) =

1∑
p=0

F (p,0)(xi, y, t)h1,p

(
x− xi

xi+1(y)− xi

)
(xi+1(y)− xi)

p

p!
+

+

1∑
p=0

F (p,0)(xi+1(y), y, t)h2,p

(
x− xi

xi+1(y)− xi

)
(xi+1(y)− xi)

p

p!
,

E2
ijF (x, y, t) =

1∑
s=0

F (0,s)(x, yj , t)h1,s

(
y − yj

yj+1(x)− yj

)
(yj+1(x)− yj)

s

s!
+

+

1∑
s=0

F (0,s)(x, yj+1(x), t)h2,s

(
y − yj

yj+1(x)− yj

)
(yj+1(x)− yj)

s

s!
.

Тодi оператор iнтерлiнацiї функцiї F (x, y, t) разом з її частинними похiдними до порядку
λ за змiнними X та Y на всiх сторонах трикутника T 1

ij можна записати у виглядi

T 1
ijF (x, y, t) = (E1

ij + E2
ij − E1

ijE
2
ij)F (x, y, t), (x, y) ∈ T 1

ij .

Теорема 2. Оператор T 1
ijF (x, y, t) має такi властивостi:

∂αT 1
ijF (x, y, t)

∂xα

∣∣∣∣
x=xi

=
∂αF (x, y, t)

∂xα

∣∣∣∣
x=xi

,
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∂αT 1
ijF (x, y, t)

∂xα

∣∣∣∣
x=xi+1(y)

=
∂αF (x, y, t)

∂xα

∣∣∣∣
x=xi+1(y)

,

∂βT 1
ijF (x, y, t)

∂yβ

∣∣∣∣
y=yj

=
∂βF (x, y, t)

∂yβ

∣∣∣∣
y=yj

,

∂βT 1
ijF (x, y, t)

∂yβ

∣∣∣∣
y=yj+1(x)

=
∂βF (x, y, t)

∂yβ

∣∣∣∣
y=yj+1(x)

,

α = 0, 1, β = 0, 1 всюди, за виключенням кутових точок.
Аналогiчнi твердження можна написати також для T r

ij , r = 2, 4.
Теорема 3. Нехай оператори Πr

ijF (x, y, t), r = 0, 4, iнтерлiнують F (x, y, t) на сторонах
чотирикутникiв Πr

ij ⊂ G, а оператори T r
ijF (x, y, t), r = 1, 4, — на сторонах трикутникiв

T r
ij ⊂ G з криволiнiйною гiпотенузою. Тодi оператор

OGF (x, y, t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
r∏
ij

F (x, y, t), (x, y) ∈ Πr
ij , r = 0 ∨ 1 ∨ . . . ∨ 4,

T r
ijF (x, y, t), (x, y) ∈ T r

ij , r = 1 ∨ . . . ∨ 4,

∀ t � 0

при умовах, що Mi,j+1 = M(xi, yj+1(xi)), Mi+1,j = M(xi+1(yj), yj),

lim
(x,y)→Mi+1,j

OGF (x, y, t) = F (xi+1(yj), yj, t),

lim
(x,y)→Mi,j+1

OGF (x, y, t) = F (xi, yj+1(xi), t),

lim
(x,y)→Mi+1,j

∂

∂x
OGF (x, y, t) =

∂

∂x
F (x, y, t)

∣∣∣∣
Mi+1,j

,

lim
(x,y)→Mi+1,j

∂

∂y
OGF (x, y, t) =

∂

∂y
F (x, y, t)

∣∣∣∣
Mi+1,j

,

lim
(x,y)→Mi,j+1

∂

∂x
OGF (x, y, t) =

∂

∂x
F (x, y, t)

∣∣∣∣
Mi,j+1

,

lim
(x,y)→Mi,j+1

∂

∂y
OGF (x, y, t) =

∂

∂y
F (x, y, t)

∣∣∣∣
Mi,j+1

,

iнтерлiнує функцiю F (x, y, t) на прямих x = xk ∈ [a, b] та y = y� ∈ [c, d], а також на

границi ∂G : OGF (x, y, t) = F (x, y, t),
∂

∂x
OGF (xk, y, t) =

∂

∂x
F (xk, y, t),

∂

∂y
OGF (x, yj , t) =

=
∂

∂y
F (x, yj, t). При цьому OGF (x, y, t) ∈ C1(G) ∀F (x, y, t) ∈ C2,2,1(G) ∀ t � 0, OGF (x, y, t) ∈

∈ W 1
2 (G) ∀ t � 0.

Кро к 3 . Для побудови наближеного розв’язку iнтерлiнацiйним МСЕ замiнюємо невi-
домi функцiї ϕμ,s(x, t) та ψν,p(y, t) сплайнами 1-го степеня:

ϕμ,s(x, t) =
M2∑
i=0

Ai,μs(t)hi(x), hi(x) = h(x, xi−1, xi, xi+1).
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Для випадку рiвномiрного розбиття xk = a + k(b − a)/n, y� = c + �(d − c)/n, k, � = 0, n,
hk(x) = h(nx − k), h�(y) = h(ny − �), де h(ξ) = 2−1(|ξ + 1| − 2|ξ| + |ξ − 1|), наближений
розв’язок подається у виглядi:

u(x, y, t) =
n−1∑
k=1

n2−1∑
j′=1

ukn,j′(t)h(nx− k)h(n2y − j′) +

+

n−1∑
�=1

n2−1∑
i′=1

ui′,�n(t)h(n
2x− i′)h(ny − �)−

n−1∑
k=1

n−1∑
�=1

ukn,�nh(nx− k)h(ny − �), (7)

де uij(t), (i, j) ∈ J — шуканi, J = {(i, j), (i′ , �), (k, j′) : (i/n, j/n) ∈ G, (i′/n2, �/n2) ∈ G,
(k/n2, j′/n2) ∈ G}. Для їх знаходження розв’язується така система диференцiальних рiв-
нянь: (

∂u

∂t
, ϕkn,j′

)
(t) + [u, ϕkn,j′ ](t) = (f, ϕkn,j′)(t)

(j′ = 1, n2 − 1; j′ �= �n; k, � = 1, n − 1, (k, j′) ∈ J),

(8)

(
∂u

∂tj
, ϕi′,�n

)
(t) + [u, ϕi′,�n](t) = (f, ϕi′,�n)(t)

(i′ = 1, n2 − 1; i′ �= kn; k, � = 1, n− 1, (i′, �) ∈ J),

(9)

(
∂u

∂t
, ϕkn,�n

)
(t) + [u, ϕkn,�n](t) = (f, ϕkn,�n)(t) (k, � = 1, n − 1; (k, �) ∈ J) (10)

при таких початкових умовах (при (k, � = 1, n− 1; i′, j′ = 1, n2 − 1)):

ukn,j′(0) = u0

(
k

n
,
j′

n2

)
= 0, ui′,�n(0) = u0

(
i′

n2
,
�

n

)
= 0, ukn,�n(0) = u0

(
k

n
,
�

n

)
= 0.

Тут використано позначення:

(ψ1, ψ2) =

∫∫
G

ψ1ψ2dxdy, [u, ψ] =

∫∫
G

[
p1
∂u

∂x

∂ψ

∂x
+ p2

∂u

∂y

∂ψ

∂y

]
dxdy.

Кро к 4 . Для тестування запропонованого методу застосуємо загальний метод побудо-
ви точних розв’язкiв тестових задач. Вiн полягає [8] у представленнi допомiжних функцiй
h1k(x), h2�(y) ∈ Cr(R), r = 2, 3, 4, 5, сплайнами r-го степеня (r ∈ {3, 4, 5}) i знаходженнi невi-
домих функцiй uij(t) шляхом розв’язання сформульованої вище задачi Кошi з однорiдними
початковими умовами для системи зичайних диференцiальних рiвнянь (8)–(10).

Вiдзначимо, що тестовi точнi розв’язки O(x, y, t) можна будувати у виглядi оператора
iнтерлiнацiї (4)–(6), довiльним чином вибираючи слiди ϕμs(y), ψνp(x) та Dμ,s,ν,p(t) так, щоб
точно були задовiльненi початкова i гранична умови, або за допомогою R-функцiй [6], якi
дозволяють точно задовольнити граничну умову, зберiгаючи при цьому потрiбний клас
диференцiйовностi. Застосовуємо до цiєї функцiї u = O(x, y, t) диференцiальний оператор

Lu(x, y, t) =
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p1(x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
p2(x, y)

∂u

∂y

)
+ q(x, y)u(x, y, t) ≡ g(x, y, t).
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В результатi отримаємо, що функцiя u = O(x, y, t) задовольняє рiвняння

Lu(x, y, t) = g(x, y, t) (11)

з вiдомою правою частиною g(x, y, t). Якщо u — побудована вказаним вище методом функ-
цiя, то вона є точним розв’язком вiдповiдної початково-крайової задачi.

Теорема 4. Якщо тестовий приклад побудований з використанням сплайн-iнтерпо-
ляцiї на основi сплайн-iнтерлiнацiї [5, с. 295–302] i наближений розв’язок знаходимо теж
у виглядi сплайн-iнтерполяцiї на основi сплайн-iнтерлiнацiї з невiдомими параметрами,
то наближений розв’язок буде збiгатися з точним розв’язком.

Таким чином, у данiй роботi пропонується для тестування iнтерлiнацiйного методу скiн-
ченних елементiв використовувати тестовi точнi розв’язки, якi належать рiзним класам
диференцiйовностi. Якщо ми будемо розв’язувати задачу (11) при вiдповiдних початко-
вiй i граничнiй умовах iншим методом (наприклад, класичним МСЕ або методом сiток),
то зможемо апостерiорно оцiнити похибку наближення, порiвнюючи наближений розв’язок
з точним.
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Академик НАН Украины И.В. Сергиенко, О.Н. Литвин, Л. С. Лобанова,
Г. В. Залужная

Анализ вычислительных возможностей метода интерлинации
конечных элементов решения нестационарной задачи
теплопроводности

Исследуются некоторые аспекты численной реализации метода интерлинации конечных
элементов решения нестационарной задачи теплопроводности для плоских областей слож-
ной формы. Исследования предлагается проводить тестированием этого метода с исполь-
зованием точных решений, способ построения которых приводится в работе. Метод интер-
линации конечных элементов позволяет свести нестационарную задачу теплопроводности
к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений меньшего порядка,
чем в классическом методе конечных элементов.

Academician of the NAS of Ukraine I. V. Sergienko, O.M. Lytvyn, L. S. Lobanova,
G.V. Zaluzhna

Analysis of the computing power of the interlineational finite element
method of solution of the non-stationary heat conduction problem

Some aspects of a numerical implementation of the interlineational finite element method solution of
the non-stationary heat conduction problem for planar domains with complex shapes are considered.
It is proposed to test this method, by using exact solutions, for which the method of construction
is proposed by the authors. The interlineational finite element method allows us to reduce the non-
stationary heat conduction problem to the Cauchy problem for a system of ordinary differential
equations of lower order than in the classical finite element method.
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Член-корреспондент НАН Украины А.И. Шевченко, А.С. Миненко,
А.С. Гололобова

Моделирование сложных теплофизических систем
с применением нечеткой логики

Исследуется один класс задач типа Стефана, имеющий место в теплофизике. По-
строено приближенное решение этой задачи. Управление процессом кристаллизации
осуществляется с использованием нечеткой логики.

Двумерная модель кристаллизации с конвекцией. Процессы кристаллизации, ко-
торые встречаются в природе, сопровождаются конвективным перемешиванием в жидкой
фазе. Ниже рассматривается постановка задачи, в которой конвекция вызвана наличием за-
данного вихря интенсивности μ. Исследование состоит в приближенном анализе свободной
границы от интенсивности μ. Рассмотрим стационарный случай в полуполосе D = {−1 <
< x < 1, H < y < 0}. Обозначим через γ кривую, отделяющую жидкую фазу D+

γ от
твердой D−

γ , при этом концы γ лежат на вертикалях x = ±1. Обе области D+
γ и D−

γ пред-
полагаются односвязными и симметричными относительно оси y. Пусть ψ(x, y) — функция
тока, которая удовлетворяет условиям:

Δψ = μ, (x, y) ∈ D+
γ , μ = const > 0, ψ = 0, (x, y) ∈ ∂D+

γ .

Тут μ считается достаточно малым численным параметром. Требуется определить, кроме
функции тока ψ(x, y), тройку (u±(x, y), γ) по следующим условиям:

λΔu+ − ψyu
+
x + ψxu

+
y = 0, (x, y) ∈ D+

γ , λ = const,

u+(x, 0) = ϑ, −1 � x � 1, ϑ = const > 1,

u±x ± ω±
0 u

± = 0, x = ±1, (x, y) ∈ Γ+
γ

⋃
Γ−
γ ,

Δu = 0, (x, y) ∈ D−
γ , u(x,H) = 0, −1 � x � 1,

u(x, y) = u+(x, y) = 1, |∇u−|2 − k2|∇u+| = 0, (x, y) ∈ γ,

(1)

где Γ+
γ = ∂D+

γ

⋂{x = ±1}; Γ−
γ = ∂D−

γ

⋂{x = ±1}; ω±
0 — числа Нусельта.

Предложен метод изучения нелинейной задачи (1), состоящий в разложении решения
в ряд по степеням малого параметра μ:

ψ(x, y;μ) =

∞∑
k=0

μkψk(x, y), u±(x, y;μ) =

∞∑
k=0

μku±k (x, y),

y(x;μ) =

∞∑
k=o

μkyk(x), γ : y = y(x;μ), −1 � x � 1.

Изучим теперь нулевые и первые приближения задачи (1).
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Приближенное решение задачи (1). Нулевое приближение (u±o (x, y), γo) задачи (1)
ищем из условия минимума функционала

Y (u+, u−, γ0) =

∫∫
D−

γ0

[u−2
x + u−2

y ] dxdy + k2
∫∫
D+

γ0

[u+2
x + u+2

y ] dxdy +

+ k2ω+
0

∫
Γ+
γ

[u+2 − 1] dy + ω−
0

∫
Γ−
γ

[u−2 − 1] dy

на соответствующем множестве допустимих функций в классе u+y > 0 в D±
γ . Этот функ-

ционал может быть представлен следующим образом:

I(y1, y2) =

∫∫
Δ1

1 + y21x
y1u

dxdu+ k2
∫∫
Δ2

1 + y22x
y2u

dxdu+

+ ω+
0 k

2

ϑ∫
1

(u2 − 1)[y2u(1, n) + y2u(−1, u)] du + ω−
0

1∫
0

(u2 − 1)[y1u(1, u) + y1u(−1, u)] du,

где Δ1 = (−1 < x < 1, 0 < u < 1), Δ2 = (−1 < x < 1, 1 < u < ϑ), y1(x, u) и y2(x, u) —
решения уравнений u1(x, y)−u1 = 0, u2(x, y)−u2 = 0. Функционал I(y1, y2) минимизируется
методом Ритца [1].

Далее пусть u(x, y) = u+1 (x, y) при (x, y) ∈ D
+
γ0 , и u(x, y) = u−1 (x, y), если (x, y) ∈ D

−
γ0 ,

где u(x, y) — решение следующей задачи: Δu = f(x, y), (x, y) ∈ D, u(x, 0) = 0, u(x,H) = 0,
ux(0, y) = 0, H � y � 0, ux + ω±

0 u = 0, x = 1, (x, y) ∈ ∂D±
γ \ γ. Справедливо такое

утверждение.
Теорема 1. Пусть μ — достаточно малая величина. Тогда справедливо представление

y(x;μ) = y0(x)− μ
u±1 (x, y)

u±0y(x, y)
+ 0(μ), (x, y) ∈ γ0,

где y0(x) — решение уравнения u0(x, y) − 1 = 0 в классе функций uoy > 0 в D.
Пространственная модель кристаллизации. Пусть Ω — заданная область

в R3, представляющая собой цилиндр Ω = {(x1, x2, x3) : x21 + x22 < R2, x3 < 0}, и пусть Q —
боковая поверхность Ω. Обозначим через Γ достаточно гладкую поверхность (поверхность
кристаллизации, отделяющую жидкую часть металла D+

γ от твердой D−
γ ). Поверхность Γ

разбивает боковую поверхность Q на два куска Γ+и Γ−, т. е. Q = Γ+⋃Γ−. Задача Стефана
при наличии конвективных движений в жидкой фазе состоит в нахождении поля скорос-
тей в жидкой фазе

−→
V (x) = (V1(x), V2(x), V3(x)), давления p(x), распределения температур

u±(x) и свободной поверхности по следующим условиям:

λ(
−−→
V∇)u+(x) = k∇2u+(x), x ∈ Ω+

γ ,

∇2u(x) = 0, x ∈ Ω−
γ ,

(
−→
V ∇)

−→
V (x) +∇p(x) = 1

Re
∇2−→V (x) +

−→
f (u+), div

−→
V (x) = 0, (2)
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x ∈ Ω+,
−→
V |∂Ω+ = 0,

∂

n
u+|x∈H = h(x),[

∂

∂n
u± + ω±

0 u
±

]
= 0, u+ = u− = 1,

∂u−

∂u
− k

∂u+

∂u
= 0, x ∈ Γ,

где x = (x1, x2, x3); Ω± — области соответственно жидкой и твердой фаз; H — верхнее
основание цилиндра Ω.

В задаче (2) параметры k, λ, Re допускаются постоянными величинами, ∇ =

= (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), функция
−→
f (u+) принадлежит классу C2(R1),

−→
f

′

(u) ограничена
в R1. При малых числах Рейнольдса Re задача (2) имеет решение, при этом u± ∈ C3+α(Ω

±
),−→

V (x) ∈ C1+α(Ω
+
), а Γ принадлежит классу C3+α [2].

Приближенное решение задачи (2). Пусть u±0 (x) — решение стационарной зада-
чи (2) без конвекции в области Ω±

0 с теми же условиями из (2) при Re = 0, а Γ0 — свободная
поверхность. Для точек поверхности Γ0 введем криволинейные координаты ω = (ω1, ω2).
Свободную поверхность Γ будем искать в виде Γ = {x = x(ω) + −→n (ω)ρ(ω), x(ω) ∈ Γ0}
с некоторой функцией ρ(ω) класса C3+α(Γ0). Допустим, что неизвестные величины на-

шей задачи можно искать в виде u±(x; Re) =
∞∑
k=0

(Re)ku±k (x), Vi(x; Re) =
∞∑
k=0

(Re)kVik(x),

p(x; Re) =
∞∑
k=0

(Re)kpk(x), p(ω; Re) =
∞∑
k=1

(Re)kpk(ω), i = 1, 2, 3. Справедливо утверждение.

Теорема 2. Пусть u±1 (x) и u±2 (x) — решения следующих задач:

(
−→
V2∇)

−→
V1 +∇p1 = ∇2−→V2 +−→

f
′

(u+0 )u
+
1 , div

−→
V 2 = 0, x ∈ Ω+

0 ,
−→
V 2|∂Ω+

0
= 0,

λ(
−→
V1∇)u+1 + λ(

−→
V2∇)u+0 = ∇2u+2 , x ∈ Ω+

0 ; ∇2u−2 = 0,

x ∈ Ω−
0 ;

(
∂u±2
∂n

+ ω±
0 u

±
2

)∣∣∣∣
x∈Γ+∪Γ−

= 0,
∂u±2
∂n

= 0, x ∈ H;

∇2u1(x) = F1(x), x ∈ Ω;
∂u1
∂n

|H = 0,

(
∂u1
∂n

+ ω±
0 u1

)∣∣∣∣
x∈Γ

= 0,

где F1(x) = λ(
−→
V1∇)u+0 при x ∈ Ω

+
0 и F1(x) = 0 при x ∈ Ω

−
0 . Тогда при малых числах Re

справедлива формула

Γ : x = x(ω)−−→n (ω)Re
u±1 (x(ω))

|∇u±0 (x(ω))|
− −→n (ω)(Re)2

u±2 (x(ω))− f1(x(ω))

|∇u±0 (x(ω))|
, x(ω) ∈ Γ0.

Управление процессом кристаллизации с применением нечеткой логики. Рас-
смотрим процесс кристаллизации металла, который имеет место в спецметаллургии [3].
Пусть u∗ — температура, при которой происходит отделение слитка от стенок кристал-
лизатора. Эта температура будет достигаться при воздействии потоков мощности w1, w2,
w3, причем поток w3 равномерно распределен в центре слитка. Далее рассматриваются
все факторы X1,X2, . . . ,Xn, которые влияют на процесс кристаллизации, а также условия
Y1, Y2, . . . , Yn, при которых происходит появление нового слитка. Затем строится нечеткое
управление с помощью метода Мамдани, который позволяет осуществить процесс управле-
ния в задаче кристаллизации. Числовые параметры, участвующие в построении управления
задачи, выбираются из [3].

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №3 53



1. Миненко А.С.Исследование одной конвективной задачи Стефана методом Ритца // Укр. мат. журн. –
2007. – 59, № 11. – С. 1546–1556.

2. Миненко А.С. Вариационные задачи со свободной границей. – Киев: Наук. думка, 2005. – 354 с.

3. Патон Б. Е. Избранные труды. – Киев: Изд-во Ин-та электросварки им. Е.О. Патона НАН Украины,
2008. – 893 с.

Поступило в редакцию 26.02.2013Институт информатики и искусственного
интеллекта ДонНТУ, Донецк

Член-кореспондент НАН України А. I. Шевченко, О.С. Мiненко,
А.С. Гололобова

Моделювання складних теплофiзичних систем iз застосуванням
нечiткої логiки

Дослiджується один клас задач типу Стефана, який має мiсце в теплофiзицi. Побудовано
наближений розв’язок цiєї задачi. Управлiння цим процесом кристалiзацiї здiйснюється
з використанням нечiткої логiки.
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Simulation of complex thermal physical systems with the use of a fuzzy
logic

The Stephan problem is investigated. The approximate solution is constructed. The control over
the process of crystallization with using a fuzzy logic is realized.

54 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №3



UDC 519.1,514.128

V.A. Ustimenko

On walks of variable length in the Schubert incidence

systems and multivariate flow ciphers

(Presented by Corresponding Member of the NAS of Ukraine O.M. Trofimchuk)

The flow cipher algorithm based on walks at the flag variety of a Schubert system over the finite
commutative ring is proposed. The restriction of the incidence relation of the geometry of a
finite simple Lie group of the normal type on the union of large Schubert cells of the maximal
dimension is an example of the Schubert system. More general examples are connected with
Kac–Moody groups. We introduce some applications of such ciphers based on periodic walks for
the construction of multivariate private keys, security of which is connected with the discrete
logarithm problem for cyclic subgroups of polynomial transformations of increasing order.

Schubert systems, definitions, and examples. All graphs we consider are simple, i. e. undi-
rected without loops and multiple edges. Let V (G) and E(G) denote the set of vertices and the
set of edges of G, respectively. Then |V (G)| is called the order of G, and |E(G)| is called the size
of G. A path in G is called simple if all its vertices are distinct. When it is convenient, we shall
identify G with the corresponding antireflexive binary relation on V (G), i. e. E(G) is a subset of
V (G) × V (G), and write v G u for the adjacent vertices u and v (or neighbors).

The girth of a graph G, denoted by g = g(G), is the length of the shortest cycle in G.
We use a term incidence structure for a triple consisting of the set Γ, its partition Γ =

= Γ1
⋃

Γ2
⋃ · · ·⋃Γn, and a symmetric antireflexive binary relation I (incidence) on the set Γ

such that xIy implies ∈ Γi, y ∈ Γj, and i �= j.
We refer to the number n as the rank of an incidence structure. In the case n = 2, the triple

is called an incidence structure, and P = Γ1 and L = Γ2 are called the set of points and the
set of lines, respectively.

Let K be a finite commutative ring. Linguistic is called the incidence structure with the point
set Γ1 = Ks+m and the line set Γ2 = Kr+m such that point (x) = (x1, x2, . . . , xs, xs+1, . . . , xs+m)
is incident to the line [y] = [y1, y2, . . . , yr, yr+1, yr+2, . . . , ym+r] if and only if the relations

a1xs+1 + b1yr+1 = f1(x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yr),

a2xs+2 + b2yr+2 = f2(x1, x2, . . . , xs+1, y1, y2, . . . , yr+1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amxs+m + bmyr+m = f1(x1, x2, . . . , xs+m−1, y1, y2, . . . , yr+m−1)

hold, where aj and bj, j = 1, 2, . . . ,m, are not zero divisors, and fj are multivariate polynomials
with coefficients fromK. Brackets and parentheses allow us to distinguish point from line (see [2]).
The color r(p) (r([l])) of point (p) (line [l]) is defined as the projection of an element p from the
free module on its initial s (respectively, r) coordinates. As follows from the definition of linguistic
incidence structure, there exists the unique neighbor with a chosen color for each vertex of the
incidence graph.

© V.A. Ustimenko, 2014
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Recall that a flag F of the incidence system Γ = Γ1
⋃

Γ2
⋃ · · ·⋃Γm is the clique of a simple

graph I. This means that x, y ∈ F implies xIy.
Let Ω = {1, 2, . . . , t} be a finite set. For each subset M in Ω and each commutative ring K,

we consider the totality KM = {f : M → K} of partial functions from Ω into K with support
supp(f) =M . It is convenient for us to write element f ∈ KM as a pair (M,f). Let M1 and M2

be nonempty sets of Ω. We denote, by L(M1,M2,K), the linguistic graph with a point set KM1

and a line set KM2 such that the incidence of the point (M1, f1) and the line (M2, f2) will be
given by the following conditions:

mif1(si) + lif2(si)) = Fi(f1(r1), f1(r2), . . . , f1(rd1), f2(p1), f2(p2), . . . , f2(pd2), f1(s1),

f1(s2), . . . , f1(si−1), f2(s1), f2(s2), . . . , f2(si−1)), i = 1, 2, . . . , t.

Here, elements of M1 −M1
⋂
M2 and M2 −M1

⋂
M2 are defined by lists {r1, r2, . . . , rd1}

and {p1, p2, . . . , pd2}, and elements of M1
⋂
M2 are listed as s1, s2, . . . , st. The color r(v) of the

vertex v = (Mi, fi), i = 1, 2, in the graph L(M1,M2,K) is defined as the restriction of fi onto
Mi −M1

⋂
M2. A linguistic incidence system L(Mt,Ω,K), t ∈ J , is defined for the family of

subsets Mt, t ∈ Ω, of Ω and the commutative ring K as a disjoint union of KMt, t ∈ J , together
with the incidence relation I such that its restriction Iij on KMi

⋃
KMj , where i, j ∈ J are

defined by a linguistic graph L(M1,M2,K). We call the Schubert system a linguistic incidence
structure L(Mt,Ω,K), t ∈ J , with a nonempty set of maximal flags of rank |J | such that, for each
order i1, i2, . . . , is on J , each maximal flag is uniquely defined by its representative of KMi1 , its
neighbor of kind (Mi2 , fi2) is uniquely defined by fi2 |Mi2−Mi1 , a flag element of kind (Mi3 , fi3) is
uniquely defined by the projection fi3 |Mi3−Mi1

⋂
Mi2 , and a representative of KMis is uniquely

defined by the projection of fis onto Kis −Mi1

⋂
Mi2

⋂ · · ·⋂Mis−1 .
As follows from the definition of Schubert systems, the sets Di = Mi −M1

⋂
M2 · · ·Mi−1

⋂⋂
Mi+1

⋂
Mi+2 · · ·Ms are nonempty. For each flag of kind (M1, f1), (M2, f2), . . . , (Mi−1, fi−1),

(Mi+1, fi+1), (Mi+2, fi+2) . . . , (Ms, fs), its completion to the maximal flag by adding (Mi, fi) is
uniquely defined by the projection of fi onto Di. A natural example of the Schubert system can be
obtained via the restriction of the incidence relation of the geometry Γ(G) = Γ1

⋃
Γ2

⋃ · · ·⋃Γn

of a simple Lie group G of the normal type onto a disjoint union of large Schubert cells of
maximal degree in each Γi, i = 1, 2, . . . , n.

More general examples correspond to Kac–Moody groups. Let L be a Kac–Moody algebra
defined by the Cartan matrix A over the field of complex numbers C. The algebra L can be
written in the form L− + L0 + L+, where L0 is a Cartan subalgebra, and L+ is a direct sum
of root subspaces corresponding to positive real and imaginary roots r in the chosen Chevalley
basis. Let a1, a2, . . . , an be the list of fundamental roots, then dual elements a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n form

a basis in L0. Let us denote, by LZ , a Lie groupoid of all vectors in L with integer coordinates
in the chosen basis. Let K be a commutative ring. Then the tensor product of LZ and K is a
Lie groupoid LK over K. Let Γi be the totality of elements in K of kind ai

∗ + x, where x is
an element of the direct sum Si of root subspaces Lr, where r is a positive root, and a∗i (r) is
different from zero. We define an incidence system SΓ(A,K), which is a disjoint union of Γi such
that x from Γi and y from Γj are incident if and only if [x, y] = 0. As was shown in [3] (see
also [4]) in the case of a finite-dimensional algebra L over the field K of characteristic zero (or
“sufficiently large” characteristic), the incidence system SΓ(A,K) is isomorphic to the Schubert
system of the geometry of a simple group G, which is an adjoint group for the Lie algebra L. If
det(A) = 0, then the incidence system SΓ(A,K) is a variety of infinite dimension (see [4]). In
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the case of K = Fq, SΓ(A,K) can be approximated by a finite Schubert system obtained by the
change of the space L by a direct sum of root spaces Lr, where the positive root r satisfies the
condition r < r0 for certain r0 and the chosen lexicographical order on roots (see [4, 5]). In a
similar way, the Schubert system of the geometry of a simple Lie group of the twisted type can
be embedded into the corresponding Lie algebra [6].

Let Γ, I be an incidence graph in the Schubert incidence system over a commutative ri-
ng K. Geometry elements forming two flags F1 = {(M1, f1), (M2, f2), . . . , (Ms, fs)} and F2 =
= {(M+

1 , f
+
1 ), (M+

2 , f
+
2 , . . . , (M

+
s , f

+
s )} may be located at the same connected component of I,

or the representatives of F1 and F2 are from distinct connected components. Assume that the
system of equations G1(x) = a1, G2(x) = a2, . . . , Gk(x) = ak, where ai ∈ K are some constants,
defines the connectivity invariants. For elements x, y ∈ Γ1 from the same connectivity component,
the relation Gi(x) = Gi(y), i = 1, 2, . . . , k, holds.

The existence of i such that Gi(x) = Gi(y) implies that x and y are vertices from different
connected components of graph I.

On the flag varieties and walks on them. Finite geometries and the metric spaces
connected with them are traditionally used in coding theory. Some cryptographical applications
of finite geometries were proposed in [7]. The idea to use walks in a Schubert system for the
generation of nonlinear bijective maps of vector spaces was proposed in [8]. The present arti-
cle is devoted to generalizations of cryptographical algorithms based on a Schubert automaton
proposed in [9].

Let us consider the set ΓF of maximal flags of a Schubert system. We define the spectrum
spec(F ) of a flag F = {(M1, f1), (M2, f2), . . . , (Ms, fs)} as a sequence of colors ti = fi|Mi −
−(M1

⋃
M2

⋃ · · ·⋃Mi−1
⋃
Mi+1

⋃ · · ·⋃Ms) of its elements (Mi, fi). We introduce the adjacency
relation R on the set ΓF as the following relation (or graph): the intersection of two flags is a
flag of rank s − 1. We refer to maximal flags satisfying relation R as adjacency flags.

If F1RF2 for flags F1 = {(M1, f1), (M2, f2), . . . , (Ms, fs)} and F2 = {(M+
1 , f

+
1 ), (M+

2 , f
+
2 ),

. . . , (M+
s , f

+
s )}, then there exists the index i such that colors ti and t+i are distinct, and the

functions fi and f
+
i differ by their values on Mi −M1

⋃
M2

⋃ · · ·⋃Mi−1
⋃
Mi+1

⋃ · · ·⋃Ms. As
follows from the definition of Schubert systems, the operator N i

t+(F ), which maps a flag F with
spectrum (t1, t2, . . . , ti−1, ti, ti+1, . . . , ts) into the adjacent flag F+ of color (t1, t2, . . . , ti−1, t

+
i ,

ti+1, . . . , ts), is well defined. Obviously, the equality ti = t+i implies that N i
t (F ) = F . We define

the color of the edge of graph R between vertices F and F+ as number i. The composition
N i1

t1N
i2
t2 · · ·N ik

tk
for different colors {i1, i2, . . . , ik} computed for flag F corresponds to walk F ,

F1 = N i1
t1 (F ), F2 = N i2

t2 (F1), . . . , Fk = N ik
tk
(Fk−1) in graph R. Note that edges FRF1, F1RF2, . . .,

Fk−1RFk are colored in distinct colors. As follows from the definition of a Schubert system, the
varieties of maximal flags ΓF and the color spaces Si = KMi−M1∪M2∪···∪Mi−1∪Mi+1∪···∪Ms are
free modules over the commutative ring K.

Let Q be a subring K such that K is a free module over Q of dimension d. Then ΓF and Si
are affine spaces over Q of dimensions v and vi, respectively. It is clear that d is a divisor of
these integers. Polynomial functions Gi : Q

v → Qd map the affine variety of flags ΓF (Q) over the
commutative ring Q into spaces Ai of dimension d. We refer to the direct sum S(A) of spaces
Si(Ai) as the spectral space (space of invariants) of the variety ΓF (Q). With the maximal flag F ,
we associate its trace sp(F ) = (t1, t2, . . . , ts, G1(F ), G2(F ), . . . , Gt(F )), where (t1, t2, . . . , ts) is
the spectrum corresponding to the vector х(F ) = (x1, x2, . . . , xl), l = v1 + v2 + · · · + vs from S
and (G1(F ), G2(F ), . . . , Gt(F )) is an element from the space of invariants, which could be given
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also by the vector y(F ) = (y1, y2, . . . , ym), m = td. Let fi = f(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym) be
a polynomial (or birational) map from S + A into Si defined over the commutative ring, Q.
Let Z be an abstract flag from the totality ГF (Q) with the spectrum z1, z2, . . . , zl and invariants
G1(Z),G2(Z), . . . , Gm(Z). A specialization fi(Z) = fi(Z1, Z2, . . . , Zl, G1(Z), G2(Z), . . . , Gm(Z))
associates the tuple fi(Z) from Si with given Z. We define the symbolic code of a walk as
the string fi1 , fi2 , . . . , fit of such maps, where the sequence i1, i2, . . . , it is such that is differs
from is+1 for each s, and t is determined by a certain function t = T (x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym),
which maps S + A into the set Z+ of positive integers. Let F be a flag from ΓF (Q). First,
we compute its spectrum and the set of invariants G1(F ), G2(F ), . . . , Gt(F ) and get the tuple
(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym) (extended spectrum of the flag) from the module S + A. Then
we compute t = t(F ) and fi1(F ), fi2(F ), . . . , fit(F ) for our flag F . It allows us to compute
N = N i1

t1N
i2
t2 · · ·N im

tt (F ), where tis = fis(F ). So we get the element F+ = N(F ), which is the
last vertex of the computed walk in graph R. This means that the symbolic code fi1 , fi2 , . . . , fit of
length t = T (x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym) determines the map N = N(fi1 , fi2 , . . . , fit) of ΓF (Q)
into itself. Under certain conditions, the reimage of flag F+ under the above-described map can
be computed. Obviously, the flags F+ and F are from the same connected component of graph R.
So, for the extended spectra (x+1 , x

+
2 , . . . , x

+
l , y

+
1 , y

+
2 , . . . , y

+
m) and (x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym),

the following equalities hold: y+1 = y1, y
+
2 = y2, . . . , y

+
m = ym. The tuple (x+1 , x

+
2 , . . . , x

′+
l ) is

uniquely determined by the symbolic code and the spectrum of flag F . For each i, we consider
the function of kind fir , ir = i, which appears in the symbolic code on the last position. If
such a function really exists, we denote it by f∗i ; if not, we assume f∗i = xi. We refer to the
set f∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
l as the boundary of a symbolic code. For each function fik of the symbolic

code, we denote the previous function with the index ik by f+ik , if such a function exists. If not,
we assume that f+ik = xik . It is clear that x+i = f∗i(x1, x2, . . . , xl) for each i. Let us assume
now that the map g from S into itself shifting xi into x+i is a bijection. Then flag F+ can
be used for the computation of the spectrum g−1(x1, x2, . . . , xl) and the set of invariants yj
of F . We can compute the length t = T (x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym) and the reverse walk F+,
Fit = N it

f+
it

(F+), Fit−1 = N it−1

f+
it−1

(Fit−1), . . . , F = N i1
f+
1

(F1). Note that sp(F ′+) = (x+1 , x
+
2 , . . . , x

+
s ),

where the coordinate x+i equals xi plus the sum of all fj for j equal to i. The simplest example
of invertible functions can be obtained in the case where all functions f∗i are linear functionals
of the kind x1H

i1(F ) + x2H
i2(F ) + · · ·+ xlH

il(F ) +H0, where H0 and H is depend only on y1,
y2, . . . , ym, and the matrix H ij(F ), j ∈ {i1, i2, . . . , il}, i = 1, 2, . . . , l, is invertible.

General algorithm of encryption. Let us consider the following private key encryption
algorithm. Let ΓFn(K) be a sequence of varieties of maximal flags of Schubert systems Γn(K)
of rank n over finite commutative rings K of increasing order. The parameter d = d(n) will
stand for the dimension of the variety of maximal flags in ΓFn(K). Let us assume that Q is
a subring of K such that a commutative ring K is isomorphic to a free module Qm over Q.
Let ΓFn(Q) be a set of maximal flags as a variety of dimension dm over Q. Correspondents
Alice and Bob consider the variety ΓFn(K) as a plainspace ΓFn(K). A subring Q will be
treated as a part of the common key. Similarly to the case of the Imai–Matsumoto multivariate
cryptosystem, the key contains two bijective affine transformations L1 and L2 of the variety
ΓF dm(Q). So, the plaintext can be identified with the string x = (p1, p2, . . . , pdm) written as
a row vector in the alphabet Q. The transformation Li : x → xAi + bi, i = 1, 2, is given by
the matrix Ai of size dm and the vector bi. We assume that the orders of transformations Ti,
i = 1, 2, increase with the parameter n. The “nonlinear part” of the key (symbolic code) is
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a “potentially infinite” sequence of pairs (is, fis), where fis = f(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym),
s = 1, 2, . . . , N , is a polynomial (or birational) map from S + A into Si defined as above. We
assume that the boundary of the symbolic key {f∗1 , f∗2 , . . . , f∗l } is fixed, and the expansion of
this key can be achieved by writing, from the left, a new set of initial elements. Additional
requirements are inequalities is �= is+1, which hold for each s. The key contains also three time
functions hi = ti(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym), i = 0, 1, 2, which are certain maps from S + A
into the set of positive integers Z+. At the beginning, Alice applies the affine transformation L1

to the plaintext x and gets the flag F = L1(x) written as a string over the alphabet K. Then she
computes the length h = h0(F ) of the nonlinear part of the symbolic key, as well as the values
fi1(F ), fi2(F ), . . . , fih(F ) of functions from the symbolic key for the obtained flag F . The next
step for Alice is the computation of N = N i1

t1N
i2
t2 · · ·N ih

th
(F ), where tis = fis(F ), and she gets

the last flag of computed walks F+ = N(F ). The flag L2(F
+) = Y is sent to Bob via an open

channel. We shall assume that the input and output data for our encryption algorithm are given
in the form of tuples over the commutative ring K. The length of the sequence (is, fis) is chosen
in a special way, so the reimage of flag F+ for the map N is always computable (or computable
in the case of “almost all” flags). Bob gets Y and computes flag L2

−1(Y ) = F+, which belongs
to the connected component of graph R containing F . He computes numerically the invariants
G1(F

+), G2(F
+), . . . , Gt(F

+) and uses the boundary {f∗1 , f∗2 , . . . , f∗l } for the computation of
the spectrum of F . He computes the reverse walk in the graph R for finding its initial vertex F .
Finally, Bob computes L1

−1(F ) and writes this tuple in the form of a string over the alphabet K.
At the end of the communication session, the correspondents may change affine maps L1 and L2

for their powers Li
Ti , i = 1, 2.

An example of effectively computable enciphering map. Obviously, an arbitrary li-
nguistic graph is a Schubert structure. Let K be a finite commutative ring. Let us consider
the infinite bipartite graph D(K) with the point set Γ1 = P consisting of elements x =
= (x1, x2, x3, x

−
3 , . . . , xn, x

−
n , . . .) and the line set Γ2 = L consisting of lines y = [y1, y2, y3, y

−
3 , . . .,

yn, y
−
n , . . .] with the incidence relation I : xIy, x ∈ P , and y ∈ L if and only if the following

two sets of relations hold:

(1) x2 − y2 = y1x1, x3 − y3 = x1y2, x4 − y4 = y1x3, x5 − y5 = x1y4, . . . , xn − yn = x1yn−1

for odd n and xn − yn = y1xn−1 for even n.

(2) x−3 − y−3 = y1x2, x
−
4 − y−4 = x1y

−
3 , x

−
5 − y−5 = y1x

−
4 , . . . , x

−
n − y−n = y1x

−
n−1 for odd n

and x−n − y−n = x1y
−
n−1 for even values of parameter n. Let us consider also the bipartite graph

D(n,K) defined on the set of points Pn = Kn and lines Ln = Kn in the following way: vectors
xn and yn from Pn and Ln, are identified with the projections of the infinite tuples x ∈ P and
y ∈ L into their n initial coordinates, xn and yn are connected by an edge if and only if the first
n−1 relations from the definition of incidence of x and y hold. In the case K = Fq, the family of
graphs D(n,K) = D(n, q) together with special induced subgraphs was defined in [10]. In that
paper, some extremal properties of these graphs were investigated. For the general commutative
rings, the simplest properties of D(n,K) and CD(n,K) were considered in [11].

The most general connectivity properties of graphs CD(n,K) were obtained in [12]. The
discrete dynamical systems corresponding to these families of graphs were studied in [13]. If the
characteristic of a commutative ring K equals 2, then the graph CD(n,K) simply coincides
with the connected component of D(n,K). Note that all connected components of D(n,K) are
isomorphic. The partition sets Pn and Ln of the graph CD(n, q) can be identified with Kt, where
t = [3/4n] + 1 for n = 0, 2, 3 (mod 4) and t = [3/4n] + 2 for n = 1 (mod 4).
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It is known that there exist m quadratic invariants a1, a2, . . . , am where m = [1/4n]− e with
e = −1 for n = 0, 2, 3 (mod4) and e = 0 in the remaining case such that, for two points (or lines)
x and y of the graph D(n, q) from the same connected component, the equalities a1(x) = a1(y)
and a2(x) = a2(y), . . . , am(x) = am(y) hold. The inequality ai(x) �= ai(y) for some i implies that
x and y are vertices from distinct connected components.

In the case of characteristic 2, the above-written conditions uniquely define the partition into
connected components. Colors of point (x) = (x1, x2, . . . , xn) and line [y] = [y1, y2, . . . , yn] are
just the first coordinates x1 and y1 of these tuples. The flag (x), [y], (x)I[y] of this linguistic
graph is uniquely determined by coordinates of point (x1, x2, . . . , xn) and color y1 of line [y].

Let us assume that the commutative ring K is a free module Qr over another ring Q, and
the multiplication of K is a quadratic map of K × K into K over Q. The natural example
is the Kronecker extension of the ring Q, i. e. K = Q[x]/g(x), where g(x) ∈ Q[x] is some
polynomial.

Let us consider the above-described algorithm in the case of a symbolic key x1 + d1, y1 +
+d+1 , . . . , xl+dl, y1+d

′+
l of even variative length 2l, l = T (x, y1) (in the case of odd length 2l+1,

one can use the symbolic key (x1+d1, y1+d
+
1 , . . . , xl+dl, y1+d

+
l , xl+dl+1)), where the function T

is obtained from the map f(z1, z2, . . . , zr, zr+1, zr+2, . . . , z2r, z2r+1, z2r+2, . . . , zr(m+2)) from the

set Qr(m+2) into Z+ by the specialization (z1, z2, . . . , zr(m+2)) = (x+1 , x
+
2 , . . . , x

+
r , y

+
1 , y

+
2 , . . . , y

′+
r ,

a11, a12, . . . , a1r, a21, a22, . . . , a2r, . . . , am1, am2, . . . , amr), where (x+1 , x
+
2 , . . . , x

+
r ) and (y+1 , y

+
2 ,

. . . , y+r ) are coordinates of the flag xIy written in the chosen base of K = Qr,
and (ai1, ai2, . . . , air), i = 1, 2, . . . ,m, are the coordinates of the invariant values
a1(x), a2(x), . . . , am(x) of the point x from the flag. Let the flag from Kn+1 be defined by the
vector v of the free module Qr(n+1). Let L1 and L2 be two invertible affine transformations of
the plainspace Qr(n+1). We assume that they are a part of the key of our symmetric algorithm.
For simplification, we assume that the length of a symbolic key is an odd number.

Let us denote, by N , the composition of maps Nx1+d1 , Ny1+d+1
, Nx2+d2 , Ny2+d+2

, . . . , Nxl+dl ,
Ny1+d+l

. The encryption consists of the following steps:

(a) application of the affine map L1 to the plainspace v, the resulting vector L1(v) from
Qr(n+1) have to be written as a vector u from the free module over the extension K of Q.

(b) the computation of the vector w = N(u) and its presentation by the vector w+ in the
chosen base of Qr(n+1).

(c) computation of the vector z = L2(w
+). The deciphering is the reverse process. The

correspondent (Bob) receives the ciphertext z in the form of a vector from Qr(n+1). He computes
L2

−1 and writes this vector as a element w from Kn+1. Then Bob defines u = N−1(w) and
writes the result in the form of a vector u+ with coordinates from Q. For the determination of
the plainspace v, he writes L−1

1 (u+) in the form of an element from Kn+1.
On the properties of an encryption map It turns out that, independently of the choice

of sequences d1, d2, . . . , dl and d
+
1 , d

+
2 , . . . , d

+
l , the transformation N is a polynomial map of ki-

nd (x1, x2, . . . , xn) → (f1(x1, x2, . . . , xn+1), f2(x1, x2, . . . , xn+1), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn+1)), where
all polynomials fi(x1, x2, . . . , xn+1), i = 1, 2, . . . , n, n + 1, are cubic (see [15] and references
therein). This means that both the encryption map E = L1NL2 and the inverse map E−1 =
= L−1

1 N−1L−1
2 , together with the inverse map E′ = L′

2N
′L′

1 are cubic transformations. Recall
that E−1 corresponds to d1, d2, . . . , dl and d

′
1, d

′
2, . . . , d

′
l written in the inverse order.

Let us assume that a fixed key is in multiple use, and the adversary has an access to some
plaintext and can obtain a rather large set of pairs of the plaintext-ciphertext kind. In this case,
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the fact that the degree of the polynomial inverse map is bounded by 3 makes the linearization
attacks feasible. In fact, the key can be computed in a polynomial time. The above-written
condition is not a realistic one. So, the cubic encryption map was used for the protection of real
communication networks for various rings.

First, the algorithms were used in the case of prime finite fields (e. g., Z127). Then the ari-
thmetical rings Z2n , n = 7, 8, 16, 32, and the Galois fields F2n for n = 7, 8, 16, 32, were used. The
attractive side of the encryption algorithm is its speed (complexity O(nl)), resistance against
attacks without access to plaintexts. In the case of l � [n/2] + 2 and K = Fq, the different
sequences di (di �= di+1), d

+
i , (d

+
i �= d+i+1, i = 1, 2, . . . , l) give different ciphertexts. The generali-

zations of this fact to the case of arbitrary commutative rings are given in [13]. Computer
simulations (see surveys [14], [15] and references therein) in the case of a special choice of affi-
ne transformations demonstrate that the encryption function has strong mixing properties. It
satisfies the well-known Madryga’s requirements: change of one character in the plaintext or in
the key leads to a change of the vast majority characters of the ciphertext if the alphabet K
is used.

The enciphering algorithm with the key of variative length described in the example gi-
ven above allows one to increase the level of resistance of an encryption against attacks with
an access to some plaintexts without essential change of the robustness and the mixing qua-
lity.

The dependence of the length function l on a plainspace makes classical linearization attacks
impossible.

Let us show that the complexity of the known difficult discrete logarithm problem can serve
as a security argument for the algorithm. Assume that the sequences di and d

+
i , i = 1, 2, . . . , l,

are periodic. This means that there exists r such that l = rj, d
+
i+r = d+i , di+r = di. Additionally,

we assume that L1 = L2−1
and the parameter r is constant. Let G = L1N

+L2, where the
map N+ = Nx1+d1Ny1+d+1

Nx2+d2Ny2+d+2
· · ·Nxr + dl, Nyr + d+r L2 is computed with the use of

some computer algebra program. The resulting polynomial transformation G will be written
as (x1, x2, . . . , xn) → (g1(x1, x2, . . . , xn+1), g2(x1, x2, . . . , xn+1), . . . , gn(x1, x2, . . . , xn+1)), where
each polynomial gi(x1, x2, . . . , xn+1), i = 1, 2, . . . , n + 1, is a cubic expression given by a list of
monomials in lexicographical order. So, the value of G at the given point will be computed in
the time bounded by O(n4). Note that the order of a map G coincides with the order of N+.
As follows from the above-written facts, each power of the map G in the symmetric group
S(Kn) is a cubic map or the identity. Let M be a multiplicative subset of the commutative
ring K. This means that M is closed under multiplication and does not contain zero. If all
di + di+1, d

+
i + d+i+1, i = 1, 2, . . . , l, and d1 + dl, d

+
1 + d+l are elements of M , then the order

of the transformation G tends to infinity with the growth of the parameter n. The increase of
the map order is going on with the increase of the characteristic of the ground ring (see [13]
and references therein).

Recall that, in our case, the correspondents use the periodic map G = Gr, and the length
function l is a function of the plainspace, which can generally has any value. We assume that
the adversary can get many pairs (p, c), where p is a plaintext, and c is a corresponding ci-
phertext.

Additionally, we assume that the basic polynomial G is known to the adversary. The natural
attack on the key can be conducted via the investigation of the equationGz(p) = c with the known
tuples p and c and the unknown positive integer z. So, we get the discrete logarithm problem
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for the cyclic subgroup generated by G. We have to solve the equation Gz = H, where H is
some function transforming p into c. The opponent could not solve this problem in the case of a
sufficiently large number of variables, because the order of G is increasing, but the degree of the
right-hand side is still cubic. The investigation of iterations of G brings no additional data for the
investigation of the discrete logarithm problem. The adversary can determine G−1 by computing
many pairs of kind (v,G(v)) and by conducting a linearization attack. The computation of the
unknown functions l = l(x), j(x) = l(x)/r, and G−j(x) is related to the above-mentioned discrete
logarithm problem with the base G. Note that the function j(x) can be very sophisticated, for
instant, defined as a specialization of the known Matijasevich polynomial.

The author expresses his sincere gratitude to Professor Richard Weiss (Boston) for his constant
support of the idea to use geometries over diagrams for the problems of informational defence and a
stimulating lecture course at the University of Maria Curie Sklodowska in Lublin.
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В.А. Устименко

O блужданиях переменной длины в системах инцидентности
Шуберта и полиномиальном потоковом шифровании

Предложен алгоритм потокового шифрования, основанный на блужданиях на многообра-
зиях флагов системы Шуберта, определенной над коммутативным кольцом. Примером
системы Шуберта является ограничение отношений инцидентности геометрии простой
группы Ли нормального типа на объединение больших клеток максимальной размерности.
Более общиe примеры соответствуют группам Каца–Муди. Приведен пример использова-
ния таких симметричних алгоритмов, определенных на периодических блужданиях, для
создания публичного ключа, безопасность которого связана с проблемой дискретного лога-
рифма для циклических подгрупп полиномиальных преобразований возрастающего порядка.

В.О. Устименко

Про блукання змiнної довжини в системах iнцидентностi Шуберта
та полiномiальному струменевому кодуваннi

Запропоновано алгоритм струменевого кодування, що грунтується на блуканнях на много-
видах прапорiв системи Шуберта, визначеної над комутативним кiльцем. Прикладом сис-
теми Шуберта є обмеження вiдношень iнцидентностi геометрiї простої групи Лi нормаль-
ного типу на об’єднання великих клiтин максимального вимiру. Бiльш загальнi приклади
пов’язанi з групами Каца–Мудi. Наводено приклад використання таких струменевих алго-
ритмiв, визначених на перiодичних блуканнях, для створення вiдкритого полiномiального
ключа, безпека якого пов’язана з проблемою дискретного логарифма для циклiчних пiдгруп
полiномiальних перетворень зростаючого порядку.
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В.Л. Крупенин, К.Б. Мягкохлеб

Об одном классе авторезонансных машин

виброударного действия

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Е. Божко )

Рассмотрен механизм организации авторезонансных технологических машин вибро-
ударного действия, основанный на организации цепи обратной связи, включающей изме-
рение импульсов удара рабочего органа, который является интегралом движения в со-
ответствующей консервативной модели процесса. Приводятся примеры и даются рас-
четные формулы. Указано, что подобные принципы организации машин могут быть
построены и при измерении других интегралов движения.

Рассмотрим в качестве примера модель одного класса авторезонансных машин виброудар-
ного действия [1]. Следуя методикам, предложенным в [2–4], представим исследуемый
объект как линейную систему с произвольным числом степеней свободы (рис. 1), содер-
жащую рабочий орган в виде твердого тела массой m.

Рис. 1. Объект — линейная система с произвольным числом степеней свободы

© В.Л. Крупенин, К.Б. Мягкохлеб, 2014
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Будем предполагать, что в результате построения математической модели или в резуль-
тате натурных измерений известна система операторов динамической податливости [2, 3],
полностью определяющих линейную часть системы. Рабочий процесс заключается в органи-
зации периодических соударений между рабочим органом и неподвижным ограничителем
(обрабатываемой поверхностью).

Пусть координата рабочего органа массой m, совершающего одномерные колебания,
есть x. Пусть, далее, в точке x1 приложена постоянная сила G, обеспечивающая прижим ра-
бочего органа к ограничителю, в точке x2 приложено управляющее силовое воздействие B1,
вид которого нужно указать, исходя из конструктивных особенностей авторезонансной сис-
темы. Это воздействие, очевидно, формируется при помощи организации цепи обратной
связи. Вблизи точки контакта рабочего органа с ограничителем помещен датчик, измеряю-
щий какие-либо параметры его движения. Управляющее воздействие формируется в со-
ответствии с сигналом датчика.

Приводя внешние силы к точке x, можно записать уравнение движения в операторной
форме

x(t) = L1(0)G + L2(p)B1 − L(p)Φ(x, xt), (1)

где Φ(x, xt) — сила ударного взаимодействия [2, 3]; индексация по независимой переменной
обозначает дифференцирование; Ln(p) — оператор из точки xn в точку x (при этом, если
xn ≡ x, то индекс опускается); p ≡ d/dt — оператор дифференцирования.

Удар предполагается абсолютно упругим; потери энергии при рабочем процессе могут
быть учтены, например, введением соответствующих составляющих в представление для
оператора L(p) [2–5]. Предполагается также, что все преобразователи, входящие в систему,
работают безынерционно.

В отсутствие трения и управляющего воздействия уравнение движения консервативной
системы, отвечающей (1), будет иметь вид

(t) = L1(0)G − L10(p)Φ(x, xt), (2)

где для операторов Ln0(p) предполагается, что ImLn0(iω) = 0, ReLn0(iω) = ReLn(iω).
Пусть x0 ≡ L1(0)G. Периодический режим с одним соударением за период движения

консервативной системы (T0) в предположении, что начало отсчета времени совмещено
с ударом, имеет вид [2, 3]:

x(t) = x0 − Jχ(ω0, t), ω0 =
2π

T0
, (3)

где периодическая функция Грина (ПФГ), отвечающая оператору L10(p), дается рядом
Фурье [2, 3]

χ(ω0, t) = T−1
0

∞∑
k=−∞

L10(ikω0) exp(ikω0t). (4)

Импульс удара в данном случае дается соотношением:

J = 2m|xt(−0)| � 0 (5)
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и определяется из условия совместности [2, 3] x(0) = Δ, где Δ — величина зазора или
предварительного натяга. Из соотношения (5) получаем

J =
x0 −Δ

χ(ω0,0)
. (6)

Импульс удара J в консервативной виброударной системе оказывается интегралом дви-
жения, взаимно-однозначно связанным с полной энергией E. Наша авторезонансная сис-
тема будет организована так, что обратная связь будет построена в результате фиксации
значений какого-либо из интегралов движения. Будет показано, что это весьма удобный
способ организаций авторезонансных машин виброударного действия.

Частотные диапазоны существования решения (3), (6) определяются в конкретных слу-
чаях из условия x(t) � Δ. На практике проверяют выполнение условия J � 0, что в боль-
шинстве случаев равносильно.

Соотношение (5) определяет уравнение скелетной кривой J = J(ω0).
Перепишем уравнение движения (1), используя оператор динамической жесткости

L−1(p) [2, 3, 5]:

L−1(p)x = Gx +B(p;x)− Φ(x, xt),

Gx = L−1(0)L1(0)G,

B(p;x) = L−1(p)L2(p)B1.

(7)

Будем строить управляющее воздействие B(p;x) таким, чтобы в исходной системе (1)
можно было реализовать периодический автоколебательный режим движения, который со-
хранял бы форму режима движения консервативной системы (3).

Пусть L−1(p) = W1(p) +W2(p), причем ImW1(iω) = ReW2(iω). Решение (5) построено
в предположении W2(p) ≡ 0. Внесем представление (3) в соотношение (7) при некотором
значении частоты ω0, удовлетворяющему условию x(t) � Δ, и найдем в результате

W2(p)[x0 − Jχ(ω0, t)] = B[p;x0 − Jχ(ω0, t)]. (8)

Будем далее искать вид функции B(p;x) в классе функций со структурой {K(J)W (p)},
где K(J) — некоторая дифференцируемая на любом конечном отрезке функция; W (p) —
мероморфная функция комплексного переменного p. Принимая во внимание, чтоW2(p)x0 =
= 0, из соотношения (8) находим:

W2(p)[−Jχ(ω0, t)] = K(J)W (p)[−Jχ(ω0, t)]. (9)

Таким образом, должно быть

W (p) =W2(p), K(J) = 1. (10)

Итак, получены условия, определяющие вид управляющего воздействия B. Из урав-
нения K(J) = 1 можно определить стационарные значения импульса J0, а из обращения
уравнения скелетной кривой J(ω) — частоты автоколебаний. Выберем, для определенности,
K(J) = K0J

−1, K0 = const > 0. Тогда J0 = K0 и частоты автоколебаний определяются из
соотношения K0 = J(ω).
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Найденные решения надо исследовать на устойчивость. В инженерных расчетах часто
используют так называемое энергетическое условие [2, 3, 5]. Строго говоря, энергетичес-
кое условие является лишь необходимым. Эффективность использования этого условия
в прикладных задачах широко известна [2–5].

Составим функцию E(J), отвечающую балансу работ неконсервативных сил за период
движения T

E(J) = −J2

T∫
0

[W2(p)χ(t)−K(J)W2(p)χ(t)]pχ(t) dt. (11)

После преобразований получаем

(J) = −J2λ[1−K(J)], λ = const > 0. (12)

Для асимптотически устойчивых периодических режимов при стационарном значении
интеграла движения (в данном случае импульса удара) силы диссипации стабилизируют
систему и поэтому в соответствии с энергетическим условием dE/dJ < 0 (при J = J0).
В соответствии с вычисленным

dE

dJ
= J2λ

dK

dJ
. (13)

При dKfdJ < 0 автоколебания оказываются устойчивыми. В случае, когда K(J) =
= K0/J , dK/dJ = −K0J

−2. Стационарное значение J0 = K0 > 0 и режим асимптотически
устойчив. Более точно анализ устойчивости может быть выполнен при помощи других сов-
ременных методов.

С технической точки зрения, организация подобного режима позволяет при минимуме
энергетических затрат добиться максимальной эффективности процесса. Вопрос о практи-
ческой реализации такой установки представляет собой самостоятельную проблему. Можно
указать несколько путей ее решения. Важные рекомендации можно найти в [4].

В качестве важного примера рассмотрим систему с одной степенью свободы (рис. 2).
Линейный осциллятор совершает колебания с соударениями о неподвижный ограничи-

тель 2, на котором установлен датчик импульсов удара, формирующий сигнал, пропор-
циональный J . Этот сигнал преобразуется в некоторую функцию K(J), которая после
перемножения с сигналом, поступающим с датчика скорости 1, подается на возбудитель
колебаний 4.

Считая массу ударника единичной, уравнение движения запишем в виде

(p2 +Ω2 + 2bp)x = −Φ(x, xt) +K(J)px, (14)

где b > 0 — коэффициент вязкого демфирования. В силу того, что рассматривается система
с зазором, сила G = 0. В консервативном случае (b = K = 0) решение (3), (5) имеет вид [5]:

x(t) = −Jχ(t),

χ(t) =

[
2Ω sin

ΩT0
2

]−1

cos Ω

(
t− T0

2

)
,

J = −2Ω tg(πΩω−1
0 ).

(15)
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Рис. 2. Система с одной степенью свободы

Указанное во второй формуле (15) конечное представление для периодической функции
Грина имеет место только для t ∈ [0, T ], а для всех t ∈ R это представление должно
быть продолжено по периодичности. Диапазон собственных частот системы Ω � ω < 2Ω.
В данном случае

W1(p) = p2 +Ω2, W2(p) = 2bp.

При K(J) = K0J
−1 стационарное значение импульса удара J0 = K0/2b.

Решение сохраняет вид, описываемый первой формулой (15). В соответствии с третьей
формулой (15), частота автоколебаний ω0 = πΩ{π−arctg[K0/(4bΩΔ)]}−1. Найденный режим
асимптотически устойчив [5].

Следует заметить, что организация рассматриваемых машин требует, очевидно, жест-
кого запуска [2, 3] виброударного процесса, так как для организации фиксации ударных
импульсов процесс должен начаться.

При помощи частотно-временных методов [2, 3, 5] аналогично могут быть исследованы
и системы более высокой размерности. Кроме того, могут быть использованы и другие
интегралы движения.

Учет потерь энергии при ударе может быть выполнен при помощи “поправки” в коэф-
фициенте вязкого трения [5] b = b1 + rπ−1Ω, где b1 — “истинный” коэффициент вязкого
трения; r = 1 − R, R — коэффициент восстановления (0 < R � 1).

Рассмотренная система обладает замечательным свойством сохранять форму режима
движения консервативной системы. Такие системы называются псевдоконсервативными [6].

Следует заметить, что принципы авторезонансного построения виброударных систем
могут быть использованы при проектировании специальной виброиспытательной аппара-
туры [7, 8].

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №№ 13-08-01235a, 13-08-90419 Укр_ф_а)
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В.Л. Крупенiн, К. Б. Мягкохлiб

Про один клас авторезонансних машин вiброударної дiї

Розглянуто механiзм органiзацiї авторезонансних технологiчних машин вiброударної дiї,
оснований на органiзацiї ланцюга зворотного зв’язку, що включає вимiрювання iмпульсiв
удару робочого органу, який є iнтегралом руху у вiдповiднiй консервативнiй моделi проце-
су. Наведено приклади i даються розрахунковi формули. Зазначено, що подiбнi принципи
органiзацiї машин можуть бути побудованi i при вимiрюваннi iнших iнтегралiв руху.

V.L. Krupenin, K.B. Myagkohlib

On a class of autoresonant machines of vibro-impact action

The mechanism of organization of autoresonant vibro-impact technological machines is described.
It involves a feedback loop, which includes the measurement of pulses hitting the working body,
which is the integral of a conservative movement within the corresponding model. Examples and
the calculation formulas are given. It is indicated that similar principles of organization of machines
can be developed at the measurement of other integrals of motion.
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УДК 539.3

Н.И. Ободан, Е.Ф. Прокопало, В.А. Громов

Устойчивость и закритическое поведение двухслойных
цилиндрических оболочек с частичным “неприклеем”

при осевом сжатии

(Представлено академиком НАН Украины Я.М. Григоренко)

Исследуются критические нагрузки и закритическая деформация двухслойной цилинд-
рической оболочки при условии наличия области “неприклея”. Установлено, что процесс
потери устойчивости происходит в два этапа: локальная потеря устойчивости в об-
ласти “неприклея” и общая потеря устойчивости — потеря несущей способности.

Технология изготовления двухслойных оболочек допускает наличие областей “неприклея”,
которые при наличии усилий сжатия могут приводить в указанной области к локальной по-
тере устойчивости как одного слоя, так и обоих слоев вместе, что приводит к существенному
снижению несущей способности тонкостенной конструкции. При этом учет эффекта локаль-
ной потери устойчивости возможен только при использовании нелинейной модели. Совре-
менные исследования [1–8], как правило, посвящены линейному либо нелинейному анализу
тонкостенных систем с расслоениями в докритической стадии (до первой предельной точ-
ки), экспериментальные исследования связаны с идентификацией области расслоения.

1. Исследуется деформация двухслойной цилиндрической оболочки, подвергнутой
действию равномерного осевого сжатия, при наличии прямоугольной в плане области “не-
приклея” (двух диаметрально противоположно расположенных областей); торцы оболоч-
ки закреплены. Оболочка характеризуется радиусом R, длиной L, толщиной h, область
“неприклея” — толщинами верхнего (h2) и нижнего (h1) слоев; x1, x2 соответствуют про-
дольному и окружному направлениям соответственно. В области (областях) “неприклея”
предполагается существование прямоугольных в плане подобластей нормального контакта
и раздельного деформирования слоев. Рассматривается вариационная постановка нелиней-
ной краевой задачи теории оболочек аналогичная, обобщенная на случай многослойности
(с использованием гипотезы ломаной нормали) [8], с дополнительными условиями. Рас-
сматриваемая постановка является вариационной задачей с неизвестной границей подоб-
ластей нормального контакта и раздельного деформирования слоев. Для решения данной
задачи в рамках вариационной постановки в качестве независимо варьируемых функций
используются отыскиваемые в рамках итерационного процесса функции одной перемен-
ной U (i1)

s (x1) и U (i2)
s (x2), такие, что Us(x1, x2) = U (i1)

s (x1)U
(i2)
s (x2), где i1 = i, i2 = i − 1

для четных i (номер итерации), i1 = i − 1, i2 = i — для нечетных; здесь U(x1, x2) =
= {Us(x1, x2), s = 1, S} — вектор неизвестных функций задачи. Из условий стационарности
соответствующего функционала следуют: 1) системы обыкновенных дифференциальных
уравнений относительно функций U (i1)

s (x1) (U (i2)
s (x2)) с коэффициентами, содержащими

интегралы от функций U (i2)
s (x2) (U (i1)

s (x1)) и их производных; 2) на границах неповреж-
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Рис. 1. Потеря устойчивости оболочки с областью “неприклея”: a — полученная в расчете зависимость
нагрузка–прогиб; б, в — полученные в эксперименте локальная и общая формы потери устойчивости соот-
ветственно

денной части оболочки и прилегающей к ней подобласти контакта: интегральные условия
совместности по обобщенным по соответствующей границе деформациям; 3) интегральные
условия равновесия по обобщенным тангенциальным усилиям и изгибающим моментам; на
границах подобластей контакта и раздельного деформирования слоев: условия 2, 3 ; 4) инте-
гральные условия равновесия по обобщенным перерезывающим силам, сформулированные
с учетом скачков по обобщенным перерезывающим силам на указанных границах; 5) внутри
и на границах подобластей нормального контакта слоев: условие непроникновения слоев;
6) условия трансверсальности для определения границ подобластей; 7) на торцах оболочки:
граничные условия. Решения одномерных задач строятся итеративно сведением на каждой
итерации краевой задачи к задаче Коши методом Ньютона, неизвестная граница входит
в число неизвестных; для обеспечения сходимости алгоритма применялся метод продолже-
ния по параметру.

2. С помощью разрешающих соотношений 1–7 выполнялся численный анализ рассмат-
риваемой задачи. На рис. 1, a приведены результаты расчета для двухслойной оболочки,
жестко закрепленной по криволинейным контурам, у которой h1 = h2 = 0,23 · 10−3 м,
L = 7,5 · 10−2 м, R = 3,75 · 10−2 м; значения модулей упругости: Ex1 = 4,45 · 109 Па
(вдоль образующей); Ex2 = 2,15 · 109 Па (вдоль направляющей) и коэффициентов Пуас-
сона μx1 = 0,31, μx2 = 0,15. Направления x1, x2 соответствуют главным направлениям
ортотропии материала. Выбор параметров оболочки обусловлен условиями проведенного
эксперимента. На торцах оболочки выполнялись условия жесткого защемления. Длина об-
ласти (областей) “неприклея” в продольном направлении составляла ax1 = 2,5 · 10−2 м;
в окружном направлении — ax2 = 3,5 · 10−2 м; указанная область (области) “неприклея”
расположена на равном удалении от торцов оболочки. По оси абсцисс на рис. 1 отложен ха-
рактерный прогиб w, по оси ординат — значение параметра нагружения λ. На данном и по-
следующих рисунках величина параметра нагружения отнесена к величине критической
нагрузки, полученной для соответствующей оболочки без области “неприклея”. Из рис. 1
видно, что процесс нелинейного деформирования протекает в две стадии — практически
линейная деформация до достижения λloc (особая точка C̃0), а затем — участок нелиней-
ного деформирования с достижением критической λgen (особая точка C̃2). При достижении
первой предельной точки λloc реализуется форма потеря устойчивости с одной вмятиной
и совместной деформацией слоев, при достижении λgen — “пояс” локальных вмятин. Из со-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №3 71



Рис. 2. Характерная структура ветвления для оболочки без повреждений: a — фрагмент общей бифурка-
ционной картины; б — ветви с формами деформации одна/несколько локальных вмятин и “пояс” вмятин

поставления кривой деформирования (рис. 1) и общей картины ветвления для полностью
склеенной цилиндрической оболочки (рис. 2) следует, что кривая на рис. 1, a реализуется
путем разрушения общей картины ветвления за счет появления возмущений в виде облас-
ти “неприклея”. На рис. 2, a представлен фрагмент указанной структуры: здесь участку
ветви N −A соответствуют регулярные формы деформации; участку ветви A−C0 — фор-
мы деформации вида “пояс” вмятин; участку ветви C0 − C1 — формы деформации одна
или несколько локальных вмятин. Рис. 2, б демонстрирует участок ветви локальных форм
и участок ветви с формой вида “пояс” вмятин (C7 − E).

3. В качестве экспериментальной модели рассматривается двухслойная цилиндрическая
оболочка, выполненная из чертежной бумаги. Геометрические размеры и свойства мате-
риала оболочки соответствуют приведенным в п. 2 величинам. Длина области (областей)
“неприклея” в продольном направлении составляла ax1 = 2,5 · 10−2 м; в окружном изменя-
лась от ax2 = 1,5 · 10−2 м до 5 · 10−2 м. Было испытано две серии по 18 = 6 × 3 оболочек
в каждой: первая серия с одной областью “неприклея”, вторая — с двумя. При возраста-
нии нагружения во всех испытаниях наблюдалась (как и в расчете) следующая картина
деформирования: при λ = λexploc (рис. 1, б ) происходила локальная потеря устойчивости
в виде одной локальной вмятины в области “неприклея” без потери несущей способности,
при дальнейшем увеличении нагрузки до λ = λexpgen происходила общая потеря устойчи-
вости с образованием “пояса” вмятин на уровне зоны “неприклея” (рис. 1, в). На рис. 3
представлены результаты анализа влияния размеров зоны “неприклея” на значения λexploc
(квадраты) и λexpgen (кружочки), полученные в эксперименте и в расчете (сплошные кривые).
Рис. 3, a соответствует одной области “неприклея”, рис. 3, б — двум: критические нагрузки
как локальной, так и общей потери устойчивости для практически возможного диапазона
размеров области “неприклея” лежат в границах области существования локальных форм.
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Рис. 3. Зависимость критических нагрузок от величины области “неприклея”: a — одна область “неприклея”;
б — две области “неприклея”

Необходимо отметить, что одинаковые значения толщин верхнего и нижнего слоев, реали-
зованные в экспериментальной части исследования, не позволили получить форму потери
устойчивости с выщелкнутым слоем.
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Н. I. Ободан, Є.Ф. Прокопало, В.О. Громов

Стiйкiсть та закритична поведiнка двошарових цилiндричних
оболонок iз частковим “неприклеєм” при дiї осьового стискання

Дослiджено критичнi навантаження та закритичну деформацiю двошарової цилiндричної
оболонки за умов наявностi областi “неприклею”. Встановлено, що процес втрати стiйкос-
тi вiдбувається в два етапи: локальна втрата стiйкостi в областi “неприклею” та загальна
втрата стiйкостi — втрата несучої здатностi.

N. I. Obodan, E. F. Prokopalo, V.A. Gromov

Stability and postcritical behavior of two-layer cylindrical shells with
non-adherence area subjected to axial compression

Critical loads and postbuckling behavior for an axially compressed two-layered cylindrical shell with
non-adherence area are considered. It is revealed that the loss of stability proceeds in two phases:
a localized deformed shape emerges in the non-adherence area site following by the general loss of
stability (loss of load-carrying capability).
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Про порiвняння екстенсивної та iнтенсивної мiр

ефективностi наукових груп

(Представлено академiком НАН України В.М. Локтєвим)

Пiднiмаються проблеми, пов’язанi iз оцiнюванням наукової ефективностi. Розгля-
даються екстенсивнi та iнтенсивнi мiри для оцiнювання загальної сили та усередне-
ного показника якостi роботи наукових колективiв. Адже, з одного боку, досi немає
однозначних критерiїв та пiдходiв для аналiзу наукової ефективностi. З iншого боку,
при формалiзацiї процедури оцiнювання важливо врахувати вiдмiнностi рiзних галу-
зей науки. Обговорюються результати перевiрки кореляцiї мiж експертними оцiнками
та показниками на основi цитованостi для британських наукових груп, що працюють
у рiзних дисциплiнах.

Однiєю з характерних рис сучасної науки є те, що кiлькiснi методи дослiджень, якi виникли
i сформувалися в природничих науках, все бiльше поширюються на науки суспiльнi i гу-
манiтарнi [1]. Бiльше того, предметом дослiджень стає сама наука, що породило порiвняно
нову галузь — наукометрiю [2]. Доступнi нинi великi обсяги наукометричних даних зручно
аналiзувати за допомогою методiв та iнструментарiю iнших дисциплiн, таких як наука про
складнi системи [3], теорiя випадкових графiв [4], соцiофiзика [5] тощо. У задачах соцiофi-
зики для розгляду складних соцiальних систем застосовуються не лише методи, а й поня-
тiйний апарат, що виник при вивченнi фiзичних систем (переважно, об’єктiв статистичної
фiзики). Зокрема, при аналiзi наукових груп для розгляду їх структури використовується
теорiя складних мереж [6], а при дослiдженнi ефективностi їх роботи застосовуються ме-
тоди i концепцiї теорiї фазових переходiв [7]. У нашiй роботi мова йтиме про ефективнiсть
роботи наукових колективiв та методи її оцiнювання. Ключовим спостереженням, на якому
базується наш аналiз, є вiдмiннiсть мiж iнтенсивними та екстенсивними характеристиками
цiєї ефективностi.

Хоча питання про оцiнювання наукового доробку дослiджується здавна, проте як три-
вiальнi методи простого пiдрахунку (статей, грантiв тощо), так i сучасний кiлькiсний ана-
лiз наукометричних даних наразi не дають змоги вивести узагальнений показник, який би
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однозначно та коректно вiдображав рiзнi аспекти наукової роботи. Бiльше того, навiть най-
новiшi методи автоматичного збору даних страждають вiд багатьох недолiкiв, а бази даних
є неповними. Безумовно, iснує ще перевiрений часом метод експертної оцiнки, який i досi
вважається найбiльш надiйним (див., наприклад [8]). Прикладом є незалежне рецензування
рукописiв у наукових виданнях. Проте i цей метод пiддається критицi через, скажiмо, вплив
суб’єктивних факторiв на кiнцевий висновок [9]. Крiм того, проведення масштабної експер-
тної процедури вимагає значного часу та затрат. Таким чином, жоден iз можливих пiдходiв
до оцiнювання наукової ефективностi не може вважатися досконалим, проблема балансу-
вання мiж надiйнiстю та простотою неодноразово пiднiмається як у наукометричнiй спiль-
нотi, так i на рiвнi приватних чи державних органiзацiй, що займаються рейтингуванням
та/або управлiнням у сферi науки. Iснує думка, що найкращим вирiшенням є комбiноване
використання наукометричних показникiв та рецензування [10].

Нижче ми розглядаємо проблему взаємної кореляцiї наукометричних показникiв та екс-
пертних оцiнок. Зокрема, ставиться питання про те, чи можна передбачити експертнi ви-
сновки про роботу наукових груп на основi даних про цитованiсть їх публiкацiй, а отже, чи
взаємозамiнними є цi два пiдходи. Продовжуючи нашi дослiдження [11–13], у цiй роботi ми
акцентуємо увагу на особливостях окремих галузей науки.

Постановка задачi та деякi означення. Для дослiджень наукової якостi та впли-
ву використаємо iнтенсивнi та екстенсивнi мiри — концепцiї, запозиченi iз статистичної
фiзики. У цьому контекстi термiн “екстенсивний” використовується для опису загальних
характеристик системи, що залежать вiд її розмiру, тодi як “iнтенсивнi” значення вiдповiд-
ають усередненим показникам. Надалi, ведучи мову про оцiнювання наукової групи, будемо
використовувати два типи показникiв: вiдноснi (iнтенсивнi), що можуть розглядатися як
коефiцiєнт ефективностi групи, тобто усередненi за кiлькiстю її членiв N , та абсолютнi
(екстенсивнi), що характеризують ефективнiсть групи в цiлому i є пропорцiйними до її
розмiру N . Обидвi характеристики дослiдницьких колективiв є важливими та широко ви-
користовуються на практицi: вiдноснi значення ефективностi лягають в основу рейтингiв
та дають змогу порiвняти мiж собою установи або групи рiзного розмiру; натомiсть, розпо-
дiлення коштiв або ресурсiв вiдбувається пропорцiйно до абсолютних значень. Очевидно,
що цi два типи показникiв є взаємозалежними i можуть бути одержанi шляхом множен-
ня/дiлення на N .

У фiзицi екстенсивнi та iнтенсивнi величини, вiдповiдно, позначаються великими та ма-
лими лiтерами. У своїй роботi ми також слiдуємо цiй традицiї. Використовуючи термiноло-
гiю iз попереднiх робiт [11–15], вiдносний показник на основi експертної оцiнки ефективностi
наукового колективу називатимемо якiстю s, а загальну, абсолютну оцiнку якостi — його
силою S (вiд англ. strength)

S = sN, (1)

де N — кiлькiсть членiв групи. Вiдповiдно, вiдносний показник, що базується на основi
пiдрахунку одержаних цитувань, називатимемо середнiм впливом групи i (вiд англ. impact),
тодi як загальний вплив I буде вiдповiдати абсолютному значенню

I = iN. (2)

Вибiр таких найменувань змiнних пояснюється тим, що рiвень цитованостi тiєї чи iншої
наукової публiкацiї iнтерпретується як вплив на подальшi науковi дослiдження, ступiнь
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використання опублiкованих результатiв в iнших роботах. З iншого боку, бiльш широке
значення слова “якiсть” скорiше спiввiдноситься iз експертною оцiнкою, яка враховує рiзнi
аспекти роботи.

Метою роботи є порiвняння мiж собою вiдносних (s та i) та абсолютних (S та I) по-
казникiв. Iдеально скорельованi значення мали б лягти на пряму лiнiю i означали б, що
результати експертного оцiнювання можуть бути легко передбаченi на основi даних про
цитування i навпаки. Бiльше того, у такому дослiдженнi можна враховувати розмiри груп,
шукаючи кореляцiю не для всiх, а для окремо взятих великих, середнiх або малих груп — цi
та iншi питання, пов’язанi iз розмiром групи та залежнiстю вiд нього ефективностi групи,
дослiджувалися у роботах [14, 15].

Використанi данi. Очевидно, що одержанi результати будуть залежати вiд кожної
окремої вибiрки даних, адже у рiзних країнах по-рiзному органiзовано науковi дослiдження
та неоднаково вiдбувається розвиток галузей науки. В даному випадку дослiдження прово-
дилося на основi даних про ефективнiсть наукових груп у вищих навчальних закладах Ве-
ликобританiї. Це обумовлено тим, що саме там iснує багаторiчна традицiя проведення цен-
тралiзованої процедури оцiнювання ефективностi наукових та освiтнiх закладiв — Research
Assessment Exercise (RAE) (офiцiйна сторiнка RAE 2008 року: http://www.rae.ac.uk/). По-
чинаючи з 1986 р., кожнi три–п’ять рокiв органiзовується масштабна робота з оцiнюван-
ня та рейтингування навчальних закладiв (вiдсоток дослiдних iнститутiв є малим, нато-
мiсть основна кiлькiсть дослiджень здiйснюється саме у ВНЗ). Згiдно iз правилами, ко-
жна установа, що претендує на одержання фiнансової пiдтримки вiд держави, подає вi-
домостi про своїх працiвникiв, якi вiдносяться до рiзних тематичних груп або так зва-
них модулiв — units of assessment (UOA). У поданнi вказується iнформацiя про вибранi
чотири (або менше) публiкацiї кожного науковця, отриманi гранти, присвоєнi нагороди,
кiлькiсть студентiв та аспiрантiв, взаємозв’язки iз виробництвом, доступнi технiчнi ре-
сурси тощо. Залученi до RAE експерти аналiзують кожне подання i формують профiль
якостi для всiх наукових груп, визначаючи, яка частка їх результатiв вiдноситься до ко-
жного iз п’яти рiвнiв якостi: 4* — найвищий рiвень якостi у свiтовому масштабi; 3* —
високий мiжнародний рiвень якостi; 2* — мiжнародний рiвень; 1* — нацiональний рiвень;
Unclassified — низький рiвень якостi або невiдповiднiсть опублiкованим критерiям RAE. Та-
ким чином, кожнiй науковiй групi присвоюється власний профiль якостi, що складається
iз набору п’яти цифр. Наприклад, результуючий профiль для групи з бiологiї (UOA 14)
Унiверситету Кембриджа з N = 213,691: 20 (4*); 40 (3*); 30 (2*); 5 (1*); 5 (Unclassified).
Оприлюдненi профiлi якостi RAE використовуються для розрахунку так званої форму-
ли розподiлу коштiв, якi щорiчно видiляє Спецiальна рада Англiї з питань фiнансуван-
ня вищої освiти — “Higher Education Funding Council for England” (HEFCE). Зокрема,
безпосередньо пiсля завершення попередньої процедури RAE у 2008 р. формула мала ви-
гляд:

s = p4∗ +
3

7
p3∗ +

1

7
p2∗, (3)

де pn∗ — це значення iз загального профiля якостi, що припадає на рiвень n. Саме ре-
зультуюче значення s використовується нами як вiдносний показник якостi наукової гру-
пи. Вiдповiдно, значення сили легко розраховується множенням на N , яке вказується на

1N може набувати дробових значень, якщо частина членiв групи працюють не на повну ставку — тодi
їх враховують лише частково.
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веб-сторiнцi RAE разом iз вiдповiдним профiлем. Наприклад, для згаданої вище бiологiчної
групи Унiверситету Кембриджа значення s буде приблизно дорiвнювати 41,429, i, вiдповiд-
но, S = s · 213,69 ≈ 8852,87.

Для того щоб одержати показник ефективностi для тiєї ж вибiрки наукових груп,
але вже на основi даних про цитованiсть, було використано данi приватної компанiї Evi-
dence, що ввiйшла до складу Thomson Reuters Research Analytics (офiцiйна сторiнка:
http://www.evidence.co.uk). Використовуючи базу даних Web of Science, для кожної гру-
пи, що зробила подання до RAE 2008 р., компанiєю Evidence були розрахованi значення так
званого нормалiзованого впливу цитувань — normalised citation impact (NCI). Особливiстю
цього показника є нетривiальна процедура нормування, що дає змогу компенсувати вiдмiн-
ностi у цитованостi для рiзних галузей науки, рiзних видань або навiть рiзних промiжкiв
часу. Отже, середнiй вплив групи i визначається нормованими значеннями цитованостi ста-
тей, що пiдсумовуються та усереднюються на кiлькiсть членiв групи. Вiдповiдно, значення
загального впливу I легко одержується з (2).

Порiвняння вiдносних (s та i) та абсолютних (S та I) показникiв було здiйснено для
наукових груп Великобританiї iз семи галузей науки: бiологiя (UOA 14), хiмiя (UOA 18),
фiзика2 (UOA 19), iнженерiя (UOA 28), географiя та науки про навколишнє середовище
(UOA 32), соцiологiя (UOA 41), iсторiя (UOA 62).

Обговорення результатiв. Наведенi у табл. 1 результати (див. також [11–13]) свiд-
чать про те, що мiж вiдносними показниками ефективностi наукових груп кореляцiя iснує,
проте лише помiрна: для жодної iз проаналiзованих дисциплiн коефiцiєнт лiнiйної кореля-
цiї Пiрсона r не перевищує 0,7. Мiж рейтингами наукових груп, що побудованi на основi s
та i, також iснує лише незначна кореляцiя з коефiцiєнтом Спiрмена ρ ≈ 0,59 в кращому
випадку [12].

Тодi як вiдноснi показники ефективностi наукових груп s та i корелюють не дуже силь-
но, їх абсолютнi вiдповiдники S та I виявляються добре скорельованими, як це також чiтко
видно iз табл. 1. Це означає, що з великою долею ймовiрностi сила наукової групи вiдповiдає
її загальному впливу. Очевидно, що рейтингування за абсолютними значеннями позбавлене
сенсу, проте можна оцiнити пропорцiйний внесок кожного колективу.

В табл. 1 також можна простежити вiдмiнностi у значеннях коефiцiєнтiв кореляцiї мiж
абсолютними показниками для груп з рiзних дисциплiн: хоча у всiх випадках вони є висо-
кими, проте найкраще S та I корелюють для природничих галузей науки (r � 0,95), таких
як бiологiя, хiмiя та фiзика. Дещо нижчим (r ≈ 0,87) коефiцiєнт кореляцiї є для iсторiї та
соцiологiї як гуманiтарних дисциплiн, а промiжних значень (r ≈ 0,94) набуває для iнженерiї
та географiї. Останнє може пояснюватись тим, що в iнтерпретацiї RAE географiя є сильно
мiждисциплiнарною наукою, як, зрештою, й iнженерiя. Щоб перевiрити це спостереження,
на рис. 1 i 2 наведено графiки залежностi як вiдносних, так i абсолютних показникiв окре-
мо для груп iз точних, гуманiтарних та мiждисциплiнарних галузей. З рис. 1 бачимо, що
дiйсно мiж s та i iснує однакова позитивна тенденцiя, проте рiвень скорельованостi є не-
високим. Добра ж скорельованiсть абсолютних показникiв S та I для всiх груп дисциплiн
продемонстрована вiзуально на рис. 2.

Таким чином, одержанi у роботi результати ще раз пiдтверджують, що усередненi показ-
ники впливу наукових груп (iнтенсивнi величини), якi базуються на пiдрахунку цитувань,

2В iнтерпретацiї RAE “фiзика”, в основному, включає експериментальнi дослiдження, тодi як теоретичнi
дослiдження часто аналiзуються разом iз прикладною математикою.
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Рис. 1. Залежнiсть мiж вiдносними показниками s та i для наукових груп в галузях: a — точних; б —
гуманiтарних та в — мiждисциплiнарних наук. Данi про рiзнi дисциплiни наведенi рiзними символами

Рис. 2. Залежнiсть мiж абсолютними показниками S та I для наукових груп в галузях: а — точних; б —
гуманiтарних та в — мiждисциплiнарних наук. Данi для рiзних дисциплiн наведенi рiзними символами

не можуть добре вiдтворити експертнi оцiнки якостi. Вiдповiдно, можна стверджувати, що
результати рейтингування установ на основi нормалiзованого пiдрахунку цитувань будуть
вiдрiзнятися вiд результатiв рейтингування на основi висновкiв рецензентiв. З iншого боку,
при бажаннi оцiнити пропорцiйнi внески вiд наукових груп рiзного розмiру (екстенсивнi
величини) можна з високою долею впевненостi використати данi про їх цитованiсть. Цей
висновок справедливий для всiх дiлянок науки, проте найкраще працює у випадку саме
точних наук, для яких статтi у перiодичних виданнях є традицiйною формою публiкацiї
наукових результатiв. Значна, проте все ж слабша кореляцiя мiж абсолютними оцiнка-
ми спостерiгається для сектора гуманiтарних наук, якi, по-перше, найслабше представленi

Таблиця 1. Значення коефiцiєнтiв кореляцiї мiж вiдносними (s та i) та абсолютними (S та I) показниками
ефективностi для наукових колективiв Великої Британiї з рiзних дисциплiн

Дисциплiна

Коефiцiєнт Спiрмена ρ
для порiвняння
рейтингiв (лише
на основi s та i)

Коефiцiєнт лiнiйної кореляцiї Пiрсона r

для груп з вiдповiдної
дисциплiни

для декiлькох дисциплiн
(узагальненi данi)

s vs. i S vs. I s vs. i S vs. I

Бiологiя (див. [11]) 0,57 0,64 0,97 0,48 0,94
Хiмiя 0,59 0,58 0,95
Фiзика 0,52 0,46 0,96
Соцiологiя 0,50 0,51 0,87 0,36 0,87
Iсторiя 0,38 0,35 0,87
Iнженерiя 0,25 0,30 0,94 0,45 0,91
Географiя 0,58 0,57 0,93
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у базi даних Web of Science, а, по-друге, мають значну частку публiкацiй у пiдручниках, мо-
нографiях або iнших специфiчних формах видань (ноти для музики, методичнi матерiали
для педагогiки тощо).

Дослiдження проведено в рамках проектiв “Динамiка i кооперативнi явища в складних фiзи-
чних i бiологiчних середовищах” (7-ма Рамкова угода, FP7-PEOPLE, IRSES project N269139) та
“Статистична фiзика у рiзноманiтних реалiзацiях” (7-ма Рамкова угода, FP7-PEOPLE, IRSES
project N295302).
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О.И. Мрыглод, Р. Кенна, Ю.В. Головач, Б. Бэрш

О сравнении экстенсивных и интенсивных мер эффективности
научных групп

Поднимаются проблемы, связанные с оцениванием научной эффективности. Рассматри-
ваются экстенсивные и интенстивные меры для оценивания общей силы и усредненно-
го показателя качества работы научных коллективов. Ведь, с одной стороны, до сих пор
не существует однозначных критериев и подходов для анализа научной эффективности.
С другой стороны, при формализации процедуры оценивания важно учитывать отличия
разных отраслей науки. Обсуждаются результаты проверки корреляций между эксперт-
ными оценками и показателями на основе цитируемости для британских научных групп,
которые работают в разных дисциплинах.

O. I. Mryglod, R. Kenna, Yu.V. Holovatch, B. Berche

On the comparison of extensive and intensive measures of the efficiency
of scientific groups

The problem of scientific efficiency evaluation is discussed. On the one hand, there is no simple but
reliable way to assess the individual or collective scientific performance. It is a challenge to decide
which approach, i. e. peer-review or citation-based indicators, should be used for this purpose. On
the other hand, differences between the disciplines should be taken into account for the assessment.
We analyze correlations between values of citation-based impact indicators and peer-review scores
for British scientific groups in several academic disciplines, from natural to social sciences and
humanities.
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УДК 621.382.2

Э.Д. Прохоров, О.В. Боцула, О.А. Реутина

Эффективность генерации планарных диодов

n
+
−n−n

+ c туннельными границами

(Представлено академиком НАН Украины В.М. Яковенко)

Рассматриваются диоды n+−n−n+ с туннельными или резонансно-туннельными бо-
ковыми границами. Одной боковой границей такого диода является полуизолирующая
подложка GaAs, на которой выращен n-слой. На противоположной боковой границе мо-
жет располагаться туннельная или резонансно-туннельная граница конечной протя-
женности. Исследуются вольт-амперные и энергетические характеристики таких ди-
одов в широком диапазоне частот мм-диапазона. Показано, что диоды n+−n−n+ с тун-
нельными или резонансно-туннельными боковыми границами обладают отрицательной
дифференциальной проводимостью в широком диапазоне частот мм-диапазона и могут
быть использованы для генерации и усиления. Продемонтрировано, как влияет место-
положение и протяженность боковых границ на энергетические и частотные характе-
ристики диода.

Принцип работы диодов с туннельными (ТГ) и резонансно-туннельными границами (РТГ)
в “сэндвич”- и планарном вариантах изложен в работе [1]. Энергетические и частотные
характеристики диодов в “сэндвич”-варианте достаточно полно исследованы, в том числе
с учетом междолинного переноса электронов [2]. Планарный вариант диода с боковыми гра-
ницами изучен в меньшей мере. Конфигурации планарных диодов довольно сложные, рас-
пределения электрических полей и токов в структурах двумерные. Это осложняет точное
описание как параметров диодов, так и их вольт-амперных и частотных характеристик.

Рассматриваемая структура диода показана на рис. 1. Внешнее напряжение U0 прикла-
дывается между анодом и катодом (А–К). Боковая граница представляет собой туннельный
диод, включенный в прямом направлении, или резонансно-туннельный диод. Боковая гра-
ница электрически соединена с анодом. При увеличении напряжения на структуре растут
ток через А–К и ток через боковую границу. Когда ток через боковую границу достигнет
максимума и начнет уменьшаться, то уменьшается и ток через всю структуру. В результате
вольт-амперная характеристика (ВАХ) будет обладать участком отрицательной дифферен-
циальной проводимости (ОДП) и такая структура может быть использована для генерации
и усиления. В планарной структуре боковая граница может быть малой по протяженности
по сравнению с длиной канала и может быть сравнима с длиной канала А–К. В любом слу-
чае различные точки границы будут находиться под разными потенциалами, и через них
будут протекать разные токи. Суммарная ВАХ будет определяться всеми точками боковой
границы.

Целью настоящей работы является исследование вольт-амперных характеристик и эф-
фективности генерации планарного диода с боковыми границами конечных размеров.

Диод с боковой ТГ ограниченной протяженности. Планарный вариант диода,
выполненного на эпитаксиальной пленке n-GaAs, выращенной на полуизолирующей под-
ложке, и его эквивалентная схема показаны на рис. 1, б. Схема упрощенная, но позволяю-
щая оценить основные соотношения между напряжениями и токами в планарной структуре.
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Рис. 1. Планарная структура диода (a) и ее эквивалентная схема для одной боковой границы (б ) и двух
боковых границ (в)

Упрощение заключается в том, что ТГ с такими же параметрами, как в “сэндвич”-вариан-
те [3, 4], подключается в сечение канала, показанное штриховыми линиями на рис. 1 (двух-
мерная задача переходит в одномерную). ТГ может быть соединена с любой точкой на
длине канала (штрихи на рис. 1, а), и сопротивление канала R2 от этой точки до катода l2
может меняться от долей до единиц Ом.

Для одной ТГ эквивалентная схема структуры (рис. 1, б ) представляет собой проводи-
мость ТГ, параллельно которой включена емкость ТГ — C и часть канала R1. Последо-
вательно с ними включена часть канала R2 между ТГ и катодом. Ток проводимости ТГ
IТГ(U) может быть записан точно [5, 6] или в виде следующей аппроксимации [7, 8]:

IТГ(U) = Imax
U

Umax
exp

(
1− U

Umax

)
+ Imin exp(A(U − Umin)) + Is exp

(
b
eU

kT
− 1

)
, (1)

где Imax — максимальный туннельный ток через диод при напряжении Umax; Imin — ми-
нимальный ток через диод при напряжении Umin; A — постоянная, характерная для кон-
кретного полупроводникового материала; b — показатель роста диффузионного тока через
переход; IS — ток насыщения туннельного перехода без учета туннелирования (здесь U —
напряжение на ТГ, емкости и R1).

Зависимость тока через структуру I0(U0) от напряжения на структуре U0 запишется
в виде

I0(U0) =
U0 − I0R2

R1
+ IТГ(U0 − I0(U0)R2) + (U0 − I0(U0)R2)

1

ZC
. (2)

Здесь первое слагаемое — ток через сопротивление R1, второе — ток ТГ, третье — емкостный
ток.
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Решая трансцендентное уравнения (2), находим ВАХ структуры в планарном варианте
при постоянном R2. По ВАХ определяются максимальная ОДП и эффективность генерации
(КПД).

Материалом канала могут быть полупроводники, которые обладают нелинейной зави-
симостью скорость–поле υ(E), поэтому и сопротивления канала будут зависеть от поля
в канале. Во всем канале R = R1 + R2 на основе GaAs дрейфовая скорость электронов
имеет вид [7, 8]

υ

(
U

l

)
=
μn(U/l) + vS(U/Up)

4

1 + (U/Up)4
, (3)

где νS — дрейфовая скорость насыщения в GaAs (приблизительное значение 107 см/с);
Up — пороговое напряжение.

В части канала напряженности могут быть выше пороговой и здесь необходимо учи-
тывать зависимости υ(E) в виде (3) или рассчитывать эти зависимости на рабочих часто-
тах методом Монте-Карло [9].

Расчеты ВАХ, КПД и импеданса показали, что активная и реактивная составляющие
импеданса зависят от местоположения границы между катодом и анодом.

Импеданс рассматриваемой структуры равен

ReZ =
R2(1 −GR1)

2 + (ωC)2R2
1R2 +R1(1−GR1)

(1−GR1)2 + (ωC)2R2
1

, (4)

ImZ = − ωCR2
1

(1−GR1)2 + (ωC)2R2
1

. (5)

При смещении ТГ к аноду меняется ВАХ: увеличивается напряжение Umax, соответст-
вующее Imax, увеличивается Umin, соответствующее Imin, уменьшается Imax и увеличивает-
ся Imin; изменяется максимальная ОДП (−G).

Реальная ВАХ диода с ТГ при прямом смещении и активная составляющая импеданса
построены при следующих параметрах: материал GaAs, n = 1016 см−3, μn =7000 см2/(В ·с),
S1 = 10−6 см2, l = 10−4 см, R1 ≈ 10 Ом, Imax = 0,2 A, Umax = 0,1 B, IS = 10−6 A, b = 0,3.
Сопротивление R2 при l1 = 10−5 см и S2 = 10−6 cм2 составляет порядка 1 Ом. Емкость
C = 1 пФ (C = εε0S/L, где L — толщина ТГ ∼ 10−6 см).

Важная особенность планарного диода с ТГ — местоположение ТГ по отношению к ка-
тоду или аноду. Чем дальше от катода подключена ТГ, тем меньше область отрицательной
активной составляющей импеданса. Это ограничивает частотные возможности планарного
диода с ТГ по сравнению с “сэндвич”-вариантом диода.

Сопротивления R1 и R2 между А–К зависят от приложенной напряженности электри-
ческого поля и с увеличением напряженности растут. Это приводит при тех же емкостях
и проводимостях к изменению частотных диапазонов отрицательной активной составля-
ющей импеданса. Активная составляющая импеданса при перемещении ТГ к аноду от
l2 ≈ 0,05l1 до l2 ≈ 0,5l1 уменьшается от 100 до 10 ГГц соответственно.

В случае зависимых от напряжения сопротивлений импедансные характеристики изме-
няются даже быстрее, чем при постоянных сопротивлениях. Так для l2 ≈ 0,1l1 при не
зависящих от напряжения сопротивлениях максимальная частота, на которой активная
составляющая импеданса еще отрицательна, составляет около 100 ГГц, а для зависящих
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Рис. 2. ВАХ (а) и эффективность генерации (б ) диода с двумя ТГ на частоте 10 ГГц при R3 = 0,5 Ом: 1 —
R1 = 9 Ом, R2 = 0,5 Ом; 2 — R1 = 8,5 Ом, R2 = 1 Ом; 3 — R1 = 7,5 Ом, R2 = 2 Ом; 4 — R1 = 6,5 Ом,
R2 = 3 Ом; 5 — R1 = 5,5 Ом, R2 = 4 Ом; 6 — R1 = 4,5 Ом, R2 = 5 Ом; 7 — R1 = 3,5 Ом, R2 = 6 Ом

от напряжения сопротивлений — приблизительно 75 ГГц. Полученные результаты могут
служить ориентиром при двухмерном рассмотрении работы планарного диода с ТГ.

Импедансные характеристики исследованных диодов дают возможность оценить их час-
тотный диапазон. Более точные значения fmax можно получить, определяя эффективность
генерации планарных диодов с ТГ на основной частоте и гармониках в широком диапазоне
частот, а также исследуя умножение частоты на гармониках.

Диод с двумя боковыми границами. Случай, когда боковая граница представлена
двумя участками (участок 1 близок к аноду, участок 2 близок к катоду), представлен
на рис. 1, а, в. При этом площадь каждой ТГ в два раза меньше площади исходной ТГ
в предыдущем случае.

Из эквивалентной схемы (рис. 1, в) методом узловых напряжений находим ток всей
структуры

I0(U0) = I1(U1) + IТГ(U1) + Ic(U1) + IТГ(U2) + Ic(U2). (6)

Из эквивалентной схемы находились падения напряжения U1 и U2 на каждом узле

U2 = U0 − I0R3, (7)

U1 = U0 − I0(R2 +R3) + IТГ(U0 − I0R3)R2, (8)

Сопротивления R1, R2 и R3 меняются от сотых до единиц Ом в зависимости от места под-
ключений границы и зависят от приложенной напряженности электрического поля к ним.
ВАХ в зависимости от положения границы 1 показаны на рис. 2.

Из анализа ВАХ диода следует, что смещение одной боковой границы к аноду при усло-
вии, что вторая граница остается возле катода, приводит:

1) к появлению на ВАХ диода двух участков ОДП, первый из которых обусловлен
боковой границей вблизи катода 2, а второй — боковой границей вблизи анода 1 ;

2) к увеличению напряжения Umax, соответствующего Imax;
3) к увеличению напряжения Umin, соответствующего Imin для обоих участков отрица-

тельной дифференциальной проводимости;
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Рис. 3. ВАХ (а) и эффективность генерации (б ) диода с пятью ТГ на частоте 10 ГГц при R3 = 0,5 Ом: 1 —
R1 = 9 Ом; 2 — R1 = 8,5 Ом; 3 — R1 = 7,5 Ом; 4 — R1 = 6,5 Ом; 5 — R1 = 5,5 Ом; 6 — R1 = 4,5 Ом; 7 —
R1 = 3,5 Ом

4) к уменьшению Imax и увеличению Imin для обоих участков отрицательной дифферен-
циальной проводимости;

5) к изменению отрицательной дифференциальной проводимости (ОДП);
6) при соответствующем расположении границ 1 и 2 диод может иметь два участка

генерации по напряжению (см. рис. 2).
Диод со сплошной боковой ТГ. Случай, когда боковая граница непрерывна от точ-

ки 1 до точки 2. Границу условно разбиваем на N частей. Каждая часть границы может
быть соединена с любой точкой на длине канала. При этом площадь каждой из частей
в N раз меньше площади исходной границы. В данной работе рассматривается граница из
пяти частей.

Ток через всю структуру определялся из эквивалентной схемы методом итерации [10, 11].
Подбиралось значение напряжения U1 на сопротивлении R1. Далее рассчитывались ток
I1(U1) и ток через первую ТГ IТГ(U1). Поскольку ток через сопротивление R2 равен сумме
токов I1(U1) и IТГ(U1), то напряжение U2 равно:

U2 = [I1(U1) + IТГ(U1)]R2. (9)

Аналогичным образом определялись напряжения U3, U4, U5.
В общем виде схема расчета имеет вид:

IN (UN ) = IN−1(UN−1) + IТГ(UN−1), (10)

UN = [IN−1(UN−1) + IТГ(UN−1)]RN . (11)

При этом должно выполняться условие для напряжения, приложенного ко всей структуре:

U0 =
N∑
k=1

Uk. (12)

Все расчеты методом итерации проводились с точностью 10−4.
На рис. 3 представлены ВАХ диода с пятью ТГ с разными вариантами подключения

каждой границы. Увеличение протяженности границы от анода к катоду приводит к:
уменьшению Imax и увеличению Imin;
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Рис. 4. Эффективность генерации диода с ТГ от частоты при условии: 1 — N = 1, R1 = 9,5 Ом; 2 — N = 2,
R1 = 9,5 Ом; 3 — N = 5, R1 = 6,5 Ом; 4 — N = 2, R1 = 6,5 Ом (второй участок ОДП); 4 ′ — N = 2,
R1 = 6,5 Ом (первый участок ОДП)

к увеличению напряжений Umax и Umin;
уменьшению ОДП.
На рис. 3 показано, как такое изменение ОДП на ВАХ сказывается на максимальной

эффективности генерации. Увеличение протяженности границы приводит к уменьшению
максимального КПД с 17 (1 ГГц) до 0,16% (70 ГГц).

Емкость А–К намного меньше емкости ТГ (l1 � l2; l1 — расстояние между А–К, l2 —
расстояние между ТГ и катодом). С увеличением частоты существенную роль будет играть
емкостное сопротивление ZC = 1/ωC, которое включено параллельно активной проводи-
мости ТГ и которое будет определять частотный диапазон работы диода с ТГ.

Частотные зависимости. С увеличением частоты область ОДП уменьшается и умень-
шается эффективность генерации во всех рассматриваемых случаях. Если граница нахо-
дится возле катода, то КПД уменьшается с 17 % при рабочей частоте 1 ГГц до 0,16 % при
частоте 70 ГГц (рис. 4).

Во втором случае, когда граница разбита на две составные части и одна подключе-
на близко к катоду, а вторая находится на некотором расстоянии от анода, появляется
два участка ОДП. В этом случае с увеличением частоты сначала исчезает участок ОДП,
обусловленный ТГ возле анода (КПД уменьшается с 6% на 1 ГГц до 0,84% на 10 ГГц).
Первый же участок ОДП уменьшается медленнее и КПД уменьшается с 0,33% при рабочей
частоте 1 ГГц до 0,04% при частоте 60 ГГц (рис. 4).

В случае непрерывной ТГ при расширении ее к аноду также изменяется КПД от 8% на
частоте 1 ГГц до 0,04% на частоте 60 ГГц (см. рис. 4). Если изменить параметры рассмат-
риваемого диода, например, уменьшить площадь А–К и площадь ТГ на порядок, то для
последнего случая частотный диапазон может расширится до сотен ГГц.

Таким образом, результаты проведенных расчетов показали следующее.
1. Планарный диод с одной ТГ может эффективно генерировать в диапазоне частот до

60–70 ГГц при приведенных в работе параметрах областей и ТГ.
2. Диод с двумя боковыми границами (одна перемещающая к аноду, вторая у катода)

может иметь два участка ОДП и две зоны генерации по напряжению.
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Перемещение первой границы к аноду изменяет ВАХ диода и КПД. Такой диод может
эффективно работать на частотах до 60–70 ГГц. Наибольший вклад частотный диапазон
работы вносит ТГ, расположенная вблизи катода.

3. Расширение сплошной боковой ТГ к аноду при ее электрическом соединении с анодом
изменяет ВАХ диода и изменяет КПД от 8% до 0,05% в диапазоне частот от 1 ГГЦ до
60 ГГц.

4. Уменьшение параметров планарного диода, в частности площадей, на порядок может
увеличить частотный диапазон работы планарного диода с ТГ до сотен ГГц.
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Е.Д. Прохоров, О.В. Боцула, О.О. Реутiна

Ефективнiсть генерацiї планарних дiодiв n
+
−n−n

+ з тунельними
межами

Розглядаються дiоди n+−n−n+ з тунельними або резонансно-тунельними бiчними межа-
ми. Однiєю бiчною межею такого дiода є напiвiзолююча пiдкладка GaAs, на якiй вирощений
n-шар. На протилежнiй бiчнiй межi може розташовуватися тунельна або резонансно-ту-
нельна межа кiнцевої протяжностi. Дослiджуються вольт-ампернi та енергетичнi ха-
рактеристики таких дiодiв у широкому дiапазонi частот мм-дiапазону. Показано, що дiоди
n+−n−n+ з тунельними або резонансно-тунельними бiчними межами мають негативну
диференцiальну провiднiсть у широкому дiапазонi частот мм-дiапазону i можуть бути
використанi для генерацiї та посилення. Показано також, як впливає мiсце розташування
i протяжнiсть бiчних меж на енергетичнi та частотнi характеристики дiода.
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E.D. Prokhorov, O.V. Botsula, O.A. Reutina

Efficient generation of planar diodes n+
−n−n

+ with tunnel boundaries

Diodes n+−n−n+ with tunnel or resonant-tunneling lateral boundaries are considered. One side of
the boundary of such a diode is a semiinsulating substrate of GaAs, which is grown on the n-layer.
Tunneling or resonant-tunneling boundary of finite extent can be located on the opposite side of the
boundary. The current-voltage curve and the power characteristics of such diodes are investigated in
the mm wide frequency range. It is shown that diodes n+−n−n+ with tunnel or resonant tunneling
lateral boundaries have a negative differential conductance over a wide frequency band and can
be used for the generation and the amplification. The effects of the location and the extent of the
lateral boundaries on the energy and frequency characteristics of a diode are studied.
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Математичне моделювання процесу утворення
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(Представлено академiком НАН України Ю.В. Найдiчем)

Розглядається механiзм спонтанного утворення шаруватих конденсатiв при електрон-
но-променевому випаровуваннi з окремих тиглiв та подальшої конденсацiї бiнарних ме-
талевих систем. Моделювання кiнетичним методом Монте-Карло росту кристалiтiв
показує, що конкурентний механiзм призводить до нелiнiйної залежностi швидкостi
росту кристалiтiв кожної фази вiд густини потокiв. Розрахунок масопереносу свiд-
чить, що внаслiдок вiдбиття вiд поверхнi конденсату частини потоку атомiв на по-
верхнi ванн може утворюватися екрануюча плiвка з бiльш тугоплавкого компонента,
завдяки якiй створюється зворотний зв’язок мiж швидкiстю випаровування компо-
нентiв та складом конденсату. Показано, що при певних умовах це призводить до ви-
никнення автоколивань, аперiодичного або стохастичного режимiв конденсацiї. Разом
с флуктуацiями температури ванн це може призводити до появи шаруватих структур
iз складною iєрархiєю товщини шарiв, якi спостерiгаються в реальних конденсатах.

Електронно-променева технологiя широко використовується як для нанесення покриттiв,
так i для одержання компактних матерiалiв рiзного призначення [1–4]. Отриманi таким ме-
тодом композицiйнi матерiали Cu−Cr, Cu−Mo, Cu−W використовують для виготовлення
електричних контактiв [5]. Порiвняно з методами порошкової металургiї електронно-проме-
нева технологiя забезпечує низький вмiст газiв у матерiалi, що є суттєвим для роботи елект-
ричних контактiв. Вважалося, що спiльне випаровування компонентiв з двох ванн розпла-
вiв повинно призводити до утворення гомогенного матерiалу заданого складу. В дiйсностi,
бiнарнi системи з мiддю та другим компонентом, швидкiсть випаровування якого знач-
но менша (Cu−Cr, Cu−Mo, Cu−W, Cu−Ni), утворюють шаруватi конденсати з великою
рiзницею концентрацiй компонентiв у шарах i складною iєрархiєю товщини шарiв, з ква-
зiперiодичною структурою, незважаючи на стабiльнiсть параметрiв обладнання [5]. Згiдно
з умовами експлуатацiї Cu−Cr контактiв, вiдносна частка хрому у загальному потоцi за
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допомогою температури та дiаметра ванн пiдтримується близько 30%. Характерною рисою
цих конденсатiв є наявнiсть шарiв з бiльш-менш рiвномiрною концентрацiєю, товщиною
до декiлькох сотень мiкрометрiв при наявностi прошаркiв завтовшки десятки нанометрiв.
Концентрацiя компонентiв у шарах коливається вiд 95% Cu i 5% Cr до 20–30% Cu i вiдповiд-
ною кiлькiстю хрому. Розподiл концентрацiї основних i домiшкових атомiв був вимiряний за
допомогою мас-спектрометра з жеврiючим розрядом VG9000 [6]. Цi результати будуть вико-
ристанi в данiй роботi для порiвняння з розрахованою концентрацiєю компонентiв у шарах.

Незважаючи на те що цей феномен давно вiдомий, кiлькiсних розрахункiв, якi б пояс-
нювали механiзм його утворення, на даний момент не iснує. Вiдомi гiпотези пояснюють
утворення таких структур розпадом пересичених Cu−Cr розчинiв на поверхнi конден-
сату [7]. Згiдно iз фазовою дiаграмою, система Cu−Cr має евтектику при температурi
1077 ◦С i приблизно 1,5% (ат.) хрому. Тому, якщо припустити можливiсть утворення
у паровiй фазi крапель “пересичених розчинiв” (згiдно з фазовою дiаграмою, цi компо-
ненти у рiдкiй фазi утворюють безперервнi розчини), то їх розпад повинен призводити
до типових евтектичних анiзотропних структур. Пояснити появу видiлених напрямкiв,
паралельних пiдкладцi макроскопiчної товщини з вмiстом хрому близько 3–5%, в той час
як iз спiввiдношення потокiв очiкується концентрацiя порядку 30–40%, згаданi гiпотези
не в змозi. Для системи Cu−Ni, яка має безперервнi розчини в рiдкiй та твердiй фазi,
така гiпотеза тим бiльше неприйнятна, хоча конденсат з цих компонентiв також має
шарувату структуру [7]. Iснує також припущення, згiдно з яким поверхневий шар пiд час
конденсацiї знаходиться у рiдкому станi, що гiпотетично може призводити до виникнення
шаруватостi. Однак температура пiдкладки контролюється i пiдтримується на рiвнi 0,3–0,5
вiд температури плавлення, що пiдтверджується також чiтко вираженою стовпчастою
структурою кристалiтiв, осi яких направленi вздовж потоку конденсацiї. Крiм того, такi
аргументи також не дають вiдповiдi на причини появи складної iєрархiї товщини шарiв.

Тому в данiй роботi пропонується альтернативний пiдхiд до пояснення цього явища,
який грунтується на математичному моделюваннi росту кристалiтiв бiнарних систем та
розрахунках процесiв масопереносу. Логiчно припустити, що основною причиною появи
шаруватостi є варiацiї потокiв конденсацiї i особливостi росту кристалiтiв. Механiзм росту
кристалiтiв був розглянутий ранiше за допомогою математичної моделi з використанням кi-
нетичного методу Монте-Карло [8, 9]. З’ясовано зв’язок мiж потоками конденсацiї, концен-
трацiєю центрiв кристалiзацiї та складом конденсату. Експериментально i теоретично було
показано, що шари складаються iз стовпчастих кристалiтiв, направлених вздовж потоку
конденсацiї (рис. 1). Такий характер росту вiдповiдає встановленiй ранiше закономiрностi,
згiдно з якою в дiапазонi вiдношення температур пiдкладки до температури плавлення
металу 0,3–0,5 утворюються стовпчастi кристалiти [3].

Адекватнiсть моделi була пiдтверджена як близькiстю змодельованих та реальних стру-
ктур конденсатiв, так i хорошою узгодженiстю розрахованих i експериментальних даних
щодо питомої електропровiдностi шарiв [9].

Конкурентний механiзм росту кристалiтiв, якi утворюються на основi кожного ком-
понента, призводить до s-подiбної нелiнiйної залежностi складу конденсату вiд швидкостi
випаровування компонентiв (рис. 2). На вiдрiзку вiд нуля до 50% по осi абсцис крива досить
близька до експоненцiального зростання. При вiдноснiй частцi потоку одного з компонентiв
порядку 30% утворюється конденсат, який мiстить менше 5% цього компонента. Ця вели-
чина залежить також вiд чистоти компонентiв i зменшується iз зменшенням концентрацiї
центрiв кристалiзацiї, тобто з пiдвищенням чистоти матерiалiв (див. рис. 2).
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Рис. 1. Структура перерiзу конденсата пiсля травлення в жеврiючому розрядi (а) та характер поверхнi
пiсля випробувань зразка на розрив (б ). Темнi шари збагаченi мiддю, свiтлi — хромом

Рис. 2. Залежнiсть концентрацiї компонента Me1 вiд його вiдносної частки у загальному потоцi. Пряма
вiдповiдає концентрацiї, яка очiкується iз спiввiдношення потокiв. Концентрацiї центрiв кристалiзацiї на
хромi i мiдi — 0,1 та 0,01%

Решта потоку такого компонента вiдбивається вiд поверхнi конденсату i частково осiдає
у ваннах розплавiв. Ефект вiдбиття вiдомий у технiцi електронно-променевого випарову-
вання i використовується для формування плiвок на поверхнi розплавiв за допомогою спецi-
альних “дзеркал”. Вiдомо, що при конденсацiї активна десорбцiя атомiв з поверхнi субстрату
вiдбувається при вiдноснiй температурi поверхнi T/Tm = 0,75–0,8 (Tm — температура плав-
лення) [3]. При бомбардуваннi поверхнi атомами видiляється поряд з кiнетичною енергiєю
також енергiя конденсацiї. Для мiдi вона становить ∼3 еВ на атом (300 кДж/моль), для
хрому — 3,6–3,3 еВ), що бiльше, нiж на порядок перевищує кiнетичну енергiю атомiв при
температурi ванни розплаву. Таке бомбардування атомами одного компонента активiзує
десорбцiю атомiв iншого компонента, якi слабко зв’язанi з поверхнею. Повернення частки
потоку бiльш тугоплавкого компонента (Cr, Mo, W, Ni) у ванну розплаву мiдi призводить
до часткового запилення її поверхнi i зменшення потоку її випаровування. В роботi [9] при-
пускається, що разом з флуктуацiями температур тиглiв екрануючi плiвки можуть бути
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причиною виникнення автоколивань потокiв i утворення шаруватих структур. Невелике
зменшення потоку мiдi внаслiдок конкурентного механiзму росту призводить до сильної
змiни складу конденсату (рис. 2), тобто до зменшення в ньому концентрацiї мiдi i вiдпо-
вiдно збiльшення концентрацiї хрому, що, в свою чергу, зменшує вiдбиття потоку хрому
вiд поверхнi конденсату i призводить до часткового очищення поверхнi мiдної ванни. Те-
пер вже надлишок парiв мiдi вiдбивається вiд конденсату, збагаченого хромом, i осiдає на
поверхнi тигля з розплавом хрому, частково екрануючи його випаровування. Таким чином,
встановлюється негативний зворотний зв’язок мiж швидкiстю випаровування компонентiв
i складом конденсату. Вiдомо, що присутнiсть у системi нелiнiйного елемента та наявнiсть
зворотного зв’язку може призводити до рiзного типу процесiв: аперiодичного, коливально-
го або стохастичного.

Чисельний розрахунок масопереносу разом з моделлю Монте-Карло [8, 9] дає можли-
вiсть розраховувати структуру та склад шарiв при заданих густинах потокiв компонентiв,
що конденсуються. Становить iнтерес також вивчення впливу параметрiв процесу (темпе-
ратури ванн розплавiв, тiлесних кутiв для пiдкладки та ванн тощо) на залежнiсть концен-
трацiї компонентiв в конденсатi вiд його товщини. Для створення розширеної моделi в данiй
роботi розраховано потоки атомiв, якi вiдбиваються вiд конденсату, а також баланс потокiв,
якi утворюють плiвку iншого металу на поверхнi ванн та призводять до її випаровування.

Потiк атомiв, що вiдбивається вiд поверхнi конденсату, розподiляється рiвномiрно у на-
пiвсферу. Для визначення його частки, яка потрапляє у ванни розплавiв, необхiдно вра-
ховувати тiлесний кут, пiд яким видно ванни з точок на поверхнi конденсату. В роботi
використовували вiдношення тiлесних кутiв ϕ = ϕ1/ϕ2, де ϕ1 — кут, пiд яким видна ванна
розплаву з точок на поверхнi конденсату; ϕ2 — кут, пiд яким видно поверхню конденса-
ту з центра тигля. Потiк атомiв, що вiдбивається вiд конденсату i спрямований у ванну
розплаву iншого компонента, визначається таким виразом:

JMe1_to_Me2(t) = JMe1(t)φ

(
1− CMe1(t)

Crel_Me1(t)

)
+ kbJMe1(t), (1)

де JMe1(t) — проекцiя потоку атомiв металу Me1 на нормаль до поверхнi конденсату;
Crel_Me1(t) = JMe1(t)/Jtotal(t) — концентрацiя компонента в конденсатi, яка очiкується iз
спiввiдношення потокiв (Jtotal(t) — сумарний потiк); CMe1(t) — концентрацiя компонента
Me1, яка розрахована за допомогою моделi Монте-Карло; kbJMe1(t) — розсiяний вiд облад-
нання фон (kb ≈ 0,01–0,03). З виразу (1) видно, що в тi моменти часу, коли вмiст компо-
нента на поверхнi конденсату дорiвнює розрахованому iз спiввiдношення потокiв, вiдбитий
потiк зникає (за виключенням невеликого розсiяного фону). Iз зростанням параметра ϕ
збiльшується частина вiдбитого потоку, яка потрапляє у ванну розплаву, що певною мi-
рою характеризує величину зворотного зв’язку у данiй автоколивальнiй системi. Величина
параметра приймалася близькою до значень, якi iснують у реальних установках.

Ймовiрнiсть P попадання атома в площу SA, яка у середньому припадає на один атом,
при заданiй густинi потоку атомiв J за iнтервал часу Δt описується експоненцiальним роз-
подiлом, з якого безпосередньо випливає, що час, необхiдний для покриття поверхнi суцiль-
ною плiвкою, може бути визначений лише з певною ймовiрнiстю:

Δt1 = − ln(1− P )/(SAJ). (2)

Ця формула вiдображає той очевидний факт, що при конденсацiї атоми розподiляються не-
рiвномiрно i утворюють плiвку рiзної товщини. Розрахунки ведуться з кроком Δt2 � Δt1.
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За час Δt2, враховуючи на порядок бiльший первинний потiк атомiв, що конденсуються,
нiж вiдбитий потiк, встигає утворитися суцiльний шар конденсату завтовшки декiлька де-
сяткiв нанометрiв. Його склад знаходиться з моделi Монте-Карло i описується залежнiстю,
зображеною на рис. 2. Певну складнiсть становить оцiнка ефективної товщини плiвки на
поверхнi ванн, яка може iстотно вплинути на швидкiсть випаровування основного мета-
лу. При швидкостях випаровування, якi використовують у технологiчному процесi, за час
утворення суцiльної плiвки на поверхнi конденсату завтовшки декiлька десяткiв атомних
шарiв на поверхнi ванн вiдбитий потiк утворює плiвку завтовшки декiлька атомних ша-
рiв (3–5). В моделi припускалося, що плiвка тугоплавкого металу ефективною товщиною
Neff практично повнiстю затримує випаровування, а ослаблення швидкостi випаровування
основного металу ванни пропорцiйне товщинi плiвки та залежить вiд її суцiльностi. Внаслi-
док ймовiрнiсного характеру процесу плiвка може мати вигляд острiвцiв, якi не повнiстю
вкривають поверхню. Для з’ясування впливу параметра Neff на характер процесу розра-
хунки проводилися для рiзних значень товщини (Neff = 5–100 атомних шарiв). Для кожної
ванни розраховується товщина шару на поверхнi ванни в нормованому на Neff виглядi, яка
вкривається плiвкою за iнтервал часу Δt2, та сумарна частина поверхнi, яка вкрита плiвкою
з початку процесу. Вони визначаються з таких виразiв:

S(Δt) =
Δt2S

∗∗
A (JMe1_to_Me2 − JMe1_from_Me2)

Neff
, (3)

S(t) = S(t) + S(Δt), (4)

де JMe1_to_Me2 та JMe1_from_Me2 — вiдповiдно потоки бiльш тугоплавкого компонента на
поверхню ванни та його потiк, що випаровується за iнтервал часу Δt2. Оскiльки темпе-
ратури ванн вiдомi, розраховуються швидкостi випаровування плiвки iншого металу з по-
верхнi ванн. При цьому враховували, що тонкi плiвки можуть частково розчинятися у ваннi
основного металу i швидкiсть їх випаровування залежить вiд ступеня покриття ванни:

JMe1_from_Me2(t) = JMe1S(t). (5)

Швидкостi випаровування основного металу ванн, якi частково вкритi плiвкою iншого ме-
талу, визначалися вiдповiдно з виразу

JMe2(t) = JMe2(1− S(t)). (6)

Тут JMe1 та JMe2 — швидкостi випаровування металiв з чистої поверхнi ванн. Швидкостi
випаровування металiв при заданих температурах знаходяться з вiдомих величин тиску
пари за допомогою формули Кнудсена. Можна також застосовувати для цього теорiю абсо-
лютних швидкостей реакцiй, яка дає досить точнi значення, як було показано в роботi [10].
Використання значень швидкостi випаровування для чистих металiв плiвок з поверхнi ванн
є певним спрощенням у моделi, що впливає на швидкiсть випаровування металу плiвки, та
числовi значення амплiтуди коливань, середнi концентрацiї тощо, механiзм процесу при
цьому не змiнюється.

Чисельне розв’язання задачi починається в припущеннi чистої поверхнi ванн розпла-
вiв при початкових значення потокiв JMe1(t0), JMe2(t0), яке визначається лише металом,
температурою поверхнi ванн та їх дiаметрами. На кожному кроцi з моделi Монте-Карло
знаходили склад поверхнi, з якого за формулою (1) розраховували вiдбитi потоки, частину
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Рис. 3. Розподiл концентрацiї Cr(Cu) по глибинi конденсату залежно вiд параметрiв системи: T (Cu) =
= 1700 K, T (Cr) = 1770 K, JCr(t0)/Jtotal(t0) = 0,33, kb = 0,01; N = 10, ϕ = 0,1, 0,15, 02, (а, б, в —
вiдповiдно); N = 20, ϕ = 0,15 (г)

поверхнi розплавiв, яка вкрита плiвкою iншого металу за формулами (3), (4), потiм об-
числювали новi швидкостi випаровування за формулою (6), якi використовували в моделi
Монте-Карло для знаходження складу конденсату. Виходячи з цього значення, розрахову-
вали за формулою (1) вiдбитi потоки, якi спрямованi у ванни iнших металiв, новi значення
частин ванн, вкритих екрануючими плiвками i т. д. в циклi.

З розрахункiв видно, що в данiй системi дiйсно виникають автоколивання (рис. 3).
Iз зростанням параметра ϕ збiльшується амплiтуда коливань, а також середнє значення
концентрацiї. Оскiльки розглядається бiнарна система, другий компонент на деяких рис. 3
не показаний. Розрахунки проведено для випадку, коли концентрацiя центрiв кристалiзацiї
на поверхнi хрому для атомiв мiдi така ж, як для атомiв хрому на поверхнi мiдi, i дорiв-
нює 0,01% (ат.).

Важливо вiдзначити, що в автоколивальному режимi середня концентрацiя хрому знач-
но бiльша, нiж за вiдсутностi екрануючої плiвки на поверхнi мiдi, при тих же значеннях
температур поверхнi тиглiв. Максимальна концентрацiя хрому в автоколивальному режимi
в шарах становить 60–80%, що добре збiгається з результатами, одержаними мас-спектро-
метричним методом [6]. При збiльшеннi ефективної товщини екрануючої плiвки зменшуєть-
ся амплiтуда коливань, а при подальшому зростаннi процес стає аперiодичним (рис. 3, г).
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Автоколивання є не єдиною причиною виникнення шаруватостi конденсату. На перебiг
процесу може також iстотно впливати флуктуацiя температури ванн. Аперiодичний режим
пояснює iснування шарiв конденсату з постiйною концентрацiєю макроскопiчної товщi. Для
виведення процесу з цього стану достатньо невеликих флуктуацiй температури поверхнi
ванни, що призводять до значної змiни густини потокiв випаровування. Так для хрому i мiдi
в даному температурному дiапазонi змiни температури на 50 К призводять до змiни швид-
костi випаровування бiльше, нiж в два рази. Враховуючи, що такi коливання можливi для
кожного компонента в рiзнi боки, то подiбних коливань, як випливає з рис. 2, бiльше, нiж
достатньо, для утворення шарiв iз рiзною концентрацiєю компонентiв. Додатковий внесок
у нестабiльнiсть процесу дає нерiвномiрне осадження атомiв в рiзних дiлянках пiдклад-
ки, яке залежить вiд проекцiї на нормаль потоку атомiв, флуктуацiї концентрацiї центрiв
кристалiзацiї, що залежить вiд однорiдностi зливкiв, ефективностi вакуумної системи тощо.

У данiй роботi ми не ставили за мету одержати точнi числовi значення концентрацiї
компонентiв у шарах та їх товщi. Задачею розрахункiв було показати, що запропонований
механiзм може призводити до виникнення автоколивань. Дiйсно, вони виникають в систе-
мi у широкому дiапазонi змiн швидкостей випаровування, прийнятих величин ефективної
товщини екрануючої плiвки, спiввiдношення дiаметрiв пiдкладки i ванн (параметра ϕ), кон-
центрацiї центрiв кристалiзацiї. Цi параметри iстотно впливають на характер коливань, їх
частоту, амплiтуду. Необхiдною умовою виникнення автоколивань є значна рiзниця у швид-
костi випаровування компонентiв та нелiнiйна залежнiсть швидкостi росту кристалiтiв вiд
густини потокiв компонентiв, що є наслiдком конкурентного росту кристалiтiв рiзних ме-
талiв. Розрахунки показують, що в системi можливе встановлення аперiодичного режиму
з досить стабiльними концентрацiями компонентiв, якi визначаються не лише початкови-
ми швидкостями випаровування, але всiм комплексом процесiв переносу та екранування
плiвкою тугоплавкого металу поверхнi ванни бiльш леткого компонента. Запропонована
математична модель пояснює утворення шарiв складної iєрархiї як iз шарами мiкронної,
так i нанометричної товщини. Важливим аргументом на користь запропонованого пiдхо-
ду є узгодження мiж розрахованою максимальною концентрацiєю компонентiв в шарах та
експериментальними даними, одержаними мас-спектрометричним методом.
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Математическое моделирование процесса образования слоистых
конденсатов при электронно-лучевом испарении–конденсации
бинарных систем типа Cu−Cr

Рассматривается механизм спонтанного образования слоистых конденсатов при электрон-
но-лучевом испарении из отдельных тиглей и последующей конденсации бинарных метал-
лических систем. Моделирование кинетическим методом Монте-Карло роста кристалли-
тов показывает, что конкурентный механизм приводит к нелинейной зависимости ско-
рости роста кристаллитов каждой фазы от плотности потоков. Расчет массопереноса
свидетельствует, что в результате отражения от поверхности конденсата части по-
тока атомов на поверхности ванн может образовываться экранирующая пленка из более
тугоплавкого компонента, благодаря которой создается обратная связь между скоростью
испарения компонентов и составом конденсата. Показано, что при определенных условиях
это приводит к возникновению автоколебаний, апериодического или стохастического режи-
мов конденсации. Вместе с флуктуациями температуры ванн это может приводить к по-
явлению слоистых структур со сложной иерархией толщин слоев, которые наблюдаются
в реальных конденсатах.

V.D. Kurochkin

Simulation of the process of formation of layered condensates at
EB-PVD of binary systems of Cu−Cr type

The mechanism of spontaneous formation of layered condensates at the electron-beam physical vapor
deposition from separate crucibles of binary metallic systems is discussed. Simulation of crystalli-
te growth by the kinetic Monte Carlo method shows that the competitive mechanism leads to a
nonlinear dependence of the crystallite growth rate in each phase on the density phase flows. The
calculation of the mass transfer indicates that, as a result of the reflection from the condensate
surface, atoms of the refractory component may form a shielding film of the more refractory
component on the surface of a melt pool. This results in the formation of a feedback between the
evaporation rate and the composition of the condensate. It is shown that, under certain conditions,
this leads to the onset of self-oscillations of evaporation rates and establishing the oscillatory, ape-
riodic, or stochastic condensation modes. With fluctuations of the temperature of pools, this effect
can lead to the formation of layered structures with complex hierarchies of the thicknesses of layers
that are observed in real condensates.
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Про першу знахiдку зонального пiропу в осадочному
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(Представлено членом-кореспондентом НАН України Р.Я. Бєлєвцевим)

Схарактеризовано першу знахiдку зонального пiропу в теригенних вiдкладах України.
Зерно розмiром ∼0,3× 0,4 мм є фрагментом крупнiшого iндивiда та хiмiчно негомоген-
не. Вiд краю до краю в ньому закономiрно збiльшується вмiст FeO (вiд 8,6 до 11,6%)
i вiдповiдно зменшується вмiст MgO (вiд 20,6 до 17,8%). При цьому концентрацiя iн-
ших iндикаторних елементiв (Ti, Ca, Cr) залишається незмiнною. За результатами
аналiзу отриманих даних було зроблено висновок, що його корiнними джерелами могли
бути кiмберлiти або гранатовi перидотити ультраметаморфiчних комплексiв. Тиск
i температура кристалiзацiї пiропу становили близько 2,0 ГПа та 800–850 ◦С. Що сто-
сується встановленої в ньому зональностi, то остання, найiмовiрнiше, є результатом
його посткристалiзацiйного субсолiдусного перетворення в материнських породах при
порiвняно високих температурi й тиску.

Пiроп є одним з найвивченiших акцесорних мiнералiв, поширених у рiзновiкових осадових
породах України. Вважалося [1 та iн.], що його материнськими породами могли бути ви-
ключно кiмберлiти, з якими в рiзних регiонах свiту пов’язанi родовища алмазiв. В Українi
було вiдкрито пiропвмiснi не алмазоноснi породи, визначенi як кiмберлiти, зокрема в При-
азов’ї. Незважаючи на тривалi пошуки, в iнших регiонах (на Волинi, в Побужжi, Приднi-
стров’ї) корiннi джерела детритових пiропiв й дотепер не виявлено [1]. А отже, питання
про їх походження в межах цих територiй залишається вiдкритим. Вiдзначимо, що остан-
нiм часом з’явились достатньо обгрунтованi припущення про їх можливий некiмберлiтовий
генезис [2, 3].

На сьогоднi пiропи з вторинних колекторiв України вивчено достатньо детально, то-
му, користуючись традицiйними методами дослiдження, виявити в них щось нове майже
неможливо. Втiм, як з’ясувалось, це не так i свiдченням тому є знахiдка магнезiального
гранату з досить незвичним хiмiчним складом.
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Рис. 1. Зональний пiроп iз руслового алювiю середньої течiї р. Уборть (РЕМ-знiмки): а — загальний вигляд;
б — полiрований зрiз (точки аналiзу 1–10 на мiкрофотографiї вiдповiдають номерам аналiзiв у табл. 1;Opx—
включення ортопiроксену)

Об’єктом нашого дослiдження були пiропи з руслового алювiю середньої течiї р. Уборть.
Здебiльшого це середньозношенi зерна розмiром 0,3–0,5 мм, кутастої, рiдше округлої, фор-
ми з шорсткими й притертими ребрами та дрiбногорбкуватою або тонкоматованою, а на
сколках — гладкою блискучою поверхнею. Переважна їх бiльшiсть належить до категорiї
низько- й середньохромових помiрно кальцiєвих (Cr2O3 1,6–5,5%, СаО 4,2–4,9%, f 0,16–0,19)
та, найiмовiрнiше, вiдноситься до лерцолiтового парагенезису. Отже, у вивченiй пробi має-
мо пiропи, що є типовими для рiзновiкових теригенних вiдкладiв, поширених на територiї
правобережної України.

У периферiйнiй частинi одного iз зразкiв (ВП-61) пiд мiкрозондом було виявлено мiк-
ровключення ортопiроксену (рис. 1; табл. 1). Подальше ретельне дослiдження вiдкрило ще
одну, вельми неочiкувану його особливiсть. Склад пiропу, що вимiряний у кiлькох точках,
виявився дещо вiдмiнним, зокрема за вмiстом залiза та магнiю. Зважаючи на це, додатково
було виконано серiю аналiзiв по профiлю через зерно (див. рис. 1). Згiдно з отриманими
нами результатами, склад мiнералу змiнюється цiлком закономiрно, а отже, вiн є хiмiчно
зональним (див. табл. 1). У напрямi вiд одного краю зерна до iншого в ньому поступово
зменшується вмiст магнiю i навпаки збiльшується вмiст залiза, а пiд кiнець ще й марган-
цю. Вiдповiдно змiнюються показник залiзистостi та вмiст пiропового й альмандинового
компонентiв. При цьому концентрацiя iнших iндикаторних елементiв — Ti, Ca, Cr i вiдпо-
вiдно андрадитового, гросулярового та уваровiтового мiналiв залишається практично не-
змiнною.

Зауважимо, що ранiше зональнi пiропи в теригенних вiдкладах України не вiдзнача-
лись. Принаймнi в лiтературних джерелах будь-якi згадки, а тим бiльше данi про них
вiдсутнi. Тому треба визнати, що це перша така знахiдка, яка безперечно заслуговує
на увагу.

На даний час зональнi пiропи були виявленi в кiмберлiтах, мантiйних ксенолiтах iз
них [4–6] та масивах гранатових перидотитiв [7–10]. Як свiдчить порiвняльний аналiз, при
певнiй схожостi вони все ж таки дещо вiдрiзняються мiж собою. Особливiстю перших є рiз-
номанiтнiсть схем зональностi, що проявляється за вмiстом Cr, Ti, Ca, Mg, Fe, Al (за кiль-
кома або всiма елементами одночасно) i в бiльшостi випадкiв має складний, часом нерегу-
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Таблиця 1. Мiкрозондовi аналiзи зонального пiропу (№1–10) та включення в ньому ортопiроксену (№ 11) (зразок ВП-61)

Компонент 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11∗

Масова частка, %

SiO2 41,62 41,95 41,84 41,89 42,02 41,42 41,37 41,33 41,65 41,56 52,37
TiO2 0,45 0,45 0,45 0,41 0,44 0,45 0,49 0,48 0,43 0,48 0,20
Al2O3 22,55 21,88 22,21 21,84 21,97 22,43 21,77 22,24 21,94 21,69 7,47
Cr2O3 1,62 1,54 1,60 1,69 1,59 1,57 1,72 1,71 1,65 1,60 0,42
FeO 8,58 9,04 9,02 9,40 9,59 9,69 9,97 10,26 10,93 11,64 6,39
MnO 0,30 0,28 0,40 0,31 0,30 0,37 0,41 0,52 0,51 0,79 0,11
MgO 20,58 20,45 20,15 20,25 19,90 19,62 19,64 19,04 18,57 17,79 32,47
CaO 4,30 4,41 4,33 4,21 4,19 4,45 4,63 4,42 4,32 4,45 0,53

Молекулярна частка, %

Пiроп 72,6 72,3 71,4 71,7 70,7 69,6 69,8 67,9 66,5 64,1
Альмандин 15,9 15,9 16,8 16,9 18,0 18,2 17,5 19,7 21,3 22,7
Спесартин 0,6 0,6 0,8 0,6 0,6 0,7 0,8 1,1 1,0 1,6
Андрадит 2,9 4,3 2,9 3,8 2,8 2,8 4,8 2,5 2,1 2,6
Гросуляр 3,5 2,6 3,6 2,2 3,4 4,1 2,1 3,9 4,3 4,4
Уваровiт 4,5 4,3 4,5 4,8 4,5 4,4 4,9 4,9 4,7 4,6
f∗∗ 0,190 0,199 0,201 0,207 0,213 0,217 0,222 0,232 0,248 0,269 0,100
Са# 0,109 0,111 0,110 0,106 0,106 0,113 0,117 0,114 0,112 0,116

∗Середнє з 5 аналiзiв; до складу входить 0,04% Na2O.
∗∗f = Fe/(Fe +Mg); Ca# = Ca/(Ca +Mg + Fe).

100
IS
S
N
1
0
2
5
-6
4
1
5

R
epo
rts
o
f
th
e
N
a
tio
n
a
l
A
ca
d
em
y
o
f
S
cien

ces
o
f
U
kra
in
e,
2
0
1
4
,
№
3



лярний, характер. Причому зерна можуть бути як повнiстю, так i частково негомогенними.
Серед пiропiв iз перидотитових масивiв так само зустрiчаються як повнiстю, так i частко-
во зональнi. В той самий час їм у порiвняннi з кiмберлiтовими властивий менш складний
характер зональностi. Як правило, зональнiсть у них проявляється тiльки по Mg й Fe. I ли-
ше в кiлькох масивах зафiксовано нечисленнi пiропи з зональним розподiлом Cr, Ca, Mg
й Fe.

Як було вказано вище, зерно пiропу має чiтко виражену хiмiчну зональнiсть. Утiм, воно
є лише фрагментом крупнiшого iндивiда, причому невiдомо, яка за розмiром його частина
(половина, чверть тощо) i з якої зони (центральної, промiжної або периферiйної). Тому ми
не в змозi визначити, як i якою мiрою змiнювався хiмiчний склад первинного, незруйно-
ваного зерна (залiзистiсть зростала або знижувалась у напрямi вiд центра до периферiї
i наскiльки). А це, в свою чергу, унеможливлює повноцiнну генетичну iнтерпретацiю до-
слiджуваного зразка й дозволяє висловити лише найзагальнiшi мiркування з приводу його
походження.

За загальними особливостями хiмiчного складу (магнезiальнiсть, вмiст Cr, Ti й Ca) ви-
вчений пiроп подiбний до пiропiв з ряду порiд, а саме: кiмберлiтiв, лампроїтiв, карбонатитiв,
лампрофiрiв, гранатових перидотитiв тощо. Однак виявлена в ньому зональнiсть дає змогу
iстотно зменшити перелiк його iмовiрних першоджерел. Як було нами зазначено, на даний
час зональнi пiропи встановленi лише в кiмберлiтових дiатремах та масивах гранатових пе-
ридотитiв. Зважаючи на це, саме цi геологiчнi утворення i мають розглядатись як можливi
корiннi джерела дослiдженого зразка.

Для оцiнки РТ -умов утворення вивченого пiропу було використано серiю вiдомих гео-
барометрiв та геотермометрiв [11–14 та iн.]. Виконанi розрахунки показали, що тиск i тем-
пература його кристалiзацiї могли становити близько 2,0 ГПа та 800–850 ◦С.

Брак наявної iнформацiї про дослiджуваний пiроп не дозволяє поки що робити об-
грунтованi висновки стосовно походження в ньому зональностi. Можемо лише припусти-
ти, що в зразку ВП-61, як i в пiропах з подiбною Fe−Mg зональнiстю з кiмберлiтiв та
гранатових перидотитiв, вона найiмовiрнiше також має не ростову, а дифузiйну природу.
Мається на увазi її утворення не впродовж кристалiзацiї iндивiда, а в процесi його подаль-
шого субсолiдусного перетворення в материнських породах при досить високих РТ -пара-
метрах.

Iмовiрно ще одним свiдченням посткристалiзацiйного субсолiдусного перетворення ви-
вченого пiропу є встановленi в ньому мiкровключення ортопiроксену. Зважаючи на особ-
ливостi морфологiї та хiмiчний склад останнiх, вони найiмовiрнiше є продуктами розпаду
пiропової матрицi, яка їх вмiщує.

Таким чином, вперше серед пiропiв iз рiзновiкових теригенних вiдкладiв України ви-
явлено зерно з чiтко проявленою хiмiчною зональнiстю. На жаль, природа останньої зали-
шається поки що не з’ясованою. Проте вже сама знахiдка гранату з вказаними особливос-
тями є, без сумнiву, дуже цiнною та матиме важливе значення у вирiшеннi питання про
походження пiропiв iз осадових порiд на територiї правобережної України.
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А.А. Вишневский

О первой находке зонального пиропа в осадочном чехле
Украинского щита

Охарактеризована первая находка зонального пиропа в терригенных отложениях Украины.
Зерно размером ∼0,3× 0,4 мм является фрагментом более крупного индивида и химически
негомогенно. От края до края в нем закономерно увеличивается содержание FeO (от 8,6
до 11,6%) и соответственно уменьшается содержание MgO (от 20,6 до 17,8%). При этом
концентрация остальных индикаторных элементов (Ti, Ca, Cr) остается неизменной. По
результатам анализа полученных данных был сделан вывод, что его коренными источ-
никами могли быть кимберлиты либо гранатовые перидотиты ультраметаморфических
комплексов. Давление и температура кристаллизации пиропа составляли около 2,0 ГПа
и 800–850 ◦С. Что касается установленной в нем зональности, то последняя, скорее всего,
является результатом его посткристаллизационного субсолидусного преобразования в ма-
теринских породах при сравнительно высоких температуре и давлении.
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O.A. Vyshnevskyi

On the first finding of zoned pyrope in the sedimentary cover of the
Ukrainian shield

The first finding of zoned pyrope in terrigenous deposits of Ukraine is described. The grain of
∼0.3×0.4 mm in size is a part of a larger crystal and chemically inhomogeneous. From side to side
in them, the FeO content appropriately increases (from 8.6 to 11.6%) andMgO decreases(from 20.6
to 17.8%). Thus, the concentration of other indicator elements (Ti, Ca, Cr) remains unchanged.
Based on the analysis of obtained data, it is concluded that its native sources were kimberlites or
garnet peridotites of UHPM terranes, and the temperature and the pressure of crystallization were
near 800–850 ◦С and 2.0 GPa. In respect of the zonality exposed in pyrope, it is most probable
that it is a result of its subsolidus alteration in mother rocks at comparatively high temperature
and pressure.
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УДК 550.34.013:541.128.7:577.31

А.С. Костинский

Эволюция диссипативной структуры как модель

процесса в очаге землетрясения: аналогии в живых
системах и химической кинетике

(Представлено академиком НАН Украины В.И. Старостенко)

Высказывается предположение, что возникновение, эволюция и распад диссипативной
структуры, подобной гексагональным ячейкам Бенара, в среде или субстанции с нели-
нейными свойствами, может оказаться причиной явления, воспринимаемого как очаг
землетрясения. Утверждается, что эффективное описание явления осуществимо толь-
ко в терминах аксиоматически построенной механики возбудимых сред, как вариант
“встроенной” в схему классических кинематических очаговых моделей. Тезис проил-
люстрирован сопоставлением с многообразием автоволновых процессов в биологических
и химических системах.

Две ключевые позиции, две мысленные “опорные точки” должны быть выделены, когда
речь идет о механике сплошных сред в существующем описании очага землетрясения.
Во-первых, источник понятий и образов, связанных с сейсмическими явлениями, есть “ма-
теринские гены” полевой геологии плюс вера в то, что в глубинах Земли возможно нечто
аналогичное, происходящему на поверхности. Во-вторых, “архетип” сейсмических катас-
троф породил представление о том, что землетрясение неизбежно связано с разрушением,
распадом некоторой невидимой структуры. Когда видим рушащиеся здания и трещины,
разрывающие землю, трудно увидеть за всем этим образование структуры. Но век клас-
сической традиции закончился, когда окружающий мир воспринимался как совокупность
наблюдаемых объектов, движущихся под действием сил согласно определенным законам.
Стало понятно (еще на заре квантовой механики), что природа действует иначе.

Очевидность физических теорий квантового, релятивистского мира есть согласован-
ность постулатов, а о базовых понятиях принципиально невозможно составить наглядного
представления, не впадая в противоречие. Решающая роль здесь принадлежит математике
фундаментальных принципов, принимаемых как данность, группам преобразований и их
инвариантам. То, что мы наблюдаем, есть некоторые из инвариантов в определенной сис-
теме отсчета, вектора состояния физической системы (в широком смысле, т. е. величины,
полностью характеризующие систему) не обязательно совпадают с “наблюдаемыми”. Это
еще один камень в фундаменте современного физического описания, и сейсмологические
модели не должны быть исключением.

Поразительный пример в истории физики служит опорой в подобном стремлении. Имен-
но осознание заряда и массы как свойств вещества исторически приходило постепенно из
рутины повседневных наблюдений над взаимодействием тел, а пространственные интерва-
лы и координаты точек, хотя и входили на равных в законы Ньютона и Кулона, все же
воспринимались как составляющие иной сущности, геометрии мира. Риман различал гео-
метрическое пространство и физическое пространство, подобное субстанции, “ответствен-
ное” за распространение тяготения и света, и допускал, что метрическая сторона геометрии,
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возможно, теряет привычный смысл в бесконечно малом. По Вейлю, может порождаться,
пусть в малом, и сложная топология, полностью отличная от топологии евклидова про-
странства. Но даже просто замкнутость в целом, хотя бы по одному из измерений, приво-
дит к “геометродинамическим” эффектам, заставляющим предположить не пассивную, но
“творящую” роль пустого пространства.

Вообразим, например, искривленный мир, топологически эквивалентный трехмерной
сфере, состоящий из двух полостей, соединенных узким тоннелем (“песочные часы”). Как
один из вариантов физической аксиоматики допустим, что в таком мире справедливы урав-
нения Максвелла. Переменное во времени свободное электромагнитное поле порождает
поток силовых линий, исходящий из горловины тоннеля, дивергенция поля всюду равна
нулю. Силовые линии нигде не кончаются, но наблюдатель, не располагающий микроско-
пом с достаточным увеличением, считающий горловину тоннеля обычной точкой своего
пространства, увидит в этой точке обрыв силовых линий, т. е. элементарный электрический
заряд. Этот заряд без заряда — динамический, он меняется и может исчезнуть для наблюда-
теля, “обитающего” в одной из полостей, если петли силовых линий уйдут через горловину
в соседнюю полость. В пространстве с многосвязной топологией силовые линии, заключен-
ные в ручки, не могут уменьшиться в числе, поток из горловины ручки не меняется со
временем, и гипотетический наблюдатель отметит неизменность константы движения, во-
ображаемого, но реально не существующего заряда [1]. Если искать аналогии, может быть,
подобная “аберрация зрения” существует и в восприятии сейсмологических конструкций?

История представлений о происходящем в очаге землетрясения, если принять за начало
отсчета теорию упругой отдачи Рейда, насчитывает век. К настоящему моменту можно,
взглянув как бы извне, представить себе нечто целое, мир, универсум очаговых моделей
просто как множество элементов, или абстрактных точек (не в геометрическом смысле).
Подобная отстраненность неизбежно предшествует изменению языка, в согласии с тем, что
постепенно неуловимо меняется характерный масштаб, наша обиходная, повседневная пози-
ция в мысленном пространстве-времени, в котором продолжается существование моделей,
хотя их эволюция кажется завершенной.

Явно можно выделить некий центр, образ распространяющейся круговой трещины сдви-
га, и “нефизическое” решение самоподобной задачи [2]

ΔU s(ρ, t) = ΔV

√
t2 −

(
ρ

ν

)2

H

(
t− ρ

ν

)
, ΔV, ν = const, (1)

бесконечно возрастающее со временем. Если (1) принимать как исходную точку в вообра-
жаемом пространстве логики моделирования, ткань сопутствующей топологии заключает
в себе “окрестность”, модели, полученные усовершенствованием (1), “обрезанием” процесса
в пространстве и времени [3, 4]. Но если мы тем или иным образом меняем (1), то неявно
подразумевается, может быть принципиальное, изменение природы физического объекта,
который таким образом описывается. Это уже не только не будет круговая распространя-
ющаяся трещина сдвига, но, не исключено, реальность, от нее произвольно далекая. Но
что же это?

Зададимся вопросом: если спорна возможность использовать теорию упругости как базу
описания очаговых процессов, то что можно считать бесспорным? Только одно, представ-
ление об очаге как о нелинейной распределенной открытой системе, далекой от термоди-
намического равновесия. Само по себе это не ново и мало что дает. Перерезав “пупови-
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ну”, связывающую с повседневным опытом, мы вынуждены будем допустить, что очагом
землетрясения, т. е. источником волн, приходящих в точку наблюдения, может быть лю-
бая меняющаяся во времени особенность поля любой характеристики среды. “Особенность”
означает наш уровень описания, с точки зрения физики точечных или распределенных на
плоскостях сущностей с самого начала нет.

Следующий шаг, конечно, должен заключаться в признании, что особенности может
не быть и в описании, вполне допустимо представить себе возникающую и затем исчезаю-
щую более или менее отчетливо локализованную область, которая, до того как исчезнуть,
успевает послать в среду импульс резкого изменения, хронику своей самоорганизации. Спо-
собное к самоорганизации “нечто” нельзя уже назвать просто средой, в традиционной по-
становке вопроса среда должна содержать сейсмический источник, принципиально с ней не
сходный. Среда, или субстанция, теперь в некотором смысле однородна и означает не более
как одну из возможных, интуитивно определяемых, лишенных отчетливости, последова-
тельных стадий эволюции, что-то напоминающее период спокойного Солнца. Это “нулевая
конфигурация”, и тогда “очаг землетрясения” по определению есть ее возмущение. “Земной”
опыт в любом случае остается первоосновой, но все же следует быть готовым к тому, что
описание происходящего в субстанции принципиально невозможно как экстраполяция явле-
ний на поверхности. Тогда остается не подлежащим сомнению только сам факт появления
возмущения “нулевой конфигурации”, способность субстанции генерировать и распростра-
нять возбуждение, т. е. состояние, дополнительное по отношению к основному состоянию.

В биологии и химии привычна ситуация, когда кооперативное поведение систем, раз-
личных по своей природе, сходно. Железная проволока в стеклянной трубке, заполненной
азотной кислотой, обнаруживает свойства, напоминающие свойства нервных волокон: если
в каком-то месте зачистить проволоку, убрав пленку окисла, царапина “побежит” вдоль
проволоки с некоторой постоянной скоростью [5]. Другой пример: две ячейки, заполненные
электролитом разной концентрации и разделенные мембраной из пористого стекла, это
устройство известно как мембранный осциллятор Теорелла. С помощью внешних электро-
дов пропускается постоянный ток, при больших токах возникают периодические колебания
мембранного потенциала и сдвинутые по фазе колебания уровня жидкости, система пере-
ходит в режим возбуждения, подобно биологическому объекту.

Если отвлечься от конкретной природы системы, можно ли определить общее в этих
и других похожих явлениях? Очевидно, общее здесь — способность к генерации и распро-
странению возбуждения, дополнительного (по отношению к основному) состояния. Если
мы оставляем это свойство единственно характерным для системы, то мы описываем про-
исходящее на высшей степени абстракции, как эволюцию возбудимой среды [6].

Не универсальный, но один из мыслимых механизмов очага представляется в таком слу-
чае как самоорганизация возбудимой среды слоя, самопроизвольное возникновение и эво-
люция устойчивой в течение некоторого времени регулярной структуры. Если рассматри-
вать слой как нелинейную, открытую, далекую от термодинамического равновесия систему
с распределенными параметрами, не кажутся странными конвективные решетки, подобные
шестигранным ячейкам Бенара, автономные локализованные источники волн или распро-
странение уединенного фронта возбуждения. Мир автоволновых явлений велик, и трудно
избавиться от ощущения: именно этой “ткани” так не хватает “остову” кинематических мо-
делей (табл. 1).

Теперь логичен вопрос: если так, то классические очаговые модели [3, 4] чужеродны
подобному взгляду на вещи, безнадежно отбрасываются и надо начинать “с чистого листа”,
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или все же нечто в основе своей, пусть на время, останется и есть смысл, пусть в рамках
половинчатых, непоследовательных теорий, взглянуть с других точек зрения?

Мы записываем, например, разложение вектора скачка смещения [U(. . .)] в произволь-
ной точке плоской площадки разрыва Σ —

[U(. . .)] = n([U(. . .)]n) + n× (n× [U(. . .)]),

Таблица 1. “Несущие конструкции” структуры кинематических очаговых моделей и “мозаичный узор” ав-
тономных динамических режимов

Сейсмология Химия, биология, биофизика

Зарождение “с нуля” сейсмического источ-
ника в виде плоской области или площадки
разрыва: меняющийся во времени, непре-
рывно распределенный вектор скачка сме-
щения, или трещина сдвига, нечто не су-
ществовавшее ранее даже в зародыше появ-
ляется в произвольной невыделенной точке
однородной изотропной упругой среды

Генерация химических волн точечным источником: пейсме-
кер, ведущий центр, “эмиттер” спиральной волновой струк-
туры (ротор) возникает как “диффузионная неустойчивость”
в параметрически однородной среде, локальная неоднород-
ность (“гетерогенный центр”), реагирующая или каталитиче-
ская частица, просто особые граничные условия [7]

Прямоугольная площадка разрыва, один из
размеров которой гораздо больше другого,
однонаправленное распространение процес-
са в модели Хаскелла [8]

Бегущий фронт возбуждения в аксоне кальмара, в волокне
скелетных мышц, динамика автоколебательной реакции оки-
сления в длинных трубках [9]

Видение и описание сейсмического источ-
ника как равноразмерного, равнонаправ-
ленного: разрыв растет радиально во всех
направлениях на плоскости, произвольным
образом ориентированной в среде [3, 4]

Картина “стрелковой мишени”:
ситуация на территории, которая поражается эпидемией,
исходящей из постоянного очага инфекции,
поле агрегирующих амеб, которые собираются к клетке,
выделяющей АМФ,
активность эктопического фокуса сердца, волны потенциа-
ла действия, нарушающие нормальный ритм сердечных со-
кращений в ситуациях сбоев в функционировании синусного
узла

Расширение эллиптической трещины, со-
храняющей форму неизменной, как модель
переменного во времени и пространстве
скачка смещения [2, 4]

Концентрические кольцевые волны в химических систе-
мах [10]

Модель кругового разрыва, дополненная
аппроксимацией релаксационного источни-
ка: скольжение в точке останавливается ин-
формацией от краев разрыва, фронт про-
цесса, залечивающего разрушение, движет-
ся внутрь области после того, как разраста-
ние наружу прекращается [11]

Пейсмекерная активность агрегирующих амеб: начальный
импульс запускает окружающее кольцо, волна от которого
сходится опять к центру, и запускает его снова, процесс про-
должается [12],
заторможенная кинетика в анестезированном сегменте нерв-
ного волокна: “тлеющая” область может вызвать воз-
буждение в направлении, обратном тому, откуда пришло
исходное [13]

Различные варианты описания остановки
распространяющегося разрыва [3, 4]

Различные ситуации, обнаруживающие эффект ингибиро-
ванной возбудимости:

химически инертный заполнитель,

слишком резкий переход, чувствительное к температуре кри-
тическое отношение диаметров в местах разветвления нерв-
ных волокон, возбуждение не преодолевает порог самопод-
держивающегося распространения, импульс затухает [14],

переменный диаметр канала распространения,

приходящий импульс не затухает полностью, но может заме-
длиться и остановиться, тлея “в нерешительности” [15]
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единичная нормаль n постоянна по направлению. Фактически то, моделью чего является
площадка, есть “сэндвич” из двух слоев “элементарных” частиц, или физически бесконечно
малых объемов среды, иначе скачок смещения в этой области представить невозможно.
Предположив, что реален именно “сэндвич”, а не мысленный разрез среды, сместившись
таким образом к абстрактной, но физической архитектуре, мы оказываемся в начале по
необходимости долгого пути, этот путь заключается в постепенном изменении, “перерожде-
нии” ткани привычного, наглядного кинематического моделирования.

Как вариант, даже не “сэндвич”, а физически бесконечно тонкий слой некоей субстан-
ции, вложенный в “среду–термостат”, глобально не меняющую характеристик, пройдя через
“призму” обыденного восприятия, “перевоплощается” в образ внутренней поверхности с рас-
пределенным, зависящим от времени скачком смещения. Описание такого слоя–источника
обычным путем, “со стороны вещества”, т. е. конструирование уравнений состояния слоя
и “среды-термостата”, с последующим совмещением через подходящие граничные условия,
с самого начала кажется бесперспективным. Проблема не в том, что материя слоя недоступ-
на для непосредственного исследования. В конце концов о верхней мантии и астеносфере
известно достаточно много, и вполне допустима вероятность влияния тектоники плит толь-
ко через граничные условия для приблизительно однородной по своим свойствам зоны. Но
исходная принципиальная открытость и нелинейность системы делают бесконечным на-
бор возможностей, приводящих к возмущению “нулевой конфигурации” слоя. Фактически
остается способность генерировать и передавать возмущение или, иначе, возбуждение, со-
стояние, дополнительное по отношению к основному состоянию, как единственное не под-
лежащее сомнению свойство вещества слоя.

Сложность состоит еще и в том, что “строительные блоки” кинематических моделей
настолько хорошо согласованы, так тщательно пригнаны друг к другу, что радикально
изменить один из них, не трогая остальные, невозможно. Немыслимо, например, наделить
толщиной поверхность, в точках которой терпит скачок смещение, до тех пор, пока речь
идет в строгом смысле слова о скачке смещения. Неизбежен поэтому этап “непоследователь-
ных” моделей, для которых основные соотношения кинематики сейсмических источников
формально останутся без изменения, но понимание их станет другим. Более того, ответ на
вопрос, что считать пониманием, должен стать другим, следуя общей тенденции, так же
как аксиоматика и согласованность постулатов в квантовом, релятивистском мире заменили
ньютоновские “атомы”, составляющие “вещество” классических физических теорий.

Таким образом, заранее исключив возможность каких-либо наглядных представлений,
мы оказываемся в ситуации, когда выбора, по сути, нет, в нашем распоряжении остается
только аксиоматика как метод и принципы, универсальность которых не вызывает сом-
нения, даже если доказательств этой универсальности не существует. Аналогии, примеры
“восхождения” к абстракции возбудимых сред в сопредельных областях знания здесь, несом-
ненно, важны, как немногие возможные ориентиры на этом пути. Собрать воедино пусть
не всеобъемлющую, но достаточно разнообразную коллекцию таких аналогий, поставить
рядом с возникшими совершенно независимо мысленными образами кинематического оча-
гового моделирования, в этом видится цель настоящей заметки.
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О.С. Костiнський

Еволюцiя дисипативної структури як модель процесу в осередку
землетрусу: аналогiї в живих системах i хiмiчнiй кiнетицi

Висловлюється припущення, що виникнення, еволюцiя i розпад дисипативної структури,
подiбної гексагональним комiркам Бенара, в середовищi або субстанцiї з нелiнiйними влас-
тивостями, може виявитися причиною явища, що сприймається як осередок землетрусу.
Стверджується, що ефективний опис явища здiйснений тiльки в термiнах аксiоматич-
но побудованої механiки збудливих середовищ, як варiант “вбудованої” в схему класичних
кiнематичних осередкових моделей. Теза проiлюстрована зiставленням з рiзноманiттям
автохвильових процесiв у бiологiчних i хiмiчних системах.

A. S. Kostinsky

Evolution of a dissipative structure as a model of the process in an
earthquake focus: analogies in living systems and chemical kinetics

The assumption is made that the emergence, evolution, and decay of a dissipative structure simi-
lar to hexagonal Benard cells in a media or a substance with nonlinear properties may cause a
phenomenon perceived as the earthquake focus. It is asserted that an effective description of the
phenomenon is only feasible in terms of axiomatically built mechanics of excitable media, as an
option of the classical kinematic focus models “embedded” in the scheme. The thesis is illustrated
by the juxtaposition with a variety of autowave processes in biological and chemical systems.
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УДК 577.3

М.И. Орлюк, А.А. Роменец, И.М. Орлюк

Низкочастотный техногенный магнитный шум в г. Киев

(Представлено академиком НАН Украины В.И. Старостенко)

Изложены результаты исследований переменного магнитного поля техногенного про-
исхождения в г. Киев. Впервые экспериментально исследована техногенная составляю-
щая магнитного поля в частотном диапазоне 10−6−1 Гц. Показано, что источники
техногенных вариаций величиной в десятки и сотни нанотесла имеют в большинстве
случаев электрический и ферромагнитный характер. Cуточная ритмика техногенных
источников обуславливается рабочим режимом людей и производства.

В ряде публикаций приведены данные о влиянии постоянного магнитного поля (МП), а так-
же его вариаций в широком диапазоне частот на живые организмы в целом и жизнедея-
тельность человека [1–3]. Общеизвестно, что в крупных мегаполисах природное магнитное
поле Земли (МПЗ) существенным образом дополняется техногенной составляющей от раз-
ных источников постоянного и переменного характера [4]. К постоянным источникам отно-
сятся разнообразные технические сооружения (здания, производственные помещения, мос-
ты, дороги и т. д.). Внутри зданий источниками техногенного искажения являются ферро-
магнитные элементы железобетонных конструкций (стен, пола, межэтажных перекрытий),
а также отопительных и сантехнических сетей [4, 5]. Естественно, что изучение таких по-
мех имеет как определенный экологический аспект, так и чисто магнитный с целью оцен-
ки и исключения из обсерваторских наблюдений имеет как определенный экологический
аспект, так и чисто магнитный [6, 7].

Объект исследований. Переменное магнитное (электромагнитное) поле природного
и техногенного происхождений изменяется в пределах от 10−6 Гц до 10 ГГц [8]. Наибольший
вклад в техногенный электромагнитный шум на низких частотах (от 0,5 Гц до 400 кГц) вно-
сится основными потребителями электрического тока промышленной частоты [6]. Наименее
исследованными в экспериментальном отношении остаются техногенные источники на час-
тотах 10−6−1 Гц. Заметим, что в этом диапазоне частот производится запись вариаций
МПЗ в магнитных обсерваториях, что позволяет выполнить их сравнительную характе-
ристику. Поэтому представляется весьма актуальным изучение техногенной составляющей
МП на указанных частотах, которое может быть связано с движущимися ферромагнитными
и электрическими источниками (машины, трамваи, троллейбусы, электрички, электропоез-
да метро и т. д.), а также с некоторыми производственными процессами, использующими
оборудование на постоянном токе и т. д.

Аппаратура и методика измерений. Для изучения техногенной компоненты по-
ля использовалась серийная аппаратура ЛФ Института космических исследований НАН
Украины — магнитовариационная станция Lemi-008 [9]. Данный прибор измеряет ортого-
нальные компоненты МП с общим диапазоном измерений поля ±65 мкТл и вариаций —
±2,5 мкТл. Указанный диапазон измерений не позволяет исследовать более интенсивные
техногенные источники, поэтому для грубой их оценки применялся портативный магнито-
метр на базе операционной системы Android. Магнитометр имеет в своем составе в качест-

© М.И. Орлюк, А.А. Роменец, И.М. Орлюк, 2014

110 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №3



ве измерителя блок магниторезисторов (принцип изменения сопротивления от положения
в пространстве) или элементы Холла.

Для измерений с помощью Lemi-008 применялась стандартная методика наблюдений
вариаций МПЗ, а именно: прибор устанавливался в определенном пункте с ориентацией
датчика на магнитный север и регистрировались Bx-, By-, Bz-компоненты МП с интерва-
лом 1 с.

С помощью программного обеспечения MagneticSolution на базе Android измерения маг-
нитного поля выполнялись в движении с его регистрацией в микротесла и дальнейшей
графической визуализацией путем несложных преобразований числовых данных.

Результаты исследований.Измерения вариаций магнитного поля выполнены в шести
пунктах наблюдения (ПН), распределенных более-менее равномерно в пределах правобе-
режной части Киева в производственных и подсобных помещениях на просп. Палладина,
улицах Фрунзе, Гарматная, Боженка, Большая Окружная и Васильковская. В данном со-
общении рассмотрены ПН с наибольшими величинами техногенной компоненты МП.

Заметим, что анализ техногенных источников показал максимальное их проявление
в вертикальной составляющей магнитной индукции Bz, что позволяет нам ограничиться
ее рассмотрением. Регистрация магнитных вариаций в ПН проводилась в ноябре–декабре
2012 г. — январе–феврале 2013 г. на протяжении 2–3-х сут в каждом из них.
ПН по ул. Фрунзе. Проведенные измерения вариаций магнитного поля показали на-

личие помех разного характера и периодичности (см. а на рис. 1). Сравнительная харак-
теристика с вариациями по данным геомагнитной обсерватории (ГО) “Киев” (как правило,
они изменяются в пределах первых десятков нанотесла) показывает наличие трех периодов
отклонений МП от нормы (измерения проводились по мировому времени по Гринвичу UTC,
но с целью практического восприятия данных в результативных материалах приведены ва-
риации магнитного поля по Киевскому времени): 27.11.2012 с 15.27 (начало измерений)
до 18.30 — ∼700 нТл; 28.11.2012 с 8.30 до 18.30 — ∼800 нТл; 29.11.2012 с 8.30 до 15.04 (ко-
нец измерений) — ∼1000 нТл. Судя по характерному виду кривой Bz-компоненты, помеха
вероятнее всего, электрического происхождения.

На протяжении всего периода измерений Bz-компонента — пилообразного вида, что
свидетельствует о наличии постоянных механических или электромагнитных помех, вы-
званных, вероятно, движением автомобилей и наличием действующей трамвайной линии.
Обнаруженные возмущения (до 300–500 нТл) МП, связанные, как выяснилось в послед-
ствии, с помехами от шиферного производства, точнее — от запуска печей для обжига.
Следовательно, нахождение вблизи подобного производства дает постоянное достаточно
интенсивное искажение МП, в десятки раз превосходящее по интенсивности возмущения
при магнитной буре.
ПН по ул. Боженка. Существенные отклонения от вариаций на обсерватории на-

блюдаются (см. б на рис. 1): 09.01.2013 с 15.13 (начало измерений) до 24.45 — ∼350 нТл;
10.01.2013 с 5.40 до 24.45 — ∼450 нТл; 11.01.2013 с 5.40 до 14.47 (конец измерений) —
∼350 нТл. Четко выделяются три периода возмущений МП. График изменения Bz-компо-
ненты пилообразного синусоидального вида (максимум отклонения от “нормы” приходится
на ∼15.00−15.30), что свидетельствует о наличии постоянных электромагнитных помех, вы-
званных скорее всего работой какой-либо аппаратуры (измерения проводились в Институте
электросварки им. Е.О. Патона НАН Украины). Близость интенсивных транспортных по-
токов (ул. Боженка и Федорова) тоже влияют на общий характер протекания помех. Как и
в предыдущих случаях были зарегистрированы высокоинтенсивные до 100–150 нТл высоко-
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Рис. 1. Графики вариаций Bz-компоненты магнитного поля в исследуемых пунктах наблюдения и на ГО
“Киев”: ул. Фрунзе (а); ул. Боженка (б ): ул. Васильковская (в)

частотные возмущения МП. Также выделяются периоды (преимущественно в ночное время
суток ∼0,45–5,40), когда МП имеет в основном спокойный характер.
ПН по ул. Васильковской. Наибольшие вариации техногенного происхождения наб-

людаются в следующих интервалах (см. в на рис. 1): 22.02.2013 — 23.02.2013 с 11.37 (на-
чало измерений) до 01.10 — ∼600 нТл, а также 23.02.2013 — 24.02.2013 с 05.20 до 01.10 —
∼250 нТл; 24.02.2013 — 25.02.2013 с 03.20 до 01.10 — ∼80 — 100 нТл и с 05.20 до 12.00 (ко-
нец измерений) — ∼550 нТл. Следует отметить, что аномальные значения в период 23 и 24
февраля (выходные дни) несколько ниже, чем в период 22 и 25 февраля. Указанные про-
межутки — четкой периодичности, что позволяет предположить регулярный характер их
возникновения (вероятнее всего — это эффект от метро). В периоды 22.02.2013 — 23.02.2013
(∼23.10–3.20), 23.02.2013 — 24.02.2013 (∼23.10–3.20), 24.02.2013 — 25.02.2013 (∼23.10–3.20)
МП имеет спокойный характер и существенно не отличается от такового на ГО “Киев”.
Нужно заметить что периоды спокойного протекания МП приурочены к ночному времени

112 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №3



Рис. 2. Вариации индукции магнитного поля B в вагоне метро на перегоне между станциями “Берестейс-
кая” — “Академгородок”

суток. Периоды суток (∼05.20−24.10) характеризуются также пилообразными высокочас-
тотными возмущениями МП до 150 нТл, что характеризует “насыщенность” этих промежут-
ков времени разнообразными магнитными “шумами”. Интересным представляется некото-
рое усиление в техногенном поле суточной вариации, которое наблюдается, в частности,
10.01.2013 (см. в на рис. 1).
ПН метро. Измерения вариаций магнитного поля в метро проводились на отрезке

станций “Берестейская” — “Академгородок”. На графике (рис. 2) хорошо видны величины
и периоды возрастания МП в пределах 40–350 мкТл на станциях метро. Заметим, что пре-
жде всего индукция B, обуславливается электродвигателями, расположенными в центре
каждого вагона, и резко возрастает во время ускорения поезда. Однако кроме электро-
двигателя поезда на величину B влияют также конструкции туннелей метро, подземные
и надземные коммуникации. Это четко видно из графика, в частности в районе ст. “Свято-
шино”, расположенной в месте крупной транспортной развязки.

Таким образом, нами впервые экспериментально исследована техногенная составляю-
щая магнитного поля в г. Киев для периодов от 1 с до 24 ч (10−6−1 Гц). Зарегистрированные
разнопериодные техногенные вариации имеют амплитуды в десятки и сотни нанотесла и су-
щественно отличаются от вариаций МП на магнитной обсерватории “Киев”. Особо большие
значения индукции B (до 100–350 мкТл) зарегистрированы в метро в начале движения или
торможения поезда.

Источники техногенных вариаций имеют в большинстве случаев электрический и фер-
ромагнитный характер: связаны с включением/выключением и работой источников посто-
янного тока, движением электрического транспорта, включительно в метро, а также ме-
ханическим перемещением разнообразных транспортных средств. Заметная суточная рит-
мика техногенных источников обуславливается рабочим режимом людей и производства.
Следовательно, можно говорить, что в городских условиях человек постоянно находится
под воздействием средней (а в некоторых местах — временами сильной) магнитной бури.
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М. I. Орлюк, А.О. Роменець, I.М. Орлюк

Низькочастотний техногенний магнiтний шум в м. Київ

Викладено результати дослiджень змiнного магнiтного поля техногенного походження
в м. Київ. Вперше експериментально дослiджено техногенну складову магнiтного поля
в частотному дiапазонi 10−6−1 Гц. Показано, що джерела техногенних варiацiй величиною
в десятки i сотнi нанотесла мають в бiльшостi випадкiв електричний i феромагнiтний
характер. Добова ритмiка техногенних джерел обумовлюється робочим режимом людей
i виробництва.

M. I. Orlyuk, А.A. Romenets, I.M. Orliuk

Technical low-frequency magnetic noise in Kiev

The technical nature of magnetic field variations researched in Kiev is presented. The man-made
component of the magnetic field in the frequency range from 10−6 Hz to 1 Hz is experimentally
studied for the first time. It is shown that technological variation sources which have intensity
of tens and hundreds of nanoteslas mostly have electrical and ferromagnetic nature. People and
manufacture timetables cause the circadian rhythm of technological variations.
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С.А. Станкевич, О.В. Титаренко

Видiлення осей синфазностi на сейсмограмах
за допомогою одновимiрного перетворення Радона

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.Д. Федоровським)

Запропоновано алгоритм автоматичного видiлення лiнiйних осей синфазностi на сейс-
мограмах на основi одновимiрного дискретного перетворення Радона i плоскої агломера-
тивної кластеризацiї. Алгоритм забезпечує достовiрнiсть, прийнятну для сейсмороз-
вiдки. Використання розробленого алгоритму дозволить удосконалити автоматизовану
обробку даних сейсморозвiдки та пiдвищити об’єктивнiсть їх iнтерпретацiї.

Останнiм часом у нафтовiй i газовiй промисловостi спостерiгається необхiднiсть збiльшення
темпiв видобутку вуглеводнiв, що спричинює зростання витрат на пошуки та розвiдку ро-
довищ. У зв’язку з цим, методи прогнозу й оцiнювання припустимих покладiв вуглеводнiв
до бурiння свердловин набувають бiльшої актуальностi.

Усi геологорозвiдувальнi роботи, що спрямованi на прямий пошук покладiв вуглеводнiв,
практично так або iнакше пов’язанi з сейсморозвiдкою. Сейсмiчна розвiдка — реєстрацiя
поширення в земнiй корi штучно згенерованих сейсмiчних коливань з подальшою матема-
тичною обробкою отриманих даних [1]. За останнє десятирiччя в сейсморозвiдцi на вiдбитих
хвилях вiдзначений якiсний стрибок в методицi й практицi робiт. Перехiд на цифрову реє-
страцiю при польових спостереженнях, цифрова обробка, що безперервно удосконалюється,
та новiтнi методи аналiзу сейсмiчних даних забезпечили значне пiдвищення якостi отри-
маних результатiв. У мiру розвитку та вдосконалення методiв обробки сейсмiчних даних
виникла гостра необхiднiсть у створеннi нових способiв їх автоматизованої iнтерпретацiї,
що базуються на використаннi всього обсягу корисної iнформацiї.

Тому всебiчне вивчення будови та нафтогазоносностi регiону для пошуково-розвiдуваль-
них робiт сейсморозвiдкою, спрямованих на виявлення i розвiдку нових покладiв нафти i га-
зу з метою стабiлiзацiї видобутку та забезпечення приростiв розвiданих запасiв вуглеводнiв
на перспективу, є важливим i нагальним науково-практичним дослiдженням.

Геологiчнi утворення продуктивного розрiзу — в осадочному чохлi або в корi вивiтрю-
вання фундаменту над покладами вуглеводнiв та навколо них — епiгенетично змiненi за
складом, структурою, фiзичними властивостями [2]. У продуктивному розрiзi над покладом
вуглеводнiв формується область слiду дифузiйно-ефузiйного потоку, яка вiдображається
в фiзичних полях, особливо в сейсмiчному полi, на амплiтудах хвиль вiдбиття. В самому
покладi вуглеводнiв, де вiдбувається пiдвищене поглинання сейсмiчних хвиль, амплiтуда
хвиль вiдбиття зменшується. Навколо покладiв вуглеводнiв на водно-нафтових та газо-
водних контактах утворюються високоамплiтуднi рiзкоградiєнтнi хвилi вiдбиття. Область
слiду дифузiйно-ефузiйного потоку, що формується над покладом вуглеводнiв, складається
з вiдновної зони безпосередньо над цим покладом та окисної зони вище по розрiзу. Вiдновна
зона характеризується пiдвищеною лiтолого-мiнералогiчною й фiзичною диференцiйованiс-
тю та пiдвищеною в цiлому акустичною жорсткiстю, тому в сейсмiчному полi видiляється
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значно збiльшеними амплiтудами хвиль вiдбиття — частим утворенням “яскравої плями”
на сейсмiчних зображеннях, часових розрiзах сейсмограм (рис. 1).

Для видiлення таких “плям” сейсмiчнi данi беруть в iнтервалах запису, бiльших за iн-
тервал розташування покладу вуглеводнiв, та вздовж осей синфазностi найбiльш чiтко ко-
рельованих вiдбиттiв у межах всього часового розрiзу профiлю дослiдження: вiд верхньої
його частини до глибини розташування продуктивних вiдкладiв (рис. 2).

На даний час ефективним iнструментом видiлення параметризованих лiнiй i фiгур на
цифрових зображеннях є перетворення Хо [3], що належить до iнтегральних перетворень,
тому воно має властивiсть придушення шумiв. Оскiльки вздовж лiнiй проводиться iнтегру-
вання, вiдношення сигнал/шум пiдвищується в порiвняннi з вихiдним зображенням, i цi-
льовi фiгури виявляються з бiльшою вiрогiднiстю [4]. Перетворення Хо для прямих еквi-
валентне перетворенню Радона, для обчислення якого розробленi ефективнi алгоритми [5].
Класичне двовимiрне перетворення Радона H(·) вiдображає задану на площинi функцiю
f(x, y) у безлiчi її лiнiйних iнтегралiв [6]:

H(x, y, θ) =

+∞∫
−∞

f(x+ t cos θ, y + t sin θ) dt. (1)

Це перетворення є iнтегралом функцiї f(x, y) уздовж прямої, що проходить через точ-
ку (x, y) у напрямi θ. Дискретне перетворення Радона (ДПР) дозволяє стiйко детектувати
напрями лiнiй, що переважають, у довiльних точках цифрових зображень в умовах переш-
код i сiтчастих структур [7]. Також перетворення Радона, поряд з перетворенням Фур’є й
деякими iншими, часто застосовується в геофiзицi для аналiзу сейсмiчних сигналiв [8]. За-
стосування ДПР з параметром θ = 0 до типової сейсмограми, наведеної на рис. 1, iлюструє
рис. 3.

У бiльшостi випадкiв сейсмiчний розрiз може бути описаний бiльш-менш регулярною
лiнiйною багатопластовою структурою. У цьому разi результатом застосування ДПР з на-
прямом θ, паралельним переважному напряму шарiв, до вихiдної сейсмограми буде квазi-
перiодичний сигнал, максимуми якого вiдповiдають осям синфазностi. Залишається лише
коректно видiлити цi максимуми на дiаграмi вказаного перетворення.

З цiєю метою пропонується використовувати плоску агломеративну кластеризацiю з на-
рощуванням зв’язних компонентiв [9]. Алгоритм детектування осей синфазностi сейсмогра-
ми включає такi кроки:

визначення частоти характерної гармонiки функцiї H(x, y, θ) за допомогою стандартної
процедури MESE (maximum entropy spectral estimation) [10];

визначення порогу кластеризацiї за умов лiнiйностi або нормальностi розподiлу вiдхи-
лень гармонiйного сигналу [11]; при необхiдностi дослiдник може задати значення порогу
кластеризацiї вручну;

вiдбiр значень H(x, y, θ), що перевищують порiг кластеризацiї;
розбиття дiбраних значень на послiдовно зв’язанi кластери;
вибiр осi синфазностi в кожному iз кластерiв як координати максимуму сигналу клас-

теру; у випадку кiлькох максимумiв брали найближчий до медiани кластеру.
Перевiрку працездатностi описаного алгоритму проведено на вибiрцi з 24 типових сейс-

мограм реальних вiдбиваючих розрiзiв. Кожна сейсмограма мiстила кiлька сотень верти-
кальних вiдлiкiв даних, отриманих окремими сейсмоприймальниками, та кiлька десяткiв
вiдбиваючих горизонтiв, видiлених квалiфiкованим експертом-iнтерпретатором [12]. Лiнiйнi
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Рис. 2. Виділення відбиваючих горизонтів на сейсмограмі

Рис. 1. Типова сейсмограма геологічного профілю



Рис. 3. Застосування дискретного перетворення Радона до типової сейсмограми

Рис. 4. Зіставлення автоматично виділених лінійних відбиваючих горизонтів з експертно визначеними



вiдбиваючi горизонти також видiлялися автоматично з використанням розробленого алго-
ритму. Приклад накладення автоматично видiлених горизонтiв (червона лiнiя) на визначенi
експертом (зеленi клiтинки) демонструє рис. 4.

Якiсть автоматичного видiлення оцiнювалася коефiцiєнтом детермiнацiї R2 [13] i досто-
вiрнiстю пiдгонки α за критерiєм Фiшера [14]. Середнiй на всiх 24 сейсмограмах коефiцiєнт
детермiнацiї становив R2 = 0,997 при вiрогiдностi α = 0,861, що є досить прийнятним
результатом.

Таким чином, запропонований алгоритм на основi одновимiрного ДПР забезпечує ефек-
тивне i достовiрне автоматичне видiлення лiнiйних осей синфазности на сейсмограмах, що
дає змогу iстотно спростити i прискорити процес їх обробки, звiльнити оператора вiд вико-
нання рутинних операцiй та зосередити його зусилля на змiстовнiй iнтерпретацiї.
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С.А. Станкевич, О. В. Титаренко

Выделение осей синфазности на сейсмограммах при помощи
одномерного преобразования Радона

Предложен алгоритм автоматического выделения линейных осей синфазности на сейсмо-
граммах на основе одномерного дискретного преобразования Радона и плоской агломератив-
ной кластеризации. Алгоритм обеспечивает достоверность, приемлемую для сейсморазвед-
ки. Использование разработанного алгоритма позволит усовершенствовать автоматизи-
рованную обработку данных сейсморазведки и повысить объективность их интерпретации.

S.A. Stankevich, O.V. Titarenko

Seperation of the coherence axes on seismograms using the
one-dimensional Radon transform

An algorithm for the linear pattern automatic detection on seismograms based on the one-dimen-
sional discrete Radon transform and the flat agglomerative clustering is proposed. The algorithm
provides a confidence level acceptable to the seismic exploration. The use of the developed algorithm
will improve the automated processing of seismic survey data and enhance the objectivity of their
interpretation.
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Магнiтно-активнi ультрафiльтрацiйнi мембрани

на основi целюлози

(Представлено академiком НАН України М.Т. Картелем)

Розроблено ультрафiльтрацiйнi магнiтно-активнi мембрани з метою зменшення ефек-
ту концентрацiйної поляризацiї. Для цього поверхня промислових целюлозних мембран
була активована для прищеплення полiмерного спейсера з подальшою iммобiлiзацiєю на-
ночастинок магнетиту Fe3O4. Рух наночастинок магнетиту, закрiплених на полiмер-
ному ланцюзi в змiнному магнiтному полi, викликає турбулiзацiю розчинника в дифу-
зiйному шарi, що приводить до збiльшення коефiцiєнта масопереносу через мембрану.

Мембраннi технологiї в сучасному свiтi вiдiграють значну роль як у розв’язаннi локальних
галузевих питань, так i глобальних проблем, що постали перед людством, зокрема забезпе-
чення населення якiсними продуктами харчування, питною водою та сучасними джерелами
енергiї. Тому розробляння нових синтетичних мембран, що використовуються в баромемб-
ранних процесах зворотного осмосу, нано-, ультра- та мiкрофiльтрацiї, є актуальним зав-
данням науковцiв. Концентрацiйна поляризацiя, що виникає пiд час роботи мембрани, —
основний недолiк мембранних процесiв [1–4], явище якої вiдзначається в рiзкому пiдвищен-
нi концентрацiї розчиненої речовини в примембранному шарi. Причина зниження рушiйної
сили процесу i падiння продуктивностi полягає в примусовому перенесеннi розчинника че-
рез мембрану. В процесi фiльтрування розчини полiмерiв (у випадку перевищення точки
гелеутворення) або колоїднi розчини (у разi добутку розчинностi) утворюють шар гелю
на поверхнi мембрани, що зумовлює збiльшення гiдравлiчного опору системи, формування
шару осаду та може призвести до забруднення мембрани та її часткового руйнування.

Можливий шлях зниження концентрацiйної поляризацiї — це контрольоване модифiку-
вання поверхнi мембрани [2–6]. Так, численними дослiдженнями доведено, що гiдрофiлiза-
цiя поверхнi та створення заряджених мембран спричинює значне зниження їх забрудне-
ностi [3–5 та iн.]. Новим пiдходом у модифiкуваннi поверхнi мембран є створення чутливих
або сенсорних мембран, а саме: pH або термочутливих, що змiнюють свої характеристи-
ки та властивостi поверхнi при змiнi зовнiшнiх стимулiв, таких як pH i температура [6–8].
А отже, проблема зниження впливу концентрацiйної поляризацiї i дотепер є актуальною.
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У даному повiдомленнi представлений радикально новий пiдхiд до зниження концентра-
цiйної поляризацiї [9]. Мембрану модифiкують шляхом прищеплення до поверхнi мембрани
полiмерного спейсора та iммобiлiзацiї на ньому наночастинок магнетиту (Fe3O4). Очiкуєть-
ся, що в наномасштабi рух наночастинок на полiмерному ланцюзi в магнiтному полi може
привести до збiльшення iнтенсивностi перемiшування в примембранному шарi i вiдповiдно
до зменшення концентрацiйної поляризацiї.

В роботi використовували промисловi целюлознi мембрани С030 (“Microdyn Nadir”, Нi-
меччина) з ММ 30000.

Модифiкування мембран проводили в два етапи.
1 етап — функцiоналiзацiя поверхнi мембран. Для утворення на поверхнi мембран реак-

цiйних альдегiдних груп їх окиснювали 0,1 моль/л NaIO4 при 50 ◦С 1 год. Пiсля проми-
вання дистильованою водою активованi мембрани витримували в 0,6%-му водному розчинi
полiетиленiмiну (ПЕI) впродовж 1 год. Амiногрупи ПЕI утворюють з альдегiдними гру-
пами мембрани основи Шиффа. Для вiдновлення основ Шиффа мембрани витримували
в 0,1 моль/л NaBH4 впродовж 30 хв.

2 етап — iммобiлiзацiя магнетиту. Прищеплення ноночастинок магнетиту було про-
ведено через промiжну стадiю модифiкацiї — iммобiлiзацiя промiжного спейсера — полi-
етилендиглiцидилетеру (ПЕДГЕ), що з’єднує амiногрупи на поверхнi мембрани (схема 1)
та амiногрупи функцiоналiзованих наночастинок:

Модифiкованi мембрани витримували в 0,1%-му ПЕДГЕ при 50 ◦С впродовж 1 год
з додаванням невеликої кiлькостi вiдновника — NaBH4 для збереження реакцiйно активних
вiльних глiцидильних груп [10].

Мембрани з прищепленим ПЕДГЕ помiщали в розчин функцiоналiзованих наночасти-
нок магнетиту (схема 2) та витримували 20 год при кiмнатнiй температурi:

Синтез наночастинок магнетиту. Для синтезу магнiтних наночастинок використову-
вали методику, описану в статтi [11], згiдно з якою солi Fe2+, Fe3+ розчиняли в дистильо-
ванiй водi у спiввiдношеннi 2 : 1 вiдповiдно. Сумiш солей помiщали в 25%-й розчин амiаку
до утворення зелено-чорної сумiшi та осаджували в магнiтному полi. Стабiлiзатором слу-
гувала перхлорна кислота.

FeCl2 + 2FeCl3 + 8NH3 ·H2O → Fe3O4 + 8NH4Cl + 4H2O.

120 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №3



Рис. 1. ТЕМ наночастинок Fe3O4 немодифiкованих (а) та функцiоналiзованих ПЕI (б )

Функцiоналiзацiя наночастинок магнетиту. Для iммобiлiзацiї на поверхнi магнети-
ту функцiональних амiногруп використовували ПЕI з ММ 25000 (“Sigma”). До попередньо
стабiлiзованих наночастинок магнетиту додавали 1%-й водний розчин ПЕI у спiввiдношен-
нi 4 : 3 та iнтенсивно перемiшували впродовж 30 хв.

Розмiр синтезованих та функцiоналiзованих наночастинок магнетиту контролювали за
допомогою трансмiсiйної мiкроскопiї. ТЕМ фотографiї отримували на електронному мiкро-
скопi “JEOL JEM 1230”, прискорююча напруга 100 кВ.

Характеристика мембран. СЕМ мiкроскопiю використовували для пiдтвердження iм-
мобiлiзацiї на поверхнi мембран наночастинок магнетиту. Зображення були отриманi на
електронному мiкроскопi “JSM 6700F”. На iнкулюдованi зразки мембран наносили вугле-
цеве напилення.

Характеристики роздiльних мембран вивчали на стандартнiй цилiндричнiй комiрцi не-
проточного типу Amicon 8050 (“Millipore”, США). Внутрiшнiй об’єм комiрки становив 50 мл,
площа робочої поверхнi мембрани — 13,4 · 10−4 м2. Для зниження впливу концентрацiйної
поляризацiї комiрка була обладнана магнiтною мiшалкою. Швидкiсть обертання мiшал-
ки дорiвнювала (250± 10) об/хв. Ультрафiльтрацiю полiетиленглiколю (ПЕГ) з ММ 35000
(“Fluka”) проводили при (293 ± 2) К. Робочий тиск у комiрцi задавали за допомогою сти-
сненого азоту та змiнювали вiд 50 до 400 кПа, а концентрацiю ПЕГ — вiд 0,1 до 0,6 %.

Ультрафiльрацiйна комiрка розмiщена мiж двома сталевими соленоїдами (1 А), пiд-
ключеними до змiнного струму 24 В та частотою 50 Гц. Соленоїди розташованi на двох
протилежних сторонах комiрки на вiдстанi 7 см, таким чином напрям магнiтного поля був
паралельний селективному шару мембрани. Частоту та iнтенсивнiсть магнiтного поля не
змiнювали.

Результати та їх обговорення. Отримана суспензiя стабiлiзованих наночастинок маг-
нетиту має чорно-коричневе забарвлення, проявляє видимi магнiтнi властивостi в присут-
ностi постiйного магнiту. Суспензiя є стабiльною не менше шести мiсяцiв. Розмiри синте-
зованих частинок визначали за допомогою трансмiсiйної мiкроскопiї. Дослiджуванi нано-
частинки магнетиту є монодисперсними та мають розмiр 10–12 нм (а на рис. 1). Пiсля
додавання до суспензiї ПЕI з метою функцiоналiзацiї поверхнi наночастинок амiногрупами
видимого коагулювання не спостерiгалося. Функцiоналiзованi ПЕI наночастинки Fe3O4 збе-
рiгають свої розмiри в дiапазонi вiд 10 до 12 нм, а також не утворюють видимих агрегатiв
(див. б на рис. 1).
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Рис. 2. СЕМ немодифiкованої (а) та модифiкованої (б ) наночастинками Fe3O4 целюлозної мембрани

Для пiдтвердження iммобiлiзацiї наночастинок магнетиту на поверхнi мембрани була
проведена сканувальна електронна мiкроскопiя модифiкованих та немодифiкованих мемб-
ран. Електроннi фотографiї (рис. 2) поверхнi вказаних мембран дуже рiзняться. Поверхня
модифiкованої мембрани вкрита шаром наночастинок гексагональної структури, притаман-
ної оксиду залiза. На жаль, не можна точно сказати, що наночастинки розташованi окремо
та однорiдно вкривають поверхню мембрани. Однак потрiбно зважати на те, що електронне
зображення може дещо вiдрiзнятися вiд дiйсностi в результатi багатостадiйної пiдготовки
дослiджуваних зразкiв.

Ультрафiльтрацiя ПЕГ. Зазвичай при ультрафiльтрацiї потiк розчинника через мемб-
рану прямо пропорцiйний прикладеному гiдростатичному тиску. Однак у випадку розчину
ситуацiя змiнюється: при пiдвищеннi тиску потiк спочатку збiльшуються, а при досягненнi
певного тиску продуктивнiсть iз ростом рушiйної сили не змiнюються. Найбiльший потiк,
що досягається за таких умов, називають максимальним потоком J∞. Згiдно з рiвнянням
концентрацiйної поляризацiї, його величина прямо пропорцiйна логарифму концентрацiї
розчиненої речовини:

J∞ = k ln

(
Cm

Cb

)
= k lnCm − k lnCb, (1)

де k — коефiцiєнт масопереносу; Cm — концентрацiя розчиненої речовини у примембран-
ному шарi; Cb — концентрацiя вихiдного розчину.

Першим етапом модифiкування мембран було прищеплення полiмерного спейсора ПЕI
для подальшого закрiплення наночастинок. Транспортнi властивостi мембран з прищепле-
ним ПЕI дослiджували в процесi ультрафiльтрацiї ПЕГ з ММ 35000.

Залежнiсть об’ємного потоку ПЕГ вiд прикладеного робочого тиску при рiзних концент-
рацiях розчиненої речовини демонструє рис. 3. Як видно з наведених залежностей, об’ємний
потiк зростав зi збiльшенням прикладеного тиску. При тисках понад 200 кПа об’ємний потiк
виходить на плато, що свiдчить про утворення гелевого шару на поверхнi мембрани за раху-
нок концентрацiйної поляризацiї. Зi збiльшенням концентрацiї ПЕГ величина граничного
об’ємного потоку зменшувалася.

При нанесеннi на поверхню мембрани магнiтно-активних наночастинок кривi залежнос-
тi об’ємного потоку вiд прикладеного тиску дещо змiнюються (див. б на рис. 3). Так, при
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Рис. 3. Кривi залежностi об’ємного потоку (JV ) вiд прикладеного тиску (ΔP ) для модифiкованої мембрани
з шаром ПЕI без наночастинок магнетиту (а) та з наночастинками в постiйному магнiтному полi (б ).
Кривi : 1, 1 ′ — 0,1%; 2, 2 ′ — 0,2%; 3, 3 ′ — 0,4%; 4, 4 ′ — 0,6%

Рис. 4. Залежнiсть максимального об’ємного потоку вiд логарифму концентрацiї ПЕГ для мембрани з ма-
гнiтно-активними наночастинками у змiнному (1 ) та постiйному (2 ) магнiтному полi

масовiй концентрацiї ПЕГ 0,1% значення граничного об’ємного потоку при збiльшеннi тиску
до 400 кПа не досягалося. Об’ємний потiк при цьому збiльшувався вiд 80 до 121 л/(м2 · год)
(на 50%) у порiвняннi з мембраною без магнетиту. Подiбна залежнiсть спостерiгалася i для
концентрацiї 0,2%, а отже, за цих умов концентрацiйна поляризацiя на мембранi також не
досягалася. Граничнi значення об’ємного потоку досягались для концентрацiї 0,4 й 0,6% при
тисках понад 300 кПа. Таким чином, модифiкування поверхнi мембрани магнiтно-активни-
ми частинками значно покращує її транспортнi характеристики навiть за умов постiйного
магнiтного поля, що задається магнiтною мiшалкою. Ймовiрно, такий ефект пояснюється
рухом постiйного магнiтного поля, що спричинює рух наночастинок магнетиту в дифузiй-
ному шарi.

Для дослiдження впливу змiнного та постiйного магнiтного поля на транспортнi влас-
тивостi мембран з iммобiлiзованими наночастинками магнетиту ми визначали коефiцiєнт
масопереному через мембрану κ.

При прикладеннi зовнiшнього змiнного магнiтного поля коефiцiєнт масопереносу збiль-
шувався в 1,6 раза. Коефiцiєнт масопереносу є вiдношенням коефiцiєнта дифузiї до товщи-
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ни примембранного шару. Оскiльки ультрафiльтрацiю ПЕГ проводили при однакових кон-
центрацiях, коефiцiєнт дифузiї не змiнювався. Отже, зростання коефiцiєнта масопереносу
визначається зменшенням товщини примембранного шару, яка в свою чергу залежить вiд
iнтесивностi турбулiзацiї потоку над мембраною. Змiнне та постiйне магнiтне поле викликає
бiльш iнтенсивний рух наночастинок магнетиту в примембранному шарi, що зумовлює зна-
чне зростання коефiцiєнта масопереносу та зниження ефекту концентрацiйної поляризацiї.

Таким чином, з метою зменшення ефекту концентрацiйної поляризацiї було розроблено
ультрафiльтрацiйнi магнiтно-активнi мембрани. Для цього поверхня промислових целю-
лозних мембран була активована для прищеплення полiмерного спейсера та подальшою
iммобiлiзацiєю наночастинок магнетиту Fe3O4. Рух наночастинок магнетиту, закрiплених
на полiмерному ланцюзi в змiнному магнiтному полi, викликає турбулiзацiю розчинника
в дифузiйному шарi, що зумовлює збiльшення коефiцiєнта масопереносу через мембрану.
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Магнитно-активные ультрафильтрационные мембраны на основе
целлюлозы

Разработаны ультрафильтрационные магнитно-активные мембраны с целью уменьшения
эффекта концентрационной поляризации. Для этого поверхность промышленных целлюлоз-
ных мембран была активирована для прививки полимерного спейсера с дальнейшей иммоби-
лизацией наночастиц магнетита Fe3O4. Подвижность наночастиц магнетита, привитых
к полимерной цепочке в переменном магнитном поле, вызывает турбулизацию раствори-
теля в диффузионном шаре, что и приводит к увеличению коэффициента массопереноса
через мембрану.
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V.V. Konovalova, S.V. Gorobets, E. A. Poloz, A. F. Burban

Magnetically active ultrafiltration membranes based on cellulose

Magnetically active ultrafiltration membranes are developed to reduce the concentration polarization
effect. For this purpose, the surface of industrial cellulose membranes are activated for the polymer
spacer grafting and the following immobilization of Fe3O4 nanoparticles. Movement of magnetite
nanoparticles attached to the polymer chain in an alternating magnetic field causes the turbulence of
a solvent in the diffusion layer, which leads to an increase of the mass transfer coefficient through
a membrane.
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УДК 544.654.2:542.9:546.98

В.С. Кублановский, В.Н. Никитенко, К.П. Руденко

Энергия реорганизации при разряде
гидроксиэтилиминодиацетатных комплексов

палладия (II)

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Омельчуком)

Рассчитаны полная энергия реорганизации системы и ее составляющие — энергии реор-
ганизации растворителя и перестройки внутренней координационной сферы реагирую-
щего комплексного иона при восстановлении гидроксиэтилиминодиацетатных комплек-
сов палладия (II). Вычисленные значения энергии реорганизации растворителя и энер-
гии реорганизации внутренней координационной сферы комплексного иона [Pd(heida)2]

2−

находятся в согласии с теорией Маркуса и Догонадзе–Кузнецова. Предложен экспери-
ментальный метод анализа вольтамперных зависимостей в “маркусовских” координа-
тах, позволяющий оценить полную энергию реорганизации при восстановлении коорди-
национных ионов. Установлена зависимость полной энергии реорганизации системы от
температуры гидроксиэтилиминодиацетатного электролита. Полученные эксперимен-
тальные данные хорошо совпадают с расчетными.

Энергия реорганизации системы и энергия активации реакции перехода являются фунда-
ментальными характеристиками электродного процесса.

Известно, что энергия активации электрохимического процесса пропорциональна об-
щему перенапряжению ΔE соответствующей электрохимической реакции и вычисляется
разностью энергий исходного и конечного состояний исследуемой системы. Энергия реор-
ганизации системы определяется природой растворителя, радиусом реагирующей части-
цы, изменением ее заряда, константой устойчивости комплексного иона и температурой
раствора.

Поэтому исследование энергетических характеристик электрохимического процесса, их
связи с кинетическими стадиями представляет на современном этапе значительный на-
учный интерес, поскольку расширяет познания об элементарном акте переноса электрона
и позволяет управлять электродным процессом.

К энергетическим параметрам электрохимического процесса следует отнести: полную
энергию реорганизации системы, энергию реорганизации растворителя и энергию пере-
стройки внутренней координационной сферы реагирующего комплексного иона, энергию
активации процесса, а также отдельных его стадий, ее зависимость от потенциала и пере-
напряжения. При этом надо различать безбарьерный, классический (замедленный разряд,
смешанную и диффузионную кинетику) и безактивационный разряды. Однако данные фун-
даментальные характеристики электрохимического процесса до сих пор не всегда можно
определить экспериментально.

Теоретическая часть. Электродные процессы относятся к гетерогенным химическим
реакциям, протекающим на границе раздела фаз электрод — электролит и сопровождаю-
щимися переносом заряда через эту границу.
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В современных теориях переноса электрона основную роль в формировании Франк–
Кондоновского барьера играет полная энергия реорганизации системы λп, состоящая из
суммы энергии реорганизации растворителя λр и энергии реорганизации внутренней коор-
динационной сферы реагирующего комплексного иона λк:

λп = λр + λк. (1)

При гетерогенном восстановлении ионов происходит переполяризация растворителя и пере-
стройка параметров внутренней сферы разряжающегося координационного иона, т. е. элект-
рохимически активного комплекса (ЭАК). Основным моментом теории реорганизации рас-
творителя является рассмотрение квантово-механического переноса электрона через гра-
ницу металл — раствор в рамках адиабатического приближения Борна–Оппенгеймера [1].
В теории реорганизации растворителя определяющая роль отводится распределению дипо-
лей растворителя вблизи реагирующих частиц.

В данном сообщении предлагается полуэмпирический метод расчета полной энергии
реорганизации системы, а также получения информации об энергии реорганизации ра-
створителя и энергии перестройки внутренней координационной сферы электрохимически
активного комплексного иона, исходя из механизма разряда палладия (II) из гидроксиэтил-
иминодиацетатного электролита и установленного состава ЭАК [2].

Полная энергия λп связана с энергией активации реакции перехода уравнением Мар-
куса [3, 4]:

Awa
0 =

(λп +ΔU)2

4λп
, (2)

где Awa
0 — энергия активации отдельного элементарного акта, т. е. реакции перехода; ΔU —

тепловой эффект электрохимической реакции, причем |ΔU � λп|.
В качестве объекта исследования выбраны гидроксиэтилиминодиацетатные комплексы

палладия (II), поскольку они представляют не только научный, но и практический инте-
рес [5].

Цель работы заключалась в определении полной энергии реорганизации системы и ее
составляющих — энергии реорганизации растворителя и перестройки внутренней координа-
ционной сферы ЭАК при восстановлении палладия (II) из гидроксиэтилиминодиацетатного
электролита.

Методика эксперимента. Гидроксиэтилиминодиацетатные комплексы палладия (II)
синтезировали из хлорида палладия (II), используя методику, описанную в статье [6]. Состав
исследуемого электролита: 5,00 · 10−4 моль · л−1 [Pdheida]; 5,00 · 10−2 моль · л−1 H2heida;
1,0 моль · л−1 NaClO4; pH 2,0.

Методика вольтамперных измерений подробно описана в статье [6]. Эксперименты про-
водили в электрохимической ячейке ЯСЭ-2 в атмосфере аргона в интервале температур
(22–60) ± 0,1 ◦С.

Рабочий электрод представлял собой торец платиновой проволоки диаметром 1 мм,
на который предварительно перед каждым опытом наносили слой палладия из хлорид-
но-аммонийного электролита [7] при плотности тока 5 мА ·см−2 в течение 20 мин. В качест-
ве вспомогательного электрода использовали запаянную в стекло платиновую проволоку.
Значения потенциалов приведены относительно хлоридсеребряного электрода сравнения.

Обсуждение результатов. Для расчета полной энергии реорганизации системы, как
следует из уравнения (2), необходимо знать значения энергии активации реакции перехода
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и теплового эффекта реакции. Величина Awa
0 = 63,4 кДж ·моль−1 при восстановлении гид-

роксиэтилиминодиацетатных комплексов палладия (II) определена нами экспериментально
из зависимости логарифмов токов обмена от обратной температуры [8, 9]. Величину ΔU
определяли, исходя из законов термодинамики и принципа Томсона.

На основании законов термодинамики изменение свободной энергии процесса ΔFν , со-
гласно уравнению Гиббса–Гельмгольца [10], равно:

ΔFν = −ΔUν + T

(
∂ΔF

∂T

)
ν

, (3)

где (∂ΔF/∂T )ν — термохимический коэффициент при постоянном объеме.
Применительно к электрохимическим процессам, используя принцип Томсона, имеем:

ΔFν = −nFE0, (4)

где E0 — стандартный потенциал палладиевого электрода в исследуемой системе. Отсюда
можно показать, что тепловой эффект реакции, согласно уравнениям (3) и (4), равен:

ΔUν = nFE0 + nFT

(
∂E

∂T

)
ν

. (5)

Учитывая уравнение для равновесного потенциала

E = E0 +
RT

nF
ln[Pd]2+, (6)

получим для теплового эффекта реакции следующее выражение:

ΔUν = nF

(
E − RT

nF
ln[Pd]2+

)
+ nFT

(
∂E

∂T

)
ν

. (7)

Равновесный потенциал палладиевого электрода в исследуемой системе (относительно
стандартного водородного электрода) при pH 2,0 равен −0, 107 В; изменение E с температу-
рой незначительно (dE/dT = −1,86 ·10−3 В/град). Вычисленное по уравнению (7) значение
ΔUν при восстановлении палладия (II) из гидроксиэтилиминодиацетатного электролита
при pH 2,0 равно −1, 9 кДж · моль−1.

Подставив в уравнение (2) экспериментально полученные значения энергии активации
реакции перехода и теплового эффекта реакции, находим, что полная энергия реорганиза-
ции системы при восстановлении палладия (II) из гидроксиэтилиминодиацетатного элект-
ролита при pH 2,0 составляет 257,4 кДж · моль−1.

Электрохимически активной формой ионов, которые принимают непосредственное уча-
стие в реакции перехода при восстановлении палладия (II) из гидроксиэтилиминодиацетат-
ного электролита при pH 2,0 являются комплексы [Pd(heida)2]

2−, разряд которых проходит
через стадию адсорбции [2, 11] и лимитируется смешанной кинетикой.

Исходя из механизма электродного процесса и состава ЭАК, можно приближенно счи-
тать, что энергия реорганизации комплексного иона при восстановлении палладия (II) из
гидроксиэтилиминодиацетатного электролита (pH 2,0) приблизительно равна свободной
энергии (изменению изобарного потенциала) реакции диссоциации комплекса [Pd(heida)2]2−

(pK2 = 23,7) [12]. Вычисленное значение энергии реорганизации внутренней координацион-
ной сферы λк = 133,9 кДж · моль−1.
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Рис. 1. Поляризационные кривые восстановления палладия (II) из гидроксиэтилиминодиацетатного элект-
ролита, содержащего 5,00 · 10−4 моль · л−1 [Pdheida]; 5,00 · 10−2 моль · л−1 H2heida; 1,0 моль · л

−1 NaClO4,
при pH 2,0, скорости развертки потенциала 0,001 B · c−1 и температуре, ◦С: 22 (1 ), 30 (2 ), 40 (3 ), 50 (4 ),
60 (5 )

Исходя из уравнения (1), энергия λр в гидроксиэтилиминодиацетатном электролите при
pH 2,0 составляет 123,5 кДж · моль−1.

Согласно теории Догонадзе–Кузнецова [1], энергия реорганизации системы больше теп-
лового эффекта реакции, т. е. |λп � ΔU |. Следовательно, энергия активации реакции пере-
хода определяется в основном взаимодействием реагентов с растворителем и перестройкой
реагирующего комплекса. Энергия λр лежит в пределах 50–150 кДж · моль−1, а энергия
реорганизации внутренней координационной сферы разряжающегося иона λк — в пределах
10–200 кДж · моль−1.

Вычисленные значения энергии реорганизации растворителя 123,5 кДж · моль−1

и энергии реорганизации внутренней координационной сферы реагирующего комплекса
[Pd(heida)2]2− 133,9 кДж · моль−1 находятся в согласии с теорией Маркуса и Догонадзе–
Кузнецова [1].

Значительный интерес представляет экспериментальное определение величины полной
энергии реорганизации системы из электрохимических данных, полученных в результате
обработки вольтамперных кривых (рис. 1). Вычисление полной энергии λп из E, j-кри-
вых проводили с использованием электрохимического уравнения для энергии активации
процесса:

Awa
0 =WOx +

(λп + nFΔE +WOx)
2

4λп
, (8)

гдеWOx = qFψ′ — энергия сближения реагирующих частиц с поверхностью электрода; ψ′ —
пси-потенциал; q — заряд реагирующих частиц.

Скорость катодного процесса при существенном отклонении от равновесия (ΔE �

� RT/nF ), избытке индифферентного вещества и постоянной концентрации деполяриза-
тора описывается таким уравнением:

jк = K exp

(−Awa
0 + αnFΔE

RT

)
, (9)

где K — константа скорости катодного процесса; остальные обозначения общепринятые.
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Рис. 2. Зависимость функции [RT (ln jΔE − ln k0)]
1/2 от перенапряженияΔE в гидроксиэтилиминодиацетат-

ном электролите, содержащем 5,00 · 10−4 моль · л−1 [Pdheida]; 5,00 · 10−2 моль · л−1 H2heida; 1,0 моль · л
−1

NaClO4, при pH 2,0 и температуре,
◦С: 22 (1 ), 30 (2 ), 40 (3 ), 50 (4 )

Исходя из уравнения замедленного разряда (9) и учитывая, что λп � WOx, поскольку
потенциал диффузионной части двойного электрического слоя в условиях большой ионной
силы близок к нулю (∼0,001 мВ; WOx < 4 кДж · моль−1), уравнение для тока в “маркусов-
ских” координатах [RT (ln jΔE − ln k0)]

1/2 — ΔE можно представить в виде:

[RT (ln jΔE − ln k0)]
1/2 =

λ
1/2
п

2
+

nF

2λ
1/2
п

ΔE, (10)

где k0 — константа скорости катодного процесса при стандартном потенциале; остальные
обозначения общепринятые.

Экспериментальные E, j-кривые восстановления палладия (II) из гидроксиэтил-
иминодиацетатного электролита при pH 2,0 (cм. рис. 1), обработанные в координатах
[RT (ln jΔE − ln k0)]

1/2 — ΔE (уравнение (10)), демонстрирует рис. 2. Отсюда значение пол-
ной энергии реорганизации системы, вычисленное из величины отрезка λ1/2п , отсекаемого
функцией [RT (ln jΔE − ln k0)]

1/2 = f(ΔE) на оси ординат, в исследуемом электролите при
22 ◦C равно 276,8 кДж · моль−1.

Зависимость полной энергии реорганизации системы от перенапряжения при темпе-
ратурах 22, 30, 40 и 50 ◦C представлена на рис. 3. Результаты, полученные расчетным
и экспериментальным методами, достаточно хорошо совпадают, что свидетельствует об их
достоверности.

Зависимость полной энергии реорганизации системы от температуры иллюстрирует
рис. 4. Как следует из рисунка, полная энергия реорганизации уменьшается с увеличе-
нием температуры гидроксиэтилиминодиацетатного электролита от 22 до 50 ◦C примерно
на 17 кДж · моль−1.

Таким образом, нами предложен метод расчета полной энергии λп, энергии λр и энергии
реорганизации (перестройки внутренней координационной сферы) λк при восстановлении
гидроксиэтилиминодиацетатных комплексов палладия (II). Вычисленные значения энергии
реорганизации растворителя и энергии реорганизации внутренней координационной сферы
комплексного иона [Pd(heida)2]

2− находятся в согласии с теорией Маркуса и Догонадзе–
Кузнецова.
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Рис. 3. Зависимость полной энергии реорганизации системы от перенапряжения в гидроксиэтил-
иминодиацетатном электролите палладирования при температуре, ◦С: 22 (1 ), 30 (2 ), 40 (3 ), 50 (4 )

Рис. 4. Зависимость полной энергии реорганизации системы в гидроксиэтилиминодиацетатном электролите
палладирования от температуры

Впервые предложен экспериментальный метод определения полной энергии реорганиза-
ции при восстановлении координационных ионов из вольтамперных зависимостей, построен-
ных в “маркусовских” координатах. Установлена зависимость полной энергии реорганиза-
ции системы от температуры гидроксиэтилиминодиацетатного электролита. Полученные
экспериментальные данные хорошо совпадают с расчетными.
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В.С. Кублановський, В.М. Нiкiтенко, К.П. Руденко

Енергiя реорганiзацiї при розрядi гiдроксiетилiмiнодiацетатних
комплексiв паладiю (II)

Розраховано повну енергiю реорганiзацiї системи та її складовi — енергiї реорганiзацiї роз-
чинника й реорганiзацiї (перебудови внутрiшньої координацiйної сфери) реагуючого комп-
лексного iона при вiдновленнi гiдроксiетилiмiнодiацетатних комплексiв паладiю (II). Об-
численi значення енергiї реорганiзацiї розчинника та енергiї реорганiзацiї внутрiшньої ко-
ординацiйної сфери комплексного iона [Pd(heida)2]

2− узгоджуються з теорiєю Маркуса та
Догонадзе–Кузнєцова. Запропоновано експериментальний метод аналiзу вольтамперних за-
лежностей в “маркусовських” координатах, який дозволяє визначити (оцiнити) повну енер-
гiю реорганiзацiї при вiдновленнi координацiйних iонiв. Установлено залежнiсть повної
енергiї реорганiзацiї системи вiд температури гiдроксiетилiмiнодiацетатного електролi-
ту. Експериментально отриманi данi добре збiгаються з розрахунковими.

V. S. Kublanovsky, V.N. Nikitenko, K. P. Rudenko

Reorganization energy in the discharge of palladium(II)
hydroxyethyliminodiacetate complexes

The total reorganization energy of a system and its components (the solvent reorganization energy
and the rearrangement energy of the first coordination sphere of a reacting complex ion in
the reduction of palladium (II) hydroxyethyliminodiacetate complexes) have been calculated. The
calculated values of solvent reorganization energy and the reorganization energy of the first coordi-
nation sphere of complex ion [Pd(heida)2]

2− are in agreement with the Marcus and Dogonadze–
Kuznetsov theory. An experimental method for the analysis of current — potential curves in the
Marcus coordinates is proposed. It allows one to estimate the total energy of reorganization in the
reduction of coordination ions. The dependence of the total reorganization energy of the system on
the temperature of the hydroxyethyliminodiacetate electrolyte has been established. The experimental
data obtained are in good agreement with calculated ones.

132 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №3



УДК 548.312.3.

Ю.О. Тiтов, Н.М. Бiлявина, В.Я. Маркiв,
член-кореспондент НАН України М.С. Слободяник, В.В. Чумак

Особливостi будови п’ятишарової структури

iзоморфнозамiщених фаз типу CaLn4−xLn
I

x
Ti5O17

Методом рентгенiвської порошкової дифракцiї визначено шарувату перовськiтоподiбну
структуру (ШПС) CaPr3GdTi5O17 (пр. гр. P21/b, a = 0,7671(3) нм, b = 3,145(1) нм, c =
= 0,5444(2) нм, γ = 96,99(2)◦, RB = 0,086). Встановлено основнi риси кристалохiмiчного
механiзму iзоморфного замiщення атомiв рiдкiсноземельних елементiв (РЗЕ) у ШПС
CaLn4Ti5O17. Характер локалiзацiї атомiв Ca, Ln й LnI у ШПС CaLn4−xLn

I
x
Ti5O17 не

залежить вiд симетрiї кристалiчної гратки. Для атомiв Ca i РЗЕ характерно част-
кове упорядкування iз переважною локалiзацiєю атомiв Ca у центрi та в промiжних
шарах перовськiтоподiбних блокiв, а атомiв РЗЕ — на границях блокiв, причому атоми
LnI впорядковано розташованi лише на границях блокiв.

Пiдвищена увага до представникiв сiмейства оксидних сполук типу AnBnO3n+2 (A — Ca,
Sr; La — Nd; B — Ti, Nb, Ta; n — число шарiв октаедрiв ВО6 у перовськiтоподiбному
блоцi) з шаруватою перовськiтоподiбною структурою (ШПС) обумовлена наявнiстю в них
комплексу (сегнето-, п’єзоелектричних, електретних, магнiтних, оптичних) цiнних власти-
востей [1].

Одним iз основних шляхiв регулювання характеристик сполук типу AnBnO3n+2 є iзо-
морфне замiщення атомiв у рiзних кристалографiчних позицiях їх ШПС.

До головних факторiв, якi визначають можливiсть i межi iзоморфного замiщення,
вiдносяться змiни в будовi твердих розчинiв. На прикладi фаз iз ШПС CaLa3GdTi5O17

i CaLa3,25Dy0,75Ti5O17 [2] дослiджено кристалохiмiчний механiзм iзовалентного замiще-
ння атомiв лантану в ШПС п’ятишарового представника сполук типу AnBnO3n+2 —
CaLa4Ti5O17. Однак отриманi нами висновки не можуть бути поширенi на iншi п’ятиша-
ровi титанати CaLn4Ti5O17 (Ln — Pr, Nd), оскiльки їх ШПС, на вiдмiну вiд ромбiчного
CaLa4Ti5O17, належить до моноклiнної сингонiї [3, 4].

Метою даної роботи було визначення будови ШПС представника Pr-вмiсних фаз
типу CaPr4−xLn

I
x
Ti5O17 та пошук загальних закономiрностей будови як моноклiнної,

так i ромбiчної ШПС iзовалентнозамiщених п’ятишарових титанатiв CaLn4−xLn
I
x
Ti5O17

(Ln−La−Nd). Як об’єкт дослiдження вибрано фазу CaPr3GdTi5O17 з максимально можли-
вим ступенем замiщення атомiв празеодиму на атоми гадолiнiю [5].

Полiкристалiчнi зразки CaPr3GdTi5O17 було синтезовано термообробкою (1670 К,
τ = 2 год) шихти спiльноосаджених гiдроксикарбонатiв. Кристалiчну структуру
CaPr3GdTi5O17 визначали методом порошку. Дифрактограми записано в дискретно-
му режимi (крок сканування 0,03◦, експозицiя в точцi 5 с) на мiдному фiльтрованому
випромiнюваннi. Управлiння процесом зйомки та збором iнформацiї, початкова обробка
дифрактограм, а також структурнi розрахунки виконано з використанням апаратно-про-
грамного комплексу [6].

Iндексування дифрактограм синтезованого термообробкою спiльноосаджених гiдрокси-
карбонатiв CaPr3GdTi5O17 показало належнiсть його кристалiчної структури до моноклiн-
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ної сингонiї. Систематика погасань вiдбиттiв на дифрактограмах CaPr3GdTi5O17 вiдповiдає
центросиметрiчнiй просторовiй групi симетрiї P21/b.

Побудову початкових моделей структури CaPr3GdTi5O17 проведено з використанням
координат атомiв моноклiнного CaPr4Ti5O17 [4]. Враховуючи близькiсть факторiв атомно-
го розсiювання празеодиму й гадолiнiю, на першому етапi було виконано уточнення трьох
моделей структури CaPr3GdTi5O17 iз локалiзацiєю атомiв Gd у центрi, в промiжному по-
ложеннi та на краях перовськiтоподiбного блока.

Результати уточнення цих моделей показали, що при розташуваннi атомiв Gd у цент-
рi перовськiтоподiбного блока значення фактора недостовiрностi RB незадовiльно високе
(RB > 0,13). Змiщення мiсця розташування атомiв Gd у напрямi краю блока знижує ве-
личину RB , а найменше її значення (0,086) зафiксовано для моделi iз розташуванням ато-
мiв Gd на краю перовськiтоподiбного блока. Це дає пiдстави для висновку, що в ШПС
CaPr3GdTi5O17 має мiсце впорядкована локалiзацiя атомiв Gd у позицiях А(1) й А(2) на
границях блокiв i частково впорядковане розмiщення атомiв Pr iз переважною локалiзацiєю
в центрi (позицiя А(3)) та в промiжних положеннях (позицiї А(4) й А(5)) перовськiтопо-
дiбного блока.

Отриманi кристалографiчнi i дифракцiйнi данi для ШПС CaPr3GdTi5O17 наведено
в табл. 1, 2 i на рис. 1–3. Визначений при розрахунку структури склад CaPr3GdTi5O17

вiдповiдає (в межах похибки визначення) експериментально заданому.
Основнi риси будови ШПС CaPr3GdTi5O17 подiбнi таким для ШПС вихiдного титанату

CaPr4Ti5O17. Кристалiчна структура CaPr3GdTi5O17 утворена двовимiрними перовськiто-
подiбними блоками, кожен з яких складається з п’яти шарiв, сполучених вершинами де-
формованих (вiдстанi Ti−O знаходяться в межах 0,180–0,229 нм) октаедрiв TiO6. Блоки
послiдовно чергуються вздовж осi Y i змiщенi один вiдносно iншого в напрямi осi X на
половину перiоду a (див. рис. 2, 3). З’єднання сусiднiх блокiв здiйснюється через зв’язки
−O−(Ca,Pr,Gd)(1,2)−O− за допомогою змiщених до країв блока зовнiшньоблочних ато-
мiв типу (Ca, Pr, Gd)(1) i (Ca, Pr, Gd)(2).

У найближче оточення зовнiшньоблочних атомiв (Ca, Pr, Gd)(1) i (Ca, Pr, Gd)(2) (вiд-
станi (Ca, Pr, Gd)−O− �0,319–0,329 нм) входять вiсiм атомiв оксигену того самого блока та
два атоми оксигену сусiднього блока. Наступний — одинадцятий — атом оксигену вiддале-
ний вiд атомiв (Ca, Pr, Gd)(1) та (Ca, Pr, Gd)(2) на вiдстанi 0,341 i 0,369 нм вiдповiдно. Серед
полiедрiв (Ca, Pr, Gd)Оk найбiльша ступiнь деформацiї встановлена для зовнiшньоблочних
полiедрiв (Ca, Pr, Gd)(1)O10 i (Ca, Pr, Gd)(2)O10, а серед октаедрiв TiO6 найменш дефор-
мованими є розташованi в центрi перовськiтоподiбного блока октаедри Тi(5)О6 й Тi(6)О6

(див. табл. 2).
Зiставлення характеру розподiлу атомiв Ca, Ln й LnI у ШПС CaPr3GdTi5O17 (моно-

клiнна гратка) iз таким у ШПС решти сполук i фаз типу CaLn4−xLn
I
x
Ti5O17 (Ln — La,

Pr, Nd; LnI — Gd, Dy) (ромбiчна або моноклiнна гратка) (табл. 3) показало, що в усiх цих
об’єктах має мiсце часткове упорядкування атомiв Са i РЗЕ iз переважною локалiзацiєю
атомiв РЗЕ на границях блока, а атомiв Са у центрi та в промiжних шарах октаедрiв TiO6

перовськiтоподiбного блока. Це дає пiдстави для такого висновку: переважне розташування
атомiв РЗЕ на границях перовськiтоподiбних блокiв фаз типу CaLn4−xLn

I
x
Ti5O17 не зале-

жить вiд симетрiї кристалiчної гратки i є типовим для їх ШПС. Однiєю iз основних причин
такого характеру локалiзацiї атомiв Ln й Са є, очевидно, бiльш ковалентний характер зв’яз-
кiв Ln−O у порiвняннi iз зв’язками Ca−O, оскiльки зшивка сусiднiх перовськiтоподiбних
блокiв вимагає iстотної направленостi зв’язкiв Me−O.
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Таблиця 1. Кристалографiчнi характеристики CaPr3GdTi5O17 (пр. гр. P21/b)

Позицiя Атом X Y Z Заповнення Позицiя Атом X Y Z

4e Ca(1) 0,3547(5) 0,2040(3) 0,5501(6) 0,20(2) 4e O(1) 0,507(4) 0,536(3) 0,201(4)
4e Pr(1) 0,3547(5) 0,2040(3) 0,5501(6) 0,34(2) 4e O(2) 0,010(3) 0,537(3) 0,195(5)
4e Gd(1) 0,3547(5) 0,2040(3) 0,5501(6) 0,46(2) 4e O(3) 0 0,453(3) 0,304(5)
4e Ca(2) 0,8652(6) 0,2167(4) 0,6047(5) 0,10(2) 4e O(4) 0,5 0,452(2) 0,310(4)
4e Pr(2) 0,8652(6) 0,2167(4) 0,6047(5) 0,38(2) 4e O(5) 0,25 0,5 0,434(5)
4e Gd(2) 0,8652(6) 0,2167(4) 0,6047(5) 0,52(2) 4e O(6) 0,090(3) 0,212(4) 0,324(6)
4e Ca(3) 0,25 0,5 0,0070(5) 0,20(2) 4e O(7) 0,617(5) 0,213(2) 0,321(4)
4e Pr(3) 0,25 0,5 0,0070(5) 0,80(2) 4e O(8) 0,064(4) 0,120(2) 0,196(5)
4e Ca(4) 0,2307(6) 0,4086(2) 0,4978(6) 0,20(2) 4e O(9) 0,558(4) 0,123(2) 0,206(4)
4e Pr(4) 0,2307(6) 0,4086(2) 0,4978(6) 0,80(2) 4e O(10) 0,075(3) 0,137(3) 0,755(6)
4e Ca(5) 0,7084(5) 0,4118(5) 0,5050(5) 0,30(2) 4e O(11) 0,580(6) 0,135(3) 0,770(5)
4e Pr(5) 0,7084(5) 0,4118(5) 0,5050(5) 0,70(2) 4e O(12) 0,412(5) 0,274(3) 0,305(4)
4e Ti(1) 0,4077(5) 0,3180(4) 0,5398(6) 1 4e O(13) 0,868(6) 0,273(2) 0,310(4)
4e Ti(2) 0,9040(6) 0,3180(2) 0,5398(5) 1 4e O(14) 0,156(4) 0,334(3) 0,600(5)
4e Ti(3) 0,4843(5) 0,4029(3) −0,0012(4) 1 4e О(15) 0,674(4) 0,336(3) 0,59(4)
4e Ti(4) 0,9720(6) 0,4068(3) −0,0012(4) 1 4e O(16) 0,214(4) 0,401(4) 0,040(3)
2a Ti(5) 0 0,5 0,5 1 4e O(17) 0,720(6) 0,405(4) 0,080(3)
2d Ti(6) 0,5 0,5 0,5 1

Параметри елементарної комiрки, нм a = 0,7671(3), b = 3,145(1), c = 0,5444(2), γ = 96,99(2)◦

Незалежнi вiдбиття 539

Загальний iзотропний B-фактор, нм2 0,24(3) · 10−2

Параметр текстури [7] τ = 1,256(8), вiсь текстури [010]
Фактор недостовiрностi RB = 0,086
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Рис. 1. Експериментальна (кружки), розрахована (суцiльна лiнiя) та рiзницева (нижня лiнiя) дифрактогра-
ми CaPr3GdTi5O17 (Сu Kα1 випромiнювання)

Рис. 2. Кристалiчна структура CaPr3GdTi5O17 у виглядi октаедрiв TiO6 та атомiв (Ca, Pr, Gd) (1, 2 ) (чорнi
кружки) i атомiв (Ca, Pr) (3, 4, 5 ) (сiрi кружки)

Рис. 3. Проекцiя кристалiчної структури CaPr3GdTi5O17 на площину xy (наведенi тiльки важкi атоми)
(A(1) — 0,20Ca+ 0,34Pr+ 0,46Gd, A(2) — 0,10Ca+ 0,38Pr+ 0,52Gd, A(3) — 0,20Ca+ 0,80Pr, A(4) — 0,20Ca+
+ 0,80Pr, A(5) — 0,30Ca + 0,70Pr)

Аналiз способiв розташування атомiв Ln i LnI у п’ятишарових перовськiтоподiб-
них блоках моноклiнної ШПС CaPr3GdTi5O17 та ромбiчної ШПС CaLa4−xLn

I
x
Ti5O17

(див. табл. 1, 3) показав, що характер їх локалiзацiї також не залежить вiд симетрiї
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кристалiчної гратки. Так, навiть при ступенях замiщення атомiв Ln у CaLn4−xLn
I
x
Ti5O17

наближених до максимально можливого, атоми LnI розташовуються лише у зовнiшнiх
полiедрах АО10 на границях перовськiтоподiбних блокiв, якi задiянi у “зшивцi” блокiв мiж
собою через зв’язки −O−A(3)−O−.

Таблиця 2. Довжини деяких мiжатомних вiдстанейMe−O та ступiнь деформацiї полiедрiв МеОk (Δ) у крис-
талiчнiй структурi CaPr3GdTi5O17

Атоми Вiдстань, нм Полiедр
Ступiнь

деформацiї Δ

(Ca, Pr, Gd)(1)–Oсер 0,272 (Ca, Pr, Gd)(1)O10 151 · 10−4

(Ca, Pr, Gd)(2)–Oсер 0,273 (Ca, Pr, Gd)(2)O10 212 · 10−4

(Ca, Pr)(3)–Oсер 0,277 (Ca, Pr)(3)O12 110 · 10−4

(Ca, Pr)(4)–Oсер 0,269 (Ca, Pr)(4)O12 94 · 10−4

(Ca, Pr)(5)–Oсер 0,267 (Ca, Pr)(5)O12 98 · 10−4

Ti(1)–Oсер 0,200 Ti(1)O6 28 · 10−4

Ti(2)–Oсер 0,197 Ti(2)O6 28 · 10−4

Ti(3)–Oсер 0,203 Ti(3)O6 78 · 10−4

Ti(4)–Oсер 0,199 Ti(4)O6 31 · 10−4

Ti(5)–Oсер 0,193 Ti(5)O6 18 · 10−4

Ti(6)–Oсер 0,192 Ti(6)O6 11 · 10−4

(Ca, Pr, Gd)(1)–O(12)∗ 0,257(3)
(Ca, Pr, Gd)(1)–O(7)∗ 0,298(2)
(Ca, Pr, Gd)(2)–O(13)∗ 0,239(3)
(Ca, Pr, Gd)(2)–O(6)∗ 0,253(3)

Прим i т ка . Cтупiнь деформацiї полiедрiв MeОk у ШПС CaPr3GdTi5O17 розрахована за формулою Δ =
= 1/n

∑
[(Ri − R)/R]2 (де Ri — вiдстанi Me−O, R — середня вiдстань, Me−O, k — координацiйне число).

∗Мiжблочна вiдстань.

Таблиця 3. Характер заповнення позицiй типу А в ШПС сполук та фаз типу CaLn4−xLn
I
x
Ti5O17 та їх деякi

кристалохiмiчнi характеристики

Сполука
Мiсцезнаходження
шару в блоцi

Заповнення позицiї типу А в даному
мiсцi блока (xAI + yAII)

CaLa4Ti5O17 Краї блока (0,12Ca + 0,88La)
пр. гр. Pmnn [3] Промiжне (0,23Ca + 0,77La)

Центр блока (0,25Ca + 0,75La)
CaLa3GdTi5O17 Краї блока (0,13Ca + 0,37La + 0,50Gd)
пр. гр. Pmnn [2] Промiжне (0,27Ca + 0,73La)

Центр блока (0,20Ca + 0,80La)
CaLa3,25Dy0,75Ti5O17 Краї блока (0,13Ca + 0,58La + 0,29Dy)
пр. гр. Pmnn [2] Промiжне (0,27Ca + 0,73La)

Центр блока (0,20Ca + 0,80La)
CaPr4Ti5O17 Краї блока (0,135Ca + 0,865Pr)∗

пр. гр. P21/b [4] Промiжне (0,25Ca + 0,75Pr)∗

Центр блока (0,23Ca + 0,77Pr)
CaPr3GdTi5O17 Краї блока (0,15Ca + 0,36Pr + 0,49Gd)∗

пр. гр. P21/b Промiжне (0,25Ca + 0,75Pr)∗

Центр блока (0,20Ca + 0,80Pr)
CaNd4Ti5O17 Краї блока (0,135Ca + 0,865Nd)∗

пр. гр. P21/b [4] Промiжне (0,25Ca + 0,75Nd)∗

Центр блока (0,23Ca + 0,77Nd)

∗Середнє значення двох позицiй атомiв типу А, якi розташованi в даному мiсцi перовськiтоподiбного блока
(сполуки i фази типу CaLn4−xLn

I
x
Ti5O17 iз a ≈ 2aпер).
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На вiдмiну вiд iзовалентного замiщення атомiв La на атоми Gd й Dy уШПС CaLa4Ti5O17

[2, 3], входження атомiв Gd у ШПС моноклiнного CaPr4Ti5O17 не призводить до iсто-
тного зростання довжин мiжблочних зв’язкiв −O−A−O− та ступеня деформацiї зовнiш-
ньоблочних полiедрiв АО10. Однак вiдзначимо, що середнє значення довжини мiжблоч-
ної вiдстанi (Са, Ln, LnI)−O для CaPr3GdTi5O17 (0,262 нм) практично збiгається з та-
ким як для CaPr4Ti5O17 (0,263 нм), так i для La-вмiсних фаз CaLa3GdTi5O17 (0,262 нм)
CaLa3,25Dy0,75Ti5O17 (0,263 нм) з близькими до максимальних ступенями замiщення ато-
мiв лантану. Це свiдчить про те, що для даних фаз середня довжина мiжблочної вiдстанi
0,262–0,263 нм є максимально можливою i при її перевищеннi вiдбувається дестабiлiзацiя
їх ШПС внаслiдок зменшення мiцностi зв’язування перовськiтоподiбних блокiв мiж собою.

Таким чином, результати визначення ШПС фази CaPr3GdTi5O17 та їх порiвняльний
аналiз iз особливостями будови ШПС фаз CaLa4−xLn

I
x
Ti5O17 (LnI — Gd, Dy) та сполук

CaLn4Ti5O17 (Ln — Pr, Nd) дали змогу вперше узагальнити основнi риси кристалохiмiчного
механiзму iзоморфного замiщення атомiв РЗЕ в п’ятишаровiй ШПС титанатiв CaLn4Ti5O17

за схемою CaLn4−xLn
I
x
Ti5O17. Отриманi данi є пiдгрунтям для направленого синтезу нових

iзоморфнозамiщених фаз цього типу.
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Особенности строения пятислойной структуры
изоморфнозамещенных фаз типа CaLn4−xLn

I

x
Ti5O17

Методом рентгеновской порошковой дифракции определена слоистая перовскитоподобная
структура (СПС) CaPr3GdTi5O17 (пр. гр. P21/b, a = 0,7671(3) нм, b = 3,145(1) нм, c =
= 0,5444(2) нм, γ = 96,99(2)◦, RB = 0,086). Установлены основные детали кристаллохими-
ческого механизма изоморфного замещения атомов редкоземельных элементов (РЗЭ)в СПС
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CaLn4Ti5O17. Характер локализации атомов Ca, Ln и LnI в СПС CaLn4−xLn
I
x
Ti5O17 не за-

висит от симметрии кристаллической решетки. Для атомов Ca и РЗЭ характерно ча-
стичное упорядочение с преимущественной локализацией атомов Ca в центре и в проме-
жуточных слоях перовскитоподобных блоков, а атомов РЗЭ — на границах блоков, причем
атомы LnI упорядочено расположены лишь на границах блоков.

Y.A. Titov, N.M. Belyavina, V.Ya. Markiv,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine M.S. Slobodyanik, V.V. Chumak

Сonstitution peculiarities of the five-layer structure of isomophically
substituted phases of CaLn4−xLn

I

x
Ti5O17 type

The crystal layer of CaPr3GdTi5O17 perovskite-like structure (LPS) is determined by X-ray powder
diffraction (sp. gr. P21/b, a = 0.7671(3) nm, b = 3.145(1) nm, c = 0.5444(2) nm, γ = 96.99(2)◦,
RB = 0.086). The basic details of the crystallochemical mechanism of isomorphic replacement of
REE atoms in LPS CaLn4Ti5O17 are established. The character of the localization of Ca, Ln, and
LnI atoms in LPS CaLn4−xLn

I
x
Ti5O17 does not depend on the symmetry of a crystal lattice. As

for Ca and REE atoms, the partial ordering with primary localization of Ca atoms at the center
and in the intermediate layers of perovskite-like blocks is typical. REE atoms are on the boundaries
of blocks, and LnI atoms are orderly located only on the boundaries of blocks.
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Вплив iнокуляцiї Bradyrhizobium japonicum УКМ
В-6035 на фотосинтетичний апарат сої

Дослiджували архiтектонiку мiкробного ценозу кореневої зони iнокульованої бульбочко-
вими бактерiями трансгенної сої, вирощеної в польових умовах, iз паралельним монi-
торингом морфофункцiонального стану фотосинтетичного апарату рослин методами
електронної мiкроскопiї та дистанцiйної спектрофотометрiї. Визначено збiльшення
кiлькостi бактерiй на поверхнi головного кореня i в ризосферi iнокульованої сої в порiв-
няннi з рослинами без бактеризацiї. Морфометричнi дослiдження палiсадного мезофi-
лу iнокульованих рослин виявили статистично значуще збiльшення ширини мезофiлу,
площi клiтин мезофiлу, коефiцiєнта палiсадностi, коефiцiєнта пластичностi, частки
хлоропластiв вiд загальної площi мезофiлу порiвняно з неiнокульованими. Морфологiчнi
змiни розвитку фотомембран пiдтвердженi спектрометричними вимiрюваннями го-
ловних пiгментiв пластинки листка.

Фiксацiя молекулярного азоту бульбочковими бактерiями тiсно пов’язана iз фiксацiєю дi-
оксиду вуглецю в процесi фотосинтезу [1–4]. При вiдновленнi молекулярного азоту мiкро-
органiзми-азотфiксатори використовують енергiю макроергiчних зв’язкiв АТФ, джерелом
яких є фотоасимiляти, синтезованi в листках рослини-живителя.

В умовах спонтанного симбiозу бобових рослин [5, 6] збiльшується асимiляцiйна поверх-
ня фотосинтетичного апарату, розмiри клiтин мезофiлу та полiморфiзм хлоропластiв.

Вiдомо, що за iнокуляцiї бульбочковими бактерiями у бобових рослин зростає вмiст
хлорофiлiв а i b [1], а також сумарний вмiст хлорофiлiв (а+b) [7]. Пiдтверджено позитивний
вплив iнокуляцiї на площу фотосинтетичної поверхнi листкiв, накопичення бiомаси i врожай
рослин, але морфолого-анатомiчнi та ультраструктурнi змiни фотосинтетичного апарату
iнокульованих рослин на сьогоднi майже не вивченi.

Тому ми ставили за мету дослiдити архiтектонiку мiкробiоценозу кореневої зони та мор-
фофункцiональнi показники фотосинтетичного апарату сої, iнокульованої Bradyrhizobium
japonicum УКМ В-6035.

Матерiали i методи. Дослiдження проводили протягом двох рокiв (2010–2011 рр.) на
рослинному матерiалi сої лiнiї 40–3–2, який був вiдiбраний з популяцiї трансгенної сої, що
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характеризувалась ознакою толерантностi до глiфосату. Польовий експеримент виконували
в умовах мiкростацiонарного дослiду на базi Бiлоцеркiвської дослiдно-селекцiйної станцiї —
пiдроздiлу Iнституту бiоенергетичних культур i цукрового буряка НААН України.

Для дослiдження архiтектонiки мiкробного ценозу рослин сої, iнокульованої Bradyrhi-
zobium japonicum УКМ В-6035, використовували стерилiзовану в етиловому спиртi плiвку
обростання iз полiетилентерефталату — бiосумiсного полiмеру. Ця плiвка є сучасною моди-
фiкацiєю скелець Холодного. Її розташовували вздовж головного кореня сої i дослiджували
на дiлянках: поверхня кореня, а також прикоренева зона та в ризосферi на вiдстанi 1 i 5 мм
вiд кореня вiдповiдно. Пiсля експозицiї плiвки в кореневiй зонi протягом 22 дiб на її по-
верхнi формувалась бiоплiвка обростання. Для мiкроскопiчних дослiджень плiвку обереж-
но виймали з грунту i обробляли галактозоспецифiчним лектином, мiченим пероксидазою
згiдно з методикою виробника (кафедра зоологiї i ембрiологiї Львiвського нацiонального
медичного унiверситету) [8]. Бiоплiвку фотографували у свiтлових мiкроскопах (NU-2 та
MT 5300H, Японiя). Iдентифiкацiя бактерiальної компоненти мiкробiоценозу проводилася
завдяки зв’язуваню на поверхнi бактерiй гранул мiчених пероксидазою лектинiв сої. При
цьому бактерiї набували темно-бурого вiдтiнку, що вiдрiзняло їх з-помiж iнших механiчних
i рослинних компонентiв грунту.

Ультраструктурну будову рослинних клiтин вивчали на 10 непошкоджених, повнiстю
розтягнутих зрiлих листках 4-го ярусу з 5 рослин для кожного варiанта; висiчки (2–3 мм)
брали з середньої частини листкiв справа вiд центральної жилки.

Попередню фiксацiю зразкiв здiйснювали за умов вакуумної iнфiльтрацiї в розчинi 2,5%
глутарового альдегiду на 0,1 М фосфатному буферi (pH 7,0) при кiмнатнiй температурi про-
тягом 4 год. Зразки промивали в 0,1 М фосфатному буферi (двi змiни по 10 хв) i фiксували
в розчинi 1% OsO4 на 0,1 М фосфатному буферi протягом 6 год. Фiксований матерiал про-
мивали в тому ж буферi та зневоднювали в серiї розчинiв етанолу та ацетонi висхiдної
концентрацiї, просочували та заливали в сумiш смол (епон/аралдит) за загальноприйня-
тою в електроннiй мiкроскопiї методикою. Ультратонкi зрiзи (300 нм) пластинки листкiв
отримували на ультрамiкротомi, фарбували цитратом свинцю i дослiджували в трансмiсiй-
ному електронному мiкроскопi JEM 1200 фiрми ЕХ (Японiя). Зрiзи фотографували та їх
зображення сканували для кiлькiсної обробки цифрових зображень.

Лiнiйнi розмiри та площi мезофiлу вимiрювали з мiкрофотографiй, використовуючи
програму UTHSCSA ImageTool 3.0. Визначали такi показники: ширина мезофiлу, площа
клiтин мезофiлу, коефiцiєнт палiсадностi (спiввiдношення ширини шару стовпчастого ме-
зофiлу до ширини губчастого шару), частка хлоропластiв вiд загальної площi мезофiлу,
коефiцiєнт пластичностi (КП) [9].

Статистичну обробку даних виконували за допомогою програм Microsoft Office, Excel
i Statistica 6.0. Середнi морфолого-анатомiчнi значення порiвнювали, використовуючи тест
Student-Newman-Keuls [5].

Cпектрометрiя головних пiгментiв фотосинтезу проведена за спектрами вiдбиття з вико-
ристанням лабораторного спектрометра Asp (Iнституту космiчних дослiджень НАН Украї-
ни i ДКА України) за методикою, описаною в статтях [4, 10].

Результати i обговорення. На рис. 1 подано мiкрофотографiї плiвки обростання,
розташованої в кореневiй зонi рослин, а також її збiльшенi фрагменти: 1 — прикоренева
зона, 2 — поверхня кореня, 3 — ризосфера.

Результати пiдрахунку чисельностi мiкроорганiзмiв по окремих частинах кореневої зо-
ни наведенi в табл. 1. Виявлено статистично достовiрне збiльшення кiлькостi бактерiй на
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Рис. 1. Плiвка обростання з фрагментом кореня сої, iнокульованої B. japonicum УКМ B-6035. Стрiлками
вказанi бактерiї, виявленi за реакцiєю зв’язування мiчених пероксидазою лектинiв сої

поверхнi головного кореня у 2,2 раза i в ризосферi в 1,7 раза в iнокульованої сої порiвняно
з вiдповiдними варiантами без iнокуляцiї.

Вiдомо, що мiкробiота є одним iз головних чинникiв формування ефективних мiкроб-
но-рослинних систем [11], а передпосiвна iнокуляцiя насiння бактерiальними препаратами
є важливим фактором, що впливає на розвиток фотосинтетичного апарату рослини [4, 5, 9].

Проведений нами аналiз поперечних зрiзiв листкової пластинки сої показує типову ор-
ганiзацiю мезофiлу, характерну для листкiв середньої формацiї дводольних рослин: 2–3
шари паралельно видовжених клiтин стовпчастого або палiсадного мезофiлу, де перева-
жно вiдбувається процес фотосинтезу, i губчастий або запасаючий мезофiл iз розвиненим
мiжклiтинним простором (рис. 2).

Iнокуляцiя сприяла достовiрному зростанню таких показникiв морфологiї мезофiлу: ши-
рини мезофiлу — на 34,8%, площi клiтин мезофiлу — на 39,1%, коефiцiєнта палiсадностi —
на 17%. Майже на третину зростала частка хлоропластiв вiд загальної площi мезофiлу, що
свiдчить про бiльший розвиток фотосинтетичного апарату в iнокульованих рослин (табл. 2).

Таблиця 1. Вплив iнокуляцiї B. japonicum УКМ B-6035 на чисельнiсть бактерiй мiкроценозу кореневої зони
сої, кл./ 100 мкм2 плiвки обростання

Варiант дослiду

Поверхня
головного кореня

Прикоренева
зона Ризосфера

M s M s M s

Iнокуляцiя B. japonicum УКМ B-6035 12,48 1,65 9,86 0,73 7,22 0,58
Без iнокуляцiї 5,67 0,21 7,62 0,33 4,26 0,12

Пр им i т ка . M — середнє арифметичне, s — середньоквадратичне вiдхилення.
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Рис. 2. Поперечний зрiз пластинки листка сої.
СМз — стовпчастий мезофiл, ГМз — губчастий мезофiл

Iнокульованi рослини сої характеризувалися високими показниками коефiцiєнта пластич-
ностi (бiльше 0,5) за такими морфологiчними ознаками, як: ширина мезофiлу, площа клiтин
мезофiлу i коефiцiєнт палiсадностi, що вказує на бiльшу адаптацiйну здатнiсть фотосинте-
тичного апарату цих рослин.

Наступним етапом дослiдження було проведення порiвняльного аналiзу ультраструк-
турної органiзацiї хлоропластiв стовпчастого мезофiлу листкiв iнокульованих рослин сої.

Як видно з електронограм (рис. 3), хлоропласти iнокульованих i неiнокульованих рос-
лин розташовувалися в периферiйних шарах цитоплазми сильно вакуолiзованих клiтин па-
лiсадного мезофiлу вздовж клiтинної оболонки в контактах iз мiтохондрiями. Хлоропласти
iнокульованих рослин мiстили бiльш розвинену систему фотомембран, яка складалася з
тилакоїдiв гран i об’єднуючих їх тилакоїдiв строми.

Порiвняльний ультраструктурний аналiз хлоропластiв палiсадного мезофiлу (табл. 3)
показав, що за умов iнокуляцiї парцiальний об’єм як тилакоїдiв гран, так i тилакоїдiв

Таблиця 2. Характеристики морфолого-анатомiчної органiзацiї листкiв 4-го ярусу рослин сої

Варiант дослiду
Ширина
мезофiлу

Площа
клiтин
мезофiлу

Коефiцiєнт
палiсадностi

Частка хлоропластiв
вiд загальної площi

мезофiлу

мкм КП∗ мкм2 КП Од. КП % КП

Iнокуляцiя B. japonicum 356± 11 0,68 1287 ± 33 0,87 2,29 0,52 60,57 ± 2,27 0,35
УКМ B-6035
Без iнокуляцiї 264± 13 0,26 925± 21 0,74 1,96 0,42 42,81 ± 2,78 0,30

∗КП — коефiцiєнт пластичностi визначається як вiдношення рiзницi мiж максимальним i мiнiмальним до
середнього значення.

Таблиця 3. Спiввiдношення парцiальних об’ємiв компонентiв хлоропластiв палiсадного мезофiлу рослин сої

Параметр
Iнокуляцiя B. japonicum

УКМ B-6035 Без iнокуляцiї

Тилакоїди гран, % 22,73 ± 1,05∗ 15,70 ± 0,50
Тилакоїди строми, % 12,55 ± 0,06∗ 10,90 ± 0,09
Крохмаль, % 20,16 ± 1,43 20,94 ± 1,81
Пластоглобули, % 0,74± 0,34 1,50± 1,03∗

Строма, % 43,45 ± 1,89 50,96 ± 1,63

∗P � 0,05, достовiрнi вiдмiнностi у порiвняннi з варiантом без iнокуляцiї.
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Рис. 3. Ультраструктура хлоропластiв клiтин мезофiлу сої: КО — клiтинна оболонка, В — вакуоль, М —
мiтохондрiя, ТГ — тилакоїди гран, ТС — тилакоїди строми, КЗ — крохмальне зерно, стрiлками вказанi
пластоглобули

строми достовiрно збiльшився, що передбачає збiльшення складових елементiв цих фото-
мембран.

Вiдповiдно до уявлень, розвинених у 80-х роках минулого сторiччя [12], в тилакоїдах
строми локалiзованi головним чином комплекси фотосистеми I (ФСI), тодi як в тилакої-
дах гран — пiгмент-бiлковi комплекси фотосистеми II (ФСII) i головного свiтлозбирального
комплексу [12]. Базуючись на електростатичнiй теорiї Барбера, зазначимо, що в мембранах
гран розташовуються пiгмент-бiлковi комплекси ФСII i свiтлозбиральний комплекс хлоро-
фiлiв a/b, а також пов’язаний iз ФСII комплекс видiлення кисню. В тилакоїдах строми
мiстяться пiгмент-бiлковi комплекси ФСI i не пiгментованi супрамолекулярнi мембраннi
комплекси: АТФазний i цит b/f бiлковi комплекси, а також ряд бiлкiв, що входять до
електронно-транспортного ланцюга, i пов’язанi iз функцiонуванням ФСI.

Виходячи з цих положень, можна сказати, що виявлене нами збiльшення парцiальних
об’ємiв тилакоїдiв гран i тилакоїдiв строми передусiм може бути наслiдком збiльшення
за експериментальних умов бiосинтезу полiфункцiональних компонентiв фотомембран, що
залучаються в систему перебудов фотосинтетичного апарату, пов’язаних iз енергетичними
взаємовiдносинами макро- i мiкросимбiонта, якi регулюються на рiвнi генної експресiї [2, 12],
фiтогормональної регуляцiї [2, 11] та обмiну вторинних метаболiтiв [2].

Зiставлення ультраструктурних характеристик фотомембран хлоропластiв iз спектро-
метричними вимiрюваннями головних пiгментiв листка дає можливiсть отримати факти-
чний матерiал i розширити нашi уявлення про розподiл головних пiгмент-бiлкових ком-
плексiв по рiзних дiлянках тилакоїдiв [12]. У роботi [5] показано, що надлишок синтезу
пiгмент-бiлкових комплексiв акумулюється в пластоглобулах хлоропластiв. За нашими да-
ними (див. табл. 3), об’єм пластоглобул рослин без iнокуляцiї збiльшувався порiвняно з
таким iнокульованих рослин, що є ознакою старiння хлоропластiв [5].

Характеристики фотосинтетичних пiгментiв визначали за оптичними властивостями
листка, використовуючи методики аналiзу спектрiв вiдбиття–поглинання [4, 10], що дає
можливiсть реєструвати на рiзних довжинах хвиль вiдбиття пiгментiв спектрiв хлорофiлiв.
У варiантi iнокульованої сої зареєстровано зростання кривої спектра i збiльшення показника
хлорофiлу a на 18,5%, а хлорофiлу b — на 14,2% (рис. 4).
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Рис. 4. Спектри вiдбиття поверхнi листкової пластинки рослин сої. 1 — iнокуляцiя B. japonicum штам УМК
В-6035, 2 — без iнокуляцiї. Стрiлками показано пiки проявлення хлорофiлiв

Таким чином, нами встановлено зростання чисельностi мiкрофлори на поверхнi коре-
ня i в ризосферi сої, iнокульованої B. japonicum УКМ B-6035. Морфологiчна пластичнiсть
мезофiлу листкiв iнокульованих рослин виявлялася у збiльшеннi таких показникiв, як: ши-
рина мезофiлу, площа клiтин мезофiлу, коефiцiєнт палiсадностi, частка хлоропластiв вiд
загальної площi мезофiлу та об’єму фотомембран, що пiдтверджувалося пiдвищенням пiкiв
хлорофiлiв у спектрограмах поглинання–вiдбиття.

1. Антипчук А.Ф., Канцелярук Р.М., Рангелова В. М и др. Связь между фотоассимиляционной актив-
ностью бобовых растений и их симбиотической азотфиксацией // Микробиол. журн. – 1990. – 52,
№ 6. – С. 49–53.

2. Коць С.Я., Малiченко С.М., Кругова О.Д. та iн. Фiзiолого-бiохiмiчнi особливостi живлення рослин
бiологiчним азотом. – Київ: Логос, 2001. – 271 с.

3. Коць С.Я., Береговенко С.К., Кириченко Н. В., Мельникова Н.Н. Особенности взаимодействия ра-
стений и азотфиксирующих микроорганизмов. – Киев: Наук. думка, 2007. – 314 с.

4. Zang H., Prithiviraj B., Souleimanov A. et al. The effect of temperature and genestein concentration on
lipo-chitooligosaccharide (LCO) production by wild-type and mutant straines of Bradyrhizobium japoni-

cum // Soil Biol. and Biochem. – 2002. – 34. – P. 1175–1180.
5. Khan W.M., Prithviraj B., Smith D. L. Photosynthetic responses of corn and soybean to foliar application
of salicylates // J. Plant Phys. – 2003. – 160. – P. 485–492.

6. Rawsthorne Е. S., Minchin F. R., Summerfield R. J. Carbon and nitrogen metabolism in legume root
nodules // Phytochemistry. – 1980. – 19. – P. 341–355.

7. Береговенко С.К. Iнтенсивнiсть фотосинтетичних процесiв рiзних сортiв сої залежно вiд iнокуляцiї
ефективними штамами Bradyrhizobium japonicum // Наук. зап. Тернопiл. пед. ун-ту iм. Володимира
Гнатюка. Сер. Бiологiя. – 2003. – 2, № 21. – С. 19–23.

8. Луцик А.Д., Дедюк Е.С., Луцик М.Д. Лектины в гистoхимии. – Львов: Выща шк., 1989. – 144 с.

9. Begna S. H., Dwyer D., Cloutier L. et al. Decoupling of light intensity effects on the growth (biomass
increase) and development of C3 and C4 weed // J. Exp. Bot. – 2002. – 53. – P. 1935–1940.

10. Smith K. L., Steven M.D., Colls J. J. Use of hyperspectral derivative ratios in the red-edge regi-
on to identify plant stress responses to gas leaks // Remote Sens. Environ. – 2004. – 92. –
P. 207–217.

11. Иутинская Г.А., Пономаренко С.П., Андреюк Е.И. и др. Биорегуляция микробно-раститель-
ных систем / Под общей ред. Г.А. Иутинской, С.П. Пономаренко. – Киев: Ничлава, 2010. –
464 с.

12. Кочубей С.М. Организация фотосинтетического аппарата высших растений. – Киев: Альтерпрес,
2001. – 204 с.

Надiйшло до редакцiї 16.08.2013Iнститут мiкробiологiї i вiрусологiї
iм. Д.К. Заболотного НАН України, Київ
Iнститут космiчних дослiджень НАН України
та Державного космiчного агентства України, Київ

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №3 145



Н.И. Адамчук-Чалая, В.А. Яценко,
член-корреспондент НАН Украины Г.А. Иутинская

Влияние инокуляции Bradyrhizobium japonicum УКМ В-6035
на фотосинтетический аппарат сои

Исследовали архитектонику микробного ценоза корневой зоны инокулированной клубенько-
выми бактериями трансгенной сои, выращенной в полевых условиях при параллельном мо-
ниторинге морфофункционального состояния фотосинтетического аппарата растений ме-
тодами электронной микроскопии и дистанционной спектрофотометрии. Выявлено увели-
чение количества бактерий на поверхности главного корня и в ризосфере инокулированной
сои по сравнению с растениями без бактеризации. Морфометрические исследования палиса-
дного мезофилла инокулированных растений выявили статистически значимое увеличение
ширины мезофилла, площади клеток мезофилла, коэффициента палисадности, коэффици-
ента пластичности, доли хлоропластов от общей площади мезофилла сравнительно с не-
инокулированными. Морфологические изменения развития фотомембран подтвердждались
спектрометрическими измерениями главных пигментов пластинки листа.

N. I. Adamchuk-Chala, V.A. Yacenko,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine G.O. Iutynska

Influence of Bradyrhizobium japonicum UКМ В-6035 inoculation on
the soybean photosynthetic apparatus

The architectonics of microcenosis of field-grown transgenic soybean plants inoculated by nodule
bacteria with parallel monitoring of the morphology and the functional organization of a plant
photosynthetic apparatus by methods of electron microscopy and remote spectrophotometry is inves-
tigated. The increase of the bacteria number on the surface of main root and rhizosphere is determi-
ned in inoculated soybean plants. The palisade mesophyll morphometric investigation has confirmed
the statistically essential increase of the mesophyll width the area of mesophyll cells, coefficient of
palisade, coefficient of plasticity, and a part of cloroplasts in the summary mesophyll are in compari-
son with those of uninoculated plants. Morphological changes in photomembrane development are
confirmed in spectrophotometrical estimations of main pigments in a leaf blade.
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А.Д. Куликова, Т.И. Андреенко, А.А. Солдатов

Цветовой полиморфизм раковины и активность

аминотрансфераз тканей Mytilus galloprovincialis Lam.

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Г.Е. Шульманом)

Методом фотографирования и цифровой обработки снимков раковин однозначно иден-
тифицированы четыре цветовые группы Mytilus galloprovincialis: черные, переходные,
темно-коричневые, светло-коричневые. Между ними отмечены существенные отличия
в активности аланин- и аспартатаминотрансфераз, задействованных в процессах ана-
эробного метаболизма. Наибольшие расхождения (1,5–2,8 раза) выявлены между крае-
выми группами: с черной и светло-коричневой окраской раковины. Допускается, что они
могут быть связаны с адаптацией моллюсков к условиям скальных и донных экотопов.

Двустворчатый моллюск Mytilus galloprovincialis Lam. является массовым для черноморс-
кого региона, его поселения отмечаются на иловых и скальных субстратах, принципиально
отличающихся по условиям абиотического окружения [1]. Для иловых поселений характер-
но преобладание моллюсков со светло-коричневой окраской раковины, для скальных —
с окраской черно-фиолетового цвета [1, 2].

Разделение мидий на цветовые группы, как правило, производится визуально. Коли-
чество выделяемых фенов варьирует. Отсутствие единого критерия, применяемого для
дифференциации цветовых морф, затрудняет исследования. В последнее время для опи-
сания интенсивности и характера окраски биологических объектов широкое применение
получил метод цифровой обработки фотографий. Он позволяет описать цвет количествен-
но [3]. На этой основе нами была разработана новая методика дифференциации цветовых
морф мидии [4].

Считается, что окраска створок мидий генетически детерминирована. Об этом свиде-
тельствуют распределение фенов в популяции [5] и результаты гибридологического анали-
за [6]. Однако схема наследования данного признака, обсуждаемая в ряде работ, оконча-
тельно не принята [5–7].

Сравнительная оценка абиотических условий скальных и иловых биотопов позволяет
предположить, что основным фактором, определяющим направление действия естествен-
ного отбора, является содержание кислорода в морской среде. Отсюда следует, что поиск
различий на популяционном уровне должен быть сосредоточен на молекулярных системах,
ответственных за толерантность моллюска к условиям гипоксии и аноксии.

Аспартатаминотрансфераза (АСТ, КФ 2.6.1.1) и аланинаминотрансфераза (АЛТ,
К.Ф.2.6.1.2) — эндогенные ферменты класса трансфераз. АСТ определяет устойчивость
моллюсков к экстремальным формам гипоксии и аноксии, так как сопрягает процессы бел-
кового и углеводного обменов (аспартат-сукцинатное направление метаболизма) [8]. АЛТ
контролирует сукцинаттиокиназную реакцию [9], направленную на образование в процессе
гликолиза менее токсичных метаболитов [10].

Для АСТ принята шестиаллельная схема наследования, объясняющая высокое феноти-
пическое разнообразие [11]. Она допускает существование 21 возможного варианта геноти-
па, из которых 13 обнаружено экспериментально [11]. Отсюда следует, что система АСТ
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Рис. 1. Распределение цветовых характеристик створок раковин M. gаlloprovincialis в системе координат
Red-Hue (Adobe Photoshop CS-3): а — полигон распределения; б — результаты статистической обработки,
x± Sx

может являться удобной моделью для изучения популяционной структуры M. galloprovin-
cialis. Относительно АЛТ такая информация отсутствует.

Цель настоящей работы — сравнить активность АСТ и АЛТ в тканях четырех цветовых
групп M. galloprovincialis, выявленных на основе цифровой обработки фотографий створок
моллюска.

Объектом исследований служили половозрелые особи моллюска M. gаlloprovincialis (се-
мейство Mytilidae) обоего пола с различным характером пигментации створок. Длина ра-
ковины составляла 42–75 мм. Характер окраски раковин моллюсков оценивали, используя
метод фотографирования и цифровой обработки снимков раковин в системе координат
Red-Hue (Adobe Photoshop CS-3) [4].

Мягкие ткани моллюсков (жабры, нога) препарировали при 0–4 ◦С. Полученные образ-
цы хранили при −27 . . .−28 ◦С в морозильной камере (“Liebherr-Comfort”, Германия). Го-
могенаты готовили непосредственно в день эксперимента. В качестве трансформирующей
среды использовали 1,15% раствор KCl.

Активность АСТ и АЛТ определяли с помощью унифицированного динитрофенилгид-
разинового метода Райтмана–Френкеля [12] при 25 ◦С. В работе использовали стандартный
набор реактивов: “Simco, Ltd” (Украина). Содержание белка в пробах контролировали по
методу Лоури.

Дифференциация цветовых морф. При отработке метода фотографирования и цифро-
вой обработки снимков раковин в качестве показательной характеристики было выбрано
значение красного компонента (Red) [4]. Полигон распределения, построенный в системе
координат Red-Hue (красный цвет — тон), позволяет выделить четыре относительно изо-
лированных скопления точек (рис. 1, а). Их обозначили как: черная (Red — 37,2–61,8 у. е.),
переходная (Red — 71,6–89,6 у. е.), темно-коричневая (Red — 91,2–126,0 у. е.) и светло-корич-
невая (Red — 130,8–146,0 у. е.). Статистическая обработка цифровых массивов показала, что
между этими цветовыми группами (по Red) существуют достоверные различия на уровне
смежных скоплений точек при p <0,001 (см. рис. 1, б ).

Активность АСТ. Активность АСТ варьировала от 0,02 до 0,234 мкмоль пирувата ×
×мин−1 ·мг−1 белка. Наблюдалась ее выраженная зависимость от цвета раковины моллюска
(рис. 2, а). Для ноги ее можно описать уравнением линейной регрессии при высоких значе-
ниях R2 (0,967). Максимальные величины отмечены у особей со светло-коричневой окрас-
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Рис. 2. Зависимость активности трансаминаз в тканях M. gаlloprovincialis от цветовых характеристик ее
раковины: a — активность АСТ в ноге; б — активность АСТ в жабрах; в — активность АЛТ в ноге, г —
активность АЛТ в жабрах; R — Red

кой раковины (0,094 ± 0,021 мкмоль пирувата × мин−1 · мг−1 белка), а минимальные —
с раковиной черной окраски. Различия составили 2,8 раза (p < 0,001).

Близкие результаты получены и в отношении жабр (см. рис. 2, б ). У моллюсков со
светло-коричневой окраской раковины активность АСТ составила 0,065 ± 0,012 мкмоль
пирувата × мин−1 · мг−1 белка. Это почти на 50% выше, чем у особей с черной окраской
створок (p < 0,05), и более чем в 3 раза выше, чем у особей с переходной и темно-коричне-
вой окраской раковин (p < 0,001). При этом зависимость лучше описывалась уравнением
параболической функции.

Как уже отмечалось, АСТ определяет аспартат-сукцинатное направление метаболиз-
ма [8], позволяющее получать дополнительный к гликолитическому ресурс макроэргов
в условиях экстремальных форм гипоксии и аноксии. Высокая активность АСТ у осо-
бей со светло-коричневой окраской раковины, вероятно, связана с особенностями условий
обитания данной цветовой группы M. gаlloprovincialis. Эти моллюски чаще встречаются
в донных сообществах, где отсутствует активная циркуляция в водной толще и наблю-
дается внешний дефицит кислорода. Моллюски с черной окраской раковины, напротив,
преобладают в скальных биотопах, часто приуроченных к прибойной зоне, где возникнове-
ние гипоксии невозможно. В этом, по-видимому, состоит основная причина обнаруженных
различий в активностях АСТ.
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Активность АЛТ. Значение активности АЛТ в ноге варьировало от 0,038 до
0,42 мкмоль пирувата × мин−1 · мг−1 белка (см. рис. 2, в), уменьшаясь по направлению
от черных моллюсков к светлоокрашенным. Зависимость активности от пигментации ра-
ковины можно описать уравнением линейной регрессии (R2 — 0,925). Практически между
всеми цветовыми группами наблюдались достоверные отличия (p < 0,01). Активность АЛТ
в группе моллюсков с черной окраской в 2,3 раза превышала таковую в группах с корич-
невой окраской.

В жабрах характер распределения активностей среди цветовых групп напоминал тако-
вой для АСТ и описывался параболической функцией (см. рис. 2, г). В этих тканях обе
краевые группы имели достоверно более высокое значение активности, чем моллюски про-
межуточной окраски. Самая высокая активность АЛТ зафиксирована у светло-коричневых
особей, она превышала показатели группы с черной окраской в 2,1 раза (p < 0,005), с тем-
но-коричневой и переходной — в 3,5–4,0 раза (p < 0,001). Меньшая активность наблюдалась
у мидий с черной окраской створок, она превышала промежуточные группы приблизитель-
но в два раза (p < 0,05).

Изначально предполагалось, что более приспособленная к аноксии коричневая морфа
должна иметь высокую активность АЛТ. Однако в ноге наблюдалась прямо противопо-
ложная ситуация. У взрослых моллюсков в основании данного органа располагается желе-
за, секретирующая биссус — образование, позволяющее мидии прикрепляться к субстрату.
Известно, что для черной морфы характерна большая интенсивность синтеза биссусной ни-
ти [5]. По-видимому, это связано со спецификой местообитания — темноокрашенные мол-
люски образуют поселения на скалистом субстрате [1]. Подверженные волновой нагрузке,
они нуждаются в прочном прикреплении к поверхности и постоянном продуцировании но-
вых нитей взамен поврежденных.

Адгезивный белок биссуса считается полифенольным: для него характерно высокое
содержание фенилсодержащих аминоксилот (∼19% тирозина и дигидроксифенилалани-
на) [13, 14]. Кроме того, 6,8% составляет аланин и 19% — пролин. Обе эти аминокислоты —
заменимые. Наиболее распространенный способ биосинтеза аланина — переаминирование
пирувата. Реакция катализируется АЛТ, при этом запас пирувата постоянно пополняется:

пируват+ глутамат ↔ алани + α-кетоглутарат.

Пролин синтезируется из глутамата в ходе нескольких последовательных реакций [15].
Глутамат отсутствует в первичной последовательности биссуса, однако он необходим как
источник для восстановления запаса свободного пролина. Существует до пяти известных
путей синтеза глутаминовой кислоты, по меньшей мере два из них используют α-кетоглу-
тарат. На стадии α-кетоглутаровой кислоты в цикле Кребса она может выводиться из круга
с превращением ее в L-глутаминовую кислоту.

Первый способ синтеза глутамата, реакция обратимого переаминирования, представлена
выше. Коэффициент АЛТ близок к единице, поэтому реакция может протекать в обоих
направлениях. Однако такой способ пополнения пула глутамата мало вероятен — в этом
случае происходит накопление пирувата и не синтезируется аланин.

Второй путь синтеза глутамата из α-кетоглутарата контролируется ферментом глута-
матдегидрогеназой:

α-кетоглутарат +НАДФH+NH+
4 ↔ глутамат +НАДФ+ +H2O.
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Активное переаминирование пирувата увеличивает в ткани запас аланина и α-кетоглута-
рата, который в ходе ряда последовательных ферментативных реакций становится источ-
ником биосинтеза пролина.

Вероятно, специфика метаболизма в ноге мидий в первую очередь направлена на про-
дукцию биссусной нити. В таком случае высокая активность АЛТ у черной морфы связана
не с нейтрализацией метаболитов гликолиза, а с пополнением пула свободных аминокислот
(пролина и аланина).

Таким образом, применение метода фотографирования и цифровой обработки снимков
раковин позволило однозначно идентифицировать четыре цветовые группы M. galloprovin-
cialis: черные, переходные, темно-коричневые, светло-коричневые. Между ними отмечены
существенные отличия в активности АСТ и АЛТ, задействованных в процессах анаэробного
метаболизма. Наибольшие расхождения выявлены между краевыми группами: с черной
и светло-коричневой окраской раковины. Допускается, что они могут быть связаны с адап-
тацией моллюсков к условиям скальных и донных экотопов.
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А.Д. Кулiкова, Т. I. Андреєнко, О.О. Солдатов

Колiрний полiморфiзм мушлi i активнiсть амiнотрансфераз тканин
Mytilus galloprovincialis Lam.

Методом фотографування i цифрової обробки знiмкiв мушель однозначно iдентифiковано
чотири колiрнi групи Mytilus galloprovincialis: чорнi, перехiднi, темно-коричневi, свiтло-ко-
ричневi. Мiж ними вiдмiчено iстотнi вiдмiнностi в активностi аланiн- и аспартатамi-
нотрансфераз, задiяних у процесах анаеробного метаболiзму. Найбiльшi розбiжностi (1,5–
2,8 раза) виявленi мiж крайовими групами: з чорним i свiтло-коричневим забарвленням
мушлi. Допускається, що вони можуть бути пов’язанi з адаптацiєю молюскiв до умов
скельних i донних екотопiв.

A.D. Kulikova, T. I. Andreenko, A.A. Soldatov

Color polymorphism of a shell and the aminotranferase activity in
Mytilus galloprovincialis Lam. tissues

Using the method of digital photo processing, four color groups of Mytilus galloprovincialis are
determined: black, intermediate, dark and light brown. The activities of alanine and aspartate
aminotransferases taking part in processes of anaerobic metabolism between groups are significantly
different. The highest divergence (1.5–2.8 times) was observed between the edge groups with black
and light brown shell color. This is apparently related to mussel’s adaptation to environmental
conditions of rocky shores and seabed ecotops.
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УДК 577.3

I.О. Проценко, член-кореспондент НАН України Д.М. Говорун

Конформацiйнi властивостi молекули кверцетину:

квантово-хiмiчне дослiдження

На рiвнi теорiї MP2/6-311++G(d,p)//DFT B3LYP/6–31G(d,p) вперше показано, що мо-
лекула кверцетину має 12 стiйких планарних конформерiв, вiдносна енергiя Гiббса яких
знаходиться в дiапазонi 0–5,4 ккал/моль за нормальних умов. Наведено рiвноважнi
геометричнi характеристики для основного (енергетично найвигiднiшого) конформера.
Встановлено, що при переходi в кристалiчний стан молекула кверцетину значно дефор-
мується, набуваючи неплощинної будови.

Кверцетин — бiологiчно активна сполука, що належить до класу бiофлаваноїдiв. Вiн вiдi-
грає важливу роль у метаболiзмi багатьох рослин, зокрема таких, як цибуля, часник, кмин,
морква, чорниця та iн. [1].

Кверцетин широко використовується в медицинi та фармацiї для профiлактики i лiку-
вання деяких онкологiчних захворювань [2]. Вiн, зокрема, стримує рiст лейкемiї та раку
молочної залози [3]. Як i iншi бiофлаваноїди, захищає серцево-судинну систему вiд шкiдли-
вого впливу холестерину, навiть краще, нiж вiтамiн Е, змiцнює стiнки судин. Вiн також
сприяє утворенню в органiзмi людини кортизону — гормону синтезу вуглеводнiв [4].

Кверцетин через погану розчиннiсть у водi [5] зазвичай використовують у медицинi
в кристалiчному станi (гранули в таблетках). Постає надзвичайно важливе з бiологiчної
та медичної точки зору питання — якi фiзико-хiмiчнi властивостi молекули кверцетину
забезпечують її полiфункцiональнiсть?

Вiдповiдь на поставлене питання може мiститися в аналiзi конформацiйних власти-
востей цiєї молекули. Беручи до уваги просторову будову кверцетину [6] та враховуючи
кiлькiсть одинарних хiмiчних зв’язкiв, вiдносно яких можливе загальмоване обертання на
кут 180◦ ї ї структурних фрагментiв, неважко отримати максимально можливу кiлькiсть
конформерiв — 64. Можна припустити, що кожна iз цих 64 можливих конформацiй квер-
цетину як бiологiчно активної сполуки вiдповiдає за ту чи iншу її полiфункцiональну вла-
стивiсть.

Ми ставили за мету дослiдити конформацiйнi властивостi молекули кверцетину у вiль-
ному станi новiтнiми методами квантової хiмiї. Результати таких дослiджень дадуть мож-
ливiсть вiдповiсти на вищезгадане бiологiчно важливе питання.

Методи дослiдження. Розрахунки проводили на рiвнi теорiї MP2/6-311++G(d,p)//
DFT B3LYP/6-31G(d,p) без будь-яких структурних обмежень. Належнiсть тiєї чи iншої
конформацiї до одного з локальних мiнiмумiв на гiперповерхнi потенцiальної енергiї кон-
тролювали за вiдсутнiстю уявних частот у їхнiх коливальних спектрах, якi розрахували
в гармонiйному наближеннi. Початкову геометрiю молекули кверцетину задавали, вико-
ристовуючи результати роботи [7, 8]. Вiдносна енергiя Гiббса отриманих конформерiв квер-
цетину вiдповiдає нормальним умовам. Розрахунки проводили за допомогою програмного
пакета Gaussian 03 [9].

Результати та їхнє обговорення. Аналiз отриманих результатiв (рис. 1, 2) дозволяє
дiйти таких висновкiв. Нами вперше показано, що молекула кверцетину має 12 стiйких кон-
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Рис. 1. Усi можливi конформацiї молекули кверцетину у вiльному станi. Перше число бiля кожного кон-
формера — вiдносна енергiя Гiббса у ккал/моль, друге значення — дипольний момент у дебаях
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Рис. 2. Структурнi характеристики енергетично найвигiднiшого конформера молекули кверцетину. Довжи-
ну хiмiчних зв’язкiв наведено в Å, а значення валентних кутiв — у градусах

формерiв, вiдносна енергiя Гiббса яких лежить у дiапазонi 0–5,4 ккал/моль. Усi без винятку
конформери є полярними структурами — їхнi дипольнi моменти змiнюються вiд 0,3 D (це
величина для енергетично найвигiднiшого конформера, рiвноважнi геометричнi характе-
ристики якого подано на рис. 2) до 6,9 D. Усi без винятку конформери — планарнi структури
iз симетрiєю СS — кутове вiдхилення атомiв вiд площини не перевищує 0,1 град. Цiкаво, що
всi конформери мають однакову будову структурного фрагмента, що включає карбонiльну
групу C=O та двi сусiднi гiдроксильнi групи ОН, повернутi атомами водню до останньої. Це
може вказувати на наявнiсть у цьому фрагментi двох внутрiшньомолекулярних Н-зв’язкiв,
якi бiфуркують на спiльний карбонiльний атом кисню (це питання ми плануємо детально
висвiтлити в подальшому). Становить iнтерес також, що сусiднi гiдроксильнi групи у ше-
стичленному кiнцi молекули можуть набувати як цис-, так i транс-орiєнтацiї одна вiдносно
одної, причому остання ситуацiя реалiзується в тих конформерах, якi мають вищу енер-
гiю порiвняно з енергiєю конформерiв, де трактується перша ситуацiя. Причиною цього є,
ймовiрно, вiдштовхування вiльних електронних пар сусiднiх атомiв кисню гiдроксильних
груп у другому випадку (транс-орiєнтацiя) та можлива наявнiсть внутрiшньомолекулярно-
го Н-зв’язку OH. . .O у першому випадку.

Цiкаво порiвняти отриманi нами результати з даними рентгеноструктурних дослiд-
жень [10]. Виявляється, що при переходi з вiльного стану в кристалiчний молекула кверцети-
ну сильно деформується: вона стає непласкою (двогранний кут мiж фенiльним кiльцем i ге-
терокiльцем C1−C2−C10−C11 становить 47,8◦) при цьому всi гiдроксильнi групи виходять
iз площини своїх кiлець: C6−C7−O6−H10, C8−C9−O7−H9, C2−C1−O3−H8 в гетерокiльцi
та C13−C15−O5−H6, C15−C14−O4−H7 у фенiльному кiльцi (див. рис. 1). Це зумовлено,
з одного боку, структурною мiцнiстю молекули, а з iншого — наявнiстю сил кристалiчного
пакування, зокрема мiжмолекулярних Н-зв’язкiв. Конформацiя молекули в кристалiчно-
му станi найбiльше схожа на конформер з вiдносною енергiєю Гiббса 0,49 ккал/моль. Для
пiдтвердження цього ми використали модель [11] кверцетину в кристалi i оптимiзували
цю геометрiю без фiксацiї кутiв, якi є iндикаторами, що вiдрiзняють молекулу кверцетину
в кристалi вiд кверцетину у вакуумi. Пiсля чого оптимiзована структура була вже планар-
ною, i порiвнявши її з 12-ма дослiджуваними конформерами (див. рис. 1), ми вiднайшли ту
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конформацiю, яка i вiдповiдала молекулi кверцетину в кристалi. Саме геометрiя конфор-
мера з вiдносною енергiєю Гiббса 0,49 ккал/моль i вiдповiдає кверцетину в кристалiчному
станi. Це означає, що рентгеноструктурний аналiз не дає можливостi отримати просторову
будову кверцетину, притаманну його вiльному стану.

На рiвнi теорiї MP2/6-311++G(d,p)//DFT B3LYP/6-31G(d,p) вперше показано, що мо-
лекула кверцетину має 12 стiйких планарних конформерiв, вiдносна енергiя Гiббса яких
знаходиться в дiапазонi 0–5,4 ккал/моль за нормальних умов. Наведено рiвноважнi гео-
метричнi характеристики для основного (енергетично найвигiднiшого) конформера. Вста-
новлено, що при переходi в кристалiчний стан молекула кверцетину значно деформується,
набуваючи неплощинної будови.

Автори висловлюють вдячнiсть корпорацiї “GAUSSIAN” (США) за наданий Д.М. Говоруну
грант — програмний пакет “GAUSSIAN03” для платформи Win32.
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И.А. Проценко, член-корреспондент НАН Украины Д.Н. Говорун

Конформационные свойства молекулы кверцетина:
квантово-химическое исследование

На уровне теории MP2/6-311++G(d,p)//DFT B3LYP/6-31G(d,p) впервые показано, что мо-
лекула кверцетина имеет 12 устойчивых планарных конформаций, относительная энергия
Гиббса которых находится в диапазоне 0–5,4 ккал/моль при нормальных условиях. Приведе-
ны равновесные геометрические характеристики для основного (энергетически выгодного)
конформера. Установлено, что при переходе в кристаллическое состояние молекула кверце-
тина существенно деформируется, приобретая вид неплоской структуры.

I. O. Protsenko, Corresponding Member of the NAS of Ukraine D.M. Hovorun

Conformational properties of quercetin: quantum chemistry
investigation

The conformational analysis performed at the MP2/6–311++G(d,p)//DFT B3LYP/6-31G(d,p)
theory level reveals as many as 12 conformations of a quercetin molecule with relative Gibbs energies
from 0 to 5.4 kcal/mole. The spatial structure of the most energetically favorable conformation and
its geometric characteristics have been found. It is found that a molecule of quercetin in the crystal
state becomes much deformed to a nonplanar structure.
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Одноетапне отримання трансформантiв Arabidopsis

thaliana, вiльних вiд маркерних послiдовностей,
за допомогою сайт-специфiчної рекомбiназної системи

Cre/loxP пiд контролем мiнiмального 35S промотору

(Представлено академiком НАН України Я.Б. Блюмом)

У рядi публiкацiй описано використання сайт-специфiчної рекомбiназної системи
Cre/loxP пiд контролем тканиноспецифiчних промоторiв для отримання трансфор-
мантiв, вiльних вiд селективних маркерних генiв (СМГ). Недолiком в даному випадку
є створення специфiчних умов для проведення трансформацiї або залучення додатко-
вих агентiв для iнiцiацiї експресiї рекомбiнази. Нами було розроблено новий пiдхiд до
використання сайт-специфiчної рекомбiназної системи Cre/loxP для отримання гене-
тично модифiкованих рослин, вiльних вiд СМГ, та встановлено ефективнiсть роботи
рекомбiнази Cre у наступному поколiннi трансформованих рослин A. thaliana.

Стрiмкий розвиток генетичної iнженерiї рослин протягом останнiх десятилiть забезпечує
пiдгрунтя для створення широкого спектра генетично модифiкованих (ГМ) рослин, зокре-
ма з покращеними сiльськогосподарськими ознаками. Технологiї, що використовуються для
створення таких рослин, дають змогу введення все бiльш широкого кола генiв iнтересу
в рослинний геном. Але при цьому пiд час процесу трансформацiї разом з геном iнтересу
привносяться й самi рiзноманiтнi маркернi гени (селективнi маркернi гени (СМГ)), яких на
сьогоднi налiчується бiльше нiж 50 [1]. До них належать гени стiйкостi до антибiотикiв та
гербiцидiв [2, 3]. Використання таких генiв дозволяє проводити селекцiйний добiр транс-
формованих клiтин або тканин на етапi регенерацiї. Пiсля завершення добору трансформо-
ваного матерiалу необхiднiсть в експресiї селективних маркерних генiв вiдпадає. Проте пiд
час подальшого практичного використання ГМ рослин виникає загроза потрапляння СМГ
вiд трансформантiв до дикорослих родичiв, що може спричинити виникнення нащадкiв
з небажаними ознаками. Iснують також застереження щодо можливостi горизонтального
перенесення генiв. Тому розроблення генетично iнженерних методiв, за допомогою яких
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гарантовано можна уникнути такого розвитку подiй, дозволило б розв’язати ряд проблем,
пов’язаних з комерцiалiзацiєю ГМ рослин [4].

На сьогоднi технологiя сайт-специфiчних рекомбiназних систем, яка є перспективною
в цьому вiдношеннi, набуває все бiльш широкого застосування [4–6]. Сайт-специфiчна ре-
комбiнацiя вiдбувається в районi специфiчної послiдовностi або сайта розпiзнавання. Це
призводить до розщеплення або з’єднання цiльових послiдовностей в результатi iнтеграцiї,
делецiї чи iнверсiї фрагментiв ДНК без набуття або втрати нуклеотидiв [5, 6]. Найвiдомi-
шими рекомбiназними системами, що використовуються для елiмiнацiї маркерних генiв, є
видiлена з бактерiофагу Р1 сайт-специфiчна рекомбiназна система Cre-loxР [7]. Рекомбiназа
Cre належить до родини тирозинових iнтеграз, а сама система складається з двох коротких
послiдовностей ДНК: lox (locus of crossing-over) та гена сre [5].

У рядi публiкацiй описано застосування сайт-специфiчної рекомбiназної системи
Cre/loxP пiд контролем тканиноспецифiчних промоторiв та промоторних послiдовностей,
видiлених з генiв теплового шоку. Так, для регуляцiї роботи системи Cre/loxP використо-
вуються промотор, iдентифiкований в зародкових тканинах [8], або iндуцибельний промо-
тор до гена теплового шоку HSP81–1 [9]. Недолiком використання таких послiдовностей
є необхiднiсть створення специфiчних умов для проведення трансформацiї або ж залучен-
ня додаткових агентiв для iнiцiацiї експресiї рекомбiнази. Тому для отримання генетично
модифiкованих рослин, вiльних вiд СМГ, нами було розроблено новий пiдхiд до викорис-
тання сайт-специфiчної рекомбiназної системи Cre/loxP [10]. Цей пiдхiд характеризується
тим, що маркернi гени та цiльова послiдовнiсть в трансформуючiй конструкцiї знаходяться
пiд контролем −46 мiнiмального 35S промотору (першi 46 п. н. вiд загальної послiдовно-
стi промотору 35S) з вiрусу мозаїки кольорової капусти (CaMV). Використання вiдповiд-
ної ДНК-конструкцiї в даному випадку передбачає швидку та ефективну трансформацiю
рослини, а пiд час трансформацiї рослинного матерiалу та перiоду селекцiї вiдпадає не-
обхiднiсть застосування додаткових агентiв або створення специфiчних умов зовнiшнього
середовища. Разом з тим досить часто пiсля подiї трансформацiї, спостерiгається припине-
ння експресiї Т-ДНК в наступних поколiннях трансформантiв. Тому нашою метою було до-
слiдження ефективностi роботи сайт-специфiчної рекомбiнази Cre/loxP у наступному (Т1)
поколiннi трансформованих рослин Arabidopsis thaliana для отримання зразкiв, вiльних
вiд маркерних послiдовностей.

Аналiз стабiльностi трансформацiї здiйснювали впродовж кiлькох поколiнь трансфор-
мантiв Arabidopsis thaliana (L.) екотипу Columbia. З цiєю метою трансформацiю рослин
здiйснювали за допомогою методу квiткового занурення в агробактерiальну суспензiю. Для
трансформацiї рослин використовували два типи ДНК конструкцiй: pORE-lox1HGC та
pORE-lox2HGC. Рiзниця в будовi конструкцiй полягала в порядку розташування генiв
у трансформуючiй касетi, тому на схемi наводиться будова лише однiєї з цих двох ДНК-кон-
струкцiї. Позитивним контролем для вiдстеження подiї трансформацiї слугувала ДНК-кон-
струкцiя, що позбавлена гена cre та сайтiв ексцизiї. Обидвi ДНК-конструкцiї мiстили такi
послiдовностi, як ген рекомбiнази cre, репортерний ген gus, ген стiйкостi до гiгромiцину
nptII, що обмежувались сайтами ексцизiї loxP, та термiнуюча послiдовнiсть нопалiн-син-
тази (nos) (рис. 1). Перерахованi послiдовностi знаходились пiд контролем 35S промотору.
Ген hptII в обох конструкцiях був винесений за межi сайтiв loxP i у випадку здiйснення
подiї ексцизiї залишався в геномi рослини. Iз загальної кiлькостi трансформованих рослин
було проаналiзовано по 60 зразкiв (у подальшому лiнiй) з поколiння Т0 для кожного типу
ДНК конструкцiї.
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Рис. 1. Схема, яка iлюструє Т-ДНК конструкцiї pORE-lox2HGC: 35S-промотор з вiруса мозаїки кольорової
капусти; hptII — ген стiйкостi до гiгромiцину; nos — нопалiновий термiнатор; GUS — ген глюкуронiдази;
сre — ген рекомбiнази; oriV — сайт початку iнiцiацiї реплiкацiї; nptII — ген неомiцинфосфотрансферази;
ColEI — послiдовнiсть, що вiдповiдає за реплiкацiю плазмiд у клiтинах бактерiї E. coli

У подальшому насiння трансформованих рослин (поколiння Т1) пророщували на селек-
тивному середовищi Мурасiге i Скуга [11] у присутностi гiгромiцину. Для виявлення подiй
ексцизiї в геномi рослин за допомогою рекомбiнази Cre в проростках на етапi селективного
середовища проводили гiстохiмiчний аналiз на наявнiсть GUS-активностi. Оскiльки в обох
типах конструкцiй ген gus знаходився у дiлянцi, обмеженiй сайтами ексцизiї loxP, за допо-
могою GUS-тесту в проростках можна було встановити ефективнiсть роботи рекомбiнази.
Гiстохiмiчне визначення активностi гену gus здiйснювали методом, описаним у роботi [12].
Для того щоб уникнути ефект мовчання генiв у введених Т-ДНК пiд час пророщування рос-
лин на селективному середовищi, лiнiї з негативним або частково негативним результатом
GUS-тесту були висадженi в грунт. Пiсля культивування рослин у грунтi впродовж 21–28 дiб
здiйснювали повторний гiстохiмiчний аналiз рослинних тканин на GUS-активнiсть.

З метою пiдтвердження подiї видалення СМГ, обмежених сайтами ексцизiї loxP, за до-
помогою рекомбiнази Cre проводили молекулярно-генетичний аналiз геному рослин. Для
проведення ПЛР видiляли ДНК зi свiжого листя за методом, описаним у статтi [13]. Амплi-
фiкацiю цiльових послiдовностей (пара праймерiв до послiдовностi в межах 35S промотору
та гену hptII; пара праймерiв до гену cre) за допомогою ПЛР здiйснювали за такою схемою:
початкова денатурацiя −94 ◦С, 30 цикл. [92 ◦С — 30 с, 60 ◦С — 30 с, 72 ◦С — 90 с], 72 ◦С —
5 хв. Продукти амплiфiкацiї роздiляли в 0,8%-му агарозному гелi. Для проведення Саузерн
блот-гiбридизацiї геномну ДНК видiляли, згiдно з методом, описаним у статтi [14]. Геномну
ДНК (не менше 2 мкг на зразок) розрiзали за допомогою рестриктази KpnI, яка розпiзнає
сайти на межi 5�′ - та 3�′ -кiнцiв гену hptII. Фрагменти ДНК роздiляли у 0,8%-му агароз-
ному гелi та переносили на нiтроцелюлозний фiльтр. Для гiбридизацiї використовували
послiдовнiсть гена hptII, мiчену α-P32 по цитозину.

Аналiз ефективностi проростання насiння на селективному середовищi показав, що ста-
бiльнiсть трансформацiї за допомогою обох типiв векторних конструкцiй (pORE-lox1HGC
й pORE-lox2HGC) у поколiннi Т1 є високою. Отриманi данi свiдчать про стабiльну експре-
сiю кожної з векторних конструкцiй в трансформантах. Отриманi результати подальшого
аналiзу трансформантiв з використанням GUS-тесту трансгенних лiнiй арабiдопсису бу-
ло подiлено на три групи: перша — лiнiї з позитивним результатом GUS-тесту (рослини
забарвлювались повнiстю); друга — лiнiї, в яких були присутнi проростки з позитивним
i негативним результатами GUS-тесту; третя — лiнiї з негативним результатом GUS-тесту.
Вiдзначено, що в лiнiях першої групи досить велика кiлькiсть зразкiв була забарвлена ли-
ше частково (неоднорiдне забарвлення тканин або окремих частин рослини), що вказує
на виникнення химерностi. Неоднорiдне забарвлення рослинних тканин свiдчить про ви-
далення маркерних послiдовностей з геном gus не з усього органiзму, а лише в окремих
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Рис. 2. Детекцiя видалення маркерної послiдовностi рекомбiназою Cre за допомогою ПЛР (у 0,8%-му агаро-
зному гелi): 1 — перевiрка присутностi ДНК конструкцiї в рослинному геномi (праймери до 35S промотору
та nptII ), розмiр продукту 0,3 Kbp; 2 — виявлення рослин iз неактивною рекомбiназою Cre (праймери до
послiдовностей в межах сайтiв ексцизiї), розмiр продукту 1,8 Kbp (подiя автоексцизiї не вiдбулась)

Рис. 3. Блот-гiбридизацiя геномної ДНК рiзних лiнiй трансгенних рослин арабiдопсису поколiння Т1 до
мiченої послiдовностi гена hptII: 1 — позитивний контроль, плазмiда pORE-lox2HGC; 2 — негативний конт-
роль (ДНК з дикого типу A. thaliana); 3–5 та 7, 8 — видалення дiлянки ДНК, обмеженої loxP -сайтами
з геному трансформантiв; 6, 7 — зразки геномiв трансформантiв з невидаленими дiлянками СМГ

сукупностях клiтин. За результатами GUS-тесту з’ясували, що приблизно 25% дослiджува-
них лiнiй, трансформованих ДНК конструкцiєю pORE-lox1HGC, є вiльними вiд маркерних
послiдовностей, а в 12% лiнiй було виявлено як GUS-позитивнi, так i GUS-негативнi зраз-
ки. В лiнiях, трансформованих ДНК-конструкцiєю pORE-lox2HGC, вiдбулась автоексцизiя
в 15% загальної кiлькостi протестованих лiнiй. Кiлькiсть лiнiй другої групи становила 13%.
За результатами попереднього гiстохiмiчного аналiзу, проведеного на рослинах поколiння
Т0, вiдзначено прирiст лiнiй третьої групи приблизно на 5–7% для кожного типу ДНК-кон-
струкцiї, що свiдчить про роботу рекомбiнази i в наступних поколiннях трансформантiв.

Для пiдтвердження роботи рекомбiнази та подiї видалення ДНК у межах сайтiв ексцизiї
пiсля 3–4 тижнiв культивування рослин у грунтi було проведено їх ПЛР аналiз (рис. 2).
У реакцiї використовувались праймери до 35S промотору та гена hptII поза межами сайтiв
ексцизiї loxP, а також пара праймерiв до гена nptII.

Саузерн-блот аналiз здiйснювали для пiдтвердження результатiв ПЛР та для виявлення
мультикопiйностi Т-ДНК у геномi (рис. 3). Оскiльки експресiя привнесених генiв у рос-
линах залежить вiд кiлькостi копiй Т-ДНК на геном, використання рекомбiназної ексцизiї
дає змогу мiнiмiзувати ефект мультикопiйностi. Вперше така властивiсть сайт-специфiчних
рекомбiназ була описана в роботi [15]. Отже, за допомогою проведеної блот-гiбридизацiї
виявлено, що в зразках 7 й 8 кiлькiсть Т-ДНК зведена до мiнiмуму на геном.

Таким чином, в ходi проведеної роботи, продемонстровано ефективне використання но-
вого пiдходу для отримання трансгенних лiнiй рослин, вiльних вiд маркерних послiдовнос-
тей, та досягнення стабiльностi експресiї Т-ДНК в наступному поколiннi трансформантiв.
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За допомогою проведеного гiстохiмiчного аналiзу трансформантiв поколiння Т1 нами вiд-
значена стабiльна експресiя Т-ДНК у рослинному геномi для обох типiв конструкцiй. Ра-
зом з тим у деяких трансформантiв з позитивним результатом GUS-тесту експресiя гена gus
спостерiгалась нерiвномiрно в рiзних тканинах рослин, що свiдчить про їх химернiсть (неод-
норiдне забарвлення тканин). Вiдповiдно можна вважати, що в наступних поколiннях лiнiй
з химерними зразками сайт-специфiчне видалення маркерних послiдовностей вiдбудеться
до кiнця. Крiм цього було з’ясовано, що в поколiннi рослин Т1 кiлькiсть лiнiй арабiдопсису,
вiльних вiд маркерних послiдовностей, пiдвищувалась приблизно на 5–7%. Отже, методи-
ка отримання трансформантiв з використанням сайт-специфiчної рекомбiназної системи
Cre/loxP є простою та не вимагає проходження додаткових етапiв для активацiї роботи
рекомбiнази. Тому даний пiдхiд можна ефективно застосовувати для отримання генетично
модифiкованих рослин, вiльних вiд маркерних послiдовностей.
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А.С. Секан, С.В. Исаенков

Одноэтапное получение трансформантов Arabidopsis thaliana,
не содержащих маркерных последовательностей, с помощью
сайт-специфической рекомбиназной системы Cre/loxP
под контролем минимального 35S промотора

В ряде публикаций описано использование сайт-специфической рекомбиназной системы
Cre/loxP под контролем тканеспецифических промоторов для получения трансформантов,
не содержащих селективных маркерных геном (СМГ). Недостатком в данном случае явля-
ется необходимость создания специфических условий во время трансформации или вовле-
чения дополнительных агентов для инициации экспрессии рекомбиназы. Нами разработан
новый подход к использованию сайт-специфической рекомбиназной системы Cre/loxP для
получения генетически модифицированных растений, свободных от СМГ, и установлена
эффективность работы рекомбиназы Cre в следующем поколении трансформированных ра-
стений A. thaliana.

A. S. Sekan, S.V. Isaenkov

One-step transformation with site-specific recombinase Cre/loxP
system under the control of minimal 35S promoter for the development
of marker-free transgenic Arabidopsis thaliana plants

In a number of works, the successful use of the site-specific recombinase system Cre/loxP under
the control of chemical promoters to obtain marker-free transgenic plants was described. However,
providing the transformation process with the conditional or another kind of treatment to initiate
the recombinase expression is the disadvantage of this method. We have developed a new approach
in the site-specific recombinase system Cre/loxP to produce marker-free genetically modified plants
without any treatment and shown the efficiency of Cre recombinase in the progeny of transformed
plants A. thaliana.
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Вплив антиагрегантної терапiї на iмунологiчний статус

у хворих на уперше виниклу стенокардiю

(Представлено академiком НАН України О.О. Мойбенком)

Обстежено 42 хворих на уперше виниклу стенокардiю (УВС) вiком вiд 45 до 65 рокiв
i 18 клiнiчно здорових людей. Популяцiї i субпопуляцiї лiмфоцитiв визначали за методом
моноклональних антитiл, iмуноглобулiни Ig G, Ig A, Ig M та циркулюючi iмуннi ком-
плекси (ЦIК) у плазмi кровi — за методом Манчiнi. Результати дослiдження показали,
що комбiнацiя клопiдогрелю з аспiрином (аспiгрель) у базиснiй терапiї хворих на УВС
є бiльш ефективною порiвняно з базисною терапiєю, яка включала тiльки клопiдогрель,
про що свiдчить позитивна динамiка переважної кiлькостi показникiв iмунного стату-
су хворих. Пiсля проведеного лiкування у хворих на УВС не виявлено повної нормалiзацiї
показникiв клiтинного i гуморального iмунiтету, що, можливо, пов’язано з вираженим
пригнiченням загальної iмунної вiдповiдi у цiєї категорiї хворих i необхiднiстю пошуку
нових лiкарських засобiв.

В усiх сучасних кардiологiчних посiбниках прийом антитромбоцитарних засобiв є обов’язко-
вим компонентом лiкування iшемiчної хвороби серця (IХС) та стенокардiї [1–4, 6, 8]. Зокре-
ма, основними антитромбоцитарними препаратами в арсеналi сучасного лiкаря є аспiрин,
тиклопiдин, клопiдогрель [9, 10]. Аспiрин — „еталонний” i обов’язковий засiб антитромбо-
цитарної терапiї у всiх хворих на IХС, у яких немає протипоказань, а також при лiкуваннi
хворих з атеросклерозом iнших вiддiлiв судинного русла [3]. В основi антитромбоцитарної
дiї ацетилсалiцилової кислоти (аспiрину) лежить iнгiбування циклооксигенази та синтезу
тромбоцитарного тромбоксану А 2. При призначеннi аспiрину пацiєнтам зi стабiльною сте-
нокардiєю в середньому на 33% знижується ризик несприятливих серцево-судинних подiй:
iнфаркту мiокарда, раптової смертi [2–4, 6].

Клопiдогрель iнгiбує агрегацiю тромбоцитiв, викликану АДФ, тромбiном, колагеном,
тромбоксаном А 2 i фактором агрегацiї тромбоцитiв. Крiм того, при стабiльнiй стенокардiї
тиклопiдин знижує в’язкiсть кровi, зменшуючи концентрацiю фiбриногену плазми. Подiб-
но тиклопидину, клопiдогрель є похiдним тiєнопiридину, однак перевершує тиклопiдин за
антитромботичним ефектом.
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У пацiєнтiв, якi перенесли гострий коронарний синдром, при наявностi протипоказань
або при виникненнi побiчних ефектiв аспiрину можна застосувати альтернативнi антиагре-
ганти — тиклопiдин або клопiдогрель [1, 7, 9, 11]. Крiм того, поєднання аспiрину i клопi-
догрелю дозволяє пiдвищити ефективнiсть лiкування гострого коронарного синдрому по-
рiвняно з застосуванням лише аспiрину (дослiдження CURE, 2001) [7]. Вiдомо, що iмунне
запалення на сучасному етапi наукових дослiджень розглядається як однин з провiдних
механiзмiв атеросклерозу. Доцiльним є проаналiзувати змiни iмунного статусу хворих з не-
стабiльною стенокардiєю (НС) пiд впливом клопiдогрелю i комбiнованого препарату аспi-
грелю, який поєднує клопiдогрель з аспiрином.

Мета нашого дослiдження — вивчення динамiки змiн клiтинного та гуморального iму-
нiтету пiд впливом клопiдогрелю i аспiгрелю у хворих на уперше виниклу стенокардiю
(УВС).

Матерiал i методи дослiдження. Обстежено 42 хворих на уперше виниклу стено-
кардiю (УВС) вiком вiд 45 до 65 рокiв (середнiй вiк становив 54,6–8,5 рока) i 18 клiнiчно
здорових людей (КГ). Дiагноз НС встановлювали на пiдставi Наказу МОЗ № 436 вiд 03.07.
2006 р. (Протокол надання медичної допомоги хворим iз гострим коронарним синдромом
без елевацiї ST (iнфаркт мiокарда без зубця Q i нестабiльна стенокардiя). Код МКХ 10:
I20 — I22.)). За класифiкацiєю, наданою в рекомендацiях з дiагностики та лiкування НС
Агенства США з полiтики в галузi охорони здоров’я та наукових дослiджень за рекомен-
дацiєю Є. Браунвальда (1996 р.) [5], для дослiдження були взятi хворi з УВС (дiагноз вста-
новлюється протягом 28 дiб вiд появи першого ангiнозного нападу). В обстеження не вклю-
чали хворих iз серцевою недостатнiстю II Б та III стадiї, миготливою аритмiєю, супутнiми
захворюваннями в стадiї декомпенсацiї, онкологiчними захворюваннями, захворюваннями
опорно-рухового апарату.

Визначення популяцiї i субпопуляцiї лiмфоцитiв проводили методом моноклональних
антитiл (визначення фенотипування лiмфоцитiв в тестах розеткоутворення з частинка-
ми, покритими моноклональними антитiлами CD3, CD4, CD8, CD22), де СD3+ — попу-
ляцiя Т-лiмфоцитiв; CD4+ — субпопуляцiя Т-хелперiв; CD8+ — субпопуляцiя Т-супресо-
рiв; CD22+ — популяцiя В-лiмфоцитiв. Iмуноглобулiни Ig G, A, M та циркулюючi iмуннi
комплекси (ЦIК) у плазмi кровi визначали за методом Манчiнi.

Результати та обговорення. Пiсля базисної терапiї, яка включала клопiдогрель,
у хворих на УВС нормалiзувалися такi показники клiтинного iмунiтету: субпопуляцiя Т-хел-
перiв (CD4+), субпопуляцiя Т-супресорiв (CD8+), популяцiя В-лiмфоцитiв (CD22+), iмуно-
регуляторний iндекс (IРI). У хворих на УВС, терапiя яких включала аспiгрель, крiм наве-
дених показникiв, виявлено ще нормалiзацiю популяцiї Т-лiмфоцитiв (CD+) (див. табл. 1).

Привертає увагу те, що у хворих на УВС, базисна терапiя яких включала клопiдогрель,
не спостерiгається позитивної динамiки показникiв гуморального iмунiтету, а у хворих, якi
приймали аспiгрель, нормалiзувалися IgG i ЦIК.

Необхiдно вiдзначити, що у дослiджуваних пацiєнтiв обох груп пiсля проведеного лiку-
вання виявлено достовiрно нижчий вмiст лiмфоцитiв i рiвень IgA, що, можливо, пов’язано
з пригнiченням загальної iмунної вiдповiдi у хворих на IХС.

При порiвняннi динамiки клiтинного i гуморального iмунiтету у хворих на УВС, якi
приймали базисну терапiю з включенням клопiдогрелю або аспiгрелю, спостерiгається дос-
товiрна рiзниця за деякими показниками iмунного статусу.

У хворих, що приймали аспiгрель, порiвняно з хворими, терапiя яких включала клопi-
догрель, виявлено достовiрно вищий вмiст лiмфоцитiв — на 18,8%, популяцiї Т-лiмфоцитiв

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №3 165



Таблиця 1. Динамiка iмунологiчних показникiв у хворих на УВС пiсля лiкування з включенням клопiдо-
грелю i аспiгрелю порiвняно з КГ (M ±m)

Показники КГ(I)
УВС (II)

(клопiдогрель)
УВС (III)
(аспiгрель)

Р I-II Р I-III Р II-III

Лiмфоцити, % 29,95–0,61 17,3–0,12 21,3–0,21 < 0,01 < 0,05 < 0,05
СD3+, % 49,3–2,7 39,4–1,18 47,34–1,18 < 0,01 > 0,05 < 0,05
CD4+, % 31,19–1,32 33,1–0,13 35,2–0,15 > 0,05 < 0,05 > 0,05
CD8+, % 20,59–0,97 19,6–0,51 20,54–0,34 > 0,05 > 0,05 > 0,05
CD22+, % 19,46–1,5 18,1–0,32 18,10,32 > 0,05 > 0,05 > 0,05
CD4/CD8 1,58–0,01 1,82–0,06 1,7–0,05 > 0,05 > 0,05 > 0,05
IgA, г/л 2,34–0,07 1,91–0,03 1,85–0,06 < 0,05 < 0,05 > 0,05
IgM, г/л 1,05–0,09 1,06–0,04 1,09–0,07 > 0,05 > 0,05 > 0,05
IgG, г/л 10,96–0,84 12,16–0,43 10,24–0,37 < 0,05 > 0,05 < 0,05
ЦIК, ум. од. 1,42–0,06 3,7–0,52 2,01–0,12 < 0,05 > 0,05 < 0,05

(СD3+) — на 16,8%, а також достовiрно менший рiвень IgG — у 1,2 раза, рiвень ЦIК —
у 1,8 раза.

Порiвнявши результати лiкування хворих на УВС, якi отримували базисну терапiю
з включенням клопiдогрелю або аспiгрелю з КГ, можна дiйти висновку: у хворих, якi
отримували аспiгрель, виявлено бiльше показникiв, якi свiдчать про позитивний розви-
ток патофiзiологiчних процесiв, що, в свою чергу, може вказувати на позитивний розвиток
захворювання в цiлому.

Отже, можно зробити такi висновки.
1. Комбiнацiя клопiдогрелю з аспiрином (аспiгрель) у базиснiй терапiї хворих на УВС

є бiльш ефективною порiвняно з базисною терапiєю, яка включала тiльки клопiдогрель, про
що свiдчить позитивна динамiка переважної кiлькостi показникiв iмунного статусу у хворих
II групи.

2. Пiсля проведеного лiкування у хворих на УВС двох дослiджуваних груп не спостерi-
гається повної нормалiзацiї показникiв клiтинного i гуморального iмунiтету, що, можливо,
пов’язано з вираженим пригнiченням загальної iмунної вiдповiдi у цiєї категорiї хворих
i необхiднiстю пошуку нових лiкарських засобiв.
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Т.В. Завальськая

Влияние антиагрегантной терапии на иммунный статус у больных
с впервые возникшей стенокардией

Обследовано 42 больных с впервые возникшей стенокардией (ВВС) возрастом от 45 до
65 лет и 18 клинически здоровых людей. Популяции и субпопуляции лимфоцитов определя-
ли методом моноклональных антител, иммуноглобулины Ig G, Ig A, Ig M и циркулирующие
иммунные комплексы (ЦИК) в сыворотке крови — методом Манчини. Результаты исследо-
вания показали, что комбинация клопидогреля с аспирином (аспигрель) в базисной терапии
больных с ВВС является более эффективной по сравнению с базисной терапией, которая
включала только клопидогрель, о чем свидетельствует положительная динамика преобла-
дающего количества показателей иммунного статуса больных. После проведенного лечения
у больных с ВВС не выявлено полной нормализации показателей клеточного и гумораль-
ного иммунитета, что, возможно, связано с выраженным угнетением общего иммунного
ответа у этой категории больных и необходимостью поиска новых лекарственных средств.

T.V. Zavalskaya

Antiplatelet therapy impact on immunological status in patients with
recent onset of angina pectoris

The study involved 42 patients with recent onset of stenocardia (ROS) aged 45 to 65 and 18 clinically
healthy individuals. Determination of populations and subpopulations of lymphocytes was performed
by monoclonal antibodies. Determination of immunoglobulins Ig G, Ig A, Ig M and circulating
immune complexes (CIC) in blood serum was performed by the Mancini method. The results showed
that basic treatment of patients with ROS by clopidogrel with aspirin (aspigrel) combination is more
effective than the basic treatment that included only clopidogrel, which was indicated by the positive
trend of more indicators of patients’ immune status. Full normalization of cellular and humoral
immunity indices wasn’t found in patients with ROS after treatment, which is possibly associated
with a marked inhibition of the overall immune response in these patients and the need to find
new drugs.
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