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(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.А. Бойчуком)

Встановлено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для
одного класу еволюцiйних псевдодиференцiальних рiвнянь нескiнченного порядку у випад-
ку, коли гранична функцiя є узагальненою функцiєю типу розподiлiв Соболєва–Шварца.

На сьогоднi предметом багатьох дослiджень є псевдодиференцiальнi оператори (ПДО), якi
формально можна подати у виглядi F−1

σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ ], {x, σ} ⊂ Rn, t > 0, де a — функцiя
(символ), що задовольняє певнi умови, F , F−1 — пряме та обернене перетворення Фур’є. Це
зумовлено тим, що ПДО та рiвняння iз псевдодиференцiальними операторами (ПДР) тiсно
пов’язанi з важливими задачами аналiзу сучасної математичної фiзики, теорiєю ймовiрно-
стей, теорiєю фракталiв, квантовою теорiєю поля. Особливо це стосується ПДО, побудова-
них за негладкими в точцi σ = 0 i однорiдними за цим аргументом символами. До класу
ПДО природно вiднести i оператори вигляду F−1

B [a(t, x;σ)FB ] ≡ A, породженi перетворе-
ннями Бесселя FB та F−1

B . Якщо символ a є цiлою функцiєю аргументу σ, то еволюцiйнi
рiвняння вигляду ∂u/∂t+Au = 0 iз вказаним оператором мiстять сингулярнi рiвняння з опе-
ратором Бесселя Bν = d2/dx2+(2ν+1)x−1d/dx, ν > −1/2, який має в своїй структурi вираз
1/x i формально зображається у виглядi Bν = F−1

B [−σ2FB ]. Якщо a(t, x;σ) = P (t, x;σ),
де P — полiном змiнної σ при фiксованих t, x, що задовольняє певну умову “параболi-
чностi”, то таке рiвняння належить до B-параболiчних рiвнянь, введених в [1], при цьому
A = P (t, x;Bν). Такi рiвняння вироджуються на межi областi й за своїми внутрiшнiми
властивостями близькi до рiвномiрно параболiчних рiвнянь.

Еволюцiйнi рiвняння з оператором A = F−1
B [aFB ], де a = a(σ) — однорiдний, неглад-

кий в точцi 0 символ, що задовольняє певнi умови, почали дослiджувати В.В. Городецький
та О.М. Ленюк [2]. Такий оператор надалi називатимемо псевдобесселевим. Для подаль-
шого розвитку теорiї ПДО та ПДР актуальним є питання про розширення класу еволю-
цiйних рiвнянь iз псевдобесселевими операторами, побудованими за негладкими символа-
ми, дослiдження ПДР, якi мiстять ПДО скiнченного та нескiнченного порядкiв вигляду

© В. В. Городецький, О.В. Мартинюк, 2013
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f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k, де f(x) =

∞∑
k=0

ckx
k — функцiя (зокрема, полiном), що задовольняє певнi

умови.
У цiй роботi за допомогою символiв з нового класу, введеного в [3], дослiджуються

властивостi псевдобесселевих операторiв нескiнченного порядку f(A), обгрунтовується зо-
браження таких операторiв у виглядi f(A) = FB [f(a)F

−1
B ].

Для еволюцiйних рiвнянь з операторами f(A) на сьогоднi не вивченi нелокальнi бага-
тоточковi за часом задачi. Взагалi, теорiя нелокальних крайових задач як роздiл загаль-
ної теорiї крайових задач для рiвнянь з частинними похiдними iнтенсивно розвивається
з 70-х рр. минулого столiття. Дослiдження таких задач зумовлене багатьма застосування-
ми в механiцi, фiзицi, хiмiї, бiологiї, екологiї та iнших природничо-наукових дисциплiнах,
якi виникають при математичному моделюваннi тих чи iнших процесiв [4–8].

Двоточкову за часом задачу для рiвняння теплопровiдностi та B-параболiчного рiвнян-
ня зi сталими коефiцiєнтами дослiдив М. I. Матiйчук [9]. Двоточкова та m-точкова (m > 2)
за часом задачi для еволюцiйних рiвнянь iз псевдобесселевими операторами, побудованими
за негладкими однорiдними символами, незалежними вiд просторових змiнних, дослiдженi
в [10, 11]. Такi задачi мають природну постановку i в класах узагальнених функцiй скiн-
ченного або нескiнченного порядкiв, оскiльки граничнi функцiї можуть мати особливостi
в однiй або декiлькох точках. Якщо цi особливостi степеневого порядку, то такi функцiї
допускають регуляризацiю в просторах узагальнених функцiй скiнченного порядку типу
розподiлiв Соболєва–Шварца. Якщо ж порядок особливостей вищий за степеневий, то цi
функцiї є узагальненими функцiями нескiнченного порядку (наприклад, ультрарозподiла-
ми, гiперфункцiями). У данiй роботi встановлюється коректна розв’язнiсть нелокальної
m-точкової (m > 1) за часом задачi для рiвняння ∂u/∂t + f(A)u = 0 у випадку, коли
гранична функцiя є узагальненою функцiєю типу розподiлiв Соболєва–Шварца.

1. Простори основних та узагальнених функцiй. Нехай M , ρ: R → [0,∞) — непе-
рервнi, парнi на R функцiї, диференцiйовнi, монотонно зростаючi на (0,∞), M(0) = ρ(0) =
= 0, lim

x→+∞
M(x) = lim

x→+∞
ρ(x) = +∞, причому функцiя ρ опукла на [0,+∞), тобто:

а) ∀ {x1, x2} ⊂ [0,+∞): ρ(x1) + ρ(x2) 6 ρ(x1 + x2);
б) ∀α > 1 ∀x ∈ [0,+∞): ρ(αx) > αρ(x);
в) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞): ρ(αx) 6 αρ(x).
Припускаємо також, що виконуються такi умови:

∀ ε > 0 ∃x0 = x0(ε) > 0 ∀x > x0 : ρ(εx) >M(x),

ρ(x) ∼
x→+0

xγ , γ ∈ (1,+∞), M(x) ∼
x→+0

xβ, β ∈ (0, 1],

де γ та β — фiксованi параметри.
Символом θM,ρ позначимо сукупнiсть усiх неперервних, парних на R функцiй ϕ: R → R,

нескiнченно диференцiйовних на R \ {0}, для яких

∃ a0 > 0 ∀ k ∈ Z+ ∃ ck > 0 ∀x ∈ R \ {0} :

Mk(x)|Dk
xϕ(x)| 6 ck

k∑

l=1

ρl(x)e−ρ(a0x)
(1)

(якщо k = 0, то сума вiдсутня, якщо k = 1, то l = 1 i т. д.; якщо k = 0, то (1) справджується
для всiх x ∈ R; сталi ck, a0 > 0 залежать вiд функцiї ϕ).
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Наведемо приклад функцiї з простору θM,ρ, побудованого за конкретними функцiя-
ми M , ρ. Для цього розглянемо функцiю α: R → [0,∞), яка використовується при побудовi
псевдодиференцiальних операторiв: α — неперервна, парна на R функцiя, однорiдна поряд-
ку γ > 1, нескiнченно диференцiйовна на R\{0}, похiднi цiєї функцiї задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ bk > 0 ∀x ∈ R \ {0} : |Dk
xα(x)| 6 bk|x|γ−k, (2)

крiм того, ∃ b0 > 0 ∀x ∈ R: α(x) > b0|x|γ . Умову (2) можна подати у виглядi

Mk(x)|Dk
xα(x)| 6 bkρ(x), x ∈ R \ {0}, k ∈ N,

де M(x) = |x|, ρ(x) = |x|γ . Тодi (див. [3]) функцiя exp{−α(x)} є елементом простору θM,ρ iз
вказаними функцiями M i ρ (така функцiя використовується при дослiдженнi задачi Кошi
для еволюцiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами, для яких функцiя α
є негладким у точцi 0 однорiдним символом).

Вiдзначимо основнi властивостi функцiй з простору θM,ρ, встановленi в [3]: у функцiї
Dk

xϕ, ϕ ∈ θM,ρ, x 6= 0, k ∈ N, iснують скiнченнi одностороннi границi lim
x→±0

Dk
xϕ(x), функцiя

D2k
x ϕ, x 6= 0, k ∈ N, у точцi x = 0 має усувний розрив, кожна функцiя ϕ ∈ θM,ρ у точцi 0

задовольняє умову Дiнi. Про топологiчну структуру простору θM,ρ див. [3].
Нехай ν — фiксоване число з множини {3/2; 5/2; 7/2; . . .}. На функцiях з простору θM,ρ

визначене перетворення Бесселя FBν ≡ FB :

FB [ϕ](ξ) =

∞∫

0

ϕ(x)jν(xξ)x
2ν+1dx, ϕ ∈ θM,ρ,

де jν — нормована функцiя Бесселя. Нехай FBν [θM,ρ] := Φν
β,γ . Елементами простору Φν

β,γ

є нескiнченно диференцiйовнi на R функцiї, що задовольняють нерiвностi (див. [12]):

|Dm
ξ FB [ϕ](ξ)| 6 αm(1 + |ξ|)−(ω0+m), m ∈ Z+, ξ ∈ R, ϕ ∈ θM,ρ,

ω0 = p̃0 + [β−1[γ]], p̃0 = 1 + p0, p0 = 2ν + 1, [·] — цiла частина числа.
Φν
β,γ перетворюється в злiченно-нормований простiр, якщо систему норм у ньому ввести

за формулами

‖ϕ‖p := sup
ξ∈[0,∞)

{
p∑

k=0

Λ(ξ)ω̃0+2k|D2k
ξ ϕ(ξ)|

}
, ϕ ∈ Φν

β,γ, p ∈ Z+,

де Λ(ξ) := 1 + ξ, ξ ∈ [0,∞), ω̃0 = ω0 − ε, 0 < ε < 1 — фiксований параметр. Перетворення
Бесселя неперервно вiдображає θM,ρ на Φν

β,γ [12]; на функцiях iз простору Φν
β,γ визначене

обернене перетворення Бесселя F−1
Bν

≡ F−1
B :

F−1
B [ψ](x) = cν

∞∫

0

ψ(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, ψ ∈ Φν

β,γ , cν = (22νΓ2(ν + 1))−1.

У просторi Φν
β,γ визначений i є неперервним оператор узагальненого зсуву аргументу

T ξ
x , який вiдповiдає оператору Бесселя [13]:

T ξ
xϕ(x) = bν

π∫

0

ϕ
(√

x2 + ξ2 − 2xξ cosω
)
sin2ν ωdω, ϕ ∈ Φν

β,γ,
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де bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)). Операцiя узагальненого зсуву аргументу ϕ → T ξ
xϕ

диференцiйовна (навiть нескiнченно диференцiйовна) у просторi Φν
β,γ у тому розумiннi, що

граничнi спiввiдношення (∆ξ)−1(T ξ+∆ξ
x ϕ(x)−T ξ

xϕ(x)) → ∂T ξ
xϕ/∂ξ, ∆ξ → 0, справджуються

в просторi Φν
β,γ .

Символом (Φν
β,γ)

′ позначатимемо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи називати-
мемо узагальненими функцiями.

Оскiльки в просторi Φν
β,γ визначена операцiя узагальненого зсуву аргументу, то згортку

узагальненої функцiї f ∈ (Φν
β,γ)

′ з основною задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) = 〈fξ, T ξ
xϕ(x)〉 ≡ 〈fξ, T x

ξ ϕ(ξ)〉, ϕ ∈ Φν
β,γ ,

при цьому f ∗ ϕ є нескiнченно диференцiйовною на R функцiєю (iндекс ξ в fξ означає, що
функцiонал f дiє на T ξ

xϕ(x) як функцiю аргументу ξ).
Нехай f ∈ (Φν

β,γ)
′. Якщо f ∗ ϕ ∈ Φν

β,γ , ∀ϕ ∈ Φν
β,γ , i iз спiввiдношення ϕν → 0 при ν → ∞

за топологiєю простору Φν
β,γ випливає, що f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ за топологiєю простору

Φν
β,γ, то функцiонал f називається згортувачем у просторi Φν

β,γ . Надалi сукупнiсть усiх
таких згортувачiв позначатимемо символом (Φν

β,γ,∗)
′.

Оскiльки FB [ϕ] ∈ Φν
β,γ, якщо ϕ ∈ θM,ρ, то перетворення Бесселя узагальненої функцiї

f ∈ (Φν
β,γ)

′ визначимо за допомогою спiввiдношення 〈FB [f ], ϕ〉 = 〈f, FB [ϕ]〉, ϕ ∈ θM,ρ. Звiдси,
з властивостей лiнiйностi i неперервностi функцiонала f та перетворення Бесселя випливає
лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiонала FB [f ], заданого на θM,ρ.

2. Псевдобесселевi оператори нескiнченного порядку. Нехай M , ρ: R → [0,∞) —
функцiї, розглянутi в п. 1, γ ∈ (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .} — фiксоване число, a: R → [0,∞) —
неперервна, парна на R функцiя, однорiдна порядку γ, нескiнченно диференцiйовна на
R \ {0}, похiднi якої задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ b′k > 0 ∀x ∈ R \ {0} : Mk(x)|Dk
xa(x)| 6 b′kρ(x),

причому

∃ c0 > 0 ∃ c̃0 > 0 ∀x ∈ R : c0ρ(x) 6 a(x) 6 c̃0(1 + ρ(x)).

Безпосередньо переконуємося в тому, що функцiя a — мультиплiкатор у просторi θM,ρ.
У зв’язку з цим розглянемо оператор A: Φν

β,γ → Φν
β,γ , який задамо формулою Aϕ =

= FB [aF
−1
B [ϕ]], ∀ϕ ∈ Φν

β,γ . Iз властивостей перетворення Бесселя (прямого та оберненого)
випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть оператора A.

Говоритимемо, що в просторi Φν
β,γ задано псевдобесселевий оператор нескiнченного по-

рядку f(A) =
∞∑
k=1

ckA
k, де f(x) =

∞∑
k=1

ckx
k, x ∈ R, якщо для довiльної основної функцiї

ϕ ∈ Φν
β,γ ряд (f(A)ϕ)(x) :=

∞∑
k=1

ck(A
kϕ)(x) зображає деяку основну функцiю з простору

Φν
β,γ. Видiлимо тут класи функцiй, за допомогою яких можна будувати оператори вказано-

го вигляду. Нехай функцiя f(x) =
∞∑
k=1

ckx
k, x ∈ R, допускає аналiтичне продовження у всю

комплексну площину i задовольняє умови:
(а) ∃ d0 > 0 ∀x ∈ R: f(x) > d0|x|;
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(б) ∀ k ∈ Z+ ∃ pk ∈ N ∃ b̃k > 0 ∀x ∈ R: |Dk
xf(x)| 6 b̃k(1 + |x|)pk ;

(в) ∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z = x + iy ∈ C: |f(z)| 6 cε(1 + |x|)p0eρ(εy)
(тут p0 — стала з умови (б)).

Зазначимо, що з умови (б) випливає той факт, що функцiя f — мультиплiкатор у прос-
торi θM,ρ.

Теорема 1. Якщо функцiя f задовольняє умови (б), (в), то в просторi Φν
β,γ визначений

i є неперервним оператор f(A) ≡ Af , при цьому Afϕ = FB [f(a)F
−1
B [ϕ]], ϕ ∈ Φν

β,γ.
3. Нелокальнi за часом багатоточковi задачi. Нехай p ∈ N, {γi}pi=1 ⊂ (1,+∞)\

{2, 3, 4, . . .} — фiксованi числа, причому γ1 < γ2 < · · · < γp; M , ρi, aγi : R → [0,∞), i ∈
∈ {1, . . . , p}, — функцiї, якi задовольняють умови, сформульованi в п. п. 1, 2; f(x) =

∞∑
k=1

ckx
k,

x ∈ R, — функцiя, розглянута в п. 2, Af,i ≡ Ai, i ∈ {1, . . . , p}, — псевдобесселевий оператор
нескiнченного порядку, побудований за функцiями f та aγi .

Для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
+

p∑

i=1

Aiu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (3)

розглянемо багатоточкову за часом задачу

µu(t, ·)|t=0 −
m∑

k=1

µku(t, ·)|t=tk = ϕ, (4)

де T ∈ (0,∞), m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] — фiксованi числа,

причому µ > max

{
m∑
k=1

µk, µ02
m

}
, µ0 = max{µ1, . . . , µm}, 0 < t1 < t2 < · · · < tm 6 T ,

ϕ ∈ Φν
β,γ. За допомогою методу перетворення Бесселя знаходимо, що класичний розв’язок

u(t, ·) ∈ C1((0, T ],Φν
β,γ) задачi (3), (4) подається у виглядi згортки:

u(t, x) = Γ(t, x) ∗ ϕ(x) ≡
∞∫

0

T ξ
xΓ(t, x)ϕ(ξ)ξ

2ν+1dξ, (t, x) ∈ Ω,

де Γ(t, x) = FB [Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = exp

{
−t

p∑

i=1

f(ai(σ))

}(
µ−

m∑

k=1

µk exp

{
−tk

p∑

i=1

f(ai(σ))

})−1

.

Основнi властивостi функцiї Γ наведемо у виглядi таких тверджень.
Лема 1. 1. При кожному t ∈ (0, T ] функцiя Γ, як функцiя аргументу x, є елементом

простору Φν
β,γ1 , при цьому справджуються оцiнки

|Ds
xΓ(t, x)| 6 cs

∞∑

r=0

µ̃r(t+ r)[β
−1[γ1]]/γp−δ(s)((t+ rt1)

1/γ1 + |x|)−(ω0+s),

s ∈ Z+, (t, x) ∈ Ω,
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де µ̃ = µ02
mµ−1 < 1, δ(s) = p̃s(ν + 3/2 + [β−1[γ1]] + s), p̃s = max{p0, p1, . . . , ps} (p0, p1, . . . ,

ps — сталi з умови (б), яку задовольняє функцiя f), стала cs > 0 не залежить вiд t.
2. Функцiя Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями в прос-

торi Φν
β,γ1, диференцiйовна за t.

3. Функцiя Γ є розв’язком рiвняння (3).
Оскiльки Γ(t, ·) ∈ Φν

β,γ1 при кожному t ∈ (0, T ], то для довiльного ϕ ∈ (Φν
β,γ1)

′ iснує
згортка ϕ ∗ Γ(t, ·) (див. п. 1).

Лема 2. У просторi (Φν
β,γ1)

′ справджуються граничнi спiввiдношення:

а) Γ(t, ·) →
(
µ −

m∑
k=1

µk

)
δ, t → +0;

б) µ lim
t→+0

Γ(t, ·) −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Γ(t, ·) = δ (тут δ — дельта-функцiя Дiрака);

в) µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = ϕ, де ω(t, ·) = ϕ ∗ Γ(t, ·), ϕ ∈ (Φν
β,γ1,∗)

′, (t, x) ∈ Ω.

З леми 2 випливає, що нелокальну за часом m-точкову граничну умову (4) для рiвнян-
ня (3) можна ставити i у випадку, коли ϕ — узагальнена функцiя з простору (Φν

β,γ1,∗)
′, при

цьому пiд розв’язком m-точкової задачi (3), (4) розумiтимемо розв’язок рiвняння (3), який
задовольняє умову (4) з ϕ ∈ (Φν

β,γ1,∗)
′ у сенсi узагальнених функцiй, тобто

µ lim
t→+0

u(t, ·) −
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = ϕ,

де границi розглядаються в просторi (Φν
β,γ1)

′. Правильним є таке твердження.
Теорема 2. m-точкова задача (3), (4) з граничною функцiєю ϕ ∈ (Φν

β,γ1,∗)
′ є коректно

розв’язною; розв’язок дається формулою

u(t, x) = ϕ ∗ Γ(t, x), (t, x) ∈ Ω;

при цьому u(t, ·) ∈ Φν
β,γ1 при кожному t ∈ (0, T ].

Зауваження. Функцiю Γ(t, x), яка має вказанi властивостi, називають фундаментальним
розв’язком багатоточкової задачi (3), (4).
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УДК 517+519.2

М. В. Миронюк

Теорема Хейде на a-адических соленоидах

(Представлено академиком НАН Украины Е.Я. Хрусловым)

Согласно теореме Хейде, гауссовское распределение на действительной прямой характе-
ризуется симметрией условного распределения одной линейной формы от независимых
случайных величин при фиксированной другой. Рассмотрен аналог теоремы Хейде для
a-адических соленоидов.

Одна из наиболее известных теорем математической статистики теорема Скитовича–Дар-
муа утверждает, что гауссовское распределение на вещественной прямой характеризуется
независимостью линейных форм от независимых случайных величин [1, 2] (см. также [3,
§ 13.1]). Хейде доказал близкий результат, где вместо независимости линейных форм пред-
полагалось, что условное распределение одной линейной формы при фиксированной второй
симметрично.

Теорема Хейде [4] (см. также [3, § 13.4.1]). Пусть ξ1, . . . , ξn, n > 2, — независимые
случайные величины, αj , βj — ненулевые константы такие, что βiα

−1
i ± βjα

−1
j 6= 0 при

всех i 6= j. Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1+· · ·+βnξn при фиксиро-
ванной L1 = α1ξ1 + · · ·+αnξn симметрично, то все случайные величины ξj — гауссовские.

В работах [5, 6] были доказаны аналоги теоремы Хейде для конечных абелевых групп, а
в работах [7, 8] — для дискретных абелевых групп. В работе [9] теорема Хейде изучалась для
произвольных локально компактных абелевых групп в случае, когда характеристические
функции рассматриваемых распределений не обращаются в нуль. В [10] была сформули-
рована задача обобщения теоремы Хейде на a-адические соленоиды. В настоящей работе
мы решаем эту задачу.

Прежде чем формулировать результаты работы, напомним некоторые определения и ус-
ловимся об обозначениях. Пусть X — локально компактная сепарабельная абелева метри-
ческая группа, Aut(X) — группа топологических автоморфизмов X. Пусть Y = X∗ —
группа характеров группы X. Если δ : X 7→ X — непрерывный гомоморфизм, то сопряжен-
ный гомоморфизм δ̃ : Y 7→ Y определяется по формуле (x, δ̃y) = (δx, y) для всех x ∈ X,
y ∈ Y . Отметим, что δ ∈ Aut(X) тогда и только тогда, когда δ̃ ∈ Aut(Y ). Если n — це-
лое, n 6= 0, то через fn обозначим гомоморфизм fn : X 7→ X, определяемый формулой
fn(x) = nx. Обозначим через R — группу вещественных чисел, через Z — группу целых
чисел, через Q — рассматриваемую в дискретной топологии группу рациональных чисел,
через Z(n) — конечную циклическую группу порядка n. Обозначим через Z(p∞) рассма-
триваемую в дискретной топологии группу корней степени pn из единицы, где n принимает
все неотрицательные целые значения (эту группу мы отождествляем с группой вычетов по
модулю 1 группы p-ично рациональных чисел).

Пусть a = (a0, a1, . . .), где все aj ∈ Z, aj > 1. Напомним определение группы це-
лых a-адических чисел ∆a. Как множество, ∆a совпадает с декартовым произведением
∞
P
n=0

{0, 1, . . . , an − 1}. Рассмотрим x = (x0, x1, x2, . . .), y = (y0, y1, y2, . . .) ∈ ∆a, и определим
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сумму z = x + y следующим образом. Пусть x0 + y0 = t0a0 + z0, где z0 ∈ {0, 1, . . . , a0 − 1},
t0 ∈ {0, 1}. Предположим, что числа z0, z1, . . . , zk; t0, t1, . . . , tk уже определены. Положим то-
гда xk+1+yk+1+tk = tk+1ak+1+zk+1, где zk+1 ∈ {0, 1, . . . , ak+1−1}, tk+1 ∈ {0, 1}. Таким обра-
зом по индукции определена последовательность z = (z0, z1, z2, . . .). Множество ∆a с опре-
деленным выше сложением является абелевой группой, нейтральный элемент которой —
последовательность в ∆a, состоящая из нулей. Рассмотрим ∆a в топологии произведения.
Полученная группа называется группой целых a-адических чисел. Если a = (p, p, . . . , p, . . .),
где p — простое число, то соответствующая группа называется группой p-адических целых
чисел и обозначается через ∆p. Отметим, что ∆∗

p ≈ Z(p∞) (см. [11, § 25.2]).
Рассмотрим группу R×∆a. Пусть B — подгруппа в R×∆a вида B = {(n, nu)}∞n=−∞, где

u = (1, 0, . . . , 0, . . .). Фактор-группа Σa = (R ×∆a)/B называется a-адическим соленоидом.
Группа Σa компактна, связна и имеет размерность один [11, 10.12, 10.13, 24.28]. Группа
характеров группы Σa топологически изоморфна подгруппе Ha ⊂ Q вида

Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ; m ∈ Z

}
.

Не ограничивая общности, мы будем считать, что если X = Σa, то Y = X∗ = Ha.
Пусть µ̂(y) =

∫
X

(x, y) dµ(x) — характеристическая функция распределения µ на X.

Распределение γ ∈ M1(X) называется гауссовским [12, § 4.6], если его характеристи-
ческая функция представима в виде

γ̂(y) = (x, y) exp{−ϕ(y)},
где x ∈ X, а ϕ(y) — непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая урав-
нению

ϕ(u+ v) + ϕ(u− v) = 2[ϕ(u) + ϕ(v)], u, v ∈ Y.

Отметим, что если X = Σa, то ϕ(y) = λy2, где λ > 0, y ∈ Y = Ha.
Заметим, что носитель гауссовского распределения на произвольной локально компакт-

ной абелевой группе X — это класс смежности некоторой связной подгруппы группы X.
Тогда если γ — невырожденное гауссовское распределение на группе X = Σa, то σ(γ) = X.
Обозначим через Γ(X) множество гауссовских распределений на X.

Обозначим через I(X) множество идемпотентных распределений на X, т. е. множество
сдвигов распределений Хаара mK компактных подгрупп K группы X. Отметим, что если
распределение µ ∈ Γ(X)∗I(X), т. е. µ = γ∗mK, где γ ∈ Γ(X), то µ инвариантно относительно
компактной подгруппы K ⊂ X и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K µ индуцирует
на фактор-группе X/K гауссовское распределение.

Пусть ξ1, ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X = Σa и с рас-
пределениями µ1, µ2. Рассмотрим линейные формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2,
где αj , βj ∈ Aut(X) и β1α

−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Предположим, что условное распреде-

ление линейной формы L2 при фиксированной L1 симметрично. Изучая возможные рас-
пределения µj на X, можно считать, что L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2, где δj ∈ Aut(X)
и δ1±δ2 ∈ Aut(X). Действительно, вводя новые независимые случайные величины ξ′j = αjξj,
j = 1, 2, мы сводим задачу к такому виду форм. Заметим, что любой топологический ав-
томорфизм δ группы X имеет вид

δ = fpf
−1
q
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при некоторых взаимно простых p и q, где fp, fq ∈ Aut(X). Поскольку при любом δ ∈ Aut(X)
условное распределение линейной формы L2 при фиксированной L1 симметрично тогда
и только тогда, когда условное распределение линейной формы δL2 при фиксированной L1

симметрично, то, не ограничивая общности, можно с самого начала предполагать, что L1 =
= ξ1 + ξ2, L2 = pξ1 + qξ2, где p, q ∈ Z, pq 6= 0, p и q — взаимно просты, fp, fq, fp±q ∈ Aut(X).
Сформулируем теперь основной результат работы.

Теорема 1. Пусть X = Σa. Предположим, что fp, fq, fp±q ∈ Aut(X), p и q взаимно
просты. Имеют место следующие утверждения:

1. Пусть pq = −3. Пусть ξ1, ξ2 — независимые случайные величины со значениями
в группе X и с распределениями µ1, µ2. Если условное распределение линейной формы L2 =
= pξ1 + qξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, то по крайней мере одно из
распределений µj ∈ Γ(X) ∗ I(X).

2. Пусть pq 6= −3. Тогда существуют независимые случайные величины ξ1, ξ2 со значе-
ниями в группе X и с распределениями µ1, µ2 такими, что условное распределение линей-
ной формы L2 = pξ1 + qξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, а распределения
µj 6∈ Γ(X) ∗ I(X), j = 1, 2.

Теорему 1 можно рассматривать как групповой аналог теоремы Хейде для a-адических
соленоидов. Для доказательства теоремы 1 нам понадобится несколько утверждений.

Лемма 1. Пусть X — локально компактная сепарабельная абелева метрическая груп-
па. Пусть ξ1, ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с распре-
делениями µ1, µ2. Рассмотрим линейные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2 и L2 = β1ξ1+β2ξ2, где αj,
βj — непрерывные гомоморфизмы группы X. Условное распределение линейной формы L2

при фиксированной L1 симметрично тогда и только тогда, когда характеристические
функции распределений µj удовлетворяют уравнению

µ̂1(α̃1u+ β̃1v)µ̂2(α̃2u+ β̃2v) = µ̂1(α̃1u− β̃1v)µ̂2(α̃2u− β̃2v), u, v ∈ Y.

Лемма 1 доказана в [10, 16.1] в случае, когда αj , βj ∈ Aut(X). Приведенное в [10,
16.1] доказательство справедливо для произвольных непрерывных гомоморфизмов αj , βj
группы X.

Лемма 2. Пусть либо |q| = 2, либо q = 4m+3, где m — некоторое целое число. Пусть
X = ∆2. Тогда существуют независимые одинаково распределенные случайные величины
ξ1, ξ2 со значениями в группе X и с распределением µ такие, что условное распределение
линейной формы L2 = ξ1+qξ2 при фиксированной L1 = ξ1+ξ2 симметрично, а распределение
µ 6∈ I(X).

Лемма 3. Пусть q = 4m + 1, где m 6∈ {0,−1}. Пусть |2m + 1| = pl11 × · · · × plkk —
разложение числа |2m + 1| на простые множители. Пусть X = ∆p1 × · · · × ∆pk. Тогда
существуют независимые одинаково распределенные случайные величины ξ1, ξ2 со значе-
ниями в группеX и с распределением µ такие, что условное распределение линейной формы
L2 = ξ1 + qξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, а распределение µ 6∈ I(X).

Лемма 4. Пусть X = Σa. Если fn ∈ Aut(X), где n = pl11 ×· · ·×plkk — разложение числа n
на простые множители, то группа X содержит подгруппу, топологически изоморфную
∆p1 × · · · × ∆pk .

Лемма 5. Пусть X — локально компактная сепарабельная абелева метрическая груп-
па, δ1, δ2 ∈ Aut(X). Пусть ξ1, ξ2 — независимые случайные величины со значениями
в группе X и с распределениями µ1, µ2. Линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2
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независимы тогда и только тогда, когда характеристические функции распределений µj
удовлетворяют уравнению

µ̂1(u+ δ̃1v)µ̂2(u+ δ̃2v) = µ̂1(u)µ̂1(δ̃1v)µ̂2(u)µ̂2(δ̃2v), u, v ∈ Y.

Лемма 5 доказана в [10, 10.1] в случае, когда αj , βj ∈ Aut(X). Приведенное в [10,
10.1] доказательство справедливо для произвольных непрерывных гомоморфизмов αj , βj
группы X.

Лемма 6. Пусть X — локально компактная сепарабельная абелева метрическая груп-
па, δ1, δ2 — непрерывные гомоморфизмы группы X. Пусть ξ1, ξ2 — независимые случайные
величины со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2. Тогда если условное рас-
пределение линейной формы L2 = δ1ξ1+δ2ξ2 при фиксированной L1 = ξ1+ξ2 симметрично,
то линейные формы L′

1 = (δ1 + δ2)ξ1 + 2δ2ξ2 и L′
2 = 2δ1ξ1 + (δ1 + δ2)ξ2 независимы.

Замечание 1. Из леммы 6 следует, что теорема Хейде на группе R при n = 2 может
быть получена из теоремы Скитовича–Дармуа.

Замечание 2. Утверждение 1 теоремы 1 не может быть усилено до утверждения, что оба
распределения µj ∈ Γ(X) ∗ I(X). Другими словами, при pq = −3 существуют независимые
случайные величины ξ1, ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 такими,
что условное распределение линейной формы L2 = pξ1+qξ2 при фиксированной L1 = ξ1+ξ2
симметрично, и одно из распределений µj 6∈ Γ(X) ∗ I(X).

Замечание 3. Заметим, что в теореме 1 мы предполагаем, что на группе X = Σa при
некоторых взаимно простых p и q существуют автоморфизмы fp и fq такие, что fp±q ∈
∈ Aut(X). Группы X = Σa, обладающие этим свойством, нетрудно описать. Для этого
необходимо и достаточно, чтобы f2, f3 ∈ Aut(X).

Замечание 4. Отметим, что если в теореме 1 распределения µ1, µ2 такие, что их характе-
ристические функции не обращаются в нуль, то µ1, µ2 ∈ Γ(X). Действительно, из условий
на коэффициенты форм следует, что одно из чисел p, q, p ± q четно. Значит, f2 ∈ Aut(X).
Следовательно, группа X = Σa не содержит элементом порядка 2. Искомое утверждение
вытекает теперь из следующей теоремы, доказанной в [9]. Пусть X — локально компактная
сепарабельная абелева метрическая группа, не содержащая элементов порядка 2. Пусть ξ1,
ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1,
µ2. Рассмотрим линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2, где δj , δ1 ± δ2 ∈ Aut(X).
Если условное распределение линейной формы L2 при фиксированной L1 симметрично, то
распределения µ1, µ2 ∈ Γ(X).

Работа выполнена при поддержке украинско-французской программы DNIPRO 2013–2014 “Ве-
роятностные задачи в спектральной теории и на группах”.
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М.В. Миронюк

Теорема Хейде на a-адичних соленоїдах

Згiдно з теоремою Хейде, гауссiв розподiл на дiйснiй прямiй характеризується симетрiєю
умовного розподiлу однiєї лiнiйної форми вiд незалежних випадкових величин при фiксованiй
iншiй. Розглянуто аналог теореми Хейде для a-адичних соленоїдiв.

M.V. Myronyuk

The Heyde theorem on a-adic solenoids

According to the Heyde theorem, the Gaussian distribution on a real line is characterized by the
symmetry of a conditional distribution of one linear form of independent random variables given
another one. An analog of the Heyde theorem on a-adic solenoids is considered.
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УДК 513.88

Ю. I. Олiяр, О. Г. Сторож

Абстрактнi крайовi оператори та деякi класи лiнiйних

розширень лiнiйних вiдношень

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

У термiнах абстрактних крайових операторiв встановлено умови взаємної спряженос-
тi двох лiнiйних вiдношень у гiльбертовому просторi, а також дано опис максимально
дисипативних розширень симетричного вiдношення.

Теорiя лiнiйних вiдношень (“багатозначних операторiв”) у гiльбертових просторах була за-
початкована, мабуть, у статтi Р. Аренса [1] i знайшла свiй подальший розвиток в [2, 3] та
в працях багатьох iнших математикiв. Нагадаємо, що якщо H — гiльбертiв простiр (зi ска-
лярним добутком (· | ·)), то (замкненим) лiнiйним вiдношенням у H називають (замкнений)

лiнiйний многовид у H2 def
= H ⊕H. Для кожного лiнiйного вiдношення T ⊂ H2 iснує спря-

жене T ∗ ⊂ H2 вiдношення, яке визначається так: T ∗ = ĴT⊥ = T ∗(= (ĴT )⊥), де ∀ (y, y′) ∈ T
Ĵ(y, y′) = (−iy′, iy) (тут ⊥ — символ ортогонального доповнення в H2). Вiдношення T ⊂ H2

називають симетричним (самоспряженим), якщо T ⊂ T ∗ (вiдповiдно T = T ∗). Це вiдно-
шення називається дисипативним (акумулятивним), якщо ∀ (y, y′) ∈ T Im(y′ | y) > 0 (6 0)
i максимально дисипативним (максимально акумулятивним), якщо, крiм цього, воно не має
в H2 нетривiальних дисипативних (акумулятивних) розширень.

Зазначимо, що лiнiйнi вiдношення, породженi диференцiальними рiвняннями (вираза-
ми), були об’єктами дослiдження, наприклад, у [4–6] i що нижче систематично застосовую-
ться такi позначення: D(T ), R(T ), kerT — вiдповiдно область визначення, область значень
та многовид нулiв оператора T; (· | ·)X — символ скалярного добутку в гiльбертовому просто-
рi X; IX — оператор тотожного перетворення в просторi X; ⊕, ⊖ — символи ортогональної
суми та ортогонального доповнення вiдповiдно; якщо Ai : X → Yi(1, . . . , n) — лiнiйнi опера-
тори, то запис A = A1 ⊕ · · · ⊕ An означає, що для будь-якого x ∈ X Ax = (A1x, . . . , Anx);
E — замикання множини E; T ∗ — оператор, спряжений з оператором T .

Роль вихiдного об’єкта вiдiграє пара (L,L0) замкнених лiнiйних вiдношень таких, що
L0 ⊂ L ⊂ H2.

Критерiй взаємної спряженостi двох замкнених лiнiйних вiдношень. Покладе-
мо M0 = L∗, M = L∗

0. Будь-яке замкнене лiнiйне вiдношення L1(M1) таке, що L0 ⊂ L1 ⊂ L
(вiдповiдно M0 ⊂ M1 ⊂ M) називатимемо власним розширенням L0(M0). Нижче встанов-
лено критерiй взаємної спряженостi вiдношень L1 та M1.

Означення 1. Нехай G — (допомiжний) гiльбертiв простiр, а U ∈ B(L,G). Пара (G,L)
називається крайовою парою для (L,L0), якщо R(U) = G, kerU = L0.

Теорема 1. Нехай (GL, U) та (GM , U) — крайовi пари (L,L0) та (M,M0) вiдповiдно.
Тодi iснує єдине вiдображення E : GL → GM таке, що

E ∈ B(GL, GM ), E−1 ∈ B(GM , GL), (1)
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∀ ŷ = (y, y′) ∈ L, ∀ ẑ = (z, z′) ∈MU (y′ | z)− (y | ź) = (iĴ ŷ | ẑ)H2 =

= (EU (̂y) |V ẑ)GM
= (Uŷ |E∗V ẑ)GL

. (2)

Наслiдок 1. Нехай G1, G2 — гiльбертовi простори, Ui ∈ B(L,Gi) (i = 1, 2), G = G1 ⊕
⊕G2, U = U1⊕U2. Припустимо, що (G,U) — крайова пара для (L,L0). Тодi iснують єдинi

Ũ1 ∈ B(M,G2), Ũ2 ∈ B(M,G1) такi, що (G̃, Ũ), де G̃ = G2 ⊕ G1, Ũ = Ũ1 ⊕ Ũ2, є крайовою
парою для (M,M0) i

(∀ ŷ ∈ L) (∀ ẑ ∈M) (iĴ ŷ | ẑ)H2 = (iJUŷ | Ũ ẑ)G̃ = (U1ŷ | Ũ2ẑ)G1 − (U2ŷ | Ũ1ẑ)G2 , (3)

де

(∀h1 ∈ G1) (∀h2 ∈ G2) J(h1, h2) = (ih2,−ih1). (4)

Зауваження 1. Мiркуючи так, як у [7], неважко переконатися, що в умовах наслiдку 1

U1Ĵ Ũ
∗
1 = 0, U1Ĵ Ũ

∗
2 = iIG1 , U2Ĵ Ũ

∗
1 = −iIG2 , U2Ĵ Ũ

∗
2 = 0. (5)

Твердження 1. Нехай Gi, Ui, Ũi (i = 1, 2) такi, як у наслiдку 1, а L1
def
= kerU1. Тодi

L∗
1

def
= ker Ũ1.
Теорема 2. Припустимо, що L0 ⊂ L1 = L1 ⊂ L, G — гiльбертiв простiр, причому

dimG = dim(L ⊖ L0). Тодi:
a) iснують ортогональний розклад G = G1 ⊕ G2 та оператори

U1 ∈ B(L,G1), V1 ∈ B(M,G2) (6)

такi, що

L1 = kerU1, L∗
1 = kerV1, (7)

а отже,

kerU1 ⊃ L0, ker V1 ⊃M0; (8)

б) не зменшуючи загальностi, можна вважати, що

R(U1) = G1, R(V1) = G2. (9)

Беручи до уваги теорему 2, бачимо, що природним чином постає така задача.
Нехай:
а) G = G1 ⊕G2 (де G1, G2 — гiльбертовi простори), dimG = dim(L ⊖ L0), а оператори

U1, V1 задовольняють (6) та (8);
б)

L1 = kerU1, M1 = ker V1. (10)

Встановити критерiй взаємної спряженостi вiдношень L1 та M1.
Вiдповiдь на це питання дає така теорема.
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Теорема 3. Вiдношення L1 та M1 (див. (6), (8) та (10)) є взаємно спряженими тодi
i тiльки тодi, коли kerU1 = L0 ⊕ ĴR(V ∗

1 ).
Максимально дисипативнi розширення симетричних вiдношень. Розглянемо

ситуацiю, коли L0 — симетричне вiдношення в H, а L = L∗
0, i опишемо максимально ди-

сипативнi розширення вiдношення L0. У випадку, коли L0 — щiльно визначений оператор
з однаковими дефектними числами (в теорiї лiнiйних вiдношень оператор ототожнюють
з його графiком), такий опис наведено у [8–10]. Випадок, коли оператор є скiнченновимiр-
ним звуженням (щiльно визначеного) симетричного оператора, дослiджено в [11, 12].

Перш нiж переходити до конкретних формулювань, зазначимо, що нижче використо-
вуються такi позначення:

ĤL = L⊖ L0, H±
L = ker(L∓ iIH)(= {y ∈ H : (y,±iy) ∈ L}),

Ĥ±
L = {(y,±iy) ∈ H2 : y ∈ Ĥ±

L }, m± = dim(H±
L )(= dim Ĥ±

L ).

Вiдомо [2], що ĤL = Ĥ+
L ⊕ Ĥ−

L , тобто L = L0 ⊕ Ĥ+
L ⊕ Ĥ−

L .
Означення 2. Нехай G+, G− — (допомiжнi) гiльбертовi простори, δ± ∈ B(L,G±),

G
def
= G+ ⊕ G−, δ = δ+ ⊕ δ−.
Набiр (G+, G−, δ+δ−) називається граничною четвiркою для L0 якщо:
а) dimG± = m±;
б) ker δ = L0;
в) R(δ) = G;
г) (∀ ŷ ∈ L) (∀ ẑ ∈ L) (iĴ ŷ | ẑ)H2 = i[(δ+ŷ | δ+ẑ)G+ − (δ−ŷ | δ−ẑ)G− ].
Зрозумiло, що (G, δ) є крайовою парою для (L,L0) i (∀ ŷ ∈ L) (∀ ẑ ∈ L) (iĴ ŷ | ẑ)H2 =

= (iIδŷ | δẑ)G, де

I =

(
IG+ 0
0 −IG−

)
.

Теорема 4. Нехай G — гiльбертiв простiр такий, що dimG = dim(L ⊖ L0). Тодi
iснують ортогональний розклад G = G+ ⊕ G− та оператори δ± ∈ B(L,G±) такi, що
(G+, G−, δ+, δ−) — гранична четвiрка для L0.

Теорема 5. Нехай (G+, G−, δ+, δ−) — гранична четвiрка для L0, G = G+ ⊕ G−, A±
1 ∈

∈ B(G±, G−) (вiдповiдно A±
1 ∈ B(G±, G+)),

L1 = {y ∈ L : A+
1 δ+y +A−

1 δ−y = 0}.

Такi твердження еквiвалентнi:
а) L1 — максимально дисипативне (максимально акумулятивне) вiдношення;
б) A±

1 (A
±
1 )

∗
6 A−

1 (A
−
1 )

∗, kerA−
1 = {0} (вiдповiдно A±

1 (A
±
1 )

∗
> A−

1 (A
−
1 )

∗, kerA+
1 = {0});

в) iснує стиск K ∈ B(G+, G−) такий, що L1 = {y ∈ L : δ−y = Kδ+y} (вiдповiдно iснує
стиск K ∈ B(G−, G+) такий, що L1 = {y ∈ L : δ+y = Kδ−y}).

Зауваження 1. Припустимо, що L0 має однаковi дефектнi числа (m+ = m−), а G+ = G−

(таке припущення не зменшує загальностi). В умовах теореми 4 вiдношення L1 є самоспря-
женим тодi i тiльки тодi, коли A±

1 (A
±
1 )

∗ = A−
1 (A

−
1 )

∗, kerA±
1 = {0}.

Зауваження 2. Як доведено в [11] (див. також [12]), будь-яке дисипативне (акумулятив-
не) розширення симетричного лiнiйного вiдношення L0 є звуженням вiдношення L = L∗

0,

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №4 21



тому в теоремi 5 фактично дано опис усiх максимально дисипативних та максимально аку-
мулятивних (а в деяких випадках i самоспряжених) розширень симетриного вiдношення
в термiнах абстрактних крайових умов.
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Абстрактные краевые операторы и некоторые классы расширений

линейных отношений

В терминах абстрактных краевых операторов установлены условия взаимной сопряжен-
ности двух линейных отношений в гильбертовом пространстве, а также дано описание
максимально диссипативных расширений симметрического отношения.

Yu. I. Olijar, O.G. Storozh

Abstract boundary operators and some classes of extensions of linear

relations

In terms of abstract boundary operators, the criteria of mutual adjointness for two relations in
a Hilbert space are established. The description of maximally dissipative extensions of a given
symmetric relation is given.
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Член-корреспондент НАН Украины В.В. Шарко

Топологическая классификация функций

Рассмотрен вопрос о топологической классификации функций, в частности гармоничес-
ких функций. С использованием графа Кронрода–Риба дано необходимое и достаточное
условие, когда два гармонических полинома общего положения будут топологически эви-
валентными.

ПустьX и Y — топологические пространства, а f и g — непрерывные отображения изX в Y .
Определение 1. Непрерывные отображения f и g называются топологически эквива-

лентными, если существуют гомеоморфизмы h : X → X и k : Y → Y такие, что k · f = g · h.
Очевидно, что это отношение эквивалентности на множестве непрерывных отображе-

ний из X в Y . Заметим, что выбор гомеоморфизмов h и k не является однозначным. Таким
образом, если зафиксировать топологические пространства X и Y , то естественно возникает
две задачи: описать множество классов непрерывных отображений из X в Y относитель-
но введенного отношения эквивалентности; указать необходимые и достаточные условия,
когда два непрерывных отображения f и g из X в Y будут топологически эквивалентными.

Эти задачи сложны и ответ не известен даже, когда X = Y = R1.
Лемма 1. Существует непрерывная функция f : [0, 1] → [0, 1], которая не является

топологически эквивалентной никакой гладкой функции g : [0, 1] → [0, 1].
Доказательство. Пусть g : [0, 1] → [0, 1] — гладкая функция. По теореме Сарда ме-

ра образа множества критических точек функции g равна нулю. Следовательно, найдется
отрезок [α, β] ⊂ [0, 1], на который не отображаются критические точки. Обозначим через Γ
множество g−1[α, β]. Рассмотрим ту компоненту связности ∆ = [a, b] множества Γ, кото-
рая отображается на отрезок [α, β]. Очевидно, что сужение функции g на отрезок [a, b]
есть строго монотонная функция. Таким образом, у гладкой функции g существует отре-
зок, где она строго монотонная и этим свойством должна обладать любая непрерывная
функция f : [0, 1] → [0, 1], топологически эквивалентная функции g. Однако существуют
непрерывные функции, которые не обладают этим свойством. В качестве примера можна
взять функцию из [1, пример 21].

Сделаем несколько замечаний. В дальнейшем мы предполагаем, что гомеоморфизм
k : R1 → R1 из определения 1 сохраняет ориентацию, т. е. задается строго монотонно
возрастающей функцией. Очевидно, что если функции f : X → R1 и g : X → R1 топологи-
чески эквивалентны и точка x0 ∈ X является точкой локального максимума (минимума)
функции f , то точка h(x0) ∈ X будет точкой локального максимума (минимума) функ-
ции g. Если f — строго монотонно возрастающая (убывающая) непрерывная функция, то
она топологически эквивалентна линейной возрастающей (убывающей) функции l.

Лемма 2. Пусть f : [a, b] → R1 — непрерывная функция с конечным числом локальных
экстремумов такая, что если:

1) a = −∞, то lim
x→−∞

f(x) = ∞ или −∞;

2) b = ∞, то lim
x→∞

f(x) = ∞ или −∞;
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3) a = −∞ и b = ∞, то lim
x→−∞

f(x) = ∞ или −∞, lim
x→∞

f(x) = ∞ или −∞, то f

топологически эквивалентна кусочно-линейной функции.

Доказательство. Пусть x1, x2, . . . , xn — точки локальных экстремумов функции f . На
интервалах (xi, xi+1) функция f строго монотонно возрастает или убывает. Следовательно,
сужения функции f на эти интервалы топологически эквивалентны линейным функциям.

Следствие 1. Пусть f — полином, тогда он топологически эквивалентен кусочно-ли-
нейной функции.

Теорема 1. Для каждой кусочно-линейной функции f , заданной на R1 и имеющей m
локальных экстремумов, существует полином степени m + 1, который топологически
эквивалентен функции f .

Доказательство следует из результата, содержащегося в работе [2].
Известно [3], что существует конечное число топологически неэквивалентных полиномов

степени n > 1 от k > 0 переменных, однако неизвестно их число и нет условий, дающих
возможность установить, когда два полинома топологически эквивалентны. Существуют
полиномы разных степеней от двух переменных, которые топологически эквивалентные.

Полиномы, удовлетворяющие уравнению Лапласа, называются гармоническими. Для
гармонического полинома P = P (x, y) существует комплексный полином P(z) такой, что
P (x, y) = ReP(z). Если P (x, y) = ReP(z) а Q(x, y) = ImP(z), то критические точки
P = P (x, y) совпадают с критическими точками Q(x, y) и в окрестностях критических
точек P = P (x, y) и Q(x, y) топологически эквивалентные. Однако в R2 они могут быть
топологически неэквивалентными. В качестве примера рассмотрим сопряженные гармони-
ческие полиномы P (x, y) = x3 − 3xy2 − 3x и Q(x, y) = −y3 + 3x2y − 3y. Они имеют по две
невырожденные критические точки, координаты которых (±1, 0). Для P (x, y) эти крити-
ческие точки лежат на разных линиях уровня, а для Q(x, y) — на одной линии уровня.
Следовательно P (x, y) и Q(x, y) топологически неэквивалентные.

Лемма 3. Гармонические полиномы от двух переменных разных степеней всегда то-
пологически неэквивалентные.

Известно [4], что критические точки гармонической функции двух переменных f(x, y)
всегда изолированные и в окрестности критической точки непрерывной заменой коорди-
нат f(x, y) можно привести к виду f = Re zn + c (n > 2). Если c — критическое значение
гармонической функции f(x, y), заданной в R2, то линия уровня f(x, y) = c гомеоморфна
бесконечному дереву, вложенному в R2. Каждая вершина этого дерева имеет четную ва-
лентность и между вершинами дерева и критическими точками f(x, y), лежащими на этой
линии уровня, имеется биекция. Число вершин может быть не более чем счетным. Этот
факт следует из принципа максимума и локального представления гармонической функ-
ции в окрестности критической точки.

Лемма 4. В R2 существует гармоническая функция с любым конечным (включая пус-
тое) или бесконечным множеством Ω = (m1, . . . ,mn, . . .) критических точек, имеющих
вырожденности любых порядков.

У гармонического полинома P = P (x, y) число компонент связности любой линии уров-
ня всегда конечное и линии уровня регулярного значения гомеоморфны числовой прямой.
Разбиения плоскости R2 в объединение линий уровня полинома P = P (x, y) задает слое-
ние с особенностями. Принадлежность точки поверхности компоненте связности является
отношением эквивалентности и, введя естественную фактор-топологию в множество компо-
нент связности, получим фактор-множество. Это фактор-множество будет некомпактным

24 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №4



графом с конечным множеством вершин конечной валентности, которое обозначим через
ΓK−R(P ) и которое называется графом Кронрода–Риба для полинома P = P (x, y) [5].

Вершинам графа ΓK−R(P ) соответствуют связные компоненты линий уровня, на кото-
рых лежат критические точки полинома.

Лемма 5. Графы Кронрода–Риба гармонических полиномов разных степеней не изо-
морфны.

Гармонический полином P = P (x, y) каноническим образом задает функцию PK−R на ее
графе Кронрода–Риба ΓK−R(P ), которая называется K−R образом полинома P = P (x, y).
Значение PK−R в точке x ∈ ΓK−R(P ) равно значению P = P (x, y) на соответствующей x
компоненте связности линии уровня.

Определение 2. Пусть P = P (x, y) и Q = Q(x, y) — гармонические полиномы, а PK−R

и QK−R — их K−R образы на графах ΓK−R(P ) и ΓK−R(Q). Полиномы P и Q называются
K−R эквивалентными, если их K−R образы PK−R и QK−R эквивалентны, т. е. существует
изоморфизм s : ΓK−R(P ) → ΓK−R(Q) и гомеоморфизм t : R1 → R1 такие, что t ·PK−R ·s−1 =
= QK−R.

Гармонический полином называется гармоническим полиномом общего положения, если
на его линии уровня лежит не более одной критической точки.

Теорема 2. Гармонические полиномы общего положения будут топологически эквива-
лентными тогда и только тогда, когда они K−R эквивалентные.
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Топологiчна класифiкацiя функцiй

Розглянуто питання про топологiчну класифiкацiю функцiй, зокрема гармонiчних функцiй.
За допомогою графу Кронрода–Рiба дано необхiдну та достатню умову, коли два гармонiчних
полiнома загального положення будуть топологiчно еквiвалентними.
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Topological classification of functions

The problem of topological classification of functions, in particular harmonic functions, is consi-
dered. Using the Kronrod–Reeb graph, the necessary and sufficient condition for two harmonic
polynomials of general position be topologically equivalent is given.
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Идентификация параметров задач массопереноса

в нанопористых средах при известных суммарных

распределениях массы

На основании результатов теории оптимального управления состояниями многоком-
понентных распределенных систем получены явные выражения градиентов функциона-
лов-невязок идентификации параметров наноматериалов с наблюдениями за суммар-
ными концентрациями сорбируемых смесей.

В различных областях (медицине, нефтехимии, авиации и др.) широко используются нано-
материалы. Применение средств математического моделирования к исследованию процес-
сов массопереноса в наноматериалах позволяет создавать изделия, обеспечивающие высо-
кое качество конечной продукции, например, высокую степень очистки нефтепродуктов,
питьевой воды и др. Сложность широкого внедрения современных компьютерных средств
для исследования процессов в таких средах состоит не только в сложности построения
адекватных математических моделей, но и в задании их параметров. Ранее в работах [1–3]
рассматривались вопросы идентификации параметров задач массопереноса в нанопористых
средах при известных распределениях масс вещества в твердой и жидкой фазах. Одна-
ко, в силу сложности экспериментального разделения этих характеристик, целесообразно
использовать эффективные вычислительные алгоритмы идентификации параметров при
известных суммарных массах (в твердой и жидкой фазах) в определенных направлениях
зондирования исследуемых материалов.

В данной работе рассматривается вопрос построения явных выражений градиентов
функционалов-невязок для идентификации параметров задач массопереноса в нанопорис-
тых средах при известных суммарных распределениях массы в твердой и жидкой фазах
сорбируемого вещества.

Дифференциальная математическая модель массопереноса. Концентрация
c(x, t) вещества, диффундирующего через пористую пластину толщиной l, состоящую из
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большого числа сферических пористых составляющих радиусом R (0 < R ≪ l < ∞), опи-
сывается параболическим уравнением [4]

ε
∂c

∂t
= d1ε

∂2c

∂x2
− 3(1− ε)

d2
R

∂q

∂r

∣∣∣∣
r=R

, (x, t) ∈ ΩT , (1)

где Ω = (0, l), ΩT = Ω×(0, T ); ε — пористость; d1, d2 — коэффициенты диффузии соответст-
венно по макропорам и микрочастицам; q — концентрация диффундирующего вещества по
малым сферическим составляющим.

Диффузия вещества в сферических составляющих радиусом R с центром в точке x ∈ Ω
пористой среды описывается уравнением

∂q

∂t
= d2

(
∂2q

∂r2
+

2

r

∂q

∂r

)
, r ∈ (0, R), t ∈ (0, T ), x ∈ Ω. (2)

Начальные условия приняты однородными:

c(x, t = 0) = 0, q(r, x, t = 0) = 0, x ∈ Ω, r ∈ (0, R). (3)

Краевые условия для концентрации c следующие:

c(x = l, t) = c∞,
∂c

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, t ∈ (0, T ). (4)

Краевые условия в каждой точке (x, t) ∈ ΩT для концентрации q такие:

∂q(r, x, t)

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, q(r = R,x, t) = kc(x, t), t ∈ (0, T ), (5)

где k — некоторый коэффициент (k = k(t) > 0).
Следуя [1], обобщенным решением начально-краевой задачи (1)–(5) назовем век-

тор-функцию U = (c, q) ∈ H1 ×H2, которая ∀ (v,w) ∈ H10 ×H20 удовлетворяет равенствам

(
ε
∂c

∂t
, v

)
+ a1(c, v) = l1(q, v), t ∈ (0, T ),

R∫

0

r2
∂q

∂t
wdr + a2(q, w) = 0, x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ),

c(x, 0) = 0, q(r, x, 0) = 0, r ∈ (0, R), x ∈ (0, l),

q(r = R,x, t) = kc(x, t), x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ),

(6)

где

H1 =

{
v(x, t) ∈ L2(0, T ;W 1

2 (0, l)) :
∂v

∂t
∈ L2(0, T ;L2(0, l)), v(x = l, t) = c∞, t ∈ (0, T )

}
,

H2 =

{
v(r, x, t) ∈ L2(0, T ; 0, l;W 1

2 (0, R)) :
∂v

∂t
∈ L2(0, T ; 0, l;L2(0, R))

}
,
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L2(0, T ; 0, l;W 1
2 (0, R)) =

{
v(r, x, t) :

T∫

0

l∫

0

‖v‖2W 1
2 (0,R)dxdt <∞

}
,

H10 = {v(x) ∈W 1
2 (0, l) : v(l) = 0}, H20 = {w(r) ∈W 1

2 (0, R), w(R) = 0},

a1(c, v) =

(
d1ε

∂c

∂x
,
∂v

∂x

)
, l1(q, v) = −3(1− ε)

R

l∫

0

d2

(
∂q

∂r

)∣∣∣∣
r=R

v(x) dx,

a2(q, w) =

R∫

0

d2r
2∂q

∂r

∂w

∂r
dr.

Идентификация коэффициентов диффузии. Пусть в задаче (1)–(5) коэффициен-
ты диффузии d1, d2 неизвестны. При этом предполагаем, что в некоторых точках di ∈ (0, l),
i = 1,m, известны суммарные значения концентрации

m
∣∣
x=di

= (c+ q)
∣∣
x=di

= fi(t), i = 1,m, t ∈ (0, T ). (7)

Тем самым получена задача (6), (7), состоящая в определении вектор-функции u = (u1, u2) ∈
∈ U = C+([0, T ]) × C+([0, T ]), C+([0, T ]) = {v(t) ∈ C([0, T ]) : v > 0, t ∈ [0, T ]}, при которой
решение U = (c, q) задачи (6) удовлетворяет равенствам (7), где d1 = u1, d2 = u2.

Замечание 1. В силу особенностей постановки начально-краевой задачи (1)–(5) возни-
кает вопрос в том, что подразумевать под выражением q

∣∣
x=di

в равенстве (7). Возможны
некоторые предположения относительно того, к какой точке r ∈ [0, R] привязать значения
q
∣∣
x=di

, например, можно положить q
∣∣
x=di

= q(R/2, di, t) или q
∣∣
x=di

= q(R, di, t).
Полагая

(c+ q)
∣∣
x=di

= c(di, t) + q

(
R

2
, di, t

)
, i = 1,m,

можем составить функционал-невязку

J(u) =
m∑

i=1

1

2

T∫

0

(
c(di, t) + q

(
R

2
, di, t

)
− fi(t)

)2

dt. (8)

В этом случае вместо задачи (6), (7) будем решать задачу (6), (8), состоящую в опре-
делении вектор-функции u = (u1, u2) ∈ U , при которой решение U = (c, q) задачи (6)
минимизирует на U функционал (8).

Приближение un+1 решения u ∈ U задачи (6), (8) будем находить с помощью градиент-
ного метода

un+1 = un − βnpn, n = 0, 1, . . . , n∗, (9)

начиная с некоторого начального приближения u0 ∈ U , где направление спуска pn и коэф-
фициент βn определяются следующими выражениями [5]:

для метода минимальных ошибок

pn = J ′
un
, βn =

‖en‖2
‖J ′

un
‖2 , (10)
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для метода скорейшего спуска

pn = J ′
un
, βn =

‖J ′
un
‖2

‖AJ ′
un
‖2 , (11)

для метода сопряженных градиентов

pn = J ′
un

+ γnpn−1, γ0 = 0, γn =
‖J ′

un
‖2

‖J ′
un−1

‖2 , βn =
(J ′

un
, pn)

‖Apn‖2
, (12)

где J ′
un

— градиент функционала J(u) в точке u = un, en = Aun − f , Aun = ({c(un; di, t) +
+ q(un;R/2, di, t)}mi=1), f = {fi(t)}mi=1.

Обозначим

π(u, v) = (Y (u)− Y (un), Y (v)− Y (un)), L(v) = (f − Y (un), Y (v)− Y (un)),

где Y (v) = Av.
Справедливо равенство

2J(v) = π(v, v) − 2L(v) + ‖f − Y (un)‖2. (12′)

Пренебрегая членами второго порядка малости, для определения приращения θ = ∆U =
= (∆c,∆q) решения U = (c, q) задачи (6), соответствующего приращению ∆u вектора u,
получаем задачу:

(
ε
∂∆c

∂t
, v

)
+ a1(u1;∆c, v) = −a1(∆u1; c, v) + l1(u2;∆q, v) + l1(∆u2; q, v), t ∈ (0, T ),

R∫

0

r2
∂∆q

∂t
wdr + a2(u2;∆q, w) = −a2(∆u2; q, w), t ∈ (0, T ),

∆c(x, 0) = 0, ∆q(r, x, 0) = 0, r ∈ (0, R), x ∈ (0, l),

(13)

∆q(r = R,x, t) = k∆c(x, t), x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ),

где

θ = (∆c,∆q) ∈ H0
1 ×H2, ∀ (v,w) ∈ H10 ×H20,

a1(z; c, v) =

(
zε
∂c

∂x
,
∂v

∂x

)
, a2(z; q, w) =

R∫

0

r2z
∂q

∂r

∂w

∂r
dr,

H0
1 =

{
v(x, t) ∈ L2(0, T ;W 1

2 (0, l)) :
∂v

∂t
∈ L2(0, T ;L2(0, l)), v(x = l, t) = 0, t ∈ (0, T )

}
,

l1(z,∆q, v) = −3(1− ε)

R

l∫

0

z
∂∆q

∂r

∣∣∣∣
r=R

vdx.
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Пусть un+∆un ∈ U . Тогда ∀λ ∈ (0, 1) un+λ∆un ∈ U . Если обозначим Ũ(un+1) = U(un)+
+θ, где θ — решение задачи (13) при U = U(un), ∆u = ∆un, то, пренебрегая членами второго
порядка малости, при переходе от задачи (6) к задаче (13) получаем U(un+1) ≈ Ũ(un+1) и

Y (un + λ∆un)− Y (un) ≈ λ(Ỹ (un+1)− Y (un)), (14)

где Ỹ (un+1) = {c̃(un+1; di, t) + q̃(un+1;R/2, di, t)}mi=1.
Поскольку

J(un + λ∆un) = π(un + λ∆un, un + λ∆un)− L(un + λ∆un) + ‖Y (un)− f‖2,

то с учетом (12′), (14) имеем

〈J ′
un
,∆un〉 = lim

λ→0

J(un + λ∆un)− J(un)

λ
≈ (Y (un)− f, Ỹ (un+1)− Y (un)). (15)

На каждом шаге итерационного процесса (9) на основе [6], следуя [7], введем
в рассмотрение сопряженную задачу, состоящую в определении вектор-функции ψ =
= (ψ1(x, t), ψ2(r, x, t)), удовлетворяющей равенствам

−ε∂ψ
1

∂t
=

∂

∂x

(
u1nε

∂ψ1

∂x

)
+

m∑

i=1

(
c(un; di, t) + q

(
un;

R

2
, di, t

)
− fi

)
δ(x− di), t ∈ (0, T ),

−
R∫

0

r2
∂ψ2

∂t
wdr +

R∫

0

r2u2n
∂ψ2

∂r

∂w

∂r
dr +

(
3(1 − ε)

u2n
R

∂w

∂r

∣∣∣∣
r=R

ψ1

)
=

=

m∑

i=1

(
c(un; di, t) + q(un;

R

2
, di, t)

)
w

(
R

2

)
δ(x− di), x ∈ (0, l), (16)

ψ1(x, t = T ) = 0, x ∈ (0, l), ψ2(r, x, t = T ) = 0, r ∈ (0, R),

ψ1(x = l, t) = 0,
∂ψ1

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂ψ2

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, ψ2(r = R,x, t) = kψ1(x, t).

Определение. Обобщенным решением задачи (16) называется вектор-функция ψ =
= (ψ1(x, t), ψ2(r, x, t)) ∈ H0

1 ×H2, которая ∀ (v,w) ∈ H10 ×H20 удовлетворяет равенствам

−
l∫

0

ε
∂ψ1

∂t
v dx+

l∫

0

u1nε
∂ψ1

∂x

∂v

∂x
dx =

m∑

i=1

(
c(un; di, t) + q(un;

R

2
, di, t)− fi)

)
v(di),

t ∈ (0, T ),

−
R∫

0

r2
∂ψ2

∂t
w dr +

R∫

0

r2u2n
∂ψ2

∂r

∂w

∂r
dr+

(
3(1 − ε)

u2
R

∂w

∂r

∣∣∣∣
r=R

ψ1

)
=

=
m∑

i=1

(
c(un; di, t) + q

(
un;

R

2
, di, t

))
w

(
R

2

)
δ(x − di), x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ).

(17)
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Полагая v = c̃(un+1;x, t)− c(un;x, t), w = q̃(un+1; r, x, t) − q(un; r, x, t), с учетом (6), (13)
получаем

〈J ′
un
,∆u〉 ≈ −

T∫

0

a1(∆u
1
n; c, ψ

1) dt+

T∫

0

l1(∆u
2
n; q, ψ

1) dt−
T∫

0

l∫

0

a2(∆u
2
n; q, ψ

2) dxdt. (18)

Следовательно, J ′
un

≈ ψ̃n, где

ψ̃n = (ψ̃1
n, ψ̃

2
n), ψ̃1

n = −ε ∂c
∂x

∂ψ1

∂x
,

ψ̃2
n = −3(1 − ε)

R

∂q

∂r

∣∣∣∣
r=R

ψ1δ(r −R)− r2
∂q

∂r

∂ψ2

∂r
,

‖J ′
un
‖2 ≈

T∫

0

l∫

0

(ψ̃1
n)

2dxdt+

T∫

0

l∫

0

R∫

0

ψ̃2
ndrdxdt.

(19)

Замечание 2. Если d1 = d1(x), d2 = d2(x), то

ψ̃1
n = −

T∫

0

ε
∂c

∂x

∂ψ1

∂x
dt, ψ̃2

n = −
T∫

0

R∫

0

ψ̃2
ndrdt, ‖J ′

un
‖2 ≈

l∫

0

((ψ̃1
n)

2 + (ψ̃2
n)

2) dx.

Если предположим, что q
∣∣
x=di

= q(R,x, t), то функционал-невязка имеет вид

J(u) =

m∑

i=1

1

2

T∫

0

(
c(di, t) + q(R, di, t)− fi(t)

)2

dt.

В этом случае на каждом шаге итерационного процесса (9) сопряженная задача состоит
в нахождении вектор-функции ψ = (ψ1, ψ2) ∈ H0

1 ×H2, которая ∀ (v,w) ∈ H10 ×H20 удов-
летворяет равенствам

−
l∫

0

ε
∂ψ1

∂t
vdx+

l∫

0

u1nε
∂ψ1

∂x

∂v

∂x
dx =

m∑

i=1

(c(un; di, t) + q(un;R, di, t)− fi)v(di), t ∈ (0, T ),

−
R∫

0

r2
∂ψ2

∂t
wdr +

R∫

0

r2u2n
∂ψ2

∂r

∂w

∂r
dr +

(
3(1 − ε)

u2
R

∂w

∂r

∣∣∣∣
r=R

ψ1

)
=

=

m∑

i=1

(c(un; di, t) + q(un;R, di, t)− fi)w(di)δ(x − di), x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ).

Полагая v = c̃(un+1;x, t) − c(un;x, t), w = q̃(un+1; r, x, t) − q(un; r, x, t), с учетом (6),
(13) получаем выражение (18), из которого следуют выражения (19) для приближения
составляющих градиента J ′

un
.

Замечание 3. Если восстанавливается лишь d1 при известном d2, имеем J ′
un

≈ ψ̃1
n. Если

восстанавливается параметр d2, то имеем J ′
un

≈ ψ̃2
n.
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Академiк НАН України В.C. Дейнека

Iдентифiкацiя параметрiв задач масопереносу в нанопористих

середовищах при вiдомих сумарних розподiлах маси

На основi результатiв теорiї оптимального керування станами багатокомпонентних роз-
подiлених систем отриманi явнi вирази градiєнтiв функцiоналiв-нев’язок iдентифiкацiї па-
раметрiв наноматерiалiв зi спостереженнями за сумарними концентрацiями сорбуючих
сумiшей.

Academician of the NAS of Ukraine V. S. Deineka

Parameter identification of mass transfer problems in nanoporous media

under condition of known total mass distributions

On the basis of the theory of optimal control of states of multicomponent distributed systems, the
explicit expressions for gradients of functionals-residuals for the identification of parameters of
nanomaterials with observations of the total concentrations of sorbed mixtures are obtained.
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УДК 519.85

О.О. Ємець, Є.М. Ємець, Ю.Ф. Олексiйчук

Полiномiальний метод наближеного розв’язання

комбiнаторної задачi знаходження максимального

потоку в мережi

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

Розглядається комбiнаторна задача знаходження максимального потоку в мережi, яка
зводиться до евклiдової комбiнаторної задачi на розмiщеннях. Запропоновано наближе-
ний алгоритм для її розв’язання, визначено полiномiальну оцiнку його складностi.

Задача знаходження максимального потоку широко дослiджена [1–7] та вiдомi полiномiаль-
нi методи для її розв’язання, зокрема, методи Форда i Фалкерсона [1], Едмондса i Карпа [4],
Дiнiца [5], Карзанова [6] та iн. Задача, що розглядається, є узагальненням задачi знаходжен-
ня максимального потоку. Комбiнаторну задачу знаходження максимального потоку можна
звести [8] до евклiдової комбiнаторної задачi оптимiзацiї на розмiщеннях [9–11], для розв’я-
зання якої вiдомi неполiномiальнi алгоритми. Тому побудова наближених полiномiальних
методiв є актуальною.

У роботi розглядається жадiбний метод розв’язання комбiнаторної задачi знаходження
максимального потоку в мережi i аналiзується його складнiсть.

Постановка задачi. Нехай дано зв’язний орiєнтований граф Γ = (V,U), де V — множи-
на вершин; U — множина дуг. Дугу, що сполучає вершини vi i vj, позначимо uij ; vi, vj ∈ V .

Означення 1. Транспортною мережею називають орiєнтований граф Γ = (V,U ), в яко-
му кожнiй iз дуг uij привласнене невiд’ємне число bij > 0, яке називають пропускною
спроможнiстю дуги. Хоча б одна iз вершин має лише вихiднi дуги. Таку вершину нази-
вають джерелом и позначають vs. Також є принаймнi одна вершина, що має лише вхiднi
дуги. Її називають стоком i позначають vt.

Далi будемо розглядати транспортнi мережi з одним джерелом i одним стоком. Вважа-
тимемо, що кожна дуга uij в протилежному напрямку має пропускну спроможнiсть bji = 0.

Означення 2 [7]. Потоком називають функцiю w : U → R з такими властивостями для
будь-якої дуги uij :

1) значення функцiї w на дузi uij не може перевищувати пропускну здатнiсть дуги,
тобто w(uij) 6 bij ;

2) збереження балансу у всiх вершинах, крiм стоку и джерела, тобто
∑

uiz∈U

w(uiz) =

=
∑

uzj∈U

w(uzj) ∀ vz, vi, vj ∈ V , vz 6= vs, vz 6= vt.

Означення 3. Величиною потоку |w| будемо називати суму значень функцiї w по дугах,
що виходять iз джерела: |w| = ∑

usi∈U
w(usi), де vi ∈ V .

Величина потоку |w| також дорiвнює сумi значень функцiї w по дугах, що входять в стiк.
Задача знаходження максимального потоку формулюється так: знайти потiк w, для

якого величина потоку |w| є максимальною.
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Означення 4. Залишковою пропускною спроможнiстю ребра uij називають величину
hij = bij − w(uij).

Якщо в транспортнiй мережi замiнити пропускнi спроможностi на залишковi пропускнi
спроможностi, отримаємо мережу, яку назвемо залишковою.

Потоком на дузi uij будемо називати величину w(uij).
Введемо додатковi обмеження на потiк. Нехай потiк по дугах uij ∈ Uc ⊆ U може набува-

ти значень, якi не перевищують число xij = gl ∈ G, тобто w(uij) 6 xij , де мультимножина
G = {g1, g2, . . . , gη}; причому вектор iз чисел xij є розмiщенням елементiв iз G [9–11], тоб-
то x = (xi1j1 , xi2j2 , . . . , xikjk) ∈ Ek

ηn(G), де Ek
ηn(G) — множина розмiщень, k = |Uc|; n —

кiлькiсть рiзних в G елементiв.
Назвемо задачу знаходження максимального потоку з додатковими комбiнаторними

обмеженнями комбiнаторною задачею знаходження максимального потоку.
Математична модель. Розглянемо математичну модель задачi. Нехай потiк по дузi uij

дорiвнює yij, тобто yij = w(uij).
Задача полягає у знаходженнi максимального значення функцiї f i вiдповiдних зна-

чень xij , yij

f =
∑

ujt∈U

yjt → max (1)

при виконаннi таких умов:
збереження балансу у вершинах
∑

uiz∈U

yiz =
∑

uzj∈U

yzj, ∀ z, z 6= t, z 6= s, (2)

обмеження на пропускну здатнiсть дуг

0 6 yij 6 bij ∀ i ∀ j, uij ∈ U, (3)

додатковi комбiнаторнi обмеження

yij 6 xij ∀ i ∀ j, uij ∈ Uc, (4)

x = (xi1j1 , xi2j2 , . . . , xikjk) ∈ Ek
ηn(G). (5)

Задача (1)–(5) є частковим випадком задачi евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї на
розмiщеннях.

Розробцi методiв розв’язання задач комбiнаторної оптимiзацiї, дослiдженню властивос-
тей опуклих оболонок комбiнаторних множин присвячено багато робiт (див., зокрема, [9–
12]). Методи розв’язання комбiнаторних задач на розмiщеннях з додатковими обмеженнями
запропонованi, наприклад, в [11] i [12]; всi вони є неполiномiальними.

Зазначимо, що комбiнаторну задачу знаходження максимального потоку в мережi мож-
на звести до задачi евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї на переставленнях. Для цього до-
статньо побудувати нову мультимножину, взявши k найбiльших елементiв мультимножи-
ни G, де k — кiлькiсть дуг, на якi накладенi комбiнаторнi обмеження.

У [8] розглядається метод розв’язання задачi (1)–(5). Але з урахуванням неполiномiаль-
ностi методу актуальною є розробка наближених методiв розв’язання задачi.
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Жадiбний метод. Розглянемо метод, який дозволяє знайти наближений розв’язок по-
ставленої задачi. В методi використовуються iдеї Едмондса i Карпа [4] для знаходження
максимального потоку. На кожному етапi максимально насичується найкоротший шлях,
тому метод названий жадiбним.

К р о к 0. Покладаємо потiк рiвним нулю. Розширимо мультимножину G, додавши k
нулiв, де k — кiлькiсть дуг, на якi накладено додатковi комбiнаторнi обмеження. Для всiх
дуг покладаємо xij = 0 i будемо вважати всi ненульовi елементи мультимножини G неви-
користаними. Залишкова мережа на початковому етапi збiгається з початковою.

К р о к 1. Знаходимо в залишковiй мережi, не враховуючи додаткових комбiнаторних
обмежень, найкоротший шлях iз джерела в стiк з максимальною пропускною здатнiстю,
використовуючи модифiкований пошук у ширину. Нехай шлях складається iз p дуг i має
пропускну здатнiсть, що дорiвнює b. (Пiд пропускною здатнiстю шляху розумiємо мiнi-
мальну пропускну здатнiсть серед дуг цього шляху.) Якщо такого шляху немає — зупинка
алгоритму.

К р о к 2. Переберемо всi дуги знайденого шляху у порядку спадання пропускних спро-
можностей bij. Привласнимо всiм xij, для яких xij < b + yij, мiнiмальнi значення iз
мультимножини G, якi незайнятi i перевищують b + yij, де yij — поточне значення по-
току по дузi uij . Якщо такого елемента немає, беремо найбiльший елемент iз G. Вва-
жатимемо цi елементи мультимножини зайнятими, а попереднi значення xij — незайня-
тими.

К р о к 3. Пускаємо через знайдений шлях максимально можливий потiк (враховуючи
комбiнаторнi обмеження).

К р о к 4. Модифiкуємо залишкову мережу. Змiнюємо пропускнi здатностi i видаляємо
дуги, для яких виконується хоча б одна умова:

а) yij = bij ;
б) yij = xij i в G немає вiльних елементiв, що перевищують xij.

При цьому, якщо умови а i б бiльше не виконуються для деякої ранiше видаленої дуги,
повертаємо її в залишкову мережу.

Переходимо на крок 1.
Модифiкований пошук в ширину дозволяє знайти найкоротший шлях з джерела до

стоку. Якщо таких шляхiв кiлька, метод дозволяє знайти серед них шлях з найбiльшою
пропускною здатнiстю.

Для кожної вершини vi потрiбно задати такi поля:
1) стан вершини, можливi значення: не помiчена, помiчена, переглянута;
2) предок — iнша вершина графу;
3) вiдстань вiд джерела di;
4) потенцiйний потiк pi.
Модифiкований пошук в ширину.
К ро к 0. Джерело вважаємо помiченим, ps = ∞, ds = 0. Всi iншi вершини — не помiче-

ними, pi = 0, ∀ i, i 6= s. Створюємо чергу iз помiчених вершин.
К р о к 1. Якщо черга порожня — шляху не iснує, зупинка алгоритму, iнакше — вважаємо

першу вершину черги vc переглянутою i видаляємо її iз черги.
К р о к 2. Розглядаємо всi дуги uci, що виходять з вершини vc, i перебираємо вершини vi,

якi або мiстяться в черзi i di > dc, або є непомiченими. Якщо pi < min(pc, bci), то pi =
= min(pc, bci), предком вершини vi стає вершина vc, di = dc+1 та, якщо вершина непомiчена,
помiчаємо її та додаємо в кiнець черги.
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К ро к 3. Якщо vt мiститься в черзi i dt = dz, де vz — перша в черзi вершина, то зупинка
алгоритму. (Зворотний до шуканого шлях можна отримати, почавши зi стоку i переходячи
вiд вершини до її предка, доки не досягнемо джерела.) Iнакше — перехiд до кроку 1.

Оцiнка складностi жадiбного методу. Нехай |V | — кiлькiсть вершин графу, |U | —
кiлькiсть дуг.

Теорема 1. Час роботи модифiкованого алгоритму пошуку в ширину T (n) = O(|U | +
+ |V |).

Зауваження. Оскiльки в роботi розглядаються зв’язнi графи, то час роботи модифi-
кованого алгоритму пошуку в ширину дорiвнює T (n) = O(|U |).

Теорема 2. Час роботи жадiбного алгоритму розв’язання комбiнаторної задачi зна-
ходження максимального потоку T (n = O(|U | ·n · |w∗|), де |w∗| — шукана величина макси-
мального потоку; n — кiлькiсть рiзних елементiв у мультимножинi G.

Таким чином, в роботi розглянута комбiнаторна задача знаходження максимального
потоку, запропонований наближений метод її розв’язання та зроблена оцiнка часу роботи
цього методу. Метод може застосовуватися для знаходження початкового розв’язку в то-
чних методах. В подальшому доцiльно оцiнити точнiсть роботи алгоритму та провести об-
числювальнi експерименти.
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О.А. Емец, Е.М. Емец, Ю.Ф. Олексийчук

Полиномиальный метод приближенного решения комбинаторной

задачи нахождения максимального потока в сети

Рассматривается комбинаторная задача нахождения максимального потока в сети, кото-
рая сводится к эвклидовой комбинаторной задаче на размещениях. Предложен приближен-
ный алгоритм для ее решения, определена полиномиальная оценка его сложности.

O.O. Iemets, Ye. M. Yemets, Yu. F. Oleksiichuk

An approximate polynomial method for solving a combinatorial

problem of finding the maximum flow in a network

The combinatorial problem finding of the maximal flow in a network is considered. This problem
is a Euclidean combinatorial one on arrangements. An approximate algorithm for the solution of
this problem is proposed. The polynomial estimation of the complexity of this algorithm is found.
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УДК 519.854

В.О. Михайлюк

Наближення до оптимальних сублiнiйних алгоритмiв

реоптимiзацiї обмежених задач про узагальнену

виконуванiсть

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

Для розв’язання задачi Ins−Λ−CSP (реоптимiзацiя обмеженої Λ−CSP задачi при до-
даваннi довiльного обмеження) iснує оптимальний наближений алгоритм з адитивною
помилкою з константною складнiстю. Вiдношення апроксимацiї алгоритму залежить
вiд цiлочислового розриву лiнiйної релаксацiї вихiдної задачi.

Теоретичнi дослiдження алгоритмiв сублiнiйної складностi є новим роздiлом теоретичної
iнформатики, що iнтенсивно розвивається. Вони виникли внаслiдок необхiдностi обробки
величезних масивiв iнформацiї, що має мiсце в багатьох застосуваннях. Фiнансовi операцiї
з мiльярдами вхiдних даних, аналiз iнтернет-трафiку є прикладами сучасних наборiв даних
величезного обсягу. Аналiз та керування такими даними змусили переглянути традицiйнi
поняття ефективних алгоритмiв обробки iнформацiї. Ранiше пiд такими алгоритмами ро-
зумiли алгоритми полiномiальної складностi вiд n (розмiрностi задачi). Зараз навiть лiнiйнi
алгоритми можуть бути занадто повiльними. Таким чином, доцiльною є розробка не тiльки
полiномiальних алгоритмiв, а й сублiнiйних вiд n.

Говоритимемо, що алгоритм має сублiнiйну складнiсть, якщо час його роботи оцiнюється
величиною o(n), де n — розмiрнiсть входу. Для того щоб сублiнiйний алгоритм був точним,
необхiдно, щоб вiн використовував паралельну або некласичну обробку даних або врахову-
вав спецiальнi обмеження на вхiднi данi (наприклад, логарифмiчний бiнарний пошук у вiд-
сортованих масивах). Iнакше такий алгоритм не в змозi прочитати весь вхiд, щоб забезпе-
чити деякий результат роботи. Тому сублiнiйнi алгоритми повиннi видавати результат без
читання всього входу, а мати доступ до нього тiльки деякими обмеженими порцiями i бути
випадковими, видаючи тiльки наближенi розв’язки. Ефективнiсть таких алгоритмiв вимi-
рюється так званою складнiстю запитiв (query complexity) — кiлькiстю доступiв до деякого
оракулу, що обробляє вхiд (порцiями). Сублiнiйнi алгоритми знайшли широке застосуван-
ня в роздiлi теоретичної iнформатики, який називається “перевiрка властивостей проблем”
(property testing) [1]. Перевiрка властивостей проблем (релаксацiя проблем розпiзнавання)
пов’язана з розробкою сублiнiйних алгоритмiв, що розрiзняють об’єкти iз заданою власти-
вiстю вiд об’єктiв, далеких вiд неї (ε-далекi, ε-far). Наприклад, для задач теорiї графiв
з n вершинами i обмеженим степенем вершин d властивiсть “бути ε-далекими вiд деякої
властивостi P” означає: треба додати або видалити щонайменше εdn ребер, щоб граф мав
цю властивiсть P. Сублiнiйнi алгоритми перевiрки властивостей (тестери) знайшли своє
застосування в теорiї навчання i теорiї наближення [1].

При розв’язаннi дискретних задач оптимiзацiї виникла iдея використання iнформацiї
про оптимальний (або близький до нього) розв’язок екземпляра проблеми для знаходження
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оптимального (або близького до нього) розв’язку екземпляра проблеми, одержаного в ре-
зультатi незначних локальних модифiкацiй вихiдного екземпляра. Даний пiдхiд, названий
реоптимiзацiєю (i вперше запропонований в [2]), дозволяє в деяких випадках отримати,
наприклад, кращу якiсть наближення (воно визначається як вiдношення наближеного зна-
чення цiльової функцiї до оптимального i називається вiдношенням апроксимацiї) в локаль-
но модифiкованих екземплярах, нiж у вихiдних. Якщо для деяких оптимiзацiйних задач
вiдношення апроксимацiї не можна покращити (наприклад, для класу всiх наближених
алгоритмiв з полiномiальною складнiстю), то таке вiдношення називають пороговим або
оптимальним (алгоритм, на якому досягається це вiдношення, також називають пороговим
або оптимальним). У [3] вдалося одержати точне значення порогового вiдношення апрокси-
мацiї для реоптимiзацiї узагальнених проблем про виконуванiсть спецiального класу для
алгоритмiв полiномiальної складностi. У данiй роботi це питання вивчається для реопти-
мiзацiї проблем про узагальнену виконуванiсть у класi сублiнiйних алгоритмiв, зокрема
константної складностi.

Основнi означення. В роботi [4] пропонується наближений алгоритм з константною
складнiстю для розв’язання задач про узагальнену виконуванiсть з обмеженим степенем
(обмеженi Λ−CSP задачi). Час роботи цього алгоритму не залежить вiд розмiрностi ек-
земплярiв задачi. Вивчаються задачi з обмеженим степенем (bounded-degree model). У цiй
моделi число символiв в алфавiтi, максимальна розмiрнiсть (число входiв предикатiв), мак-
симальний степiнь (число обмежень, де зустрiчається кожна змiнна) i максимальна вага
обмежень оцiнюються зверху константами, що не залежать вiд n. Нехай I — екземпляр та-
кої Λ−CSP задачi. Оскiльки алгоритм з константною складнiстю не може прочитати весь
вхiд I, припускаємо iснування оракула OI , який дає iнформацiю про I. Вказуючи значен-
ня змiнної v та iндексу i, OI видає i-те обмеження P , де зустрiчається v. Ефективнiсть
алгоритму вимiрюється числом звернень до оракула OI , яке називається складнiстю за-
питiв (query complexity). У [4] отримано результат, аналогiчний [5]: для кожної обмеженої
Λ−CSP задачi релаксацiя лiнiйного програмування (LP) разом з деяким алгоритмом окру-
глення видає найкраще наближення серед всiх алгоритмiв з константною складнiстю. При
цьому результат є безумовним (не використовується унiкальна iгрова гiпотеза, UGC [6]).
Для формального подання результатiв наведемо деякi означення.

Для цiлого k[k] позначає множину {1, . . . , k}. Розмiрнiстю предиката P : [q]k → {0, 1}
є число входiв P , тобто в даному випадку k. Степiнь змiнної — це число обмежень, де вона
зустрiчається. Для обмеження P в CSP екземплярi V (P ) позначає множину змiнних у P .
Нехай β — вектор або множина, iндексована елементами з множини V . Для пiдмножини
S ⊆ V визначимо β|S = {βv}v∈S .

Означення 1. Задача про узагальнену виконуванiсть з обмеженим степенем (обмеже-
на Λ−CSP задача) визначається так: Λ = ([q], s, t, w,Π), де [q] = {1, . . . , q} — скiнченна
область; s — максимальна розмiрнiсть предикатiв; t — максимальний степiнь змiнних (чис-
ло обмежень, де зустрiчається змiнна); w — максимальна вага предикатiв i Π = {P : [q]k →
→ {0, 1} | k 6 s} — множина предикатiв.

Означення 2. Екземпляр I обмеженої Λ−CSP задачi визначається як

I = (V, S, PS , w),

де V = {v1, . . . , vn} — множина змiнних iз значеннями з [q]; PS — множина обме-
жень, що складається з предикатiв P ∈ Π, якi застосовуються до послiдовностi S змiн-
них V розмiром не бiльше s. Бiльш точно, коли предикат P застосовується до послiдовностi
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S = {i1, . . . , ik} ⊆ [n]k, то P вибирає змiннi V|S = {vi1 , . . . , vik} як вхiднi; w є множиною ваг
{wP }P∈PS

, приписаних до кожного обмеження P ∈ PS , де 1 6 wP 6 w.
Задача полягає у знаходженнi приписування змiнним β ∈ [q]V , що максимiзує загальну

вагу виконаних обмежень, тобто
∑

P∈PS
wPP (β). Будемо вважати, що q, s, t, w обмеженi

i не залежать вiд розмiрностi задачi n.
Означення 3. У задачi про узагальнену виконуванiсть з обмеженим степенем Λ i мно-

жиною змiнних V (обмеженiй Λ−CSP задачi) екземпляр I = (V, S, PS , w) подається ораку-
лом OI , таким, що OI за двома числами v ∈ V , i ∈ [t] видає P ∈ PS , P є i-м обмеженням, де
знаходиться v. Якщо таких обмежень не iснує, то вiн видає деякий спецiальний символ ⊥.
Складнiстю запитiв алгоритму (query complexity) є число звернень до OI .

У [4] наводиться релаксацiя лiнiйного програмування (LP релаксацiя) для обмеженої
Λ−CSP задачi, яку назвемо BasicLP. Нехай lp(I) та opt(I) — вiдповiдно значення цiльової
функцiї для оптимального розв’язку LP релаксацiї BasicLP екземпляра I та екземпляра I,
а val(I, β) — значення, отримане приписуванням β ∈ [q]V . Нехай wI є сума всiх ваг обмежень
з I. Визначимо lp(I) = lp(I)/wI , opt(I) = opt(I)/wI i val(I, β) = val(I, β)/wI , а також криву
цiлочислового розриву i цiлочисловий розрив LP релаксацiї Λ−CSP задачi як SΛ(c) =
= inf

I∈Λ,lp(I)>c
{opt(I)} i αΛ = inf

I∈Λ
{opt(I)/lp(I)}.

Означення 4. Значення x будемо називати (α, β)-наближенням x∗, якщо αx∗ − β 6

6 x 6 x∗. Алгоритм називається (α, β)-наближеним алгоритмом для Λ−CSP задачi, якщо
для довiльного екземпляра I вiн обчислює (α, β)-наближення до opt(I) з ймовiрнiстю, не
меншою, нiж 2/3.

Теорема 1 [4]. Для довiльної обмеженої Λ−CSP задачi i ε > 0 iснує алгоритм, який
для екземпляра I з n змiнними i lp(I) = c ∈ (0, 1] з ймовiрнiстю, не меншою, нiж 2/3,
видає значення x, таке, що SΛ(c − ε)wI − εn 6 x 6 opt(I). Для деякого фiксованого при-
писування β, такого, що SΛ(c − ε)wI − εn 6 val(I, β) 6 opt(I) для даної змiнної v з I
обчислює βv за константний час.

Маємо такий результат з безумовної неапроксимованостi.
Теорема 2 [4]. Для довiльних обмеженої Λ−CSP задачi, c ∈ [0, 1] i ε > 0 iснує δ > 0,

таке, що будь-який алгоритм для екземпляра I з n змiнними i opt(I) = c ∈ [0, 1], який
з ймовiрнiстю, не меншою, нiж 2/3, видає значення x, таке, що (SΛ(c) + ε)wI − δn 6 x 6

6 opt(I), вимагає Ω
(√
n
)

запитiв.

Використовуючи алгоритм з теореми 1 для екземпляра I, можна вiдрiзнити випадок
opt(I) > cwI вiд випадку opt(I) 6 SΛ(c − ε)wI − εn. Навпаки, теорема 2 стверджує, що не
можна вiдрiзнити випадок opt(I) > cwI вiд випадку opt(I) 6 (SΛ(c)+ ε)wI − δn з констант-
ною складнiстю.

Оптимальнi наближенi алгоритми з константною складнiстю для обмежених
Λ−CSP задач. Використовуючи визначення SΛ(c), αΛ, означення 4 та теореми 1 i 2, отри-
маємо такий наслiдок.

Наслiдок 1. Для довiльної обмеженої Λ−CSP задачi i ε > 0 iснує (αΛ − ε, εn)-на-
ближений алгоритм з константною складнiстю. З iншого боку, для довiльної обмеженої
Λ−CSP задачi i ε > 0 iснує δ > 0 таке, що довiльний (αΛ + ε, δn)-наближений алгоритм
вимагає Ω

(√
n
)

запитiв.

Означення 5. Говоритимемо, що для довiльної обмеженої Λ−CSP задачi iснує опти-
мальний (α, εn)-наближений алгоритм з константною складнiстю, якщо виконуються такi
умови:
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для Λ−CSP задачi i будь-якого ε > 0 iснує (α−ε, εn)-наближений алгоритм з констант-
ною складнiстю;

для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що для будь-якої Λ−CSP задачi не iснує (α +
+ ε, δn)-наближеного алгоритму з константною складнiстю.

При цьому α називається порогом вiдношення апроксимацiї наближеного алгоритму,
а сам алгоритм — оптимальним α-наближеним алгоритмом з адитивною помилкою з кон-
стантною складнiстю.

Використовуючи наслiдок 1 i означення 5, маємо
Наслiдок 2. Для довiльної обмеженої Λ−CSP задачi i ε > 0 iснує оптимальний

(αΛ, εn)-наближений алгоритм з константною складнiстю.
Реоптимiзацiя обмежених Λ−CSP задач. Порiг вiдношення апроксимацiї. Ви-

значимо реоптимiзацiйний варiант обмеженої Λ−CSP задачi. Нехай I = (V, S, PS , w) —
екземпляр Λ−CSP задачi. Будемо вважати, що wP = 1 для довiльного P ∈ PS . Екземпляр
I ′ = (V, S′, PS′ , w) отримується з I таким чином: S′ = S

⋃{i′1, . . . , i′k}, де {i′1, . . . , i′k} ⊆ [n]k

при деякому k 6 s.
Задача Ins−Λ−CSP . Вхiднi данi. Довiльний екземпляр IΛ−CSP задачi, x∗ — опти-

мальний розв’язок екземпляра I.
Результат. Знайти оптимальний розв’язок екземпляра I ′ (отриманого з I, як описано

вище) Λ−CSP задачi, використовуючи x∗.
Мета. Знайти x, яке максимiзує число виконаних обмежень екземпляра I ′.
Теорема 3. Якщо для довiльної обмеженої Λ−CSP задачi i ε > 0 iснує (ρ − ε, εn)-на-

ближений алгоритм з константною складнiстю, то для задачi Ins−Λ−CSP iснує (ϕ(ρ)−
− ε1, ε1n) такий же алгоритм, де ϕ(ρ) = 1/(2 − ρ) i ε1 = εϕ(ρ).

Теорема 4. Нехай A — це будь-який (γ− ε, εn)-наближений алгоритм з константною
складнiстю для задачi Ins−Λ−CSP , тодi γ 6 ϕ(αΛ).

Використовуючи теореми 3 i 4, отримаємо основний результат.
Теорема 5. Для задачi Ins−Λ−CSP i ε1 > 0 iснує оптимальний (ϕ(αΛ), ε1n)-набли-

жений алгоритм з константною складнiстю.
Таким чином, для задачi Ins−Λ−CSP iснує оптимальний ϕ(αΛ)-наближений алгоритм

з адитивною помилкою з константною складнiстю.
Приклад застосування. Розглянемо задачу Max-3-Sat, що є варiантом обмеженої

Λ−CSP задачi, коли множина предикатiв Π становить диз’юнкцiю не бiльше трьох лiтера-
лiв. Щоб застосувати теорему 5, треба знайти цiлочисловий розрив αΛ LP релаксацiї задачi
Max-3-Sat. Верхня оцiнка (7/8) для αΛ випливає з застосування алгоритму з теореми 1
(i наслiдку 2).

Важливим є отримання нижнiх оцiнок цiлочислового розриву. Безумовна нижня оцiнка
для αΛ в класi алгоритмiв константної складностi одержана для Max-3-Sat в [7]. Зокрема,
має мiсце твердження.

Теорема 6 [7]. Для довiльного ε > 0 кожний (7/8 + ε)-наближений алгоритм для
Max-3-Sat має складнiсть запитiв Ω(n + m), де n — число змiнних, а m — число диз’юн-
кцiй. Теорема залишається справедливою i для спецiального випадку, коли кожна змiнна
зустрiчається в O(1) диз’юнкцiях i m = O(n).

Отже, для задачi Max-3-Sat αΛ = 7/8, ϕ(αΛ) = 8/9 i, застосувавши теорему 5, отримаємо
твердження.

Теорема 7. Для задачi Ins-Max-3-Sat iснує оптимальний (8/9)-наближений алго-
ритм з адитивною помилкою з константною складнiстю.
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Таким чином, результати цiєї роботи є безумовними. Вони не залежать нi вiд iстинностi
унiкальної iгрової гiпотези UGC [6], нi вiд загальноприйнятої гiпотези теорiї складностi
обчислень P 6= NP .
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В.A. Михайлюк

Приближение к оптимальным сублинейным алгоритмам

реоптимизации ограниченных задач об обобщенной выполнимости

Для решения задачи Ins−Λ−CSP (реоптимизация ограниченной Λ−CSP задачи при до-
бавлении произвольного ограничения) существует оптимальный приближенный алгоритм
с аддитивной ошибкой с константной сложностью. Отношение аппроксимации алгоритма
зависит от целочисленного разрыва линейной релаксации исходной задачи.

V.A. Mikhailyuk

Approximation to the optimal sublinear algorithms for the

reoptimization of bounded-degree problems of a general feasibiliity

To solve the problem Ins−Λ−CSP (reoptimization of a bounded-degree Λ−CSP problem under the
insertion of an arbitrary constraint), there is an optimal constant-time approximation algorithm
with additive error. The approximation ratio of the algorithm depends on the integral gap of a
linear relaxation of the initial problem.
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S. D. Borysenko, M. Ciarletta, G. Iovane, A.M. Piccirillo, V. Zampoli

Control of hyperbolic equations

(Presented by Corresponding Member of the NAS of Ukraine S. I. Lyashko)

The new analogs of Wendroff’s type inequalities for discontinuous functions are considered. The
impulse influence on the behaviour of the solutions of hyperbolic equations with nonlinearities
of the Lipschitz and Hölder types is investigated.

Introduction. In the present article we found new analogs of the Wendroff inequality for dis-
continuous functions with finite jumps on some curves Γj ⊂ R2

+ and discontinuities of the Lipschi-
tz and non-Lipschitz types. New conditions of boundedness for solutions of impulsive nonlinear
hyperbolic equations are obtained.

Our paper is devoted to a generalization of results [1–15], and it is based on new analogs
of a Wendroff type inequality.

We consider some set D∗ ⊂ R2, where D∗ = D \ Γ, D =
⋃
j
Dj , j = 1, 2 . . .; Γ =

⋃
j
Γj,

Γj = {(x, y) : ϕj(x, y) = 0, j = 1, 2 . . .}, Γk ∩ Γk+1 = ∅, k = 1, 2, . . .;
ϕj(x, y) are real-valued continuously differentiable functions such that grad ϕj(x, y) > 0, for

all j = 1, 2 . . .;
D1 = {(x, y) : x > 0, y > 0, ϕ1(x, y) < 0};
Dk = {(x, y) : x > 0, y > 0, ϕk−1(x, y) > 0, ϕk(x, y) < 0,∀ k > 2, k ∈ N};
Gp = {(u, v) : (x, y) ∈ Dp, 0 6 u 6 x, 0 6 v 6 y, p ∈ N}; µϕn is the Lebesgue–Stieltjes

measure concentrated on the curves {Γn}.
Let us consider a real-valued nonnegative, discontinuous, nondecreasing function u(x, y)

in D∗, which has finite jumps on the curves {Γj}.
Previous results. Lipschitz type discontinuities.
Proposition 1. Let us suppose that a function u(x1, x2) satisfies the following integro-sum

inequality in D∗:

u(x1, x2) 6 q(x1, x2) + g(x1, x2)

∫∫

Gn

ψ(τ, s)W [u(τ, s)] dτds +

+

n−1∑

j=1

∫

Γj∩Gn

βj(x, y)u(x1, x2)dµϕj
, (1)

where q(x1, x2) is positive and nondecreasing, g(x1, x2) > 1, βj(x1, x2) > 0, ψ(τ, s) > 0; the
function W belongs to the class Φ1 of functions such that:

1. W (σ1σ2) 6W (σ1)W (σ2) ∀σ1, σ2 > 0;

2. W : [0,∞[→ [0,∞[, W (0) = 0;

3. W is nondecreasing.
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Moreover, u(x1, x2) is a nonnegative discontinuous function, which has finite jumps on the
curves {Γj}, j = 1, 2, . . ..

Then for arbitrary {0 < x1 < ∞, 0 < x2 < ∞}, the following estimate is fulfilled:

u(x1, x2) 6 q(x1, x2)g(x1, x2)Ψ
−1
i

{∫∫

Di

ψ(τ, s)

q(τ, s)
W [q(τ, s)g(τ, s)] dτds

}
, (2)

∀x ∈ Di :

∫∫

Di

ψ(τ, s)

q(τ, s)
W [q(τ, s)g(τ, s)] dτds ∈ Dom(Ψ−1

i ),

Ψ0(V )
def
=

V∫

1

dσ

W (σ)
, Ψi(V )

def
=

V∫

Ci

dσ

W (σ)
, i = 1, 2,

where

V = (V1, V2), σ = (σ1, σ2)

and

Ci =

(
1 +

∫

Γi∩Gn

βj(x1, x2)g(x1, x2)duϕi

)
Ψ−1

i

{ ∫∫

Gi+1\Gi

ψ(τ, s)

q(τ, s)
W [q(τ, s)g(τ, s)] dτds

}
.

Proposition 2. Let us suppose that a nonnegative discontinuous function u(x1, x2), which
has finite jumps on the curves {Γj}, satisfies inequality (1), where the functions W belongs to
the class Φ1 of functions such that:

1. W : [0,∞[→ [0,∞[ is continuous and nondecreasing;

2. ∀ t > 0, u > 0, t−1(W (u)) 6W (t−1u);

3. W (0) = 0.

If all functions q, g, ψ, βj satisfy the conditions of Proposition 1, then, for arbitrary {0 6

6 x1 6 x∗1, 0 6 x2 6 x∗2} the following inequality is justified:

u(x1, x2) 6 q(x1, x2)g(x1, x2)Ψ
−1
i

{∫∫

Di

ψ(τ, s)g(τ, s) dτds

}
, i = 0, 1, . . . ,

where

Ψ0(V ) =

V∫

1

dσ

W (σ)
, Ψi(V ) =

V∫

Ci

dσ

W (σ)
, i = 1, 2, . . . ,

Ci =

(
1 +

∫

Γi∩Gn

βj(x1, x2)g(x1, x2) dµϕi

)
Ψ

−1
i−1

{∫∫

Di

ψ(τ, s)g(τ, s) dτds

}
,
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(x∗1, x
∗
2) = x∗ = sup

x

{
x :

∫∫

Gi+1\Gi

ψ(τ, s)g(τ, s)dτds ∈ Dom(Ψ
−1
i (V )), i = 1, 2, . . .

}
.

Non-Lipschitz type discontinuities. Let us consider the following inequality:

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2) +

∫∫

Gn

f(σ1, σ2)u
α(σ1, σ2) dσ1dσ2 +

+

n−1∑

j=1

∫

Γj

⋂
Gn

βj(x1, x2)u
m(x1, x2) dµϕj

. (3)

Proposition 3. If the function u(x1, x2) satisfies inequality (3) with f > 0, βj > 0, α = 1,
m > 0, then the following estimates are valid:

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2)

∞∏

j=1

∫

Γj∩Gj+1

ϕm−1(x1, x2)βj(x1, x2) dµϕj
×

× exp

[ x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]
, if 0 < m 6 1, (4)

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2)
∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γj∩Gj+1

ϕm−1(x1, x2)βj(x1, x2) dµϕj

)
×

× exp

[
m

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1, dσ2

]
, if m > 1. (5)

Proposition 4. If the function u(x1, x2) satisfies inequality (3) with α = m > 0, m 6= 1 and
the conditions of the above theorem are valid, then the following estimates hold:

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2)
∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γj∩Gj+1

βj(x1, x2)ϕ
m−1(x1, x2) dµϕj

)
×

×
[
1 + (1−m)

x1∫

0

x2∫

0

ϕm−1(σ1, σ2)f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]1/(1−m)

for 0 < m < 1; (6)

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2)

∞∏

j=1

(
1 +m

∫

Γj∩Gj+1

βj(x1, x2)ϕ
m−1(x1, x2) dµϕj

)
×

×
[
1− (m− 1)

[
∞∏

j=1

(
1 +m

∫

Γj∩Gj+1

βj(x1, x2)ϕ
m−1(x1, x2) dµϕj

)]m−1

×

×
x1∫

0

x2∫

0

ϕm−1(σ1, σ2)f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]1/(1−m)

for m > 1 (7)
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such that

x1∫

0

x2∫

0

ϕm−1(σ1, σ2)f(σ1, σ2) dσ1dσ2 6
1

m
,

∞∏

j=1

(
1 +m

∫

Γj∩Gj+1

βj(x1, x2)ϕ
m−1(x1, x2) dµϕj

)
<

(
1 +

1

m− 1

)1/(1−m)

.

(8)

Proposition 5. Let us suppose that a function u(x1, x2) satisfies the inequality

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2) + g(x1, x2)

∫∫

Gn

ψ(τ, s)um(τ, s) dτds +

+

n−1∑

j=1

∫

Γj∩Gn

βj(x1, x2)u
n(x1, x2) dµϕj

, (9)

where ϕ is a positive and nondecreasing function, g(x1, x2) > 1, βj(x1, x2) > 0, ψ(τ, s) > 0; the
function u(x1, x2) is nonnegative and has finite jumps on the curves Γj , j = 1, 2, . . .; m,n > 0.
With these conditions, the following estimates take place:

u(x1, x2) 6 ϕ(x1, x2)g(x1, x2)(Ψ
−1
i

∫∫

Di

ψ(τ, s)ϕm−1(τ, s)gm(τ, s)dτds) (10)

∀ (x1, x2) ∈ Di :

∫∫

Di

ψ(τ, s)g(τ, s) dτds ∈ Dom(Ψ−1
i ),

Ψi(V ) =

V∫

Ci

σ−mdσ, C0 = 1,

Ci =

(
1 +

∫

Γi∩Gi+1

βi(x1, x2)g
n(x1, x2)ϕ

n−1(x1, x2)dµϕi

)
×

×Ψ−1
i−1

(∫∫

Gi+1\Gi

ψ(τ, s)ϕm−1(τ, s)gm(τ, s) dτds

)
, i = 1, 2, . . . ,

where m = 1;

Ψ−1
i (V ) = Ci expV, i = 1, 2, . . . ;

if 0 < m < 1 ∀ (x1, x2) ∈ Di:

Ψ−1
i (V ) = (Ci + (1−m)V )

1
1−m , i = 1, 2, . . . ;

if m > 1,

Ψ−1
i (V ) = [Ci − (m− 1)V ]−

1
m−1 , i = 1, 2, . . . ,
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∀ (x1, x2) ∈ Di :

∫∫

Di

ψ(τ, s)ϕm−1(τ, s)gm(τ, s) dτds <
Ci

m− 1
.

Applications. Lipschitz type discontinuities. Let us suppose that the evolution of
some real processes may be described by hyperbolic partial differential equations with impulse
perturbations concentrated on the surfaces

∂2u(x1, x2)

∂x1∂x2
= H(x, u(x)), (x1, x2) ∈ Γi,

u(x1, 0) = φ1(x1),

u(0, x2) = φ2(x2),

φ1(0) = φ2(0),

∆u
∣∣
(x1,x2)∈Γi

=

∫

Γi∩Gn

βi(x1, x2)u(x1, x2)dµφi
.

(11)

Here ∆u
∣∣
(x1,x2)∈Γi

are the characteristic values of finite jumps u(x)(x = (x1, x2)), when the

solution of (11) meets the hypersurfaces Γi : u(x)
⋂

Γi.
We investigate equation (11) in the domain D∗ ⊂ R2

+, which was described in Introduction.
Denote, by φ(x1, x2) the boundary conditions in (11). Every solution of (11), satisfying the

boundary conditions, is also a solution of the Volterra integro-sum equation:

u(x1, x2) = φ(x1, x2) +

∫∫

Gn

H(τ, s, u(τ, s)) dτds +

n−1∑

j=1

∫

Γj∩Gn

βj(x1, x2)u(x1, x2) dµϕj
. (12)

Let us suppose that

|H(τ, s, u(τ, s))| 6 ψ(τ, s)W [|u(τ, s)|], (13)

where ψ(τ, s) > 0, W (σ) ∈ Φ1.
By using the result of Proposition 1, we obtain the following statement:
Proposition 6. If H(x, u(x)) in (11) satisfies condition (13), then, for all solutions of equa-

tion (13), the following inequality is valid for all x1 > 0, x2 > 0

|u(x1, x2)| 6 |φ(x1, x2)|Ψ−1
i

{∫∫

Di

ψ(τ, s)

|φ(τ, s)|W [|φ(τ, s)|] dτds
}

(14)

∀x ∈ Di :

∫∫

Di

ψ(τ, s)

|φ(τ, s)|W [‖φ(τ, s)|] dτds ∈ Dom(Ψ−1
i ),

where

Ψ0(V1) =

V1∫

1

dσ

W (σ)
, Ψi(V1) =

V1∫

Ci

dσ1
W (σ1)

i = 1, 2, . . .
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Ci =

(
1 +

∫

Γi∩Gi+1

‖βi(x1, x2)| dµφi

)
Ψ−1

i−1

( ∫∫

Gi+1\Gi

ψ(τ, s)

‖φ(τ, s)|W [‖φ(τ, s)|] dτds
)
.

By using the result of Proposition 2, we obtain:
Proposition 7. If the function H satisfies (13), where W belongs to the class of functions

Φ1 : W ∈ Φ1, then all solutions of equation (11) satisfy such estimate:

‖u(x1, x2)| 6 ‖φ(x1, x2)|Ψ−1
j

(∫∫

Dj

ψ(τ, s)dτds

)
, ∀ j = 0, 1, . . . ,

where

Ψ0(V ) =

V∫

1

dσ

W (σ)
, Ψi(V ) =

V1∫

C1

dσ

W (σ)
, i = 1, 2, . . . ,

Ci =

(
1 +

∫

Γi∩Gi+1

‖βi(x1, x2)| dµφi

)
Ψ

−1
i−1

( ∫∫

Gi+1\Gi

ψ(τ, s) dτds

)
,

∀x : 0 < x < x∗ : x∗ = sup
x

{
x :

∫∫

Gi+1\Gi

ψ(τ, s) dτds ∈ Dom(Ψ
−1
i ), i = 1, 2, . . .

}
.

From Proposition 3, the next result follows:
Proposition 8. Let us suppose that the following conditions take place:
A) ‖H(x1, x2, u(x1, x2))| 6 f(x1, x2)‖u(x1, x2)|α, α = const > 0, where f is a continuous

nonnegative function in R2
+.

B) ∃M = const > 0: ‖φ(x1, x2)| 6 M . Then, for solutions of equations (11), the following
estimates take place:

1. ‖u(x1, x2)| 6M

∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)|dµφi

)
exp

[ x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]
,

if α = 1;

2. ‖u(x1, x2)| 6M
∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)|dµφi

)
×

×
[
1 + (1− α)Mα−1

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2)dσ1dσ2

]1/(1−α)

, if 0 < α < 1;

3. ‖u(x1, x2)| 6M

∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)|dµφi

){
1 + (α− 1)Mα−1 ×
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×
[

∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)| dµφi

)]α−1 x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2)dσ1dσ2

}−1/(α−1)

for α > 1 and arbitrary (x1, x2) ∈ D∗ such that

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2)dσ1dσ2 <

{
(α− 1)Mα−1

[
∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)| dµφi

)]α−1}−1

.

From Proposition 8, we obtain the following statement:
Proposition 9. Let us consider the following conditions for equation (11):
1. ‖H(x1, x2, u(x1, x2))| 6 ψ(x1, x2)‖u(x1, x2)|α;
2. ∃M = const > 0 : ‖ϕ(x1, x2)| 6 M ;
3. ∃ ξ, η:

∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)|dµϕi

)
6 ξ <∞;

x1∫

0

x2∫

0

ψ(σ1, σ2) dσ1dσ2 6 η <∞.

Then all solutions u(x1, x2) of equation (11) are bounded for 0 < α 6 1. If additionally

∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γi∩Gj+1

‖βj(x1, x2)|dµϕi

)
<

M1−α

(α− 1)η
,

all solutions of equation (11) are bounded also for α > 1.
Hölder type discontinuities. Let us consider such problem:

∂2u(x1, x2)

∂x1∂x2
= F (x, u(x)), x = (x1, x2) ∈ Γi,

u(x1, 0) = ψ1(x1),

u(0, x2) = ψ2(x2), (15)

ψ1(0) = ψ2(0),

∆u|x∈Γi
=

∫

Γi∩Gn

βi(x)u
m(x)dµφi

, m > 0.

In (15) we suppose that the boundary conditions ψ(x1, x2) are bounded, i. e.

|ψ(x1, x2)| 6M = const <∞,

and F (x, u) satisfies the estimate:

|F (x, u)| 6 f(x1, x2)|u(x1, x2)|α, (16)

with f > 0, α = const > 0.
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By using Propositions 3 and estimates A)–D), we obtain the following statement:
Proposition 10. Let us suppose that, for problem (15), the assumptions in Introduction about

curves Γi, domains Bk, Gk and functions ϕk are valid. Moreover, let F satisfy inequality (16).
I. Then the following estimates take place:

A′) α = 1, m 6 1 ⇒

⇒ |u(x1, x2)| 6M
∞∏

j=1

(
1 +Mm−1

∫

Γj∩Gj+1

|β∗j (x1, x2)|dµϕj

)
exp

[ x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]
,

B′) α = 1, m > 1 ⇒

⇒ |u(x1, x2)| 6M

∞∏

j=1

(
1 +Mm−1

∫

Γj∩Gj+1

|β∗j (x1, x2)| dµϕj

)
exp

[
m

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]
,

C ′) 0 < α = m < 1 ⇒ |u(x1, x2)| 6M

∞∏

j=1

(
1 +Mm−1

∫

Γj∩Gj+1

|β∗j (x1, x2)|dµϕj

)
×

×
[
1 + (1−m)Mm−1

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2)dσ1dσ2

]1/(1−m)

,

D′) α = m > 1 ⇒ |u(x1, x2)| 6M
∞∏

j=1

(
1 +mMm−1

∫

Γj∩Gj+1

|β(j∗)(x1, x2)| dµϕj

)
×

×
[
1− (m− 1)Mm−1

[
∞∏

j=1

(
1 +mMm−1

∫

Γj∩Gj+1

|β∗j (x1, x2)| dµϕj

)]m−1

×

×
x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2

]−1/(m−1)

,

for all x1, x2 > 0:

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2 6
1

mMm−1
, (17)

∞∏

j=1

(
1 +mMm−1

∫

Γj∩Gj+1

|β∗j (x1, x2)| dµϕj

)
<

(
1 +

1

m− 1

)1/(1−m)

. (18)

II. All solutions u(x1, x2) of (15) are bounded in cases A′)–C′) only if the values

∞∏

j=1

(
1 +

∫

Γj∩Gj+1

|β∗j | dµϕj

)
,

x1∫

0

x2∫

0

f(σ1, σ2) dσ1dσ2
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are bounded. Referring to case D′), (17), (18) guarantee conditions of boundedness for all solutions
of (15).
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С.Д. Борисенко, М. Чарлетта, Ж. Iоване, А. М. Пiчiрiлло, В. Замполi

Iмпульснi управлiння гiперболiчними рiвняннями

Розглянуто новi аналоги нерiвностей Вендрофа для розривних функцiй. Дослiджено вплив
iмпульсного збурення на поведiнку розв’язкiв гiперболiчних рiвнянь з нелiнiйностями як
лiпшицевого так i гельдерового характеру.
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С.Д. Борисенко, М. Чарлетта, Ж. Иоване, А.М. Пичирилло, В. Замполи

Импульсное управление гиперболическими уравнениями

Рассмотрены новые аналоги неравенств Вендрофа для разрывных функций. Исследовано воз-
действие импульсных возмущений на поведение решений гиперболических уравнений с не-
линейностями как липшицевого так и гельдерового характера.
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оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

4 • 2013

МЕХАНIКА

УДК 517.36

А.С. Хорошун

Об абсолютной параметрической устойчивости

сингулярно возмущенных систем

(Представлено академиком НАН Украины А.А. Мартынюком)

Исследована абсолютная параметрическая устойчивость системы сингулярно возму-
щенных дифференциальных уравнений. Построена матричнозначная функция, которая
позволяет установить указанное свойство системы. Определена область в пространс-
тве параметров, для всех значений параметров из которой абсолютная параметричес-
кая устойчивость рассматриваемой системы имеет место.

Постановка задачи. Рассмотрим неточную сингулярно возмущенную систему дифферен-
циальных уравнений следующего вида:

{
ẋ = f1(x, y, p),

µẏ = f2(x, y, p),
(1)

где x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm — переменные, определяющие состояние системы в момент времени
t ∈ R+. Векторные функции f1(x, y, p) ∈ Rn, f2(x, y, p) ∈ Rm предполагаются непрерывно
дифференцироваными по переменным x и y и непрерывно зависящими от векторного па-
раметра p ∈ Rl, µ ∈ (0, 1] — малый параметр.

Приведем определение абсолютной параметрической устойчивости неточной системы.
Определение 1. Неточная cистема дифференциальных уравнений называется абсо-

лютно параметрически устойчивой относительно области P ⊆ Rl, если для всех p ∈ P
выполняются следующие условия:

1) существует единственное состояние равновесия xe(p) рассматриваемой системы;
2) xe(p) глобально асимптотически устойчиво.
Используя формулу конечных приращений Лагранжа для функций f1(x, y, p)

и f2(x, y, p), систему (1) приведем к виду
{
ẋ = A11(x̃, ỹ, p)x+A12(x̃, ỹ, p)y + C1(p),

µẏ = A21(˜̃x, ˜̃y, p)x+A22(˜̃x, ˜̃y, p)y + C2(p),
(2)

© А.С. Хорошун, 2013
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где

A11(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂x

∣∣∣∣x=x̃
y=ỹ

; A12(x̃, ỹ, p) =
∂f1(x, y, p)

∂y

∣∣∣∣x=x̃
y=ỹ

;

A21(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂x

∣∣∣∣x=˜̃x
y=˜̃y

; A22(˜̃x, ˜̃y, p) =
∂f2(x, y, p)

∂y

∣∣∣∣x=˜̃x
y=˜̃y

;

C1(p) = f1(0, 0, p); C2(0, 0, p) = f2(0, 0, p); x̃ ∈ Rn; ˜̃x ∈ Rn; ỹ ∈ Rm; ˜̃y ∈ Rm — некоторые
точки соответствующих пространств.

Относительно системы (1) сделаем следующие предположения.
Предположение 1. Пусть система уравнений (1) такова, что
1) существует значение параметра p = p∗ такое, что при этом значении параметра су-

ществует состояние равновесия x = x∗, y = y∗ рассматриваемой системы;
2) существуют такие положительные числа α, β, γ, δ < +∞, что выполняются следую-

щие оценки:

‖A11(x, y, p)−A11(x
∗, y∗, p∗)‖ 6 α, ‖A12(x, y, p) −A12(x

∗, y∗, p∗)‖ 6 β,

‖A21(x, y, p)−A21(x
∗, y∗, p∗)‖ 6 γ, ‖A22(x, y, p)−A22(x

∗, y∗, p∗)‖ 6 δ

для всех x ∈ Rn, y ∈ Rm, p ∈ P ∈ Rl;
3) матрицы A11(x

∗, y∗, p∗) и

A = A22(x
∗, y∗, p∗)−A21(x

∗, y∗, p∗)A−1
11 (x

∗, y∗, p∗)A12(x
∗, y∗, p∗)

невырождены.
Замечание 1. Отметим, что здесь и далее по тексту используется спектральная норма

для матриц и евклидова норма для векторов.
Следует подчеркнуть, что в работе [1] рассматривалась система вида (1) с управлением,

для которой, на основании применения векторной функции Ляпунова, были получены дос-
таточные условия абсолютной параметрической устойчивости и определено управление,
позволяющее гарантировать эту характеристику системы. Если предположить, что управ-
ление отсутствует, то результаты работы [1] могут быть интерпретированы как достаточные
условия абсолютной параметрической устойчивости системы вида (1), которые, однако, тре-
буют устойчивости линейных приближений подсистем системы (1). В данной работе для ис-
следования устойчивости исходной системы будет использована матричнозначная функция
Ляпунова. Это позволит отказаться от требования устойчивости линейного приближения
медленной подсистемы, т. е. даст возможность расширить результаты работы [1]. Также
будет определена область P ⊆ Rl абсолютной параметрической устойчивости исходной сис-
темы и множество значений параметра µ, при которых указанное свойство системы (1)
сохраняется.

Анализ существования состояния равновесия исследуемой системы. Следуя
результатам п. 2 работы [1], получим, что если выбрать величины α, β, γ и δ так, чтобы
выполнялись соотношения

‖A−1
11 (x

∗, y∗, p∗)‖α < 1 (3)
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и

‖A−1‖δ + ‖A−1‖[γM(α)β + γ‖A−1
11 (x

∗, y∗, p∗)‖β + γM(α)‖A12(x
∗, y∗, p∗)‖+

+ γ‖A−1
11 (x

∗, y∗, p∗)‖‖A12(x
∗, y∗, p∗)‖+ ‖A21(x

∗, y∗, p∗)‖M(α)β +

+ ‖A21(x
∗, y∗, p∗)‖‖A−1

11 (x
∗, y∗, p∗)‖β +

+ ‖A21(x
∗, y∗, p∗)‖M(α)‖A12(x

∗, y∗, p∗)‖] < 1, (4)

то для всех p ∈ P и функций f1(x, y, p), f2(x, y, p) таких, что выполняются оценки из п. 2
предположения 1, где α, β, γ и δ выбраны выше, существует единственное состояние рав-
новесия системы (2), суть системы (1).

Замечание 2. Поскольку при α = β = γ = δ = 0 соотношения (3), (4) выполняются
и функции, входящие в эти соотношения, очевидно, непрерывны по α, β, γ и δ, то величины
α > 0, β > 0, γ > 0, δ > 0 всегда могут быть определены.

Достаточные условия абсолютной параметрической устойчивости неточных
сингулярно возмущенных систем. Пусть для системы уравнений (1) выполняются усло-
вия предположения 1. Обозначим ((xe)T , (ye)T )T состояние равновесия системы (1), соо-
тветствующее некоторому значению параметра p.

Рассмотрим матричнозначную функцию следующего вида (см. [3–5]):

V (x, y, µ) =

(
v11(x) v12(x, y, µ)

v21(x, y, µ) v22(y, µ)

)
, (5)

где v11(x) = (x− xe)TP1(x− xe); v22(y, µ) = µ(y − ye)TP3(y − ye); v21(x, y, µ) = v12(x, y, µ) =
= µ(x − xe)TP2(y − ye); P1 ∈ Rn×n; P3 ∈ Rm×m — симметрические положительно опреде-
ленные матрицы; P2 ∈ Rn×m — постоянная матрица. Выбрав вектор ηT = (1, 1), следуя [3],
образуем скалярную функцию

v(x, y, µ) = ηTV (x, y, µ)η. (6)

Учитывая, что для элементов матричнозначной функции (5) имеют место оценки

v11(x) > λmin(P1)‖x− xe‖2 для всех x ∈ Rn,

v22(y, µ) > µλmin(P3)‖y − ye‖2 для всех y ∈ Rm, µ ∈ (0, 1],

v12(x, y, µ)>−µ(λmax(P2P
T
2 ))1/2‖x−xe‖‖y−ye‖ для всех x ∈ Rn, y ∈ Rm, µ ∈ (0, 1],

где λmin(·), λmax(·) — минимальное и максимальное собственные значения соответствующей
матрицы, для скалярной функции (6) имеет место следующая оценка:

v(x, y, µ) > uTA(µ)u, для всех (x, y, µ) ∈ Rn × Rm × (0, 1],

где

uT = (‖x− xe‖, ‖y − ye‖), A(µ) =

(
λmin(P1) −µ(λmax(P2P

T
2 ))1/2

−µ(λmax(P2P
T
2 ))1/2 µλmin(P3)

)
.
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Найдем производную функции (6) по времени в силу системы (1)

v̇(x, y, µ)
∣∣∣
(1)

6 (‖x− xe‖, ‖y − ye‖)D(α, β, γ, δ, µ)(‖x − xe‖, ‖y − ye‖)T ,

где

D(α, β, γ, δ, µ) =

(
A(α, γ) C(α, β, γ, δ, µ)

C(α, β, γ, δ, µ) B(β, δ, µ)

)
;

A(α, γ) = λmax(A
T
11(x

∗, y∗, p∗)P1 + P1A11(x
∗, y∗, p∗) +AT

21(x
∗, y∗, p∗)P T

2 +

+ P2A21(x
∗, y∗, p∗)) + 2‖P1‖α+ 2‖P2‖γ;

B(β, δ, µ) = λmax(A
T
22(x

∗, y∗, p∗)P3 + P3A22(x
∗, y∗, p∗)) + 2‖P3‖δ +

+ 2µ‖P2‖β + µλmax(A
T
12(x

∗, y∗, p∗)P2 + P T
2 A12(x

∗, y∗, p∗));

C(α, β, γ, δ, µ) = ‖P1A12(x
∗, y∗, p∗) + P2A22(x

∗, y∗, p∗) +AT
12(x

∗, y∗, p∗)P3‖+

+ ‖P1‖β + ‖P2‖δ + µ‖P2‖‖A11(x
∗, y∗, p∗)‖+ µ‖P2‖α+ ‖P3‖γ.

Используя полученные оценки, сформулируем теорему, которая определяет достаточные
условия абсолютной параметрической устойчивости неточной сингулярно возмущенной сис-
темы относительно некоторой области в пространстве параметров.

Теорема 1. Пусть для неточной сингулярно возмущенной системы (1) выполняются
условия предположения 1, построена матричнозначная функция (5) и для матриц P1, P2,

P3, величин α, β, γ, δ и всех 0 < µ 6 µ∗ <
λmin(P1)λmin(P3)

λmax(P2P T
2 )

выполняются соотноше-

ния (3), (4),

A(α, γ) < 0, (7)

A(α, γ)B(β, δ, µ) − C2(α, β, γ, δ, µ) > 0. (8)

Тогда система (1) абсолютно параметрически устойчива относительно области P для
всех µ ∈ (0, µ∗].

Пример. В качестве примера применения предложенного подхода исследуем поведе-
ние решений неточной сингулярно возмущенной системы дифференциальных уравнений
четвертого порядка со скалярным параметром





ẋ1 = 2x1 − 20y1 − 0,2 cos(x1 + y1 + p) + 0,2,

ẋ2 = 0,8x2 − 20,2y2 + arctg(0,2(x2 + y2)) + πp5,

µẏ1 = x1 − 4y1 + 0,2 sin2(p) ln
x1 +

√
x21 + 1

y1 +
√
y21 + 1

,

µẏ2 = x2 − 4,2y2 − 0,2 cos(px2) + arctg(0,2y2) + 0,2.

(9)
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Система (9) при p∗ = 0 имеет состояние равновесия x∗1 = 0, x∗2 = 0, y∗1 = 0, y∗2 = 0 и для
производных функций, входящих в ее состав, выполняются следующие равенства:

A11(x
∗
1, x

∗
2, y

∗
1 , y

∗
2 , p

∗) =

(
2 0
0 1

)
, A12(x

∗
1, x

∗
2, y

∗
1 , y

∗
2 , p

∗) =

(
−20 0
0 −20

)
,

A21(x
∗
1, x

∗
2, y

∗
1 , y

∗
2 , p

∗) =

(
1 0
0 1

)
, A22(x

∗
1, x

∗
2, y

∗
1 , y

∗
2 , p

∗) =

(
−4 0
0 −4

)
,

A(x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2 , p

∗) =

(
6 0
0 16

)

и также для всех x1 ∈ R, x2 ∈ R, y1 ∈ R, y2 ∈ R, p ∈ [−1, 1]

‖A11(x1, x2, y1, y2, p)−A11(x
∗
1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2 , p

∗)‖ 6 α,

‖A12(x1, x2, y1, y2, p)−A12(x
∗
1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2 , p

∗)‖ 6 β,

‖A21(x1, x2, y1, y2, p)−A21(x
∗
1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2 , p

∗)‖ 6 γ,

‖A22(x1, x2, y1, y2, p)−A22(x
∗
1, x

∗
2, y

∗
1, y

∗
2 , p

∗)‖ 6 δ,

где α = β = γ = δ = 0,12. То есть все условия предположения 1 выполнены.
Построим матричнозначную функцию (5), где

P1 =

(
0,3 0
0 0,3

)
, P2 =

(
−1 0
0 −1

)
, P3 =

(
2 0
0 2

)
,
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и определим верхнюю оценку для величины малого параметра: µ < 0,6. Для системы (9)
выполняются соотношения (3), (4), (7), (8) для всех µ ∈ (0, 0,32]. Значит, согласно теореме 1,
система (9) абсолютно параметрически устойчива относительно области P = {p ∈ R | |p| 6
6 1}. На рис. 1–4 представлены графики, которые иллюстрируют поведение решений этой
системы при значениях параметра p = 0,9, µ = 0,23 и начальных значениях переменных
x10 = 70, x20 = 25, y10 = −30, y20 = −50.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента Украины для поддержки научных ис-
следований молодых ученых.
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А.С. Хорошун

Про абсолютну параметричну стiйкiсть сингулярно збурених систем

Дослiджено абсолютну параметричну стiйкiсть системи сингулярно збурених диферен-
цiальних рiвнянь. Побудовано матричнозначну функцiю, яка дозволяє встановити вказану
властивiсть системи. Визначено область у просторi параметрiв для всiх значень парамет-
рiв, з якої абсолютна параметрична стiйкiсть системи, що розглядається, має мiсце.

A. S. Horoshun

On the absolute parametric stability of singularly perturbed systems

The absolute parametric stability of a singularly perturbed system of differential equations is investi-
gated. A matrix-valued function which gives an ability to hold such property of the system is built.
A region in the space of parameters, where the absolute parametrical stability of the investigated
system holds for all values of parameters is determined.
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УДК 539.3

В.В. Чехов

Спiввiдношення тензорно-матричного вiсесиметричного

розрахунку великих деформацiй методом скiнченних

елементiв

(Представлено академiком НАН України О.М. Гузем)

Для розв’язання вiсесиметричних задач розвинуто тензорно-матричну систему рiв-
нянь МСЕ, що описує великi деформацiї нестисливого пружного тiла, а також матри-
цю частинних похiдних цiєї системи.

На сьогоднi найбiльш поширеним пiдходом у розв’язаннi задач геометрично нелiнiйного
деформування твердих тiл за допомогою методу скiнченних елементiв (МСЕ) є iнкремен-
тальний пiдхiд з iтерацiйним уточненням [1, 2]. При цьому у деяких роботах застосовується
суто iтерацiйний пiдхiд [3, 4]. Зокрема, система рiвнянь МСЕ [4]

{
{ ~A({~R}, {p})} = { ~K({~R}, {p})} + 2([L] + ([4][M ]{~R}) · {~R}){~R} − {~f} = {~0},
{B({~R})} = {0}

(1)

дозволяє розв’язувати задачi статичного навантаження тiл з нестисливих матерiалiв з ура-
хуванням великих деформацiй. Тут {~f} — стовпець вузлових навантажень; {~R} i {p} —
невiдомi (стовпцi, вiдповiдно, вузлових радiус-векторiв деформованої конфiгурацiї i вели-
чин середнього тиску в скiнченних елементах (СЕ) згiдно з умовою нестисливостi); { ~K},
[L], [4][M ] та {B} — векторнi та матричнi величини, що мають такi компоненти:

~K[αi] = −p[α]
∫∫∫

0
v[α]

( 0
~∇~r
)−1

·
0
~∇N[αi] d

0
v, L[αij] =

∫∫∫

0
v[α]

1Ψ
0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi] d

0
v,

M[αijkl] =

∫∫∫

0
v[α]

2Ψ
( 0

~∇N[αj] ·
0

~∇N[αk]

)( 0

~∇N[αl] ·
0

~∇N[αi]

)
d
0
v,

B[α] =

∫∫∫

0
v[α]

(
III
( 0
~∇~r
)
− 1
)
d
0
v,

(2)

де α — номер СЕ; i, j, k, l — номери вузлiв скiнченноелементної сiтки;
0
~∇~r — градiєнт мiс-

ця [5]; N[αi] — функцiя форми, що належить до α-го СЕ й i-го вузла; 1Ψ i 2Ψ — функцiї
вiд iнварiантiв мiри деформацiї з рiвняння стану матерiалу α-го СЕ у формi Фiнгера [5];
III — кубiчний iнварiант. Для системи (1) у роботi [4] аналiтично одержано матрицю час-
тинних похiдних, що необхiдна для ефективного вiдшукання її розв’язкiв. Цi результати
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є застосовними до загального тривимiрного випадку, а також до випадку плоскої дефор-
мацiї. У данiй роботi наведено результати, якi розширюють дiю системи (1) на випадок
розв’язання вiсесиметричних задач.

Розглянемо формулювання задачi деформування, коли як матерiальнi координати

{q1, q2, q3} використовуються цилiндричнi координати
{0
ρ,

0
ϕ,

0
z
}

(нуликом згори позначе-

но величини, що належать до вiдлiкової конфiгурацiї тiла). Через них радiус-вектор
0
~r та

базиснi вектори
0
~ei= ∂

0
~r/∂qi вiдлiкової конфiгурацiї виражаються так:

0
~r
(0
ρ,

0
ϕ,

0
z
)
=~i1

0
ρ cos

0
ϕ +~i2

0
ρ sin

0
ϕ +~i3

0
z,

0
~eρ=~i1 cos

0
ϕ +~i2 sin

0
ϕ,

0
~eϕ=

0
ρ
(
−~i1 sin

0
ϕ +~i2 cos

0
ϕ
)
,

0
~ez=~i3,

де ~i1, ~i2, ~i3 — орти допомiжної декартової системи координат, якi звiдси можна виразити
таким чином:

~i1 =
0
~eρ cos

0
ϕ −

0
~eϕ

1
0
ρ
sin

0
ϕ, ~i2 =

0
~eρ sin

0
ϕ +

0
~eϕ

1
0
ρ
cos

0
ϕ, ~i3 =

0
~ez . (3)

Взаємний базис у цилiндричнiй системi:
0

~e ρ=
0
~eρ,

0

~e ϕ =
0
~eϕ /

0
ρ 2,

0

~e z=
0
~ez.

Радiус-вектор деформованої конфiгурацiї наведемо з урахуванням того, що у випадку
осьової симетрiї перемiщення не залежить вiд кутової координати:

~r
(0
ρ,

0
ϕ,

0
z, t
)
=

0
~r
(0
ρ,

0
ϕ,

0
z
)
+ ~u
(0
ρ,

0
z, t
)
=
(0
ρ +u

(0
ρ,

0
z, t
))
~i1 cos

( 0
ϕ +v

(0
ρ,

0
z, t
))

+

+
(0
ρ +u

(0
ρ,

0
z, t
))
~i2 sin

( 0
ϕ +v

(0
ρ,

0
z, t
))

+
(
0
z +w

(0
ρ,

0
z, t
))
~i3,

де u, v та w — компоненти перемiщення ~u в цилiндричних координатах. З цього, з пiдстав-
ленням (3), випливають вирази для базисних векторiв ~ei = ∂~r/∂qi деформованої конфiгу-
рацiї (другий вираз вiдповiдає як ~eρ, так i ~ez):

~eϕ = −ρ sin v
0
~eρ +

ρ
0
ρ
cos v

0
~eϕ, ~ei =

∂(ρ cos v)

∂qi

0
~eρ +

1
0
ρ

∂(ρ sin v)

∂qi

0
~eϕ +

∂z

∂qi

0
~ez .

Побудованi спiввiдношення дозволяють визначити градiєнт мiсця:

0

~∇~r =
0

~e s ~es =
0

~eρ ~eρ +
1
0
ρ2

0

~eϕ ~eϕ+
0

~ez ~ez =
∂(ρ cos v)

∂
0
ρ

0

~eρ
0

~eρ +
1
0
ρ

∂(ρ sin v)

∂
0
ρ

0

~eρ
0

~eϕ +

+
∂z

∂
0
ρ

0
~eρ

0
~ez −

ρ
0
ρ2

sin v
0
~eϕ

0
~eρ +

ρ
0
ρ3

cos v
0
~eϕ

0
~eϕ +

∂(ρ cos v)

∂
0
z

0
~ez

0
~eρ +

1
0
ρ

∂(ρ sin v)

∂
0
z

0
~ez

0
~eϕ +

+
∂z

∂
0
z

0
~ez

0
~ez .
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Зведемо задачу до двовимiрної, заради чого задамо вiдповiднiсть координат q1 ≡
0
ρ, q2 ≡ 0

z,

q3 ≡
0
ϕ й виключимо з розгляду деформацiю кручення:

0
~∇~r
∣∣∣
ϕ=

0
ϕ=const

=




∂ρ

∂
0
ρ

∂z

∂
0
ρ

0

∂ρ

∂
0
z

∂z

∂
0
z

0

0 0
ρ
0
ρ3




0
~es

0
~et=




∂ρ

∂
0
ρ

∂z

∂
0
ρ

0

∂ρ

∂
0
z

∂z

∂
0
z

0

0 0
ρ
0
ρ




0
~es

0
~e t.

При переходi до скiнченноелементної апроксимацiї в площинi двовимiрного СЕ компоненти
деформованого радiус-вектора виражаються за допомогою базисних функцiй через свої
вузловi значення: ~r[α] =

∑
i
N[αi]

~R[i], де α — номер СЕ, ~R[i] — радiус-вектор деформованого

стану i-го вузла скiнченноелементної сiтки. Через це МСЕ-апроксимацiя градiєнта мiсця
має такий вигляд:

0
~∇~r[α] =

∑

i

0
~∇N[αi]

~R[i] +
ρ
0
ρ

0
~e 3

0
~e3 . (4)

Оскiльки градiєнт мiсця присутнiй в усiх спiввiдношеннях (2), то застосування одержаного
виразу (4) дозволяє використовувати систему рiвнянь МСЕ (1) для вiсесиметричних обра-
хункiв. Зазначимо, що за винятком пiдкресленого множника вираз (4) збiгається з ана-
логiчним для випадку плоскої деформацiї [4]. Вкажемо також й iншi моменти, якi треба
враховувати при застосуваннi системи (1) у вiсесиметричному розрахунку, — теж з пiдкрес-
ленням вiдмiнностей вiд випадку плоскої деформацiї, що є зручним для реалiзацiї обох цих
випадкiв в одному спiльному доданку.

Iнтегрування по об’єму α-го СЕ зводиться до iнтегрування по його площi перерiзу s
в локальних координатах елемента:

∫∫∫

0
v[α]

d
0
v = 2π

∫∫

0
s[α]

0
ρd

0
s = 2π

∫∫

α
s[α]

0
ρ
d
0
s
α
s
d
α
s.

Мiра деформацiї Фiнгера та її перший iнварiант (1 — метричний тензор):

b[α] =
( 0

~∇~r
)T
[α]

·
( 0

~∇~r
)
[α]

=
∑

i

∑

k

( 0

~∇N[αi] ·
0

~∇N[αk]

)
~R[i]

~R[k]+

(
ρ
0
ρ

)2
0

~e3
0

~e 3,

I(b[α]) = 1 · ·b[α] =
∑

i

∑

k

( 0
~∇N[αi] ·

0
~∇N[αk]

)(
~R[i] · ~R[k]

)
+

(
ρ
0
ρ

)2

.

(5)

Для вiсесиметричного випадку мають бути знову отриманi також компоненти матрицi

частинних похiдних системи (1). Диференцiювання додаткового члена
ρ
0
ρ

0
~e 3

0
~e3, наявного
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у виразi (4), проведемо з урахуванням апроксимацiї МСЕ ρ =
∑
i
N[αi]ρ[i], де ρ[i] — вузловi

ρ-компоненти радiус-вектора:

∂ρ

∂ ~R[n]

=
∑

i

N[αi]

∂(ρ[i])

∂ ~R[n]

= N[αn]

∂(ρ[n])

∂ ~R[n]

= N[αn]

0
~es
∂ρ[n]

∂Rs
[n]

= N[αn]

0
~e sδ1s = N[αn]

0
~e1.

Звiдси

∂

(
ρ
0
ρ

0

~e 3
0

~e3

)

∂ ~R[n]

=
0
~e3

1
0
ρ

∂ρ

∂ ~R[n]

·
0
~e s

0
~e3

0
~es=

0
~e3

1
0
ρ
N[αn]

0
~e 1·

0
~es

0
~e3

0
~es=

N[αn]

0
ρ

0
~e3

0
~e3

0
~e1. (6)

Матриця частинних похiдних системи (1) складається з чотирьох блокiв [4]

[
∂( ~A,B)

∂(~R, p)

]
=




[
∂ ~A

∂ ~R

] [
∂ ~A

∂p

]

[
∂B

∂ ~R

]
[0]


 , (7)

де для загального тривимiрного розрахунку та випадку плоскої деформацiї блок
[
∂ ~A

∂p

]
має

компонентами

(
∂ ~A

∂p

)

[iα]

= −
∫∫∫

0
v[α]

( 0

~∇~r
)−1

[α]
·
0

~∇N[αi] d
0
v,

а доданки, що складають блок

[
∂ ~A

∂ ~R

]
, позначенi у такий спосiб

[
∂ ~A

∂ ~R

]
=
∑

α

([DK][α] + 2([DL][α] + [DM][α])),

мають такi компоненти:

DK[αin] = p[α]

∫∫∫

0
v[α]

( 0

~∇~r
)−1

[α]
·
0

~∇N[αn]

( 0

~∇~r
)−1

[α]
·
0

~∇N[αi] d
0
v,

DL[αin] =
∑

j

~R[j]

∫∫∫

0
v[α]

( 0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

) ∂1Ψ
∂ ~R[n]

d
0
v + 1L[αin],

DM[αin] =
∑

k

∑

j

(
(
~R[k] · ~R[j]

)
(〈∑

l

~R[l]

∫∫∫

0
v[α]

( 0

~∇N[αl] ·
0

~∇N[αk]

)
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( 0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

) ∂2Ψ
∂ ~R[n]

d
0
v

〉
+ 1

∫∫∫

0
v[α]

2Ψ
( 0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αk]

)( 0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

)
d
0
v

)
+

+ ~R[k]
~R[j]

∫∫∫

0
v[α]

2Ψ

(( 0
~∇N[αk] ·

0
~∇N[αn]

)( 0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

)
+

+
( 0
~∇N[αk] ·

0
~∇N[αj]

)( 0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αi]

))
d
0
v

)
.

При уточненнi компонент матрицi (7) для вiсесиметричного розрахунку, з урахуванням (6),

вирази для

[
∂ ~A

∂p

]
i DK[αin] залишаться без змiн. Члени DL[αin] та DM[αin] для вiсесимет-

ричного випадку отримаємо на прикладi матерiалу Мунi–Ривлiна, у якого 1Ψ = 1C+I(b)2C,
2Ψ = −2C. Заради цього, пiсля диференцiювання 1-го iнварiанта мiри деформацiї Фiнгера

(5), знайдемо
∂1Ψ

∂ ~R[n]

i в результатi одержуємо

DL[αin] = 22C
∑

j

~R[j]

∫∫∫

0
v[α]

( 0
~∇N[αj]·

0
~∇N[αi]

)( 0
~∇N [αn] · (

0
~∇~r)[α]+

ρN[αn]

0
ρ2

0
~e1
)
d
0
v + 1L[αin],

а у виразi DM[αin] очевидно буде вiдсутнiм доданок, взятий у кутовi дужки.

Щоб отримати компоненти блоку
[
∂B

∂ ~R

]
, перепишемо (4) у виглядi

0
~∇~r = Sq

p

0
~e p

0
~eq +

ρ
0
ρ

0
~e3

0
~e3 (за iндексами з рискою пiдсумовувати до 2),

де позначено Sq
p =

∑
i

0
∇p N[αi]R

q
[i]. З цього III(

0
~∇~r) = ρ

0
ρ
(S1

1S
2
2 − S2

1S
1
2). З урахуванням того,

що
∂Sq

p

∂ ~R[n]

=
0
∇p N[αn]

0

~e q, одержуємо:

∂
(
III
( 0
~∇~r
))

∂ ~R[n]

=
ρ
0
ρ

∑

i

( 0
∇1 N[αn]

0
∇2 N[αi]−

0
∇2 N[αn]

0
∇1 N[αi]

)(
R2

[i]

0
~e1 −R1

[i]

0
~e 2
)
+

+
N[αn]

0
ρ

0
~e 1(S1

1S
2
2 − S2

1S
1
2).

Через це
[
∂B

∂ ~R

]

[αn]

=
∂(B[α])

∂ ~R[n]

=
∑

i

∫∫∫

0
v[α]

ρ
0
ρ

( 0

~∇[αn] ×
0

~∇N[αi]

)
3
d
0
v
(
R2

[i]

0

~e1 −R1
[i]

0

~e2
)
+
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+
0
~e1
∫∫∫

0
v[α]

N[αn]

0
ρ

(S1
1S

2
2 − S2

1S
1
2) d

0
v.

Таким чином, отримано розвиток системи рiвнянь МСЕ (1) та аналiтичних виразiв ком-
понент матрицi її частинних похiдних, який дозволяє розв’язувати задачi геометрично не-
лiнiйного деформування вiсесиметричних тiл.
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В.В. Чехов

Соотношения тензорно-матричного осесимметричного расчета

больших деформаций методом конечных элементов

Для решения осесимметричных задач развита тензорно-матричная система уравнений
МКЭ, описывающая большие деформации несжимаемого упругого тела, а также получе-
на матрица частных производных этой системы.

V.V. Chekhov

Relations for the tensor-matrix axisymmetric analysis of large strains

by the finite element method

A system of tensor-matrix equations describing the large strains of an incompressible elastic body
and its Jacobian matrix of partial derivatives of this system have been obtained to solve axi-
symmetric problems.
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Моделi еволюцiї множин радiоактивних нуклiдiв рядiв

торiю 232, урану 235, урану 238 та їх застосування

(Представлено академiком НАН України О.Б. Шпеником)

Розглядаються моделi множин радiоактивних нуклiдiв (генетично-зв’язаної сукупнос-
тi радiоактивних нуклiдiв, що входять в ряди 90Th

232, 92U
235, 92U

238), та розрахунки
їх часової еволюцiї (часових залежностей кiлькостi ядер та активностей), якi грун-
туються на системi та розв’язках рiвнянь Батемана–Рубiнсона. Наводяться приклади
застосування моделей.

Ядерна гамма-спектрометрiя (ЯГС) радiоактивних нуклiдiв (РАН) рядiв 90Th
232, 92U

235

та 92U
238 для вирiшення багатьох конкретних наукових та практичних проблем викорис-

товується досить давно [1–4], однак очевидне збiльшення та ускладнення цих проблем,
зокрема iдентифiкацiї матерiалiв з радiоактивними нуклiдами цих рядiв, висуває новi ви-
моги до iснуючих методик. Метою нашого дослiдження було виявлення найбiльш типових,
загальних та характерних для цiєї предметної областi понять, i створення їх операцiональ-
них детермiнацiй. Це вимагає певного рiвня узагальнення та формалiзацiї. Як такий ми
застосовуємо модельний пiдхiд [5], який, в нашому випадку, грунтується в основному на
класичних розв’язках Батемана–Рубiнсона (Bateman 1910 р.; Rubinson 1947 р.; див. [6]).
Створення моделей, адекватних проблемi, є, як вiдомо, чи не єдиним шляхом зменшення
невизначеностей обернених задач, якими є задачi iдентифiкацiї.

Множини РАН. Нашими потенцiйними моделями є множини РАН рядiв 90Th
232, 92U

235

та 92U
238 — генетично-зв’язанi сукупностi радiоактивних нуклiдiв, що входять в цi ряди.

Носiями цих множин є зразки, якi є представниками бiльш великих дослiджуваних систем.
Модельний нуклiдний спектр (МНС). Розрахована для певного моменту часу T = Tm

впорядкована множина значень кiлькостi ядер Ni для множини РАН називається її модель-
ним нуклiдним спектром МНС N . Вiдповiдно можна розглядати МНС A значень активнос-
тей [7] та МНС КН значень коефiцiєнтiв нерiвноважностi (див. нижче). В ЯГС визначають
значення гамма-активностей A, впорядкована множина яких розглядається як експеримен-
тальний нуклiдний спектр ЕНС A, отриманих одночасно. Еволюцiя множин РАН — це ево-
люцiя їх МНС i ЕНС. Тому порiвняльний аналiз МНС i ЕНС є основним iнструментом для
розв’язання багатьох задач iдентифiкацiї з використанням iнструментальних методiв ЯГС.
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Для створення та дослiдження моделей доцiльно виконати вiдповiднi розрахунки для
всiх РАН, що входять в цi множини.

Якщо N1, N2, . . . , Ni−1, Ni, . . . , Nn, NS (NS — стабiльний нуклiд) — кiлькiсть ядер гене-
тично i лiнiйно (тобто без розгалужень) зв’язаних радiоактивних нуклiдiв (РАН) i N1 —
материнський РАН, i, домовившись, що позначення N1, N2, . . . , Ni−1, Ni, . . . , Nn водночас
є позначеннями вiдповiдних їм РАН, то:

N1 → N2 → · · · → Ni−1 → Ni → · · · → Nn → NS . (1)

Якщо λ1, λ2, . . . , λn — константи розпаду цих РАН, то розв’язком системи диференцiаль-
них рiвнянь, що описують послiдовнiсть (1), буде аналiтичний вираз для n-члена ланцюжка
Nn(T ), справедливий для будь-яких значень λ:

Nn(T ) = N1.0(C
−λ1T
1 +C−λ2T

2 + · · ·+ C−λnT
n ), (2)

де N10 > 0 — стартова кiлькiсть ядер материнського нуклiда N1 в момент власного часу
T = 0;

C1 =
λ1λ2 · · ·λn−1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1) · · · (λn − λ1)
;

C2 =
λ1λ2 · · ·λn−1

(λ1 − λ2)(λ3 − λ2) · · · (λn − λ2)
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cn =
λ1λ2 · · ·λn−1

(λ1 − λn)(λ2 − λn) · · · (λn−1 − λn)
.

(3)

Знаючи Nn, можна визначити вiдповiднi активностi:

An = λnNn. (4)

Розв’язок (2) можна узагальнити для випадку розгалужених ланцюгiв

Nn(T ) = N10

∏

i

bi

n∑

i

Cie
−λiT , (5)

врахувавши, що bi — коефiцiєнти розгалуження (бренчiнги; цей термiн ми будемо викорис-
товувати) i що bi 6 1. Цi бренчiнги називатимемо внутрiшнiми бренчiнгами. РАН може
брати участь в j лiнiйних ланцюгах, тому загальна кiлькiсть ядер N(T ) одного типу РАН
буде сумою

∑
j
(. . . )

N(T ) = N10

∑

j

∏

i

biCie
−λiT . (6)

Систему рiвнянь Батемана–Рубiнсона (яку ми щойно розглянули), їх вiдповiдних роз-
в’язкiв та умов їх отримання позначимо РБР1. Вкажемо, що цi розв’язки є точними, на
вiдмiну вiд випадкiв, коли використовуються наближенi розв’язки для рiзноманiтних пар
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Рис. 1. Часова еволюцiя значень коефiцiєнтiв нерiвноважностi КН стандартної множини ряду 90Th
232:

РАН/РАН: 1 — 90Th
232/90Th

232; 2 — 88Ra228/90Th
232; 3 — 89Ac228/90Th

232; 4 — 90Th
228/90Th

232; 5 —

88Ra224/90Th
232; 6 — 86Rn220/90Th

232; 7 — 84Po
216/90Th

232; 8 — 82Pb
212/90Th

232; 9 — 83Bi
212/90Th

232; 10 —

84Po
212/90Th

232; 11 — 81Tl
208/90Th

232

“материнський РАН — дочiрнiй РАН”, де на точнiсть впливають спiввiдношення їх констант
розпаду та власного часу T . Вкажемо також, що в процесi розрахункiв виявлено певнi обме-
ження 32-бiтних процесорiв та програм, а також взаємну неузгодженiсть деяких констант
розпаду РАН рядiв. (Про можливiсть елiмiнацiї цього ефекту див. [8, 9].)

Стандартнi множини. Множину всiх РАН одного ряду, кiлькiсть ядер Nn(T ) (i, вiд-
повiдно, активностей A(T )) яких визначається (6) i, таким чином, задається певний для
конкретного значення часу стан нерiвноважностi, будемо називати стандартною множиною
(СМ).

Еволюцiя СМ. Вираз (6) є функцiєю власного часу T та може бути використаний для
отримання часових залежностей значень кiлькостi ядер N1, N2, . . . , Nn i вiдповiдних значень
активностей A1, A2, . . . , An з використанням (6). Сукупнiсть залежностей для всiх РАН цiєї
СМ можна розглядати як часову еволюцiю СМ. Схема розрахункiв дозволяє отримати
значення Nn(T ) i An(T ) для будь-якого РАН iз ланцюжка розпаду, а також для всiх РАН
(з одного ланцюжка) одночасно i, в принципi, визначити вiк цих значень, якщо вiдомi зна-
чення Nn(T = 0) i An(T = 0). Ядернi данi взято з [10–12]. Бренчiнги з утворенням кластерiв
не розглядалися.

Коефiцiєнти нерiвноважностi СМ. На практицi зручнiшими є коефiцiєнти нерiвноваж-
ностi (КН), де часто i — дочiрнiй РАН; i − 1 — материнський РАН:

КНA =
Ai

Ai−1
; (7)

КНN =
Ni

Ni−1
. (8)

Розрахунок часової еволюцiї КН для СМ (для ряду 90Th
232 — див. рис. 1) дозволяє

видiлити iнформативнi для нас часовi iнтервали, де значення КН 6= 1.
Подiї. На практицi необхiдно розглядати множини, складнiшi, нiж СМ. Причиною утво-

рення таких множин є втрати певної кiлькостi ядер одного або декiлькох РАН iз СМ та,
навпаки, надходження до СМ певної їх кiлькостi, а також комбiнацiї втрат та надходжень.
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Зрозумiло, що змiни певної кiлькостi ядер одного або декiлькох РАН в СМ змiнюють рi-
вень її рiвноважностi. Цей акт ми будемо називати подiєю. Змiну кiлькостi РАН одного
типу розглядатимемо як елементарну подiю.

Елементарнi подiї в СМ. Втрати РАН. Розглянемо спочатку елементарнi втрати. Мож-
на видiлити декiлька типiв втрат. Ми розглянемо повну постiйну втрату. Нехай:

N1 → N2 → · · · → Ni−1 → Ni → Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 · · · (9)

i, починаючи з моменту T = Te i до моменту реєстрацiї T = Tm, СМ втрачає всю кiлькiсть
ядер Ni РАН i. Тодi

N1 → N2 → . . .→ Ni−1, Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 → · · · , (10)

Ni+2 → Ni+3 → · · · , (11)

Ni+3 → · · · . (12)

Пiсля додавання одноiменних членiв у стовпчиках виразiв (10)–(12) МНС N матиме
вигляд:

N1 N2 Ni−1

∑
(Ni+1)

∑
(Ni+2)

∑
(Ni+3) · · · .

Видно, що внаслiдок розриву ланцюга (1) порушуються умови РБР1 (зокрема, гене-
тична послiдовнiсть утворення/розпаду РАН, що умовно позначена стрiлками “→”); тому
утворюються новi, “короткi” ряди з материнськими РАН Ni+1, Ni+2, Ni+3, . . . , Ni+1, Ni+2,
Ni+3, . . . — кiлькiсть їх ядер на момент часу T = Te, з’являються суми

∑
(. . .). З’являється

також власний час Te, в якому нуль його часової шкали (момент Te = 0) буде вiдповiдати
у власному часi T моменту T = Te.

Надходження РАН. Розглянемо елементарнi надходження РАН. Нехай

N1 → N2 → . . .→ Ni−1 → Ni → Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 . . . (13)

i в момент T = Te в СМ надходить певна кiлькiсть ядер K2Ni РАН i. Тодi

N1 → N2 → · · · → Ni−1 → Ni → Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 · · · , (14)

K2 ·Ni → K2 ·Ni+1 → K2 ·Ni+2 → K2 ·Ni+3. (15)

Пiсля додавання одноiменних членiв у стовпчиках виразiв (14), (15) МНС N матиме
вигляд

N1 N2 · · · Ni−1

∑
(Ni)

∑
(Ni+1)

∑
(Ni+2)

∑
(Ni+3). (16)

Видно, що внаслiдок надходження K2 ·Ni РАН i до СМ теж з’являється новий, “коро-
ткий” ряд з материнським РАН K2 ·Ni та новим власним часом Te.

Нестандартнi множини. Не деталiзуючи випадки з iншими типами елементарних по-
дiй, зробимо деякi узагальнення. Якщо взяти за основу кiлькiсть ядер Nne(Te) n-го РАН,
отриманого для СМ, то загальний вираз для кiлькостi ядер РАН n в часовiй шкалi T цiєї
СМ запишемо так:

Nn(T ) = Nne(Te) +
∑

e

KeNne(T ). (17)
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Рис. 2. Часова еволюцiя активностей A РАН повної множини ряду 90Th
232: РАН: 1 — 90Th

232; 2 — 88Ra228;
3 — 89Ac228; 4 — 90Th

228; 5 — 88Ra224; 6 — 86Rn220; 7 — 84Po
216; 8 — 82Pb

212; 9 — 83Bi
212; 10 — 84Po

212; 11 —

81Tl
208

Тут Nne(Te) — розв’язок РБР1 (6); Ke — зовнiшнiй бренчiнг; Ke = Ke1 + Ke2: Ke1 —
коефiцiєнт збереження в подiях з втратами (Ke1 = 1 — втрати вiдсутнi; Ke1 = 0 — повна
втрата); Ke2 — коефiцiєнт надходження (Ke2 > 0); e — iндекс подiї; Te — власний час подiї e.
Загалом в (17) можуть входити РАН з рiзними власними часами Te. Для РАН, якi подiя не
зачепила (в нашому випадку це — N1, N2, . . . , Ni−1), дiйсним є РБР1 (6). Систему розв’язкiв
рiвнянь Батемана–Рубiнсона та умов їх отримання (17) позначимо РБР2.

Таким чином, ми маємо справу з стандартними множинами, в яких вiдбулася принаймнi
одна елементарна подiя. Назвемо такi множини нестандартними множинами (НМ). Видно,
що подiї в СМ створюють НМ. Послiдовнiсть подiй створює послiдовнiсть НМ.

Еволюцiя НМ. Оскiльки в сумах виразу (17) фiгурують члени СМ з довгоживучим ма-
теринським РАН N1 (90Th

232, 92U
235, 92U

238), то можна стверджувати, що кiнцевим станом
часової еволюцiї НМ (розрахунки це пiдтверджують) буде саме ця СМ, яка буде знаходи-
тися в рiвноважному станi (КН ≈ 1). Тому iснує часова обмеженiсть визначення моменту
акту подiї.

Повнi множини. Узагальненням НМ буде повна множина (ПМ) — множина РАН, для
яких початковi значення Nne(Te = 0) однаковi. Тодi

Nn(Te) =
∑

e

Nne(Te). (18)

Еволюцiя ПМ. На рис. 2–4 наведено часову еволюцiю ПМ 90Th
232, 92U

235, 92U
238 для

Nne(Te = 0) = 6,022 · 1023 ядер (1 моль).
Аналiз залежностей рис. 2–4 свiдчить, що висновок про часову еволюцiю НМ до СМ

справедливий i для часової еволюцiї ПМ.
Взаємодiя множин РАН. Отримавши процедури (операцiї) дослiдження моделей “мно-

жина РАН”, “СМ”, “НМ”, “ПМ”, “подiя”, “еволюцiя” та iн., ми здiйснили детермiнацiю вiдпо-
вiдних операцiональних понять. Аналiз одержаних нами даних свiдчить про правильнiсть
розрахункiв (частина з них наведена на рис. 1–4). Тому зараз ми можемо робити важливi
подальшi кроки — виявити, розпiзнати та, при потребi, змоделювати основнi типи взає-
модiї множин РАН (множин М, як такi можуть бути СМ, НМ, ПМ), що лежать в основi
взаємодiї реальних дослiджуваних систем.
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Рис. 3. Часова еволюцiя активностей A РАН повної множини ряду 92U
235: 1 — 92U

235; 2 — 90Th
231; 3 —

91Pa
231; 4 — 89Ac227; 5 — 87Fr

223; 6 — 90Th
227; 7 — 88Ra223; 8 — 85At

219; 9 — 86Rn219; 10 — 83Bi
215; 11 —

84Po
215; 12 — 85At

215; 13 — 82Pb
211; 14 — 83Bi

211; 15 — 84Po
211; 16 — 81Tl

207

Рис. 4. Часова еволюцiя активностей A РАН повної множини ряду 92U
238: 1 — 92U

238; 2 — 90Th
234; 3 —

91Pa
234m; 4 — 91Pa

234; 5 — 92U
234; 6 — 90Th

230; 7 — 88Ra226; 8 — 86Rn222; 9 — 84Po
218; 10 — 85At

218; 11 —

82Pb
214; 12 — 83Bi

214; 13 — 81Tl
210; 14 — 84Po

214; 15 — 82Pb
210; 16 — 83Bi

210; 17 — 80Hg206; 18 — 84Po
210; 19 —

81Tl
206

Агрегацiя M . Нехай M1 i M2 − j — двi множини; внаслiдок агрегацiї цих множин утво-
рюється нова M3. Приклади: утворення нових геохiмiчних формацiй.

Тимчасовий контакт M. Принаймнi двi M — M1 i M2 вступають в тимчасовий контакт.
Внаслiдок цiєї взаємодiї утворюються принаймнi двi новi M — M11 i M21. Приклади: хiмiчнi
реакцiї; сорбцiйнi технологiї.

Розрив M. Внаслiдок природного або техногенного впливу на M з неї утворюються при-
наймнi двi M. Приклади: металургiя; очистка; спалювання палива; отримання керамiки.
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О.М. Поп, М. В. Стец

Модели эволюции множеств радиоактивных нуклидов рядов

тория 232, урана 235, урана 238 и их применение

Рассматриваются модели множеств радиоактивных нуклидов (генетически-связанных по-
следовательностей радиоактивных нуклидов, входящих соответственно в ряды тория 232,
урана 235, урана 238) и расчеты их временной эволюции (временных зависимостей коли-
чества ядер и активностей), основанной на системе и решениях уравнений Батемана-Ру-
бинсона. Приводятся примеры применения моделей.

O.M. Pop, M. V. Stets

Models of evolution of the sets of radioactive 90Th
232, 92U

235, 92U
238

nuclide series and their applications

The models of the sets of radioactive 90Th
232, 92U

235, 92U
238 nuclides (i. e. genetically related

sequences of radioactive nuclides involved in the 90Th
232, 92U

235, 92U
238 series, respectively) and

calculations of their time evolution (i. e. time dependences of the number of nuclei and activities)
based on the system and solutions of the Bateman–Rubinson equations are considered. The examples
of model applications are analyzed.
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Триботехнiчнi властивостi електроiскрових покриттiв

iз дибориду титану-хрому та композицiйних матерiалiв

на його основi

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.М. Григорьєвим)

Методом електроiскрового легування отримано покриття на конструкцiйнiй сталi iз
рiзного класу матерiалiв: металоподiбної керамiки, керметiв та металевого сплаву. До-
слiджено механiзм формування покриттiв та їх триботехнiчнi властивостi залежно
вiд складу легуючого електрода. Iз збiльшенням кiлькостi металевої фази в матерiалi
електрода зростає суцiльнiсть i товщина покриттiв, а зносостiйкiсть знижується,
особливо при збiльшеннi швидкостi тертя.

Надiйнiсть та ефективнiсть роботи машин та механiзмiв головним чином визначається кон-
структивною мiцнiстю деталей та властивостями їх робочих поверхонь. Деталi, виготовленi
iз металiв та сплавiв, мають високу мiцнiсть i досить хорошi триботехнiчнi властивостi
в присутностi мастила. При експлуатацiї деталей в умовах високих температур, швидкос-
тей, навантажень без мастила бiльшiсть металiв i їх сплавiв мають високi коефiцiєнти тертя
та iнтенсивнiсть зносу i практично непрацездатнi.

На вiдмiну вiд металiв, коефiцiєнт тертя i знос тугоплавких сполук, наприклад карбi-
дiв i боридiв, залишається порiвняно низьким навiть в таких умовах. Тому вони знаходять
широке застосування для виготовлення рiжучого iнструмента, фiльєр для протяжки i воло-
чiння, ущiльнювачiв та iнших деталей, працюючих при високих швидкостях, навантажен-
нях, температурах в умовах тертя–ковзання без мастила. Основним недолiком тугоплавких
сполук, який не дозволяє використовувати їх для широкої номенклатури деталей i замiни-
ти металевi сплави, є їх висока крихкiсть. Пiдвищити пластичнiсть тугоплавких сполук iз
збереженням, а iнколи й пiдвищенням, триботехнiчних i корозiйних властивостей можна
при використаннi їх у виглядi композицiйних матерiалiв з пластичною металевою зв’язкою.
Однак використання матерiалiв даного класу для виготовлення деталей машин i механiз-
мiв часто обмежується технологiчними труднощами, тому доцiльнiше використовувати їх
кориснi властивостi у виглядi покриттiв на досить мiцних i пластичних металевих основах.
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При такому технологiчному пiдходi можливе створення виробiв з унiкальним поєднан-
ням властивостей, якi неможна одержати при використаннi традицiйних конструкцiйних
матерiалiв для деталей рiзної конфiгурацiї i розмiрiв. Створення таких покриттiв в рядi ви-
падкiв є найбiльш ефективним, а iнколи i єдино можливим способом вирiшення складних
технiчних проблем. Покриття iз тугоплавких сполук i КМ на їх основi є економiчно рента-
бельними, оскiльки їх застосування дозволяє в рядi випадкiв спростити технологiю, а також
замiнити дорогi й рiдкiснi компоненти менш дефiцитними з покращенням працездатностi
деталей, конструкцiй, машин та механiзмiв [1].

Серед рiзних методiв нанесення покриттiв та змiцнення робочих поверхонь значний iн-
терес становить електроiскрове легування (ЕIЛ). Основними перевагами даного способу
є простота процесу нанесення покриття, низька енергоємнiсть, мобiльнiсть обладнання у по-
єднаннi з високою ефективнiстю збiльшення рiвня експлуатацiйних властивостей поверхнi.

Метою даної роботи є дослiдження впливу складу металокерамiчних композицiйних
матерiалiв, зокрема спiввiдношення тугоплавкої i металевої фази на зносостiйкiсть та ме-
ханiзм формування електроiскрових покриттiв.

Як вихiднi матерiали для отримання електродiв використовували порошки дибориду
титану-хрому (Ti,Cr)B2 та сплаву на основi iнтерметалiду NiAl (ВКНА). Шихта порошкiв
у необхiдних спiввiдношеннях подрiбнювалася з одночасним перемiшуванням у середови-
щi ацетону в планетарному млинi. Потiм сумiшi порошкiв просушувались i просiювались.
Електроди отримували брикетуванням порошкiв, розмiр яких не перевищував 3 мкм, пiд
тиском у сталевiй прес-формi з наступним спiканням в печi СШВЛ у вакуумi при темпера-
турi T = 1500 ◦С. Електроiскровi покриття наносили на установцi “Alier-52”, пiд час процесу
вивчали вплив режимiв процесу (амплiтуда iмпульсного струму, енергiя i тривалiсть iмпуль-
су) на якiснi характеристики покриттiв (товщина, суцiльнiсть, коефiцiєнт масопереносу).
Мiкроструктури покриттiв вивчалися на мiкроскопi МIМ-10, мiкротвердiсть вимiрювалася
на мiкротвердомiрi ПМТ-3. Зносостiйкiсть отриманих покриттiв дослiджувалася в умовах
тертя–ковзання без мастила за схемою палець–диск при навантаженнi P = 0,65 МПа i швид-
костях V = 4; 8 i 12 м/хв в парi iз контртiлом iз сталi 45 (HRС50).

Вибiр дибориду титану-хрому як тугоплавкої складової пов’язаний з високим рiвнем
фiзико-механiчних та триботехнiчних властивостей даного матерiалу [2–5]. Також ранiше
було показано перспективнiсть електроiскрових покриттiв на сталях i титанових сплавах
iз композицiйних матерiалiв на основi (TiCr)B2 [6, 7]. За металеву зв’язку вибрано сплав
на основi iнтерметалiду NiAl (ВКНА), який характеризується високим рiвнем зносо- та
жаростiйкостi у поєднаннi з хорошою пластичнiстю та струмопровiднiстю [8, 9].

Покриття наносилися електродами iз чистого (TiCr)B2, сплаву ВКНА, композицiйних
матерiалiв системи (TiCr)B2 — ВКНА iз рiзним спiввiдношенням структурних складових
(75 : 25 (ТВ25), 50 : 50 (ТВ50), 25 : 75 (ТВ75)% (об.)) та для порiвняння стандартного
твердого сплаву ВК6. Вплив спiввiдношення структурних складових легуючого електрода
на механiзм формування покриттiв та їх зносостiйкiсть становить особливий практичний
iнтерес, пов’язаний з вибором матерiалу покриття залежно вiд швидкiсно-навантажуваль-
них умов експлуатацiї деталей, iнтенсивностi зношування та граничного значення зносу
тощо.

Встановлено, що при невисоких значення тривалостi (t = 20–170 мкс) та енергiї iмпуль-
су (E = 0,045–0,61 Дж) товщина покриттiв iз рiзних матерiалiв зростає в рядi ВК6 →
→ TiCrB2 → TB25 → TB50 → TB75 → ВКНА i становить до 200 мкм при тривалостi
легування 3 хв/см2. Покриття, отриманi при зазначених режимах, мають досить гладку
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Рис. 1. Мiкроструктура електроiскрового покриття iз композицiйного матерiалу ТВ50

поверхню практично без глобулярних виступiв (крiм TiCrB2) i високу суцiльнiсть, яка на
покриттях TB75 i ВКНА наближалася до 100%.

При t = 350–700 мкс, E = 1,26–2,52 Дж товщина покриттiв зростає до 400 мкм, але
при цьому значно знижується суцiльнiсть. На поверхнi покриття утворюються глобулярнi
виступи округлої форми дiаметром до 1 мм. Кiлькiсть таких виступiв становить до 10–15
шт./см2, причому iз збiльшенням кiлькостi металевої зв’язки їх дiаметр i кiлькiсть збiль-
шуються, а висота зменшується. Як правило, такi виступи утворюються на початку нане-
сення покриття, а вже пiсля 1 хв/см2 легування йде поступове їх розгладжування i запов-
нення мiжглобульного простору. Пiсля 5 хв/см2 такi глобулярнi виступи мають в декiлька
разiв бiльшу площу i меншу висоту, а середня товщина покриттiв становить 200–350 мкм
(максимальна для TB50, TB75).

При нанесеннi покриттiв при t = 1400 мкс, E = 5 Дж (максимальний режим для установ-
ки “Alier-52”) на поверхнi зразка утворюються покриття з досить високою шорсткiстю (або
2–3-рiвневi). Перший так званий рiвень повнiстю покриває поверхню зразка (суцiльнiсть
до 80%) i має товщину до 150 мкм. Одночасно на поверхнi зразка утворюються нарости
острiвкового характеру дiаметром 2–5 мм i висотою до 700 мкм. Вони мають пологi бо-
ки з плавно наростаючою висотою, на вiдмiну вiд глобулярних наростiв, що утворюються
при нижчiй енергоємностi процесу. Iз збiльшенням енергiї, тривалостi та струму iмпуль-
су процес нанесення покриттiв ускладнюється. Зокрема, електроднi матерiали починають
iнтенсивно розiгрiватися (судячи з кольору, до температур вище 900 ◦С), внаслiдок чого
вiдбувається розтрiскування i вiдколювання частинок електрода (характерно для TiCrB2),
руйнування електрода внаслiдок iнтенсивного окиснення (ВК6), короткочасне схоплювання
електрода i зразка (ВКНА). З точки зору технологiчностi нанесення покриття, найкращими
виявились електроднi матерiали (ТВ50 i ТВ75).

Для випробувань на зносостiйкiсть наносилися електроiскровi покриття на зразки iз
сталi 30ХГСА (d = 10 мм, h = 15 мм). Процес легування здiйснювався поетапно — спочатку
при мiнiмальному значеннi енергiї та тривалостi iмпульсу, потiм при середнiх значеннях i
в кiнцi — при максимальних, так, щоб загальний час легування не перевищував 3 хв/см2.
Отриманi покриття мають дрiбнодисперсну структуру i якiсний адгезiйний контакт покрит-
тя з основою (рис. 1). Перед триботехнiчними випробуваннями поверхневий шар покриттiв
товщиною 20–40 мкм зшлiфовувався, пiсля чого фактична площа контакту зразкiв iз контр-
тiлом становила 70–90%.

Зразки, що випробовувалися, мали товщину покриття 130–650 мкм, причому товщина
покриттiв плавно зростає iз збiльшенням кiлькостi металевої фази в матерiалi електрода
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Рис. 2. Вплив матерiалу легуючого електрода на товщину (а) i зносостiйкiсть (б ) електроiскрових покриттiв

Рис. 3. Залежнiсть iнтенсивностi зношування (a) та коефiцiєнтiв тертя (б ) вiд швидкостi тертя при постiй-
ному тиску (P = 0,65 МПа): 1 — TiCrB2 ; 2 — TB25; 3 — TB50; 4 — TB75; 5 — BKHA; 6 — BK6

(рис. 2, а). Така закономiрнiсть пов’язана iз збiльшенням електропровiдностi, пластичностi
електродiв i зниженням їх температури плавлення. Внаслiдок цього в процесi масоперено-
су збiльшується частка рiдкої фази, яка сприяє формуванню бiльш суцiльного, щiльного
i дрiбнодисперсного покриття. В результатi випробувань найвища зносостiйкiсть була за-
фiксована на покриттях ТВ25 (TiCrB2 — 25%ВКНА) i трохи поступаються їм покриття
iз чистого TiCrB2 i ТВ50 (TiCrB2 — 50%ВКНА) (рис. 2, б ). В даних умовах випробувань
(тертя ковзання без мастила, P = 0,65 — 1 МПа, V = 8 м/с) основним чинником, що ви-
значає рiвень зносостiйкостi, є механiчнi властивостi покриттiв. Покриття iз TiCrB2 мають
найвищу мiкротвердiсть (Hµ = 23 ГПа), але поряд з цим i найвищу крихкiсть. Введення до
складу покриття 25% (об.) металевої фази дозволяє сформувати гетерофазну структуру,
в якiй частинки зносостiйкої фази мiцно утримуються в об’ємi покриття. Досить значна
кiлькiсть зносостiйкої фази в покриттi дозволяє забезпечувати високу твердiсть, а, вiдпо-
вiдно, i зносостiйкiсть покриття.

Випробування покриттiв при рiзних швидкостях тертя (4–12 м/с) показали, що iз збiль-
шенням швидкостi тертя збiльшується знос покриттiв (рис. 3, а). Для покриттiв на основi
тугоплавких сполук (рис. 3, а, кривi 1, 2, 6 ) зносостiйкiсть при рiзних швидкостях практич-
но не змiнюється, тодi як для покриттiв на основi металевої фази зносостiйкiсть знижується,
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особливо при збiльшеннi швидкостi до 12 м/с. Це пов’язано iз зростанням температур в зо-
нi тертя при збiльшеннi швидкостi, яке приводить до зниження механiчних властивостей
покриттiв, в першу чергу тих, якi мiстять бiльше металевої фази. Адже вiдомо, що метале-
вi сплави мають значно меншу жаромiцнiсть порiвняно з тугоплавкими сполуками. Такий
механiзм зношування також пiдтверджується змiною коефiцiєнтiв тертя, якi iз збiльшен-
ням швидкостi знижуються, причому покриття iз бiльшим вмiстом металевої фази мають
нижчi коефiцiєнти тертя (рис. 3, б ). Цю закономiрнiсть можна пояснити як високими анти-
фрикцiйними властивостями металевої фази, так i зростанням пластичностi матерiалу вна-
слiдок нагрiву в процесi тертя. Якби iнтенсивнiсть зношування збiльшувалася в результатi
схоплювання, то коефiцiєнти тертя ймовiрнiше всього також збiльшувалися б. Зниження
коефiцiєнтiв тертя для покриттiв з бiльшим вмiстом тугоплавкої фази (рис. 3, б, кривi 6, 2,
1 ) може бути пов’язано з iнтенсифiкацiєю окислювальних процесiв i формуванням вторин-
них структур у зонi тертя внаслiдок пiдвищення температури. Для покриттiв iз керметiв
характерне протiкання декiлькох механiзмiв зношування, домiнування яких визначається
складом покриття i режимами тертя.

Проведенi дослiдження довели, що iз збiльшенням швидкiсно-навантажувальних пара-
метрiв тертя перевага щодо зносостiйкостi покриттiв iз вищим вмiстом тугоплавкої фази бу-
де зростати. Порiвняно високий рiвень зносостiйкостi покриттiв на основi металевих сплавiв
пов’язаний з малими навантаженнями (до 1 МПа) при випробуваннях, хоча швидкостi були
досить високими (до 12 м/с). Вiдповiдно, при вiдносно малих навантаженнях (до 0,5 МПа)
i швидкостях (до 5 м/с) покриття на основi металевих сплавiв можуть успiшно викорис-
товуватися. При конструюваннi вузлiв тертя–ковзання без змащування iз бiльш високими
швидкостями i навантаженнями варто збiльшувати вмiст тугоплавкої фази в покриттi. Хо-
ча чiтку кореляцiю мiж режимами тертя i складом покриття встановити досить складно,
оскiльки на механiзм тертя також iстотно впливає матерiал контртiла, масогабаритнi ха-
рактеристики вузла, циклiчнiсть та iнтенсивнiсть експлуатацiї тощо.
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В.П. Коновал, А. П. Уманский, А.Д. Костенко, Л. М. Мелах,
Т. В. Мосина

Триботехнические свойства электроискровых покрытий из диборида

титана-хрома и композиционных материалов на его основе

Методом электроискрового легирования получены покрытия на конструкционной стали из
разного класса материалов: металлоподобной керамики, керметов и металлического сплава.
Исследован механизм формирования покрытий и их триботехнические свойства в зависи-
мости от состава легирующего электрода. С увеличением количества металлической фазы
в материале электрода растет сплошность и толщина покрытий, а износостойкость сни-
жается, особенно при увеличении скорости трения.

V.P. Konoval, O. P. Umanskyi, A. D. Kostenko, L. M. Melakh, T.V. Mosina

Tribotechnical properties of TiCrB2 electric-spark coatings and

TiCrB2-based composite materials

The coatings on a structural steel from different materials such as metal-ceramics, cermets, and
metal alloys have been obtained by the electric-spark alloying method. The mechanism of formation
of the coatings and their tribotechnical properties, depending on the composition of the alloying
electrode, have been investigated. With an increase of the metallic phase in the electrode material,
the coating integrity and thickness increase, and the wear resistance reduces, especially with an
increase of the sliding speed.
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Взаимодействие мантийной конвекции с литосферой

и происхождение кимберлитов

(Представлено академиком НАН Украины В. И. Старостенко)

Исследован физический механизм, контролирующий формирование устойчивой границы
между областями кондуктивного и конвективного теплопереноса в мантии (литосфер-
но-астеносферной границы — ЛАГ). В согласии с термобарометрией ксенолитов ким-
берлитов из модели следует, что под кратонами ЛАГ совпадает с подошвой области
распространения деплетированных пород на протяжении всей постархейской истории
Земли. Результаты работы поддерживают модель, которая предполагает, что кимбер-
литовые расплавы возникают при взаимодействии “головы” мантийного плюма с лито-
сферой.

Ранее были приведены результаты термобарометрии ксенолитов/ксенокристов 39 кимбер-
литов Евразии, Африки и Северной Америки [1]. Во всех случаях данные подвергались
стандартному предварительному скринингу [2, 3]. Все термобарометрические определения
были выполнены при помощи одноклинопироксенового термобарометра NT00 [2]. Для всех
рассмотренных кимберлитов определены: глубина (равновесное давление) наиболее глубо-
кого ксенолита Pmax; референтный тепловой поток (РТП) q на поверхности для геотермы из
однопараметрического семейства [4] (HC11), которая наилучшим образом аппроксимирует
результаты термобарометрии.

Сопоставление результатов термобарометрии с независимым определением глубины, до
которой в мантии кратонов распространены деплетированные перидотиты [3], показало, что
в 37 случаях из 39 самый глубокий ксенолит, а значит, и все остальные, захвачен в пределах
деплетированной литосферы [1]. Иначе говоря, источники кимберлитов почти всегда нахо-
дились вблизи или в пределах деплетированной литосферы. Из повсеместно наблюдаемых
в Евразии и Африке синхронности и пространственной сближенности трапповых излияний
и карбонатитовых и/или кимберлитовых извержений [5] следует, что наиболее вероятной
причиной кимберлитового магматизма является воздействие на подошву литосферы голо-
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вы мантийного плюма. Поэтому результаты термобарометрии означают, что мантийные
плюмы достигают подошвы литосферы кратонов [1, 5].

Реологический подслой и положение подошвы литосферы. Переход от лито-
сферы к астеносфере происходит в пределах так называемого реологического подслоя,
в котором эффективная вязкость быстро уменьшается, а скорость деформации возра-
стает от нуля на его верхней границе, т. е. подошве литосферы, до значений, характер-
ных для конвектирующей мантии, на его нижней границе. Одновременно градиент тем-
пературы уменьшается от литосферных значений до близкого нулю градиента темпера-
туры в изотермическом ядре. Будем считать, что механизмом деформации во всей рас-
сматриваемой области является диффузионная ползучесть. Это является значительным
упрощением реальной ситуации, однако позволяет не вычислять в явном виде напряже-
ния и вместо динамической задачи рассмотреть задачу об устойчивости пограничного
слоя.

В режиме диффузионной ползучести зависимость эффективной вязкости горных пород
(оливина) от температуры и давления описывается уравнением Аррениуса [6]:

η(T, P ) = A exp

(
Ea + PVa

RT

)
, (1)

где Ea и Va — энергия и объем активации диффузии. Для влажных пород Ea = (335 ±
± 75) кДж/моль, Va = 4 см3/моль. Предэкспоненциальный множитель зависит от размера
зерна d и содержания воды COH: A = A0b, где A0 = 2,7·107 Па ·с относится к “стандартным”
значениям d0 = 3 мм, COH,0 = 1000H/106 Si, а b = (d/d0)

3(COH,0/COH).
Характерное время тепловой релаксации литосферы τL = L2/π2κ порядка 130 млн лет

(L ∼ 200 км — мощность литосферы, κ = 10−6 м2 · с−1 — температуропроводность), харак-
терное время установления мантийной конвекции порядка 30–300 млн лет при мощности
области, охваченной конвекцией, D ∼ 3000 км и скорости течения ∼1–10 см/год. Таким
образом, на интервалах времени порядка сотни миллионов лет конвекцию можно считать
установившейся, а тепловую структуру литосферы и реологического подслоя — квазиста-
ционарной.

Мантийная конвекция характеризуется высокими значениями числа Релея, значительно
превышающими его критическое значение Rac ∼ 103. При Ra ≫ Rac внутри конвектирую-
щей области формируется изотермическое ядро, а на ее границах — тонкие пограничные
слои (далее погранслои) (например, [7]). При установившейся конвекции погранслои нахо-
дятся на пределе устойчивости и если известно критическое число Релея, то толщину по-
гранслоя δ можно оценить из уравнения Ra(δ) = Rac, где Ra(δ) — число Релея для погран-
слоя [7]. Существенно, что эта оценка является локальной, т. е. для оценки параметров
погранслоя не требуется иметь полную информацию об области конвекции. В частности,
Ra(δ) и, следовательно, толщина погранслоя не зависят от полной мощности конвектиру-
ющей области.

1. Литосферно-астеносферная граница в отсутствие деплетированного

слоя. Предположим вначале, что деплетированный слой, в который конвекция не про-
никает, отсутствует. Пусть распределение температуры T (P, q) в литосфере соответствует
геотерме НС11 с РТП, равным q, а мантийная конвекция характеризуется адиабатическим
распределением температуры с потенциальной температурой Tp. Пусть теперь адиабата
пересекает геотерму T (P, q) на глубине zi, где давление и температура равны Pi и Ti со-
ответственно. Для подслоя, лежащего в интервале глубин от z < zi до zi, число Релея
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можно определить обычным образом, введя осредненные по подслою значения вязкости [8]
(см. также [9] и ссылки там):

Ra(z, zi) =
αgρ(Ti − T (P (z), q))(zi − z)3

κηaν(z, zi)
, (2)

где ηaν(z, zi) — логарифмическое среднее вязкостей, рассчитанных на глубинах z и zi [9],
а ρ, α, κ, g — плотность, коэффициент теплового расширения, температуропроводность
и ускорение силы тяжести соответственно.

Из всех подслоев на границе конвектирующей мантии и литосферы, наиболее неустой-
чивым является подслой, число Релея которого максимально:

Ramax(q, Tp) = max
z

Ra(z, zi). (3)

При установившейся конвекции реализуется конфигурация, в которой реологический
подслой находится на пределе устойчивости, т. е. число Релея принимает критическое зна-
чение:

Ramax(Tp, q) = Rac. (4)

При численном решении уравнение (4) записывается в виде

Ra0max(Tp, q) = ζ(d,COH,Rac)Ra0c, (5)

где Ra0c = 450 [9], а

ζ(d,COH,Rac) = b
Rac

Ra0c
, (6)

Уравнение (4) можно решить относительно РТП:

q = q(Tp), (7)

т. е. при квазистационарной конвекции тепловая структура литосферы перестраивается при
изменении потенциальной температуры конвектирующей мантии. При этом изменяются
РТП (литосферная геотерма) и положение верхней границы наиболее неустойчивого под-
слоя. Последнюю можно отождествить с подошвой литосферы и найти с помощью урав-
нений (2)–(4).

Описанную процедуру выделения подслоя, находящегося на границе устойчивости, ил-
люстрирует рис. 1, а, где показаны три геотермы с РТП: q1 > q2 > q3. Для геотермы
с РТП q2 Ramax(q2, Tp) = Rac, и мы принимаем, что именно это значение РТП реализуется
при установившейся конвекции. Для геотермы с РТП q1 > q2 формально рассчитанное чис-
ло Релея Ramax(q1, Tp) < Rac, так что для геотермы q1 кондуктивный теплоотвод больше,
чем для геотермы q2, а конвективный поток тепла меньше, поэтому при установившейся
конвекции такая конфигурация невозможна. Наоборот, для геотермы q3 < q2 (см. а рис. 1)
Ramax(q3, Tp) > Rac, т. е. конвективный поток тепла выше, а кондуктивный теплоотвод мень-
ше, чем для геотермы q2, и литосфера будет нагреваться пока не достигнет равновесного
состояния, при котором реологический подслой находится на пределе устойчивости.
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Рис. 1. Схема, иллюстрирующая определение реологического подслоя (заштрихован), находящегося на пре-
деле устойчивости и положение литосферно-астеносферной границы (ЛАГ).
Сплошные тонкие линии — кондуктивные геотермы. Штриховая линия — мантийная адиабата. Участки
геотерм, по которым рассчитывалось Ramax (см. текст), показаны полужирными сплошными линиями —
отрезками.
a: Деплетированный слой отсутствует или реологический подслой лежит глубже деплетированной лито-
сферы. Устойчивой является геотерма с q2, для которой Ramax(q2, Tp) = Rac.
б : Верхняя граница реологического подслоя с q1, для которого Ramax(q1, Tp) = Rac, попадает внутрь де-
плетированной литосферы. Для геотермы с q2 часть реологического подслоя, показанная малым эллипсом,
находится вне деплетированной области и имеет формально рассчитанное число Релея Ra∗ = Rac. Большим
эллипсом показан полный реологический подслой, для которого Ramax(q2, Tp) > Rac

2. Взаимодействие мантийной конвекции с деплетированной литосферой.

Будем считать, что запас плавучести, которым обладает вещество конвектирующей мантии,
перегретое относительно литосферы на ∆T = 200–300 К [10], недостаточен для проникно-
вения в деплетированную литосферу. Действительно, относительное разуплотнение восхо-
дящего течения составляет ∆ρ/ρ = α∆T = 0,6–1,2%, где α = (3–4) · 10−5 К−1 [11]. В то же
время понижение плотности вследствие деплетирования, вызванного удалением расплава
при плавлении степени 20%, составляет 0,6–0,9% [11]. Таким образом, относительно депле-
тированной литосферы плавучесть плюма нулевая или даже отрицательная, если принять
во внимание, что гарцбургитовый остаток выплавления базальтовой коры, входящий в сос-
тав кратонной деплетированной литосферы, образовался в архее/раннем протерозое, когда
степень плавления достигала или превышала 30% и сопровождалась более глубоким депле-
тированием, чем это следует из экспериментов [11].

Если мощность литосферы, формально рассчитанная в соответствии с процедурой, опи-
санной выше (раздел 1), больше суммарной мощности коры и деплетированной области, то
существование последней не сказывается на глубине подошвы литосферы, как иллюстри-
рует рис. 1, а.

Особый, практически важный, случай показан на рис. 1, б. В этом случае число Ре-
лея Ramax принимает критическое значение Raс для геотермы q1, для которой формально
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определенный реологический подслой частично или полностью располагается внутри депле-
тированной области. Подобная конфигурация невозможна при установившейся конвекции,
поскольку, по крайней мере, часть реологического подслоя недоступна для конвекции и кон-
вективная доставка тепла не компенсирует кондуктивной теплоотдачи. Если такая ситуация
возникла вследствие уменьшения потенциальной температуры мантии или вследствие воз-
никновения деплетированного слоя, то литосфера будет остывать пока не сформируется
подслой, для которого формально рассчитанное Ramax больше Raс (соответствующий учас-
ток на рис. 1, б обведен большим эллипсом), но для его части, полностью лежащей глубже
деплетированной области (на рис. 1, б обведена меньшим эллипсом), число Релея Ra∗ рав-
но критическому. Именно этот участок находится на пороге устойчивости, а его верхняя
граница, совпадающая с подошвой деплетированного слоя, является нижней границей ли-
тосферы. Таким образом, в случае, показанном на рис. 1, б, в литосфере устанавливается
распределение температуры, зависящее от мощности деплетированного слоя, причем чем
больше мощность литосферы, тем она холоднее.

Важной особенностью описанной ситуации является то, что помимо неустойчивой части
реологического подслоя, участвующей в конвективном перемешивании и показанной мень-
шим эллипсом (см. б на рис 1), существует настоящий реологический подслой, отмеченный
большим эллипсом (см. б на рис 1), проникающий в деплетированную литосферу. В верх-
ней части этого подслоя неизбежно возникнет деформационное течение, которое, однако,
не может пересекать границу деплетированной области из-за различия плотностей. Пред-
ставляется вполне вероятным, что именно в этой области формируются породы, подобные
коровым милонитам, из которых затем захватываются сильно деформированные и при этом
наиболее глубокие ксенолиты с явными следами флюидальной микроструктуры (см., на-
пример, [12]).

Обсуждение результатов. На рис 2 показано, как зависит РТП q на поверхности
литосферы от потенциальной температуры конвектирующей мантии Tp и мощности депле-
тированного слоя (вместе с корой) Hdepl при ζ = 2 (см. уравнение (6)).

Сплошной линией показано решение для случая отсутствия деплетированного слоя, ко-
гда РТП является однозначной функцией потенциальной температуры. Штриховые ли-
нии — решения q(Tp) для случая, когда мантийная конвекция достигает деплетированного
слоя и подошва последнего является одновременно границей литосферы. В целом, РТП и,
следовательно, температура литосферы убывают с увеличением Hdepl и уменьшением Tp.
Заметим, что появление деплетированного слоя приводит к заметному охлаждению лито-
сферы. Например, при Tp = 1400 ◦С и Hdepl = 200 км в литосфере устанавливается рас-
пределение температуры, которое соответствует ТП на поверхности около q = 39 мВт ·м−2

вместо РТП q = 52 мВт · м−2, который бы установился в отсутствие деплетированной ли-
тосферы.

При уменьшении Tp штриховая линия достигает сплошной и далее обе линии совпадают.
Точка “слияния” линий соответствует отделению реологического подслоя от деплетирован-
ной литосферы. При меньших значениях Tp литосфера, помимо коры и деплетированного
слоя, включает слой фертильных пород, как это иллюстрирует рис. 2, а, и наблюдается
на Карельском кратоне [13]. Поскольку оценки современной потенциальной температуры
лежат в пределах от 1315 ◦C [14] до 1350 ◦C [15], то из представленной модели следу-
ет, что при мощности деплетированной литосферы (вместе с корой) Hdepl > 130–150 км
мантийная конвекция достигает деплетированной литосферы в течение всей постархейской
эволюции Земли. Последнее вполне согласуется с результатами термобарометрии [1], пред-
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Рис. 2. Зависимость референтного теплового потока от потенциальной температуры и мощности деплети-
рованного слоя.
Сплошная кривая соответствует случаю отсутствия деплетированной литосферы. Штриховые линии —
зависимость q(TP ) для значений мощности деплетированного слоя (вместе с корой) от Hdepl = 100 км
до Hdepl = 225 км

Рис. 3. Равновесное давление Pmax для наиболее глубокого ксенолита и РТП q для 39 кимберлитов, перечи-
сленных в табл. 1, см. [1] (цифры в квадрате на рисунке соответствуют нумерации, указанной в таблице).
Жирная штриховая линия — граница деплетированной литосферы [3]. Остальные линии показывают зави-
симость РТП от мощности деплетированного слоя, показанной на правой оси ординат как литостаическое
давление на подошве слоя

ставленными на рис. 3, и оценками глубины, до которой распространены деплетированные
перидотиты [3].

Термобарометрия ксенолитов кимберлитов позволяет также оценить литосферную гео-
терму в эпоху извержения кимберлитов. Как видно из рис. 3, для рассмотренной выборки
кимберлитов значения РТП варьируются более чем на 10 мВт ·м−2 и при этом наблюдает-
ся явная тенденция уменьшения глубины наиболее глубокого ксенолита с ростом РТП. Ее
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причиной может быть уменьшение температуры литосферы с ростом мощности деплетиро-
ванного слоя. Как видно из рис. 2, при фиксированной Tp РТП убывает с увеличением Hdepl.
На рис. 3 приведена зависимость q(Hdepl) (мощность деплетированной литосферы показана
на правой оси ординат как давление на ее подошве) для трех значений современной Tp:
1320, 1340, 1360 ◦С и для ζ = 1. Чтобы продемонстрировать, как влияет на эти решения
неопределенность параметров (размер зерна, содержание воды и критическое число Релея;
см. уравнения (5), (6)) на рис. 3 показаны также два решения при Tp = 1350 ◦С и ζ = 1/3,
ζ = 3. Вертикальные участки кривых соответствуют случаю, когда реологический подслой
отделился от деплетированного слоя (на рис. 2 — это участки штриховых линий, совпада-
ющие со сплошной) и РТП не зависит от Hdepl.

Численные решения хорошо согласуются с результатами термобарометрии (см. рис. 3)
и свидетельствуют о том, что зависимость РТП от мощности литосферы может быть основ-
ным механизмом, определяющим вариации наблюдаемых литосферных геотерм в стабиль-
ных регионах, а также указывают на существование прямого контакта реологического под-
слоя с литосферой. Это еще раз подтверждает, что в течение всей постархейской истории
мантийная конвекция достигала подошвы деплетированной литосферы кратонов.

Таким образом, предпочтительная модель происхождения кимберлитов предполагает,
что кимберлитовые расплавы возникают в процессе воздействия на литосферу мантийного
плюма, “голова” которого, растекаясь, следует рельефу литосферно-астеносферной грани-
цы. При этом в течение всей постархейской истории мантийная конвекция достигала подош-
вы литосферы “кратонной” мощности (>130–150 км), что является необходимым условием
генерации расплавов кимберлитового состава. Предсказываемая моделью количественная
связь между потенциальной температурой конвектирующей мантии, мощностью деплети-
рованного слоя и тепловым потоком на поверхности хорошо согласуется с результатами
термобарометрии. Модель объясняет также, почему наиболее глубинные ксенолиты часто
являются сильно деформированными.
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О.В. Арясова, Я. М. Хазан

Взаємодiя мантiйної конвекцiї з лiтосферою i походження

кiмберлiтiв

Дослiджено фiзичний механiзм, що контролює формування сталої границi мiж областями
кондуктивного й конвективного теплопереносу в мантiї (лiтосферно-астеносферної грани-
цi — ЛАГ). В узгодженнi з термобарометрiєю ксенолiтiв кiмберлiтiв з моделi випливає,
що пiд кратонами ЛАГ збiгається з пiдошвою областi поширення деплетованих порiд про-
тягом всiєї постархейської iсторiї Землi. Результати роботи пiдтримують модель, яка
приймає, що кiмберлiтовi розплави виникають при взаємодiї “голови” мантiйного плюму
з лiтосферою.

O.V. Aryasova, Ya. M. Khazan

Interaction of mantle convection with the lithosphere and kimberlite

origin

The physical mechanism controlling the formation of a stable boundary between regions of conducti-
ve and convective heat transfer in the mantle (lithosphere-asthenosphere boundary — LAB) is stu-
died. In agreement with kimberlite xenolith thermobarometry, it follows from the model that, beneath
cratons, LAB coincides with the bottom of the depleted region throughout all the post-Archean Earth
history. The present results support the model assuming that kimberlite melts originate from the
interaction of a mantle plume ‘head’ with the lithosphere.
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УДК 550.831

П.А. Миненко, Р.В. Миненко

Фильтрационные методы устойчивого решения

обратных задач для конечных разностей поля

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Н. А. Якимчуком)

Основной недостаток известных методов состоит в том, что они сильно чувстви-
тельны к неправильному выбору постоянного фона. При больших отклонениях фо-
на от реального решение обратной задачи (ОЗ) теряет геологическую содержатель-
ность, а физические параметры каждого блока интерпретационной модели имеют
в пространстве нереально высокие осциллирующие значения. Обычно постоянный фон
устраняется образованием конечных разностей поля между двумя точками профи-
ля или с помощью трансформаций Саксова–Ниггарда, построенных по 8 точкам по-
ля. Однако они приводят к непомерно большим затратам компьютерного времени и
к очень малым значениям нового поля, что существенно снижает точность решения
ОЗ и глубинность надежных исследований. Предложены трансформанты в виде несим-
метричных разностей поля, имеющие большой диапазон нового поля и обеспечивающие
более высокую точность решения ОЗ. Для новых трансформант разработан новый более
эффективный метод решения ОЗ на основе использования гибридных аналогов фильтров
Винера и Калмана.

Известны фильтрационные методы устойчивого решения обратных задач (ОЗ) для изме-
ренного с большими погрешностями гравитационного (g) или магнитного (Z) поля (со-
ответственно ГП, МП) [1–4]. Основной недостаток известных методов состоит в том, что
они сильно чувствительны к неправильному выбору постоянного фона: gf для ГП и Zf

для МП. При больших отклонениях фона от его неизвестного реального значения решение
ОЗ теряет геологическую содержательность, поскольку вычисленные физические парамет-
ры каждого блока интерпретационной модели (ИМ) имеют в пространстве геологической
среды нереально высокие осциллирующие значения. Обычно постоянный фон устраняется
образованием конечных разностей поля между двумя точками профиля Xj+1 иXj , располо-
женными на расстоянии ∆X = Xj+1−Xj (градиенты поля) или в 8 точках (трансформанта
Саксова–Ниггарда (ТСН) [5]). Однако обе они приводят к очень малым значениям нового
поля — трансформанты при сохранении (и даже превышении в некоторых точках) уровня
помех измеренного поля. Это существенно снижает точность решения ОЗ и глубинность на-
дежных исследований. Тем не менее с помощью методических приемов эти трансформанты
можно использовать для изучения приповерхностной части геологического разреза [2, 6].
Например, повторением решения ОЗ для ТСН при перемещении всех блоков ИМ с шагом
20–50 м вдоль профиля можно получить переменное распределение физических свойств
внутри блоков и глубин до них. Однако эти методики требуют в десятки раз больших за-
трат компьютерного времени, чем при интерпретации измеренного поля, что и является их
существенным недостатком.

Целью настоящего сообщения является поиск такого ряда трансформант измеренного
поля, которые позволяют исследовать зависимость ряда решений ОЗ от величины введен-
ного в исходное поле постоянного фона и в этом процессе найти его оптимальное значение.
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Поставленная цель достигается тем, что в известном фильтрационном методе решения
ОЗ [2–4] используют трансформанты в виде несимметричных разностей поля (НРП) в двух
точках:

Gαi
(Xj) = g(Xj +∆X)− αig(Xj); Zαi

(Xj) = Z(Xj +∆X)− αiZ(Xj), (1)

где αi — константа.
Преимуществом этого метода является то, что любая погрешность поля в одной точке

входит в соседние НРП не только с разным знаком, но и в соотношении 1 : αi, что обес-
печивает линейную независимость погрешностей, входящих во все точки трансформанты
поля. Причем таких графиков НРП можно построить любое количество для выбранного
ряда значений αi, которые, подобно сейсмограмме, образуют гравитограмму или магнито-
грамму трансформант поля, вычисленных по формулам:

Gαi
(Xj) = g(Xj +∆X) + gf − αi(g(Xj) + gf );

Zαi
(Xj) = Z(Xj +∆X) + Zf − αi(Z(Xj) + Zf ).

(2)

Кроме того, исследованием решений ОЗ для НРП по формулам (1), (2) установлено, что
при одном αi и разных значениях постоянного фона gf,i мы имеем различные решения ОЗ по
формуле (2) относительно физического параметра — плотности σi для ГП (и аналогично для
МП относительно интенсивности намагничивания горных пород Jz,i). Однако все графики
НРП, построенные для различных αi, в системе координат (gf,i, σi, αi = const) или (Zf,i, Jz,i,
αi = const) пересекаются в одной точке (gf,k, σk) или (Zf,k, Jz,k), соответствующей значению
оптимального постоянного фона (gf,k или Zf,k), при котором мы получаем геологически
содержательное и наиболее близкое к реальному значению решение ОЗ (σk или Jz,k), не
зависящее от параметра трансформации αi:

σk(α1, gf,k) = σk(α2, gf,k) = · · · = σk(αi, gf,k) = · · · = σk(αm, gf,k);

Jz,k(α1, Zf,k) = Jz,k(α2, Zf,k) = · · · = Jz,k(αi, Zf,k) = · · · = Jz,k(αm, Zf,k).
(3)

Дополнительно установлено, что для магнитного поля постоянный фон вычисляется
точно, а для гравитационного поля мы получаем равенства (3) только для ограниченного
ряда значений 0 < α1 < αi < αm < 1. Карта одной из трансформант поля, по которым
выполнено решение ОЗ с целью вычисления по ним постоянного фона, приведена на рис. 1;
карта остаточных аномалий (остатков поля после решения ОЗ), которые не превышают
нескольких нанотесла, — на рис. 2, что свидетельствует о достаточной точности подбора
разреза по магнитным свойствам ГП.

Теперь перейдем к построению фильтрационного метода решения линейной ОЗ с исполь-
зованием двух трансформант поля (2) для двух близких с конечным смещением моделей
при разных начальных условиях итерационного процесса [4], что значительно (в несколько
раз) снижает затраты компьютерного времени на вычисления.

Создадим метод для вычисления итерационных коэффициентов W1,1, W1,2, W1,3 и W2,1,
W2,2, W2,3 по трансформанте равенств (2) для вертикальной проекции магнитного поля Z.
По формулe (1) вычислим две трансформанты для массива измеренного магнитного поля:
Zα1,j и Zα2,j Матрицы решения прямых задач будут иметь вид bi,j,k = ai,j+1,k − αkai,j,k;
k = 1, 2. Введем два вектора начальных условий J1,0,i и J2,0,i для интенсивности намагни-
чивания (ИН) горных пород (ГП) в блоках ИМ и два вектора их текущих значений J1,n,i
и J2,n,i на каждой итерации с номером n.
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Рис. 1. Карта трансформанты измеренного магнитного поля (в нТл) с параметром αi+2 = 2/3

Рис. 2. Карта остатков поля (в нТл) трансформанты с параметром αi+2 = 2/3

Запишем формулы гибридного аналога фильтров Винера–Калмана [3] для первой и вто-
рой трансформант по равенствам (2) в виде

Jk,n+1,i = J1,i,nWk,1 + J2,i,nWk,2 +Wk,3, k = 1, 2; (4)

Образуем уравнения невязок поля по формулам (2)

rk,j,n = (bij,k, Jk,i,n)− Zαk ,j; rk,j,n+1 = (bij,k, J1,i,nWk,1 + J2,i,nWk,2 +Wk,3)− Zαk,j.
(5)
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Введем обозначения

Rk,j,n,k1 = (bij,k, Jk1,i,n), k1 = 1, 2; λi,k =
∑

j

bij,k; λj,k =
∑

i

bij,k.

Применим к формулам (5) критерий оптимизации (КО) по минимуму суммы поправок
(МСК) к ИН ГП, разрешив для удобства записи перестановку индексов:

Bk,i,n = (bi,j,k/λi,k/λj,k, rk,j,n);

Dk,i,n,k1 = (bi,j,k/λi,k/λj,k, Rk,j,n,k1);

Gk,i = (bi,j,k/λi,k/λj,k, gk,j);

Bk,i,n+1 = (bi,j,k/λi,k/λj,k, rk,j,n+1);

Fk,n+1,B =
∑

i

(Bk,i,n+1)
2 = min

(Wk,l)
;

Fk,n+1,B =
∑

i

(bi,j,k/λi,k/λj,k, (bij,k, Jk,i,n+1)− Zαk,j)
2;

Fk,n+1,B =
∑

i

(Dk,i,n,1Wk,1 +Dk,i,n,2Wk,2 +Wk,3 −Gk,i)
2 = min .

Дифференцируя критерий Fk,n+1,B отдельно по всем Wk,l и приравнивая все первые про-
изводные нулю, после преобразования формул и введения приведенных выше обозначений
в окончательном виде получим систему уравнений для первой и второй трансформант по
формулам (2):

∑

i

(Dk,1,i,nWk,1 +Dk,2,i,nWk,2 +Wk,3 −Gk,j)Dk,1,i,n = 0;

∑

i

(Dk,1,i,nWk,1 +Dk,2,i,nWk,2 +Wk,3 −Gk,j)Dk,2,i,n = 0;

∑

i

(Dk,1,i,nWk,1 +Dk,2,i,nWk,2 +Wk,3 −Gk,j) = 0.

(6)

Введем новые обозначения:

B11,k = (Dk,1,i,n,Dk,1,i,n); B12,k = (Dk,1,i,n,Dk,2,i,n);

B13,k = (Dk,1,i,n, 1); B23,k = (Dk,2,i,n, 1), Dk,3,i,n = 1;

B22,k = (Dk,2,i,n,Dk,2,i,n); B33,k = (Dk,3,i,n,Dk,3,i,n)i;

Bt,4,k = (Gk,i,Dk,t,i,n), t = 1, 3.

Подставляя эти обозначения в систему уравнений (6), для первой и второй трансфор-
мант по формулам (2) получим две системы, из трех уравнений каждая, для вычисления
итерационных коэффициентов Wk,1, Wk,2, Wk,3:

Bt,1,kWk,1 +Bt,2,kWk,2 +Bt,3,kWk,3 = Bt,4,k, t = 1, 3.
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Рис. 3. Результаты решения обратной задачи магнитометрии для 2-го наклонного слоя интерпретационной
модели (глубина: до кровли 0,9–0,5 км, до подошвы 1,4–0,8 км) при различных параметрах αi трансформант
измеренного поля Z и различном постоянном фоне Zf :
а. . . в — карты интенсивности намагничивания горных пород Jz (в о. е.) при Zf = 0 и αi = 1/3, αi = 1/2,
αi = 2/3; г — карта Jz при Zf = +20 нТл и αi = 1/3

На рис. 3, а, в приведены решения ОЗ с использованием предложенного фильтрацион-
ного метода для трансформант по формулам (2) измеренного магнитного поля Z с пара-
метрами трансформации: αi = 1/3; αi+1 = 1/2 и αi+2 = 2/3 при нулевом постоянном фоне,
вычисленном, согласно приведенному выше методу. Как видим, все три решения ОЗ име-
ют практически одинаковое распределение значений интенсивности намагничивания ГП
на всей площади карты магнитного поля при разных параметрах трансформации, лишь
в нескольких точках имеют различия не более 1 о. е.

На рис. 3, г приведено решения ОЗ для трансформанты по формулам (2) с пара-
метром трансформации αi = 1/3 при добавленном в измеренное поле постоянном фоне
Zf = +20 нТл. Полученное решение ОЗ больше приведенного на рис. 3, а–в почти на 2 о. е.
за счет влияния добавленного постоянного фона.
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Из этого следует однозначный вывод, что поле во всех точках карты необходимо начи-
нать уменьшать на одну и ту же величину.

Таким образом, предложенный метод поиска постоянного фона гравитационных и маг-
нитных аномалий существенно повышает точность решения ОЗ.

Использование фильтрационного метода для двух сближенных интерпретационных мо-
делей при решении некорректных ОЗ повышает геологическую содержательность резуль-
татов интерпретации аномалий и существенно уменьшает затраты машинного времени на
вычисления.

Перспектива дальнейших исследований. Предполагается разработать аналогич-
ный метод для вычисления глубин до блоков, сближенных интерпретационных моделей.
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П.О. Мiненко, Р. В. Мiненко

Фiльтрацiйнi методи стiйкого розв’язання обернених задач

для кiнцевих рiзниць поля

Основний недолiк вiдомих методiв полягає в тому, що вони сильно чутливi до неправиль-
ного вибору постiйного фону. При великих вiдхиленнях фону вiд реального розв’язання обер-
неної задачi (ОЗ) втрачає геологiчну змiстовнiсть, а фiзичнi параметри кожного блока
iнтерпретацiйної моделi мають у просторi нереально високi осцилюючi значення. Зазвичай
постiйний фон усувається утворенням кiнцевих рiзниць поля мiж двома точками профiлю
або за допомогою трансформацiй Саксова–Нiггарда, побудованих по 8 точках поля. Однак
вони приводять до непомiрно великих витрат комп’ютерного часу й до дуже малих зна-
чень нового поля, що iстотно знижує точнiсть розв’язку ОЗ i глибиннiсть надiйних дослi-
джень. Запропонованi трансформанти у виглядi несиметричних рiзниць поля, якi мають
великий дiапазон нового поля й забезпечують бiльш високу точнiсть розв’язку ОЗ. Для
нових трансформант розроблено новий бiльш ефективний метод розв’язання ОЗ на основi
використання гiбридних аналогiв фiльтрiв Вiнера й Калмана.
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P.A. Minenko, R.V. Minenko

Filtrational methods of steady solution of inverse problems for finite

differences of the field

The basic shortcoming of the known methods consists in that they are strongly sensitive to a wrong
choice of a constant background. At big deviations of the background from the real one, the solution
of inverse problems loses geological pithiness, and the physical parameters of each block of the
interpretative model have unreally high oscillating values in space. Usually, the constant background
is eliminated by formation of final differences of a field between two points of a profile or by
means of transformations of Saksov–Niggard constructed at 8 points of a field. However, they
lead to unreasonably big expenses of computer time and to very small values of a new field that
essentially reduces the accuracy of а solution of inverse problems and the reliability of researches.
Transformations of the field are offered in the form of asymmetric differences. They have the big
range of a new field and give a higher accuracy of the solution of inverse problems. The new more
effective method of solution of inverse problems is offered for new transformations. The new method
is developed on the basis of the use of hybrid analogs of the filtration by Wiener and Kalman.
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УДК 550.8

Н.Л. Миронцов

Один возможный способ повышения точности решения

обратной задачи электрометрии скважин

(Представлено академиком НАН Украины В. И. Старостенко)

Рассмотрен классический подход решения обратной задачи электрометрии скважин,
основанный на минимизации функционала, нормированного на величину погрешности
измерения. Показано, что минимизацию необходимо осуществлять, нормируя функ-
ционал на величину погрешности не измерения, а на величину погрешности инверсии,
соответствующей этому измерению. Описан алгоритм такого решения. Доказана не-
целесообразность использования заранее рассчитанной таблицы, связывающей геоэлект-
рические параметры модели с данными измерения.

Развитие каротажа объясняется в том числе тем, что намного более точный метод доку-
ментации разреза — отбор керна является намного более сложным, затратным и долгим.
Во всем множестве методов геофизического исследования скважин (ГИС) электрометрия
занимает особое место, так как позволяет ответить на два основных вопроса, интересую-
щих заказчика геофизических услуг: где находятся углеводороды и какое их относительное
содержание? Условно высокое сопротивление пористой породы может служить признаком
содержания нефти или газа в ее порах. Низкое сопротивление соответственно может пока-
зывать содержание воды.

По данным каротажа, восстановление геоэлектрических параметров разреза геофизи-
ками принято называть решением обратной задачи. Возможность точного решения такой
обратной задачи должно быть основополагающим при разработке и эксплуатации любых
аппаратурно-методических комплексов электрического и индукционного каротажа (соот-
ветственно ЭК и ИК). Это следует из основного требования, которое выставляет заказчик
геофизических услуг.

Действительно, ответ на основные вопросы, где находится полезный флюид, сколько его
и с какой суточной скоростью его можно добывать, скрыт не в измеряемых кажущихся вели-
чинах (кажущаяся проводимость (КП) или кажущееся сопротивление (КС)), а в точной гео-
электрической модели разреза, описываемой пространственным распределением удельного
электрического сопротивления (УЭС) или удельной электрической проводимости (УЭП).
Из этого напрямую следует, что создание аппаратуры с превосходными характеристиками
измерения КС или КП, для которой не может быть точно решена обратная задача, менее
предпочтительно, чем создание аппаратуры с худшими характеристиками измерения, но
для которой возможно более точное решение обратной задачи (т. е. более точно определе-
ны искомые параметры модели разреза). Смысл любой интерпретации состоит в подборе
параметров разреза таким образом, чтобы показания зондов в ней были наиболее близки
к реально полученным.

Каротаж с точки зрения количественной интерпретации является процессом косвенно-
го измерения, так как искомые величины рассчитываются по измеренным. Только каротаж
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некоторыми типами аппаратуры и в некоторых условиях можно считать прямым изме-
рением: БК (боковой каротаж) трехэлектродным зондом БК-3 [1, 2] — прямое измерение
УЭС непроницаемого пласта без влияния скважины; ИК зондом 6Ф1 (или 6FF40) — пря-
мое измерение УЭП пласта [3]. Для получения значений всех требуемых геоэлектрических
параметров разреза необходимо использовать комплекс нескольких зондов.

Погрешность определения искомых геоэлектрических параметров разреза определяется
особенностями метода инверсии (решения обратной задачи) и погрешностью данных каро-
тажа (погрешность начальных данных для обратной задачи).

Однако в некоторых случаях [4, 5] при минимизации функционала

F (ρT1 , . . . , ρ
T
n ) =

1

n

√√√√
n∑

i=1

(
ρTi − ρPi
δiρTi + χi

)2

(1)

(здесь δi — относительная погрешность i-го зонда; χi — абсолютная погрешность i-го зонда)
не учитывается величина погрешности определения искомого параметра. Функционал (1)
обобщает другие применяемые на практике при минимизации функционалы [6–9].

Рассмотрим один возможный эмпирический метод решения обратной задачи, а именно
вместо (1) будем минимизировать

F (ρT1 , . . . , ρ
T
n ) =

1

n

√√√√
n∑

i=1

(
ρTi − ρPi
λiρTi

)2

, (2)

где λi, i = 1, n — величины погрешности инверсии при заданных величинах погрешности
измерения δPi , i = 1, n и χP

i , i = 1, n.
Вопрос выбора λi требует формализации выбора нормы в пространстве G. Естествен-

но, что такой выбор объективно не может быть сделан однозначно без учета специфики
решаемой задачи оперативной интерпретации (в некоторых случаях для последующей ком-
плексной интерпретации точность определения некоторых параметров носит более высокий
приоритет, чем точность определения других). Однако эмпирическим путем для задач опре-
деления параметров модели с равновеликой относительной погрешностью был выбран сле-
дующий способ задания величин λi: λi — объем минимального m-мерного параллелепипеда
в m-мерном пространстве (m — количество параметров модели), в который может пол-
ностью поместиться область ~g+ δ~g, соответствующая всем возможным значениям δiρ

T
i +χi.

Формально алгоритм может быть реализован следующим образом. На первом этапе
мы рассчитываем таблицу (аналогичную таблице [10]) значений данных каротажа для раз-
личных значений параметров модели (в билогарифмическом или любом другом масштабе,
обеспечивающем наивысшую точность). На следующем этапе, мы не будем искать мини-
мальное значение (1). Напротив, выберем из этой таблицы отдельно для каждого зонда
те значения ~p параметров модели, которые соответствуют показаниям этого зонда δiρ

P
i −

− χi 6 ρTi 6 δiρ
P
i + χi. После чего найдем пересечение областей допустимых параметров,

полученных для каждого зонда. Заметим, что использование заранее рассчитанной табли-
цы зависимости данных каротажа от трех параметров, каждый из которых имеет 1000
возможных значений, потребует 109 решений прямой задачи и хранения результатов та-
кого решения в 8 · 1010 Бт информации (для семизондовой аппаратуры, учитывая что ка-
ждое значение хранится в переменной типа double (8 Бт)). При построении четырехслой-
ной модели (пять параметров), мы получим 2,4 · 1016 Бт информации (при 1015 решениях
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прямой задачи). Конечно, для 1000 значений одного параметра — это более чем доста-
точно, но и масштаб расчета становится понятен: при времени решения прямой задачи
3 сек общее время построения такой таблицы займет 97 лет (это только для трехслойной
модели).

Кроме того, заметим, что предлагаемый билогарифмический масштаб [10] не является
наиболее рациональным с точки зрения решаемой задачи. Действительно, при построении
такой таблицы важным для нас является постоянная величина относительной погрешности.

Другими словами, искомый параметр должен изменяться таким образом, чтобы раз-
ница между соседними значениями соответствовала постоянной величине относительной
погрешности. Такую последовательность легко построить с помощью геометрической про-
грессии: xn = x1(1+∆)n (где ∆ — величина относительной погрешности; x1 — наименьшее
значение диапазона).

Для построения диапазона с наименьшим значением 0,01 Ом · м и ∆ = 0,01 (1%) нам
понадобится 695 значений (диапазон 0,01 — 10 Ом · м); 925 значений (диапазон 0,01 —
100 Ом · м); 1157 значений (диапазон 0,01 — 1000 Ом · м). Другими словами, даже 1000
значений параметра при точности 1% в диапазоне 0,01–1000 Ом·м (рабочий диапазон малых
зондов бокового каротажного зондирования (БКЗ) недостаточно.

Заметим, что предлагаемый алгоритм вообще может не содержать такой таблицы или
содержать ее для 5–10 значений изменения каждого параметра модели. Используемые быст-
рые методы решения прямой задачи [11, 12] можно в режиме реального времени достраи-
вать такую таблицу в нужных местах (метод уточнения значений изменения параметров
модели по методу наискорейшего спуска — решение обратной задачи в режиме реального
времени).

Если области допустимых значений искомых параметров не имеют пересечения, то воз-
можны два варианта:

1. Один или несколько зондов имеет фактическую погрешность измерения больше уста-
новленной в калибровке или заявленной в паспорте (а возможно, просто вышли из строя).
В этом случае необходимо провести переинтерпретацию, последовательно исключая один
или несколько зондов из комплекса с последующей обязательной лабораторной проверкой
работоспособности комплекса.

2. Выбранная модель инверсии неадекватно описывает данный пласт (или не полностью
учтено влияние вмещающих при использовании 1D модели пласта). В этом случае необхо-
димо изменить тип модели и также произвести переинтерпретацию.

Заметим, что при тестировании алгоритма такого решения обратной задачи возникали
обе такие ситуации. В первом случае выявившаяся при интерпретации неисправность зонда
была подтверждена его последующей проверкой. А на ряде интервалов, где алгоритм про-
верки качества БКЗ (по сопоставлению показаний на плотных пластах) показывал низкое
качество, приведенный алгоритм с учетом допустимой погрешности показывал удовлетво-
рительное качество записи, что также подтверждалось в последствии повторным карота-
жем другим комплектом аппаратуры. Что касается второго варианта, то он в основном
возникал на сравнительно новых интервалах, где пласты-коллекторы следует описывать
четырехслойной моделью.

На основании представленных результатов можно сделать вывод, что решение обратной
задачи, основанное на минимизации (1), может дать неверный и необоснованный результат.
В то же время минимизация (2) ведет к уменьшению погрешности решения такой задачи.
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М.Л. Миронцов

Один можливий спосiб пiдвищення точностi розв’язання оберненої

задачi електрометрiї свердловин

Розглянуто класичний пiдхiд розв’язання оберненої задачi електрометрiї свердловин, об-
грунтований на мiнiмiзацiї функцiонала, нормованого на величину похибки вимiрювання.
Показано, що мiнiмiзацiю необхiдно здiйснювати, нормуючи функцiонал на величину по-
хибки не вимiрювання, а на величину похибки iнверсiї, що вiдповiдає цьому вимiрюванню.
Описано алгоритм такого розв’язання. Доведено недоцiльнiсть використання заздалегiдь
розрахованої таблицi, що пов’язує геоелектричнi параметри моделi з даними вимiрювання.

M.L. Myrontsov

One possible method of accuracy increase for the solution of an inverse

problem in borehole electrical measurements

The classical approach to the solution of an inverse problem in borehole electrical measurements,
which is based on minimizing the functional normalized by the measurement error, is considered. It
is shown that the minimization should be performed by normalizing the functional by the value of
measurement error rather than the value of error of the inversion corresponding to this measure-
ment. The algorithm of this solution is described. The inexpediency of the use of a previously
calculated table connecting model’s geoelectrical parameters with measured data is demonstrated.
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Член-корреспондент НАН Украины В.И. Осадчий, Л. А. Ковальчук

Теоретические основы вероятностно-статистического

разделения величины показателей химического состава

водных объектов на природную и антропогенную

составляющие

На основе аксиоматики теории вероятностей, формулы свертки, симметричной экспо-
ненциальной модели статистических распределений показателей химического состава
водных объектов положено теоретическое обоснование и разработан алгоритм разде-
ления величин концентраций растворимых веществ на природную и антропогенную со-
ставляющие путем идентификации законов их статистических распределений. Досто-
верность вычисления концентраций антропогенной составляющей колеблется от 0,88
до 0,97.

Состояние проблемы. Важнейшим направлением современной гидрохимии является
исследование физических, химических и гидробиологических процессов, определяющих
трансформацию растворенных химических веществ и элементов. Количественные характе-
ристики показателей химического состава природных водных объектов представляют собой
интегральные величины, сформированные в результате комплексного действия природных
и антропогенных факторов. Оценки антропогенной составляющей необходимы для прогно-
за загрязнения вод и разработки мер по управлению качеством воды. Применяемые в на-
стоящее время подходы основаны на расчетах стока химических элементов с водосборных
бассейнов. Погрешности расчета ионного стока составляют 30–50%, а погрешности оценок
стока биогенных элементов и органических веществ могут достигать 100%.

Нами предложено теоретическое обоснование и разработан алгоритм достоверного ве-
роятностно-статистического разделения количественных показателей содержания отдель-
ных ингредиентов на природную и антропогенную составляющую.

Материал и методика. В основу исследования положены материалы ежедневных гид-
рохимических наблюдений за содержанием аммония (NH+

4 , мгN/дм3) в замыкающем створе
р. Десны в течение последних 10 лет. Для статистического анализа использованы анома-
лии ежедневных величин, вычисленные путем вычитания из фактических концентраций
среднемноголетних значений (нормы) соответствующих суток.

В качестве методологической основы для разделения концентраций химических компо-
нентов воды принята аксиоматика теории вероятностей. Исходя из ее эмпирических пред-
посылок [1], формирование природного содержания веществ хотя и протекает под влия-
нием постоянного комплекса условий, но величины концентраций оказываются различны-
ми. Фактические концентрации отдельных показателей химического состава воды (Y ) пред-
ставлены суммой двух независимых составляющих, первая из которых обусловлена влия-
нием природного фактора (X1), а вторая — является следствием деятельности человека
(X2):

Y = X1 +X2. (1)
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Величины отмеченных выше составляющих пропорциональны их вероятностям, что поз-
волило вычислить значения X1, X2 на основе законов их статистических распределений.
Сами законы идентифицированы по параметрам статистических распределений показате-
лей посредством модели, описывающих обширный класс симметричных экспоненциальных
распределений [2]:

p(x) =
α

2λσΓ(1/α)
exp

(
−
∣∣∣∣
x−m

λσ

∣∣∣∣
α)
, (2)

где λ =

√
Γ(1/α)

Γ(3/α)
; Γ(z) — гамма-функция; σ = σ(x) — стандартное отклонение; m = m(x) —

центр распределения; α = α(x) — некоторая характеристика распределения, однозначно
определяющая параметр формы экспоненциальных распределений — эксцесс (ε):

ε =
Γ(1/α)Γ(5/α)

(Γ(3/α))2
. (3)

Если α < 1, то модель (1) описывает распределения, близкие по своим свойствам рас-
пределению Коши; α = 1 — модель представляет распределение Лапласа, имеющее более
островершинный вид, чем у нормального распределения; α = 2 — модель соответствует
нормальному распределению; α > 2 — модель идентифицирует распределения, близкие по
своим свойствам к трапецеидальным распределениям; α → ∞ — модель отражает равно-
мерное распределение.

Параметры (mY , σY , εY ) законов статистических распределений фактических концент-
раций pY (y) получены на основе их временных рядов наблюдений (Y ).

Параметры (mX1, σX) законов pX1(x) статистических распределений содержания ве-
ществ, обусловленного природными процессами (X1), как известно, близки распределению
Гаусса, и получены из ранжированных временных рядов фактических концентраций, но
только из той их части, которой свойственно нормальное распределение, показателем чего
служили выборочные близкие к нулю значения эксцесса и эксцентриситета.

Параметры (mX2, σX2) законов статистических распределений содержания веществ,
обусловленного деятельностью человека pX2(y − x), определены на основе свертки [3]:

pY (y) =

+∞∫

−∞

pX2(y − x) pX1(x) dx. (4)

В частности, свертка распределений Гаусса дает распределение Гаусса. Следует под-
черкнуть, что первые два момента симметричного экспоненциального распределения по
формуле (2) и распределения Гаусса идентичны. В этой связи, первые два момента (mX2,
σX2) статистических распределений концентраций антропогенного происхождения вычис-
лены по известным соотношениям свертки нормальных распределений:

mX2 = mY −mX1, (5)

σX2 = (σ2Y − σ2X1)
0,5, (6)

где mX2 — центр статистического распределения концентраций, обусловленных деятель-
ностью человека; mY — центр статистического распределения фактических концентраций;
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mX1 — центр статистического распределения концентраций природного происхождения;
σX2 — стандартное отклонение статистического распределения концентраций антропоген-
ного происхождения; σY — стандартное отклонение статистического распределения фак-
тических концентраций; σX1 — стандартное отклонение статистического распределения
концентраций природного происхождения. В качестве верхней границы множества факти-
ческих концентраций гидрохимического показателя принимался их супремум (supremum).

На основе вычисленных значений параметров mX1 и σX1, посредством модели (2) при
αX1 = 2, идентифицировался закон статистических распределений концентраций природ-
ного происхождения. После этого c помощью функции распределения рассчитывались их
вероятности. Аналогично, на основе вычисленных значений параметров mX2 и σX2, посред-
ством модели (2) при αX2 = 2, идентифицировался закон статистических распределений
концентраций антропогенного происхождения, и рассчитывались их вероятности. Иденти-
фикация законов статистических распределений со значениями параметра формы распре-
деления αX2, равными параметру формы статистического распределения αY фактических
концентраций, показала, что достоверность определения антропогенной составляющей ко-
лебалась в пределах 2%.

Верификация алгоритма разделения фактических аномалий концентраций на природ-
ную и антропогенную составляющую осуществлялась посредством численных эксперимен-
тов. Наблюденные значения концентраций аммония выборочно были увеличены экспер-
том; модифицированные временные ряды концентраций NH+

4 рассматривались в качестве
аналога временных рядов содержания аммония, сформированного совокупным влиянием
природных и антропогенных факторов. После завершения процедур разделения аномалий
концентраций на природную и антропогенную составляющую были вычислены коэффи-
циенты корреляции между выявленными концентрациями антропогенного происхождения
и внесенными добавками.

Обсуждение результатов исследования. Главная проблема, возникающая при раз-
делении концентраций показателей химического состава воды на природную и антропоген-
ную составляющую, заключается в оценке параметров их статистических распределений,
что осложняется нерегулярными циклическими трендами исходных временных рядов. Кор-
ректное исключение годового хода и многолетних природных цикличностей невозможно без
наличия ежедневных долгосрочных наблюдений.

В случае отсутствия тренда во временном ряде аномалий концентраций NH+
4 (рис. 1, а),

линия выборочных значений эксцесса ранжированного ряда аномалий (своей преобладаю-
щей частью) прижата к оси абсцисс (см. б на рис. 1). Частоты аномалий концентраций со-
средоточены в первой трети диапазона колебаний (см. в), а законы статистических распре-
делений концентраций NH+

4 природного и антропогенного происхождения имеют близкие
центры и вариабельности (см. г). Достоверность выделения концентраций антропогенно-
го происхождения с исключением годового хода — 0,954, без исключения годового хода —
0,953. Для пяти подобных временных рядов достоверность выделения концентраций антро-
погенного происхождения с исключением годового хода в среднем составила — 0,962, без
исключения годового хода — 0,968.

Когда временной ряд аномалий концентраций NH+
4 содержит в себе циклический нере-

гулярный тренд, то линия выборочных значений эксцесса ранжированного ряда аномалий
удалена от оси абсцисс. Частоты аномалий концентраций рассредоточены на значитель-
ной части диапазона колебаний с двумя модами. После удаления тренда аномалий законы
статистических распределений концентраций природного и антропогенного происхождения
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Рис. 1. Отклонения ежедневных концентраций аммония от нормы (аномалии концентраций dX, мгN/дм3,
вариант 1) за годовой экзаменационный период (а); эксцесс ранжированного анализируемого временного
ряда аномалий концентраций (б ); гистограмма частот (M) аномалий концентраций (в); законы статистичес-
ких распределений аномалий концентраций: 1 — фактическое распределение, 2 — природная составляющая,
3 — антропогенная составляющая (г)

имеют смещенные центры, но близкие вариабельности. Достоверность выделения концен-
траций антропогенного происхождения с исключением годового хода — 0,879, без исклю-
чения годового хода — 0,782.

Наличие во временном ряде аномалий концентраций NH+
4 циклического нерегулярно-

го тренда (рис. 2, а), может приводить к тому, что линия выборочных значений эксцесса
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Рис. 2. Отклонения ежедневных концентраций аммония от нормы (аномалии концентраций dX, мгN/дм3,
вариант 3) за годовой экзаменационный период (а); эксцесс ранжированного анализируемого временного
ряда аномалий концентраций (б ); гистограмма частот (M) аномалий концентраций (в); законы статисти-
ческих распределений аномалий концентраций: 1 — фактическое распределение, 2 — природная составля-
ющая, 3 — антропогенная составляющая (г)

ранжированного ряда аномалий пересекает ось абсцисс (см. б на рис. 2). Частоты анома-
лий концентраций рассредоточены на преобладающей части диапазона колебаний (см. в);
законы статистических распределений концентраций природного и антропогенного происхо-
ждения, после удаления тренда аномалий, имеют существенно смещенные центры и раз-
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личные вариабельности (см. г). Достоверность выделения концентраций антропогенного
происхождения с исключением годового хода — 0,848, без исключения годового хода —
0,776.

Подобный временной ряд отклонений концентраций аммония от нормы с циклическим
трендом также сопровождается линией эксцесса, пересекающей ось абсцисс; слабой двух-
модальностью частот аномалий концентраций; смещенными центрами статистических рас-
пределений концентраций природного и антропогенного происхождения, но близкой ва-
риабельностью. Достоверность выделения концентраций антропогенного происхождения
с исключением годового хода — 0,858, без исключения годового хода — 0,822.

Итак, теоретическая основа разделения наблюденных концентраций гидрохимических
показателей на природную и антропогенную составляющую включает вероятностно-ста-
тистический и гидрохимический аспекты, заключающиеся в экспериментальных предпо-
сылках вероятностной аксиоматики и симметричных экспоненциальных законах статис-
тических распределений гидрохимических компонент. Расчет параметров статистических
распределений природной и антропогенной составляющей содержания показателей хими-
ческого состава воды осуществляется посредством соотношений их параметров в сверт-
ке распределений, аппроксимируемых нормальными законами. Предложенный подход по-
зволяет минимизировать процесс получения достоверной информации о влиянии при-
родного и антропогенного факторов, определяющих трансформацию веществ в водной
среде.
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Теоретичнi основи ймовiрнiсно-статистичного роздiлення величини

показникiв хiмiчного складу водних об’єктiв на природну

i антропогенну складовi

На основi аксiоматики теорiї ймовiрностей, формули згортки, симетричної експоненцiаль-
ної моделi статистичних розподiлiв показникiв хiмiчного складу водних об’єктiв зроблено
теоретичне обгрунтування та розроблено алгоритм роздiлення величин концентрацiй роз-
чинених речовин на природну i антропогенну складовi шляхом iдентифiкацiї законiв їх ста-
тистичних розподiлiв. Достовiрнiсть обрахування концентрацiй антропогенної складової
коливається вiд 0,88 до 0,97.
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Corresponding Member of the NAS of Ukraine V. I. Osadchiy, L. A. Kovalchuk

Theoretical bases for the probabilistic-statistical separation of the

concentrations of dissolved substances in surface water bodies into

natural and anthropogenic components

The theoretical explanation of the separation of the concentrations of dissolved substances in water
into natural and anthropogenic components is given, by basing on the axiomatics of probability
theory, the convolution formula, and the symmetric exponential model of statistical distributions of
these components. The calculation algorithm of the separation of dissolved substances is developed
by the identification of laws of their statistical distributions. Reliability of calculated anthropogenic
component varies from 0.88 to 0.97.
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Вивчено можливiсть отримання на основi новолачної фенолоформальдегiдної смоли та
глiцидилметакрилату олiгомеру, який у бiчних вiдгалуженнях мiстить реакцiйноздат-
нi метакрилатнi фрагменти. Встановлено вплив кiлькостi гiдроксиду калiю, спiввiд-
ношення вихiдних сполук, температури та тривалостi синтезу на швидкiсть проход-
ження реакцiї мiж фенолоформальдегiдною смолою та глiцидилметакрилатом. Розра-
ховано ефективнi швидкостi реакцiї та енергiю активацiї. Структуру синтезованого
олiгомеру пiдтверджено IЧ спектроскопiчними дослiдженнями. Показано можливiсть
використання синтезованого олiгомеру як активного додатку при створеннi на основi
епоксиолiгомерних сумiшей полiмерних плiвок.

Фенолоформальдегiднi олiгомери (ФФО) вiдносяться до дешевих i доступних продуктiв
та знаходять застосування при виробництвi захисних покриттiв, синтетичних клеїв, мас-
тик, литтєвих сумiшей тощо [1]. Незважаючи на високу твердiсть та мiцнiсть виробiв на
їх основi, до недолiкiв таких олiгомерiв слiд вiднести їх низьку адгезiю та погану еластич-
нiсть [2]. З метою покращення експлуатацiйних характеристик виробiв, до складу яких
входять ФФО, такi продукти модифiкованi як низько-, так i високомолекулярними сполу-
ками [2, 3].

Найбiльш вiдомою є хiмiчна модифiкацiя ФФО епоксидними сполуками, зокре-
ма епоксидними смолами [4, 5] та епiхлорогiдрином [6] й 1,2-епокси-3-трет-бутил-
пероксипропаном [7]. Модифiкацiю ФФО епоксидною смолою ЕД-20 проводять на
стадiї формування виробу. При використаннi епiхлорогiдрину отримують так званi
полiглiцидилфенолоформальдегiднi олiгомери, якi знаходять застосування при виробницт-
вi захисних лакофарбових виробiв з непоганими адгезiєю та дiелектричними властивостя-
ми [8]. У випадку хiмiчного модифiкування ФФО 1,2-епокси-3-трет-бутилпероксипропаном
отримують олiгомери, якi в бiчних вiдгалуженнях мiстять реакцiйноздатнi пероксиднi гру-
пи [7]. Такi продукти в порiвняннi з iншими олiгомерами, синтезованими на основi ФФО,
можуть сумiщатися з ненасиченими полiмерами, що дає змогу значно розширювати областi
застосування фенолоформальдегiдних олiгомерiв.
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Нами вивчено можливiсть отримання нового реакцiйноздатного олiгомеру на основi
ФФО за такою схемою:

Модифiкований глiцидилметакрилатом (ГМА) фенолоформальдегiдний олiгомер
(МГМАФФО) у науковiй лiтературi не описаний.

Вихiдний ФФО синтезований методом, наведеним в публiкацiї [9]. Для нього було знай-
дено молекулярну масу (MМ) 350 г/моль. ГМА використовували технiчний з епоксид-
ним числом (е. ч.) 28%. Каталiзатором реакцiї слугував гiдроксид калiю (КОН) марки
“ч. д. а.”.

З метою розроблення методики синтезу МГМАФФО вивчили вплив кiлькостi каталiза-
тора, спiввiдношення вихiдних речовин та тривалостi процесу на проходження реакцiї мiж
ФФО й ГМА. Контроль за перебiгом реакцiї проводили методом визначення концентрацiї
епоксидних груп (моль/л) у реакцiйнiй сумiшi за такою формулою:

[C]еп.гр =
(Vхол − (Vроб − Vк))NK

Vпр
,

де Vхол — кiлькiсть 0,1 н розчину КОН, що витрачається на титрування холостої проби,
мл; Vроб — кiлькiсть 0,1 н розчину КОН, що витрачається на титрування проби, вiдiбраної
з реакцiйної сумiшi, мл; Vк — кiлькiсть 0,1 н розчину КОН, що витрачається на визначення
кислотностi реакцiйного середовища, мл; N — нормальнiсть розчину; K — поправочний
коефiцiєнт до титру 0,1 н розчину КОН.

Для запобiгання реакцiї полiмеризацiї за подвiйним зв’язком у молекулi ГМА реак-
цiю вивчали в середовищi iнертного газу. Вплив кiлькостi гiдроксиду калiю на швид-
кiсть реакцiї мiж ФФО й ГМА iлюструє на рис. 1. З рис. 1 i табл. 1 знаходимо, що
найменша швидкiсть реакцiї спостерiгається у випадку 0,2 й 0,4 моль КОН на феноль-
ну групу ФФО. З iншого боку, враховуючи, що при кiлькостi 0,6 й 0,8 моль КОН швид-
кiсть реакцiї практично однакова, для подальших дослiджень вибираємо кiлькiсть КОН —
0,6 моль.

Збiльшення кiлькостi ГМА, як свiдчать данi, що наведенi на рис. 2 i в табл. 1, спричинює
пiдвищення швидкостi реакцiї. Отриманi результати при вивченнi впливу температури на
проходження такої реакцiї демонструє табл. 1, з якої видно, що збiльшення температури
реакцiї на 10 К приводить до зростання ефективної швидкостi реакцiї приблизно у 3–4 рази.
Цi данi були використанi для розрахунку ефективної енергiї активацiї, яка для реакцiї ФФО
з ГМА становить (40,30 ± 1,05) кДж/моль.
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Рис. 1. Кiнетичнi анаморфози в координатах 1/[С]еп.гр — τ для реакцiї ФФО з ГМА при 333 К у середовищi
iзопропiлового спирту при кiлькостi КОН, моль: 0,2 (1 ); 0,4 (2 ); 0,6 (3 ); 0,8 (4 ), 1,0 (5 ) на фенольну групу
ФФО. Кiлькiсть ГМА 1,5 моль на фенольну групу вихiдного олiгомеру

Рис. 2. Кiнетичнi анаморфози в координатах 1/[С]еп.гр — τ для реакцiї ФФО з ГМА при 333 К у середовищi
iзопропiлового спирту при кiлькостi КОН — 0,6 моль на фенольну групу ФФО та спiввiдношеннi ФФО до
ГМА як 1,0 : 1,0 (1 ); 1,0 : 1,5 (2 ); 1,0 : 2,0 (3 ) моль вiдповiдно

Вплив тривалостi процесу на проходження реакцiї мiж ФФО й ГМА iлюструє рис. 3,
з даних якого знаходимо, що практично повне вичерпування епоксидних груп у реакцiйному
середовищi досягається за 6 год.

МГМАФФО синтезували у тригорлому реакторi з механiчним перемiшуванням, облад-
наному зворотним холодильником i термометром у середовищi iнертного газу. В колбi при
333 К розчиняли 60 г ФФО у 180 мл iзопропiлового спирту. До утвореного розчину до-

Таблиця 1. Ефективнi константи швидкостi реакцiї ФФО з ГМА

Кiлькiсть ГМА
на одну фенольну
групу ФФО, моль

Кiлькiсть КОН
на одну фенольну

групу, моль

Температура,
K

Kеф · 104,
л/(моль · с)

1,0 0,6 333 0,30± 0,065
1,5 0,2 333 0,10± 0,070
1,5 0,4 333 0,20± 0,070
1,5 0,6 333 0,40± 0,070
1,5 0,8 333 0,50± 0,073
1,5 1,0 333 1,00± 0,082
1,5 0,6 323 0,10± 0,066
1,5 0,6 343 1,20± 0,060
2,0 0,6 333 1,43± 0,061

Пр и м i т ка. Реакцiйне середовище — iзопропiловий спирт.
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Рис. 3. Залежнiсть змiни концентрацiї епоксидних груп при 333 К вiд тривалостi реакцiї мiж ФФО й ГМА.
Кiлькiсть ГМА становить 1,0 моль, КОН — 0,6 моль на одну фенольну групу ФФО. Реакцiйне середовище —
iзопропiловий спирт

давали 18,9 г КОН, розчиненого у 60 мл iзопропанолу. Сумiш при нагрiваннi до 333 К
перемiшували, додавали 81,0 г ГМА. Реакцiйну сумiш при перемiшуваннi та нагрiваннi
за вказаною температурою витримували 6 год, охолоджували i додавали 360 мл толуолу.
Сумiш переносили в дiлильну лiйку, нижнiй шар вiдкидали, а верхнiй промивали спочатку
невеликою кiлькiстю 10%-го розчину оцтової кислоти, а потiм водою до нейтральної реакцiї.
МГМАФФО отримували пiсля вакуумування органiчного шару при 323 К та залишковому
тиску 2–3 мм рт. ст. до постiйної маси. Отримали 73,4 г олiгомеру свiтло-брунатного кольору
з ММ 640 г/моль та розчинного в бiльшостi органiчних розчинникiв.

В IЧ-спектрi МГМАФФО вiдсутнi смуги поглинання, що вiдповiдають епоксидним гру-
пам i в порiвняннi з вихiдним ФФО спостерiгається зменшення смуги поглинання та її пе-
ремiщення в область 3392 см−1, що свiдчить про неповне замiщення фенольних ОН-груп на
фрагменти ГМА. У спектрi модифiкованого олiгомеру знайдено смуги поглинання при 1296,
1630, 1712 см−1, якi вiдповiдають валентним коливанням так званої естерної смуги, по-
двiйному зв’язку та карбонiльної групи в естерах вiдповiдно, що пiдтверджує приєднання
молекул ГМА до ФФО.

Синтезований МГМАФФО вивчено як компонент епоксиолiгомерної сумiшi (див.
табл. 2). Для порiвняння дослiджували сумiш, яка мiстила вихiдний ФФО (див. компо-
нент II, табл. 2).

Структурування епоксиолiгомерних сумiшей проводили ступiнчасто. На початку сумiш
витримували при кiмнатнiй температурi впродовж 24 год, а потiм нагрiвали при 383, 403 або

Таблиця 2. Склад епоксиолiгомерних сумiшей

Компонент
Масовий вмiст компонента в сумiшi, %

I II

Смола ЕД-20 61,5 61,5
МГМАФФО 15,4 —
ФФО — 15,4
Олiгомер ПО 15,4 15,4
ТГМ-3 7,7 7,7

Пр и м i т ка. Смола ЕД-20 промислова епоксидна смола з MМ 340 г/моль, е. ч. 20,1%; олiгомер ПО —
синтезований продукт [10] з MМ 420 г/моль, е. ч. 9,5% i з активним киснем 2,9%. Як затвердник епоксидної
смоли використовували полiетиленполiамiн у кiлькостi 10% за масою на вказану сумiш (компонент I, II).
Для отримання сумiшi необхiдної консистенцiї додатково використовували ацетон.
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Таблиця 3. Залежнiсть вмiсту гель-фракцiї та твердостi плiвок вiд тривалостi та температури структуру-
вання i складу сумiшi

Показник T , K

Номер
компонента

(див. табл. 2)

Значення показника за час структурування, хв

24 год
tкiмн

15 30 45 60 75

G 383 I 74 81 83 87 87 88
II 64 77 81 83 84 84

403 I 74 78 83 85 86 88
II 64 77 82 85 86 87

423 I 74 84 88 89 91 91
II 64 80 85 86 88 90

T 383 I 0,15 0,50 0,70 0,76 0,81 0,84
II 0,06 0,15 0,45 0,65 0,68 0,71

403 I 0,15 0,51 0,74 0,82 0,83 0,84
II 0,06 0,18 0,55 0,59 0,69 0,77

423 I 0,15 0,79 0,82 0,84 0,86 0,86
II 0,06 0,59 0,76 0,80 0,80 0,80

Пр и м i т ка. G — вмiст гель-фракцiї, %; Т — твердiсть плiвок, в. о.

423 К впродовж 15, 30, 45, 60 i 75 хв. Контроль за процесом утворення продуктiв проводили
в результатi визначення вмiсту гель-фракцiї та твердостi плiвок за приладом М-3. Отриманi
результати iлюструє табл. 3, де показана перевага використання синтезованого олiгомеру
перед вихiдним при створеннi плiвок на основi епоксиолiгомерних сумiшей.

Таким чином, на основi проведених дослiджень вивчено деякi кiнетичнi закономiрностi
реакцiї взаємодiї новолачного фенолоформальдегiдного олiгомеру з глiцидилметакрилатом
та запропоновано методику синтезу олiгомеру з подвiйними зв’зками у бiчних вiдгалужен-
нях. Структура синтезованого олiгомеру пiдтверджена IЧ спектроскопiчними дослiджен-
нями та показана можливiсть використання такої сполуки як активного додатку до епоси-
олiгомерних сумiшей.
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М.Н. Братычак, Г. Н. Страп, Е. Т. Астахова

Новолачный фенолоформальдегидный олигомер,

модифицированный глицидилметакрилатом

Изучена возможность получения на основе новолачной фенолоформальдегидной смолы и гли-
цидилметакрилата олигомера, содержащего в боковых ответвлениях реакционноспособные
метакрилатные фрагменты. Установлено влияние количества гидроокиси калия, соотно-
шения исходных веществ, температуры и продолжительности синтеза на скорость про-
текания реакции между фенолоформальдегидной смолой и глицидилметакрилатом. Рассчи-
таны эффективные скорости реакции и энергия активации. Структура синтезированного
олигомера доказана ИК спектроскопическими исследованиями. Показана возможность при-
менения синтезированного олигомера в качестве активной добавки при создании на основе
эпоксиолигомерных смесей полимерных пленок.

M.M. Bratychak, G.M. Strap, O.T. Astachova

Novolac phenol-formaldehyde oligomer modified by

glycidylmethacrylate

The possibility of oligomer obtaining on the basis of novolac phenol-formaldehyde resin and glyci-
dylmethacrylate has been studied. The synthesized oligomer contains reactive methacrylatic groups
in side branches. The effect of potassium hydroxide amount, reagent ratio, temperature and duration
of the reaction between phenol-formaldehyde resin and glycidylmethacrylate has been determined.
The reaction effective rate and the activation energy are calculated. The structure of the synthesi-
zed oligomer is confirmed by IR-spectroscopy. The synthesized oligomer can be used as an active
additive for polymeric films based on epoxy-oligomeric mixtures.
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Н.И. Глоба, член-корреспондент НАН Украины В.Д. Присяжный,

В.Н. Никитенко, B.C. Кублановский

Электролитические сплавы олово — никель как

анодные материалы литий-ионных аккумуляторов

Методами потенциодинамического и гальваностатического циклирования исследованы
электролитические осадки сплавов олово — никель в качестве анодов литий-ионных ак-
кумуляторов. Показано, что осадки сплавов олово — никель, полученные из щелочного
тартратно-трилонатного электролита, на первых циклах характеризуются высокой
удельной емкостью до 700 мА · ч/г, которая в процессе циклирования снижается до
500 мА ·ч/г. Полученные сплавы олово — никель способны без механического разрушения
обеспечивать высокие плотности заряд-разрядного тока.

Анализ литературы. Графит на сегодняшний день один из наиболее широко используе-
мых анодных материалов в литий-ионных аккумуляторах (ЛИА). К его достоинствам отно-
сятся относительно высокая удельная емкость 372 мА ·ч/г, которая обеспечивает до тысячи
заряд-разрядных циклов. Недостатком является ограниченный температурный интервал
эксплуатации, что связано с процессами, протекающими на углеродном электроде, как при
низких, так и при высоких температурах [1]. В качестве альтернативы углеродным мате-
риалам предлагается использование оловосодержащих композиционных покрытий, в част-
ности, сплавов олова с такими металлами, как никель, медь, сурьма, кобальт, цинк и др. [2].

Использование сплавов обусловлено тем, что аноды из чистого олова быстро снижают
свою емкость, что в основном связано с потерей электродного контакта между частицами
олова и токовым коллектором. В этой связи считается, что использование сплавов оло-
ва с другими металлами способно существенно повысить устойчивость таких материалов
в процессе циклирования в составе ЛИА. Химическая и электрохимическая “инертность”
никеля по отношению к литию и электрохимическим процессам, протекающим в литий-ион-
ном аккумуляторе, позволяет ему выполнять роль буфера. При этом сплав олово — никель
имеет высокую удельную емкость (730 мА ·ч/г), что делает его перспективным при исполь-
зовании в ЛИА в качестве анода.

Известно относительно большое количество методов получения сплавов олово — никель,
в частности: механическое смешивание порошков олова и никеля в шаровой мельнице [3],
термическое разложение смеси хлорида никеля и хлорида олова [4], осаждение из газовой
фазы [5].

Наиболее простым и контролируемым способом получения сплавов олово — никель
можно рассматривать метод электрохимического осаждения из водных растворов [6, 7].
В современной гальванотехнике для осаждения сплавов олово — никель наиболее широ-
ко используются полилигандные электролиты: фторидно-аммонийные [8–11], тартратно–
трилонатные [12] и пирофосфатно-тартратно-глицинатные [7]. Сочетание правильно вы-
бранных лигандов для полилигандных электролитов позволяет управлять торможением
электродного процесса или отдельных его стадий и, следовательно, структурой и свойства-
ми получаемых покрытий [13–15].
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Рис. 1. Циклические вольт-амперные характеристики Sn−Ni осадков скорость развертки 0,5 мВ/с:
1 — плотность тока электролиза 2,5 мА/см2, вес осадка — 1,5 мг; 2 — плотность тока электролиза 10 мА/см2,
вес осадка — 0,9 мг; 3 — плотность тока электролиза 5 мА/см2, вес осадка 0,4 мг. Подложка медная фольга

Напряженность электролитических осадков, полученных из фторидно-аммонийного
и пирофосфатно-тартратно-глицинатного электролитов (особенно в тонких слоях до 3 мкм),
обуславливает образование трещин на поверхности электродов, приводящее к их механи-
ческому разрушению при циклировании. Этот недостаток не присущ осадкам, полученным
из тартратно-трилонатного электролита [12]. В связи с этим мы полагаем, что он наиболее
перспективен с точки зрения получения покрытий сплавом олово — никель постоянного
состава (60% (ат.) олова) хорошего качества, даже при содержании в электролите значи-
тельного количества ионов четырехвалентного олова.

В данной работе методами потенциодинамического, гальваностатического циклирова-
ния исследованы электрохимические свойства сплавов олово — никель, полученных из тар-
тратно-трилонатного электролита. Показано влияние плотности тока электролиза и массы
электроосажденного сплава олово — никель на его удельные характеристики в процессе
циклирования в апртонном растворителе состава ЭК : ДМК, 1 моль/кг LiСlO4.

Экспериментальная часть. Сплавы олово — никель получали из модифицированного
тартратно-трилонатного электролита [12] состава, г/л: станат натрия — 40; хлорид никеля —
45; калий-натрий виннокислый — 120; трилон Б-75; при pH 10, плотности тока 2,5–10 мА/см2

и температуре (60±2) ◦C с использованием комбинированных никелевых и оловянных ано-
дов. В качестве подложки использовали электролитическую медную фольгу. Ток и время
электролиза, а также исследование потенциодинамических характеристик осадков прово-
дили с использованием потенциостата Potentiostat P-30, компании “Elins”, Россия.

Массу осадка определяли гравиметрически с использованием весов “AXIS”. Для элект-
рохимических исследований использовали трехэлектродную герметичную ячейку с литие-
выми электродами сравнения и вспомогательным. Электролиты готовили на основе раство-
рителей этиленкарбонат и диметилкарбонат (“Синбиаз”, Украина) при весовом соотношении
компонентов 1 : 1 в смеси с 1 моль/кг LiClO4. Все работы по приготовлению электролитов
и сборке ячеек проводили в сухих перчаточных боксах.

Для гальваностатического циклирования использовали модули “УЗР 0,03–10”. Интервал
напряжений циклирования 0,1–1,1 В.

Обсуждение результатов. Циклические вольтамперные характеристики Sn−Ni элект-
родов, представленные на рис. 1, характеризуются наличием нескольких катодно-анодных
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пиков, высота и ширина которых определяется условиями получения сплавов. Характер-
ным общим пиком в катодной области вольтамперной кривой является пик при потенциале
0,65 В, который, по мнению авторов [4], обусловлен такими реакциями, как разложение
электролита и образование пассивирующей пленки на поверхности электродов.

Следующий за этим пик в катодной области непосредственно связан с процессом обра-
зования сплава Li4,4Sn и выделением никеля в соответствии с уравнением:

NixSny + 4,4yLi+ + 4,4ye−− > yLi4,4Sn + xNi,

в котором: x = 3, y = 4 для соединения Ni3Sn4.
Ответом на этот пик на анодной ветви кривой является несколько последовательных

пиков в интервале потенциалов 0,66–0,9 В, что позволяет считать, что анодный процесс,
связанный с деинтеркаляцией лития, протекает в несколько последовательных стадий. Рас-
щепление анодного пика отмечено также в других работах. Авторы статьи [3] предположи-
ли, что такое поведение электродов на основе сплавов олово — никель связано с наличием
двух различных энергий связи. По данным авторов [6], наличие нескольких анодных пиков
обусловлено присутствием фаз микрокристаллитов Ni3Sn4 и являются характерными для
электролитических осадков олово — никель.

Гальваностатические заряд-разрядные характеристики для первых восьми циклов ис-
следуемых электродов с массой сплава 1,1, 0,7 и 0,3 мг и соответственно полученных при
плотности тока 0,5 мA/cм2 приведены на рис. 2. Кривые, соответствующие процессу интер-
каляции лития характеризуются одной площадкой с разрядным напряжением 0,4 В (плот-
ность тока равна 500 мкА/см). Для гальваностатических кривых процесса деинтеркаляции
лития характерным является наличие двух площадок зарядного напряжения, соответст-
вующих потенциалам 0,6 и 0,8 В. Характер гальваностатических кривых практически не
зависит от массы сплава на поверхности электродов. Полученные значения удельной ем-
кости составляют около 700 мА · ч/г, что по величине близко к теоретическому значению
(730 мА ·ч/г), характерному для сплава олово — никель состава Ni3Sn4 с содержанием 60%
(ат.) олова при включении 4,4 моль лития. При этом наблюдается высокая эффективность
процесса циклирования, поскольку соотношение емкостей заряда и разряда близько к 1.

Высокие значение заряд-разрядной емкости, полученные для электрода с массой 1,1 мг,
характерны только для первых 8 циклов, после чего удельная емкость достаточно быстро
снижается (рис. 3, а) и при дальнейшем циклировании ее изменения не так значительны.
Установившееся значение разрядной емкости к 25 циклу составляет примерно 520 мА · ч/г.
Для электродов с весом осадка 0,7 и 0,3 мг удельная емкость при циклировании также
снижается и к 25 циклу устанавливается на уровне 505 и 500 мА · ч/г соответственно.
Аналогичные изменения характера анодных кривых, полученных при гальваностатическом
циклировании, свойственно для всех исследуемых электродов (см. б на рис. 3). Однако
наличие двух площадок разрядного напряжения становится менее заметным.

Изменение удельной емкости электродов в зависимости от плотности тока циклирова-
ния показано на рис. 4. Очевидным является тот факт, что более тонкие осадки способны
к эффективному использованию при высоких плотностях тока (мА/г) в отличие от осад-
ков с большей массой. Относительно низкие значения емкости с ростом тока заряд-разряда
для электродов с большей массой осадка может быть объяснено их низкой пористостью.
Это приводит к тому, что при повышенных плотностях тока в заряд-разрядном процессе
в основном участвуют поверхностные слои осажденных сплавов.
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Рис. 2. Заряд-разрядные характеристики электродов на основе сплавов олово–никель:
а — масса осадка 1,1 мг; б — масса осадка 0,7 мг; в — масса осадка 0,3 мг. Плотность тока циклирования —
500 мкА/см2, диапазон потенциалов 1,1–0,1 В. Характеристики приведены для 1–8 циклов

Рис. 3. Зависимости удельной емкости сплавов Ni3Sn4 от номера цикла (а) и гальваностатические зависи-
мости, полученные на 25 цикле (б ). Интервал напряжений циклирования 1,1–0,1 В. Токи заряда-разряда
500 мкА/см2:
1 — 0,3 мг/см2; 2 — 0,7 мг/см2; 3 — 1,1 мг/см2
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Рис. 4. Зависимость удельной емкости от номера цикла и плотности тока для электродов с различной массой
покрытия сплавом NixSny:
1 — 0,3 мг/см2; 2 — 1,1 мг/см2

Возвращение удельной емкости к своему исходному значению после заряд-разряда при
повышенных плотностях тока свидетельствует, по нашему мнению, об отсутствии измене-
ний, как в составе сплава олово — никель, так и в его электрохимических свойствах.

Таким образом, нами показано, что предложенный тартратно-трилонатный электролит
может эффективно использоваться для получения сплавов олово — никель постоянного сос-
тава, удельная емкость которых при циклировании соответствует сплаву Ni3Sn4. На анод-
ных участках вольтамперных кривых при гальваностическом циклировании наблюдает-
ся несколько характерных последовательных пиков и площадок разрядного напряжения.
Полученные значения удельной емкости для 25 цикла составляют примерно 500 м · Ач/г
и практически не зависят от массы осадка сплава олово — никель. Электроды способны
выдерживать относительно высокие значения заряд-разрядных токов без механических раз-
рушений.
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Н. I. Глоба, член-кореспондент НАН України В.Д. Присяжний,
В.Н. Нiкiтенко, B.C. Кублановский

Електролiтичнi сплави олово — нiкель як аноднi матерiали

лiтiй-iонних акумуляторiв

Методами потенцiодинамiчного та гальваностатичного циклювання дослiджено електро-
лiтичнi осади сплавiв олово — нiкель як аноди лiтiй-iонних акумуляторiв. Показано, що
осади сплавiв олово — нiкель, що отриманi з лужного тартратно-трилонатного електро-
лiту, на перших циклах характеризуються високою питомою ємнiстю до 700 мА · ч/г, яка
у процесi циклювання знижується до 500 мА · ч/г. Отриманi сплави олово — нiкель здатнi
без механiчного руйнування забезпечувати високi щiльностi заряд-розрядного струму.

N. I. Globa, Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.D. Prisyazhnyi,
V.N. Nikitenko, V. S. Kublanovsky

The electrolytic Sn–Ni alloys as anodic materials for Li-ion batteries

The electrochemically deposited Sn−Ni alloys as the anode for a lithium-ion battery are investigated
by the voltamperometric and galvanostatic methods. The alkaline-based electrolyte was used for the
making-up of Ni–Sn alloys. It is shown that Ni−Sn electrodeposited alloys have a high capacity
(700 mA · h/g) on the first cycles, and then the capacity decreases to 500 mA · h/g. The developed
electrodeposited alloys ensure the mechanical stability of electrodes during the cycling at high current
discharge densities.
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В.Л. Демченко, В. I. Штомпель, С.В. Рябов, С. М. Кобилiнський,

член-кореспондент НАН України Ю. Ю. Керча

Мiкрогетерогенна структура та термомеханiчнi

властивостi потрiйних полiмер–металевих систем

Комплексом структурних методiв дослiджено структурну органiзацiю потрiйних полi-
електролiт-металевих комплексiв, отриманих на основi полiелектролiтного комплексу
з еквiмольним спiввiдношенням протилежно заряджених полiелектролiтiв (пектину
i полiетиленiмiну) i катiонiв перехiдних металiв Cu2+ або Ni2+, а також нанокомпо-
зитiв, наповнювачем яких були наночастинки Cu2O або Ni0. Показано, що в результатi
хiмiчного вiдновлення катiонiв металiв Cu2+ й Ni2+ в об’ємi потрiйних полiелектролiт–
металевих комплексiв вiдбувається утворення нанокомпозита iз середнiм розмiром на-
ночастинок Cu2O — 8 нм та Ni0 — 6 нм.

В останнi роки значна увага придiляється полiмерним нанокомпозитам, у ролi наповнювача
яких є нанорозмiрнi частинки рiзних металiв або їх оксидiв. Як правило, металевi наночас-
тинки, що знаходяться в ультрадисперсному станi в полiмернiй матрицi, мають специфiчнi
властивостi (пiдвищена твердiсть, напiвпровiдникова та провiдникова провiдностi, висока
хiмiчна активнiсть), а також є ефективними каталiзаторами в хiмiчних i фотохiмiчних про-
цесах, що вiдкриває новi можливостi до їх практичного використання [1, 2]. Крiм того,
iснує можливiсть застосування полiмерних нанокомпозитiв для отримання медичних i бiо-
логiчних препаратiв [3, 4].

Загальнi положення щодо синтезу i дослiдження нанокомпозитiв, якi включають нано-
частинки металiв або їх оксидiв, диспергованих у полiмернiй матрицi, вже вiдомi та ви-
кладенi в сучасних монографiях [2, 3]. Зокрема, серед основних методiв отримання нано-
композитiв видiляють методи подрiбнення твердих речовин iз подальшим введенням їх до
полiмерної матрицi, а також вiдновлення iонiв металiв у полiмернiй матрицi. Останнiй ме-
тод був нами використаний в ходi роботи. Слiд вiдзначити, що незважаючи на iснування
значної кiлькостi публiкацiй, присвячених потрiйним полiмер–металевим системам, на сьо-
годнi практично вiдсутнi дослiдження процесiв їх структуроутворення.

У зв’язку з цим було поставлено за мету дослiдити мiкрогетерогенну структуру та термо-
механiчнi властивостi потрiйних полiелектролiт–металевих комплексiв (ППМК), отриманих
з використанням протилежно заряджених полiелектролiтiв (пектину й полiетиленiмiну) та
iонiв перехiдних металiв Cu2+ або Ni2+ i створених на їх основi нанокомпозитiв.

Для отримання вихiдних полiелектролiтних комплексiв (ПЕК) використовували слабкi
полiелектролiти (ПЕ):

анiонний ПЕ — пектин цитрусовий виробництва фiрми “Cargill Deutschland GmbH” (Нi-
меччина), ММ = 3000–300000.

катiонний ПЕ — полiетиленiмiн (ПЕI) розгалуженої будови (безводний), виробництва
фiрми “Aldrich”, Mn = 10000, Mw = 25000, хiмiчну будову якого зобразити таким чином:
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Формування ПЕК у мольному спiввiдношеннi (МС) анiонного та катiонного ПЕ, що
дорiвнює 1 : 1, виконували шляхом змiшування 5%-х водних розчинiв пектину i ПЕI при
(22 ± 2) ◦C. Протонування амiногруп ПЕI карбоксильними групами пектину вiдбувається
з утворенням iнтермолекулярних iонних груп, а отже, i ПЕК. Отриманi розчини ПЕК ви-
ливали на полiтетрафторетиленовi пластини та сушили їх при (22±2) ◦C до постiйної ваги.

Плiвки ППМК отримували шляхом сорбцiї плiвками ПЕК iонiв перехiдних металiв з вод-
них розчинiв їх солей. Експериментально це здiйснювали шляхом помiщення плiвок ПЕК
у воднi розчини солей CuSO4 або Ni(NO3)2, концентрацiя яких становила 6 · 10−2 моль/л.
При цьому плiвки ППМК набували колiр, характерний для вiдповiдних комплексно зв’яза-
них металiв: у разi Cu2+ — темно-синiй, а в разi Ni2+ — яскраво-фiолетовий, тодi як плiвки
вихiдного ПЕК були прозорими.

Хiмiчне вiдновлення iонiв перехiдних металiв здiйснювали за допомогою NaBH4

(МС [NaBH4]/[Me2+] = 2) у лужному середовищi — в сумiшi розчинникiв вода–iзопропанол
(4 : 1% (об.)) впродовж 40 хв при (22 ± 2) ◦C (до припинення видiлення бульбашок газу).
В результатi вiдновлення, плiвки ПЕК, якi мiстили катiони Cu2+ або Ni2+, набували тем-
но-коричневого кольору, який, згiдно з роботою [5], є свiдченням утворення нанокомпозитiв
на основi ПЕК i наночастинок Cu2O або Ni0 вiдповiдно.

Iдентифiкацiю ПЕК, ППМК типу ПЕК–Me2+ i вiдповiдних нанокомпозитiв здiйснювали
методом спектроскопiї IЧ Фур’є (FTIR) з використанням IЧ-спектрометра “Tensor 37” фiрми
“Bruker”.

Особливостi тонкої (на молекулярному рiвнi) структури дослiджуваних систем вико-
нували методом ширококутової рентгенiвської дифракцiї за допомогою дифрактометра
ДРОН-4–07, з рентгенооптичною схемою методом Дебая–Шеррера — на проходження пер-
винного пучка випромiнювання через дослiджуваний зразок полiмеру.

Мiкрогетерогенну структуру (на нанорозмiрному рiвнi) полiмерних систем дослiджува-
ли методом малокутового розсiювання рентгенiвських променiв з допомогою камери КРМ-1,
забезпеченою щiлинним колiматором первинного пучка випромiнювання, виконаним мето-
дом Краткi. Геометричнi параметри камери задовольняли умови нескiнченної висоти пер-
винного пучка в положеннi дослiджуваного зразка [6]. Профiлi iнтенсивностi нормували
на величину розсiюючого об’єму i фактор послаблення первинного пучка дослiджуваним
зразком полiмеру.

Усi рентгеноструктурнi дослiдження проводили в CuKα-випромiнюваннi, монохромати-
зованому Ni-фiльтром, при (22 ± 2) ◦С.

Розмiрнiсть наночастинок та їх розподiл у полiмернiй матрицi дослiджували за допомо-
гою трансмiсiйного електронного мiкроскопа JEM-1230 (фiрма “JEOL”, Японiя) з роздiль-
ною здатнiстю 0,2 нм.

Термомеханiчнi дослiдження зразкiв полiмерних систем виконували методом пенетра-
цiї в режимi одновiсного постiйного навантаження σ = 0,5 МПа (установка TMA Q400EM
фiрми “TA Instruments”). Лiнiйний нагрiв зразкiв виконували зi швидкiстю 5 град/хв. До-
слiдження проводили в температурному iнтервалi вiд — 100 до 200 ◦C.
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Рис. 1. IЧ-спектри Фур’є вихiдного ПЕК (1 ), ППМК ПЕК–Cu2+ (2 ) i нанокомпозита ПЕК–Cu2O (3 ), ППМК
ПЕК–Ni2+ (4 ) i нанокомпозита ПЕК–Ni0 (5 )

При порiвняннi IЧ-спектрiв Фур’є (рис. 1) зразкiв як вихiдного ПЕК з еквiмольним спiв-
вiдношенням анiонного та катiонного ПЕ, так i ППМК типу ПЕК–Me2+ i нанокомпозитiв
встановлено, що на всiх спектрах присутня смуга поглинання при ν = 3280 см−1 (див. пун-
ктирну лiнiю). Ця смуга, вiдповiдно до статей [7, 8], свiдчить про iснування електростати-
чних взаємодiй мiж анiонами (−COO−) iнтермолекулярних iонних груп ПЕК i протонами
амiногруп, що знаходяться в макромолекулярних ланцюгах катiонного ПЕ. Проте введення
катiонiв Cu2+ до складу цього вихiдного ПЕК з подальшим формуванням ПЕК–Cu2+ ви-
кликає появу в IЧ- спектрi Фур’є двох ледь помiтних смуг поглинання при ν = 1521 см−1

та ν = 1742 см−1.
Цi двi смуги стають значно бiльш iнтенсивними (див. на рис. 1, стрiлки) пiсля вiднов-

лення iонiв мiдi з утворенням в об’ємi ПЕК наночастинок Cu2O, що, ймовiрно, зумовлено
утворенням водневих зв’язкiв мiж атомами кисню даних наночастинок i протонами амi-
ногруп катiонного ПЕ. Вiдповiдно, цi двi iнтенсивнi смуги й iдентифiкують перетворення
ПЕК–Cu2+ у нанокомпозит, що мiстить наночастинки Cu2O.

Звертає на себе увагу той факт, що введення катiонiв Ni2+ в об’єм ПЕК i формування
в його мiжмолекулярному просторi ППМК типу ПЕК–Ni2+ обумовлює також появу двох
смуг поглинання при ν = 1516 см−1 та ν = 1750 см−1 (див. на рис. 1, стрiлки), однак пiсля
вiдновлення iонiв нiкелю з утворенням, вiдповiдно до статтi [5], наночастинок металiчного
нiкелю (Ni0), iнтенсивнiсть цих двох смуг лише незначно зменшується. Це зумовлено вiдсу-
тнiстю взаємодiй мiж наночастинками цього типу i полярними групами в макроланцюгах
анiонного та катiонного ПЕ, що утворюють ПЕК.

Перетворення ПЕК–Me2+ у нанокомпозит, що мiстить наночастки Cu2O або Ni0, також
демонструють мiкрофотографiї останнiх (рис. 2), при цьому середнiй розмiр наночастинок
Cu2O й Ni0 в об’ємi нанокомпозитiв становить 8 й 6 нм вiдповiдно.

При проведеннi аналiзу профiлiв малокутового розсiювання рентгенiвських променiв
дослiджуваних полiмерних систем, представлених у виглядi графiкiв як залежностi I вiд q
(рис. 3), так i s3I вiд s3 (графiкiв Руланда) [9, 10], де I — iнтенсивнiсть розсiяння без
внесення колiмацiйної поправки, а q = (4π/λ) sin θ = 2πs, встановлено, що за винятком
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Рис. 2. Мiкрофотографiї ТЕМ вихiдного ПЕК (а) i нанокомпозитiв ПЕК–Cu2O (б ) та ПЕК–Ni0 (в)

Рис. 3. Профiлi iнтенсивностi малокутового розсiювання рентгенiвських променiв ПЕК (1 ), ППМК ПЕК–
Cu2+(2) i нанокомпозита ПЕК–Cu2O (3 ), ППМК ПЕК–Ni2+ (4 ) i нанокомпозита ПЕК–Ni0 (5 )

вихiдного ПЕК, усi вони характеризуються мiкрогетерогенною структурою, тобто iснуван-
ням контрасту електронної густини ∆ρ (∆ρ = ρ − 〈ρ〉, де ρ й 〈ρ〉 — локальне й середнє
значення електронної густини). Це означає, що в об’ємi як ППМК типу ПЕК–Me2+, так
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i нанокомпозитiв на основi ПЕК i Cu2O або Ni0 присутнi не менше двох типiв мiкрооб-
ластей гетерогенностi з рiзною величиною локальної електронної густини ρ. Зазначено, що
ПЕК–Cu2+, i особливо нанокомпозит ПЕК–Cu2O, мають бiльш високу iнтенсивнiсть роз-
сiювання, а отже, i контраст електронної густини ∆ρ (див. кривi 2, 3 ) у порiвняннi з полi-
мерними системами ПЕК–Ni2+ i ПЕК–Ni0 вiдповiдно (див. кривi 4, 5 ). Це зумовлено бiльш
високою здатнiстю ПЕК до сорбцiї катiонiв Cu2+, а отже, i до їх комплексоутворення на
вiдмiну вiд катiонiв Ni2+ [5]. Разом з тим вiдсутнiсть прояву iнтерференцiйного максиму-
му на всiх профiлях iнтенсивностi вказує на стохастичний характер розмiщення в просторi
мiкрообластей гетерогенностi рiзного типу.

Оцiнку ефективного розмiру (порядку величини) мiкрообластей гетерогенностi, iсную-
чих в об’ємi ППМК типу ПЕК–Me2+ i отриманих з них нанокомпозитiв, визначали мето-
дом авторiв робiт [9, 10] шляхом розрахунку такого структурного параметра, як дiапазон
гетерогенностi (range of inhomogeneity) lp, який безпосередньо пов’язаний з усередненим
дiаметром мiкрообластей гетерогенностi (〈l1〉, 〈l2〉) у двофазнiй системi:

lp = φ2〈l1〉 = φ1〈l2〉,

де φ1, φ2 — об’ємна частка мiкрообластей (φ1+φ2 = 1). У результатi проведеного розрахун-
ку параметра lp встановлено, що полiмернi системи ПЕК–Cu2+ й ПЕК–Cu2O мають зна-
чно менший ефективний розмiр мiкрообластей гетерогенностi, нiж ПЕК–Ni2+ й ПЕК–Ni0.
Поряд з цим перехiд вiд ПЕК–Cu2+ до нанокомпозитiв ПЕК–Cu2O cупроводжується змен-
шенням практично в два рази ефективного розмiру мiкрообластей гетерогенностi, тодi як
перехiд вiд ПЕК–Ni2+ до нанокомпозитiв ПЕК–Ni0 призводить лише до незначного змен-
шення величини lp (табл. 1).

При порiвняннi термомеханiчних кривих вихiдного ПЕК, ППМК типу ПЕК–Cu2+ i нано-
композиту ПЕК–Cu2O (рис. 4, а) встановлено, що при переходi вiд ПЕК до ПЕК–Cu2+ i до
нанокомпозита iстотно знижується температура структурного склування Tg (див. табл. 1).
Також спостерiгається зниження температури переходу в високоеластичний стан (Th−el)
у рядi ПЕК > ПЕК–Cu2+ > ПЕК–Cu2O. Разом з тим прояв переходу зразкiв ПЕК i ПЕК–
Cu2+ у в’язкоплинний стан вiдбувається при однаковiй температурi (Tv−f ∼ 190 ◦C). Однак
при переходi до нанокомпозитiв ПЕК–Cu2O, зафiксовано зниження величини температури
прояву переходу у в’язкоплинний стан (Tv−f = 180 ◦C).

У свою чергу перехiд вiд ПЕК до ПЕК–Ni2+ та нанокомпозита ПЕК–Ni0 супроводжу-
ється також зниженням величини Tg, проте значно меншою мiрою, нiж при переходi до
полiмерних систем ПЕК–Cu2+ i ПЕК–Cu2O. Разом з тим при цьому вiдбувається зростання
величини Th−el вiд 86 ◦C (ПЕК) до 87 ◦C (ПЕК–Ni2+) i 95 ◦C (ПЕК–Ni0). Поряд з цим
вiдсутнiсть на термомеханiчних кривих переходу у в’язкоплинний стан зразкiв ППМК ти-
пу ПЕК–Ni2+ та нанокомпозита ПЕК–Ni0 свiдчить про бiльш високу термостiйкiсть цих
полiмерних систем, у порiвняннi з їх аналогами (ПЕК–Cu2+ i ПЕК–Cu2O).

Таблица 1. Деякi структурнi параметри дослiджуваних полiмерних систем

Зразок lp, нм tg,
◦C th−el,

◦C

ПЕК – 57 86

ПЕК–Cu2+ 11 37 74
ПЕК–Cu2O 6 17 53

ПЕК–Ni2+ 37 43 87

ПЕК–Ni0 35 39 95
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Рис. 4. Термомеханiчнi кривi: а — ПЕК (1 ), ППМК ПЕК–Cu2+ (2 ) i нанокомпозита ПЕК–Cu2O (3 ); б —
ПЕК (1 ), ППМК ПЕК–Ni2+ (2 ) i нанокомпозита ПЕК–Ni0 (3 )

Проведенi дослiдження показали, що перехiд вiд ПЕК до ППМК–Me2+ супроводжуєть-
ся появою в IЧ-спектрах двох смуг поглинання: в областi частот 1516–1521 см−1 та 1742–
1750 см−1, причому перехiд вiд ППМК–Cu2+ до нанокомпозита ПЕК–Cu2O викликає значне
зростання їх iнтенсивностi, а до нанокомпозита ПЕК–Ni0 — лише незначне пониження.

Встановлено, що на вiдмiну вiд ПЕК, ППМК–Me2+ i нанокомпозити характеризуються
мiкрогетерогенною структурою, при цьому перехiд вiд ППМК–Me2+ до нанокомпозитiв
супроводжується в разi наночастинок Cu2O зменшенням ефективного розмiру lp мiкро-
областей гетерогенностi вiд 11 до 6 нм, а в разi наночастинок Ni0 — вiд 37 до 35 нм. Змiна
параметра lp при переходi вiд ППМК–Me2+ до нанокомпозитiв повнiстю корелює зi зни-
женням величини структурного склування Tg за даними термомеханiчного аналiзу.
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В.Л. Демченко, В.И. Штомпель, С.В. Рябов, С.М. Кобилинский,
член-корреспондент НАН Украины Ю.Ю. Керча

Микрогетерогенная структура и термомеханические свойства

тройных полимер-металлических систем

Комплексом структурных методов исследована структурная организация тройных поли-
электролит-металлических комплексов, полученных на основе полиэлектролитного комп-
лекса с эквимольным соотношением противоположно заряженных полиэлектролитов (пе-
ктина и полиэтиленимина) и катионов переходных металлов Cu2+ или Ni2+, а также
нанокомпозитов, наполнителем которых являлись наночастицы Cu2O или Ni0. Показано,
что в результате химического восстановления катионов металлов Cu2+ и Ni2+ в объеме
тройных полиэлектролит–металлических комплексов происходит образование нанокомпо-
зита со средним размером наночастиц Cu2O — 8 нм и Ni0 — 6 нм.

V.L. Demchenko, V. I. Shtompel, S.V. Riabov, S.M. Kobylinskyy,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine Yu.Yu. Kercha

Microheterogeneous structure and thermomechanical properties of

triple polymer-metal systems

The structural organization of the triple polyelectrolyte-metal complexes based on a polyelectrolyte
complex with equimolar relation of oppositely charged polyelectrolytes (pectin and polyethyleneimi-
ne) and transition metal cations Cu2+ or Ni2+, and nanocomposites filled by nanoparticles Cu2O or
Ni0 is investigated by a number of structural methods. It is shown that, due to the chemical reducti-
on of cations Cu2+ in triple polyelectrolyte-metal complexes, the formation of nanocomposites with
the average size of nanoparticles Cu2O and Ni0 to be 8 and 6 nm, respectively, takes place.
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УДК 541.182.644

О. I. Коротич, Ю.М. Самченко, З. Р. Ульберг,

член-кореспондент НАН України Л. Ф. Суходуб

Магнiтнi гiдрогелi на основi акрилових мономерiв

Нанокомпозити на основi полiмерних гiдрогелiв з iнкорпорованими магнiтними частин-
ками — магнiтнi гiдрогелi або ферогелi — мають унiкальнi властивостi, що поєднують
властивостi як наповнювача (магнiточутливiсть), так i матрицi (бiосумiснiсть, мож-
ливiсть iнкорпорування широкого спектра лiкарських препаратiв). При використаннi
гiдрогелiв на основi “розумних” полiмерiв можна створювати системи для локальної
гiпертермiї i хiмiотерапiї ракових пухлин. Виходячи з практичної цiнностi даних сис-
тем, розглянуто вплив гiдрофiльно-гiдрофобного балансу (спiв)полiмерної матрицi та
умов синтезу (температура, концентрацiя катiонiв феруму) на утворення частинок
магнетиту в поровому просторi полiмерних матриць на основi акрилових мономерiв
(N-iзопропiлакриламiд, акриламiд), а також дослiджено їх фiзико-хiмiчнi властивостi.

Гiдрогелевi системи, особливо на основi “розумних” полiмерiв, широко використовують у ме-
дицинi [1], фармакологiї та бiологiї. Це пов’язано з їхньою здатнiстю змiнювати фiзико-хi-
мiчнi властивостi при змiнi факторiв навколишнього середовища, якi за природою можна
вiднести до фiзичних (температура, свiтло, електричне та магнiтне поле) або хiмiчних (pH,
iонна сила розчину).

Термочутливi полiмернi системи на основi НIПАА з температурою фазового перехо-
ду [2] близько 32–34 ◦C найбiльш часто використовуються для розробки систем цiльової
доставки i контрольованого вивiльнення лiкарських препаратiв. Це пов’язано з близькiстю
температури фазового переходу полiмерної системи до температури людського тiла.

Температура фазового переходу визначається гiдрофiльно-гiдрофобним балансом i мо-
же бути змiнена при його спiвполiмеризацiї з гiдрофiльними або з гiдрофобними мономе-
рами [3]. Крiм гiдрофiльно-гiдрофобного балансу макромолекули, температура фазового
переходу дуже залежить вiд хiмiчної природи та концентрацiї (iонної сили) розчину, в яко-
му знаходиться полiмерна матриця [4–10].

Введення магнетиту (Fe3O4) до складу полiмерних матриць дає змогу отримати гiдро-
гелi з магнiтними властивостями — ферогелi. При накладаннi зовнiшнього постiйного маг-
нiтного поля ферогелi можна локалiзувати в безпосереднiй близькостi до органу-мiшенi,
що є критично важливим при застосуваннi високотоксичних лiкарських засобiв. У перемiн-
ному магнiтному полi вiдбувається розiгрiвання ферогелiв, яке пов’язане з перетворенням
частинками магнетиту енергiї магнiтного поля в теплову енергiю [11]. Таким чином, одним
iз перспективних напрямiв використання ферогелiв є розробка на їх основi систем адре-
сної доставки та контрольованого вивiльнення лiкарських препаратiв, а також систем для
локальної магнiтної гiпертермiї (теплової обробки) [12–15] ракових пухлин.

У цiй роботi дослiджено процес утворення магнетиту в поровому просторi гiдрогелiв на
основi НIПАА i АА, розробку методiв отримання на їх основi ферогелiв, а також вивчено
їх фiзико-хiмiчних властивостi.

Матерiали та методи дослiдження. Для синтезу полiмерних гiдрогелiв i нанокомпо-
зитiв на їх основi використовували такi реагенти: НIПАА (“Sigma Aldrich”, 97%) перекрис-
талiзовували з гексану та сушили пiд вакуумом; АА (“Merck”, >99,9%), МБА (“Merck”, 98%),
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ПСА (“Sigma”, >98%), ТМЕД (“Merck”, >99%), FeCl3 · 6H2O (“Бром”), FeSO4 · 7H2O (“Ре-
актив”, >98%), NaOH використовувалися без додаткового очищення.

(Спiв)полiмернi гiдрогелi було отримано шляхом радикальної полiмеризацiї мономерiв
у водному середовищi в атмосферi аргону (н. у.). Масова частка мономеру(iв) становила 20%
реакцiйної сумiшi, зшиваючого агента — 0,2%, загальна концентрацiя iнiцiюючої сумiшi
(ПСА та ТМЕД) — 0,08 моль/л. Як зшиваючий агент використовували бiфункцiональний
мономер МБА. Для отримання гiдрогелiв у виглядi пластин полiмеризацiю проводили мiж
двома скляними паралельними шаблонами, роздiленими спейсером (1 мм).

Пiсля закiнчення полiмеризацiї зразки промивали вiд непрореагованої композицiї у дис-
тильованiй водi при кiмнатнiй температурi. Вiдмивання гiдрогелевих матриць контролюва-
ли за допомогою УФ спектрометра (“Specord M40”). Вiдмитi гiдрогелевi зразки сушили на
повiтрi при кiмнатнiй температурi до постiйної маси.

На основi отриманих (спiв)полiмерних матриць було синтезовано нанокомпозити з iн-
корпорованим магнетитом — магнiтнi гiдрогелi або ферогелi. Магнетит до складу гiдроге-
лiв вводився шляхом його синтезу в поровому просторi полiмерних матриць за реакцiєю
осадження:

Fe2+ + 2Fe3+ + 8OH− = Fe3O4 ↓ +4H2O.

На першiй стадiї проводили насичення полiмерної матрицi катiонами феруму. Для цього ви-
сушену полiмерну матрицю заливали надлишком водного розчину солей дво- й тривалент-
ного феруму iз спiввiдношенням 1 : 2. На другiй стадiї для утворення магнетиту полiмерну
матрицю, насичену катiонами феруму, обробляли 10%-м розчином NaOH.

Рiвноважний ступiнь набухання гiдрогелiв вивчали ваговим методом у водi та водних
розчинах солей феруму при рiзних температурах. Для цього висушенi гiдрогелi заливали
надлишком дисперсiйного середовища i ставили в термостат “ТС-1/80 СПН” при заданiй
температурi. Через 24 год зразки дiставали, фiльтрувальним папером видаляли надлишок
рiдини з поверхнi та зважували з точнiстю до четвертого знака пiсля коми на вагах “Axis”.

Розрахунок рiвноважного ступеня набухання Q (г/г) гiдрогелiв проводили за такою
формулою:

Q =
m−m0

m0
,

де m0 — маса ксерогелю, г; m — маса зразка, що набухнув до рiвноважного стану, г.
Електроннi мiкрофотографiї зразкiв були отриманi на сканувальному електронному мiк-

роскопi марки JSM 6700F з енергiєю електронiв 5 кВ. Вимiрювання проводили в режимi
вторинних вiдбитих електронiв. Зразки, що висушенi при кiмнатнiй температурi, крiпили
на електропровiдний скотч i покривали шаром платини (20 нм).

Вимiрювання намагнiченостi i магнiтної сприйнятливостi полiмерних ферогелiв прово-
дили на автоматизованому комплексi PPMS-9 при 300 К. Статистичну обробку результатiв
вимiрювань здiйснювали з використанням t-критерiю для довiрчої областi P0,95, кiлькiсть
паралельних вимiрювань становила 3–10.

Систематичну похибку визначення рiвноважного ступеня набухання ∆Qc розрахову-
вали за формулою:

∆Qc =

(
1

m0
+

m

m2
0

)
∆m =

m0 +m

m2
0

∆m

(тут ∆m = 0,0001).
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Рис. 1. Залежнiсть рiвноважного ступеня набухання у водi при рiзних температурах (а) та водних розчинах
катiонiв феруму при 25 ◦C (б ) (спiв)полiмерних гiдрогелiв на основi НIПАА i АА:
1 — 100% НIПАА; 2 — 95% НIПАА; 3 — 75% НIПАА; 4 — 0% НIПАА

Для розрахунку випадкової похибки ∆Qв використовували формулу

∆Qв = ±t

√√√√√√

n∑

i=1

(Qi −Q)2

n(n− 1)
.

Кiнцевий результат вимiрювання рiвноважного ступеня набухання розраховували таким
чином:

Q± [∆Qc +∆Qв],

де Q — середньоарифметичне значення рiвноважного ступеня набухання.
Результати та їх обговорення. Фазовi переходи в матрицях дослiджували ваговим

методом при вимiрюваннi рiвноважного ступеня набухання при рiзних температурах. Так,
у мiру замiщення ланок НIПАА ланками АА (рис. 1, а) спостерiгається перехiд вiд рiзкого
фазового переходу (при високих концентрацiях НIПАА) до плавного (при концентрацiях
НIПАА 75–25%) з подальшою втратою термочутливостi при концентрацiях НIПАА 25%
i менше. При цьому температура фазового переходу збiльшується iз збiльшенням кiлькостi
ланок АА. Так, НКТР гомополiмерної матрицi на основi НIПАА становить близько 34 ◦C,
для спiвполiмерiв НIПАА та АА НКТР збiльшується i становить вiдповiдно 42 ◦C при 95%
вмiстi НIПАА.

Розглянемо тепер отримання ферогелiв шляхом синтезу магнетиту в поровому просторi
зшитих (спiв)полiмерних матриць, що мiстять мономернi ланки НIПАА та АА у рiзних
спiввiдношеннях.

Кiлькiсть iнкорпорованого магнетиту визначає магнiточутливiсть отриманих фероге-
лiв. Тому дослiдження процесу набухання гiдрогелiв рiзного хiмiчного складу залежно вiд
концентрацiї розчинiв катiонiв феруму дозволило оптимiзувати процес синтезу магнiтних
часток у полiмерних нанореакторах. Було встановлено (див. б на рис. 1), що рiвноважний
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Рис. 2. Електроннi мiкрофотографiї (СЕМ) спiвполiмерних ферогелiв (НIПАА — 75%, АА — 25%, МБА —
0,2%), синтезованих у розчинах з рiзною концентрацiєю катiонiв феруму:
а — 1% Fe2+/2Fe3+; б — 5% Fe2+/2Fe3+

ступiнь набухання гомополiмерного гiдрогелю на основi АА збiльшується при збiльшен-
нi концентрацiї катiонiв феруму з подальшим незначним зниженням при концентрацiях,
вищих за 6%. Гiдрогель, що мiстить ланки НIПАА, веде себе зовсiм iншим чином. Так,
гомополiмерний гiдрогель на основi НIПАА переходить в сколапсований стан при масовiй
концентрацiї катiонiв феруму близько 2,15%. Для спiвполiмерного гiдрогелю з 95%-м вмiс-
том НIПАА критична концентрацiя, при якiй вiдбувається фазовий перехiд, збiльшується
i становить 4,5%. У свою чергу рiвноважний ступiнь набухання спiвполiмерної матрицi
з 75%-м вмiстом НIПАА майже не змiнюється при концентрацiях катiонiв феруму до 6%,
пiсля чого спостерiгається рiзке зниження ступеня набухання.

Вказанi закономiрностi можна пояснити таким чином. Гiдратацiя гiдрофобного фраг-
мента НIПАА (iзопропiльної групи) визначає фiзичнi властивостi системи та вiдповiдає за
перебування гiдрогелю в набухлому станi. Присутнiсть солей в свою чергу руйнує водневi
зв’язки та змiнює взаємодiю мiж полiмером i розчинником, що i сприяє процесам дегiдрата-
цiї iзопропiльного фрагмента та переходу гiдрогелю в сколапсований стан. При замiщеннi
ланок НIПАА ланками гiдрофiльного АА критична концентрацiя катiонiв феруму збiль-
шується, оскiльки гiдрофобнi фрагменти стають роздiленими акриламiдними ланками, що
перешкоджає їх агрегацiї.

Як видно з електронних мiкрофотографiй, частки магнетиту, що синтезованi в порово-
му просторi полiмерних матриць при концентрацiї катiонiв феруму 1% є нанорозмiрними
i практично монодисперсними з розмiром близько 20 нм (рис. 2, а). Iз збiльшенням кон-
центрацiї магнетиту в ферогелях розмiр його частинок та їх полiдисперснiсть дещо збiль-
шується (див. б на рис. 2).

На рис. 3, а наведено кривi намагнiчення спiвполiмерних ферогелiв, синтезованих у роз-
чинах катiонiв феруму з рiзною концентрацiєю (0,5% й 2,5% Fe2+/2Fe3+). Так, наявнiсть
петлi гiстерезису свiдчить про те, що розмiр синтезованих у поровому просторi частинок
магнетиту становить бiльше 10 нм, тобто магнiтнi частки є багатодоменними, що пiдтверд-
жується також даними електронної мiкроскопiї. Для отриманих ферогелiв характернi низькi
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Рис. 3. Магнiтi петлi гiстерезису (1 ) та магнiтна сприйнятливiсть (2 ) спiвполiмерних ферогелiв (95%
НIПАА, АА — 5%), синтезованих у водних розчинах катiонiв феруму з рiзною концентрацiєю:
а: 1 — 0,5% Fe2+/2Fe3+ (0,2%МБА), 2 — 2,5% Fe2+/2Fe3+ (0,2% МБА); б : 1 — 0,5% Fe2+/2Fe3+ (0,2% МБА),
2 — 0,5% Fe2+/2Fe3+ (0,04% МБА), 3 — 2,5% Fe2+/2Fe3+ (0,2% МБА), 4 — 2,5% Fe2+/2Fe3+ (0,04% МБА)

значення залишкової намагнiченостi — близько 0,01 емо/г (крива 1 ) й 0,04 емо/г (крива 2 ).
Про магнiтом’якiсть отриманих ферогелiв свiдчить невелике значення коерцитивної сили.
Крiм того, концентрацiя iнкорпорованого магнетиту збiльшується iз збiльшенням концент-
рацiї розчинiв катiонiв феруму (намагнiченiсть насичення 0,03 емо/г (крива 1 ) й 0,14 емо/г
(крива 2 ) при 1 й 2,5% катiонi феруму вiдповiдно). При однакових концентрацiях катiонiв
феруму частинка iнкорпорованого магнетиту збiльшується iз зменшенням частоти зшив-
ки, тобто iз збiльшенням порового простору полiмерної матрицi, доступного для утворення
частинок магнетиту (див. б на рис. 3).

Оскiльки на основi розроблених ферогелiв передбачається створення не тiльки систем
для магнiтної гiпертермiї, а й терапевтичних систем для цiльової доставки та керованого
вивiльнення лiкарських препаратiв, то отриманим ферогелям повинен бути притаманний
комплекс властивостей, якi iнодi суперечать одна однiй i вимагають оптимiзацiї складу
ферогелiв.

З одного боку, магнiтокерованiсть та здатнiсть нагрiватися у зовнiшньому перемiнному
магнiтному полi визначається високим вмiстом магнiтного наповнювача. Вiдзначимо, що
iстотну роль вiдiграє i полiмерна складова розроблених магнiтних нанокомпозитiв, оскiль-
ки саме вона вiдповiдальна за фазовий перехiд мiж набухлим i сколапсованим станом пiд
впливом змiни температури та за можливiсть iммобiлiзацiї широкого спектра лiкарських
препаратiв. Залежнiсть рiвноважного ступеня набухання вiд температури для вихiдної мат-
рицi й ферогелiв iз рiзним вмiстом магнетиту наведено на рис. 4, з якого видно, що син-
тезованi гiдрогелевi нанокомпозити з iнкорпорованим магнетитом зберiгають термочутливi
властивостi, хоча їх рiвноважний водовмiст та iнтенсивнiсть фазового переходу дещо посту-
паються ненаповненiй полiмернiй матрицi. Це пояснюється тим, що при збiльшеннi вмiсту
магнетиту в полiмернiй матрицi, з одного боку, зменшується вiльний простiр, який може
займати вода, а з iншого — наночастинки магнетиту стерично перешкоджають колапсу
матрицi та дифузiї води.

Таким чином, отримання магнiтних гiдрогелiв у результатi синтезу наночастинок маг-
нетиту в поровому просторi полiмерної матрицi має ряд переваг (наприклад, вiдсутнiсть
агрегацiї наночастинок), але в той самий час є недостатньо вивченим. Тому нами було
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Рис. 4. Залежнiсть рiвноважного ступеня набухання спiвполiмерної матрицi та ферогелiв на її основi, отри-
маних у розчинах з рiзною концентрацiєю катiонiв феруму, вiд температури (НIПАА — 75%, АА — 25%,
0,2% МБА):
1 — вихiдна матриця; 2 — 1% Fe2+/2Fe3+; 3 — 2,5% Fe2+/2Fe3+; 4 — 5% Fe2+/2Fe3+; 5 — 7,5% Fe2+/2Fe3+

розглянуто вплив гiдрофiльно-гiдрофобного балансу та концентрацiї катiонiв феруму на
процес утворення частинок магнетиту в нанокомiрках спiвполiмерних гiдрогелiв, а також
дослiджено фiзико-хiмiчнi властивостi отриманих магнiтних нанокомпозитiв. Показано, що
оптимальними властивостями з точки зору практичного використання володiє спiвполiмер-
ний ферогель з вмiстом НIППА й АА 95 й 5% вiдповiдно. Для нього характерний як рiзкий
фазовий перехiд (для максимально ефективного вивiльнення iнкорпорованих лiкiв), так
i висока магнiточутливiсть. Отже, вказаний метод синтезу термочутливих ферогелiв дає
змогу отримати системи, що одночасно володiють термо- i магнiточутливiстю i на осно-
вi яких можуть бути створенi терапевтичнi системи нового поколiння для лiкування раку
i доставки лiкарських препаратiв.
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Магнитные гидрогели на основе акриловых мономеров

Нанокомпозиты на основе полимерных гидрогелей с инкорпорированными магнитными час-
тицами — магнитные гидрогели или феррогели — имеют уникальные свойства, объединяю-
щие свойства как наполнителя (магниточувствительность), так и матрицы (биосовмес-
тимость, возможность инкорпорировать широкий спектр лекарственных препаратов).
При использовании гидрогелей на основании “разумных” полимеров могут быть созданы
системы для локальной гипертермии и химиотерапии раковых опухолей. Исходя с практи-
ческой ценности данных систем, рассмотрено влияние гидрофильно-гидрофобного баланса
(со)полимерной матрицы и условия синтеза (температура, концентрация катионов феру-
ма) на образование частиц магнетита в поровом пространстве полимерных матриц на
основе акриловых мономеров (N-изопропилакриламид, акриламид), а также исследованы их
физико-химические свойства.

O. I. Korotych, Yu. M. Samchenko, Z.R. Ulberg,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine L. F. Sukhodub

Magnetic hyrogels based on acrylic monomers

Nanocomposites based on polymeric hydrogels with incorporated magnetic particles — magnetic
hydrogels or ferrogels — have a unique set of properties, by combining the properties of a fil-
ler (magnetosensitivity) and a matrix (biocompability, capability to incorporate a wide range of
pharmaceuticals, etc.). Systems for local hyperthermia and chemotherapy of cancer can be created
using hydrogels based on “smart” polymers. Based on the practical value of these systems, the
influence of the hydrophilic-hydrophobic balance of (co)polymeric matrices and the conditions of
synthesis (temperature and concentration of iron cations) on the formation of magnetite particles
in the pore space of a polymeric matrix based on acrylic monomers (N-isopropylacrylamide and
acrylamide) is examined. Physico-chemical properties are investigated as well.
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Синтез та кристалiчна структура нiобатостанату

та танталостанату барiю

Термообробкою спiльноосаджених гiдроксикарбонатiв синтезовано сполуки Ba6B
V
4 SnO18

(BV — Nb, Ta), методом рентгенiвської дифракцiї на порошках визначено їх кристалiчнi
шаруватi перовськiтоподiбнi структури (ШПС). Встановлено належнiсть кристалiч-
них структур сполук Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) до структурного типу Ba6Nb4TiO18.

Параметри елементарних комiрок Ba6B
V
4 SnO18, нм: a = 0,58021(3), c = 4,2553(3) (BV —

Nb); a = 0,5798(1), c = 4,263(1) (BV — Ta); просторова група R-3m. Значення факторiв
недостовiрностi RB дорiвнюють 0,061 (BV — Nb) й 0,067 (BV — Ta). Проаналiзовано осо-
бливостi ШПС сполук Ba6B

V
4 SnO18 та встановлено взаємозв’язки склад–будова ШПС.

Пiдвищений iнтерес до сполук типу АnВn−1О3n (А — Ba, Sr, La, Nd; B–Nb, Ta, Ti, Zr;
n = 6) iз шаруватою перовськiтоподiбною структурою (ШПС) зумовлений наявнiстю у ке-
рамiк на їх основi комплексу дiелектричних характеристик, якi вiдповiдають вимогам сучас-
ної мiкрохвильової технiки [1–5]. Розумiння природи електрофiзичних властивостей сполук
А6В5О18 неможливе без знання деталей їх кристалiчної будови, проте незначна кiлькiсть
таких сполук ускладнює розв’язання цiєї задачi.

У данiй роботi виконано дослiдження можливостi утворення та визначення кристалiчної
структури перших олововмiсних сполук типу АnВn−1О3n з n = 6 складу Ba6B

V
4 SnO18 (BV —

Nb, Ta).
Полiкристалiчнi зразки сполук Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) синтезували термообробкою

(T = 1570 К, τ = 5 год) шихти спiльноосаджених гiдроксикарбонатiв зi спiввiдношенням
Ba : BV : Sn = 6 : 4 : 1. Як вихiднi речовини використано воднi розчини BaCl2 й SnCl4 марок
“х. ч.” та метанольнi розчини NbCl5 й TaCl5 марок “о. с. ч.”. Осаджувач — водний розчин
амiаку i (NH4)2CO3 з pH ≈ 8,5. Рентгенiвськi дифракцiйнi спектри сполук Ba6B

V
4 SnO18

записано на дифрактометрi ДРОН-3 у дискретному режимi (крок сканування 0,03◦, експо-
зицiя в точцi 5 с) на мiдному фiльтрованому випромiнюваннi. Управлiння процесом зйомки
та збором iнформацiї, початкова обробка дифрактограм, а також структурнi розрахунки
виконано з використанням апаратно-програмного комплексу [6].

Дифрактограми сполук Ba6B
V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) виявилися подiбними до дифрак-

тограм вiдомих сполук типу АnВn−1О3n з n = 6. Їх iндексування показало належнiсть
структури Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) до тригональної сингонiї. Cистематика погасань вiд-

биттiв, а також особливостi будови ШПС сполук типу AnBn−1O3n з n = 6 (чергування
шарiв АО3 за типом (гккккг)3 [5]) вказують на належнiсть ШПС Ba6B

V
4 SnO18 до центро-

симетричної просторової групи R-3m.
Визначення ШПС сполук Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) проведено методом порошку iз

початковими моделями структури з просторовою групою R-3m, для побудови яких вико-
ристано структурнi данi сполуки Ba6Nb4TiO18 [7]. Зiвставлення експериментальних i роз-
рахованих для таких моделей структури iнтенсивностей показало їх задовiльну збiжнiсть.
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Рис. 1. Фрагмент дифракцiйного спектра порошкiв (крапки) та розрахунковий спектр (суцiльна лiнiя)
сполуки Ba6Nb4SnO18 (CuKα1 випромiнювання)

Результати уточнення моделей структури Ba6B
V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta), а також їх дифра-

кцiйнi данi демонструють рис. 1–3 i табл. 1, 2. Уточненi при розрахунку структури склади
Ba6B

V
4 SnO18 у межах похибки визначення вiдповiдали експериментально заданим.

ШПС сполук Ba6B
V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) виявилися, як i очiкувалося, близькими одна

до одної. Побудованi ШПС з двовимiрних (нескiнченних у напрямах осей X й Y ) перовськi-
топодiбних блокiв завтовшки в п’ять шарiв октаедрiв MeO6 (див. рис. 2). При цьому безпо-
середнiй зв’язок мiж зовнiшньоблочними октаедрами MeО6 сусiднiх перовськiтоподiбних
блокiв у ШПС Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) є вiдсутнiм. Блоки роздiленi зовнiшньоблочним

шаром деформованих кубооктаедрiв Ba(2)O12 та утримуються разом за допомогою зв’язкiв

Таблиця 1. Кристалографiчнi данi сполук Ba6B
V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta)

Позицiя Атом
Ba6Nb4SnO18 Ba6Ta4SnO18

X Y Z З. п.∗ X Y Z З. п.∗

6c Ba(1) 0 0 0,1384(4) 1 0 0 0,1360(5) 1
6c Ba(2) 0 0 0,3136(3) 1 0 0 0,3168(4) 1
6c Ba(3) 0 0 0,4137(3) 1 0 0 0,4127(5) 1

6c BV(1) 0 0 0,0500(4) 1 0 0 0,0529(3) 0,75(4)
6c Sn(1) — — — — 0 0 0,0529(3) 0,25(4)

6c BV(2) 0 0 0,2243(5) 1 0 0 0,2235(4) 0,75(4)
6c Sn(2) — — — — 0 0 0,2235(4) 0,25(4)
3b Sn(3) 0 0 0,5 1 — — — —
3b Ta(3) — — — — 0 0 0,5 1
18h O(1) 0,503(2) −x 0,142(1) 1 0,487(1) −x 0,136(2) 1
18h O(2) 0,495(1) −x 0,306(1) 1 0,491(1) −x 0,302(1) 1
18h O(3) 0,502(2) −x 0,419(1) 1 0,502(2) −x 0,419(2) 1

Пр. група R-3m (no 166) R-3m (no 166)
Параметри гратки, нм a = 0,58021(3), c = 4,2553(3), a = 0,5798(1), c = 4,263(1),

α = 90◦, β = 90◦, γ = 120◦ α = 90◦, β = 90◦, γ = 120◦

Незалежнi вiдбиття 256 234

Загальний iзотропний 0,23(2) · 10−2 0,55(2) · 10−2

B-фактор, нм2

Фактор недостовiрностi RB = 0,061 RB = 0,067

∗Заповнення позицiї.
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Рис. 2. Cтруктура сполуки Ba6Ta4SnO18 у виглядi октаедрiв (Ta,Sn)O6 та атомiв Ba

−O−Ba(2)−O−. Iз 12 атомiв оксигену зовнiшньоблочного полiедра Ba(2)O12 дев’ять (шiсть
O(2) та три O(3)) належать до того самого блока, що й атоми Ba(2), а три атоми O(2) —
до сусiднього (див. рис. 3). Координацiйним полiедром внутрiшньоблочних атомiв Ba(1)
i Ва(3) також є кубооктаедр.

Необхiднiсть “зшивання” в ШПС Ba6B
V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) перовськiтоподiбних блокiв

мiж собою через зв’язки −O−Ba(2)−O− обумовлює бiльшу деформацiю зовнiшньоблоч-
них полiедрiв Ba(2)O12 у порiвняннi з внутрiшньоблочними кубооктаедрами Ва(1)О12 й
Ва(3)О12.

Таблиця 2. Деякi мiжатомнi вiдстанi та ступiнь деформацiї (∆) полiедрiв BaO12, NbO6, TaO6, SnO6 та
(Ta,Sn)O6 у кристалiчнiй структурi сполук Ba6B

V
4 SnO18

Ba6Nb4SnO18 Ba6Ta4SnO18

атоми d, нм атоми d, нм

Ba(1)−3O(3) 0,278(2) Ba(1)−3O(3) 0,271(2)
3O(1) 0,279(2) 6O(1) 0,290(2)
6O(1) 0,291(3) 3O(1) 0,318(3)

Ba(1)−Oсер 0,285 Ba(1)−Oсер 0,292

∆Ba(1)О12 5 · 10−4 ∆ Ba(1)О12 33 · 10−4

Ba(2)−3O(2)∗ 0,258(1) Ba(2)−3O(2)∗ 0,258(2)
6O(2) 0,292(2) 6O(2) 0,297(3)
3O(3) 0,328(3) 3O(3) 0,340(3)

Ba(2)−Oсер 0,2925 Ba(2)−Oсер 0,298

∆Ba(2)O12 72 · 10−4 ∆Ba(2)O12 95 · 10−4

Ba(3)−3O(2) 0,278(2) Ba(3)−3O(2) 0,259(2)
6O(3) 0,291(3) 3O(1) 0,287(2)
3O(1) 0,313(3) 6O(3) 0,291(2)

Ba(3)−Oсер 0,293 Ba(3)−Oсер 0,282

∆Ba(3)О12 19 · 10−4 ∆Ba(3)О12 23 · 10−4

Nb(1)−3O(2) 0,198(1) (Ta,Sn)(1)−3O(2) 0,199(1)
3O(3) 0,225(2) 3O(3) 0,217(2)

Nb(1)−Oсер 0,2115 (Ta,Sn)(1)−Oсер 0,208

∆Nb(1)O6 41 · 10−4 ∆(Ta,Sn)(1)O6 19 · 10−4

Nb(2)−3O(3) 0,197(2) (Ta,Sn)(2)−3O(3) 0,198(1)
3O(1) 0,216(2) 3O(1) 0,212(2)

Nb(2)−Oсер 0,2065 (Ta,Sn)(2)−Oсер 0,205

∆Nb(2)O6 21 · 10−4 ∆(Ta, Sn)(2)O6 12 · 10−4

Sn−6O(1) 0,200(3) Ta−6O(1) 0,202(2)
Sn−Oсер 0,200 Ta(3)−Oсер 0,202
∆SnO6 0 ∆Ta(3)O6 0

Пр и м i т ка. Ступiнь деформацiї полiедрiв MeОn у кристалiчнiй структурi Ba6B
V
4 SnO18 розраховували за

такою формулою: ∆ = 1/n
∑

[(Ri − R)/R]2, де Ri — вiдстанi Me−О; R — середня вiдстань Me−О; n —
координацiйне число [8].
∗Мiжблочна вiдстань (О2 — атом оксигену октаедра Me(1)О6 iз сусiднього перовськiтоподiбного блока).
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Рис. 3. Будова мiжблочної границi в шаруватiй перовськiтоподiбнiй структурi сполуки Ba6Nb4SnO18

Як показали результати уточнення структури, найбiльш iстотна вiдмiннiсть мiж ШПС
Ba6Nb4SnO18 й Ba6Ta4SnO18 полягає в характерi розподiлу атомiв типу В у межах п’яти-
шарового перовськiтоподiбного блока. В ШПС Ba6Nb4SnO18 розподiл атомiв Nb й Sn має
повнiстю упорядкований характер з локалiзацiєю атомiв Sn лише в центральнiй частинi
п’ятишарового перовськiтоподiбного блока, а атомiв нiобiю тiльки в зовнiшньоблочному
та промiжному шарах перовськiтоподiбного блока. Характер локалiзацiї атомiв Ta й Sn
у ШПС Ba6Ta4SnO18 є частково упорядкованим iз статистичним розподiлом атомiв Sn й
Та по (Ta,Sn)(1) i (Ta,Sn)(2) позицiях перовськiтоподiбного блока i розташуванням у цен-
тральнiй частинi блока лише атомiв Та (див. табл. 1).

Тенденцiя до упорядкування в iонних кристалах визначається в основному рiзницею
iонних зарядiв ∆q i радiусiв ∆RB та електронною будовою катiонiв. Оскiльки розмiр i за-
ряд iона Nb5+ однаковi з iоном Тa5+, то це дає пiдстави стверджувати, що рiзний розподiл
Sn4+, Nb5+ й Ta5+ у ШПС Ba6B

V
4 SnO18 зв’язаний в основному з електронною будовою

катiонiв Nb5+ й Ta5+. На користь цього висновку свiдчить також схожiсть характеру ло-
калiзацiї атомiв чотиривалентних елементiв у ШПС Ba6Nb4SnO18 й Ba6Nb4TiO18 [7]. Хоча
в ШПС Ba6Nb4TiO18 розподiл атомiв титану та нiобiю має частково впорядкований харак-
тер, але основна частина атомiв титану зосереджена в центральному та промiжному шарах
перовськiтоподiбного блока, а частка атомiв нiобiю є найбiльшою в зовнiшньоблочному та
промiжному шарах блока.

Зiставлення довжин зв’язкiв Me−О та ступенiв деформацiї (∆) октаедрiв MeO6 у ШПС
Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) показало, що центральнi октаедри перовськiтоподiбних блокiв

Sn(3)O6 й Ta(3)O6 є практично iдеальними (їх ∆ = 0), у той час як для октаедрiв Nb(1)О6,
Nb(2)О6, (Ta,Sn)(1)О6 та (Ta,Sn)(2)О6 характерними є досить значнi рiзницi в довжинах
зв’язкiв Me−О (0,014–0,027 нм) та величина ∆ ((12–41)10−4) (див. табл. 2). Найдеформо-
ванiшими є зовнiшньоблочнi октаедри Nb(1)О6 й (Ta,Sn)(1)О6.

Таким чином, нами встановлено можливiсть отримання перших оловомiсних п’ятиша-
рових представникiв сiмейства шаруватих сполук АnВn−1О3n складу Ba6B

V
4 SnO18 (BV–Nb,

Ta) та визначено особливостi будови їх ШПС. До їх числа насамперед слiд вiднести неста-
тистичний та значно вiдмiнний характер локалiзацiї атомiв BV й Sn у перовськiтоподiбних
блоках ШПС сполук Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta), який, безумовно, буде впливати на елект-

рофiзичнi властивостi цих сполук.
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Синтез и кристаллическая структура ниобатостанната

и танталостанната бария

Термообработкой совместноосажденных гидроксокарбонатов синтезированы соединения
Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta), методом рентгеновской дифракции на порошках определены их

кристаллические слоистые перовскитоподобные структуры (СПС). Установлена принад-
лежность кристаллических структур соединений Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) к структур-

ному типу Ba6Nb4TiO18. Параметры элементарных ячеек Ba6B
V
4 SnO18, нм: a = 0,58021(3),

c = 4,2553(3) (BV — Nb); a = 0,5798(1), c = 4,263(1) (BV — Ta), пространственная группа
R-3m. Значения факторов недостоверности RB составляют 0,061 (BV — Nb) и 0,067 (BV —
Ta). Проанализированы особенности СПС соединений Ba6B

V
4 SnO18 и установлены взаимо-

связи состав — строение СПС.

Y.A. Titov, N.M. Belyavina, V. Ya. Markiv,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine M. S. Slobodyanik, V.V. Polybinskii

Synthesis and crystal structure of barium niobatostannate and

tantalostannate

Ba6B
V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) have been synthesized by heat treatment of co-precipitated hydroxy-

carbonates, and their crystal layer perovskite-like structures (LPS) are determined by X-ray powder
diffraction. It is found that the crystal structures of Ba6B

V
4 SnO18 (BV — Nb, Ta) belong to

the Ba6Nb4TiO18-type structure. The cell constants of Ba6B
V
4 SnO18 are, nm: a = 0.58021(3),

c = 4.2553(3) (BV — Nb), a = 0.5798(1), c = 4.263(1) (BV — Ta), and the space group is
R-3m. The final RB value is equal to 0.061 (BV — Nb) and 0.067 (BV — Ta). The peculiarities
of LPS of Ba6B

V
4 SnO18 are analyzed, and the composition–constitution correlations of LPS have

been identified.
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Iндукцiя екзогенним пероксидом водню адаптивної

вiдповiдi рослин пшеницi на високотемпературний стрес

(Представлено академiком НАН України К. М. Ситником)

Показано, що екзогенний H2O2 в умовах дiї високотемпературного стресу справляє сиг-
нальну та регуляторну дiю, що виявляється у пiдвищеннi активностi ключового фер-
менту антиоксидантної системи супероксиддисмутази, стабiлiзацiї активностi аскор-
батпероксидази i каталази через регуляцiю окисно-вiдновних процесiв.

Формування адаптивної вiдповiдi вищих рослин на несприятливi умови середовища тiсно
пов’язане з процесами фотосинтезу, якi є головними джерелами активних форм кисню
(АФК) [1]. Високi температури викликають дисбаланс в роботi фотосистем, що спричиняє
окиснювальний стрес i характеризується рiзким зростанням вмiсту АФК [2]. Концентра-
цiя АФК контролюється швидкiстю продукування i iнтенсивнiстю утилiзацiї антиоксидан-
тами. Синглетний кисень до пероксиду водню (H2O2) вiдновлюється супероксиддисмутазою
(СОД) [3]. Найбiльш довгоживучою формою АФК є H2O2, який транспортується з мiсць
утворення по аквапоринових каналах на значнi вiдстанi i здатний виконувати сигнальнi
функцiї, зокрема в контролi рухiв замикальних клiтин продихiв. Ключову роль у контро-
лi метаболiзму H2O2 надають аскорбат-глутатiоновому циклу, а головним вiдновлювачем
H2O2 вважають аскорбатпероксидазу (АПО), яка функцiонує в хлоропластах [4]. В утилiза-
цiї H2O2 в цитозолi i пероксисомах головну роль вiдiграє каталаза. Останнiми рокам H2O2

розглядають як важливу сигнальну молекулу, яка бере участь у формуваннi вiдповiдi на
стрес [5, 6]. Мета дослiджень полягала у вивченнi дiї екзогенного H2O2 на рослини пшеницi
в умовах високотемпературного стресу.

Об’єктом дослiдження були рослини озимої м’якої пшеницi (Triticum aestivum L.) сорту
Столична, яку вирощували в умовах водної культури протягом 14 дiб, пiсля чого росли-
ни дослiдних варiантiв були обробленi методом обприскування 10−4 М водним розчином
H2O2. Частину оброблених i необроблених рослин прогрiвали в повiтряному термостатi
при 45 ◦С протягом 3 год. Через годину пiсля дiї високої температури та протягом нас-
тупних трьох дiб вiдбирали зразки тканин першого листка. Ендогенний H2O2 екстрагували
з гомогенiзованої з калiй-фосфатним буфером (pH 6,5) тканини, центрифугували 25 хв

© В. В. Жук, Л.М. Бацманова, М.М. Мусiєнко, 2013
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Рис. 1. Вплив високотемпературного стресу та екзогенного H2O2 на вмiст ендогенного H2O2 (а), активнiсть
СОД (б ), АПО (в) та каталази (г) в клiтинах мезофiлу листкiв пшеницi сорту Столична

при 6000 g. До супернатанту додавали 0,1% сульфат титану в 20% H2SO4 i знову цен-
трифугували 15 хв при 6000 g. Iнтенсивнiсть комплексу жовтого забарвлення вимiрювали
при 410 нм [7].

Активнiсть антиоксидантних ферментiв визначали пiсля гомогенiзацiї лискiв у 50 мМ
калiй-фосфатному буферi (pH 7,0) на холодi з додаванням 0,1 мМ ЕДТА. Гомогенат цен-
трифугували 20 хв при 12 000 g. Супернатант вiдбирали для визначення активностi фер-
ментiв [8]. Активнiсть супероксиддисмутази (СОД) (ЕС 1.15.1.1) вимiрювали фотохiмiчним
методом [9]. Одна одиниця СОД визначається як кiлькiсть ферменту, яка необхiдна для 50%
iнгiбування вiдновлення нiтросинього тетразолiю при 560 нм у присутностi рибофлавiну на
свiтлi. Активнiсть каталази (ЕС 1.11.1.6) визначали в реакцiйнiй сумiшi, яка мiстила ка-
лiй-фосфатний буфер (pH 7,0), 0,03% H2O2 i ферментний екстракт [10]. Вимiри падiння
оптичної густини H2O2 проводили при 240 нм. Активнiсть АПО (ЕС 1.11.1.11) визначали
за методом [11]. До ферментативного екстракту додавали калiй-фосфатний буфер (pH 7,0),
аскорбат у концентрацiї 0,5 мМ i запускали реакцiю додаванням 0,1 мМ H2O2. Вимiрювання
падiння оптичної густини аскорбату проводили при 290 нм.

Встановлено, що пiсля дiї високої температури збiльшувався вмiст ендогенного H2O2

вдвiчi порiвняно зi значеннями контролю (рис. 1, а). Дiя екзогенного H2O2 в оптималь-
них умовах вирощування незначно змiнювала ендогенний вмiст H2O2. В листках рослин,
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якi до прогрiву були обробленi H2O2, вмiст ендогенного H2O2 був вищим, нiж у контролi,
але нижчим, нiж у листках, якi прогрiвали без обробки. Отже, обробка рослин пшени-
цi екзогенним H2O2 до прогрiву iндукувала зменшення рiвня ендогенного H2O2 пiсля дiї
високотемпературного стресу.

Обробка рослин пшеницi H2O2 iндукувала зростання активностi антиоксидантних фер-
ментiв. Найбiльше пiдвищувалася активнiсть СОД пiсля дiї екзогенного H2O2 в оптималь-
них умовах вирощування рослин (див рис. 1, б ). Прогрiв пiдвищував активнiсть СОД на
другу та третю добу пiсля стресового перiоду. У оброблених до прогрiву H2O2 рослин актив-
нiсть СОД незначно пiдвищувалася через годину пiсля дiї стресу та iстотно зростала на тре-
тю добу вiдновного перiоду. Протягом трьох дiб активнiсть СОД у всiх дослiдних варiантах
була вищою порiвняно з контролем.

Обробка рослин H2O2 на 50% збiльшувала активнiсть АПО в оптимальних умовах
вирощування (див рис. 1, в). Однак пiсля прогрiву необроблених H2O2 рослин пшеницi
активнiсть АПО в клiтинах мезофiлу листкiв зменшувалася на 50% порiвняно з контро-
лем. У оброблених H2O2 рослин активнiсть АПО пiсля дiї високої температури зростала
на 10% порiвняно з контролем i незначно зменшувалася на другу та третю добу вiдновного
перiоду.

Активнiсть каталази в клiтинах мезофiлу першого листка в контрольному варiантi зрос-
тала бiльш нiж удвiчi протягом трьох дiб дослiду, що свiдчить про швидке старiння листка
(див. рис. 1, г). Обробка рослин H2O2 зменшувала активнiсть каталази на третю добу. Про-
грiв оброблених та необроблених H2O2 рослин спричиняв незначнi коливання активностi
каталази. Вивчення динамiки активностi каталази свiдчить про те, що екзогенний H2O2

та дiя високотемпературного стресу затримували процеси старiння клiтин мезофiлу пер-
шого листка пшеницi, якi характеризуються рiзким зростанням активностi каталази, що
переважно функцiонує в пероксисомах.

Таким чином, за допомогою екзогенного H2O2 було показано сигнальну дiю цiєї форми
АФК на фотосинтезуючi клiтини, яка виявилась у виглядi регуляцiї активностi антиокси-
дантних ферментiв за незначного впливу на ендогенний пул H2O2.
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Индукция экзогенным пероксидом водорода адаптивного ответа

растений пшеницы на высокотемпературный стресс

Показано, что экзогенный H2O2 в условиях действия високотемпературного стресса ока-
зывает сигнальное и регуляторное действие, что проявляется в повышении активнос-
ти ключевого фермента антиоксидантной системы супероксиддисмутазы, стабилизации
активности аскорбатпероксидазы и каталазы через регуляцию окислительно-восстанови-
тельных процессов.

V.V. Zhuk, L. M. Batsmanova, M. M. Mysienko

Induction of the adaptive reaction of wheat plants by exogenous

hydrogen peroxide to high temperature stress

It is shown that exogenous H2O2 under high temperature stress conditions shows the signaling and
regulation effects that increase the activity of the key enzyme of the antioxidant system, superoxide
dismutase, and stabilize the activity of ascorbate peroxidase and catalase through the regulation of
redox processes.
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Iдентифiкацiя вiрусу CyHV-3 методами електронної

мiкроскопiї та полiмеразної ланцюгової реакцiї

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Д. М. Говоруном)

Дослiджено герпесвiрус коропових риб третього типу (CyHV-3), який викликає висо-
коконтагiозну iнфекцiю у декоративного коропа коi та у коропа звичайного (Cyprinus
carpio). Були застосованi ПЛР-дiагностика та електронномiкроскопiчне дослiдження
морфологiї та репродукцiї CyHV-3 методом ультратонких зрiзiв. При електронномiк-
роскопiчному дослiдженнi очищених вiрiонiв CyHV-3 виявлено вiруснi частки такого ж
дiаметра, що й на ультратонких зрiзах уражених клiтин. Цi препарати використано
як контроль при адаптацiї методу ПЛР для дiагностики CyHV-3. Показано, що дослiд-
женi пари олiгонуклеотидних праймерiв, специфiчних до гена тимiдинкiнази CyHV-3,
амплiфiкують фрагмент ДНК вiрусу розмiром близько 400 пар нуклеотидiв. Цi прайме-
ри можуть бути використанi для експрес-дiагностики CyHV-3 в рибних господарствах
та рiчках України.

Герпесвiрус коропових риб третього типу (CyHV-3) викликає висококонтагiозну емерджент-
ну iнфекцiю як у звичайного (Cyprinus carpio), так i у декоративного коропа коi. Вперше
вiн був видiлений у коi, тому ранiше його позначали як вiрус герпесу коi (КHV). Цей вiрус
поширений у всьому свiтi i завдає великої шкоди рибним господарствам — смертнiсть риб
вiд цiєї iнфекцiї сягає 80–100% [1]. CyHV-3 зустрiчається як в аквакультурi, так i в озерах та
рiчках. Спалахи вiрусної iнфекцiї у коропiв вiдбуваються навеснi та восени при температурi
води вiд 18 до 28 ◦C [2]. Смертнiсть у коропiв розпочинається через 5–6 дiб пiсля iнфiку-
вання, ще через двi доби пiсля того вiдбувається їх масова загибель i цей рiвень смертностi
зберiгається протягом 10–12 дiб. До вiрусу бiльш сприйнятливi мальки коропа (вiком 1–3
мiсяцi), нiж дорослi риби (масою понад 230 г). Клiнiчнi ознаки захворювання у риб вияв-
ляються вже через 3 доби пiсля iнфiкування. Iнфiкованi коропи втрачають координацiю,
плавають хаотично, зазвичай вони знаходяться бiля поверхнi води. У iнфiкованих коропiв
також спостерiгається некроз зябер, запалiсть очей, наявнiсть на шкiрi бiлих цяток [3].

CyHV-3 має вузьку видову специфiчнiсть — iншi представники коропових до цього вi-
русу несприйнятливi. В експериментальних умовах до CyHV-3 виявились нечутливими бi-
лий амур (Ctenopharyngodon idella), срiблястий карась (Carassius auratus gibelio), товстоло-
бик (Hypophtalmichthys molitrix ), тiлапiя (Oreochromis niloticus) тощо [4]. Срiблястий карась
(Carassius auratus gibelio) може iнфiкуватись CyHV-3 без проявiв симптомiв захворювання,
проте його гiбриди з коi мають типовi ознаки хвороби.

Для дiагностики CyHV-3 у багатьох країнах використовують полiмеразну ланцюгову
реакцiю (ПЛР), iмуноферментний аналiз (ELISA) та метод електронної мiкроскопiї. На
сьогоднi ПЛР є найбiльш точним та чутливим методом дiагностики вiрусних захворювань
риб. Метод дає змогу виявити наявнiсть збудника, навiть якщо в пробi присутнi лише де-
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кiлька молекул його ДНК. Чутливiсть цiєї реакцiї перевищує таку в iмунохiмiчному та
iнших методах, а принцип методу дозволяє дiагностувати наявнiсть iнфекцiй зi значною
антигенною мiнливiстю. Важливi вiдомостi про структуру та морфогенез вiрусiв дає також
метод електронної мiкроскопiї.

Метою дослiдження було застосування ПЛР-дiагностики та електронномiкроскопiчного
дослiдження морфологiї та репродукцiї CyHV-3 в печiнцi та нирках звичайного коропа
методом ультратонких зрiзiв.

Матерiали та методи. Бiопробу ставили в лабораторних умовах шляхом введення
0,2 мл вiрусовмiсного розчину у черевину звичайного коропа. Риб утримували в ваннах
при кiмнатнiй температурi протягом 10 дiб.

Для очистки CyHV-3 застосовували метод ультрацентрифугування в градiєнтi щiльнос-
тi сахарози. Очищений вiрус був використаний для розробки дiагностики герпесвiрусної
iнфекцiї коропових риб на основi ПЛР.

Електронномiкроскопiчне дослiдження. Для виготовлення ультратонких зрiзiв нирки
та печiнку хворих риб фiксували в 1%-му розчинi ОsO4, доведеному до pH 7,0 за допомо-
гою 0,1 М фосфатного буфера. Пiсля фарбування 0,5%-м водним розчином уранiлацетату
матерiал зневоднювали, проводили крiзь етанол та ацетон i вмiщували в епоксидну смолу.
Ультратонкi зрiзи фарбували цитратом свинцю. Одержанi таким чином препарати вивчали
на електронному мiкроскопi JEM-100B при iнструментальному збiльшеннi 20000 разiв.

Видiлення ДНК. Загальну ДНК видiляли iз зябер та нирок iнфiкованих коропiв. До
100 мкл приготовленого на фосфатному буферi (pH 7,4) гомогенату додавали 500 мкл лiзую-
чого буферу (10 мМ трис-HCl, pH 8,0, 0,1 М NaCl, 25 мМ EДTA, 0,5% ДСН) та протеїназу
К, ретельно перемiшували та iнкубували 2 год при 37 ◦С. ДНК екстрагували фенолом та
центрифугували 5 хв при 13 000 об/хв. Надосадову рiдину вiдбирали та проводили повторну
екстракцiю ДНК сумiшшю хлороформ — iзоамiловий спирт (24 : 1). Потiм надосадову
рiдину вiдбирали та додавали 0,1 об’єм розчину 3 М ацетату натрiю (pH 5,2) та 2,5 об’єми
охолодженого до −20 ◦С абсолютного етанолу. Преципiтацiю ДНК проводили при кiмнатнiй
температурi протягом 1 год. Пiсля цього осаджували ДНК на мiкроцентрифузi при 13 000
об/хв протягом 10 хв. Осад ДНК промивали 70% етанолом. ДНК розчиняли в ТЕ-буферi
(10 мМ трис-HCl, 1 мМ EДTA, pH 7,5) або у деiонiзованiй водi [5].

Для iдентифiкацiї вiрусу методом ПЛР використовували олiгонуклеотиднi праймери,
специфiчнi до дiлянки гена тимiдинкiнази CyHV-3 [6]. Послiдовнiсть олiгонуклеотидiв була
такою: TKf 5′-GGGTTACCTGTACGAG-3′ та TKr 5′-CACCCAGTAGATTATGC-3′ . Визна-
чення специфiчностi праймерiв та їхнiх фiзичних властивостей проводили за допомогою
програмного забезпечення VectorNTI10 та онлайн-сервiсу BLAST.

Амплiфiкацiя дiлянки гена тимiдинкiнази CyHV-3 включала один цикл попередньої де-
натурацiї ДНК при 94 ◦С протягом 5 хв, 40 циклiв денатурацiї при 95 ◦С (1 хв), вiджигу
праймерiв при 55 ◦С (1 хв), синтезу при 72 ◦С (1 хв) та додатковий цикл синтезу в кiнцi
реакцiї при 72 ◦С (10 хв). Пiсля амплiфiкацiї продукти реакцiї аналiзували в 2% агарозно-
му гелi. По закiнченнi електрофорезу гель фарбували бромистим етидiєм та спостерiгали
результати пiд ультрафiолетовим трансiлюмiнатором.

Результати та обговорення. Iнфiкованi CyHV-3 коропи при вiзуальному обстеженнi
мали виснажений вигляд, на шкiрi у них були наявнi яскраво вираженi бiлi плями. Очi в ура-
жених риб були запалi, риби iнтенсивно видiляли у воду слиз. У хворих коропiв вiдмiчено
iнтенсивний некроз зябер (рис. 1). На розтинi у них виявився нефрит та iншi патологiчнi
ознаки, обумовленi вторинними бактерiальними iнфекцiями.
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Рис. 1. Зябра коропа коi, ураженi CyHV-3

Рис. 2. Ультратонкий зрiз нирок коропа коi, ураженого CyHV-3.
а — ущiльнення хроматинового матерiалу в ядрi, в перинуклеарнiй зонi розташованi вiруснi частки (стрiл-
ки); б — вiруснi частки в цитоплазмi iнфiкованих клiтин, дiаметр вiрiонiв 120 нм

При електронномiкроскопiчних дослiдженнях в ядрах клiтин нирок хворих коропiв спо-
стерiгалось ущiльнення хроматинового матерiалу. В перинуклеарнiй зонi виявленi вiрiони
дiаметром 120 нм. Здебiльшого вiруснi частки були розташованi мiж внутрiшнiм та зовнiш-
нiм листками ядерної мембрани (рис. 2, а).

У цитоплазмi уражених клiтин нирок коропа, в яку iз ядра проникають нуклеокапсиди,
були розширенi канальцi гранулярного ендоплазматичного ретикулума i спостерiгались вi-
руснi частки, загорнутi в мембрани. Мiтохондрiї уражених клiтин мали видовжену форму
(див. рис. 2, б ), багато мiтохондрiальних крист були зруйнованi.

Для вiрусiв герпесу встановлено, що реплiкацiя вiрусної ДНК вiдбувається в ядрi, пiсля
чого вона вмонтовується у вiрусний капсид i залишає ядро шляхом вип’ячування через
внутрiшню ядерну мембрану. При цьому вiрiони розташовуються в перинуклеарнiй зонi.
Пiсля цього первинна оболонка вiрусу зливається iз зовнiшнiм листком ядерної мембрани
i вiрiони опиняються в цитоплазмi [7]. На наступному етапi вони одягають на себе ще одну
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Рис. 3. Електрофореграма фрагментiв ДНК CyHV-3, амплiфiкованих за допомогою праймерiв, специфiчних
до гена тимiдинкiнази: ДНК видiлена iз зябер (1 ) та нирок (2 ) iнфiкованих коропiв; М — ДНК-маркер

оболонку, яка походить iз везикул Гольджi. Отриманi нами результати свiдчать про те, що
репродукцiя CyHV-3 вiдбувається за сценарiєм, схожим для всiх вiрусiв герпесу.

При електронномiкроскопiчному дослiдженнi очищених вiрiонiв CyHV-3 були виявле-
нi вiруснi частки такого ж дiаметра, що й на ультратонких зрiзах уражених клiтин. Цi
препарати були використанi нами як контроль при адаптацiї методу ПЛР для дiагностики
CyHV-3.

Як показали результати дослiджень, вибранi пари олiгонуклеотидних праймерiв, спе-
цифiчних до гена тимiдинкiнази CyHV-3, амплiфiкували фрагмент ДНК вiрусу розмiром
близько 400 пар нуклеотидiв. За допомогою ПЛР було iдентифiковано вiрус у зразках зя-
бер та нирок iнфiкованого коропа (рис. 3).

Вiдомо, що своєчасне виявлення симптомiв у хворої риби та проведення експрес-дiаг-
ностики запобiгають епiзоотiям та масовiй смертностi об’єктiв аквакультури. На сьогоднi
ПЛР є найбiльш точним та чутливим методом дiагностики вiрусних iнфекцiй. Швидке по-
ширення в останнi роки CyHV-3 по всьому свiту обумовлене тим, що декоративний короп
має широкий попит серед акварiумiстiв i є предметом iнтенсивної торгiвлi [8]. Незважаючи
на те що на фiрмi KoVax Ltd (Iзраїль) розроблена вакцина для профiлактики CyHV-3 [9],
вiн продовжує поширюватись по всьому свiтi. В останнi роки цей вiрус виявлений у сусiд-
нiх країнах — Польщi, Румунiї та Чехiї [8], i вiн являє собою реальну загрозу для рибних
господарств нашої країни.

Тому вибранi олiгонуклеотиднi праймери можуть бути використанi для експрес-дiагно-
стики CyHV-3 в рибних господарствах та рiчках України. Профiлактична вакцинацiя здо-
рової риби дозволить уникнути значних економiчних втрат у рибних господарствах.
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Идентификация вируса CyHV-3 методами электронной микроскопии

и полимеразной цепной реакции

Исследован герпесвирус карповых рыб третьего типа (CyHV-3), который вызывает високо-
контагиозную инфекцию у декоративного карпа кои и у карпа обычного (Cyprinus carpio).
Применяли ПЦР-диагностику и электронномикроскопическое исследование морфологии и ре-
продукции CyHV-3 методом ультратонких срезов. При электронномикроскопическом иссле-
довании очищенных вирионов CyHV-3 обнаружены вирусные частички такого же диаметра,
как и на ультратонких срезах пораженных клеток. Эти препараты использованы в качест-
ве контроля при адаптации метода ПЦР для диагностики CyHV-3. Показано выбранные
пары олигонуклеотидных праймеров, специфических к гену тимидинкиназы CyHV-3, ам-
плифицировали фрагмент ДНК вируса размером примерно 400 пар нуклеотидов. Эти прай-
меры могут быть использованы для експресс-диагностики CyHV-3 в рыбных хозяйствах
и речках Украины.

M. I. Maistrenko, Y.P. Rud, N.M. Matvienko, L. S. Holodna, L. P. Buchackii

Identification of CyHV-3 virus by the methods of electron microscopy

and PCR

The carp herpes virus type III (CyHV-3), which causes the highly contagious infection of ornamental
koi carp and common carp (Cyprinus carpio), is investigated. The goal of this research was to use
the method of PCR for virus diagnostics and electron microscopy of purified virions and ultra
thin sections of infected tissue for the investigation of CyHV-3 morphology and reproduction. It
is shown that purified CyHV-3 viral particles have the same size as that in ultrathin sections of
infected cells. These samples were used as a control in PCR for CyHV-3 diagnostics. We selected
a pair of oligonucleotide primers specific to the thymidine kinase gene of CyHV-3, which amplified
virus DNA fragment of approximately 400 base pairs. These primers can be used for the CyHV-3
virus rapid diagnostics at fish farms and rivers of Ukraine.
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Изучена возможность торможения развития локального рентгеновского ожога 3-й
степени объемной аутотрансплантацией фибробластов. Показано, что у морских сви-
нок глубокое введение в зону ожога аутофибробластов через 1 ч, а затем каждые 24 ч
после облучения в течение 21 сут существенно уменьшает размеры поражения, сни-
жает степень воспалительных процессов, тормозит деструкцию соединительноткан-
ного матрикса и образование лучевой язвы.

Лучевые ожоги — тяжелейшие поражения тканей, для которых характерны отдаленные по-
следствия, заключающиеся в развитии язв, не заживающих самостоятельно, а в некоторых
случаях — в развитии рака кожи. Существующие методы лечения лучевых ожогов (фарма-
кологические и хирургические) являются, в сущности, методами “позднего реагирования”,
когда поражение имеет клинические проявления или вступает в хроническую стадию [1].
Один из путей решения этой проблемы состоит в торможении развития ожога на ранних
этапах его формирования, что позволит более эффективно использовать стандартные ме-
тоды для дальнейшего лечения.

Целью исследования было изучение возможности торможения развития лучевых ожогов
аутотрансплантацией фибробластов в зону поражения сразу же после облучения.

Исследования проведены на морских свинках-самцах массой 350–450 г. Животные были
разделены на три группы по семь особей в каждой: I — контрольная; II — облученные без
аутотрансплантации фибробластов; III — облученные с аутотрансплантацией фибробластов.

Для получения аутофибробластов из выбритого участка кожи на бедре правой задней
лапы каждого животного под эфирным наркозом брали четыре биоптата площадью (2 ×
× 2,5) мм2 и толщиной 1 мм. Наработку клеточной массы проводили по стандартному
протоколу [2]. В эксперименте использовали фибробласты 4-го пассажа, которые хранили
в жидком азоте в среде с 70% ДМЕМ, 20% фетальной сыворотки и 10% ДМСО.
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Рис. 1. Влияние аутотрансплантации фибробластами на развитие лучевого ожога и лучевой язвы
у морских свинок: А — облучение; Б — облучение с аутотрансплантацией

А

Б

Рис. 2. Влияние аутотрансплантации фибробластами на временные изменения общей площади
лучевого ожога и площади лучевой язвы у морских свинок.
* Достоверно (P < 0,05) относительно облучения и предыдущего значения площади

5 мм

5 мм



Микрораны после биопсии затягивались на 2-е сутки, а на 15-е сутки целостность кожи
полностью восстанавливалась.

Лучевой ожог животным II и III групп производили на 32-е сутки после биопсии под
эфирным наркозом, облучая выбритый участок кожи площадью 1,5 см2 на бедре левой зад-
ней лапы рентгеновским излучением дозой 60 Гр на установке УРС-55 (Сu анод, U = 40 кВ,
Ja = 5 мA, мощность излучения 4,25 Гр/мин). В этих условиях облучения радиационное
поражение соответствовало третьей степени лучевого ожога [3].

Через 1 ч после облучения, а затем каждые 24 ч животным III группы по периметру
зоны облучения под углом 45◦ к ее центру делали шесть подкожных инъекций на глубину
1 мм. Каждая инъекция объемом 100 мкл представляла собой суспензию из (200÷210) ·103
аутофибробластов с содержанием живых клеток 80–85%.

Перед каждым введением аутофибробластов по фотографиям зоны облучения у жи-
вотных II и III групп с помощью программы Jmage J 1.45s подсчитывали общую площадь
лучевого ожога и площадь лучевой язвы.

На 22-е сутки животных всех групп декапитировали под тиопенталом натрия и иммуно-
ферментным методом (наборы DRG, Германия) измеряли концентрацию провоспалитель-
ных (IL-1, IL-2, TNF-α) и противовоспалительных (IL-4, IL-10) интерлейкинов в сыворотке
крови, а у животных II и III групп также и в гомогенатах ожоговых участков кожи.

Состояние межклеточного матрикса в ожоговых участках оценивали с помощью гисто-
логических методов, определяя площади, занятые нативным и деградированным коллаге-
ном [4], гликозаминогликанами [5, 6], погибшими и живыми клетками [7], коллагеном I типа
(FITC-конъюгированные моноклональные антитела Invitrogen). Статистическую обработку
результатов проводили с использованием критерия Манна–Уитни [8].

У животных II группы к концу 1-х суток после облучения появилась выраженная гипе-
ремия облученного участка кожи, которая развивалась и на 10-е сутки эта область упло-
тнилась и начала покрываться струпом. На 21-е сутки в зоне облучения развился дефект,
представляющий собой покрытый коричневым струпом участок некроза кожи и более глу-
боко расположенных под ним тканей — так называемую сухую язву. Общая площадь ожога
к этому времени значительно увеличилась. Никаких признаков заживления лучевого ожога
не наблюдалось. В то же время у животных III группы развитие этих процессов значительно
замедлилось. На рис. 1 приведены фотографии, иллюстрирующие этот эффект.

Анализ численных значений обнаруженного эффекта (рис. 2) показывает, что общая
площадь ожога при аутотрансплантации все время наблюдения остается меньшей, чем без
нее, а с 12-х суток перестает увеличиваться. На 21-е сутки она составляет 75% площади
ожога, который развивался без торможения аутотрансплантацией.

Еще эффективнее влияет аутотрансплантация фибробластами на развитие лучевой
язвы. При введении аутофибробластов в зону облучения площадь язвы увеличивается
только до 9-х суток, после чего начинает уменьшаться. При этом на 9-е сутки она состав-
ляет 15%, а на 2-е сутки — только 4% площади язвы, развивающейся без аутотрансплан-
тации фибробластами.

Согласно данным о влиянии аутотрансплантации на динамику изменения гистологичес-
ких показателей области поражения и интенсивности воспалительного процесса (табл. 1, 2),
наблюдаемый эффект торможения определяется меньшим количеством погибших соеди-
нительнотканных клеток и, соответственно, меньшей степенью нарушения строения меж-
клеточного матрикса. Гистологические характеристики зоны лучевого ожога при введении
в нее аутофибробластов приближаются к норме. К 21-м суткам у животных, которым вво-
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Таблица 1. Влияние аутотрансплантации фибробластами на площадь, занимаемую клетками и биополиме-
рами матрикса соединительной ткани морских свинок в зоне лучевого ожога на 21-е сутки после облуче-
ния, %

Вариант опыта

Количество
живых
клеток

Общий
нативный
коллаген

Коллаген
I типа

Деградиро-
ванный

коллаген

Гликозамино-
гликаны

Контроль 21,6 ± 1,2 37,2± 1,4 34,7± 1,3 4,2± 0,4 22,8 ± 1,4

Облучение 12,2 ± 0,8∗ 25,0± 1,4∗ 22,1± 1,0∗ 17,3 ± 0,7∗ 10,5 ± 0,7∗

Облучение с ауто-

трансплантацией 15,6 ± 1,2∗ 31,6± 1,2∗ 29,3± 1,1∗ 11,0 ± 0,7∗ 27,1 ± 1,0∗

∗Достоверно (p < 0,05) по отношению к предыдущему показателю.

Таблица 2. Влияние аутотрансплантации фибробластами на концентрацию про- и противовоспалительных
интерлейкинов в крови (пкг/мл) и коже (пкг/г белка) морских свинок в зоне лучевого ожога на 21-е сутки
после облучения

Вариант опыта IL-1β IL-2 TNF-α IL-4 IL-10

Кровь

Контроль 7,45 ± 0,34 14,08 ± 1,22 1,16 ± 0,09 20,37 ± 1,28 2,64 ± 0,11

Облучение 12,05 ± 0,19∗ 32,30 ± 0,31∗ 4,60 ± 0,12∗ 19,02 ± 1,31 3,09 ± 0,49

Облучение с ауто- 5,05 ± 0,36∗∗ 7,03± 0,24∗∗ 1,63 ± 0,21∗∗ 30,42 ± 1,48∗∗ 22,09 ± 0,09∗∗

трансплантацией

Кожа

Контроль 0,00 0,00 0,27 ± 0,09 6,38± 0,47 1,38 ± 0,07

Облучение 66,30 ± 3,99∗ 20,48 ± 1,37∗ 120,00 ± 3,50∗ 14,02 ± 0,31∗ 10,68 ± 0,05∗

Облучение с ауто-

трансплантацией 15,41 ± 1,71∗∗ 8,22± 1,04∗∗ 4,53 ± 0,21∗∗ 11,08 ± 0,11∗∗ 12,27 ± 0,14∗∗

∗Достоверно (p 6 0,01) по сравнению с контрольной группой.
∗∗Достоверно (p 6 0,01) по сравнению с контрольной группой и группой животных, облученных без ауто-
трансплантации.

дили аутофибробласты, практически нормализуются и воспалительные процессы, о чем
свидетельствует приближение концентраций про- и противовоспалительных интерлейки-
нов к значениям, характерным для необлученных животных I группы (см. табл. 2).

Таким образом, полученные результаты свидетельствуют о реальной возможности на
ранних этапах тормозить развитие лучевых ожогов кожи объемной аутотрансплантацией
фибробластов.
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Ю.Г. Кот, К.В. Кот, Є. Е. Перський, Г. В. Полiкарпова, Л. В. Алтухова

Гальмування розвитку локального променевого опiку об’ємною

аутотрансплантацiєю фiбробластiв

Вивчено можливiсть гальмування розвитку локального рентгенiвського опiку 3-го ступе-
ня об’ємною аутотрансплантацiєю фiбробластiв. Показано, що у морських свинок глибоке
введення в зону опiку аутофiбробластiв через 1 год, а потiм кожнi 24 год пiсля опромiнення
протягом 21 доби iстотно зменшує розмiри ушкодження, знижує ступiнь запальних про-
цесiв, гальмує деструкцiю сполучнотканинного матриксу i утворення променевої виразки.

Yu.G. Kot, K.V. Kot, Ye. E. Persky, A.V. Polikarpova, L.V. Altuhova

Inhibition of local radiation burn development by volume fibroblast

autotransplantation

The possibility of the local third degree X-ray burn inhibition by volume autotransplantation of
fibroblasts is studied. It is shown that, in guinea pigs, a deep injection of autofibroblasts into a
zone of burn in 1 hour and then every 24 hours after the irradiation during 21 days significantly
decreases the size of damage, reduces inflammatory processes, and inhibits the destruction of a
connective tissue matrix and the formation of radiation ulcers.
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Член-кореспондент НААН України С. Д. Мельничук, В. С. Морозова,

С.В. Хижняк, В.М. Войцiцький

Показники окисного фосфорилювання мiтохондрiй

кардiомiоцитiв щурiв за умов штучного гiпобiозу

(Представлено академiком НАН України С.В. Комiсаренком)

Дослiджено дихальну i фосфорилюючу активнiсть мiтохондрiй кардiомiоцитiв щурiв за
умов штучного гiпобiозу. При використаннi двох субстратiв окиснення (сукцинату та
малату) показано зниження швидкостi поглинання кисню мiтохондрiями. Встановлено
часткове роз’єднання процесу спряження окиснення i фосфорилювання при використаннi
малату i не виявлено такого при використаннi сукцинату. Цi данi, а також результа-
ти з визначення активностi ферментiв дихального ланцюга дають змогу припустити
переключення мiтохондрiй кардiомiоцитiв на сукцинатний тип тканинного дихання,
який реалiзується при рiзних стрес-реакцiях, у тому числi за умов дослiдження.

Життєдiяльнiсть органiзмiв забезпечує сукупнiсть процесiв перетворення енергiї, що вiдбу-
ваються в клiтинах органiзму. Значну роль в цьому вiдiграють енергоперетворюючi мемб-
рани, а саме внутрiшнi мембрани мiтохондрiй, за рахунок функцiонування спецiальних
ферментних систем (оксидоредуктаз), якi формують електронтранспортний (дихальний)
ланцюг, а також зворотної Н+-АТФази [1, 2].

Мiтохондрiї — є основними споживачами кисню i виробниками бiльшої частини енергiї
в клiтинi. Важливу роль при переходi тварин до стану зимової сплячки (гiбернацiї) вiдi-
грають процеси, що вiдбуваються в мiтохондрiях [3]. Встановлено, що iзольованi мiтохондрiї
кардiомiоцитiв гiбернуючих тварин мають значно знижену порiвняно з мiтохондрiями го-
мойотермних тварин швидкiсть дихання у всiх метаболiчних станах. Водночас, у тварин-гi-
бернантiв, на вiдмiну вiд iнших ссавцiв, при зниженнi температури до 7 ◦С зберiгається
судинна авторегуляцiя, серце зберiгає здатнiсть до скорочення [4].

Мiтохондрiї чутливi до будь-якого впливу, особливо до кисневої недостатностi. Первин-
ною їх реакцiєю є пригнiчення окисного фосфорилювання [2], який дає змогу аеробним
органiзмам уловлювати значну частку енергiї окиснення субстратiв. Дослiдження функ-
цiонального стану дихального ланцюга мiтохондрiй широко використовують для вивчення
енергетичного обмiну в рiзних фiзiологiчних станах органiзму [5].

Враховуючи, що на сьогоднi важливим методом зниження функцiональної активностi
серця при хiрургiчних втручаннях є гiпотермiя [6], яка на клiтинному рiвнi призводить до
енергетичного виснаження, дослiдження можливих шляхiв тривалого зниження функцiй
серця вбачається однiєю з важливих задач кардiохiрургiї. Зниження температури органiзму
на фонi гiперкапнiї та гiпоксiї, що спостерiгається в умовах штучного гiпобiозу, потребує
дослiдження перебiгу бiоенергетичних процесiв у клiтинах рiзних органiв, у тому числi
кардiомiоцитах.

Мета дослiдження полягала у вивченнi дихальної i фосфорилюючої активностi мiтохонд-
рiй кардiомiоцитiв щурiв у станi штучного гiпобiозу.
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Матерiали i методи. Експерименти проводили вiдповiдно до вимог “Європейської кон-
венцiї про захист хребетних тварин, якi використовуються з експериментальною та iншою
науковою метою” (Страсбург, 1985), за загальними етичними принципами експериментiв на
тваринах, ухваленими Першим нацiональним конгресом України з бiоетики (2001 р.).

У дослiдах використовували бiлих безпородних щурiв-самцiв масою 180–200 г, яких
утримували в стандартних умовах вiварiю. Щурiв роздiлили на двi групи (по сiм особин
у кожнiй): I — контрольнi тварини; II — тварини у станi гiпобiозу. Стан штучного гiпобiо-
зу створювали за методикою Бахметьєва–Джайя–Анжуса, яка детально описана в [7]. Для
введення в стан штучного гiпобiозу тварин помiщали в герметично закриту камеру об’ємом
3 дм3, температура в камерi становила 3–4 ◦С. Протягом перебування тварин у камерi за
таких умов змiнюється як температура, так i склад газового середовища: розвивається гi-
перкапнiя (зростає вмiст вуглекислого газу) та гiпоксiя (зменшується рiвень кисню). Через
3–3,5 год залежно вiд iндивiдуальних особливостей у тварин знижується ректальна темпе-
ратура з 37 ◦С до 17 ◦С, зменшується частота серцевих скорочень з 380 до 80 ударiв за хви-
лину, повнiстю втрачається рухомiсть, реакцiя на больовий подразник та зникає рефлекс на
положення, що свiдчить про розвиток стану штучного гiпобiозу. Тварин контрольної групи
та в станi штучного гiпобiозу пiддавали декапiтацiї.

Препарати мiтохондрiй кардiомiоцитiв отримували методом диференцiального центри-
фугування [8], а пiсля їх заморожування–вiдтаювання i подальшого центрифугування одер-
жували субмiтохондрiальнi частинки — препарати внутрiшньої мембрани мiтохондрiй [9].
Вмiст бiлка в дослiджуваних препаратах визначали методом Лоурi i спiвавт. [10]. Iнтен-
сивнiсть дихання мiтохондрiй реєстрували за допомогою полярографа LP-7 у термоста-
тованiй кюветi з використанням платинового електрода [9]. Середовище iнкубацiї мiс-
тило 150 ммоль/л сахарози, 50 ммоль/л КСl, 3 ммоль/л MgCl2, 5 ммоль/л КН2РО4,
5 ммоль/л трис-HCl буфер (pH 7,4). Дихання стимулювали додаванням аденозиндифо-
сфату (АДФ) (кiнцева концентрацiя 200 нмоль/л). Як субстрати окиснення використову-
вали малат чи сукцинат у кiнцевiй концентрацiї 10 ммоль/л. За отриманими полярогра-
мами iдентифiкували енергетичний стан мiтохондрiй за Чансом [11] i розраховували швид-
кiсть дихання в цих станах: стан 2 — “вiльний” (V S

4 ); стан 3 — АДФ-стимульоване дихан-
ня, або “активний” (V3); 4 — “контрольований” (V АТФ

4 ); Vф — швидкiсть фосфорилювання
АДФ. Розраховували також швидкiсть дихання мiтохондрiй в умовах роз’єднання окисно-
го фосфорилювання 2,4-динiтрофенолом (2,4-ДНФ) — VДНФ, дихальний контроль (ДК) —
V3/V

АТФ
4 , ефективнiсть фосфорилювання доданого АДФ — АДФ/О, а також показник, що

характеризує активнiсть АТФ-гiдролазних реакцiй мiтохондрiй — V S
4 /V

АТФ
4 .

Визначення активностi сукцинат-КоQ-оксидоредуктази (ЕС 1.3.99.1.) та цитохромокси-
дази (ЕС 1.9.3.1.) в препаратах внутрiшньої мембрани мiтохондрiй проводили спектрофо-
тометрично згiдно з рекомендацiями [12].

Експериментальнi данi обробляли загальноприйнятими методами варiацiйної статисти-
ки. Вiрогiднiсть вiдмiнностей мiж показниками експериментальної i контрольної груп оцi-
нювали за t-критерiєм Стьюдента.

Результати та їх обговорення. Використання екзогенного субстрату дихального лан-
цюга мiтохондрiй — малату дає змогу оцiнити функцiонування всiх дiлянок спряження
окисного фосфорилювання в умовах експерименту. Згiдно з результатами проведених до-
слiджень показникiв дихальної активностi за умов штучного гiпобiозу (табл. 1), величина
V S
4 , що характеризує швидкiсть поглинання кисню при додаваннi до суспензiї мiтохондрiй

субстрату окиснення, зменшується в середньому у 2,4 раза порiвняно з контролем. Пока-
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Таблиця 1. Показники iнтенсивностi дихальної та фосфорилюючої активностi мiтохондрiй кардiомiоцитiв щурiв у контролi та за умов штучного
гiпобiозу (M ±m, n = 7)

Умови
дослiду

V S
4 , мкатом

О2/(хв · мг
бiлка)

V3, мкатом
О2/(хв · мг

бiлка)

V АТФ
4 , мкатом
О2/(хв · мг

бiлка)

Vф, мкатом
О2/(хв · мг

бiлка)

VДНФ, мкатом
О2/(хв · мг

бiлка)
АДФ/O ДК V S

4 /V АТФ
4

Субстрат малат

Контроль 0,052 ± 0,003 0,146 ± 0,012 0,041 ± 0,006 0,493 ± 0,025 0,195 ± 0,011 2,192 ± 0,129 3,784 ± 0,468 1,364 ± 0,213
Гiпобiоз 0,022 ± 0,003∗ 0,059 ± 0,002∗ 0,021 ± 0,003∗ 0,238 ± 0,017∗ 0,089 ± 0,006∗ 1,753 ± 0,055∗ 2,922 ± 0,424∗ 1,068 ± 0,104∗

Субстрат сукцинат

Контроль 0,031 ± 0,005 0,097 ± 0,006 0,022 ± 0,003 0,316 ± 0,032 0,127 ± 0,008 1,447 ± 0,041 4,408 ± 0,368 1,326 ± 0,096
Гiпобiоз 0,016 ± 0,003∗ 0,047 ± 0,004∗ 0,011 ± 0,002∗ 0,211 ± 0,031∗ 0,057 ± 0,003∗ 1,094 ± 0,028∗ 4,466 ± 0,593 1,424 ± 0,125

Пр и м i т ка. V S
4 — iнтенсивнiсть дихання в станi 2 (до мiтохондрiй доданий екзогенний субстрат, але немає акцептора фосфату); V3— iнтенсивнiсть

дихання в станi 3 (мiтохондрiї з субстратом окиснення i АДФ); V АТФ
4 — iнтенсивнiсть дихання в станi 4 (у системi вичерпується доданий акцептор

фосфату, але концентрацiя субстратiв окиснення продовжує залишатися високою); VДНФ — iнтенсивнiсть дихання мiтохондрiй за умов дiї роз’єд-
нувача окисного фосфорилювання 2,4-динiтрофенолу; Vф — швидкiсть фосфорилювання мiтохондрiй; ДК — дихальний контроль (V3/V

АТФ
4 );

АДФ/О — ефективнiсть фосфорилювання доданого АДФ, що вiдповiдає коефiцiєнту Р/О; V S
4 /V АТФ

4 — характеризує активнiсть АТФ-гiдролазних
реакцiй мiтохондрiй.
∗P 6 0,05 вiдносно контролю.
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зники споживання кисню при додаваннi в реакцiйну сумiш АДФ (V3) i пiсля повного його
фосфорилювання (V АТФ

4 ) при цьому також знижуються в 2,5 i 2,0 раза вiдповiдно. По-
казник швидкостi дихання мiтохондрiй в умовах роз’єднання окисного фосфорилювання
(VДНФ) зменшується в 2,2 раза, а швидкостi фосфорилювання (Vф) — в 2,1 раза порiвня-
но з контролем. Отриманi результати свiдчать про зниження швидкостi поглинання кисню
мiтохондрiями кардiомiоцитiв за умов гiпобiозу.

Використовуючи як субстрат окиснення сукцинат, можна оцiнити функцiональний стан
комплексiв дихального ланцюга сукцинат-КоQ-оксидоредуктази, КоQ-цитохром c-оксидо-
редуктази та цитохромоксидази. Аналiз отриманих результатiв (див. табл. 1) свiдчить про
те, що iнтенсивнiсть дихання мiтохондрiй (V S

4 ), швидкiсть активного окиснення сукцинату
(V3), швидкiсть “контрольованого” окиснення (V АТФ

4 ) у станi штучного гiпобiозу вiрогiдно
знижуються в середньому в 1,9; 2,1; 2,0 раза вiдповiдно порiвняно з контролем. Швидкiсть
дихання в станi роз’єднання (VДНФ) i швидкiсть фосфорилювання Vф в умовах експеримен-
ту також зменшуються в 2,2 i 1,5 раза вiдповiдно. Таким чином, при використаннi сукци-
нату, як i малату, спостерiгається зменшення швидкостi поглинання кисню мiтохондрiями
кардiмiоцитiв (за умов гiпобiозу), що може бути обумовлено дисфункцiєю дихального лан-
цюга.

При використаннi як субстрату малату величина АДФ/О зменшується в середньому на
20%, а коефiцiєнт ДК — на 23% порiвняно з контролем. З урахуванням того, що величи-
ни показника АДФ/О та ДК залишаються на досить високому рiвнi (див. табл. 1), можна
стверджувати лише про часткове роз’єднання процесу спряження окиснення i фосфорилю-
вання в мiтохондрiях за цих умов.

У той же час при використаннi сукцинату значення показника АДФ/О зменшується
в середньому на 24%, а величини коефiцiєнта ДК не змiнюються вiдносно контролю. Тобто
роз’єднання спряження процесiв окисного фосфорилювання не вiдбувається, як це мало
мiсце при використаннi малату. Можливо, це пояснюється переключенням мiтохондрiй на
сукцинатний тип тканинного дихання — це механiзм домiнування окиснення бурштинової
кислоти ферментами дихального ланцюга, який реалiзується при рiзних стрес-реакцiях,
у тому числi холодовому стресi та за рiзноманiтних екстремальних умов для пiдтримання
високого температурного рiвня життя [13].

Величина показника гiдролiзуючої активностi Н+-АТФази (V S
4 /V

АТФ
4 ) при використаннi

малату зменшується на 22% вiдносно контролю, а при використаннi сукцинату iстотно не
змiнюється (див. табл. 1).

Для оцiнки функцiональної активностi дихального ланцюга мiтохондрiй кардiомiоци-
тiв щурiв визначали активнiсть ферментiв дихального ланцюга препаратiв внутрiшньої
мембрани мiтохондрiй: сукцинат-КоQ-оксидоредуктази та цитохромоксидази (рис. 1). За
умов штучного гiпобiозу активнiсть сукцинат-КоQ-оксидоредуктази (II комплексу дихаль-
ного ланцюга) в мембранних препаратах збiльшується на 65% (172,8 ± 16,1 та 284,9 ± 25,2
нмоль ферицiанiду/(хв · мг бiлка) (P 6 0,05) у контролi та за умов гiпобiозу вiдповiдно).
Активнiсть цитохромоксидази (IV комплексу дихального ланцюга) в мембранних препара-
тах змiнюється недостовiрно (28,5± 2,5 та 23,8± 2,1 мкмоль ок. цитохрому c/(хв ·мг бiлка)
у контролi та за умов гiпобiозу вiдповiдно).

Аналiзуючи отриманi результати вiдзначимо, що за умов штучного гiпобiозу при вико-
ристаннi як субстрату малату вiдбувається часткове роз’єднання процесу спряження окис-
нення i фосфорилювання в мiтохондрiях кардiомiоцитiв щурiв, чого не спостерiгається при
використаннi сукцинату. Тому можна припустити пригнiчення функцiональної активностi
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Рис. 1. Ферментативна активнiсть препаратiв внутрiшньої мембрани мiтохондрiй кардiомiоцитiв щурiв
у контролi та за умов штучного гiпобiозу (% вiдносно контролю).
∗P 6 0,05 вiдносно контролю

першої ланки спряження окиснення та фосфорилювання дихального ланцюга з урахуван-
ням, що при цьому не виявлено змiн функцiональної активностi кiнцевої ланки спряження.
Отриманi результати є пiдтвердженням можливостi ендогенного регулювання гiпобiозу за
рахунок модифiкацiї функцiональної активностi окремих ланок дихального ланцюга мiто-
хондрiй, наприклад, як i при використаннi iнгiбiторiв дихального ланцюга [3].

Крiм того, виявлене пiдвищення сукцинат-КоQ-оксидоредуктазної активностi мембран-
них препаратiв вказує на можливiсть переключення кардiомiоцитiв на сукцинатний тип
тканинного дихання, який зумовлює пiдтримання необхiдного енергозабезпечення, оскiль-
ки серце має функцiонувати в достатньому режимi, у тому числi за умов гiпобiозу. Мо-
жливо, це обумовлює i вiдсутнiсть iстотних змiн АТФ-гiдролазної активностi, що свiдчить
про достатнiсть утворення енергiї за таких умов. Часткове iнгiбування процесiв окисного
фосфорилювання в кардiомiоцитах, можливо, пов’язано не з переходом функцiонування
мiтохондрiй у режим теплопостачання [1], а зi зменшенням частоти серцевих скорочень i,
вiдповiдно, зi зменшенням потреби в АТФ.
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Член-корреспондент НААН Украины С.Д. Мельничук, В.С. Морозова,
С.В. Хижняк, В.М. Войцицкий

Показатели окислительного фосфорилирования митохондрий

кардиомицитов крыс в условиях искусственного гипобиоза

Исследована дыхательная и фосфорилирующая активность митохондрий кардиомиоцитов
крыс в условиях искусственного гипобиоза. При использовании двух субстратов окисле-
ния (сукцината и малата) показано снижение скорости поглощения кислорода митохонд-
риями. Установлено частичное разобщение процесса сопряжения окисления и фосфорили-
рования при использовании малата, которое не выявлено при использовании сукцината.
Эти данные, а также результаты исследования активности ферментов дыхательной це-
пи позволяют предположить переключение митохондрий кардиомиоцитов на сукцинатный
тип тканевого дыхания, которое реализуется при различных стресс-реакциях, в том числе
в условиях исследования.

Corresponding Member of the NAAS of Ukraine S.D. Melnytchuk, V. S. Morozova,
S.V. Khyzhnyak, V.M. Voitsitsky

The oxidative phosphorylation parameters of cardiomyocyte

mitochondria of rats under artificial hypobiosis

The respiratory and phosphorylation activities of the mitochondria of cardiomyocytes in rats under
artificial hypobiosis are investigated. Using two oxidation substrates (succinate and malate), the
decrease of the absorption rate of oxygen by mitochondria is shown. By the use of malate, the
partial separation of the coupling of the oxidation and phosphorylation processes in mitochondria is
found, that is different from that using succinate. These data and the results of investigation of the
activity of respiratory chain enzymes allow us to assume the cardiomyocytes mitochondria switches
on the succinate type of the tissue respiration. This type of the tissue respiration is realized under
the various stress responses, including the conditions of research.
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Вплив модифiкацiї урацилу на бар’єр таутомеризацiї

змiщеної пари Gua ·
5XUra у пару з вотсон–крикiвською

геометрiєю Gua∗

·
5XUra: квантово-хiмiчне дослiдження

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Д. М. Говоруном)

Вперше на рiвнi квантово-хiмiчної теорiї MP2/6-311++G(2df,pd)//B3LYP/6-
311++G(d,p) встановлено, що галогенiзацiя Ura спричиняє мутагенний ефект за
рахунок зниження бар’єру таутомеризацiї змiщених пар основ Gua · 5XUra (X = H,
CH3, Br, Cl, F) у пари з вотсон–крикiвською геометрiєю за участю мутагенного
таутомеру Gua — Gua∗ · 5XUra. При цьому максимальний ефект спостерiгається саме
для 5BrUra, що є найсильнiшим мутагеном з-помiж дослiджених галогенопохiдних Ura.

Вiдомо, що модифiкацiя урацилу (Ura) за п’ятим положенням, зокрема його галогенiза-
цiя (5XUra, X = Hal), спричиняє мутагенний тиск, iстотно пiдвищуючи частоту помилок
включення при бiосинтезi ДНК [1–4]. Зазвичай цей ефект пояснюють, спираючись або на
iонiзацiйну модель (5HalUra мають бiльшу здатнiсть iонiзуватися у водному середовищi,
нiж Ura чи Thy [2, 3]), або ж на таутомернi уявлення [2–5], оскiльки у водному розчинi ке-
то-енольна рiвновага iстотно зсувається в бiк енольних таутомерiв при галогенiзацiї Ura [5,
6]. Уразливим мiсцем таких пiдходiв є значна гiдрофобнiсть активного центру високоточної
реплiкативної ДНК-полiмерази у складi реплiсоми [7, 8], яка виключає наявнiсть у ньому
навiть поодиноких молекул води.

Ранiше ми показали, що змiщена (воблiвська) пара гуанiн (Gua) · тимiн (Thy), яка ста-
бiлiзується двома Н-зв’язками N3H. . .O6 i N1H. . .O2, є таутомерною “гойдалкою”, пере-
ходячи за рахунок внутрiшньопарної таутомеризацiї через цвiтерiонний перехiдний стан,
що стабiлiзується п’ятьма мiжмолекулярними Н-зв’язками — O6H+. . . O4−, O6H+. . . N3−,
N1H+. . . N3−, N1H+. . . O2− i N2H+. . . O2−, у пару Gua∗ · Thy з вотсон–крикiвською гео-
метрiєю, яка пiдтримується трьома Н-зв’язками — O6H. . .O4, N3H. . . N1 i N2H. . .O2 (тут
i нижче зiрочкою позначено мутагенний таутомер) [9]. Зроблено припущення, що саме цей
механiзм вiдповiдає за виникнення спонтанних помилок включення, коли навпроти Gua чи
Thy включається Thy чи Gua вiдповiдно при бiосинтезi ДНК у клiтинi [9]. Зрозумiло, що
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у рамках такої кiнетичної моделi частота помилок включення iстотно залежить вiд енер-
гетичного бар’єру таутомеризацiї — чим нижча величина останнього, тим вища частота
помилок бiосинтезу ДНК.

Ми ставили собi за мету пояснити мутагенний ефект, зумовлений галогенiзацiєю Ura за
п’ятим положенням.

Сучасними квантово-хiмiчними методами на рiвнi теорiї MP2/6-311++G(2df,pd)//
B3LYP/6-311++G(d,p) нам вдалося вперше зафiксувати iстотне зниження бар’єру тауто-
меризацiї змiщеної пари Gua ·Thy при замiнi Thy на 5HalUra у пару з вотсон–крикiвською
геометрiєю Gua∗ · 5HalUra: при цьому найбiльший ефект (1,73 ккал/моль за нормальних
умов) зафiксовано саме для 5BrUra. Це збiгається з лiтературними експериментальними
даними [1–6], якi свiдчать про те, що саме ця сполука є найсильнiшим мутагеном з-помiж
усiх галогенопохiдних Ura.

Об’єкти i методи дослiдження. Об’єктами дослiдження були змiщенi пари основ
Gua · Thy, Gua · Ura, Gua · 5BrUra, Gua · 5ClUra i Gua · 5FUra та пари основ за участю
мутагенного таутомеру Gua з вотсон–крикiвською геометрiєю — Gua∗ · Thy, Gua∗ · Ura,
Gua∗ · 5BrUra, Gua∗ · 5ClUra i Gua∗ · 5FUra, а також перехiднi стани їхнього взаємного
перетворення внутрiшньопарним перенесенням протона. Предмет дослiдження — вплив га-
логенiзацiї урацилу за п’ятим положенням на енергетичнi характеристики таутомеризацiї
воблiвських пар у пари з вотсон–крикiвською геометрiєю.

Квантово-хiмiчнi розрахунки геометричної та електронної будови дослiджуваних об’єк-
тiв проводили на рiвнi теорiї DFT B3LYP/6-311++G(d,p) у вакуумному наближеннi, яке для
цiєї задачi є адекватним [8–10]. Перехiднi стани таутомеризацiї пар основ iдентифiкували
методом STQN (Synchronous Transit-guided Quasi-Newton) [11]. Усi зоптимiзованi структури
перевiряли на стiйкiсть за вiдсутнiстю уявних частот у їхнiх коливальних спектрах, розра-
ховуваних у гармонiйному наближеннi. Енергiю Гiббса дослiджуваних структур визначали
на рiвнi теорiї MP2/6-311++G(2df,pd)//B3LYP/6-311++G(d,p), використовуючи обчислен-
ня в однiй точцi (так званi “single point calculations”). Перетворення реагенту в продукт
реакцiї i навпаки вивчали в рамках концепцiї внутрiшньої координати реакцiї IRC (Intrinsic
Reaction Coordinate) [12].

Розподiл електронної густини в парах основ та перехiдних станах (TS) їхнього взаєм-
ного перетворення аналiзували, використовуючи теорiю Бейдера “Атомiв у молекулах” [13]
та хвильовi функцiї, одержанi на рiвнi теорiї B3LYP/6-311++G(d,p). Н-зв’язки iдентифiку-
вали за наявнiстю критичної точки (3, −1) мiж двома валентно незв’язаними атомами. То-
пологiю електронної густини аналiзували за допомогою програмного пакета AIM2000 [14],
використовуючи стандартнi опцiї.

Усi квантово-хiмiчнi розрахунки проведено iз використанням програмного пакета
“GAUSSIAN’03” [15].

Результати та їхнє обговорення. Отриманi результати наведено на рис. 1 та в табл. 1.
Їхнiй порiвняльний аналiз дозволяє зробити такi бiологiчно важливi висновки.

Замiщення п’ятого положення Ura на метильну групу (СН3) чи галоген (F, Cl, Br)
принципово не змiнює перебiгу процесу таутомеризацiї змiщеної пари у вiдповiдну пару
з вотсон–крикiвською геометрiєю за участю мутагенного таутомеру Gua∗. У всiх без ви-
нятку випадках спостерiгається одна i та ж сама структура перехiдного стану таутомери-
зацiї — iонна пара, яка стабiлiзується п’ятьма Н-зв’язками — O6H+. . . O4−, O6H+. . . N3−,
N1H+. . . N3−, N1H+. . . O2− i N2H+. . . O2−. Вiдносна енергiя Гiббса перехiдних станiв тау-
томеризацiї лежить у межах 15,35–17,51 ккал/моль за нормальних умов.
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Рис. 1. Фiзико-хiмiчний механiзм таутомеризацiї змiщених пар основ Gua ·
5XUra (X = H, CH3, Br, Cl,

F) у пари за участю мутагенного таутомеру Gua — Gua∗

·
5XUra через перехiдний стан TS. Пунктиром

позначено мiжмолекулярнi Н-зв’язки, iдентифiкованi за Бейдером [13]. Нумерацiя атомiв стандартна

Таблиця 1. Енергетичнi характеристики (вiдносна енергiя Гiббса в ккал/моль за нормальних умов) тауто-
меризацiї змiщеної пари Gua·5XUra у пару з вотсон–крикiвською геометрiєю Gua*·5XUra

Комплекс Ura Thy 5FUra 5ClUra 5BrUra

Gua·5XUra 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
TS 17,08 17,51 15,49 15,39 15,35

Gua∗

·
5XUra −1,65 −1,59 −0,69 −1,06 −1,17

У всiх дослiджених комплексах рушiйною силою таутомеризацiї є зниження (на 0,69–
1,65 ккал/моль за нормальних умов) вiдносної енергiї Гiббса пари з вотсон–крикiвською
геометрiєю порiвняно зi стартовою змiщеною парою.

Галогенiзацiя Ura за п’ятим положенням помiтно знижує енергiю Гiббса активацiї та-
утомеризацiї (на 1,59–2,16 ккал/моль за нормальних умов), при цьому найбiльший ефект
спостерiгається саме для 5BrUra (2,16 ккал/моль), який з-помiж дослiджених галогенопо-
хiдних Ura є найефективнiшим мутагеном [1–6].

Цiкаво, що замiна атома водню Ura при атомi С5 на метильну групу пiдвищує енергети-
чний бар’єр таутомеризацiї на 0,43 ккал/моль. Не виключено, що це є одним iз аргументiв,
чому Природа вибрала як основу ДНК саме тимiн, а не урацил.

Таким чином, сучасними методами неемпiричної квантової хiмiї на рiвнi теорiї
MP2/6-311++G(2df,pd)//B3LYP/6-311++G(d,p) вперше показано, що модифiкацiя ураци-
лу (Ura → 5HalUra) знижує бар’єр перетворення його змiщених пар з Gua у пари за участю
мутагенного таутомеру Gua, що мають вотсон–крикiвську геометрiю, спричиняючи тим са-
мим мутагенний тиск на ДНК. При цьому максимальний ефект спостерiгається саме для
5BrUra, що є найефективнiшим мутагеном з-помiж дослiджених галогенопохiдних.
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О.А. Броварец

Влияние модификации урацила на барьер таутомеризации

смещенной пары Gua ·
5XUra в пару с уотсон–криковской

геометрией Gua∗

·
5XUra: квантово-химическое исследование

Впервые на квантово-химическом уровне теории MP2/6-311++G(2df,pd)//B3LYP/6-311+
+G(d,p) установлено, що галогенизация Ura вызывает мутагенный эффект за счет сни-
жения барьера таутомеризации смещенных пар оснований Gua · 5XUra (X = H, CH3, Br,
Cl, F) в пары с уотсон–криковской геометрией с участием мутагенного таутомера Gua —
Gua∗ · 5XUra. При этом максимальный эффект наблюдается именно для 5BrUra, который
является сильнейшим мутагеном из числа исследованных галогенпроизводных Ura.

O.O. Brovarets’

Effect of a modification of uracil on the tautomerization barrier of the

wobble Gua ·
5XUra base pair into the Gua∗

·
5XUra base pair with the

Watson–Crick geometry: quantum-chemical study

It is found for the first time at the MP2/6-311++G(2df,pd)//B3LYP/6-311++G(d,p) quantum-
chemical level of theory that Ura halogenization causes the mutagenic effect by lowering the barrier
of the tautomerization of the wobble Gua · 5XUra base pairs (X = H, CH3, Br, Cl, F) into the
pairs with the Watson–Crick geometry involving a mutagenic tautomer of Gua — Gua∗ · 5XUra.
The maximum effect is observed exactly for 5BrUra, which is the strongest mutagen among the
investigated halogen derivatives of Ura.
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Дiагностична ефективнiсть нового ультразвукового

методу оцiнки жорсткостi печiнки — еластографiї хвилi

зсуву у тварин з експериментальним ожирiнням

(Представлено членом-кореспондентом НАН України I. С. Чекманом)

Дослiджено змiни жорсткостi печiнки (ЖП) на лабораторних тваринах з експери-
ментальним ожирiнням. У тварин з глютаматiндукованим ожирiнням (ГIО) виявле-
но статистично достовiрне збiльшення ЖП на 63,6%, а з дiєтiндукованим (ДIО) —
на 52,2% порiвняно з iнтактними щурами (p < 0,001). Морфологiчно у 93,3% тварин
з ожирiнням констатовано неалкогольний стеатогепатоз. Для ЖП за даними еласто-
графiї хвилi зсуву констатовано вiдмiнну якiсть дiагностичної моделi, оскiльки AUROC
у тварин з ГIО становила 0,983, а у тварин з ДIО — 0,994. Порогове значення ЖП,
при якому дiагностувався жировий гепатоз, становило >6,25 та >6,1 кПа. Чутли-
вiсть, специфiчнiсть, PPV та NPV для заданого показника становили вiдповiдно 86,6,
100, 100 i 93,7% у тварин з ГIО та 93,3, 100, 100 i 96,7% у щурiв iз ДIО.

Для визначення жорсткостi печiнки (ЖП) метод еластографiї є найбiльш перспективним.
Видiляють соноеластографiю та магнiтно-резонансну еластографiю (МРЕ).

МРЕ — єдиний метод, який оцiнює ЖП в цiлому як органа i може визначати топо-
графiю розподiлу патологiчно змiненої тканини та її вiдсоток щодо маси всього органа.
Недолiком методу вважається його дорожнеча i складнiсть виконання, проте в мiру зде-
шевлення МР-томографiв i їх бiльш широкого розповсюдження МРЕ цiлком може стати
еталонним серед фiзичних методiв оцiнки ЖП.

В основi соноеластографiї лежить вимiрювання руху тканин пiд дiєю навантаження
з подальшою реконструкцiєю просторового розподiлу модуля жорсткостi зсуву. В одному
з перших запропонованих еластографiчних методiв механiчне навантаження є зовнiшнiм
i створюється за допомогою м’якого натиснення на тканини стандартним УЗ датчиком.
Тиск деформацiї по сутi є статичним i тому даний метод називається статичною або ком-
пресiйною УЗ еластографiєю [1]. Однак вона має ряд обмежень: дає змогу проводити обсте-
ження тiльки поверхнево розташованих структур, не стандартизована i тому суб’єктивна
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в оцiнцi. Основним недолiком є неможливiсть проведення кiлькiсної оцiнки жорсткостi тка-
нин.

При транзиторнiй еластографiї (ТЕ) зовнiшнє навантаження є динамiчним, вiбрацiї зву-
кової частоти в тканинах створюються пiд дiєю зовнiшнiх вiбраторiв [2]. ТЕ показує хорошi
результати для виявлення вираженого фiброзу (F3) i цирозу печiнки (F4) у хворих з хро-
нiчним вiрусним гепатитом С [3], гепатитом В [4], алкогольною хворобою печiнки [5] та
неалкогольною жировою хворобою печiнки (НАЖХП) [6].

Обмеженнями ТЕ є: асцит (хвилi зсуву не поширюються в рiдинi), вузькi мiжребернi
промiжки (неможливо вставити зонд у мiжребер’я), абдомiнальне ожирiння. При виражено-
му абдомiнальному ожирiннi (IМТ > 28 кг/м2) ймовiрнiсть технiчної помилки збiльшується
в 9 разiв [7]. При IМТ вище 40 кг/м2 невдача при виконаннi ТЕ зростає до 88% [8].

Оскiльки дiлянка печiнки, яка дослiджується при УЗ ТЕ, являє собою цилiндр розмi-
ром 1 × 4 см (приблизно 1/100 всiєї паренхiми печiнки), глибиною 25–65 мм вiд поверхнi
шкiри i обмежується краєм правої частки печiнки, iснує ризик отримати похибку вибiрки.

На сьогоднi найбiльш перспективними є методи, в яких навантаження i деформацiї ство-
рюються локально, тобто безпосередньо в серединi тканини. В даний час в межах методу
iнтенсивно розробляються вже кiлька iстотно рiзних модифiкацiй. В однiй iз них вiзуалi-
зацiя жорсткостi зсуву тканин заснована на визначеннi швидкостi поширення хвиль зсуву,
джерелом яких є iмпульсна сила радiацiйного тиску в фокальнiй областi, яка дозволяє ви-
рахувати модуль Юнга за величиною вимiряної швидкостi. Дана iдея отримала назву “вi-
зуалiзацiя жорсткостi за допомогою хвиль зсуву” (Shear Wave Elasticity Imaging, (SWEI)).

Еластографiя хвилi зсуву (ЕХЗ) проводиться сумiсно з рутинним УЗ дослiдженням
В-методом у реальному масштабi часу, що дає можливiсть виконувати вiзуальну навiга-
цiю зони iнтересу еластографiї будь-яких сегментiв печiнки. ЕХЗ як фiзичний принцип не
потребує додаткового акустичного чи вiбрацiйного впливу на дослiджуванi тканини. ЕХЗ
є двовимiрною методикою i надає iнформацiю з зони iнтересу як у якiсному виглядi (однови-
мiрне кольорове картування за калiброваною шкалою), так i кiлькiсному виглядi (значення
жорсткостi тканин у кПа калiброваної шкали).

Ми використали ЕХЗ для оцiнки ефективностi даного методу в дiагностицi неалкоголь-
ного стеатогепатозу у тварин з експериментальним ожирiнням. Наше дослiдження є прi-
оритетним.

Матерiали та методи. Моделювання експериментального ожирiння проводили на 40
статевозрiлих щурах. Тварини були подiленi на три групи: I — iнтактний контроль (n = 10);
II — тварини з ожирiнням, iндукованим дiєтою з високим вмiстом жирiв (n = 15); III — тва-
рини з ожирiнням, iндукованим пiдшкiрним введенням глутамату натрiю в неонатальний
перiод (n = 15).

Протягом першого тижня щурам I та II груп давали стандартний корм “Purina rodent
chow” (жир — 20,6%, бiлок — 32,4%, вуглеводи — 47%) i воду ad libitum. Потiм тваринам
контрольної групи протягом 12 тижнiв давали стандартний корм i воду ad libitum, а тварини
II групи протягом 12 тижнiв перебували на дiєтi з пiдвищеним вмiстом жирiв та вуглеводiв,
що складається зi стандартного корму (47%), солодкого згущеного молока (44%), рослинної
олiї (8%) i рослинного крохмалю (1%) (жир — 29,6%, бiлок — 14,8%, вуглеводи — 55,6%),
i отримували воду ad libitum. Новонародженим щурам III групи пiдшкiрно в об’ємi 8 мкл/г
вводили глутамат натрiю (4 мг/г, 2,5 М) на 2-гу, 4-ту, 6-ту, 8-му, 10-ту добу життя. При
проведеннi експерименту щодня спостерiгали за загальним станом тварин, споживанням
корму та води, один раз на тиждень визначали масу тiла.
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Через 3 мiсяцi у щурiв усiх груп було проведено аналiз змiн маси тiла. За добу до початку
експерименту тварини не отримували їжi, але мали вiльний доступ до води.

Всiм тваринам натще пiд внутрiшньочеревним уретановим наркозом транскутанно про-
водили вимiрювання ЖП за допомогою ЕХЗ на УЗ апаратi Ultima РА (“Радмир”, Україна)
лiнiйним датчиком 10–5 МГц. При чому кiлькiсть успiшних вимiрювань повинна була стано-
вити не менше 10. Пiсля цього визначали медiану, яка характеризувала ЖП в кiлопаскалях
(кПа), розраховували показник iнтерквартильного розмаху (IQR), що характеризує одно-
рiднiсть одержуваних даних i є iнтервалом з центром в точцi медiани, в який вкладаються
результати 50% вимiрiв (вiд 25-го до 75-го квартильного значення). При цьому однорiдним
результат вимiрювання вважався в тому випадку, якщо спiввiдношення IQR/медiана стано-
вило менше 30%. Для аналiзу внутрiшньодослiдницької узгодженостi проводили порiвняння
результатiв першої та другої серiй з п’яти вимiрювань, отриманих одним i тим же дослiд-
ником, з розрахунком коефiцiєнта внутрiшньокласової кореляцiї (КВК).

Пiсля декапiтацiї в тварин забирали кров для бiохiмiчного дослiдження та вiдбирали
зразки тканини з правої i лiвої частки печiнки (розмiр шматочкiв тканини печiнки стано-
вив 0,5 × 0,5 см) для морфологiчного дослiдження.

Для оцiнки функцiонального стану печiнки дослiджували рiвень сироваткових АЛТ,
АСТ, загального, непрямого та прямого бiлiрубiну, визначали спiввiдношення АСТ/АЛТ.
Екстракцiю лiпiдiв проводили за методом Фолча.

Для оцiнки морфологiчних змiн у тварин з експериментальним ожирiнням використо-
вували гiстологiчну шкалу NAS (NAFLD activity score) [9]. Система оцiнки включає 14
гiстологiчних ознак, 4 з яких є напiвкiлькiсними i оцiнюються в балах — стеатоз (0–3), ло-
булярне запалення (0–3), балонна дистрофiя (0–2) i фiброз (0–4). Iншi 9 ознак описуються
як наявнi чи вiдсутнi. Сума балiв 6 3 свiдчить про наявнiсть стеатогепатозу, що дає пiд-
ставу виключити неалкогольний стеатогепатит (НАСГ), а > 5 свiдчить про його наявнiсть.

Статистичний аналiз виконували за допомогою стандартного пакета програм SPSS вер-
сiї 20.0 та Microsoft Excel. Кiлькiснi змiни наведено у виглядi середньої величини та стандар-
тного вiдхилення середньої величини (M ±SD). ЖП подано графiчно у виглядi коробчатої
дiаграми. Верхнiй та нижнiй сторонi дiаграми вiдповiдають 25-й та 75-й квартилi, а лi-
нiя, що проходить через середину квадрата, вiдповiдає значенню медiани (Me). Для оцiнки
вiдмiнностi кiлькiсних показникiв використовували t-критерiй Стьюдента. Вiдмiнностi мiж
групами вважали статистично достовiрними при p < 0,05. Кореляцiйну взаємодiю мiж кiль-
кiсними змiнними розраховували з використанням коефiцiєнта Пiрсона.

Для оцiнки дiагностичної ефективностi ЕХЗ застосовували ROC-аналiз, розраховуючи
площу пiд ROC-кривою (AUROC), за значенням якої визначали якiсть дiагностичної мо-
делi. Використовуючи оптимальнi пороговi значення для дiагностики стеатогепатозу, роз-
раховували чутливiсть, специфiчнiсть, позитивну (PPV) та негативну (NPV) прогностичну
цiннiсть. Оптимальнi пороговi значення були вибранi для максимальної суми чутливостi
i специфiчностi при ROC-аналiзi.

Результати та їх обговорення. Маса тiла лабораторних тварин була достовiрно ниж-
чою в контрольнiй групi, нiж у щурiв з ожирiнням (p < 0,001). У тварин з глютаматiн-
дукованим ожирiнням (ГIО) маса тiла була вищою на 32,7%, а з дiєтiндукованим ожи-
рiнням (ДIО) — на 25,8% порiвняно з iнтактними щурами, середня маса яких станови-
ла 248,7 ± 5,73 г. Ми спостерiгали статистично достовiрну вищу масу тiла у тварин з ГIО
порiвняно з таким у тварин iз ДIО (p = 0,018). Середня маса тiла у щурiв з ГIО станови-
ла 329,0 ± 16,99 г, а з ДIО — 312,9 ± 18,09 г.
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Як видно iз табл. 1, статистично достовiрної рiзницi мiж рiвнями трансамiназ та по-
казниками пiгментного обмiну печiнки у iнтактних щурiв та тварин з ожирiнням не вста-
новлено.

За нашими даними, концентрацiя загальних лiпiдiв та триглiцеридiв (ТГ) у печiнцi щу-
рiв з ожирiнням була статистично достовiрно вищою. У щурiв з ГIО вiдмiчено збiльшення
вмiсту загальних лiпiдiв у паренхiмi органа на 20,8% (p < 0,001) та ТГ на 22,67% (p < 0,001),
а у щурiв з ДIО — вiдповiдно на 14,95% (p = 0,017) i 23,75% (p < 0,001) порiвняно з кон-
трольною групою. У тварин з рiзними моделями ожирiння статистично достовiрної рiзницi
мiж концентрацiями загальних лiпiдiв (p = 0,088) та ТГ (p = 0,783) в печiнцi не вияв-
лено. Проте у тварин з ДIО була вищою частка ТГ в загальному пулi лiпiдiв — 40,9%
проти 38,6% у щурiв з ГIО.

Дiагностична доступнiсть методу ЕХЗ визначалася на основi вiдношення числа тва-
рин, у яких вдалося провести дослiдження з виконанням 10 вимiрювань i зi значенням
спiввiдношення IQR/медiана 630% до загальної кiлькостi експериментальних щурiв. Усiм
лабораторним тваринам вдалося провести 10 вимiрювань ЖП, проте в однiєї тварини кон-
трольної групи (10%) та в однiєї з ДIО (6,7%) значення IQR/медiана перевищувало 30%, що
свiдчить про неоднорiднiсть отриманих результатiв i данi яких не включались в подальше
дослiдження. Таким чином, доступнiсть методу ЕХЗ у лабораторних тварин контрольної
групи становила 90%, а у щурiв з ГIО та ДIО — 100 i 93% вiдповiдно.

При аналiзi вiдтворюваностi методу ЕХЗ нами констатовано вiдмiнну внутрiшньодослiд-
ницьку узгодженiсть результатiв, оскiльки КВК у контрольнiй групi тварин становив 0,861
(95% ДI 0,636–0,951), у щурiв з ГIО та ДIО — 0,924 (95% ДI 0,780–0,975) i 0,859 (95%
ДI 0,584–0,957) вiдповiдно. При використаннi двобiчного порiвняння КВК у рiзних групах
статистично достовiрної рiзницi не виявлено.

Проведенi вимiрювання показали, що медiана, 25-й та 75-й квартиль для ЖП в лабо-
раторних тварин були такими: у iнтактних — 4,4 кПа (4,1–4,9), у щурiв з ГIО — 7,2 кПа
(6,6–7,7), у щурiв з ДIО — 6,7 кПа (6,5–7,1) (рис. 1). Ми довели статистично достовiрне збiль-
шення ЖП на 63,6% у тварин з ГIО та на 52,2% у тварин з ДIО порiвняно з iнтактними
щурами (p < 0,001). Достовiрної рiзницi мiж значенням ЖП у тварин з експериментальним
ожирiнням не виявлено (p = 0,168). На нашу думку, зростання ЖП у тварин з експеримен-
тальним ожирiнням порiвняно з iнтактними щурами обумовлено розвитком у даних тварин

Таблиця 1. Показники функцiонального стану печiнки та кiлькiсть лiпiдiв в паренхiмi печiнки у лабора-
торних тварин, M ± SD

Показник

Iнтактнi
тварини
(n = 10)

Тварини
з ГIО

(n = 15)
p1

Тварини
з ДIО

(n = 15)
p2

АЛТ, мккат/л 0,240 ± 0,042 0,211 ± 0,031 0,066 0,217 ± 0,025 0,107
АСТ, мккат/л 0,393 ± 0,039 0,377 ± 0,041 0,379 0,393 ± 0,038 0,984
Загальнi лiпiди, мг/г сирої печiнки 16,92 ± 2,49 20,44 ± 1,69 <0,001 19,45 ± 1,35 0,017
Триглiцериди, мг/г сирої печiнки 6,44 ± 0,45 7,90 ± 0,76 <0,001 7,97± 0,59 <0,001
Загальний бiлiрубiн, мкмоль/л 12,6 ± 2,36 12,7 ± 1,53 0,867 12,8± 1,64 0,742
Непрямий бiлiрубiн, мкмоль/л 7,9 ± 1,96 8,1 ± 1,06 0,704 8,2± 1,03 0,548
Прямий бiлiрубiн, мкмоль/л 4,7 ± 0,82 4,6 ± 0,93 0,783 4,6± 0,91 0,783

Пр и м i т ка .Оцiнка вiрогiдностi рiзницi мiж дослiджуваними групами розрахована з використанням t-кри-
терiю Стьюдента. p1 — оцiнка вiрогiдностi мiж тваринами з ГIО та контролем, p2 — мiж тваринами з ДIО
та контролем. Вiрогiдною вважалася рiзниця при значеннi p < 0,05.
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Рис. 1. Жорсткiсть печiнки у лабораторних тварин. Данi подано у виглядi Me (25–75). Верхнiй та ни-
жнiй сторонi коробчатої дiаграми вiдповiдають 25-й та 75-й квартилi, а лiнiя, що проходить через середину
квадрата, — значенню медiани. Оцiнка вiрогiдностi рiзницi мiж дослiджуваними групами розрахована з ви-
користанням t-критерiю Стьюдента. *p < 0,001 мiж тваринами з ожирiнням та iнтактними щурами

НАЖХП. Оскiльки поширенiсть НАЖХП при наявностi ожирiння, за даними рiзних ав-
торiв, становить 70–100%.

Збiльшення ЖП у тварин з експериментальним ожирiнням асоцiйоване зi зростанням
кiлькостi загальних лiпiдiв та ТГ у паренхiмi печiнки. Ми виявили прямий статистично
достовiрний середнiй кореляцiйний зв’язок мiж ЖП та концентрацiєю загальних лiпiдiв
у тварин з ГIО (r = 0,528, p = 0,043) i ДIО (r = 0,607, p = 0,016). Пряму статистично
достовiрну середню кореляцiйну взаємодiю виявили також мiж вмiстом ТГ в печiнцi та ЖП,
проте, навпаки, у тварин з ГIО (r = 0,699, p = 0,004) вона була вираженiшою порiвняно
з такою у щурiв iз ДIО (r = 0,595, p = 0,019).

Для оцiнки морфологiчних змiн у печiнцi лабораторних тварин використовували шкалу
NAS. У тварин з ГIО та ДIО загальна кiлькiсть балiв, отриманих за шкалою, станови-
ла 2,33 ± 0,81 та 2,33 ± 0,9 вiдповiдно. Згiдно з даною шкалою сума балiв 63 дає пiдставу
виключити НАСГ та констатувати стеатогепатоз. За нашими даними, 63 балiв виявлено
у 93,3% тварин у кожнiй групi з експериментальним ожирiнням. У всiх тварин спостерi-
галися ознаки жирової дистрофiї за типом великокраплинного стеатозу. У тварин з ГIО
легкий стеатоз (накопичення лiпiдiв у паренхiмi 5–33%) виявлено у 53,3% особин, а серед-
нього ступеня (накопичення лiпiдiв в паренхiмi 33–66%) у 46,7. У щурiв з ДIО важкий
стеатогепатоз (накопичення лiпiдiв у паренхiмi >66%) дiагностовано у 6,6% особин, а лег-
кий та середнiй — в 46,7 та 46,7% вiдповiдно. В 60% тварин з ГIО та 53,3% з ДIО виявлено
м’яке лобулярне запалення (1 бал за шкалою NAS — <2 вогнищ у полi зору при збiльшен-
нi ×200) (p = 0,765). У 13,3% тварин з ГIО та 6,7% з ДIО встановлено балонну дистрофiю
(p = 0,559). У 6,7% тварин кожної групи з експериментальним ожирiнням спостерiгали
пограничний стан — сума балiв за шкалою NAS становила 4.

Для визначення дiагностичної ефективностi ЕХЗ методом SWEI використали ROC-ана-
лiз. Нами констатовано вiдмiнну якiсть дiагностичної моделi у тварин з ГIО, оскiльки
AUROC для ЖП становила 0,983 (95% ДI 0,955–0,999; p < 0,001) (рис. 2, табл. 2). По-
рогове значення ЖП, при якому дiагностувався жировий гепатоз, становило >6,25 кПа.
Чутливiсть, специфiчнiсть, PPV та NPV для заданого показника дорiвнювали 86,6, 100,
100 i 93,7% вiдповiдно.

У тварин з ДIО встановлено покращення якостi вiдповiдного дiагностичного тесту порiв-
няно з тваринами з ГIО. Так, AUROC для ЖП зросла до 0,994 (95% ДI 0,981–1,0; p < 0,001),
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Рис. 2. ROC-кривi, розрахованi для жорсткостi печiнки за даними ЕХЗ у лабораторних тварин з експери-
ментальним ожирiнням: а — ГIО; б — ДIО

Таблиця 2. Дiагностична цiннiсть ЕХЗ методом SWEI для дiагностики неалкогольного стеатогепатозу у
лабораторних тварин з експериментальним ожирiнням

Показник ГIО ДIО

Порогове значення >6,25 >6,1
Чутливiсть, % 86,6 93,3
Специфiчнiсть, % 100 100
NPV, % 93,7 96,7
PPV, % 100 100
AUROC 0,983 0,994
95% ДI 0,955–0,999 0,981–1,0
P (AUROC) <0,001 <0,001

Пр и м i т ка. NPV — негативна прогностична цiннiсть, РPV — позитивна прогностична цiннiсть, AUROC —
площа пiд ROC-кривою, 95% ДI — 95%-й довiрчий iнтервал для AUROC.

також пiдвищилась чутливiсть та NPV до 93,3 i 96,7% вiдповiдно при розрахованому опти-
мальному пороговому значеннi > 6,1 кПа.

Отже, збiльшення ЖП, яке вимiрюється за допомогою ЕХЗ методом SWEI, має високу
дiагностичну ефективнiсть для виявлення неалкогольного стеатогепатозу i може викори-
стовуватись як неiнвазивний дiагностичний маркер даної патологiї.
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Диагностическая эффективность нового ультразвукового метода

оценки жесткости печени — эластографии сдвиговой волны

у животных с экспериментальным ожирением

Исследованы изменения жесткости печени (ЖП) на лабораторных животных с экспери-
ментальным ожирением. У животных с глютаматиндуцированным ожирением (ГИО)
выявлено статистически достоверное увеличение ЖП на 63,6%, а с диетиндуцированным
(ДИО) — на 52,2% по сравнению с интактными крысами (p < 0,001). Морфологически
у 93,3% животных с ожирением констатировано неалкогольный стеатогепатоз. Для ЖП
по данным эластографии сдвиговой волны констатировано отличное качество диагности-
ческой модели, поскольку AUROC у животных с ГИО составила 0,983, а у животных
с ДИО — 0,994. Пороговое значение ЖП, при котором диагностировался жировой гепа-
тоз, составило > 6,25 и > 6,1 кПа. Чувствительность, специфичность, PPV и NPV для
заданного показателя составили соответственно 86,6, 100, 100 и 93,7% для животных
с ГИО и 93,3, 100, 100 и 96,7% у крыс с ДИО.

P.M. Bodnar, O.B. Dynnyk, G.P. Mykhalchyshyn, T.V. Beregova,
N.M. Kobyliak, T.M. Falalyeyeva, M. M. Kondro

Diagnostic efficacy of a new ultrasound method for assessing the liver

stiffness — shear wave elastography in animals with experimental

obesity

We have studied changes of the liver stiffness measured by SWE in animals with experimental
obesity. We noted a significant increase of LS by 63.6% in rats with glutamate-induced obesity (GIO)
and, respectively, by 52.2% in animals with diet-induced obesity (DIO) compared to intact rats (p <
< 0.001).Histologically confirmed non-alcoholic steatosisis was diagnosed in 93.3% of animals with
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obesity. The AUROC of SWE in animals with GIO and DIO was 0.983 and 0.994, respectively. The
optimal LS cutoff points for the prediction of steatosis were >6.25 and >6.1 kPa, with sensitivity,
specificity, PPV, and NPV equal to 86.6%, 100%, 100%, and 93.7%, respectively, for rats with
GIO and 93.3, 100, 100, and 96.7% for rats with DIO.
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Очищення стiчних вод вiд амонiйних сполук

Дослiджено процес очищення амонiєвмiсних вод зворотним осмосом низького тиску iз
застосуванням мембрани ESPA-1. Показано, що процес ефективний при прийнятному
виходi пермеату (∼70%) лише до вмiсту амонiю у вихiднiй водi близько 400 мг/дм3.
Визначено робочi характеристики мембрани.

Амонiєвмiснi стiчнi води пiдлягають ретельному очищенню, оскiльки являють собою сер-
йозну загрозу для пiдземних i поверхневих вод внаслiдок здатностi забруднюючих речовин
переноситися на величезнi вiдстанi вiд мiсць скидання [1, 2]. Так, наприклад, вмiст амонiй-
ного азоту у водi багатьох пiдземних i поверхневих джерел на територiї Львiвської областi
перевищує гранично допустиму концентрацiю (ГДК) для питної води в 5–12 разiв [3]. По-
трапляючи в природнi водойми, сполуки амонiю стимулюють їх евтрофiкацiю, яка згубно
дiє на гiдробiонтiв [4, 5]. Для людини небезпека амонiйних сполук криється в їх здатностi
трансформуватися в органiзмi у нiтрати та нiтрити [4]. Навiть амонiєвмiснi води, що надхо-
дять до мiської каналiзацiйної системи, повиннi задовольняти певнi вимоги для запобiгання
змiн параметрiв технологiчного процесу бiологiчного очищення стiчних вод, оскiльки азот —
компонент матерiалу клiтин мiкроорганiзмiв [6].

Амонiйнi сполуки мiстяться у поверхневих стоках iз сiльгоспугiдь, де використовуються
амонiйнi добрива, в стiчних водах тваринницьких комплексiв, пiдприємств хiмiчної, кок-
сохiмiчної, азотно-тукової й iнших галузей промисловостi, комунальних стiчних водах i
в дренажних водах полiгонiв депонування твердих побутових вiдходiв [1, 2, 4, 6, 7].

Серед методiв очищення амонiєвмiсних вод вiдомi такi: бiологiчна нiтрифiкацiя-денi-
трифiкацiя, аерацiя повiтрям, iонний обмiн на клiноптилолiтi, хлорування, озонування,
електрохiмiчне окиснення [8, 9], але кожен з них має свої недолiки. Згадується також зво-
ротний осмос [9].

Останнiми часом все бiльшого поширення набуває так званий зворотний осмос низького
тиску, при якому енергетичнi витрати значно меншi [10]. Величезна рiзноманiтнiсть зво-
ротноосмотичних мембран збагатилося новим їх класом — мембранами низького тиску, до
яких належать, зокрема, i мембрани марки ESPA-1 (Co ND HYDRANAUTICS, США) —
свiтовий лiдер серед високопродуктивних полiамiдних мембран такого типу [11].
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Рис. 1. Вплив тиску на питому продуктивнiсть мембрани ESPA-1 (кривi 1, 2) i її затримуючу здатнiсть за
iонами NH+

4 (кривi 1′, 2
′) при вихiдному вмiстi iонiв NH+

4 100 (кривi 1, 1
′) i 1000 (кривi 2, 2′) мг/дм3

Зважаючи на надзвичайну актуальнiсть проблеми очищення вод, що мiстять сполу-
ки амонiю, за мету дослiдження було обране визначення можливостей зворотного осмосу
низького тиску з використанням мембрани марки ESPA-1 при вилученнi iонiв NH+

4 iз за-
бруднених стiчних вод.

Характеристики зазначеної мембрани дослiджувалися в iнтервалi вихiдних концентра-
цiй iонiв NH+

4 вiд 100 до 1000 мг/дм3 у лабораторнiй комiрцi тупiкового типу з перемiшуван-
ням при Re = 7100. Перед проведенням дослiджень мембрана опресовувалася фiльтруван-
ням дистильованої води пiд тиском 2,5 МПа до постiйних значень питомої продуктивностi.
Вмiст iонiв NH+

4 у вихiднiй й очищенiй водi (пермеатi) визначався фотометруванням з ре-
активом Неслера [12].

Тиск (P ) — рушiйна сила баромембранних процесiв, одним з яких є зворотний осмос. Вiн
визначає такi важливi технологiчнi макрохарактеристики мембрани, як ефективний водний
потiк (проникнiсть мембрани, або її питома продуктивнiсть JW ) i затримуюча здатнiсть (R),
яка завжди абсолютно конкретна для визначеної мембрани та визначеної речовини.

Для вибору робочого тиску дослiджувався вплив тиску на питому продуктивнiсть i за-
тримуючу здатнiсть мембрани вiдносно iонiв амонiю (R NH+

4 ) при їх вихiдному вмiстi (C
NH+

4 ) 100 i 1000 мг/дм3. Результати цих дослiджень наведенi на рис. 1.
В iнтервалi значень тиску вiд 0,5 до 2,5 МПа в обох випадках питома продуктивнiсть

мембрани зростає за лiнiйною залежнiстю — вiд 0,0117 до 0,0929 м3/(м2 · год) при вихiднiй
концентрацiї амонiю 100 мг/дм3 (див. криву 1 на рис. 1) i вiд 0,0095 до 0,0724 м3/(м2 · год)
при вмiстi амонiю 1000 мг/дм3 (див. криву 2 на рис. 1). Лiнiйна залежнiсть JW вiд P свiд-
чить про вiдсутнiсть усадочних i концентрацiйних явищ за умов проведення експерименту.

Затримуюча здатнiсть мембрани при P = 0,5 МПа i вихiдному вмiстi iонiв NH+
4 (Cвих)

100 мг/дм3 дорiвнює 92,3, при вмiстi 1000 мг/дм3 — 84,0%. З пiдвищенням тиску в обох
випадках спостерiгається збiльшення R NH+

4 , i в iнтервалi значень P 1,5–2,0 МПа дося-
гаються практично постiйнi її значення — в першому випадку ∼98, у другому — ∼95%
(див. кривi 1 ′ i 2 ′ на рис. 1).

Одержанi результати показують, що при очищеннi амонiєвмiсних вод мембраною
ESPA-1 за робочий може бути обраний тиск 1,5–2,0 МПа, оскiльки подальше його зроста-
ня не приводить до збiльшення R NH+

4 , тодi як чим менший тиск, тим нижчi енергетичнi
витрати на проведення процесу та простiше технологiчне обладнання.
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Рис. 2. Вплив вихiдного вмiсту iонiв NH+
4 на питому продуктивнiсть мембрани ESPA-1 (крива 1 ) й її

затримуючу здатнiсть за iонами NH+
4 (крива 2 ) при P = 1,5 МПа. Бiля вiдповiдних значень R NH+

4 вказано
вмiст iонiв NH+

4 (мг/дм3) в пермеатi

При збiльшеннi вихiдного вмiсту iонiв NH+
4 питома продуктивнiсть мембрани в дiапазонi

їх концентрацiй 100–800 мг/дм3 повiльно знижується вiд 0,0430 до 0,0386 м3/(м2 · год), на-
далi падiння JW вiдбувається дещо iнтенсивнiше i при C NH+

4 = 1000 мг/дм3 JW дорiвнює
0,0350 м3/(м2 · год), що становить 18% вiд вихiдної (див. криву 1 на рис. 2). Така зале-
жнiсть JW вiд C NH+

4 пояснюється зростанням осмотичного тиску, що знижує ефективний
дiючий тиск i тим самим — питому продуктивнiсть.

Затримуюча здатнiсть мембрани по вiдношенню до iонiв NH+
4 в iнтервалi їх концен-

трацiй 100–600 мг/дм3 залишається практично постiйною i становить ∼98%. З подальшим
пiдвищенням вмiсту NH+

4 R NH+
4 починає помiтно знижуватись i при C NH+

4 = 1000 мг/дм3

R NH+
4 = 94,9% (див. криву 2 на рис. 2). Зниження R NH+

4 викликане зростанням потоку
iонiв NH+

4 через мембрану. Внаслiдок збiльшення C NH+
4 i погiршення R NH+

4 пiдвищується
вмiст iонiв NH+

4 у пермеатi (див. рис. 2), i при C NH+
4 > 810 мг/дм3 вiн починає переви-

щувати ГДК на скидання стiчних вод у мiську каналiзацiю (20 мг/дм3 амонiйного азоту,
або 25,97 мг/дм3 за iонами NH+

4 ).
Дослiдження впливу вiдбору пермеату (конверсiї k) на характеристики мембрани доз-

воляє уточнити межу придатностi дослiджуваної мембрани для очищення амонiєвмiсних
вод. Питома продуктивнiсть мембрани при всiх дослiджених вихiдних концентрацiях iонiв
NH+

4 не зазнає iстотних змiн (див. кривi 1–4 на рис. 3). При цьому затримуюча здат-
нiсть мембрани вiдносно iонiв NH+

4 зi збiльшенням кiлькостi вiдiбраного пермеату помiтно
знижується (див. кривi 1 ′–4 ′ на рис. 3), що призводить до зростання концентрацiї iонiв
NH+

4 у пермеатi, значення якої наведенi в табл. 1. З одержаних даних випливає важли-
вий висновок: очищення амонiєвмiсних вод зворотноосмотичною мембраною низького ти-

Таблиця 1. Залежнiсть вмiсту iонiв NH+
4 у пермеатi вiд його вiдбору при P = 1,5 МПа

Показник
C NH+

4 ,
мг/дм3

k, %

20 30 40 50 60 70 80

Вмiст 300 5,1 8,1 11,1 11,4 12,9 18,3 27,9
iонiв NH+

4 400 7,6 8,4 8,8 9,6 12,0 20,0 32,4
у пермеатi, 500 10,5 18,4 28,5 30,0 35,2 42,5 58,0
мг/дм3 700 17,5 38,5 43,4 46,9 59,5 70,7 88,2
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Рис. 3. Вплив конверсiї пермеату на питому продуктивнiсть мембрани ESPA-1 (кривi 1–4 ) й її затри-
муючу здатнiсть за iонами NH+

4 (кривi 1
′–4′) при вихiдному вмiстi iонiв NH+

4 (мг/дм3): 300 (кривi 1, 1
′),

400 (кривi 2, 2
′), 500 (кривi 3, 3

′) i 700 (кривi 4, 4
′) при P = 1,5 МПа

ску ESPA-1 при прийнятному виходi пермеату (>70%) можливе лише до вмiсту амонiю
у вихiднiй водi 6400 мг/дм3. При бiльших вихiдних концентрацiях амонiю зазначена мемб-
рана неефективна — при C NH+

4 = 500 мг/дм3 очищення можливе до k = 37%, при C
NH+

4 = 700 мг/дм3 — до k = ∼24%. Отже, при C NH+
4 > 400 мг/дм3 зворотному осмосу має

передувати iнший процес, здатний iстотно знизити вмiст iонiв NH+
4 , наприклад, реагентний

з одержанням струвiту — цiнного мiнерального добрива [13].
Оскiльки у лужному середовищi частина iонiв амонiю iснує в формi вiльного амiаку,

очевидна необхiднiсть вивчення залежностi JW i R NH+
4 мембрани ESPA-1 вiд pH вихiдних

розчинiв. Результати дослiдження робочих характеристик мембрани в iнтервалi значень pH
вiд 4 до 10 наведенi на рис. 4. Значення питомої продуктивностi мембрани при всiх дослi-
джених значеннях pH для обох вихiдних концентрацiй амонiю вiдносно стабiльнi (див. кри-
вi 1, 2 на рис. 4, а). На вiдмiну вiд JW , затримуюча здатнiсть мембрани пiсля досягнення
pH 8 починає рiзко погiршуватися (див. кривi 1 ′, 2 ′ на рис. 4, а), що спричиняє зростання
кiлькостi iонiв NH+

4 у пермеатi.
Виявлена залежнiсть пояснюється збiльшенням кiлькостi амiаку при значеннях pH > 7.

За даними [12], вiдсотковий вмiст вiльного амiаку в розчинах залежно вiд їх pH вiдобра-
жається кривою 3 (див. рис. 4, б ). За нашими розрахунками, згiдно з цiєю залежнiстю,
кiлькiсть амiаку при C NH+

4 = 1000 мг/дм3 при pH 7 становить 5,3, при pH 8 — вже 51,0,
при pH 9 — 348 i при pH 10 — 845 мг/дм3. Вiдповiдно зменшується вмiст NH+

4 iонiв (див. кри-
вi 4, 4 ′ на рис. 4, в). Тобто вже при pH 8 у розчинi мiститься приблизно на порядок бiльше
амiаку, нiж при нейтральних pH, який набагато краще проходить крiзь зворотноосмотичну
мембрану та розчиняється в пермеатi. Цi розрахунки та висновки iлюструє залежнiсть pH
пермеату вiд pH вихiдної води (див. криву 5 на рис. 4, в).

Таким чином, проведенi дослiдження показали, що зворотний осмос низького тиску
з використанням мембрани ESPA-1 проявляє високу ефективнiсть при очищеннi стiчних вод
вiд амонiйних сполук за умов їх вихiдного вмiсту до 400 мг/дм3. При їх бiльших вихiдних
концентрацiях зворотному осмосу повинен передувати iнший процес, який здатний iстот-
но знизити вмiст iонiв NH+

4 , наприклад, реагентний з одержанням мiнерального добрива.
Очищення доцiльно здiйснювати при робочому тиску 1,5–2,0 МПа, виходi пермеату ∼70%
в iнтервалi pH 4–8.
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Рис. 4. Вплив pH вихiдних розчинiв концентрацiєю 100 (кривi 1 1
′) i 1000 (кривi 2, 2

′

м) мг/дм3 на питому
продуктивнiсть (кривi 1, 2) i затримуючу здатнiсть мембрани ESPA-1 за iонами NH+

4 (кривi 1
′, 2

′) при
P = 1,5 МПа (а) (бiля вiдповiдних значень R NH+

4 вказано вмiст iонiв NH+
4 (мг/дм3) в пермеатi); кiлькiсний

вiдсоток вiльного амiаку залежно вiд pH середовища (крива 3 ) (б ); кiлькiсть iонiв NH+
4 (крива 4 ) i вiльного

амiаку (крива 4
′) у водному розчинi концентрацiєю 1000 мг/дм3 за iонами NH+

4 , а також pH пермеату
залежно вiд pH вихiдної води (крива 5 ) (в)
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М.Н. Балакина, Д.Д. Кучерук, З. Н. Шкавро, М.В. Александров,
академик НАН Украины В.В. Гончарук

Очистка сточных вод от аммонийних соединений

Исследован процесс очистки аммониесодержащих вод обратным осмосом низкого давления
с применением мембраны ESPA-1. Показано, что процесс эффективен при приемлемом выхо-
де пермеата (∼70%) только до содержания аммония в исходной воде около 400 мг/дм3.
Определены рабочие характеристики мембраны.

M.N. Balakina, D.D. Kucheruk, Z.N. Shkavro, M. V. Alexandrov,
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The purification of wastewater from ammonium compounds

The process of purification of ammonium-containing waters by low-pressure reverse osmosis using
the membrane ESPA-1 is investigated. It is shown that the process is effective with an acceptable
outlet permeate (∼70%) only to the content of ammonia in the source water near 400 mg/dm3.
The performances of the membrane are determined.
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