
оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

2 • 2013

Науково-теоретичний журнал Президiї Нацiональної академiї наук України

Заснований у 1939 р.

Виходить щомiсяця

РЕДАКЦIЙНА КОЛЕГIЯ ЖУРНАЛУ

А.Г. Наумовець (головний редактор), П.I. Андон, С.А. Андронатi, Л.А. Булавiн,

А.Ф. Булат, Г.М. Гавричкова (заст. головного редактора), В.М. Геєць (заст. голов-
ного редактора з наук. питань), В.В. Гончарук, В.Т. Грiнченко, Я.М. Григоренко,

Д. М. Гродзинський, В. М. Єремєєв, В. О. Iванов, I. М. Коваленко,

С.В. Комiсаренко, В.П. Кухар, В.М. Локтєв, О.О. Мойбенко, В. В. Моргун,

I. М. Неклюдов, В. Д. Походенко, I. К. Походня, А. М. Самойленко,

В. П. Семиноженко, I. В. Сергiєнко, В. I. Старостенко, Б. С. Стогнiй,

В. М. Шестопалов, Я. С. Яцкiв

© Нацiональна академiя наук України, 2013



Змiст

Математика

Бабенко К.Є., Макаров В.Л., Хапко Р. С., Хлобистов В. В. Про iнтерполяцiю функцiї
двох змiнних в обмеженiй областi за її значеннями на множинi кривих, заданих
параметрично . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Билет В.В., Довгошей А.А. Инфинитезимальная ограниченность метрических
пространств и сильная односторонняя пористость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Кучук-Яценко С. В. Вiдсутнiсть арбiтражу в динамiчних економiчних системах
iз заданими доходами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Лiнчук Ю.С. Опис узагальнених власних значень i узагальнених власних елементiв
деяких класичних операторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Iнформатика та кiбернетика

Литвин О.М., Першина Ю. I. Наближення розривних функцiй розривними сплайнами
на прямокутнику з однiєю криволiнiйною стороною . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Семкин В.В., Чугай А.М. Нормализованная Φ-функция параллелепипеда и сфероци-
линдра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Устименко В.А. Oб экстремальной теории графов и символьных вычислениях . . . . . . . . . 42

Механiка

Каминский А.А., Курчаков Е. Е. О влиянии растяжения вдоль трещины в нелинейном
упругом теле при наличии зоны предразрушения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Поляков В.Л. Установившийся приток к дренажу в несвязном грунте с локально-упоря-
доченной структурой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Фiзика

Калiон В.А., Таран Є.Ю., Дiдкiвська О.М. Математичне моделювання руху тривiсного
елiпсоїда в капiлярi, що заповнений в’язкою рiдиною . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Коваль Ю.М., Мазанко В.Ф., Шматко I. О., Шматко О.А. Стадiйнiсть комiркового
розпаду пересичених твердих розчинiв свинець–олово . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Матерiалознавство

Лазарєв М.П., Бакай О.С. Про первиннi радiацiйнi ушкодження реакторних
конструкцiйних матерiалiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Науки про Землю

Белый Т.А. Формирование стратификации облаков электрическим полем атмосферы . . 82

Доценко С.Ф., Санникова Н.К.В. Характеристики наката одиночной поверхностной
волны на береговой откос . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86



Николаев И.Ю., Калашник А.А. Применение геоэлектрических методов в Кирово-
градском рудном районе центральной части Украинского щита для выявления зон
натриевого метасоматоза с урановым оруденением . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

Миронцов Н.Л. Численный метод решения прямой задачи импульсного индукционного
каротажа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Хiмiя

Муць Н.М., Аксельруд Л. Г., Гладишевський Р.Є. Модульована структура сполуки
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Рябченко К.В., Яновська Е. С., Кичкирук О.Ю., Тьортих В.А. Адсорбцiйнi
властивостi композита силiкагель-полiанiлiн щодо катiонiв перехiдних металiв . . . . . . . . . . 107

Сабєров В.Ш., Короткiх М. I., Глиняна Н.В., Кисельов А.В., Пехтерева Т.М.,
Раєнко Г.Ф., Попов А.Ф., О. Швайка П. Каталiз вiдновного дехлорування n-дихло-
робензену карбеновими комплексами паладiю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

Соболева С. Г., Андронати С.А., Карасева Т.Л., Костенко Е.А. Синтез и актопро-
текторные свойства производных 2-(β-морфолино)этилмеркапто-1,6-дигидропирими-
дина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

Трохименко А.Ю., Запорожець О.А. Пряма та непряма твердофазна спектро-
фотометрична йодометрiя для визначення форм йоду, окисникiв та вiдновникiв . . . . . . . . 125

Бiологiя

Водясова Е.А. Значения индекса отолитов у разноразмерных групп анчоуса Engraulis
encrasicolus у берегов Крыма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

Межжерин С.В., Янович Л.Н., Жалай Е.И., Пампура М.М., Васильева Л.А.
Репродуктивная изоляция двух викарных форм перловицы овальной Unio crassus
Philipsson, 1788 (Bivalvia, Unionidae) c низким уровнем генетической дифференциации . 138

Петренко Н.С., Кришталь О.А. Вплив мутацiй серину 275 з “лiвого плавника” Р2Х3
рецептора на показники активацiї каналу та десенситизацiю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

Бiохiмiя

Козеко Л. Е. Влияние гелданамицина на синтез белков теплового шока Hsp70 и Hsp90
в проростках Arabidopsis thaliana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

Рибченко Ж. I., Палладiна Т.О. Функцiонування Na+-H+-антипортерiв плазматичних
i вакуолярних мембран у рослинних клiтинах за умов засоленого середовища та вплив
на них бiологiчно активних препаратiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

Медицина

Гунiна Л.М. Один з механiзмiв впливу рослинного адаптогену лимоннику китайського
на фiзичну працездатнiсть спортсменiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

Кнышов Г. В., Зубков С. В., Настенко Е.А., Лебедева Е.О., Матвийчук А.О.,
Шардукова Ю.В. Моделирование профиля напряжений в стенках извитых коронарных
артерий системы кровообращения человека . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169



Орел В. Е., Шевченко А.Д., Дзятковська I. I., Нiколов М.О., Романов А.В.,
Рихальський А.Ю., Бурлака А.П., Лукiн С.М., Дзятковська Н.М., Щепотiн I. Б.
Порiвняльний аналiз магнiтних характеристик та протипухлинного ефекту наноком-
плексiв з наночастинок оксидiв залiза та доксорубiцину при радiочастотнiй гiпертермiї
карциносаркоми Уокер-256 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

Contents

Mathematics

Babenko Ch.Y., Makarov V. L., Chapko R. S., Khlobystov V.V. On the interpolation of a
function of two variables in a bounded domain from its values on a set of parametric curves . 7

Bilet V.V., Dovgoshey O.A. Infinitesimal boundedness of metric spaces and strong one-side
porosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Kuchuk-Iatsenko S. V. Arbitrage absence in economic dynamical systems with fixed gains . . . 19

Linchuk Yu. S. Description of the extended eigenvalues and eigenvectors of some classical
operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Informatics and cybernetics

Lytvyn O.M., Pershina Y. I. Approximation of discontinuous functions by discontinuous
splines on a rectangle with one curvilinear side . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Semkin V.V., Chugay A.M. The normalized Ф-function for a parallelepiped and a
spherocylinder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Ustimenko V.A. On the extremal graph theory and symbolic computations . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Mechanics

Kaminsky A.A., Kurchakov E. E. On the influence of tension along the crack in a nonlinear
elastic body in the presence of prefracture zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Polyakov V. L. Steady-state groundwater flow to a drainage in noncohesive soil with locally
ordered structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Physics

Kalion V.A., Taran E.Yu., Didkivska O.M. Mathematical modeling of the three-axial
ellipsoid motion through a capillary filled with a viscous liquid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Koval Yu.N., Mazanko V. F., Shmatko I.O., Shmatko O.A. Staging of the cellular
precipitation of supersaturated lead-tin solid solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Materials science

Lazarev N.P., Bakai A. S. On the primary radiation damages of reactor structural materials 75

Geosciences

Belyi T.A. The formation of a stratification of clouds by the electric field of the atmosphere 82



Dotsenko S. F., Sannikova N.K.V. Characteristics of the solitary surface wave run-up on a
sloping beach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Nikolaev I. Yu., Kalashnik H.A. Application of geoelectrical methods in the Kirovograd
ore region of the central part of the Ukrainian shield to identify the areas of sodium
metasomatism with uranium mineralization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

Myrontsov M. L. A numerical method for solution of the direct problem of pulse induction
logging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Chemistry

Muts N.M., Akselrud L.G. Modulated structure of the compound
(Tb0.70Zr0.30)(Al0.17Si0.83) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Ryabchenko K.V., Yanovska E. S., Kichkiruk O.Yu., Tertykh V.A. Adsorption properties of
the composite silica gel-polyaniline with respect to cations of transition metals . . . . . . . . . . . . . . 107

Saberov V. S., Korotkikh M. I., Glinyanaya N.V., Kiselyov A.V., Pekhtereva T.M.,
Rayenko G. F., Popov A.F., Shvaika O. P. Reductive dechlorination catalysis of p-
dichlorobenzene by palladium carbene complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

Soboleva S.G., Andronati S.A., Karasyova T. L., Kostenko E.A. Synthesis and actoprotecti-
ve properties of 2-(b-morpholino)ethylmercapto-1,6-dihydropyrimidine derivatives . . . . . . . . . . . 119

Trohimenko A.Yu., Zaporozhets O.A. Direct and indirect solid-phase spectrophotometric
iodimetry for the determination of forms of iodine and oxidizing and reducing agents . . . . . . . 125

Biology

Vodiasova E.A. Values of index of otoliths from different size groups of anchovy Engraulis
encrasicolus off the coast of the Crimea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

Mezhzherin S.V., Yanovych L.M., Zhalay Y. I., Pampura M.M., Vasilieva L.A.
Reproductive isolation of two Unio crassus Philipsson, 1788 (Bivalvia, Unionidae) vicarious
forms with low genetic differentiation level . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

Petrenko N. S., Krishtal O.O. Effect of serine 275 mutations from the “left flipper” of P2X3
receptor on the receptor activation and desensitization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

Biochemistry

Kozeko L.Ye. The influence of geldanamycin (GDA) on the synthesis of heat shock proteins
70 and 90 in Arabidopsis thaliana seedlings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

Rybchenko Zh.I., Palladina T.O. Na+-H+-antiporters function in plant cell plasma and
vacuolar membranes under salinity conditions and effect of biological active preparations . . . . 158

Medicine

Gunina L.M. One of the mechanisms of influence of vegetable adaptogen Shizandra
chinensis on the physical capacity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

Knyshov G.V., Zubkov S. V., Nastenko Ie. A., Lebedeva Ye.O., Matviichuk A.O.,
Shardukova Yu.V. Modeling of the stress profile in the walls of tortuous coronary arteries in
the human circulatory system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169



Orel V. E., Shevchenko A.D., Dzyatkovskaya I. I., Nikolov N.A., Romanov A.V.,
Rihalsky A.Y., Burlaka A. P., Lukin S.N., Dzyatkovskaya N.N., Schepotin I. B.
Comparative analysis of magnetic properties and the antitumor effect of nanocomplexes from
nanoparticles of iron oxides and doxorubicin during radiofrequency hyperthermia of Walker
256 carcinosarcoma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

Редактори роздiлiв
Л.М. Литвинова, Л. I. Пузанкова, Т. I. Хоменко

Оформлення художника В. Г. Самсонова
Комп’ютерна верстка В. I. Бойко, Г. В. Попович

Видавничий дiм «Академперiодика»
Свiдоцтво про внесення до Держреєстру суб’єкта видавничої справи
серiї ДК №544 вiд 27.07.2001
01004, Київ, вул. Терещенкiвська, 4

Пiдписано до друку 11.02.2013. Формат 84×108/16. Ум. друк. арк. 19,32. Обл.-вид. арк. 16.
Тираж 240 прим. Зам. 3494. Цiна 28 грн.

Друкарня Видавничого дому «Академперiодика». 01004, Київ, вул. Терещенкiвська, 4



оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

2 • 2013

МАТЕМАТИКА

УДК 519.6

К.Є. Бабенко, академiк НАН України В. Л. Макаров, Р.С. Хапко,
В.В. Хлобистов

Про iнтерполяцiю функцiї двох змiнних в обмеженiй

областi за її значеннями на множинi кривих, заданих
параметрично

Розглянуто задачу iнтерполяцiї функцiї двох змiнних в обмеженiй областi за вiдомими
значеннями на множинi кривих, якi заданi параметрично. За допомогою теорiї опера-
торного iнтерполювання побудовано операторний полiном, який має вiдповiднi iнтерпо-
ляцiйнi властивостi. Наведено приклади чисельних експериментiв.

1. Постановка задачi. Питанню вiдновлення промiжних значень функцiї мiж вiдомими
значеннями присвячено багато праць, основнi iнтерполяцiйнi формули добре вiдомi та на-
лежним чином дослiдженi, особливо в одновимiрному випадку. Але задача побудови ефек-
тивних алгоритмiв вiдновлення значень невiдомої функцiї в областi за її значеннями на
кривих у цiй областi належить до проблемних завдань. Основнi труднощi при цьому ви-
кликанi тим, що часто функцiя є вiдомою на певних лiнiях всерединi областi, а класичнi
iнтерполянти, що застосовуються для наближення, задовольняють iнтерполяцiйнi умови
лише на дискретному наборi вузлiв.

Розв’язування задачi iнтерполювання при заданнi значень функцiї на лiнiях розгля-
далося в рядi робiт. Зокрема, в [1] запропоновано алгоритм, що використовує сингулярнi
iнтеграли. В результатi отримано функцiю, що має “кращi” порiвняно з вiдновлюваною
функцiєю диференцiальнi властивостi. У роботi [2] для випадку прямих iнтерполянт побу-
довано з використанням допомiжних функцiй з компактними носiями, що задовольняють
на заданих прямих iнтерполяцiйнi умови. У [3] подано розв’язок задачi без використан-
ня сингулярних iнтегралiв та допомiжних функцiй. Цей розв’язок мiстить, як частинний
випадок, формулу Даламбера.

Проблема побудови наближення функцiї двох змiнних на основi вiдомих її значень на
заданих лiнiях може бути вирiшена також в рамках теорiї R-функцiй [4]. Цей спосiб було
розвинено та використано при розв’язаннi задачi за допомогою операторiв iнтерлiнацiї [5].
Застосування цих методiв у випадку довiльних кривих, заданих параметрично, є пробле-
матичним.

© К.Є. Бабенко, В. Л. Макаров, Р.С. Хапко, В. В. Хлобистов, 2013
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У данiй роботi пропонується принципово iнший пiдхiд, який грунтується на теорiї по-
лiномiального операторного iнтерполювання, розвиненiй в [6, 7]. Сформулюємо задачу iн-
терполювання в абстрактнiй постановцi. Нехай задано оператор F : X → Y , де X — перед-
гiльбертiв простiр i Y — лiнiйний простiр. Нехай γk ∈ X, k = 1, . . . , N , — заданi елементи
(вузли), на яких вiдомо значення fk = Fγk ∈ Y , k = 1, . . . , N . Необхiдно знайти наближення
F̃ для оператора F , для якого виконуються iнтерполяцiйнi умови F̃ γk = Fγk, k = 1, . . . , N .
Будемо шукати F̃ у формi операторного полiнома i поставлену задачу називатимемо зада-
чею полiномiального операторного iнтерполювання.

2. Наближення на основi операторної iнтерполяцiї. Операторним полiномом сте-
пеня n називають оператор виду

Pnγ =

n∑

k=0

Lkγ
k,

де Lkγ
k = Lk(γ, γ, . . . , γ) i Lk(γ1, γ2, . . . , γk) — неперервна симетрична k-лiнiйна операторна

форма. Нехай Γ =
∥∥∥

n∑
p=0

{(γi, γj)p}
∥∥∥
N

i,j=1
, 00 = 1 i Γ+ — псевдообернена матриця Мура–

Пенроуза до Γ. В [7] встановлено вигляд iнтерполяцiйних операторних полiномiв.
Теорема 1. Нехай виконується умова

(I − Γ+Γ)~F = ~0, (1)

де ~F = (f1, . . . , fN ) — заданий вектор. Тодi множина всiх iнтерполяцiйних операторних
полiномiв для F з вузлами γk, k = 1, . . . , N , описується формулою

Fnγ = Pnγ +

〈
~F − ~Pn,Γ

+

∥∥∥∥∥

n∑

p=0

(γi, γ)
p

∥∥∥∥∥

N

i=1

〉
, (2)

де Pn — довiльний операторний полiном степеня n та 〈~F, ~β〉 =
N∑
k=1

fkβk, ~β ∈ R
N .

Як бачимо з теореми 1, задача iнтерполяцiї є розв’язною для будь-яких векторiв ~F у ви-
падку невиродженостi матрицi Γ. Така ситуацiя названа в [7] iнварiантною розв’язнiстю.

Теорема 2. Нехай N 6 n + 1 i вузли γi, i = 1, . . . , N , рiзнi. Тодi операторна iнтерпо-
ляцiйна задача в передгiльбертовому просторi X iнварiантно розв’язна.

Доведення. Оскiльки головний мiнор другого порядку матрицi (Γ0 + Γ1), де Γk =
= ‖{(γi, γj)k}‖Ni,j=1, k = 0, 1, не дорiвнює нулю, то rg(Γ0 + Γ1) > 2. Маємо

rg(Γ0 + Γ1) + n− 1 > 2 + n− 1 = n+ 1 > N. (3)

Вiдповiдно до [6] нерiвнiсть (3) є достатньою умовою iнварiантної розв’язностi операторної
iнтерполяцiйної задачi. Теорема доведена.

Оскiльки задача полiномiального операторного iнтерполювання має безлiч розв’язкiв,
виберемо як F̃n операторний полiном з множини (2) з Pn ≡ 0. Тодi F̃n — полiном мiнiмальної
норми на множинi всiх iнтерполянтiв степеня n [7].

Зауваження 1. З теореми 2 та формули (1) безпосередньо випливає, що коли N 6 n+1,
то матриця Γ має обернену.
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Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2. Тодi формула (2) (Pn ≡ 0) перетво-
рюється на формулу типу Лагранжа.

Доведення. Формулу (2) перепишемо у виглядi

F̃nγ =

〈
~F,Γ−1

∥∥∥∥∥

n∑

p=0

(γi, γ)
p

∥∥∥∥∥

N

i=1

〉
=

N∑

i=1

fiℓi(γ), (4)

де ℓi — полiноми степеня n вiдносно скалярних добуткiв (γj , γ)
n. Оскiльки операторна iн-

терполяцiйна задача iнварiантно розв’язна (теорема 2), то

F̃nγk =

N∑

i=1

fiℓi(γk) = fk, k = 1, . . . , N, (5)

для будь-яких fi. Нехай вони лiнiйно незалежнi. Тодi з (5) маємо
∑

i6=k

fiℓi(γk) + fk[ℓk(γk)− 1] = 0

i, як наслiдок лiнiйної незалежностi fi, отримуємо

ℓi(γk) = δik,

де δik — символ Кронекера. Теорема доведена.
Очевидно, що функцiонали ℓi можна отримати, лише зробивши вiдповiднi перетворення

в (4).
3. Частиннi випадки. Iнтерес у цьому сенсi становить задача вiдшукання значень

функцiї в обмеженiй областi на площинi по її слiдах на деяких замкнених кривих, розмiще-
них всерединi цiєї областi. Така проблема цiкава як самостiйне питання теорiї наближень i
є актуальною в прикладних застосуваннях. Зокрема, вона виникає при чисельному розв’я-
зуваннi граничних задач для елiптичних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами за допомогою
граничних iнтегральних рiвнянь [8], при зведеннi крайових задач до задач з нульовими
граничними умовами [9], при аналiзi лiнiй рiвня полiв рiзної фiзичної природи тощо.

Нехай D ⊂ R
2 — обмежена область i нехай γ0 — границя областi D. Позначимо через Q

множину кривих, розмiщених в областi D i заданих параметрично (наприклад, рис. 1).
Нехай γk ∈ Q, k = 1, . . . , N , N ∈ N — фiксований набiр кривих. Припустимо, що деяка
дiйснозначна достатньо гладка функцiя f визначена в областi D i вiдомi її звуження (слiди)
на кривих γk, тобто функцiї fk = f |γk , k = 1, . . . , N . Нехай γ ∈ Q — деяка крива i необхiдно
побудувати наближення f̃ |γ , для якого виконуються iнтерполяцiйнi умови f̃ |γk = fk, k =
= 1, . . . , N .

Узагальнимо поставлену задачу в такому сенсi. Нехай Q ⊂ X, де X — множина всiх
параметричних кривих, розмiщених в R

2. Будемо розумiти пiд сумою двох таких кривих
криву, яка утворюється шляхом додавання вiдповiдних координат точок кривих-доданкiв.
Очевидно, X є лiнiйним простором i його можна зробити передгiльбертовим, ввiвши для
кривих з параметричним поданням γ = {x(t) = (x1(t), x2(t)), t ∈ [0, T ]} i θ = {y(t) =
= (y1(t), y2(t)), t ∈ [0, T ]} скалярний добуток, наприклад, за таким правилом

(γ, θ) =
1

T

∫ T

0
[x1(t)y1(t) + x2(t)y2(t)] dt. (6)
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Рис. 1. Розмiщення кривих-вузлiв при R = 1 i r = 0,25. a — кривi-вузли при N = 5 для множини Q1; б —
кривi-вузли при N = 5 для множини Q2

Елементи γk ∈ Q будемо називати iнтерполяцiйними вузлами. Позначимо Y — простiр
достатньо гладких функцiй, визначених на кривих з X. Функцiя f : D → R визначає нелi-
нiйний оператор F : Q ⊂ X → Y . Задача iнтерполяцiї може бути переформульована в такий
спосiб: знайти наближення F̃n для оператора F , для якого F̃nγk = Fγk, k = 1, . . . , N . Таким
чином, проблема побудови iнтерполяцiйного наближення функцiї f може бути вирiшена за
допомогою операторної iнтерполяцiї, тобто наближення будується у виглядi (2) зi скаляр-
ним добутком (6).

Будемо розглядати випадок параметрично заданих замкнених кривих, тобто в (6) T =
= 2π.

П р и к л ад 1 . Нехай двозв’язна область D1 обмежена колом радiуса R з центром у початку
координат i колом радiуса r < R з центром у точцi (r, r). Однопараметричне сiмейство кривих Q1

утворюють кола

γ(1)(α) = {x(t, α) = (αr + ϕ(α) cos t, αr + ϕ(α) sin t), t ∈ [0, 2π]},

де ϕ(α) = αr + (1 − α)R, α ∈ [0, 1]. Розглянемо також двозв’язну область D2, утворену двома
концентричними колами з радiусами R i r, R > r, i центрами у початку координат. Вiдповiдне
однопараметричне сiмейство кривих Q2 утворюють концентричнi кола

γ(2)(α) = {x(t, α) = ϕ(α)(cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]}.

Виберемо в кожнiй з множин iнтерполяцiйнi кривi-вузли (див. рис. 1)

γk,1 = γ(1)
(
k − 1

N − 1

)
i γk,2 = γ(2)

(
3

8
cos

π(2k − 1)

2N
+

5

8

)
, k = 1, . . . , N.

Нехай необхiдно iнтерполювати функцiї u1(x) = sin(x21 + x2) та u2(x) = exp(x1 + x22), x ∈ D. Як

iнтерполянт на кривiй γ з вiдповiдної множини виберемо згiдно з (2) функцiю ũ = F̃nγ. У табл. 1
наведено значення похибок

e2 =

√√√√
Nr∑

i=1

Nt−1∑

j=0

(u(x(tj , ci))− ũ(x(tj , ci)))2
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i

e∞ = max
i=1,...,Nr, j=0,...,Nt−1

|u(x(tj , ci))− ũ(x(tj , ci))|

для рiзної кiлькостi вузлiв iнтерполяцiї N .
Обчислення здiйснено в середовищi Matlab при tj = 2πj/Nt, ci = (i − 1)/(Nr − 1), i = 1, . . . , Nr,

з R = 1 i r = 0,25 та значеннями параметрiв Nr = Nt = 64, N = n + 1. Вiдзначимо, що похибки
наближення за допомогою полiномiального операторного iнтерполювання при порiвняно невеликiй
кiлькостi вузлiв є доволi малими.

Наведемо вигляд iнтерполянта для часткового випадку N = 2 для множини кривих Q2

F̃1γ
(2) = f1

ϕ(α)− r

R− r
+ f2

R− ϕ(α)

R− r
.

Зауваження 2. При N = n + 1 у випадку однопараметричного сiмейства кривих, зале-
жних вiд параметра α, де α входить лiнiйно в рiвняння кривих, функцiї ℓi(α) в (4) можна
побудувати окремо як звичайнi фундаментальнi полiноми Лагранжа n-го степеня.

П р и к л ад 2 . Нехай область D обмежена кривою γ0 = {x0(t) = (0,2 cos t, 0,4 sin t+0,3 sin2 t), t ∈
∈ [0, 2π]}. Виберемо однопараметричне сiмейство кривих в областi D у виглядi

γ(α) = {x(t, α) = αx0(t), t ∈ [0, 2π]}, α ∈ (0, 1],

i визначимо iнтерполяцiйнi кривi-вузли

γk = γ

(
0,5

(
cos

π(2k − 1)

2N
+ 1

))
, k = 1, . . . , N.

Розглядається наближення функцiй u1 i u2, аналогiчних наведеним у попередньому прикладi.
В табл. 2 наведено результати чисельних експериментiв при рiзнiй кiлькостi вузлiв N .

Зауважимо, що отриманi результати можуть бути узагальненi на випадок задач iнтер-
поляцiї за вiдомими слiдами на параметрично заданих поверхнях в R

3 або гiперповерхнях
в R

d, d > 3.

Таблиця 1. Похибки при рiзних значеннях N для прикладу 1

N

Iнтерполяцiя на множинi Q1 Iнтерполяцiя на множинi Q2

Функцiя u1 Функцiя u2 Функцiя u1 Функцiя u2

e2 e∞ e2 e∞ e2 e∞ e2 e∞

3 0,497673 0,036489 1,582603 0,115820 0,782693 0,091018 2,365314 0,275488

5 0,011288 0,001084 0,040102 0,004513 0,033600 0,005426 0,167213 0,025642

7 0,000310 0,000047 0,000985 0,000150 0,002963 0,000555 0,009050 0,001656

9 0,000004 0,000001 0,000022 0,000004 0,000046 0,000010 0,000391 0,000082

11 0,0 0,0 0,0 0,0 0,000004 0,000001 0,000015 0,000003

Таблиця 2. Похибки при рiзних значеннях N для прикладу 2

N
Функцiя u1 Функцiя u2

e2 e∞ e2 e∞

3 0,026327 0,001695 0,154409 0,014053

5 0,000035 0,000003 0,050000 0,008143

7 0,0 0,0 0,000024 0,000002

9 0,0 0,0 0,000001 0,0

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 11



1. Стейн Н. Сингулярные интегралы и дифференциальные свойства функций. – Москва: Мир, 1973. –
342 с.

2. Миранда К. Уравнения с частными производными эллиптического типа. – Москва: Изд-во иностр.
лит., 1957. – 255 с.

3. Литвин О.М., Рвачов В.Л. Класична формула Тейлора i її узагальнення та застосування. – Київ:
Наук. думка, 1973. – 122 с.

4. Рвачев В.Л. Теория R-функций и некоторые ее приложения. – Киев: Наук. думка, 1979. – 193 с.

5. Литвин О.М. Iнтерлiнацiя функцiй та деякi її застосування. – Харкiв: Основа, 2002. – 544 с.

6. Макаров В.Л., Хлобыстов В.В. Основы теории полиномиального операторного интерполирования. –
Киев: Институт математики НАН Украины, 1998. – 278 с.

7. Макаров В.Л., Хлобыстов В.В., Янович Л.А. Интерполирование операторов. – Киев: Наук. думка,
2000. – 407 с.

8. Бабенко К., Хапко Р. Про чисельне розв’язування однiєї прямої задачi ЕIТ методом граничних iнте-
гральних рiвнянь // Вiсн. Львiв. ун-ту. Сер. Прикл. математика та iнформатика. – 2012. – Вип. 18. –
С. 22–30.

9. Ладыженская О.А. Краевые задачи математической физики. – Москва: Наука, 1973. – 408 с.

Надiйшло до редакцiї 19.07.2012Українська iнженерно-педагогiчна академiя, Харкiв
Iнститут математики НАН України, Київ
Львiвський нацiональний унiверситет
iм. Iвана Франка

К.Е. Бабенко, академик НАН Украины В.Л. Макаров, Р.С. Хапко,
В.В. Хлобыстов

Об интерполяции функции двух переменных в ограниченной
области по ее значениям на множестве кривых, заданных
параметрически

Рассмотрена задача интерполяции функции двух переменных в ограниченной области по
известным значениям на множестве кривых, которые заданы параметрически. С помо-
щью теории операторного интерполирования построен операторный полином, владеющий
соответствующими интерполяционными свойствами. Приведены примеры численных экс-
периментов.

C.Y. Babenko, Academician of the NAS of Ukraine V. L. Makarov, R. S. Chapko,
V.V. Khlobystov

On the interpolation of a function of two variables in a bounded domain
from its values on a set of parametric curves

We consider the interpolation problem for a function of two variables in a bounded domain from
the given values on a set of curves with parametric representation. On the basis of the theory of
operator interpolation, the operator polynomial, which has corresponding interpolation properties,
is constructed. The examples of numerical experiments are presented.
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УДК 517.518.2+515.124

В.В. Билет, А.А. Довгошей

Инфинитезимальная ограниченность метрических
пространств и сильная односторонняя пористость

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

Введен класс вполне сильно пористых множеств, являющийся собственным подклас-
сом локально сильно пористых подмножеств R. Найдены характеристические свойства
вполне сильно пористых множеств, что позволило дать необходимые и достаточные
условия равномерной ограниченности всех пространств, предкасательных к заданному
метрическому пространству в фиксированной точке и имеющих правильную норми-
ровку.

Понятия предкасательного и касательного пространств для общего метрического прост-
ранства были введены в [1] (см. также [2]) с целью определения обобщенного дифферен-
цирования на метрических пространствах без линейной структуры. Ряд результатов, опи-
сывающих взаимосвязь свойств предкасательных и касательных пространств со свойст-
вами исходного метрического пространства получены в работах [3–6]. В частности, в [3]
было доказано, что ограниченные сепарабельные касательные пространства к метрическо-
му пространству (X, d) в точке p ∈ X существуют тогда и только тогда, когда множество
расстояний

Sp(X) := {d(x, p) : x ∈ X} (1)

является сильно пористым в 0. Отметим также, что условие звездности пространств, пред-
касательных к подмножествам на плоскости, естественным образом связано с некоторым
0−1 законом для пористости (подробно см. в [7]). В 2010 г. профессор О. Мартио предполо-
жил, что при “правильном” масштабировании совокупная ограниченность всех пространств,
предкасательных к метрическому пространству (X, d) в точке p ∈ X, должна быть экви-
валентна какому-то виду сильной пористости множества Sp(X) в нуле. Это предположение
и послужило начальной точкой настоящей работы. Теорема 4, приведенная ниже, подтверж-
дает справедливость предположения О. Мартио.

Напомним необходимые определения.
Пусть (X, d) — метрическое пространство и пусть p — точка из X. Зафиксируем неко-

торую последовательность r̃ положительных вещественных чисел rn, стремящихся к нулю.
Назовем r̃ нормирующей последовательностью. Будем обозначать через X̃ множество всех
последовательностей точек из X.

Определение 1. Две последовательности x̃, ỹ ∈ X̃, x̃ = {xn}n∈N и ỹ = {yn}n∈N, взаимно
стабильны относительно нормирующей последовательности r̃ = {rn}n∈N, если существует
конечный предел

lim
n→∞

d(xn, yn)

rn
:= d̃r̃(x̃, ỹ). (2)
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Cемейство F̃ ⊆ X̃ самостабильное, если любые две последовательности x̃, ỹ ∈ F̃ взаим-
но стабильны, F̃ ⊆ X̃ — максимальное самостабильное, если F̃ самостабильное и для
произвольной z̃ ∈ X̃ \ F̃ существует x̃ ∈ F̃ такая, что x̃ и z̃ не взаимно стабильны.

В силу леммы Цорна, для каждой нормирующей последовательности r̃ = {rn}n∈N су-
ществует максимальное самостабильное семейство X̃p,r̃ такое, что постоянная последова-
тельность p̃ = {p, p, . . .} ∈ X̃p,r̃.

Рассмотрим функцию d̃r̃ : X̃p,r̃×X̃p,r̃ → R. Очевидно, d̃r̃ симметрична и неотрицательна.
Кроме того, из неравенства треугольника для d имеем d̃r̃(x̃, ỹ) 6 d̃r̃(x̃, z̃) + d̃r̃(z̃, ỹ) для всех
x̃, ỹ, z̃ из X̃p,r̃. Следовательно, (X̃p,r̃, d̃r̃) — псевдометрическое пространство.

Определим отношение эквивалентности ∼ на X̃p,r̃ как x̃ ∼ ỹ тогда и только тогда, ко-
гда d̃r̃(x̃, ỹ) = 0. Обозначим через ΩX

p,r̃ множество всех классов эквивалентности на X̃p,r̃,

порожденных отношением ∼. Для α, β ∈ ΩX
p,r̃ положим ρ(α, β) = d̃r̃(x̃, ỹ), где x̃ ∈ α и ỹ ∈ β,

тогда ρ — метрика на ΩX
p,r̃. Переход от псевдометрического пространства (X̃p,r̃, d̃r̃) к метри-

ческому пространству (ΩX
p,r̃, ρ) будем называть метрической идентификацией (X̃p,r̃, d̃r̃).

Определение 2. Пространство (ΩX
p,r̃, ρ) называется предкасательным к X в точке p

относительно нормирующей последовательности r̃.
Пусть E ⊆ R

+ = [0,∞). Напомним определение правосторонней пористости множе-
ства E в точке 0 (см., например, [8, c. 184]).

Определение 3. Правосторонней пористостью множества E в точке 0 называется ве-
личина

p+(E, 0): = lim sup
h→0+

λ(E, 0, h)

h
,

где λ(E, 0, h) — длина наибольшего открытого подинтервала (0, h), не содержащего точек
из E. Множество E называется сильно пористым справа в точке 0, если p+(E, 0) = 1.

Сравнение различных видов пористости и краткий обзор результатов можно, например,
найти в [9].

Пусть τ̃ = {τn}n∈N — последовательность вещественных чисел. Будем говорить, что
τ̃ — почти убывающая последовательность, если τn+1 6 τn для всякого достаточно большо-
го n. Обозначим через Ẽd

0 множество почти убывающих последовательностей τ̃ таких, что
lim
n→∞

τn = 0 и τn ∈ E\{0} для всякого n ∈ N. Через ExtE и acE будем обозначать соответст-

венно внешность и совокупность всех предельных точек множества E ⊆ R
+ относительно

стандартной топологии на R
+.

Пусть ĨdE — множество последовательностей {(an, bn)}n∈N открытых интервалов
(an, bn) ⊆ R

+, обладающих следующими свойствами:
всякое an является строго положительным;
последовательность {an}n∈N является почти убывающей;
всякий интервал (an, bn) является связной компонентой ExtE, т. е. (an, bn)

⋂
E = ∅, но

для всякого (a, b) ⊇ (an, bn) справедлива следующая импликация

((a, b) 6= (an, bn)) ⇒ ((a, b)
⋂
E 6= ∅);

выполняются предельные соотношения lim
n→∞

an = 0 и lim
n→∞

bn − an
bn

= 1.
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На множестве последовательностей строго положительных чисел определим отношение
эквивалентности ≍. Пусть ã = {an}n∈N и γ̃ = {γn}n∈N, тогда ã ≍ γ̃, если существует
константа c > 1 такая, что

1

c
an 6 γn 6 can (3)

для достаточно больших n ∈ N.
Определение 4. Пусть E ⊆ R

+ и γ̃ ∈ Ẽd
0 . Множество E назовем γ̃-сильно пористым,

если существует последовательность {(an, bn)}n∈N ∈ ĨdE такая, что γ̃ ≍ ã, где ã = {an}n∈N.
Множество E назовем вполне сильно пористым (в точке 0), если E является γ̃-сильно по-
ристым для всякого γ̃ ∈ Ẽd

0 .
Совокупность всех вполне сильно пористых (в нуле) подмножеств R

+ будем в дальней-
шем обозначать через ВСП.

Вполне сильно пористые множества.
Определение 5. Множество E ⊆ R

+ назовем равномерно сильно пористым (в точке 0),
если существуют константа c > 1 такая, что для всякой последовательности γ̃ ∈ Ẽd

0 сущест-
вует {(an, bn)}n∈N ∈ ĨdE и n(γ̃) ∈ N такие, что двойное неравенство (3) выполняется при
всех n > n(γ̃).

Если E является равномерно сильно пористым, то E — ВСП-множество. Как будет
видно из теоремы 1, приведенной ниже, обратное утверждение также верно.

Определим отношение предпорядка � на множестве ĨdE .
Определение 6. Пусть Ã := {(an, bn)}n∈N ∈ ĨdE и L̃ := {(ln,mn)}n∈N ∈ ĨdE. Тогда

Ã � L̃, если существуют натуральное число N1 = N1(Ã, L̃) и функция f : NN1 → N, где
NN1 := {N1, N1+1, . . .} такие, что an = lf(n) для всякого n ∈ NN1 . Элемент L̃ ∈ ĨdE является

универсальным, если Ã � L̃ для всякого Ã ∈ ĨdE .
Замечание 1. Универсальность элемента L̃ ∈ ĨdE может быть выражена иначе. Обозна-

чим через Com множество связных компонент ExtE. Элемент L̃ ∈ ĨdE является универсаль-
ным тогда и только тогда, когда для всякого Ã ∈ ĨdE существуют N1 ∈ N и f : NN1 → N

такие, что диаграмма

коммутативна. Здесь in — естественное включение NN1 в N, in(k) = k.
Используя известные рассуждения из теории упорядоченных множеств, получаем, что

� порождает отношение эквивалентности ≡ на ĨdE , если положить

(Ã ≡ T̃ ) ⇔ (Ã � T̃ и T̃ � Ã).

Переходя к фактормножеству, индуцированному отношением ≡, получаем частично
упорядоченное (ч. у.) множество. Множество (ĨdE ,�) имеет универсальный элемент тогда
и только тогда, когда полученное ч. у. множество имеет наибольший элемент.

Пусть L̃ = {(ln,mn)}n∈N ∈ ĨdE — универсальный элемент. Определим величину

M(L̃) : = lim sup
n→∞

ln
mn+1

. (4)
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Теорема 1. Пусть E ⊆ R
+ — сильно пористое справа в нуле множество и пусть

0 ∈ acE. Следующие утверждения эквивалентны.
(i) E является ВСП-множеством.
(ii) Множество (ĨdE,�) содержит универсальный элемент L̃ такой, что M(L̃) <∞.
(iii) E является равномерно сильно пористым множеством.
Следующая теорема описывает структуру множеств E ⊆ R

+, для которых существует
универсальный элемент L̃ ∈ ĨdE.

Теорема 2. Пусть E ⊆ R
+ — сильно пористое справа в нуле множество и пусть

0 ∈ acE. Множество (ĨdE ,�) содержит универсальный элемент тогда и только тогда,
когда существует константа c > 1 такая, что для всякого K > 1 существует t > 0,
для которого из неравенств t > a и b/a > c следует неравенство b/a > K для всякого
(a, b) ∈ Com.

Пусть A и B — некоторые подмножества R
+. Будем писать A ⊑ B, если существует

t = t(A,B) > 0 такое, что A
⋂
(0, t) ⊆ B

⋂
(0, t). Следующая теорема дает конструктивное

описание ВСП-множеств.
Теорема 3. Пусть E ⊆ R

+. Тогда E является ВСП-множеством тогда и только
тогда, когда существуют q > 1 и строго убывающая последовательность {xn}n∈N, xn > 0,

n ∈ N, такие, что lim
n→∞

xn+1

xn
= 0 и E ⊑ W (q), где W (q) :=

⋃
n∈N

(q−1xn, qxn).

Равномерная ограниченность предкасательных пространств. Пусть F =
= {(Xi, di, pi) : i ∈ I} — семейство метрических пространств с отмеченными точками pi.
Положим

R∗(F) := sup
i∈I

sup
x∈Xi

di(x, pi), R∗(F) := inf
i∈I

inf
x∈Xi\{pi}

di(x, pi),

где inf
x∈Xi\{pi}

di(x, pi) = ∞, если Xi \ {pi} = ∅.

Будем говорить, что семейство F является равномерно ограниченным, если R∗(F) < ∞.
Очевидно, что при R∗(F) > 0 точка pi есть изолированная точка пространства (Xi, di) и

{x ∈ Xi : di(x, pi) < r} = {pi} (5)

для любого i ∈ I при r 6 R∗(F), причем при r > R∗(F) равенство (5) не верно для некоторого
i ∈ I.

По аналогии с равномерной ограниченностью введем следующее:
Определение 7. Будем говорить, что семейство F метрических пространств Xi с отме-

ченными точками pi равномерно дискретно в отмеченных точках, если R∗(F) > 0.
Выделим теперь последовательности, дающие “правильное” масштабирование, из мно-

жества всех нормирующих последовательностей.
Определение 8. Пусть (X, d, p) — метрическое пространство с отмеченной точкой

p ∈ X ⋂ acX. Нормирующая последовательность r̃ = {rn}n∈N называется правильной, если
существует x̃ = {xn}n∈N ∈ X̃ такая, что последовательность {d(xn, p)}n∈N почти убываю-
щая и

lim
n→∞

d(xn, p)

rn
= 1.

Пусть ΩX
p (n) — множество предкасательных пространств ΩX

p,r̃ с правильными норми-
рующими последовательностями r̃. Отметим, что каждое предкасательное пространство
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ΩX
p,r̃ имеет естественную отмеченную точку, а именно ту, в которую переходит постоян-

ная последовательность (p, p, . . . , p, . . .) ∈ X̃p,r̃ при отображении метрической идентифи-
кации. Следующая теорема дает, в частности, критерий совокупной ограниченности всех
пространств, принадлежащих ΩX

p (n).
Теорема 4. Пусть (X, d) — метрическое пространство с отмеченной точкой p ∈

∈ X
⋂

acX. Следующие три утверждения эквивалентны.
(i) Семейство ΩX

p (n) является равномерно ограниченным.
(ii) Множество E := Sp(X) является ВСП-множеством.
(iii) Семейство ΩX

p (n) равномерно дискретно в отмеченных точках.

Кроме того, если ΩX
p (n) является равномерно ограниченным, то R∗(ΩX

p (n)) = M(L̃)

и R∗(Ω
X
p (n)) = 1/M(L̃), где величина M(L̃) определена равенством (4).

Заметим, что если вместо ΩX
p (n) рассмотреть семейство всех пространств, предкаса-

тельных к X в точке p, то равномерная ограниченность такого семейства равносильна
изолированности точки p в X.
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В.В. Бiлет, О.А. Довгоший

Iнфiнiтезимальна обмеженiсть метричних просторiв та сильна
однобiчна пористiсть

Введено клас сповна сильно пористих множин, що є власним пiдкласом локально сильно
пористих пiдмножин R. Знайдено характеристичнi властивостi сповна сильно пористих
множин, що дозволило надати необхiднi та достатнi умови рiвномiрної обмеженостi усiх
просторiв, переддотичних до заданого метричного простору у фiксованiй точцi i якi мають
правильне нормування.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 17



V.V. Bilet, O.A. Dovgoshey

Infinitesimal boundedness of metric spaces and strong one-side porosity

We define the class of completely strongly porous sets which is a proper subclass of local strongly
porous subsets of R. Some characteristic properties of completely strongly porous sets are found.
These properties allow us to give the necessary and sufficient conditions of uniform boundedness
of the property normalized pretangent spaces to a given metric space at a marked point.

18 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



УДК 517.9;519.86

С.В. Кучук-Яценко

Вiдсутнiсть арбiтражу в динамiчних економiчних

системах iз заданими доходами

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

В моделi економiки обмiну знайдено необхiднi та достатнi умови строгої додатностi
розв’язкiв рiвнянь економiчної рiвноваги. Встановлено нерiвностi знизу для всiх рiвно-
важних цiнових векторiв. Сформульовано теорему про iснування економiчної динамi-
ки. Наведено необхiднi та достатнi умови вiдсутностi арбiтражних можливостей для
економiчних агентiв.

На практицi важливою задачею є вiдшукання умов вiдсутностi часового та просторово-
го арбiтражу у виглядi сукупностi обмежень на такi макроекономiчнi параметри, як цiна
грошей i цiни товарiв. Iснуючi моделi встановлюють умови неарбiтражностi в термiнах мар-
тингальних мiр (див. [1–5]). Проте на практицi математичнi моделi, що описують еволюцiю
цiн активiв, невiдомi. Тому побудова моделей загального вигляду i вiдшукання умов, за
яких арбiтражнi можливостi вiдсутнi, є актуальною проблемою.

У данiй роботi описується побудова неарбiтражної економiчної динамiки для випадку,
коли стратегiя поведiнки споживача не залежить вiд цiнового вектора. Така модель є надто
важливою тому, що задача вiдшукання рiвноважного цiнового вектора у кожному перiодi
функцiонування економiчної системи зводиться до розв’язання системи лiнiйних рiвнянь
(див. [6, 7]).

Попереднi результати. Дослiджуємо економiчну модель обмiну з пропорцiйним спо-
живанням i заданими доходами. У кожний перiод функцiонування економiки споживача
описуємо деяким вектором попиту, що заданий на деякому ймовiрнiсному просторi. З iншо-
го боку, кожен споживач має деякий набiр товарiв, який вiн бажає обмiняти на iнший набiр,
що визначається його вектором попиту. Крiм того, кожен споживач має заданий додатний
дохiд.

Розглядатимемо систему рiвнянь

l∑

i=1

Cki
〈bi, p〉+Di

〈Ci, p〉
= ψk, k = 1, n, (1)

розв’язки якої описують стан рiвноваги в таких економiчних системах, де C = |Cki|n,lk=1,i=1,

B = |bki|n,lk=1,i=1 є невiд’ємними матрицями, Ci = {Cki}nk=1 i bi = {bki}nk=1, i = 1, l, — невiд’єм-
нi вектори, побудованi за цими матрицями вiдповiдно, ψ = {ψk}nk=1 — строго додатний
вектор, Di > 0, i = 1, l. Припускатимемо також, що мають мiсце нерiвностi

n∑

k=1

Cki > 0,

n∑

k=1

bki > 0, i = 1, l,

l∑

i=1

Cki > 0, k = 1, n. (2)
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Нижче наведено формулювання теореми 5.2.8 з [6, 7], яка встановлює необхiднi та дос-
татнi умови iснування строго додатного розв’язку системи рiвнянь (1).

Теорема 1. Нехай ψ = {ψk}nk=1 — строго додатний вектор, а i-й споживач має не-
вiд’ємний вектор запасу товарiв bi = {bki}nk=1 та кошти Di > 0, i = 1, l. Необхiдними та
достатнiми умовами iснування строго додатного розв’язку системи рiвнянь (1) стосов-
но вектора p ∈ Rn

+ є умови:
1) вектор ψ = {ψk}nk=1 належить внутрiшностi невiд’ємного конуса, утвореного ве-

кторами Ci = {Cki}nk=1, i = 1, l, тобто

ψ =

l∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l; (3)

2) вектор D = {Di}li=1 належить внутрiшностi невiд’ємного конуса, утвореного ве-
кторами dk = {−bki + yiCki}li=1, k = 1, n.

Надалi вважатимемо, що достатнi умови теореми 1 виконуються. Оцiнку знизу для ком-
понент цiнового вектора отримаємо, застосувавши теореми 6.1.1, 6.1.2 з [6, 7].

Перед тим як сформулювати основний результат цiєї частини, наведемо коротке доведе-
ння необхiдностi умов теореми 1. Нехай iснує строго додатний вектор p0, який є розв’язком
системи рiвнянь (1). Введемо позначення

yi =
〈bi, p〉+Di

〈Ci, p〉
, i = 1, l. (4)

Внаслiдок виконання нерiвностей (2) i строгої додатностi компонент вектораD маємо yi > 0,
i = 1, l, та справедлива рiвнiсть (3). З рiвностей (4) отримуємо систему рiвностей

〈−bi + yiCi, p0〉 = Di, i = 1, l, (5)

з якої i випливає умова 2 теореми 1 через строгу додатнiсть вектора p0.
Припускаємо, що виконуються умови (2).
Теорема 2. Нехай ψ = {ψk}nk=1 — строго додатний вектор, а i-й споживач має не-

вiд’ємний вектор запасу товарiв bi = {bki}nk=1 та кошти Di > 0, i = 1, l, i виконуються
такi умови:

1) вектор ψ = {ψk}nk=1 належить внутрiшностi r-вимiрного невiд’ємного конуса, утво-
реного векторами Ci = {Cki}nk=1, i = 1, l, тобто

ψ =

l∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l;

2) вектор D = {Di}li=1 належить внутрiшностi r1-вимiрного невiд’ємного конуса,
утвореного векторами dk = {−bki + yiCki}li=1, k = 1, n;

3) iснує пiдсистема r лiнiйно незалежних векторiв множини векторiв {Ci, i = 1, l}
таких, що вектор ψ належить внутрiшностi конуса, утвореного цiєю пiдсистемою век-
торiв;

4) iснує пiдсистема r1 лiнiйно незалежних векторiв множини векторiв {dk = −bk +
+ yCk, k = 1, n} таких, що вектор D = {Di}, i = 1, l, належить внутрiшностi конуса,
утвореного цiєю пiдсистемою векторiв.
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Тодi iснує такий набiр векторiв f1k , k = 1, l, що справедливi такi твердження:
1) iснує n − r1 + 1 лiнiйно незалежних невiд’ємних розв’язкiв системи рiвнянь (5) z1k

таких, що множину строго додатних розв’язкiв системи рiвнянь (5) задає формула

p =

n∑

m=r1

γ1mz
1
m,

де

z1m={〈D, f11 〉−〈dm, f11 〉p∗m, . . . , 〈D, f1r1〉−〈dm, f1r1〉p
∗
m, 0, . . . , p

∗
m, 0, . . . , 0}, m=r1+1, n,

zr1 = {〈D, f11 〉, . . . , 〈D, f1r1〉, 0, . . . , 0},

p∗m =





min
s∈Km

〈D, f1s 〉
〈dm, f1s 〉

, Km = {s, 〈dm, f1s 〉 > 0},

1, 〈dm, f1s 〉 6 0, ∀s = 1, r1,

а компоненти вектора {γ1m}nm=r1 задовольняють умови

n∑

m=r1

γ1m = 1, γ1m > 0, m = r1, n,

n∑

m=r1+1

〈dm, f1i 〉p∗mγ1m < 〈D, f1i 〉, i = 1, r1;

2) iснує строго додатний вектор p, який є розв’язком системи рiвнянь 1 i для компо-
нент якого виконуються нерiвностi





pi > γ1r1〈D, f
1
i 〉, i = 1, r1,

pi > γ1i p
∗
i , i = r1 + 1, n.

(6)

Постановка задачi. Припустимо, що економiчна система функцiонує протягом N
перiодiв, N < ∞. У t-му перiодi функцiонування економiки вектори попиту Ct

i (ω) =
= {Ct

ki(ω)}
n
k=1, i = 1,l, задаються на iмовiрнiсному просторi {Ω,F , P}. Також припустимо,

що рiвнi споживання у t-му перiодi задано деяким випадковим вектором

yt(ω) = {yti(ω)}
l
i=1,

всi компоненти якого є строго додатними, тобто yti(ω) > 0. Цей вектор називатимемо векто-
ром ступенiв задоволення потреб споживача (див. [6, 7]). Таким чином, вектор пропозицiї
в t-му перiодi задається формулою

ψt(ω) =

l∑

i=1

Ct
i (ω)y

t
i(ω).

Нижче наведено теорему, що встановлює достатнi умови iснування економiчної динамiки
i яка є наслiдком попереднiх результатiв.
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Теорема 3. Нехай множина векторiв Ct
i (ω), i = 1, l, якi є стовпчиками матрицi

Ct(ω) = ‖Ct
ki(ω)‖n,lk=1,i=1, задовольняє нерiвностi

n∑

k=1

Ct
ki(ω) > 0, i = 1, l,

ll∑

i=1

Ct
ki(ω) > 0, k = 1, n, t = 1,N,

Ct
ks(ω) > 0, k = 1, n, s = 1, l, t = 1, N.

(7)

Нехай ψt = {ψt
k(ω)}nk=1, t = 1,N , — строго додатний вектор, а i-й споживач має не-

вiд’ємний вектор запасу товарiв bti = {btki(ω)}nk=1 та кошти Dt
i(ω) > 0, i = 1, l, t =

= 1,N . Необхiдними та достатнiми умовами iснування з iмовiрнiстю 1 строго додатного
розв’язку системи рiвнянь

l∑

i=1

Ct
ki(ω)

〈bti, pt〉+Dt
i

〈Ct
i (ω), p〉

= ψt
k(ω), k = 1, n, t = 1, N, (8)

стосовно цiнового вектора pt ∈ Rn
+ є умови:

1) вектор ψt = {ψt
k(ω)}nk=1 належить внутрiшностi r-вимiрного невiд’ємного конуса,

утвореного векторами Ct
i = {Ct

ki(ω)}nk=1, i = 1, l, тобто

ψt =
l∑

i=1

yti(ω)C
t
i (ω), yti > 0, i = 1, l, t = 1, N ; (9)

2) вектор Dt = {Dt
i}li=1 належить внутрiшностi r1-вимiрного невiд’ємного конуса,

утвореного векторами dtk = {−btki + yti(ω)C
t
ki(ω)}li=1, k = 1, n, t = 1,N .

Припустимо, що в t-му перiодi функцiонування економiчної системи k-та компонента
ptk випадкового рiвноважного цiнового вектора pt визначає цiну k-го товару, k = 1, nt.
Вважатимемо, що перша компонента pt1 цього вектора визначає рiвноважну цiну грошей,
а ψt

1(p
t) визначає пропозицiю грошей в t-му перiодi функцiонування економiчної системи.

Припустимо також, що короткий продаж товарiв можливий тiльки в межах кожного пе-
рiоду функцiонування економiчної системи.

На iмовiрнiсному просторi {Ω,F , P}, де еволюцiя цiн на товари задається теоремою 3,
визначимо еволюцiю цiн пiдмножини n0 6 nt, N0 6 t 6 N1, товарiв за правилом

St = {pti1 , . . . , p
t
in0

}, N0 6 t 6 N1, ik < ik+1, k = 1, n0 − 1. (10)

Введемо еволюцiю неризикового активу правилом

Bt =

t∏

i=N0

(1 + pi1), t = N0, N1, (11)

де pt1 — рiвноважна цiна грошей в t-му перiодi функцiонування економiчної системи.
Означення 1. Економiчну динамiку, означену в теоремi 3, називатимемо неарбiтраж-

ною, якщо для будь-якої пiдмножини множини товарiв, визначеної iндексами i1, . . . , in0

i довiльними числами 1 6 N0 < N1 6 N , для еволюцiї цiн активiв, заданої законом (10), та
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еволюцiї неризикового активу, заданої законом (11), множина самофiнансованих арбiтраж-
них стратегiй без коротких продажiв мiж перiодами функцiонування економiчної системи
є порожньою.

Сформулюємо тепер загальнi умови вiдсутностi арбiтражу в динамiчних системах без
коротких продажiв.

Теорема 4. Нехай на ймовiрнiсному просторi {Ω,F , P} з фiльтрацiєю Fn, n = 1, N ,
задано випадкову еволюцiю неризикового активу законом Bn, n = 1, N , так, що вико-
нуються умови: iснує невипадкова константа D < ∞ така, що 1 6 Bn 6 D, n = 1, N ,
ω ∈ Ω, i нехай еволюцiя цiн n0 > 1 ризикових активiв задається правилом Sn = {Si

n}n0
i=1,

n = 1, N . Якщо
{
Sn
Bn

,Fn

}
, n = 1, N,

є супермартингалом, то множина самофiнансованих арбiтражних стратегiй без корот-
ких продажiв порожня.

Як i ранiше, припускаємо, що перша компонента цiнового вектора pt = {pti}nt

i=1 визначає
вартiсть грошей в t-му перiодi функцiонування економiчної системи.

Теорема 5. Економiчна динамiка, означена в теоремi 3, є неарбiтражною, якщо за
iмовiрнiстю 1 виконуються нерiвностi

pt+1
k 6 ptk(1 + f t+1(pt+1

1 )), k = 2, nt, t = 1, N,

де pt = {ptk}nt

k=1 — рiвноважний цiновий вектор в t-му перiодi функцiонування економiчної
системи, f t(x), t = 1, N , — множина невiд’ємних функцiй, що задовольняють умову 0 6

6 f t(x) 6 x, t = 1, N .
Позначимо

rt0 = rt0(ω) = min
i
ψt
i(ω), Rt

0 = Rt
0(ω) = max

i
ψt
i(ω), At = At(ω) =

n∑

i=1

pti(ω)ψ
t
i(ω),

lt0 = lt0(ω) = min
i=1,rt1

{γ1,t
rt1
〈Dt, f1,ti (ω)〉}, lt1 = lt1(ω) = min

i=rt1+1,n
{γ1,ti p∗,ti },

де f1,ti i γ1,ti визначенi теоремою 2 у перiодi t. Вважається, що умови теореми 2 виконуються
в кожному перiодi t = 1, N . Виконуються нерiвностi

pti(ω) 6
At(ω)

rt0(ω)
, pti(ω) > min

j=1,2
{ltj(ω)}, i = 1, n.

Теорема 6. Нехай множина векторiв Ct
i (ω), i = 1, l, що є стовпчиками матрицi

Ct(ω) = ||Ct
ki(ω)||n,lk=1,i=1, задовольняє нерiвностi (7) i нехай вектори

yt(ω) = {yti(ω)}li=1, bi(ω) = {bki(ω)}nk=1, Di(ω) > 0, i = 1, l,

є строго додатними для всiх ω ∈ Ω. Нехай у кожному перiодi t виконуються умови тео-
реми 2 з iмовiрнiстю 1. Економiчна динамiка, означена в теоремi 3, неарбiтражна, якщо
нерiвностi

At+1

rt+1
0

6 min
j=1,2

{ltj(ω)}
(
1 + δ min

j=1,2
{lt+1

j (ω)}
)
, t = 1, N, (12)

виконуються з iмовiрнiстю 1 для деякого 0 < δ < 1.
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Доведення. Якщо виконуються нерiвностi (12), то нерiвностi

pt+1
i 6 pti(1 + δpt+1

1 ), i = 2, n, (13)

виконуються з iмовiрнiстю 1 згiдно з теоремою 2. Застосовуючи теорему 5, з f t(x) = δx,
0 < δ < 1, отримуємо доведення теореми.
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С.В. Кучук-Яценко

Отсутствие арбитража в динамических экономических системах
с заданными доходами

В модели экономики обмена найдены необходимые и достаточные условия строгой поло-
жительности решений уравнений экономического равновесия. Получены неравенства снизу
для всех равновесных ценовых векторов. Сформулирована теорема существования экономи-
ческой динамики. Даны необходимые и достаточные условия отсутствия арбитражных
возможностей для экономических агентов.

S.V. Kuchuk-Iatsenko

Arbitrage absence in economic dynamical systems with fixed gains

The necessary and sufficient conditions of the strict positiveness of equilibrium price vectors are
found for the exchange economy model. For all solutions of the set of equations of equilibrium,
the inequalities from below are established. The theorem of existence for the economy dynamics
is stated. The sufficient conditions of the absence of space and time arbitrage opportunities for
economic agents are presented.
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УДК 517.983

Ю.С. Лiнчук

Опис узагальнених власних значень i узагальнених
власних елементiв деяких класичних операторiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

В класi лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у просторах аналiтичних функцiй,
одержано опис узагальнених власних значень та узагальнених власних елементiв опера-
тора диференцiювання, оператора iнтегрування, оператора зсуву та оператора Помм’є.

Нехай G — довiльна область комплексної площини. Через H(G) позначимо простiр усiх ана-
лiтичних в областi G функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiжностi [1], а сим-
волом L(H(G)) — множину всiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють в H(G). Не-
хай A — деякий оператор з класу L(H(G)). Комплексне число λ називається узагальненим
власним значенням оператора A, якщо iснує ненульовий оператор T ∈ L(H(G)), для якого
виконується рiвнiсть

AT = λTA.

При цьому оператор T називається узагальненим власним елементом оператора A, що вiд-
повiдає власному значенню λ. Вiдзначимо, що в роботах [2–4] викладенi основи узагальненої
спектральної теорiї операторiв. В [5–7] одержано опис узагальнених власних значень опе-
раторiв iнтегрування в деяких банахових просторах.

У цьому повiдомленнi описано узагальненi власнi значення i вiдповiднi узагальненi вла-
снi елементи деяких класичних операторiв у просторi H(G) для довiльної областi G ком-
плексної площини.

1. Опис узагальнених власних значень оператора диференцiювання. Число
λ = 0 є узагальненим власним значенням оператора диференцiювання D у просторi H(G)
i множина вiдповiдних узагальнених власних елементiв оператора диференцiювання збiга-
ється з множиною всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на просторi H(G). Опишемо всi
iншi узагальненi власнi значення оператора диференцiювання.

Теорема 1. Нехай G — довiльна опукла область в C. Для того щоб ненульове комплекс-
не число λ було узагальненим власним значенням оператора диференцiювання в просторi

H(G), необхiдно i достатньо, щоб множина M =

{
t ∈ C : t + G ⊂ 1

λ
G

}
була вiдмiнною

вiд порожньої. Якщо M 6= ∅, то множина вiдповiдних узагальнених власних елементiв
оператора диференцiювання описується формулою

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γn

ψ(t− z)f(λt) dt, (1)

де f ∈ H(G), z ∈ Gn, а функцiя ψ є аналiтичною в деякiй областi K, яка мiстить нескiн-
ченно вiддалену точку i така, що C \ K є пiдмножиною множини M .

© Ю. С. Лiнчук, 2013
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Множина Gn та контур γn в (1) вибираються за означенням локально аналiтичної при

t ∈ 1

λ
(∁G) та z ∈ G функцiї ψ(t − z) [8].

Наведемо деякi застосування цiєї теореми.
1. Нехай G = C. Тодi множина узагальнених власних значень оператора диференцi-

ювання в просторi цiлих функцiй H(C) збiгається з множиною усiх комплексних чисел.
При цьому множина всiх узагальнених власних елементiв оператора диференцiювання, що
вiдповiдають ненульовому узагальненому власному значенню λ, описується формулою

(Tf)(z) =

∞∑

n=0

anλ
nf (n)(λz), (2)

де (an)
∞
n=0 — послiдовнiсть комплексних чисел, яка задовольняє умову lim

n→∞

n
√
n!|an| < ∞.

2. Нехай GR = {z ∈ C : |z| < R}, 0 < R < ∞. Тодi множина узагальнених власних
значень оператора диференцiювання в просторi H(GR) збiгається з множиною λ ∈ C : |λ| 6
6 1. При цьому множина всiх узагальнених власних елементiв оператора диференцiювання,
що вiдповiдають ненульовому узагальненому власному значенню λ, описується формулою
(2), де (an)

∞
n=0 — послiдовнiсть комплексних чисел, яка задовольняє умову lim

n→∞

n
√
n!|an| 6

6
1− |λ|
|λ| R.

3. Нехай G = {z ∈ C : Im z > 0}. Тодi множина узагальнених власних значень оператора
диференцiювання у вiдповiдному просторi H(G) збiгається з множиною усiх дiйсних невiд’-
ємних чисел. При цьому множина всiх узагальнених власних елементiв оператора дифе-
ренцiювання, що вiдповiдають узагальненому власному значенню λ ∈ (0,+∞), описується
формулою (1), в якiй M = {t ∈ C : I Im t > 0}.

4. Нехай G = {z ∈ C : − h < Im z < h}, h > 0. Тодi множина узагальнених власних
значень оператора диференцiювання у вiдповiдному просторi H(G) збiгається з множиною
усiх дiйсних чисел вiдрiзка [−1, 1]. При цьому M = R.

2. Опис узагальнених власних значень оператора зсуву. Через Eh, h ∈ C \ {0},
позначимо оператор зсуву, який лiнiйно та неперервно дiє в просторi цiлих функцiй H(C)
за правилом (Ehf)(z) = f(z + h).

Теорема 2. Для того щоб комплексне число λ було узагальненим власним значенням
оператора Eh у просторi H(C), необхiдно i достатньо, щоб λ 6= 0. Якщо λ 6= 0, то вiдпо-
вiднi узагальненi власнi елементи оператора Eh у просторi H(C) описуються формулою

(Tf)(z) = exp

(
lnλ

h
z

) ∞∑

n=0

ψn(z)f
(n)(z),

де (ψn(z))
∞
n=0 — послiдовнiсть цiлих функцiй, якi перiодичнi з перiодом h i задовольняють

умову

∀ r <∞, lim
n→∞

n

√
n!max

|z|6r
|ψn(z)| <∞.

3. Опис узагальнених власних значень оператора Помм’є. Нехай область G ком-
плексної площини мiстить початок координат. Оператор Помм’є ∆ лiнiйно i неперервно дiє
в H(G) за правилом (∆f)(z) = (f(z) − f(0))/z при z 6= 0 i (∆f)(0) = f ′(0).

26 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Теорема 3. Нехай G — ознозв’язна область в C, 0 ∈ G. Для того щоб комплексне
число λ було узагальненим власним значенням оператора Помм’є ∆, необхiдно i достат-
ньо, щоб λG ⊂ G. При виконаннi цiєї умови узагальненi власнi елементи оператора ∆, що
вiдповiдають узагальненому власному значенню λ, описуються формулою

(Tf)(z) = L
ζ

(
λzf(λz)− ζf(ζ)

λz − ζ

)
,

де L — довiльний лiнiйний неперервний функцiонал на просторi H(G).
4. Опис узагальнених власних значень узагальнених зсувiв, породжених опе-

ратором Помм’є. Для числа h ∈ G \ {0} через Th позначатимемо оператор узагальненого
зсуву, який породжений оператором Помм’є i лiнiйно та неперервно дiє в H(G) за правилом

(Thf)(z) =
zf(z)− hf(h)

z − h

при z 6= h i (Thf)(h) = f(h) + hf ′(h) [9].
Теорема 4. Нехай G — довiльна однозв’язна область комплексної площини i h ∈ G,

причому h 6= 0. Для того щоб ненульове комплексне число λ було узагальненим власним
значенням оператора Th у просторi H(G), необхiдно i достатньо, щоб λh/(λ − 1) 6∈ G
i ψ(G) ⊂ G, де ψ(z) = hz/(λh + z − λz). При виконаннi цих умов множина узагальнених
власних елементiв T оператора Th описується формулою

(Tf)(z) = ϕ(z)L
ζ

[
(ψ(z) − h)f(ψ(z)) − (ζ − h)f(ζ)

ψ(z) − ζ

]
,

де ϕ(z) = h/(λh + z − λz), а L — довiльний лiнiйний неперервний функцiонал на просторi
H(G).

Зауважимо, що число λ = 0 є узагальненим власним значенням оператора Th у просторi
H(G) тодi i тiльки тодi, коли 0 6∈ G. У випадку 0 6∈ G множина узагальнених власних
елементiв оператора Th у просторi H(G), якi вiдповiдають λ = 0, описується формулою
T = (h/z)L, де L — довiльний лiнiйний неперервний функцiонал на просторi H(G).

5. Опис узагальнених власних значень оператора iнтегрування. Нехай G — зiр-
кова вiдносно початку координат область в C. Через J позначимо вольтерiвський оператор
iнтегрування, який дiє в H(G) за правилом

(J f)(z) =
z∫

0

f(t) dt,

причому iнтегрування здiйснюється по вiдрiзку, що з’єднує точки 0 та z.
Теорема 5. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область в C. Для

того щоб комплексне число λ було узагальненим власним значенням оператора iнтегру-
вання J в H(G), необхiдно i достатньо, щоб G ⊂ λG. При виконаннi цiєї умови множина
всiх узагальнених власних елементiв оператора J , що вiдповiдають узагальненому влас-
ному значенню λ, визначається формулою

(Tf)(z) =
d

dz

( z∫

0

ϕ(z − t)f

(
t

λ

)
dt

)
, (3)

де ϕ — довiльна функцiя з простору H(G).
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Подiбним чином описуються узагальненi власнi значення оператора iнтегрування в iн-
ших просторах аналiтичних функцiй.

Нехай D = {z ∈ C : |z| < 1} i n — деяке натуральне число. Через C(n)(D) позначимо
банахiв простiр усiх аналiтичних на множинi D i n-кратно неперервно диференцiйовних на
D функцiй з нормою

‖f‖n = max{max
z∈D

|f(z)|,max
z∈D

|f ′(z)|, . . . ,max
z∈D

|f (n)(z)|}.

Цей простiр та його узагальнення описанi в [10].
Теорема 6. Для того щоб комплексне число λ було узагальненим власним значенням

оператора iнтегрування в просторi C(n)(D), необхiдно i достатньо, щоб |λ| > 1. При
виконаннi цiєї умови множина узагальнених власних елементiв оператора iнтегрування
в просторi C(n)(D), що вiдповiдають узагальненому власному значенню λ, описується
формулою (3), в якiй ϕ — довiльна функцiя з простору C(n)(D).

Зазначимо, що в теоремi 2 [5] стверджується, що множина узагальнених власних значень
оператора iнтегрування в просторi C(n)(D) збiгається з множиною C\{0}. Як випливає з те-
ореми 6, це твердження є неправильним. При помилковому доведеннi в [5] того, що кожне
комплексне число λ, яке задовольняє умову 0 < |λ| < 1, є узагальненим власним значенням
оператора iнтегрування в просторi C(n)(D), задача про знаходження ненульових розв’язкiв
операторного рiвняння J T = λTJ зведена до опису розв’язкiв деякого допомiжного опе-
раторного рiвняння. В [5] стверджується без обгрунтування, що це рiвняння має ненульовi
розв’язки. Як випливає з теореми 6, це не так.

Подiбним чином, як це зроблено в теоремах 1–5, описуються також узагальненi власнi
значення i вiдповiднi узагальненi власнi елементи в просторах H(G) оператора множення
на незалежну змiнну, оператора узагальненого iнтегрування Гельфонда–Леонтьєва Jρ,µ [11]
та оператора узагальненого диференцiювання Гельфонда–Леонтьєва Dρ,µ [12].
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Описание обобщенных собственных значений и обобщенных
собственных элементов некоторых классических операторов

В классе линейных непрерывных операторов, действующих в пространствах аналитических
функций, получено описание обобщенных собственных значений и обобщенных собствен-
ных элементов оператора дифференцирования, оператора интегрирования, оператора сдвига
и оператора Поммье.
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is obtained.
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Наближення розривних функцiй розривними сплайнами

на прямокутнику з однiєю криволiнiйною стороною

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

Наводиться метод побудови розривних iнтерполяцiйних та апроксимацiйних сплайнiв
для наближення розривних функцiй, область визначення яких розбивається на криволi-
нiйнi трапецiї. Причому побудованi розривнi сплайни включають в себе, як частинний
випадок, класичнi неперервнi сплайни.

Задача наближення неперервних функцiй неперервними сплайнами вiд однiєї та декiлькох
змiнних досить повно описана в багатьох роботах вiтчизняних та зарубiжних дослiдникiв
(див., наприклад, [1]). На практицi використання кусково-аналiтичних наближень, заданих
рiзними формулами (полiномами вiдповiдного степеня) в точках кожного елемента розбит-
тя областi наближення, iнколи дає змогу знайти велику кiлькiсть невiдомих параметрiв. Це
привело до появи неконформних елементiв в методi скiнченних елементiв [2]. Аналогiчна
задача дослiджувалася в роботах Б.А. Попова [3] та iнших авторiв, де розглядалися на-
ближення неперервних та неперервно-диференцiйовних функцiй за допомогою розривних
сплайнiв у чебишовськiй нормi (рiвномiрне наближення). В роботi [4] була розглянута апро-
ксимацiя розривних розв’язкiв (функцiй однiєї змiнної) диференцiальних рiвнянь за допо-
могою розривного методу Гальоркiна, а в [5] — розривний метод Гальоркiна для елiптичної
крайової задачi з використанням двовимiрних неузгоджених сiток. Цей метод дозволяє вра-
ховувати неконформнiсть елементiв, причому вiн забезпечує неперервнiсть розв’язку, хоча
вiд базисних функцiй узгодженостi не вимагає.

Таким чином, у вказаних роботах дослiджувалося наближення неперервних функцiй за
допомогою неперервних та розривних сплайнiв або наближення розривних функцiй непе-
рервними. Але загальної теорiї таких наближень не iснує. В данiй роботi ми пропонуємо
таку загальну теорiю побудови розривних сплайнiв, множина яких, як частинний випадок,
включає множину неперервних сплайнiв, що можуть мати розриви першого роду в заданих
точках або на заданiй множинi лiнiй — границь елементiв.

© О.М. Литвин, Ю. I. Першина, 2013
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Рис. 1. Зображення одного з можливих криволiнiйних трапецевидних елементiв з прямими кутами у вузлах
(xi, yj)

Задачi наближення розривних функцiй виникають частiше, нiж задачi наближення не-
перервних функцiй. Наприклад, в методах комп’ютерної томографiї на даний час не достат-
ньо вивчене питання щодо використання iнформацiї про внутрiшню структуру тiла люди-
ни (рiзнi органи мають свою форму та щiльнiсть тканин). Отже, актуальними є розроб-
ка та дослiдження теорiї наближення розривних функцiй за допомогою розривних функ-
цiй.

У роботi [6] запропоновано метод наближення розривних функцiй двох змiнних роз-
ривними iнтерполяцiйними бiлiнiйними сплайнами, а в [7] — iнтерлiнацiйними розривни-
ми сплайнами на ректангульованiй областi визначення. Були також побудованi розривнi
iнтерлiнацiйнi сплайни для наближення функцiй двох змiнних, область визначення яких
розбивається на прямокутнi трикутники [8].

Нижче вперше будуються та дослiджуються iнтерполяцiйнi та апроксимацiйнi розривнi
сплайни для наближення розривних функцiй з областю визначення, що розбивається на
криволiнiйнi трапецiї (прямокутники з однiєю криволiнiйною стороною).

Постановка задачi. Нехай задано розривну функцiю двох змiнних f(x, y) в областi
D = [0, 1]2. Вважатимемо, що область D розбита на криволiнiйнi трапецiї. Цi елементи не
вкладаються один в одний, i їх сторони не перетинаються. Функцiя f(x, y) має розриви
першого роду на границях мiж цими елементами. Метою роботи є побудова та дослiдження
операторiв розривної кусково-полiномiальної iнтерполяцiї та апроксимацiї, якi в кожно-
му елементi розбиття є операторами полiномiальної iнтерполяцiї або апроксимацiї функцiї
f(x, y).

Побудова розривного сплайн-iнтерполянта. Нехай задано криволiнiйну трапецiю
(рис. 1)

TPij = {xi < x < xi+1, yj < y < gj+1(x)}, gj+1(x) = ax2 + bx+ c.

Вважаємо, що на кожнiй iз сторiн заданої трапецiї функцiя f(x, y) може мати розриви
першого роду, причому у вузлах заданого елементу функцiя набуває таких значень:

C1
ij = f(xi + 0, yj + 0), C2

ij = f(xi+1 − 0, yj + 0),

C3
ij = f(xi + 0, gj+1(xi)− 0), C4

ij = f(xi+1 − 0, gj+1(xi+1)− 0).
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Визначення. Будемо називати розривним iнтерполяцiйним полiномiальним сплайном
в областi TPij ⊂ D таку функцiю:

S(x, y) = sij(x, y) = C1
ij

x− xi+1

xi − xi+1

y − gj+1(x)

yj − gj+1(x)
+ C2

ij

x− xi
xi+1 − xi

y − gj+1(x)

yj − gj+1(x)
+

+ C3
ij

x− xi+1

xi − xi+1

y − yj(x)

gj+1(x)− yj
+ C4

ij

x− xi
xi+1 − xi

y − yj(x)

gj+1(x)− yj
. (1)

Теорема 1. Якщо f(x, y) має розриви першого роду у деяких точках (xi, yj) та f(x, y) ∈
∈ C(r,r)(TPij), i = 1, n, j = 1,m, r = 1, 2, то залишок наближення функцiї f(x, y) сплайном
вигляду (1) на кожнiй криволiнiйнiй трапецiї матиме вигляд

RS(x, y) = R1R2f(x, y) +
x− xi+1

xi − xi+1
R1f(xi, y) +

x− xi
xi+1 − xi

R1f(xi+1, y) +

+
y − gj+1(x)

yj − gj+1(x)
R2f(x, yj) +

y − yj
gj+1(x)− yj

R2f(x, gj+1(x)),

R1f(x, y) =

gj+1(x)∫

yj

f (0,r)(x, η)G1(x, y, η) dη, x ∈ [xi, xi+1],

R2f(x, y) =

xi+1∫

xi

f (r,0)(ξ, y)G2(x, ξ) dξ, y ∈ [yj, gj+1(x)],

G1(x, y, η) =





y − gj+1(x)

yj − gj+1(x)

(yj − η)r−1

(r − 1)!
, yj 6 η 6 y 6 gj+1(x),

− y − yj
gj+1(x)− yj

(gj+1(x)− η)r−1

(r − 1)!
, yj 6 y 6 η 6 gj+1(x),

G2(x, ξ) =





x− xi+1

xi − xi+1

(xi − ξ)r−1

(r − 1)!
, xi 6 ξ 6 x 6 xi+1,

− x− xi
xi+1 − xi

(xi+1 − ξ)r−1

(r − 1)!
, xi 6 x 6 ξ 6 xi+1.

Теорема 2. Оцiнка похибки наближення функцiї f(x, y) побудованим розривним iн-
терполяцiйним сплайном S(x, y) = sij(x, y) на кожнiй криволiнiйнiй трапецiї має вигляд

|f(x, y)− S(x, y)| 6 Q,

Q =‖ f (2,2)(x, y) ‖L∞[xi,xi+1]×[yj,gj+1(x)]
(∆x)

2

64
max{(∆1y)

2, (∆2y)
2}+

+max

{
‖f (0,2)(xi, y)‖L∞[yj ,gj+1(x)]

(∆1y)
2

8
, ‖f (0,2)(xi+1, y)‖L∞[yj ,gj+1(x)]

(∆2y)
2

8

}
+

+max

{
‖f (2,0)(x, yj)‖L∞[xi,xi+1]

(∆x)
2

8
, ‖f (2,0)(x, gj+1(x))‖L∞ [xi,xi+1]

(∆x)
2

8

}
.

∆x = xi+1 − xi, ∆1y = gj+1(xi)− yj, ∆2y = gj+1(xi+1)− yj.
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Рис. 2. Графiчне зображення: а — областi визначення функцiї f(x, y); б — функцiї f(x, y)

Побудова розривного сплайн-апроксиманта.
Визначення. Будемо називати розривним апроксимацiйним полiномiальним сплайном

в областi TPij ⊂ D функцiю (1), в якiй коефiцiєнти Ck
ij , i = 1, n, j = 1,m, k = 1, 4, сплайна

S(x, y) знаходяться методом найменших квадратiв з умови
∫∫

TPij

(f(x, y)− S(x, y))2dxdy → min
C
. (2)

Теорема 3. Для оператора наближення розривної функцiї f(x, y) ∈ C(2,2)(TPij) роз-
ривним апроксимацiйним сплайном S(x, y) вигляду (1), побудованим за допомогою методу
найменших квадратiв, на кожному елементi розбиття TPij , i = 1, n, j = 1,m, справед-
лива така оцiнка:

‖S(x, y)‖∞ 6 max{|f(xi, yj |, |f(xi+1, yj)|, |f(xi, gj+1(xi))|, |f(xi+1, gj+1(xi+1))|}+Q,

де Q визначається в теоремi 2.
П р и к л ад . Нехай функцiя задана на одиничному квадратi [0, 1] × [0, 1]

f(x, y) =






x+ y, 0,5 < x < 1, 0,5 < y < (x− 1)2 + 0,7;

1,5− 4x2 − y2, 0 < x < 0,5, 0,5 < y < −(x− 0,5)2 + 0,95;

0,5, 0 < x < 0,5, (x− 0,5)2 + 0,05 < y < 0,5;

1− x+ y2, 0,5 < x < 0, −(x− 1)2 + 0,3 < y < 0,5.

Тобто на лiнiях фiгури, зображеної на рис. 2, а, функцiя f(x, y) має розриви першого роду.
Нехай задано лiнiї:

x1 = 0, x2 = 0,5, x3 = 1,

y1 = 0, y12 = (x− 0,5)2 + 0,05, y22 = −(x− 1)2 + 0,3,

y3 = 0,5, y13 = (x− 1)2 + 0,7, y23 = −(x− 0,5)2 + 0,95.

Вони розбивають область визначення функцiї f(x, y) на вiсiм трапецевидних елементiв з однiєю
криволiнiйною стороною в кожному елементiв.

Спочатку побудуємо розривний iнтерполяцiйний сплайн вигляду (1) (його графiк наведено на
рис. 3, а). Визначимо максимальне вiдхилення наближуваної функцiї f(x, y) вiд побудованого сплай-
ну S(x, y): max |f(x, y)− S(x, y)| ≈ 0,3.
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Рис. 3. Графiчний вигляд розривного iнтерполяцiйного (а) i апроксимацiйного (б ) сплайнiв (темне забарв-
лення) та заданої функцiї (свiтле забарвлення)

Тепер побудуємо розривний апроксимацiйний сплайн за формулами (1), коефiцiєнти яко-
го знаходяться з умови (2). Графiчне зображення цього сплайну подано на рис. 3, б. Визна-
чимо максимальне вiдхилення наближуваної функцiї f(x, y) вiд побудованого сплайну S(x, y):
max |f(x, y)− S(x, y)| ≈ 0,08.

Як бачимо, побудований розривний апроксимацiйний сплайн наближує розривну функ-
цiю краще, нiж iнтерполяцiйний. Побудованi розривнi сплайни точно наближують ту час-
тину функцiї, де вона є постiйною або лiнiйною, що i пiдтверджує викладену вище теорiю.

Таким чином, в роботi пропонується метод побудови розривного iнтерполяцiйного та
апроксимацiйного лiнiйного сплайнiв для наближення функцiї з розривами першого роду
та область визначення яких розбита на криволiнiйнi трапецiї. Причому побудованi розривнi
сплайни включають в себе, як частинний випадок, класичнi неперервнi сплайни першого
степеня на заданiй сiтцi вузлiв.
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О.Н. Литвин, Ю.И. Першина

Приближение разрывных функций разрывными сплайнами
на прямоугольнике с одной криволенейной стороной

Приведен метод построения разрывных интерполяционных и аппроксимационных сплайнов
для приближения разрывных функций, область определения которых разбивается на криво-
линейные трапеции. Причем построенные сплайны включают в себя, как частный случай,
классические непрерывные сплайны.

O.M. Lytvyn, Y. I. Pershina

Approximation of discontinuous functions by discontinuous splines
on a rectangle with one curvilinear side

A method of construction of discontinuous interpolation and approximation splines for the approxi-
mation of the discontinuous functions whose domain of definition is divided into curvilinear trape-
zoids is presented. The constructed discontinuous splines include classical continuous splines as a
special case.
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УДК 519.85

В.В. Семкин, А. М. Чугай

Нормализованная Φ-функция параллелепипеда
и сфероцилиндра

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Г. Стояном)

Построена нормализованная Φ-функция для параллелепипеда и сфероцилиндра. Данная
Φ-функция может быть использована для построения математической модели задачи
компоновки объектов с учетом заданных расстояний между ними.

Интенсивное развитие математических методов решения экстремальных задач обусловили
успехи в поиске оптимальных решений задач геометрического проектирования [1]. Одним
из важных направлений развития исследуемого класса задач является построение их ма-
тематических моделей и разработка методов их решения. Особый интерес представляют
задачи нерегулярного размещения трехмерных геометрических объектов, в которых прои-
зводится поиск оптимального расположения объектов в некоторой области пространства
при соблюдении ограничений на положение этих объектов. Данные ограничения задаются
обычно в виде минимальных или максимальных допустимых расстояний между геометри-
ческими объектами и между геометрическими объектами и границей области размещения.

Целью данной работы является построение нормализованной Φ-функции [2] для парал-
лелепипеда и сфероцилиндра, которая является основным инструментом при построении
математических моделей задач упаковки рассматриваемых объектов.

Пусть задан параллелепипед

P = {(x, y, z) ∈ R3 : − a 6 x 6 a, −b 6 y 6 b,−c 6 z 6 c}

и сфероцилиндр S, образованный объединением цилиндра

C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 6 r2, −h 6 z 6 h}

и двух сферических сегментов высотой wj > 0, отсекаемых от шаров

Oj = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 6 ρ2j},

где ρj = (r2 + w2
j )/(2wj), j = 1, 2. Также обозначим τj = ρj − wj > 0, j = 1, 2 (рис. 1).

Для параллелепипеда и сфероцилиндра допускаются только аффинные преобразования
трансляции. Пусть u1 = (x1, y1, z1) и u2 = (x2, y2, z2) — векторы трансляции параллелепи-
педа и сфероцилиндра соответственно.

Для построения Φ-функции зададим порядок нумерации вершин и ребер параллелепи-
педа, показанный на рис. 2.

Для математического описания расположения рассматриваемых объектов на заданном
расстоянии достаточно описать в аналитическом виде
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Рис. 1. Сфероцилиндр

Рис. 2. Порядок нумерации ребер и вершин параллелепипеда

расстояние между одной из граней параллелепипеда и боковой цилиндрической гранью
сфероцилиндра;

расстояние между одним из ребер параллелепипеда и поверхностью сфероцилиндра;
расстояние между одной из вершин параллелепипеда и поверхностью сфероцилиндра,

а также построить d-уровень нормализованной Φ-функции при u1 = 0.
Чтобы определить расстояние между гранями параллелепипеда и сфероцилиндром, вве-

дем следующие функции:

η1(u2) = x−A, η2(u2) = y −B, η3(u2) = −x−A,

η4(u2) = −y −B, η5(u2) = z −H − w2, η6(u2) = −z −H −w1,

где A = a + r, B = b + r, H = h + c.
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Рис. 3. Сечение поверхности d-уровня Φ-функции плоскостью Y OZ

Очевидно, если хотя бы одно из неравенств ηi(u2) > 0, то сфероцилиндр не пересекает
ни одну из граней параллелепипеда. Это позволяет построить функцию

χ1(u2) = max
i=1,...,6

ηi(u2) (1)

такую, что если χ1(u2) > 0, то intP
⋂

intS = ∅, где intP — внутренность P [3].
Пусть сечение поверхности d-уровня Φ-функции плоскостью Y OZ имеет вид, представ-

ленный на рис. 3, откуда видно, что поверхность d-уровня формируется не одинаково для
различных ребер. Часть поверхности d-уровня, которая определяет расстояние между ре-
брами 1–4 и сфероцилиндром, определяется частью поверхности цилиндра, ось которого
проходит через соответствующее ребро. Часть поверхности d-уровня, которая определяет
расстояние между ребрами 5–12 и сфероцилиндром, определяется объединением частей
поверхностей двух цилиндров, которые отсекаются с помощью плоскостей.

Для того чтобы смоделировать расположение сфероцилиндра на расстоянии d от ребер
1–4 параллелепипеда, введем такие функции:

υj1(u2) =
√
ϕ2
x(u2) + ϕ2

y(u2)− r,

ζj1(u2) = ϕx(u2) + ϕy(u2)− r,

где ϕx(u2) = (−1)kxx− a, ϕy(u2) = (−1)kyy − b, kx, ky ∈ {0, 1}, j1 = kx + 2ky + 1.

38 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Это дает возможность построить функцию

φj1(u2) = min{υj1(u2), ζj1(u2)}, (2)

такую, что если φj1(u2) > 0, то intP
⋂

intS = ∅.
Для того чтобы определить расстояние между ребрами 5–8 (рис. 2) параллелепипеда

и сфероцилиндром, введем следующие функции:

υ1j2(u2) =
√
ϕ2
y(u2)+ (ϕz(u2)− h+ τs)2− ρs, ζ1j2(u2) =

ws

r
ϕy(u2)+ ϕz(u2)− h− ws,

υ2j2(u2) =
√

(ϕy(u2)− r)2+ (ϕz(u2)− h)2, ζ2j2(u2) = ϕy(u2)+
r− ws

r+ ws
(ϕz(u2)− h)− r,

где ϕz(u2) = (−1)kzz − c, kz ∈ {0, 1}, s =
{

1, если j2 ∈ {7, 8}
2, если j2 ∈ {5, 6} , j2 = ky + 2kz + 5.

Построим функции

φ1j2(u2) = min{υ1j2(u2), ζ1j2(u2)},

φ2j2(u2) = min{υ2j2(u2), ζ2j2(u2)},

φj2(u2) = max{φ1j2(u2), φ2j2(u2)},

(3)

такие, что φj2(u2) > 0, тогда intP
⋂

intS = ∅.
Для определения расстояния между ребрами 9–12 (рис. 2) параллелепипеда и сферо-

цилиндром, введем следующие функции:

υ1j3(u2) =
√
ϕ2
x(u2)+ (ϕz(u2)− h+ τs)2− ρs, ζ1j3(u2) =

ws

r
ϕx(u2)+ ϕz(u2)− h− ws,

υ2j3(u2)=
√

(ϕx(u2)− r)2+ (ϕz(u2)− h)2, ζ2j3(u2) = ϕx(u2)+
r−ws

r+ws
(ϕz(u2)− h)− r,

где s =

{
1, если j3 ∈ {11, 12}
2, если j3 ∈ {9, 10} , j3 = kx + 2kz + 9.

Это дает возможность построить функции

φ1j3(u2) = min{υ1j3(u2), ζ1j3(u2)},

φ2j3(u2) = min{υ2j3(u2), ζ2j3(u2)},

φj3(u2) = max{φ1j3(u2), φ2j3(u2)},

(4)

такие, что φj3(u2) > 0, тогда intP
⋂

intS = ∅.
На основании выражений (2)–(4) построим функцию

χ2(u2) = max
j=1,...,12

φj(u2), (5)

которая обладает следующим свойством: если χ2(u2) > 0, то intP
⋂

intS = ∅.
Из рис. 3 видно, что часть поверхности d-уровня, которая определяет расстояние меж-

ду вершиной параллелепипеда и сфероцилиндром, определяется объединением частей по-
верхностей шара и тора, которые отсекаются с помощью плоскостей и эллиптических ци-
линдров. Для того чтобы смоделировать расположение сфероцилиндра на расстоянии d от
вершины параллелепипеда, введем следующие функции:

ϑi(u2) =
√
ϕ2
x(u2) + ϕ2

y(u2) + (ϕz(u2)− h+ τs)2 − ρs,

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 39



σi(u2) =
ws

r
ϕx(u2) +

ws

r
ϕy(u2) + ϕz(u2)− h− ws,

̟i1(u2) =
1√
2

√
ϕx(u2) + ϕy(u2) +

√
2(ϕz(u2) + τs − h))2 + (ϕx(u2)− ϕy(u2))2 − r,

̟i2(u2) =
1√
2

√
(
√
2ϕx(u2)+ϕy(u2)+ϕz(u2)+τs−h)2+(ϕy(u2)−(ϕz(u2)+τs−h))2−ρs,

̟i3(u2) =
1√
2

√
(ϕx(u2)+

√
2ϕy(u2)+ϕz(u2)+τs−h)2+(ϕx(u2)−(ϕz(u2)+τs−h))2−ρs,

где s =

{
1, если 5 6 i 6 8,

2, если 1 6 i 6 4,
i = kx + 2ky + 4kz + 1.

Эти функции определяют поверхности шара, плоскости и трех эллиптических цилинд-
ров соответственно. А также введем в рассмотрение функции

ωi(u2) =

√
(
√
ϕ2
x(u2) + ϕ2

y(u2)− r)2 + (ϕz(u2)− h)2,

δi(u2) = ϕx(u2) + ϕy(u2) +
r − ws

r + ws
(ϕz(u2)− h)− r,

κi1(u2) =
1√
2

√
(ϕx(u2) + ϕy(u2) +

√
2(ϕz(u2)− h))2 + (ϕx(u2)− ϕy(u2))2 − r,

κi2(u2) =
1√
2

√
(
√
2ϕx(u2)+ϕy(u2)−r+ϕz(u2)−h)2+(ϕy(u2)−r−(ϕz(u2)−h))2−r,

κi3(u2) =
1√
2

√
(ϕx(u2)−r+

√
2ϕy(u2)+ϕz(u2)−h)2+(ϕx(u2)−r−(ϕz(u2)−h))2−r,

которые определяют поверхности тора, плоскости и трех эллиптических цилиндров соот-
ветственно.

Исходя из этого, сформируем функцию

χ3(u2) = max
i=1,...,8

ψi(u2), (6)

где

ψi1(u2) = min{ϑi(u2), σi(u2),̟i1(u2),̟i2(u2),̟i3(u2)},

ψi2(u) = min{ωi(u2), δi(u2), κi1(u2), κi2(u2), κi3(u2)},

ψi(u2) = max{ψi1(u2), ψi2(u2)}, i = 1, . . . , 8,

такую, что χ3(u2) > 0, тогда intP
⋂

intS = ∅.
На основании функций (1), (5), (6) нормализованная Φ-функция для параллелепипеда

и сфероцилиндра может быть представлена в виде

Φ(u1, u2) = max
i=1,2,3

χi(u2 − u1). (7)
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Рис. 4. Объекты, полученные из параллелепипеда и сфероцилиндра

Следует отметить, что построенная Φ-функция (7) может быть использована для ана-
литического описания взаимодействия трехмерных геометрических объектов, граница ко-
торых представляет собой эквидистантную поверхность к объектам, полученным в резуль-
тате вырождения метрических параметров параллелепипеда (рис. 4, а) и сфероцилиндра
(рис. 4, б ).

Таким образом, Φ-функция (7) позволяет строить математические модели задач раз-
мещения параллелепипедов, сфероцилиндров и геометрических объектов, приведенных на
рис. 4, с учетом заданных кратчайших расстояний между ними.
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УДК 519.176,519.157.2

В.А. Устименко

Oб экстремальной теории графов и символьных

вычислениях

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Н. Трофимчуком)

Минимальную длину цикла, проходящего через выбранную вершину простого графа, на-
зовем цикловым индикатором вершины. Цикловой индикатор графа определим как наи-
большее значение цикловых индикаторов его вершин. Регулярный граф называется гра-
фом с иррегулярным цикловим индикатором, если его цикловой индикатор отличается
от обхвата. В работе приводится полное решение оптимизационной задачи вычисле-
ния максимального размера e = e(v) для графов заданного порядка v с цикловым инди-
катором, превышающим выбранный параметр d, d > 2. Рассматривается задача на-
хождения наименьшего порядка для k-регулярного графа с цикловим индикатором d.
Приводится алгебраическая конструкция беcконечной семьи регулярных графов задан-
ной степени с возрастающим иррегулярным цикловим индикатором асимптотически
максимального размера. Построенная бесконечная последовательность графов заданной
степени ps, где p — произвольное нечетное простое, а s — произвольное натуральное
число, образует семью графов малого мира. Обсуждаются криптографические примене-
ния этой конструкции.

Постановка задач. Будем предполагать, что все рассматриваемые графы являются прос-
тыми. Они являются графами симметричных бинарных отношений и не содержат петель.
Будем использовать определения и обозначения [1]. В частности, V (G) и E(G) обозначают
множества вершин и ребер графа G. Число |V (G)| будем называть порядком G, а параметр
|E(G)| — размером G. Цепь в G будем называть простой, если все ее вершины различны.
Длина цепи совпадает с числом принадлежащих ей ребер. Мы не будем различать граф G
и соответствующее ему антирефлексивное бинарное отношение на множестве V (G).

Обхватом графа, обозначаемым символом g = g(G), будем называть длину кратчайше-
го цикла в G. Классическая экстремальная теория графов изучает максимальный размер
e(v, Fi), i = 1, 2, . . . ,m, графа порядка v, не содержащего подграфы, изоморфные графам
из заданного списка Fi, i = 1, 2, . . . ,m. Параметр v рассматривается как переменная, при
этом употребляются следующие стандартные обозначения.

Пусть f и g — действительные функции, определенные на открытом интервале от a > 0
до бесконечности:

а) f(x) <=> g(x), если f(x)/g(x) стремится к 1 при x, стремящемся к бесконечности;
б) f(x) = o(g(x)), если f(x)/g(x) стремится к 0 при x стремится к бесконечности;
в) f(x) = O(g(x)), если существуют C и x0, такие, что |f(x)| < C|g(x)| для всех x > x0;
г) f(x) = Ω(g(x)), если существует постоянная c > 0 и неограниченная последователь-

ность xi, i = 1, 2, . . ., такие, что |f(xi)| > c|g(x)i)| для всех i.
Пусть Cn означает цикл длиной n. Известная теорема Эрдеша о четном цикле утверж-

дает, что максимальный размер ex(v,C2k) графа на v вершинах, не содержащего цикла C2k,
равен O(v1+1/k). Доказательство этого утверждения и его обобщений можно найти в [2, 3]
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(см. также дальнейшие ссылки). Оно было получено вероятностным методом Эрдеша. Оче-
видно, что этот результат устанавливает верхнюю оценку для ex(v,C2k). Известно, что при
k = 2, 3 и 5 (см. [4, 5] для k = 2 и [6] для k = 3, 5) приведенная выше оценка точна,
т. е. ex(v,C2k) = Ω(v1+1/k). Эквивалентность ex(v,C4) <=> 1/2v3/2 была установлена в [7]
и [4]. Наилучшие известные оценки снизу для k = 3 и k = 5 найдены в [8, 9], где было уста-
новлено, что ex(v,C6) превышает 1/2v4/3 + o(v4/3) и ex(v,C10) не меньше чем 4/56/5v6/5.

Вопрос о точности верхней оценки, приведенной в теореме о четном цикле при k, отли-
чном от 2, 3, 5, был сформулирован еще в начале 60-х. Он остается открытым и в наши дни.

Исследования максимального размера ex(v,C3, C4, . . . , C2n) графа на v вершинах без ци-
клов C3, C4, . . . , C2n, т. е. графов обхвата > 2n, были мотивированы как их приложениями
к теории конечных геометрий и структур инцидентности, так и практическими примене-
ниями в телефонных сетях. Следствием теоремы о четном цикле является неравенство
ex(v,C3, C4, . . . , C2n) = O(v1+1/n).

Ниже приведены более сильные оценки сверху

ex(v,C3, C4, . . . , C2n, C2n+1) <

(
1

2

)1+1/n

v1+1/n + o(v1+1/n), (1)

ex(v,C3, C4, . . . , C2n) <
1

2
v1+1/n + o(v1+1/n). (2)

Неравенство (1) было установлено в [5] для всех k > 1. Верхняя оценка (2) может быть
получена подобными вероятностными методами (см., например, [10]). Так же, как и в случае
ex(v,C2n), вопрос об асимптотической точности оценок (1) и (2) решен только для n = 2, 3, 5.

Впервые общая оценка снизу вида

ex(v,C3, C4, . . . , Cn) < Ω(v1+1/cn), (3)

где c является постоянной < 1/2, была получена Эрдешем в конце 50-х годов при изучении
семейств графов большого обхвата, т. е. бесконечных семейств простых регулярных графов
Gi, i = 1, 2, . . . , степени k, порядка vi таких, что g(Gi) превышает c logk(vi), для не зави-
симой от i константы c. Эрдеш доказал существование такого семейства для произвольной
ограниченной степени k и константы c = 1/4 своим вероятностным методом. Всего несколь-
ко конструктивных примеров семейств графов большого обхвата произвольно большой, но
ограниченной степени, известно: семья графов Кэли, определенная в работе Г.А. Маргу-
лиса [11] и детально исследованная в дальнейшем в [12], семейство алгебраических графов
CD(n, q) [13] и его модификация с помощью автоморфизма порядка 2 предложена в [14].
Напомним, что ex(v,C2k) не может быть меньше, чем ex(v,C3, C4, . . . , C2k+1).

Лучшая известная оценка снизу для максимального размера графа порядка v oбхвата
> 2k + 1, где k отлично от 2, 3, 5, была получена в [13]:

ex(v,C3, C4, . . . , C2k+1) = Ω(v1+2/(3k−3+e)).

Здесь e = 0, если k нечетно, и e = 1 — для четного k.
Пусть G — простой граф и Cind(x) — минимальная длина цикла, содержащего верши-

ну x графа G, обозначим через Cind(G) максимальное значение параметра Cind(x) по всем
x из множества V (G). Параметр Cind(G) будем называть цикловым индикатором графа G.
Работа посвящена исследованию следующих вопросов.
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1. Каково максимальное значение e(v, n), n > 3 для размера (количество ребер) графа G
на v вершинах цикловым индикатором Cind(G) > n?

Напомним, что простой граф G является регулярным (k-регулярным) если его произ-
вольная вершина имеет в точности k соседей. Далее будем полагать, что все рассматривае-
мые графы являются регулярными.

2. Каково минимальное значение порядка o(k, n), n > 3, для k-регулярного графа G
с цикловым индикатором Cind(G) = n?

Определим семейство графов с большим цикловым индикатором как бесконечное се-
мейство простых регулярных графов Gi степени k, порядка vi, таких, что Cind(Gi) пре-
вышает c logk(vi) для независимой положительной константы c.

В следующей секции будет показано, что наибольшая возможная константа c в неравен-
стве, определяющем семейство графов с цикловым индикатором, равняется двум. Такую
последовательность графов Gi, удовлетворяющих условию неравенства Cind(Gi) и g(Gi),
будем называтьсемейством графов с большим иррегулярным цикловым индикатором.

Термин иррегулярный употреблен в связи с тем, что цикловой индикатор вершины не
является постоянным для всех вершин. Очевидно, что представители Gi семьи графов с пе-
ременным цикловым показателем не могут быть вершинно транзитивными, т. е. группа
симметрий Gi не может действовать транзитивно на множестве V (Gi). Напомним, что рас-
стояние между вершинами графа определяется как минимальная длина пути между ними.
С другой стороны, семья вершинно-транзитивных графов с большим цикловым индикато-
ром будет семьей графов большого обхвата.

Диаметром графа называется максимальное расстояние между его вершинами. Cемей-
ство графов малого мира определяется как бесконечное семейство простых регулярных
графов Gi степени k, порядка vi, таких, что диаметр d(Gi) для Gi превышает c logk(vi) для
независимой положительной константы c. Известна конструкция семьи графов малого мира
фиксированной степени, которая является одновременно и семьей графов с большим цикло-
вым показателем с константой c = 4/3 (см. [11, 12]). Ввиду ее вершинной транзитивности
она будет и семьей большого обхвата.

Ниже приводится конструкция семьи графов с иррегулярным цикловым индикатором
с максимальной константой c = 2, которая одновременно является семьей графов малого
мира. Мы рассмотрим также криптографические приложения этой конструкции.

Точные оценки и конструкции семейств графов с большим цикловым инди-
катором.

Теорема 1.

e(v, 2n + 1) ⇔
(
1

2

)1+1/n

v1+1/n + o(v1+1/n). (4)

Теорема 2.
(
1

2

)1+1/n

v1+1/n < e(v, 2n) <
1

2
v1+1/n + o(v1+1/n). (5)

Замечание. Из верхних оценок теорем 4 и 5 следуют неравенства (1) и (2).
Лемма 1.

2(1 + (k − 1) + · · ·+ (k − 1)n) < o(k, 2n + 2),

1 + k(k − 1) + k(k − 1)2 + · · ·+ k(k − 1)(n−1) < o(k, 2n + 1).
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Доказательство. Пусть x — вершина с максимальным цикловым индикатором, рав-
ным 2n+2 графа степени k. Рассмотрим вершину y, сoседнюю с x, а также корневые деревья
с корнями x и y глубиной n, не содержащие вершины y и x соответственно. Каждое из де-
ревьев содержит 1+(k−1)+ · · ·+(k−1)n вершин, причем все они различны. Таким образом
устанавливается нижняя оценка для o(k, 2n + 2).

Пусть теперь x — вершина с максимальным цикловым индикатором графа степени k
с цикловым индикатором 2n + 1. Рассмотрим корневое дерево с корнем x глубины n. Его
порядок равен 1 + k(k − 1) + k(k − 1)2 + · · · + k(k − 1)(n−1). Таким образом получается
нижняя оценка для o(k, 2n + 1).

Приведенная выше лемма несколько обобщает известную лемму Тата (Tutte), устанав-
ливающую нижнюю границу для порядка k — регулярного графа заданного обхвата.

Пусть Fq — конечное поле порядка q, являющегося степенью простого числа. Рассмо-
трим двудольный граф A(n, Fq) = A(n, q), определенный на множестве точек P = Fn

q

и прямых L = Fn
q через отношение инцидентности I: x I y для x = (x1, x2, . . . , xn) из P

и y = [y1, y2, . . . , yn] из L тогда и только тогда, когда выполняются соотношения y2 − x2 =
= y1x1, y3 − x3 = x1y2, y4 − x4 = y1x3, y5 − x5 = x1y4, . . . , yn − xn = x1yn−1 при нечетном n
и yn − xn = y1xn−1 — при нечетном значении n, n>1. Круглые и квадратные скобки по-
зволяют различать точки и прямые.

Лемма 2. Пусть u1 = [0, 0, . . . , 0], u2 = (a1, 0, . . . , 0), u3 = [b1,−a1b1, a21b1, 0, . . . , 0], . . . ,
un — путь в графе A(n, q) с началом в нулевой прямой длиной n. Тогда последняя коорди-
ната zn последней вершины пути un = (z1, z2, . . . , zn) равна −a1b1(a1−a2)(b1−b2) · · · (bk−1−
−bk)(ak−ak+1) при нечетном значении n = 2k+1 и a1b1(a1−a2)(b1−b2) · · · (ak−1−ak)(bk−1−
− bk) при четном значении n = 2k соответственно.

Лемма 3. Пусть w1 = (0, 0, . . . , 0), w2 = [c1, 0, . . . , 0], w3 = (d1, c1d1,−d21(c1 − c2, 0, . . .),
. . . , wn. Тогда две последние координаты конечного вектора (точки или прямой) wn равны
c2kd2k−1(c1−c2)(d1−d2) · · · (ck−1−ck)(dk−1−dk, 0) при нечетном n = 2k+1 и (dk−dk−1)

2(c1−
− c2)(d1 − d2) · · · (dk−2 − dk−1)(ck−1 − ck, 0) при четном n = 2k соответственно.

Непосредственно из определения вытекает, что графы A(2, q) и A(3, q) изоморфны из-
вестным графам D(2, q) и D(3, q) обхвата >4 и >6 соответственно.

Лемма 4. Пусть Lt — преобразование множества вершин графа A(n, q), такое, что
Lt не изменяет нечетных координат точки x из P и изменяет x2i на x2i+ tx2i−1, Lty1 на
y1+ t и оставляет другие компоненты без изменения. Тогда Lt является автоморфизмом
A(n, q).

Теорема 3. Цикловой индикатор графа A(n, q) превышает 2n.
Доказательство. Воспользуемся индукцией по n. База индукции обоснована справед-

ливостью утверждения при n = 2 и n = 3. Предположение индукции равносильно нера-
венству Cind(A(n − 1, q)) > 2n − 2. Ввиду следствия из леммы 1 Cind(A(n, q)) больше или
равен 2n−2. Исследуем цикловой показатель точки (0, 0, . . . , 0) графа A(n, q). Соседом этой
точки является прямая вида u = [a, 0, 0, . . . , 0].

Заметим, что автоморфизм Lt оставляет точку (0, 0, . . . , 0) неподвижной при любом t
из Fq. Преобразование L−a переводит u в прямую [0, 0, . . . , 0]. Таким образом, без поте-
ри общности можем полагать, что цикл, содержащий точку (0, 0, . . . , 0), содержит и пря-
мую [0, 0, . . . , 0]. Цикл длиной n через нулевое ребро образуется двумя путями, описан-
ными в леммах 2 и 3: первый из них содержит u1 = [0, 0, . . . , 0], u2 = (a1, 0, . . . , 0), u3 =
= [b1,−a1b1, a21b1, 0, . . ., 0], . . . , un, второй образован вершинами w1 = (0, 0, . . . , 0), w2 =
= [c1, 0, . . . , 0], w3 = (d1, c1d1,−d21(c1 − c2), 0, . . . , 0), . . . , wn. Для существования цикла необ-
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ходимо равенство wn = un при условии, что все остальные вершины в приведенном выше
списке различны и отличны от wn. Различие вершин равносильно отличию от нуля пара-
метров a1, ai − ai+1, bi, c1, ci − ci+1, di − di+1 при i>0. Неравенства для ai и bi гарантируют
отличие от нуля последней координаты вектора un, описанной в лемме 2. Последняя же
координата вектора wn, согласно лемме 3, равна нулю. Таким образом, условие равенства
векторов wn и un невыполнимо, что и означает A(n, q) > 2n. Теорема доказана.

Граф A(n, q) является двудольным, поэтому он не содержит нечетных циклов. Порядок
графа 2qn не превышает 2(1+(q−1)+· · ·+(q−1)n) при q > 2. Таким образом из приведенной
выше теоремы и леммы 1 получаем следующие утверждение.

Следствие 1. При q > 2 цикловой индикатор графа A(n, q) равен 2n + 2.
Пусть p(k) — наименьшая степень простого числа, превышающего k.
Следствие 2. Последовательность A(n, q), n = 2, 3, . . ., при каждом q образует семей-

ство графов с большим цикловым индикатором со скоростью роста c = 2.
Пусть p(k) — наименьшая степень простого числа, превышающего k.
Лемма 5.

2(1 + (k − 1) + (k − 1)2 + · · ·+ (k − 1)n) < o(k, 2n + 2) < 2kp(k)n−1.

Теорема 4. Последовательность A(n, q), n = 2, 3, . . ., при каждой нечетной степе-
ни q простого числа образует семейство графов малого мира с большим иррегулярным
цикловым индикатором.

Рассмотрим естественный гомоморфизм hn графа A(n, q) на A(n − 1, q), соответствую-
щий операции стирания последних координат точек и прямых

hn((x1, x2, . . . , xn)) = (x1, x2, . . . , xn−1), hn([y1, y2, . . . , yn]) = [y1, y2, . . . , yn−1].

Последовательность гомоморфизмов определяет проективный предел limA(n, q) при n,
стремящемся к бесконечности.

Теорема 5. Проективным пределом последовательности графов A(n, q) является q-ре-
гулярное дерево Tq.

Напомним, что семья k-регулярных графов Gi называется семьей экспандеров, если
второе собственное значение λ1(Gi) каждого из графов отграничено от k.

Теорема 6. Графы A(n, q) образуют семью экспандеров, при этом λ1(A(n, q)) не пре-
вышает 2q1/2.

Автоматы, определенные графами семейства A(n, q). Графы A(n, q) были опре-
делены в [14] как гомоморфные образы графов D(n, q). В этой же публикации вводится
цвет вершины (точки или прямой) как значение первой координаты вектора вершины.
Таким образом, цвета являются элементами конечного поля Fq. В графе A(n, q) каждая
вершина v имеет единственного соседа заданного цвета. Рассмотрим биективное отобра-
жение Dt из множества вершин графа A(n, q), переводящее точку x = (x1, x2, . . . , xn)
в ее соседа цвета x1 + t, где t принадлежит полю Fq, и переводящее прямую y =
= [y1, y2, . . . , yn] в соседнюю с ней точку цвета y1 + t. Простой путь длиной s в графе
с началом в вершине v может быть представлен как последовательность вершин x0 =
= v, x1 = Dt1(x0), x2 = Dt2(x1), . . . , xs = Dts(xs−1), где последовательность t = t1,
t2, . . . , ts удовлетворяет условию ti и −ti−1 различны при i = 1, 2, . . . , s. Пусть Dt —
отображение, переводящее v в xs. Заметим, что обратным к нему будет биекция Dt′,
где t′ — последовательность −ts, −ts−1, . . . , −t1. Оказалось, что независимо от выбора
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последовательности преобразование Dt является полиномиальным преобразованием вида
(x1, x2, . . . , xn) → (f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn)), где все много-
члены fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, являются кубическими.

Пометив ребро между соседними вершинами v1 и v2 разностью их цветов, получим ко-
нечный автомат с алфавитом Fq. Семью автоматов A(n, q) можно использовать для коди-
рования “потенциально бесконечного текста” над Fq. Будем считать, что открытый текст x
является элементом выбранной доли, например, P . Последовательность t = t1, t2, . . . , ts цве-
тов ребер простого пути в автомате, соответствующего вычислению функцииDt(x), назовем
несократимым пассвордом. На векторном пространстве Fn

q рассмотрим два обратимых аф-
финных преобразования Li, i = 1, 2, вида x→ xAi+bi, где Ai является разреженной матри-
цей, а bi — векторами вида (b1, b2, . . . , bn). Напомним, что разреженность матрицы означает
ее вычислимость за O(n) шагов. Будем считать, что персональный ключ состоит из пар
Ai, bi, i = 1, 2, и несократимого пассворда t = t1, t2, . . . , ts. Кодирующее отображение E —
композиция L1, Dt и L2, Обратным к нему будет отображение L′

2Dt
′L′

1, где L′
i — обратные

к Li аффинные отображения, а t′ — последовательность −ts, −ts−1, . . . , −t1. Кубическое
преобразование E вычисляем с помощью одного из пакетов, реализующего символьные пре-
образования компьютерной алгебры. Результатом вычисления будет полиномиальное пре-
образование G : (x1, x2, . . . , xn) → (g1(x1, x2, . . . , xn), g2(x1, x2, . . . , xn), . . . , gn(x1, x2, . . . , xn)),
где все многочлены gi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, являются кубическими выражениями,
записанными в виде списка упорядоченных мономов.

Список G будет служить публичным правилом (ключем), так что публичный пользовать
может с его помощью кодировать информацию за не более чем O(n4) шагов. Хозяин клю-
ча, имеющий информацию о семействе графов, и персональный ключ может осуществлять
как кодирование, так и декодирование за время O(n). Заметим, что он может фактически
использовать генератор публичных ключей, меняя параметры n (длина потенциально бе-
сконечного текста), s (длина несократимого пассворда), q (выбор алфавита). Отметим, что
наилучший общий алгоритм нахождения обратного к G преобразования требует 3O(n) ша-
гов, независимо от того, использует ли он идеологию базиса Гребнера или альтернативные
методы. Из определения семейства графов с большим цикловым показателем следует, что
при условии s < n и фиксированных аффинных преобразованиях Li, i = 1, 2, различным
несократимым пассвордам соответствуют различные отображения G.

Описанный выше симметрический алгоритм имеет самостоятельную ценность как по-
токовый алгоритм быстрого шифрования. Если q — нечетно, то из-за связности графа при
фиксированных аффинных преобразованиях Li, i = 1, 2, и переменных несократимых пасс-
вордах произвольной длины кодирование обладает свойством транзитивности, т. е. для про-
извольно выбранных открытых текстов (файлов одинакового размера) существует пасс-
ворд, такой, что соответствующее кодирующее отображение переводит первый текст
во второй.

Заметим, что для блоковых алгоритмов свойство транзитивности невозможно, так как
открытый текст с периодичностью на блоках при любом кодировании переводится в но-
вый периодичный текст. Свойство графов малого мира гарантирует транзитивность
даже при ограничении пространства пассвордов на множество слов длиной O(n). Ко-
дирование при использовании таких ограниченных пассвордов осуществляется за O(n2)
шагов.

Важный частный случай соответствует выбору обратного к L1 афинного преобразо-
вания в качестве L2. Для простоты предположим, что s четно. В этом случае порядок
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отображения G совпадает c порядком Dt. Как вытекает из приведенных выше результатов,
в этом случае

1) любая степень отображения G в симметрической группе S(Fn
q ) является либо куби-

ческим отображением векторного пространства в себя, либо единицей;
2) если t1+ts отлично от нуля, то порядок преобразования G стремится к бесконечности

при возрастании параметра n.
Свойства 1 и 2 мотивируют следующий протокол смены ключа. Корреспонденты A

и Б используют публичное отображение G. Они секретно выбирают натуральные числа
Kа и Kб. После этого через открытый канал А посылает GKa корреспонденту Б. Поль-
зователь Б в ответ высылает GKб. После чего пользователи А и Б вычисляют незави-
симо общий ключ F как GKб в степени Kа и GKa в степени Kб, соответственно. Поль-
зователи могут использовать F : (x1, x2, . . . , xn) → (f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . .,
fn(x1, x2, . . . , xn)) в форме массива лексикографически упорядоченных коэффициентов по-
линомов из правых частей fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, или функции от этого массива.
Примером может служить одномерный массив (d/dx1+d/dx2+· · ·+d/dxn)3fi(x1, x2, . . . , xn),
i = 1, 2, . . . , n (см. [15]).
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В.О. Устименко

Про екстремальну теорiю графiв i символьнi перетворення

Мiнiмальну довжину цикла, що проходить крiзь обрану вершину простого графу, назвемо
цикловим показником вершини. Цикловий показник графу визначимо як найбiльший цикло-
вий показник його вершини. Регулярний граф називається графом з iрегулярним цикловим
показником, якщо його цикловий показник вiдрiзняється вiд обхвату. В роботi наводиться
повний розв’язок оптимiзацiйної задачi обчислення максимального розмiру e = e(v) гра-
фiв заданого порядку v з цикловим показником, що перевищує обраний параметр d, d > 2.
Розглядається також задача знаходження найменшого порядку для k-регулярного графу
з цикловим показником d. Наводиться алгебраїчна конструкцiя нескiнченної сiм’ї регуляр-
них графiв заданого степеня зi зростаючим iрегулярним цикловим показником асимпто-
тично максимального розмiру. Побудована нескiнченна послiдовнiсть графiв заданого сте-
пеня ps, де p — довiльне непарне просте, а s — довiльне натуральне число, утворює сiм’ю
графiв малого свiту. Обговорюється криптографiчне застосування цiєї конструкцiї.

V.А. Ustimenko

On the extremal graph theory and symbolic computations

Let us refer to the minimal length of a cycle passing through the given vertex of a simple graph
as the cycle indicator of this vertex. The cycle indicator of a graph will be defined as the maximal
cycle indicator of its vertices. A regular graph will be called the graph with irregular cycle indicator
if this indicator differs from the girth. The solution of the optimization problem of computation
of the maximal size e = e(v) of a graph of order v with the size greater than d, d >2, is given.
We consider also the algebraic construction of an infinite family of regular graphs of the given
degree with growing irregular cycle indicator of the asymptotically largest size. The constructed
sequence of graphs with the given degree ps, where p is an arbitrary odd prime and s is any positive
integer, forms the family of small-world graphs. We discuss the cryptographical applications of this
construction.
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О влиянии растяжения вдоль трещины в нелинейном
упругом теле при наличии зоны предразрушения

(Представлено академиком НАН Украины В.Д. Кубенко)

Рассмотрено нелинейное упругое тело с центральной трещиной нормального отрыва.
Принято, что к каждой из вершин трещины примыкает зона предразрушения, окру-
женная зоной нелинейности. В результате численного решения соответствующей
краевой задачи установлено влияние растяжения вдоль трещины на ее раскрытие,
а также на параметры зоны нелинейности.

В работе [1] выявлено влияние зоны предразрушения на раскрытие трещины нормального
отрыва в нелинейном упругом теле. Настоящая работа посвящена изучению вопроса о том,
как именно растяжение вдоль трещины нормального отрыва в нелинейном упругом теле
сказывается на ее раскрытии в вершине, а также на размерах и форме зоны нелинейности
при наличии зоны предразрушения.

Постановка краевой задачи. Остановимся на случае обобщенного плоского напря-
женного состояния. В этой связи рассмотрим тело малой толщины. Как и в работе [1],
примем, что при растяжении тела в направлении, перпендикулярном трещине, у каждой
вершины трещины возникает зона предразрушения. Представим ее в виде разреза, к по-
верхностям которого приложены некоторые напряжения, подлежащие определению при
решении краевой задачи.

Ограничимся малыми деформациями. Постановку краевой задачи осуществим в пере-
мещениях.

Для постановки краевой задачи потребуются нелинейные определяющие уравнения, свя-
зывающие компоненты тензора напряжений S с компонентами тензора деформаций D.
Воспользуемся тензорно-линейными определяющими уравнениями в виде [1]

Sαβ =
1

σ

[
gαγgβδDγδ −

ρE

3ρ+ σ
gαβ − ϕ̃(Ω)

(
gαγgβδDγδ −

E

3
gαβ
)]
. (1)
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Аргументом функции ϕ̃(Ω) является величина

Ω =

√
1

σ

(
Υ− E2

3

)
. (2)

Инварианты E и Υ таковы:

E = gαβDαβ ; Υ = gαγgβδDαβDγδ. (3)

Константы ρ и σ могут быть выражены через константы Ламе.
Следуя работе [2], введем постоянную υ, большую нуля, и предположим, что

ϕ̃(Ω) |Ω6υ= 0; ϕ̃(Ω) |Ω>υ=
Ω− υ + p− 3

√√
q3 + r2 − r + 3

√√
q3 + r2 + r

Ω
, (4)

где

p =
b

3c
; q = p2 +

1

3c
; r = p3 − 1

2c
(Ω− υ + p). (5)

Постоянная υ, а также коэффициенты b и c подразумеваются известными.
Учитывая формулы (4), придем к заключению, что связь компонент тензора напря-

жений S с компонентами тензора деформаций D, описываемая уравнениями (1), будет
линейной, если Ω 6 υ, но нелинейной, если Ω > υ. Следовательно, приходим к критерию
нелинейности

Ω = υ. (6)

Привлечем прямоугольную декартову систему координат x1, x2, x3, характеризуемую
тем, что для нее компоненты метрического тензора g выразятся так:

gεζ =

{
1 (ε = ζ);

0 (ε 6= ζ).
(7)

Соотношения между компонентами тензора деформаций D и компонентами вектора
перемещений u имеют вид [3]

Dεζ =
∂uε
∂xζ

(ε, ζ). (8)

В соотношениях (8) предполагается симметрирование по индексам ε, ζ.
Подставив в уравнения (1) соотношения (8), получим

Sαβ=
1

σ

{
1

2
gαγgβδ

(
∂uγ
∂xδ

+
∂uδ
∂xγ

)
− ρE

3ρ+σ
gαβ−ϕ̃(Ω)

[
1

2
gαγgβδ

(
∂uγ
∂xδ

+
∂uδ
∂xγ

)
− E

3
gαβ
]}
. (9)

В соответствии с формулами (3), равенствами (7) и соотношениями (8)

E =
3∑

β=1

∂uβ
∂xβ

; Υ =
1

4

3∑

γ=1

3∑

δ=1

(
∂uγ
∂xδ

+
∂uδ
∂xγ

)(
∂uγ
∂xδ

+
∂uδ
∂xγ

)
. (10)
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В случае обобщенного плоского напряженного состояния имеем

Sαβ = Sαβ(x1, x2) (α = 1, 2, β = 1, 2); (11)

Sαβ = 0 (α = 1, 2, β = 3; α = 3, β = 1, 2; α = 3, β = 3). (12)

Принимая во внимание равенства (12) и (7), а также первую из формул (10), на осно-
вании уравнений (9) найдем

∂u3
∂x3

=
3ρ+ σ

2ρ+ σ

[
ρ

3ρ+ σ

(
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)
+

1

3
ϕ̃(Ω)

(
2
∂u3
∂x3

− ∂u1
∂x1

− ∂u2
∂x2

)]
. (13)

Поскольку ϕ̃(Ω) 6= 1, то вследствие равенств (12) и (7) из уравнений (9) вытекает, что

∂uγ
∂xδ

+
∂uδ
∂xγ

= 0 (γ = 1, 2, δ = 3; γ = 3, δ = 1, 2). (14)

Опираясь на уравнения (9), согласно равенствам (7), а также первой из формул (10)
и выражению (13), установим

S11 =
1

σ(2ρ+ σ)

[
(ρ+ σ)

∂u1
∂x1

− ρ
∂u2
∂x2

]
− T 11; S12 =

1

2σ

(
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)
− T 12;

S21 =
1

2σ

(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)
− T 21; S22 =

1

σ(2ρ+ σ)

[
(ρ+ σ)

∂u2
∂x2

− ρ
∂u1
∂x1

]
− T 22.

(15)

Здесь

T 11 =
1

3σ(2ρ+ σ)
ϕ̃(Ω)

[
(3ρ+ 2σ)

∂u1
∂x1

− (3ρ+ σ)
∂u2
∂x2

− σ
∂u3
∂x3

]
;

T 12 =
1

2σ
ϕ̃(Ω)

(
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)
; T 21 =

1

2σ
ϕ̃(Ω)

(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)
;

T 22 =
1

3σ(2ρ+ σ)
ϕ̃(Ω)

[
(3ρ+ 2σ)

∂u2
∂x2

− (3ρ+ σ)
∂u1
∂x1

− σ
∂u3
∂x3

]
.

(16)

Уравнения равновесия в компонентах тензора напряжений S имеют вид [3]

∂Sαβ

∂xβ
= 0.

Эти уравнения в силу формул (11) и равенств (12) сводятся к следующим уравнениям:

∂S11

∂x1
+
∂S12

∂x2
= 0;

∂S21

∂x1
+
∂S22

∂x2
= 0. (17)

Допуская, что константы ρ и σ не зависят от координат x1, x2, на основании уравне-
ний (17), внеся в них уравнения (15), выведем

ρ+ σ

σ(2ρ+ σ)

∂2u1
∂x1∂x1

+
1

2(2ρ+ σ)

∂2u2
∂x1∂x2

+
1

2σ

∂2u1
∂x2∂x2

= Q1;

1

2σ

∂2u2
∂x1∂x1

+
1

2(2ρ+ σ)

∂2u1
∂x1∂x2

+
ρ+ σ

σ(2ρ + σ)

∂2u2
∂x2∂x2

= Q2.

(18)

52 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Здесь

Q1 =
∂T 11

∂x1
+
∂T 12

∂x2
; Q2 =

∂T 21

∂x1
+
∂T 22

∂x2
. (19)

Предположим, что известны компоненты единичного вектора внешней нормали n к по-
верхностям тела, а также трещины и разрезов. На этих поверхностях зададим компоненты
вектора напряжений P .

Граничные условия для компонент тензора напряжений S имеют вид [3]

Sαβnβ = Pα.

Эти условия в силу равенств (12) сводятся к таким условиям:

S11n1 + S12n2 = P 1; S21n1 + S22n2 = P 2. (20)

Внеся в условия (20) уравнения (15), выведем

1

σ(2ρ+ σ)

[
(ρ+ σ)

∂u1
∂x1

− ρ
∂u2
∂x2

]
n1 +

1

2σ

(
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)
n2 = P 1 +R1;

1

2σ

(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)
n1 +

1

σ(2ρ+ σ)

[
(ρ+ σ)

∂u2
∂x2

− ρ
∂u1
∂x1

]
n2 = P 2 +R2.

(21)

Здесь

R1 = T 11n1 + T 12n2; R2 = T 21n1 + T 22n2. (22)

Будем считать, что тело является прямоугольным, а трещина располагается по центру.
Пусть оси симметрии тела совпадают с осями x1,x2.

Положим, что компоненты Pα(α = 1, 2) равномерно распределены по поверхностям
тела, а также трещины и разрезов. Поэтому будет достаточно рассмотреть лишь четвертую
часть тела, например, располагающуюся в первом квадранте (рис. 1).

Отметим, что вершины трещины и разреза — это точка A с координатами x1 = 0, x2 = f
и точка B с координатами x1 = 0, x2 = g соответственно.

Из симметрии относительно оси x2 следует, что в вершине разреза

u1 = 0. (23)

Обособим вблизи вершины разреза точку (a1, a2). Записав координаты вершины разреза
в виде a1+ε1, a2+ε2, а затем составив кратный ряд Тейлора, расположенный по степеням ε1,
ε2, придем к уравнению

−u2 + u2(a
1, a2) +

∂u2
∂x1

∣∣∣∣
(a1,a2)

ε1 +
∂u2
∂x2

∣∣∣∣
(a1,a2)

ε2 +

+
1

2

(
∂2u2
∂x1∂x1

∣∣∣∣
(a1,a2)

ε1ε1 + 2
∂2u2
∂x1∂x2

∣∣∣∣
(a1,a2)

ε1ε2 +
∂2u2
∂x2∂x2

∣∣∣∣
(a1,a2)

ε2ε2
)

= 0. (24)

Подчеркнем, что уравнения (18) и (21), а также (23) и (24) являются разрешающими
для компонент u1, u2.
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Рис. 1

Числовой пример. Исследуем влияние растяжения вдоль трещины на ее раскрытие
в вершине, а также на размеры и форму зоны нелинейности.

Данные, использованные при решении краевой задачи, позаимствованы из работы [1].
Для констант ρ и σ имеем:

−ρ = 0,046 · 10−10 Па−1; σ = 0,222 · 10−10 Па−1.

Для постоянной υ, а также коэффициентов b и c имеем:

υ = 3,25 · 102 Па1/2; b = 0,1964347 · 10−2 Па−1/2; c = 0,5632820 · 10−4 Па−1.

Были заданы

d = 6,0 · 10−2 м; e = 3,0 · 10−2 м; f = 1,2 · 10−2 м; g = 1,4 · 10−2 м;

−ε1 = ε2 = 0,02 · 10−2 м.

Полагалось, что

Pα(d, x2) = Pα
(1), если x2 ∈ [0, e);

Pα(x1, e) = Pα
(2), если x1 ∈ [0, d);

Pα(0, x2) =

{
Pα
(3), если x2 ∈ [0, f);

Pα
(4), если x2 ∈ [f, g),

причем

P 2
(1) = P 1

(2) = P 1
(3) = P 2

(3) = P 2
(4) = 0.

Укажем, что P 1
(1) оставалось неизменным, равным 5,00 · 107 Па. Вместе с тем, P 2

(2) при-

давалось несколько значений. При этом P 1
(4) задавалось из условия, что компонента S11

должна принимать в вершине разреза такое же значение, как и на его верхней поверхности.

54 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Решение уравнений (18) и (21), а также (23) и (24) (с учетом формул (19) и (22), (16),
(4), (5), (2), (10), равенств (14), выражения (13)) найдено численно, для чего использован
метод последовательных приближений Ильюшина [4]. В результате установлено раскрытие
трещины в вершине, т. е. u1(0, f) ≡ uA1 .

Следует сказать, что растяжение вдоль трещины оказало слабое влияние как на напря-
жение, приложенное к верхней поверхностям разреза, так и на раскрытие трещины в вер-
шине. Интересно, что с увеличением P 2

(2) характер его воздействия, как это явствует из

табл. 1, менялся. Действительно, P 1
(4) и uA1 сначала несущественно уменьшались, а потом —

увеличивались.

Таблица 1

P 2
(2) · 10

−7, Па −P 1
(4) · 10

−7, Па uA
1 · 106, м

0,00 14,14 6,907

1,00 14,21 6,824

2,00 14,25 6,784

3,00 14,24 6,777

4,00 14,21 6,797

5,00 14,16 6,838

6,00 14,08 6,896

7,00 13,99 6,971

8,00 13,89 7,062
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Граница зоны нелинейности определена по критерию (6) с помощью формул (10) и ра-
венств (14). Она изображена на рис. 2–4.

Итак, растяжение вдоль трещины привело к значительному изменению протяженнос-
ти зоны нелинейности в направлениях осей x1, x2. Важно, что по мере увеличения P 2

(2)

(см. табл. 1) наблюдалась существенная трансформация зоны нелинейности. Так, из рис. 2
(кривые 1 и 2 получены при первом и четвертом значениях P 2

(2)) видно, что протяжен-
ность зоны нелинейности стала меньшей в обоих направлениях. Далее, из рис. 3 (кривые 1
и 2 получены при пятом и седьмом значениях P 2

(2)) видно, что протяженность зоны не-

линейности оказалась меньшей в направлении оси x1, но большей в направлении оси x2.
Наконец, из рис. 4 (кривые 1 и 2 получены при восьмом и девятом значениях P 2

(2)) видно,
что протяженность зоны нелинейности стала большей в обоих направлениях.
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Про вплив розтягнення вздовж трiщини в нелiнiйному пружному
тiлi за наявностi зони передруйнування

Розглянуто нелiнiйне пружне тiло iз центральною трiщиною нормального вiдриву. Прийня-
то, що до кожної з вершин трiщини примикає зона передруйнування, оточена зоною не-
лiнiйностi. В результатi чисельного розв’язання вiдповiдної крайової задачi встановлено
вплив розтягнення вздовж трiщини на її розкриття, а також на параметри зони нелi-
нiйностi.

A.A. Kaminsky, E. E. Kurchakov

On the influence of tension along the crack in a nonlinear elastic body
in the presence of a prefracture zone

A nonlinear elastic body with a central opening-mode crack is considered. It is suggested that both
crack tips are in contact with a prefracture zone enveloped by a domain of nonlinearity. By solving
the associated boundary-value problem numerically, the influence of the tension along the crack on
its opening displacement and on parameters of the domain of nonlinearity is estimated.
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УДК 628.16.08

В.Л. Поляков

Установившийся приток к дренажу в несвязном грунте

с локально-упорядоченной структурой

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Я. Олейником)

Предложен новый способ аппроксимации эмпирической зависимости коэффициента
фильтрации несвязных несуффозионных грунтов от градиента напора. Сформулирова-
на и строго решена нелинейная задача установившейся осесимметричной фильтрации
к дрене с учетом локальной переориентации несферических частиц скелета. На много-
численных примерах выполнена оценка значимости деформационного эффекта.

При устройстве дренажей в несвязных и малосвязных грунтах нередко несферические час-
тицы скелета под действием резко возросшей гидродинамической силы переориентируются
вдоль фильтрационного течения. При этом заметно уменьшается сопротивление жидкос-
ти со стороны твердой фазы грунта и, как следствие, увеличиваются его проницаемость
и коэффициент фильтрации. Хотя подобные трансформации скелета, как правило, лока-
лизованы вблизи сильных источников возмущения фильтрационного режима, какими как
раз и являются разнообразные дренажи, тем не менее их влияние распространяется на всю
область движения вплоть до контура питания. О существовании и предположительной зна-
чимости этого (второго) типа фильтрационных деформаций известно давно [1]. Однако их
систематическое изучение сначала экспериментальными методами [2, 3], а затем и теорети-
ческими проведено только в последнее время.

В цикле работ [4–6] фактически разработана теория установившейся фильтрации на фо-
не дренажа в несвязных несуффозионных грунтах с частично упорядоченной структурой.
В ее основу положена зависимость между коэффициентом фильтрации k и градиентом на-
пора I, характеризующим вышеупомянутую силу, в форме непрерывной кусочно-линейной
функции [4]. С ее помощью удалось в принципе правильно отразить истинный характер свя-
зи между k и I, установленный эмпирическим путем [2]. Но при таком подходе существенно
осложняется решение математических задач дренажа в грунтах, которые деформированы
описанным выше способом. Так, возникает необходимость выделения в области деформаций
двух характерных зон (предельной и частичной деформаций) и в результате появляются
две внутренние границы. Их положение заранее не известно и должно находиться в ходе
решения поставленной задачи.

В настоящей работе предлагается другая форма аппроксимационного выражения, кото-
рая дает возможность, во-первых, существенно упростить выкладки, конечные формулы,
уравнения и процедуру вычислений, во-вторых, несколько улучшить качество приближения
эмпирических данных. Итак, во всех отношениях более подходящей является следующая
гиперболическая функция

k(I) = k0 +
(ku − k0)(I − Ik)

I +K
. (1)
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Здесь k0, ku — исходный и предельный (при I → ∞) коэффициенты фильтрации; Ik — кри-
тический градиент напора; K — эмпирическая константа, сродственная известной в био-
логии, физической химии константе полунасыщения. Зависимость (1) отражает асимпто-
тическое стремление проницаемости грунта к максимальному (предельному) значению, что
точнее отвечает фактажу при больших градиентах. Из (1) вытекают важные частные слу-
чаи, а именно:

k = k0 при I = Ik,

k → ku при I → ∞,

k = ku при K = −Ik,

которые точно соответствуют физике явления. После простых преобразований (1) зависи-
мость k(I) представляется в более компактном виде

k(I) =
kuI + a

I +K
, (2)

где a = k0K − (ku − k0)Ik.
Данная работа имеет, прежде всего, прикладной характер и поэтому ее основной целью

являются рекомендации по упрощенному учету фильтрационных деформаций рассматри-
ваемого типа в инженерных расчетах различных дренажей. Исходя из этого, был проведен
теоретический анализ установившегося притока жидкости к цилиндрическому стоку в не-
связном несуффозионном однородном грунте при заданном перепаде напоров на границах
области движения. Полагалось, что степень деформаций тесно связана с интенсивностью
фильтрационного процесса. Фактически таким образом удалось оценить лишь минималь-
ные последствия локального упорядочения структуры грунта, которые в действительности
могут быть заметно серьезнее. Постановка соответствующей математической задачи вклю-
чает систему уравнений фильтрации

d

dr

(
rI
kuI + a

I +K

)
= 0,

d

dr

(
r
dh0
dr

)
= 0; (3)

условия на дрене и контуре питания

r = Rd, hI = Hd; r = R, h0 = HR; (4)

условия сопряжения напоров и расходов на границе между деформированным и недефор-
мированным грунтом

r = Rk, hI = h0;
dhI
dr

=
dh0
dr

(5)

и, наконец, дополнительное условие для определения неизвестного радиуса области дефор-
маций Rk

r = Rk,
dh0
dr

= Ik. (6)

Здесь hI , h0 — напоры в области деформаций (Rd 6 r 6 Rk) и недеформированном грунте
(Rk < r 6 R); I = dhI/dr; Hd, HR — напоры на внешних границах области движения; Rd,
R — радиусы дрены и контура питания.
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В результате двойного интегрирования второго уравнения (3) последовательно нахо-
дились

dh0
dr

=
q

2πk0r
, (7)

h0 = HR +
q

2πk0
ln
r

R
, (8)

где q — удельный расход дрены, величина которого пока не известна. Интегрирование пер-
вого уравнения (3) дало квадратное уравнение относительно I

kuI
2 +

(
a− q

2πr

)
I − qK

2πr
= 0. (9)

Из (9) следует

dhI
dr

=
1

2kur

(
q

2π
− ar +

√(
q

2π
− ar

)2

+
2kuKq

π
r

)
. (10)

Решение уравнения (10) при первом условии (4) выражается зависимостью

hI = Hd +
1

2πku

r∫

Rd

q − 2πaξ +
√

(q − 2πaξ)2 + 4πkuKqξ

ξ
dξ. (11)

Далее вводятся безразмерные переменные и параметры:

h̃I,0 =
hI,0 −Hd

HR −Hd
, r =

r

Rd
, R =

R

Rd
, ku =

ku
k0
,

q =
q

2πk0(HR −Hd)
, a =

Rda

k0(HR −Hd)
, K =

RdK

HR −Hd
.

Тогда выражения для приведенных напоров принимают окончательный вид

h̃I(r) =
1

2ku
[q ln r − a(r − 1) + Y (r, q)], (12)

h̃0(r) = 1 + q ln
r

R
. (13)

Здесь

Y (r, q) = y(r, q) − y(1, q),

y(r, q) =

√
a2r2 + 2ϕqr + q2 +

ϕq

a
ln

∣∣∣∣2a
√
a2r2 + 2ϕqr + q2 + 2a2r + 2ϕq

∣∣∣∣ −

− q ln

∣∣∣∣
2q
√
a2r2 + 2ϕqr + q2

r
+

2q2

r
+ 2ϕq

∣∣∣∣,

ϕ = 2kuK − a, a = K − (ku − 1)Ik.
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Уравнение относительно расхода q составлено с использованием выражений (12), (13) и пер-
вого условия (5)

1

2ku
[q lnRk − a(Rk − 1) + Y (Rk, q)]− q ln

Rk

R
= 1. (14)

Связь между Rk и q вытекает из условия (6), выражения (7) и имеет вид

Rk =
q

Ik
, (15)

где Ik = Ik/I0, I0 = (HR−Hd)/Rd. С учетом (15) уравнение (14) преобразовано следующим
образом:

q

(
1

2ku
ln

q

Ik
− ln

q

IkR
− a

2kuIk

)
+

1

2ku
Y (q) = 1− a

2ku
. (16)

Относительный коэффициент фильтрации в пределах области деформаций kI является
переменным и описывается функцией

kI(r) =
2kuq

q − ar +
√
a2r2 + 2ϕqr + q2

. (17)

Выделить и количественно оценить эффект от рассматриваемых деформаций позволяет
сопоставление приведенного выше решения с известным строгим решением аналогичной
задачи для недеформированного грунта. Последнее представляется следующими простыми
зависимостями в безразмерной форме для приведенного напора h̃ и относительного расхо-
да q0:

h̃ =
ln r

lnR
, q0 =

1

lnR
. (18)

Упростить вычисления и существенно расширить область применения выведенных расчет-
ных формул (12), (13), (17) и уравнения (16) удается, привлекая метод фильтрационных
сопротивлений [7–9]. Основополагающим при этом является такое выражение для дренаж-
ного расхода соответственно в размерной и безразмерной формах:

q = k0
HR −Hd

Φ0 +Φa
, q =

1

2π(Φ0 +Φa)
, (19)

где Φ0 — фильтрационное сопротивление совершенной трубчатой дрены в недеформирован-
ном грунте; Φa — дополнительное сопротивление за счет влияния разнообразных факторов,
осложняющих ее работу. В развитие указанного метода предлагается в общую величину Φ
(Φ = Φ0 + Φa) также включать специальную компоненту Φf , которая бы аккуратно отра-
жала в расчетах дренажа улучшение проницаемости грунта вследствие фильтрационных
деформаций. Согласно (16), (19),

Φf =
1

2π

(
1

q
− lnR

)
=

1

4πku

[
a

q
− a

Ik
+

1

q
Y (q)− (2ku − 1) ln

q

Ik

]
, (20)

где q вычисляется из уравнения (16).

60 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Рис. 1. Графики зависимости Gq(K): 1 — Ik = 0,002; 2 — Ik = 0,004; 3 — Ik = 0,006; 4 — Ik = 0,01

Количественный анализ выполнялся на многочисленных примерах с целью иллюстра-
ции полученных точных расчетных формул и уравнения, а также оценки значимости филь-
трационных деформаций второго типа для притока жидкости к дрене. Базовая исходная
информация содержала типичные значения модельных параметров R(500), ku(2), Ik(0,005),
причем значение R было фиксированным во всех примерах, а ku, Ik в отдельных сериях дис-
кретно менялись. Основное же внимание уделялось изучению влияния на фильтрационные
характеристики нового параметра K, контролирующего реакцию проницаемости грунта на
изменение гидродинамической силы. Предметом расчетов стали, прежде всего, относитель-
ный расход q, а также во многом определяемые им распределение приведенного напора
в области движения h̃(r) и фильтрационное “сопротивление” Φf . Здесь кавычки употребле-
ны, чтобы подчеркнуть нетрадиционный смысл этого понятия при учете фильтрационных
деформаций. Наиболее показательным является расходный параметр Gq, введенный как
1− q0/q и, таким образом, позволяющий непосредственно выражать деформационный эф-
фект в относительных единицах.

В первую очередь указанный эффект характеризовался с помощью зависимости Gq от
K при разных значениях градиента Ik. Рассчитанные из уравнения (16) фактические зна-
чения q и по формуле (18) эталонные q0 использовались при определении Gq, а построенные
таким образом кривые Gq(K) изображены на рис. 1. Минимальные в примерах значения
K равны Ik и отвечают предельной ситуации. При этом деформации, согласно (1), приво-
дят к скачкообразному повышению коэффициента фильтрации до предельного значения ku
везде, где справедливо условие I > Ik, причем независимо от величины I. Максимальный
прирост расхода здесь составил 57,4% (K = −Ik = −0,002). Естественно, что любое уве-
личение способности грунта к деформациям, выражаемой критическим градиентом, ведет
к расширению области деформаций и, как следствие, к соразмерному усилению приточ-
ности жидкости к дрене.

Безусловно, степень деформаций и их последствия для действия дренажа должны в зна-
чительной мере зависеть от предельного коэффициента ku. Поэтому далее Gq системати-
чески вычислялось при изменении ku в широком диапазоне его реальных значений — от 1
до 2,5. В данной серии примеров K менялось уже дискретно. Соответствующие им кривые
показаны на рис. 2 и также свидетельствуют о возможном увеличении расхода дрены за
счет массовой переориентации частиц скелета на несколько десятков процентов.
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Рис. 2. Графики зависимости Gq(ku): 1 — K = −0,005; 2 — K = 0; 3 — K = 0,005; 4 — K = 0,01

Рис. 3. Профили приведенного напора: 1 — ku = 1; 2 — ku = 1,25; 3 — ku = 1,5; 4 — ku = 2; 5 — ku = 2,5

Определение величины q также необходимо при расчетах других фильтрационных ха-
рактеристик и, прежде всего, напора в области движения, коэффициента фильтрации в об-
ласти деформаций. На рис. 3 представлены профили приведенного напора, описываемые
функциями h̃I(r), h̃0(r), которые рассчитаны по формулам (12), (13) с учетом предваритель-
но найденных из уравнения (16) значений q. Эталонным здесь является профиль 1, вычис-
лявшийся по (18). Очевидно существенное различие в положении его и других профилей,
так что гидравлические потери в деформированном грунте происходят более равномерно,
а их общая величина не меняется вследствие увеличения скорости фильтрации.

В заключение конкретизировалась связь “сопротивления” Φf опять с K. Семейство кри-
вых Φf (K), отвечающих разным значениям ku, приведено на рис. 4. Важность роли дефор-
маций в фильтрационном процессе здесь подтверждается путем сравнения рассчитанных
значений Φf с базовым Φ0. Поскольку последнее при R = 500 равно 0,989, то, судя по рис. 4,
величина Φf нередко составляет значимую часть общего фильтрационного сопротивления Φ
и поэтому окончательное значение Φ в таких случаях ощутимо уменьшается. Понятно, что
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Рис. 4. Графики зависимости Φf (K): 1 — ku = 2,5; 2 — k̄u = 2; 3 — k̄u = 1,5; 4 — k̄u = 1,25

при использовании расчетных методов, которые основываются на методе фильтрационных
сопротивлений, применительно к несвязным грунтам необходимо и достаточно корректиро-
вать Φ путем вычитания из него |Φf |. Последующие схемы определения фильтрационных
характеристик, обоснование параметров, реализуемые в указанных методах, остаются без
изменений.

Подытоживая, можно констатировать, что при эксплуатации различных дренажей в не-
связных грунтах упорядочение их структуры, даже локализованное в придренной зоне,
в состоянии оказать весьма серьезное влияние на фильтрационный режим в целом.
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В.Л. Поляков

Усталений приплив до дренажу у незв’язному грунтi
з локально-впорядкованою структурою

Запропоновано новий спосiб апроксимацiї емпiричної залежностi коефiцiєнта фiльтрацiї
незв’язних несуфозiйних грунтiв вiд градiєнта напору. Сформульовано i строго розв’язано
нелiнiйну задачу усталеної осесиметричної фiльтрацiї до дрени з урахуванням локальної
переорiєнтацiї несферичних часток скелету. На численних прикладах виконано оцiнку зна-
чущостi деформацiйного ефекту.

V.L. Polyakov

Steady-state groundwater flow to a drainage in noncohesive soil with
locally ordered structure

A new approximate expression has been proposed for the empirical relationship between the hydraulic
conductivity of noncohesive nonpiping soils and the head gradient. A nonlinear steady-state task
of axisymmetric groundwater flow toward a tube drain with regard for a local reorientation of
nonspherical structural particles has been stated. Estimation of the deformation effect has been
performed by numerous examples.
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Математичне моделювання руху тривiсного елiпсоїда

в капiлярi, що заповнений в’язкою рiдиною

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В. I. Нiкiшовим)

Розглядається використання теорiї змащування й методу збурень для розв’язання за-
дачi про рух кровi у дуже вузьких капiлярах. Еритроцит i плазма кровi моделюються
тривiсним елiпсоїдом та ньютонiвською в’язкою рiдиною вiдповiдно. Результати по-
рiвнюються з результатами iнших авторiв.

Експериментальнi дослiдження процесiв поширення поживних речовин в органiзмi людини
зустрiчаються з iстотними труднощами, що обумовленi малими розмiрами дослiджуваних
об’єктiв, похибками вимiрiв i, що особливо неприємно, неможливiстю вимiряти безпосеред-
ньо деякi параметри, як, наприклад, тиск плазми мiж еритроцитом та стiнкою капiляра,
натяг мембрани еритроцита при його перемiщеннi по дрiбних судинах тощо. Застосува-
ння математичного моделювання й обчислювальних засобiв при дослiдженнi поширення
речовин (особливо кисню) в органiзмi дозволило подолати цi труднощi й знайти ефективнi
пiдходи до розв’язання проблеми транспорту речовин в органiзмi людини. У зв’язку з обме-
женiстю можливостей комп’ютерiв важливим є питання оптимiзацiї розв’язання подiбних
математичних моделей.

До цього часу при моделюваннi руху еритроцитiв у вузьких капiлярах усi автори вико-
ристовують осесиметричнi моделi [1, 3–5]. Використання осесиметричної моделi як моделi
еритроциту пов’язано з роботою Дж.М. Фiтц-Джеральда [3], який вперше побудував ма-
тематичну модель i поставив задачу про усталений рух тривiсного елiпсоїда у вузькому
цилiндричному капiлярi. В роботi [3], зокрема, було показано, що з плином часу неосеси-
метрична форма еритроцита переходить в осесиметричну. В той же час на всiх вiдомих
мiкрофотографiях [2] видно, що бiльшiсть еритроцитiв у капiлярах має суто неосесимет-
ричну форму.

Проведенi в роботi дослiдження дозволяють оцiнити внесок “осесиметричностi” у витрат-
нi характеристики течiї кровi у вузьких капiлярах та пояснити невiдповiднiсть математич-
ної моделi Фiтц-Джеральда й картини руху реальних еритроцитiв.

© В. А. Калiон, Є. Ю. Таран, О.М. Дiдкiвська, 2013
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Метод дослiдження. Вивчається течiя рiдини у щiлинi шириною H(ϕ,Z) = R0 −
− RE(ϕ,Z) ≪ R0, яка утворена стiнкою капiляра та елiпсоїдом з осями 2A, 2B, 2C, що
моделює еритроцит. За припущень теорiї мастильного шару течiя описується системою рiв-
нянь Рейнольдса, яка в цилiндричнiй системi координат (R, ϕ, Z) має вигляд

∂P

∂R
= 0,

∂P

∂ϕ
= µ

∂

∂R

(
R
∂Vϕ
∂R

)
,

∂P

∂Z
=
µ

R

∂

∂R

(
R
∂VZ
∂R

)
,

∂(RVR)

∂R
+
∂Vϕ
∂ϕ

+
∂(RVZ)

∂Z
= 0.

(1)

Тут R0 — радiус капiляра; RE(ϕ,Z) — форма поверхнi еритроцита; VR, Vϕ, VZ — ком-
поненти швидкостi течiї; P — тиск; µ — в’язкiсть плазми кровi.

Крайовi умови для рiвнянь (1) у системi вiдлiку, що пов’язана з центром елiпсоїда,
записуються у виглядi:

R = R0, VR = 0, Vϕ = 0, VZ = −WE,

R = RE(ϕ,Z), VR = 0, Vϕ = 0, VZ = 0,
(2)

де WE — постiйна швидкiсть руху елiпсоїда в нерухомiй системi координат.
При розв’язаннi крайової задачi (1), (2) використовуються безрозмiрнi змiннi

r =
R

R0
, z =

Z

R0
, vr =

VR
V∗
, vϕ =

Vϕ
V∗
, vz =

VZ
V∗
,

p =
PR0

µV∗
, rE =

RE

R0
, wE =

WE

V∗
;

тут V∗ поки що не визначена. Рiвняння (1) та крайовi умови (2) при цьому стають

∂p

∂r
= 0,

∂p

∂ϕ
=

∂

∂r

(
r
∂vϕ
∂r

)
,

∂p

∂z
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂vz
∂r

)
,

∂(rvr)

∂r
+
∂vϕ
∂ϕ

+
∂(rvz)

∂z
= 0, (3)

r = 1, vr = 0, vϕ = 0, vz = −wE; r = rE(ϕ, z), vr = 0, vϕ = 0, vz = 0. (4)

Подвiйне iнтегрування другого й третього рiвнянь системи (3) за змiнною r, з ураху-
ванням (4), дозволяє отримати явнi залежностi мiж компонентами швидкостi vϕ, vz (vr
визначається iз рiвняння нерозривностi) й градiєнта тиску p. Тиск, в свою чергу, може
бути визначений iз крайової задачi

∂

∂ϕ

[
F (η1)

∂p

∂ϕ

]
+

1

8

∂

∂z

[
F (η2)

∂p

∂z

]
=

1

2

∂

∂z
[G(η2)], 0 < ϕ <

π

2
, −c < z < c, (5)

z = −c, p = 0; z = c, p const = −∆p; ϕ = 0,
∂p

∂ϕ
= 0; ϕ =

π

2
,

∂p

∂ϕ
= 0, (6)

де

F (η) = −
[
1− η2

2
+

(1− η)2

ln η

]
, G(η) =

1− η

ln η
, (7)

η2 =
η20

1− ε sin2 ϕ
, η20 = a2

(
1− z2

c2

)
, ε = 1− a2

b2
, η1 =

√
η2, η10 =

√
η20. (8)

Тут a = A/R0, b = B/R0, c = C/R0.
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Однак вирази для компонент швидкостi, рiвняння (5) й крайовi умови (6) мiстять до-
датковi невiдомi: швидкiсть елiпсоїда wE й рiзницю тискiв на кiнцях елiпсоїда ∆p. Для їх
визначення використанi двi додатковi iнтегральнi умови. Перша є наслiдком умови сталостi
швидкостi руху тiла в капiлярi, що вимагає, в свою чергу, щоб проекцiя на вiсь z головного
вектора гiдродинамiчних сил, якi дiють на тiло, була нульовою. Друга — умови незмiнностi
витрати рiдини через довiльний перерiз капiляра.

Хоча остання умова вносить нову невiдому — витрату рiдини через довiльний перерiз
капiляра wm, вибiр масштаба швидкостi V∗ =WE дозволяє зафiксувати величину швидкостi
тiла (wE = 1) й не збiльшувати кiлькiсть невiдомих.

З урахуванням (7), (8) iнтегральнi умови набувають вигляду

2

π/2∫

0

c∫

−c

{
∂p

∂z

[
G(η2) + (η2 +G(η2))

1

η2

(
∂rE
∂ϕ

)2]
+

4

ln η2

[
1 +

1

η2

(
∂rE
∂ϕ

)2]}
dzdϕ = 0, (9)

wm =
1

2π

π
2∫

0

∂p

∂z
F (η2) dϕ− 2

π

π
2∫

0

G(η2) dϕ. (10)

де wm — безрозмiрна витрата рiдини в довiльному перерiзi капiляра.
Рiвняння (5), спiввiдношення (7), (8) та iнтегральнi умови (9), (10) мiстять малий па-

раметр ε. Припускаючи a 6 b, маємо 0 6 ε < 1. Розглядаючи випадок ε ≪ 1, розв’язок
крайової задачi (5), (6) можна отримати методом збурень.

Оскiльки розвинення в ряд за малим параметром ε функцiй, що входять у рiвняння (5)
пiд знаком похiдної, можна подати як

F (ηk) = F (ηk0) +
ε

2
sin2 ϕηk0F

′(ηk0) +
ε2

8
sin4 ϕ[η2k0F

′′(ηk0) + 3ηk0F
′(ηk0)] + · · · , (11)

G(η2) = G(η20) + ε sin2 ϕη20G
′(η20) +

ε2

2
sin4 ϕ[η220G

′′(η20) + 2η20G
′(η20)] + · · · , (12)

то розв’язок крайової задачi (5), (6) слiд шукати у виглядi

p(ϕ, z) = ψ0(z)+ε[ψ1(z) sin
2 ϕ+g1(z)]+

ε2

2
[ψ2(z) sin

4 ϕ+g2(z) sin
2 ϕ+k2(z)]+· · · . (13)

У розвиненнi (11) k = 1, 2. Слiд вiдзначити, що крайовi умови при ϕ = 0 й ϕ = π/2 при
цьому виконуються автоматично.

Пiдставляючи (11)–(13) у рiвняння (5) i крайовi умови (6) i збираючи члени з однакови-
ми степенями ε й sin2 ϕ, отримаємо низку крайових задач для визначення функцiй ψ0(z),
ψ1(z), g1(z), ψ2(z), g2(z), k2(z), . . . . Крайовi умови в цих задачах включають невiдомi iнте-
гральнi параметри — витрату рiдини в довiльному перерiзi капiляра wm та рiзницю тискiв
∆p на кiнцях елiпсоїда. Iз iнтегральних умов (9), (10) цi iнтегральнi параметри з точнiстю
до малих другого порядку можуть бути наведенi у виглядi

wm = wm0 + εwm1, ∆p = ∆p0 + ε∆p1. (14)
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У нульовому наближеннi, що вiдповiдає елiпсоїду обертання, маємо

wm0 = −

c∫

−c

[
G2(η20)

F (η20)
+

1

ln η20

]
dz

c∫

−c

G(η20)

F (η20)
dz

, ∆p0 = −4

[
wm0

c∫

−c

dz

F (η20)
+

c∫

−c

G(η20)

F (η20)
dz

]
. (15)

Як i у випадку нульового наближення, визначення iнтегральних характеристик у пер-
шому наближеннi зводиться до квадратур.

Знаходження iнтегральних параметрiв wm та ∆p дозволяє визначити в явному вигля-
дi крайовi умови для рiвнянь, iз яких знаходяться ψ0(z), ψ1(z), g1(z), i розв’язати для
цих функцiй вiдповiднi крайовi задачi. Для розв’язання цих задач використовувався метод
стрiльби, за процедурою якого на вiдрiзку −c 6 z 6 c були розв’язанi такi задачi Кошi:

dψ0

dz
= 4

wm0 +G(η20)

F (η20)
,

dψ1

dz
=

1

F (η20)

[
u− F1(η20)

dψ0

dz
+ 4G1(η20)

]
,

dg1
dz

=
8wm1 − F1(η20)

dψ0

dz
+ 4G1(η20)

2F (η20)
− 1

2

dψ1

dz
,

du

dz
= 32F (η10)ψ1,

z = −c, ψ0 = 0, ψ1 = 0, g1 = 0, u = u0,

(16)

де u0 — параметр стрiльби; F1(η) = ηF ′(η), G1(η) = ηG′(η).
Числовi результати та їх аналiз. Результати числового експерименту наведенi

в табл. 1 та на рис. 1, 2. В табл. 1 поданi деякi iнтегральнi характеристики течiї, що ви-
значаються за формулами (14): безрозмiрнi рiзниця тискiв ∆p, ефективна в’язкiсть η =
= ∆p/(16cwm) й витрата рiдини wm в околi еритроцита, що рухається в цилiндричному
капiлярi пiд дiєю сталої рiзницi тискiв, коли моделлю еритроцита є тривiсний елiпсоїд
abc = (0,9; 0,99; 1,0), а також у випадку елiпсоїдiв обертання abc = (0,9; 0,9; 1,0), abc =
= (0,99; 0,99; 1,0) та для “ефективного” елiпсоїда обертання abc = (0,944; 0,944; 1,0). “Ефек-
тивний” елiпсоїд — це осесиметричний елiпсоїд, який має такий самий перерiз у площи-
нi z = 0, що й тривiсний елiпсоїд abc = (0,9; 0,99; 1,0).

Привертає увагу менша величина безрозмiрних рiзницi тискiв й ефективної в’язкостi
при русi тривiсного елiпсоїда, порiвняно з їх величинами при русi елiпсоїда обертання, що
має той самий перерiз. При тому безрозмiрнi витрати рiдини для них вiдрiзняються менше,
нiж на 1%.

Таблиця 1. Числовi значення безрозмiрних рiзницi тискiв, ефективної в’язкостi й витрати рiдини в околi
еритроцита

Напiвосi елiпса
Безрозмiрна

рiзниця тискiв
Ефективна
в’язкiсть

Витрата
рiдини

a b c ∆p η wm

0,9 0,99 1,00 38,4623 2,6043 0,92310
0,99 0,99 1,00 142,9727 9,0546 0,98688
0,944 0,944 1,00 46,8131 3,1430 0,93088
0,9 0,9 1,00 30,9246 2,1895 0,88276
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Рис. 1. Залежнiсть приведеного тиску (p+∆p)/∆p вiд приведеної поздовжньої координати z/c на вiдрiзку
[−1, 1] й кута ϕ на промiжку [0, 90◦] для тривiсного елiпсоїда

Рис. 2. Залежностi приведеного тиску вiд поздовжньої координати для тривiсного елiпсоїда при рiзних
значеннях кута ϕ, а також для рiзних елiпсоїдiв обертання. Кружечками й трикутниками позначенi данi
iнших авторiв

Тому є важливим поряд iз iнтегральними характеристиками течiї розглянути її локальнi
характеристики — в першу чергу профiль тиску у мастильному шарi мiж еритроцитом
i стiнкою капiляра.

На рис. 1 наведено графiк залежностi приведеного тиску (p + ∆p)/∆p вiд приведеної
поздовжньої координати z/c на вiдрiзку [−1, 1] й кута ϕ на промiжку [0, 90◦] для тривiсного
елiпсоїда abc = (0,9; 0,99; 1,0).

Рис. 2 також демонструє залежностi приведеного тиску (p + ∆p)/∆p вiд приведеної
поздовжньої координати z/c на вiдрiзку [−1, 1] при фiксованих значеннях кута ϕ [0, 45◦, 90◦]
для того ж тривiсного елiпсоїда. На рис. 2 також наведенi значення тиску для елiпсоїдiв
обертання abc = (0,9; 0,9; 1,0), abc = (0,99; 0,99; 1,0) та abc = (0,944; 0,944; 1,0). Останнiй
елiпсоїд обертання має той же самий перерiз в площинi z = 0, що й тривiсний елiпсоїд
abc = (0,9; 0,99; 1,0).

Крiм того, на рис. 2 подано результати розрахункiв приведеного тиску для елiпсоїда
обертання abc = (0,99; 0,99; 1,0) з статей Рiчарда Скейлака [4, 5] (трикутники) та з ди-
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сертацiйної роботи В.А. Калiона [1] (кружечки). Звертає на себе увагу повний збiг усiх
результатiв.

З рис. 2 випливає, що максимальнi значення профiлю тиску при рiзних кутах ϕ для
тривiсного елiпсоїда значно меншi, нiж для елiпсоїда обертання, що вiдповiдає значенню
a = 0,9 (ϕ = 0) або a = 0,99 (ϕ = 90◦). Слiд зауважити, що профiль приведеного тиску для
елiпсоїда обертання при a = 0,944 (його площа перерiзу при z = 0 дорiвнює площi пере-
рiзу тривiсного елiпсоїда) майже збiгається з профiлем приведеного тиску для тривiсного
елiпсоїда при ϕ = 90◦ (a = 0,99).

Таким чином, результати розрахункiв за побудованою математичною моделлю руху кро-
вi у дуже вузьких капiлярах в нульовому наближеннi (осесиметричний елiпсоїд) повнiстю
збiгаються з результатами iнших авторiв [1, 4, 5]. Оцiнка профiлiв тиску й iнтегральних
характеристик для тривiсних й осесиметричних елiпсоїдiв дозволяє стверджувати, що не-
осесиметрична форма тiла при русi в дуже вузьких капiлярах є бiльш енергетично вигiдна.
А отже, проведене числове моделювання руху кровi у дуже вузьких капiлярах пiдтверджує
можливiсть руху неосесиметричних еритроцитiв у дуже вузьких капiлярах й ставить пiд
сумнiв висновки, зробленi в роботi Дж.М. Фiтц-Джеральда [3].
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iм. Тараса Шевченка

В.А. Калион, Е.Ю. Таран, Е.Н. Дидковская

Математическое моделирование движения трехосного эллипсоида
в капилляре, заполненном вязкой жидкостью

Рассматривается использование теории смазки и метода возмущений для решения задачи
о движении крови в очень узких капиллярах. Эритроцит и плазма крови моделируются
трехосным эллипсоидом и ньютоновской вязкой жидкостью соответственно. Результаты
сравниваются с результатами других авторов.

V.A. Kalion, E.Yu. Taran, O.M. Didkivska

Mathematical modeling of the three-axial ellipsoid motion through
a capillary filled with a viscous liquid

Applications of lubrication theory and a perturbation method to the problems of blood flow in very
narrow capillaries are examined. The erythrocyte and plasma of blood are modeled with the three-
axial ellipsoid and with a Newtonian viscous fluid, respectively. The results are compared with
results of other authors.
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Член-кореспондент НАН України Ю. М. Коваль, В. Ф. Мазанко,
I.О. Шматко, О. А. Шматко

Стадiйнiсть комiркового розпаду пересичених твердих
розчинiв свинець–олово

Запропоновано спосiб математичного аналiзу iзотермiчних резистограм металевих
сплавiв, що старiють за комiрковим механiзмом. Через подання вихiдних експеримен-
тальних iзотерм у координатах dρ/d lg τ − lg τ , де ρ — електроопiр, а τ — час старiння
сплаву, одержано можливiсть точно визначити часовi iнтервали протiкання первин-
ної (швидкої) та вторинної (повiльної) комiркових реакцiй. Спосiб застосовано до спла-
вiв свинцю з 10,03 та 19,23% (ат.) олова, зiстарених при 293 К. Показано, що у першому
сплавi спостерiгається лише первинна реакцiя, що завершується пiсля 6,03 · 104 с ста-
рiння. У другому ж сплавi виявлено обидвi реакцiї: первинна, завершення якої настає
пiсля 320 с старiння, та вторинна, що завершується лише пiсля 2,82 · 106 с розпаду
збiдненого твердого розчину. Точне визначення часу закiнчення первинної та вторинної
комiркових реакцiй необхiдне для коректного дослiдження загальної кiнетики комiрко-
вих реакцiй на основi теорiї зерномежових процесiв Дж. Кана.

Розпад пересичених твердих розчинiв за комiрковим (нестацiонарним) механiзмом розпочи-
нається на висококутових межах зерен металевих сплавiв, що являють собою фронт комiр-
кової реакцiї. В процесi комiркового розпаду утворюються евтектоїдоподiбнi колонiї (комiр-
ки), якi складаються з почергово розташованих платiвок збiдненого (стосовно початкового
пересичення) твердого розчину та фази випадання, торцi яких у ходi зростання цих пла-
тiвок постачаються дефiцитними атомами внаслiдок їхньої дифузiї рухомою межею зерна.
Отже швидкiсть комiркового розпаду, на вiдмiну вiд стацiонарного, що вiдбувається в усьо-
му об’ємi зерна i контролюється об’ємною дифузiєю, визначається зерномежовою дифузiєю.
Разом з тим встановлено [1], що концентрацiя збiдненого твердого розчину у комiрках (Cк)
зазвичай вивляється вищою за рiвноважну при данiй температурi старiння сплаву концен-
трацiї (Cр). Таким чином, наявнiсть градiєнта концентрацiй ∆C = Cк − Cр стає рушiйною
силою iнiцiацiї подальшого розпаду твердого розчину, розвитку так званої вторинної ко-
мiркової реакцiї.

Власне твердi розчини свинець–олово були одними з перших, у дослiдженнях яких звер-
талася увага на цей етап загальної комiркової реакцiї [1]. Пiдставою для висновку про
iснування даного етапу були рентгенiвськi та мiкроструктурнi експерименти. Проте пре-
цизiйне визначення часу початку i завершення первинної та вторинної комiркових реакцiй
було виконано ще G. Borelius, L. E. Larsson (1955) з iзотермiчних резисторiв (ρ) для сплавiв
свинцю з 19,23 (12,00% (мас.) та 23,55% (ат.)) (15,00% (мас.)) олова у температурному iн-
тервалi старiння 194–474 К на основi залежностей dρ/d lg τ − lg τ . Цi залежностi одержано
методом чисельного диференцiювання графiчно заданої функцiї з розбиттям її на дiлян-
ки з трьома рiвновiддаленими вузлами. На залежностях у вiдповiдних часових iнтервалах
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Рис. 1. Резистометричнi iзотерми старiння сплавiв Pb-10,03% (ат.) (6,00% (мас.)) Sn (1 ) та Pb-19,23%
(ат.) (12,00% (мас.)) Sn (2 ) при температурi 293 К (а) та їх подання у координатах dρ/d lg τ − lg τ (б )

спостерiгаються чiткi максимуми швидкостi процесу комiркового розпаду першої та другої
стадiй.

Зазначенi сплави обиралися для дослiдження з огляду на високу швидкiсть протiкання
в них комiркового розпаду, а отже — на незначнi витрати часу на експеримент. З понижен-
ням пересичення твердого розчину, звичайно, рушiйна сила процесу комiркового розпаду
спадатиме, i, таким чином, зростатиме час його протiкання. Це наочно засвiдчено у [1] ре-
зистометричними дослiдженнями кiнетики комiркового розпаду у сплавах свинець–олово
в iнтервалi концентрацiй 1,71 (0,99% (мас.)) — 29,05% (ат.) (19,00% (мас.)) Sn при темпе-
ратурi 293 К.

У данiй роботi зiставлено швидкiснi характеристики комiркового розпаду у сплавi
Pb-10,03% (ат.) Sn (6,00% (мас.) (сплав 1 ) та Pb-19,23% (ат.) Sn (12,00% (мас.) (сплав
2 ), в якому зареєстровано обидвi стадiї дослiджуваного процесу. В сплавi 2 з ураху-
ванням рiвноважної концентрацiї сплавiв Pb−Sn C0 = 2,043% (ат.) Sn [2] при темпе-
ратурi 293 К вихiдне пересичення ∆CI = 17,187% (ат.) Sn, тодi як у сплавi 1 — ли-
ше 7,987% (ат.) Sn. Вiдповiдно й нижчою у ньому має бути рушiйна сила процесу та
його швидкiсть. Як видно з рис. 1, а, резистограми мають на початку процесу ста-
рiння сплавiв дiлянки швидкого падiння електроопору в часi, за якими воно вiдбува-
ється значно повiльнiше. Iстотна рiзниця у загальнiй швидкостi процесу iлюструється
значним змiщенням його часових iнтервалiв у сплавах 1 i 2. Згiдно з рентгенiвськими
даними [2], твердий розчин в результатi первинної реакцiї розпадається лише на 55,4
i на 68,1% у сплавах 1 та 2 вiдповiдно. Збiднений твердий розчин у комiрках (Cк) мi-
стить 5,609 i 6,150% (ат.) Sn у сплавах 1 та 2. Цим величинам Cк вiдповiдають зна-
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чення пересичення збiдненого твердого розчину 3,566 та 4,107% (ат.) Sn. Первинна та
вторинна комiрковi реакцiї вичерпують у сплавах 1 i 2 вiдповiдно 99,4 та 87,8% по-
чаткового пересичення твердого розчину. Залишкове пересичення у сплавi 2 спричиняє
третинну комiркову реакцiю, в ходi якої збiднення вихiдного твердого розчину дося-
гає 97,9%.

З рис. 1, б бачимо, що в сплавi 1 первинна комiркова реакцiя завершується пiсля
6,03 · 104 с старiння, вторинна ж лише розпочинається i на залежностi dρ/d lg τ − lg τ
не виявлена. У сплавi 2 чiтко виявляються обидвi стадiї дослiджуваного процесу. Висо-
ка швидкiсть розпаду твердого розчину спричиняє завершення первинної реакцiї вже пiсля
320 с старiння сплаву. Вторинна реакцiя триває 2,82 · 106 с. Отже, якщо при швидкостi
протiкання процесу у сплавi 2 завершення вторинної реакцiї потребує понад 32 доби (тобто
мiсяць), у сплавi 1 на це витратиться значно бiльше часу, що буде визначено у подальших
дослiдженнях.

На завершення зауважимо, що випробувана проста методика опрацювання первинних
даних загальної кiнетики старiння сплавiв з метою визначення часових координат протi-
кання первинної та вторинної комiркових реакцiй є актуальною для визначення в рамках
теорiї зерномежових процесiв таких кiнетичних параметрiв даних реакцiй, як швидкостi
зародкування i зростання комiрок [1].
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Стадийность ячеистого распада пересыщенных твердых растворов
свинец–олово

Предложен способ математического анализа изотермических резистограмм металличес-
ких сплавов, стареющих по ячеистому механизму. Путем представления исходных экс-
периментальных изотерм в координатах dρ/d lg τ − lg τ , где ρ — электросопротивление,
а τ — время старения сплава, получена возможность точно определять временные ин-
тервалы протекания первичной (быстрой) и вторичной (медленной) ячеистых реакций.
Способ применен к сплавам свинца с 10,03 и 19,23% (ат.) олова, состаренных при 293 К.
Покзано, что в первом сплаве наблюдается лишь первичная реакция, завершающаяся пос-
ле 6,03 · 104 с старения. Во втором же сплаве обнаружены обе реакции: первичная, за-
вершение которой наступает уже после 320 с старения, и вторичная, завершающаяся
лишь после 2,82 · 106 с распада обедненного твердого раствора. Точное определение време-
ни завершения первичной и вторичной ячеистых реакций необходимо для корректного ис-
следования общей кинетики ячеистых реакций на основе теории зернограничных процессов
Дж. Кана.
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Corresponding Member of the NAS of Ukraine Yu.N. Koval, V. F. Mazanko,
I. O. Shmatko, O. A. Shmatko

Staging of the cellular precipitation of supersaturated lead-tin solid
solutions

A method of mathematical analysis of the isothermal electrical resistivity plots of metallic alloys
undergoing the decomposition according to the cellular mechanism has been proposed. The repre-
sentation of initial experimental isoterms in the dρ/d lg τ − lg τ coordinates, where ρ — electrical
resistivity, τ — time of alloy aging, makes it possible to determine precisely the time intervals
of primary (fast) and secondary (slow) cellular reactions. The method was applied to lead alloys
with 10.03 and 19.23 аt.% tin aged at 293 K. It is shown that, in the first alloy, only the primary
reaction, which is completed after 6.03 · 104 sec of aging, is observed. In the second alloy, both
reactions were detected: the primary one, which is completed already after 320 sec of aging; the
secondary one is completed only after 2.82·106 sec of the decomposition of the depleted solid solution.
Precise determination of the time for the completion of the primary and secondary reactions is
necessary for the proper study of the general kinetics of cellular reactions on the basis of Cahn’s
theory of grain boundary processes.
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Про первиннi радiацiйнi ушкодження реакторних
конструкцiйних матерiалiв

Проводиться порiвняльне моделювання утворення первинних радiацiйних ушкоджень,
температурних i енергетичних залежностей, розподiлу кластерiв за розмiрами в ме-
талах, що мають ГЦК, ОЦК i ГЩУ гратки. Виявляється, що загальна кiлькiсть ра-
дiацiйних дефектiв у гратках рiзних типiв вiдрiзняється неiстотно, а розподiли кла-
стерiв за розмiрами значною мiрою залежать вiд типу гратки. Порядок збiльшення
схильностi граток до розпухання збiгається зi збiльшенням частки мiжвузлових ато-
мiв у рухливих кластерах.

У багатостадiйних i багатомасштабних процесах структурних i фазових перетворень, якi
розвиваються в реакторних матерiалах внаслiдок опромiнення, первиннi (атомарного рiв-
ня) радiацiйнi пошкодження вiдiграють ключову роль. Домiнуючим видом первинних ра-
дiацiйних пошкоджень є каскади зiткнень атомiв, що утворюються внаслiдок непружного
розсiювання високоенергетичних нейтронiв. Вибитий таким нейтроном атом, маючи досить
високу енергiю, змiщує з рiвноважного положення один або бiльше атомiв з найближчо-
го оточення, а далi вже цi атоми спричиняють подальшi змiщення своїх сусiдiв. Каскади
змiщень розвиваються за короткий час, ∼10−12–10−10 с, i охоплюють просторову область
∼10−6 см [1].

В результатi довготривалих, дорогих i складних дослiджень структурної еволюцiї ма-
терiалiв в реакторах виявлено, що характер цих процесiв iстотно залежить вiд будови i си-
метрiї кристалiчної гратки матерiалу. Неодноразово висувалися вiрогiднi припущення сто-
совно ролi симетрiї кристалiчної гратки в процесах структурних i фазових перетворень,
зокрема, первинних пошкоджень пiд опромiненням, але через швидкоплиннiсть останнiх їх
дослiдження стало можливим лише завдяки застосуванню комп’ютерного моделювання.

Метою проведеного нами моделювання було дослiдження еволюцiї первинних радiацiй-
них ушкоджень конструкцiйних реакторних матерiалiв на основi залiза, нiкелю та цирко-
нiю. Саме матерiали цих типiв використовуються в реакторобудуваннi i для полiпшення їх
радiацiйної стiйкостi необхiдне поглиблене вивчення особливостей радiацiйних ушкоджень.
Показово, що цi класи конструкцiйних матерiалiв вiдрiзняються за структурою кристалiч-
ної гратки. Матерiали на основi α-залiза є об’ємноцентрованими кубiчними кристалами

© М. П. Лазарєв, О.С. Бакай, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 75



(ОЦК), на основi нiкелю, як правило, — гранецентрованi кубiчнi кристали (ГЦК). Цирко-
нiєвi реакторнi сплави мають гексагональну щiльно упаковану структуру (ГЩУ).

Не розв’язаною на сьогоднi проблемою є природа якiсно рiзної поведiнки сплавiв ГЦК,
ОЦК та ГЩУ пiд опромiненням [2–4]. Якщо характеризувати дозу опромiнення кiлькiстю
змiщень на один атом (ЗНА), а за характеристику структурних змiн сплаву взяти його
розпухання внаслiдок утворення пор, то середня величина розпухання залежить вiд до-
зи таким чином. Сплави ГЦК звичайно мають швидкiсть розпухання приблизно 1%/ЗНА
у стацiонарному станi пiсля деякої iнкубацiйної дози. Сплави ОЦК бiльш стiйкi до роз-
пухання та мають типову швидкiсть розпухання приблизно 0,1–0,2%/ЗНА. В свою чергу
вiдомо, що сплави з ГЩУ гратками майже не пухнуть. Можливою причиною такої реакцiї
на опромiнення є внутрiшньокаскадна кластеризацiя та рiзний розмiрний розподiл класте-
рiв у цих гратках [2]. Ми показуємо, що дослiдження шляхом порiвняльного моделювання
дозволяє виявити спiввiдношення радiацiйних пошкоджень з типом граток.

Метод. Моделювання радiацiйних каскадiв, коли енергiї атомiв на 3–6 порядкiв пе-
ревищують рiвноважнi, має декiлька особливостей. Враховуючи те, що високоенергетичнi
нейтрони в теплових реакторах мають спектр до 20 MeВ, а енергiя дейтерiй-тритiєвого син-
тезу в термоядерних реакторах становить приблизно 14 MeВ, енергiї первинновибитих ато-
мiв (ПВА) можуть досягати 200–300 кeВ. Для адекватного моделювання процесiв у такiй
областi енергiй необхiдно мати розмiр системи до 20–30 млн атомiв. Оскiльки при енер-
гiях понад 10–30 кeВ є високою ймовiрнiсть розвитку субкаскадiв, то, як правило, при
моделюваннi енергiю ПВА задають до 30 кeВ, що дозволяє обмежуватися системам, якi
нараховують лише декiлька мiльйонiв атомiв.

При моделюваннi використовувалася класична молекулярна динамiка (МД). Були вико-
ристанi емпiричнi потенцiали Mishin та iн. для Ni [5], Mendelev та iн. для Fe [6] та Mendelev–
Ackland для Zr [7]. Атомнi взаємодiї плавно зшиваються з вiдштовхувальним унiверсальним
потенцiалом Ziegler–Biersack–Littmark [8] на малих вiдстанях. Рiвняння руху атомiв чисель-
но iнтегруються за допомогою алгоритму Verlet [9]. Для отримання необхiдної точностi та
прискорення моделювання застосовувався метод зi змiнним кроком за часом [10] так, щоб
мати максимальне змiщення атомiв менше, нiж 0,01 Å за один часовий крок, i за макси-
мальний крок у часi було взято 2 · 10−15 с.

При моделюваннi каскаду зiткнень використовувалися перiодичнi граничнi умови. Ка-
скад iнiцiювався шляхом передачi кiнетичної енергiї довiльному атому гратки. Як правило,
час моделювання каскаду дорiвнював 10−10 с. Для перевiрки завершення еволюцiї пер-
винних дефектiв в каскадах деякi зразки були додатково вiдпаленi протягом 2 · 10−9 с.
Моделювання виконувалося в мiкроканонiчному ансамблi з фiксованою кiлькiстю части-
нок, фiксованим об’ємом та фiксованою енергiєю протягом часу, поки кiнетична енергiя
найшвидшого атома не знизилася до ∼1 eВ, пiсля чого моделювання продовжувалося
в умовах термостату. Розмiри системи коливаються вiд 0,2 до 3 млн атомiв залежно вiд
енергiї та температури ПВА. Пiд час розвитку каскаду пiдвищення температури не пере-
вищувало 60 К. Промiжнi та кiнцевi конфiгурацiї сформованих вакансiй та атомiв мiж
вузлами були проаналiзованi методом комiрок Вiгнера–Зейтця (деталi див., наприклад,
в [11]).

Використовувалось просте визначення кластера точкових дефектiв: якщо два точкових
дефекти знаходяться у сусiднiх комiрках Вiгнера-Зейтця, то вважається, що вони пов’я-
занi. Безперервний ланцюг пов’язаних точкових дефектiв утворює кластер. Для кожної
температурно-енергетичної точки було сформовано щонайменше 50 каскадiв.
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Результати та обговорення. Загальнi уявлення про розвиток каскадiв зiткнень скла-
лися вже давно [12]. Еволюцiя каскадiв має три характернi етапи. Протягом першої пi-
косекунди розвивається так звана балiстична фаза, коли ПВА передає кiнетичну енергiю
оточуючим атомам шляхом численних зiткнень. Збудженi атоми залишають вузли гратки
та вiддаляються вiд початкової точки каскаду, що спричиняє утворення зони збiднiння
в центрi каскадної областi та витиснення надлишкових атомiв назовнi.

Наступний етап, що називається температурним спалахом (пiком), характеризується
усталенням локальної теплової рiвноваги в областi збудження, яка виявляється дуже нео-
днорiдною за температурою, густиною та тиском. Протягом декiлькох наступних пiкосекунд
бiльшiсть вибитих атомiв повертається на регулярнi вузли гратки, пiсля чого впродовж де-
кiлькох десяткiв пiкосекунд температурнi тi iншi неоднорiдностi зменшуються. На цей час
вiдбувається створення стабiльних вакансiй, власних мiжвузлових атомiв та їхнiх компле-
ксiв. Як правило, центральна частина каскадної областi виявляється збагаченою вакансiя-
ми, а периферiйна — мiжвузловими атомами.

Треба розумiти, що розвиток каскаду спiвударянь є вельми стохастичний процес, то-
му наведений сценарiй стосується деякого “ефективного” каскаду, тобто усередненого за
великою кiлькiстю випадкових подiй. Характеристики окремих каскадiв можуть суттєво
вiдрiзнятися. Тому для отримання надiйних результатiв треба проводити моделювання де-
сяткiв i навiть сотень каскадiв для кожної температури i енергiї каскаду [11].

Третiм є кiнетичний етап. Вiн включає дифузiйний перерозподiл та анiгiляцiю сформо-
ваних точкових дефектiв та комплексiв. Два початкових швидких динамiчних етапи також
називаються первинними процесами пошкодження та вивчаються методом молекулярної
динамiки, який дозволяє одержати не тiльки якiсний, а й кiлькiсний опис утворення де-
фектiв. Результати моделювання перших двох етапiв є вхiдними параметрами при описаннi
третього етапу.

Середню кiлькiсть точкових дефектiв у каскадi корисно порiвняти з наближеною тео-
рiєю Norgett–Robinson–Torrens (NRT), що базується на моделi бiнарного зiткнення [13]. Вiд-
повiдно до стандарту NRT, кiлькiсть змiщень на атом (ЗНА) пiд опромiненням є лiнiйною
функцiєю енергiї ПВА:

NNRT = 0,8
ED

2Ed
, (1)

де ED — еластична частина енергiї пошкодження, що передається через зiткнення; Ed —
ефективне значення енергiї порогового змiщення, усередненого за всiма кристалографiчни-
ми напрямками. Оскiльки електроннi втрати тут не розглядаються, ми приймаємо, що ED

дорiвнює енергiї EPKA. На рис. 1 показано залежнiсть кiлькостi пар Френкеля вiд енергiї
каскаду при рiзних температурах в ОЦК залiзi. Можна бачити, що має мiсце не лiнiй-
на, а бiльш складна залежнiсть вiд енергiї ПВА, яку в першому наближеннi апроксимуємо
функцiєю NFP = AEm

PKA, де показник m є меншим за одиницю. В модельованому залiзi зна-
чення показника m становить ∼0,75. В iнших кристалах цей параметр дорiвнює 0,7–0,8 [2].

В ядерних реакторах швидкi нейтрони генерують бiльшiсть ПВА з енергiєю ∼10 кеВ,
якi дають основний внесок до утворення дефектiв. При цiй енергiї кiлькiсть стабiльних
точкових дефектiв виявляється у 5–10 разiв меншою за кiлькiсть змiщених атомiв (за оцiн-
ками стандарту NRT). Каскад змiщень, як правило, розпадається на просторово роздiленi
субкаскади при збiльшеннi енергiї ПВА. В цьому випадку залежнiсть NFP(EPKA) вияв-
ляється ближчою до лiнiйної функцiї [2]. Тобто дефектоутворення при EPKA ≫ 10 кеВ
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Рис. 1. Залежнiсть кiлькостi пар Френкеля вiд енергiї ПВА у модельному залiзi для двох температур опро-
мiнення: 300 К (квадратики) та 900 К (кружечки) вiдповiдно. Штриховi лiнiї показують припасування
одержаних даних до спiввiдношень NFP = 4,9(EPKA)

0,75 та NFP = 2,8(EPKA)
0,73 для температур 300 та

900 К вiдповiдно. Суцiльна лiнiя — залежнiсть NRT при визначенiй пороговiй енергiї Ed = 30 еВ в модель-
ному залiзi

Рис. 2. Ефективностi утворення пар Френкеля в гратках ГЦК (Ni), ОЦК (Fe) та ГЩУ (Zr). Лiнiї проведенi
для зручностi сприйняття результатiв обчислень

можна розглядати як просту суперпозицiю каскадiв з меншою енергiєю. Цей факт пiдкрес-
лює важливiсть дiапазону енергiї ПВА ∼10 кеВ при дослiдженнi радiацiйних пошкоджень.

Кiлькiсть вцiлiлих точкових дефектiв зменшується, коли температура зростає вiд 300
до 900 К. Це спостереження можна пояснити впливом високої температури на зниження
ефективного об’єму каскаду та зростанням тривалостi термального пiку. Обидва фактори
посилюють рекомбiнацiю дефектiв. Якщо провести подальший температурний вiдпал де-
фектiв, утворених при 300 К, можна побачити, що характер дефектоутворення при 300 К
наближається до такого, що спостерiгається при 900 К. Тобто в першому наближеннi можна
нехтувати температурними ефектами утворення первинних дефектiв.

Порiвнюючи ефективностi утворення пар Френкеля в Ni, Fe та Zr, бачимо, що вони
мають дуже схожу поведiнку (рис. 2). В областi енергiй EPKA < 0,1 кеВ спiввiдношення
NFP/NNRT є близьким до 0,5. Зi збiльшенням енергiй EPKA це спiввiдношення монотонно
зменшується i при наближеннi EPKA до 10 кеВ воно досягає мiнiмуму, що становить 0,1–0,2
у всiх змодельованих гратках. Подальше збiльшення EPKA майже не змiнює ефективнiсть
утворення дефектiв. Показанi на рис. 2 залежностi демонструють, що тип гратки мало
впливає на загальну кiлькiсть утворених в каскадах точкових дефектiв.

Тим часом вiдомо, що макроскопiчна поведiнка кристалiв з рiзною симетрiєю пiд опро-
мiненням суттєво вiдрiзняється [3]. Рiзниця визначається властивостями мiкроструктури,
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Рис. 3. Розподiли кластерiв за розмiрами в цирконiї, залiзi та нiкелi, що формуються в каскадах з енергiями
ПВА 20 кеВ при T = 900 K. Данi перемiщенi вверх i праворуч на 5 i 10 одиниць для Fe i Ni вiдповiдно. Лiнiї
проведенi для зручностi сприйняття результатiв обчислень

що притаманнi кристалам з рiзною симетрiєю. Вiдмiнностi помiтнi вже на етапi форму-
вання первинних дефектiв у каскадах. Можливою причиною рiзної залежностi швидкостi
розпухання вiд дози в сплавах з рiзною симетрiєю гратки певно є вiдмiнностi кластеризацiї
утворених первинних дефектiв. Одержанi при моделювання розподiли кластерiв точкових
дефектiв за розмiрами в гратках залiза, нiкелю та цирконiю показано на рис. 3. Видно, що
у всiх типах граток бiльшiсть точкових дефектiв збирається у кластери. Найбiльшi кла-
стери складаються з понад 50 вакансiй (V) або власних мiжвузлових атомiв (SIA). Частка
кластеризованих точкових дефектiв досягає 50–90%. Деякi з кластерiв мiжвузлових атомiв
присутнi у виглядi дислокацiйних петель. Цi мiжвузловi петлi є досить рухливими. Особли-
вiстю є здебiльшого одновимiрний характер їхньої дифузiї, що радикально змiнює кiнетику
релаксацiї дефектної системи. Наслiдком такої одновимiрної дифузiї первинних мiжвузло-
вих петель є так званий преференс при дефектоутвореннi (production bias). Це явище роз-
глядається як одне з основних, що вiдрiзняє еволюцiю мiкроструктури при нейтронному
або iонному опромiненнi вiд електронного опромiнення [14].

У залiзi (ОЦК) кiлькiсть вiльних (некластеризованих) вакансiй значно бiльша, нiж кiль-
кiсть власних мiжвузлових атомiв. Кiлькiсть вакансiйних кластерiв приблизно дорiвнює
кiлькостi кластерiв мiжвузлових атомiв при N = 2− 6. Число великих вакансiйних класте-
рiв з N > 10 виявляється дуже малим, а розмiри великих кластерiв мiжвузлових атомiв
сягають N > 35. Розподiл кластерiв мiжвузлових атомiв за розмiром має локальний мак-
симум при N = 30.

Рiзниця розподiлiв за розмiром кластерiв вакансiй та мiжвузлових атомiв у нiкелi (ГЦК)
є навiть бiльшою, нiж у залiзi. Майже всi мiжвузловi атоми знаходяться в кластерах, розмi-
ри яких сягають N = 50, а у вакансiйнiй пiдсистемi переважають вiльнi одиничнi вакансiї.

Зовсiм iнша картина спостерiгається у цирконiю (ГЩУ). Тут кiлькiсть кластеризованих
вакансiй значно бiльша за кiлькiсть мiжвузлових атомiв у кластерах. Розподiл вакансiйних
кластерiв поширюється до N = 55 та має локальнi максимуми при N = 12, 34, 43.

Таким чином, має мiсце помiтна кореляцiя мiж типом гратки та характером дефекто-
утворення, а саме, системи, якi бiльш схильнi до розпухання, виявляють бiльшу частку
кластеризованих мiжвузлових атомiв порiвняно з вакансiйними.

Отже, моделювання первинних дефектiв показує збiльшення частки кластеризованих
точкових дефектiв з ростом енергiї каскаду у ГЦК, ОЦК i ГЩУ гратках. В той час як тип
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гратки мало впливає на загальну кiлькiсть утворених в каскадах точкових дефектiв, роз-
подiли кластерiв за розмiрами значною мiрою залежать вiд типу гратки. Зменшення схиль-
ностi до розпухання в послiдовностi граток ГЦК–ОЦК–ГЩУ збiгається з упорядкуванням
граток за зменшенням частки мiжвузлових атомiв у рухливих кластерах (дислокацiйних
петлях).
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Н.П. Лазарев, академик НАН Украины А. С. Бакай

О первичных радиационных повреждениях реакторных
конструкционных материалов

Проводится сравнительное моделирование образования первичных дефектов, энергетичес-
ких и температурных зависимостей, распределений кластеров по размерам в металлах,
имеющих ГЦК, ОЦК и ГПУ решетки. Оказывается, что общее количество точечных дефек-
тов в решетках разных типов отличается несущественно, но распределения кластеров по
размерам весьма чувствительны к типу решетки. Порядок возрастания склонности к рас-
пуханию совпадает с увеличением доли междоузельных атомов в подвижных кластерах.
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N.P. Lazarev, Academician of the NAS of Ukraine A. S. Bakai

On the primary radiation damages of reactor structural materials

We perform the comparative simulation of the primary defect formation, energy and temperature
dependences, and cluster size distributions in metals possessing the FCC, BCC, and HCP latti-
ces. While the total amounts of point defects in the lattices of different types vary insignificantly,
the size distributions of clusters are rather sensitive to the lattice type. The sequence of swelling
susceptibilities correlates with increasing the fraction of interstitial atoms in mobile clusters/loops.
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Формирование стратификации облаков электрическим
полем атмосферы

(Представлено академиком НАН Украины В. И. Старостенко)

Проведен анализ данных вертикального зондирования электрического поля атмосферы
и высот облачности на предмет соответствия стратификации облачных горизонтов
с зарядовыми плоскостями в атмосфере. Ход объемных зарядов с высотой восстанавли-
вался по уравнению Пуассона. Согласно проведенным расчетам, для всех типов облаков
наблюдается совпадение частотных максимумов облачности и точек равновесия заря-
довой плотности.

Основная масса сведений об электричестве атмосферы была накоплена в результате назем-
ных измерений. Только к концу 50-х годов прошлого столетия было предпринято несколь-
ко исследований, благодаря которым получены непосредственные данные об электричестве
свободной атмосферы, однако разрозненные и не позволяющие выявить типичную картину
электрической структуры вертикальных разрезов атмосферы. В связи с этим, несмотря
на большую длительность атмосферно-электрических измерений, насчитывающих более
100 лет, недостаточно изучены макроэлектрические характеристики облаков и не выяснена
их роль в общей схеме атмосферно-электрических процессов.

Автором настоящего сообщения сделана попытка внести ясность в некоторые аспекты
данной проблемы. Поэтому цель работы заключалась в выяснении роли облачности в общей
схеме указанных процессов.

В качестве исходных рассматриваются результаты обработки самолетных зондирований
(более 2000) электрического поля атмосферы, которые проводились в период международ-
ного геофизического года и международного геофизического сотрудничества 1958–1959 гг.
в трех пунктах бывшего СССР — Ленинграде, Киеве и Ташкенте [1]. Исследования выпол-
нялись самолетами, что позволило получить одновременно дополнительные метеорологиче-
ские характеристики, такие, как вид облаков и высоты их границ, наличие осадков, уровень
их появления и пр. Анализ и интерпретация данных зондирования опубликованы в моно-
графии [2] и материалах конференции [3].

Ход объемных зарядов с высотой восстанавливался по уравнению Пуассона ∂E/∂z =
= 4πρ. Результаты расчетов напряженности электрического поля, плотности объемного
заряда и частотной стратификации облачности с высотой демонстрируют рис. 1–4. Рис. 1
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Рис. 1

Рис. 2

иллюстрирует напряженность электрического поля E (а) и плотность заряда электрическо-
го поля ρ (б ) с высотой z в условиях чистой атмосферы за 08.02.58 г. (Ташкент); рис. 2 —
частотные диаграммы стратификации облачности Sc за 1958 г. для Киева (а), Ленингра-
да (б ), Ташкента (в) (максимальные значения (пики) отмечены точками (с вертикальными
линиями); рис. 3 — совмещенный график зарядовой плотности и частотного максимума
облачности Sc для г. Ташкент за 1958 г. (вертикальными линиями отмечены максимальные
значения (пики) распределения Sc). На рис. 4 представлена корреляционная зависимость
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Рис. 3

Рис. 4

совпадений годичных частотных максимумов облачности Sc с среднегодовыми изобестиче-
скими точками зарядовой плотности ∂E/∂z = 0 за 1958 г. (соответственно: 1 — Киев; 2 —
Ленинград; 3 — Ташкент).

Как видно из рис. 3, распределение максимумов облачности (суммарная за год статисти-
ческая вероятность для г. Ташкент) совпадает с серединной стратификацией электрическо-
го поля (локальной точкой зарядовой нейтральности) для этой же широты. В большинстве
случаев высота облачных горизонтов совпадает с нулевым горизонтом зарядовой плотности
и составляет точность порядка (±10−50 м) при ширине активного слоя 250–500 м. Совпа-
дение частотных максимумов облачности и точек равновесия зарядовой плотности наблю-
дается для всех типов облаков, а также для усреднения по сезонам и годам. Коэффициент
корреляции совпадения максимумов облачности и зарядовой плотности (точки на линии
регрессии рис. 4) составил 0,96–0,98.

Также, как при анализе частотного распределения облачности и электрического поля,
проявились зоны высоты, “запрещенные” для конденсации. Это связано с областями Матье
для частицы в периодическом потенциале [4] — фазовые условия режима усиления или
режима запирания в активной среде. Запрещенные зоны для конденсации пара или режим
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запирания можно понять по аналогии с режимами усиления или запирания многоэлектрод-
ных вакуумных усилительных ламп (триод, пентод и т. д.).

Таким образом, можно сделать предположение, что электрическое поле сухой атмо-
сферы является определяющим фактором общей стратификации при любом гидродинами-
ческом состоянии атмосферы Земли. Исходя из этого, явление линейных облачных ано-
малий [5, 6] ставится в один ряд с общей стратификацией облачной системы атмосферы
электрическим полем. Важно отметить, что при макропереносе влаги, относительный моле-
кулярный процент водности составляет 10−3–10−4% от стандартной атмосферы. Морфоло-
гические типы облачности (в данном физическом контексте) являются электроактивными
маркерами электрогидродинамических процессов общей стратификации.

1. Материалы наблюдений напряженности электрического поля атмосферы на различных высотах по
данным самолетного зондирования в период международного геофизического года и международного
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Т. А. Бiлий

Формування стратифiкацiї хмар електричним полем атмосфери

Проведено аналiз даних вертикального зондування електричного поля атмосфери та висот
хмарностi на предмет вiдповiдностi стратифiкацiї хмарних горизонтiв iз зарядовими пло-
щинами в атмосферi. Хiд об’ємних зарядiв з висотою вiдновлювався за рiвнянням Пуассона.
Згiдно з проведеними розрахунками, для всiх типiв хмар спостерiгається збiг частотних
максимумiв хмарностi i точок рiвноваги зарядової щiльностi.

T.A. Belyi

The formation of a stratification of clouds by the electric field of the
atmosphere

The analysis of the probing data on the vertical electric field of the atmosphere and cloud heights for
compliance of the cloud horizons stratification with charge planes in air is fulfilled. The space charge
density variation with height was calculated by the Poisson equation. Calculations demonstrate
that the coincidence of frequency maxima of cloudiness and equilibrium points of charge density is
observed for all types of clouds.
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УДК 551.466.62

С.Ф. Доценко, Н. К.В. Санникова

Характеристики наката одиночной поверхностной
волны на береговой откос

(Представлено академиком НАН Украины В.Н. Еремеевым)

В рамках одномерной модели нелинейных длинных волн выполнен численный анализ на-
ката на плоский береговой откос и отката от него одиночной поверхностной волны.
Исследована зависимость вертикальных заплесков на сухой берег от высоты и длины
волны, глубины шельфа и уклона берега. Сопоставление найденных численно значений
вертикальных заплесков волн с экспериментальными данными, аналитическими и чис-
ленными оценками других авторов показали их хорошее соответствие.

Накат поверхностных волн на берег — заключительный и наиболее важный этап эволю-
ции волн цунами. Именно он определяет уровень цунамиопасности морского побережья.
Сложность математического моделирования этой стадии процесса определяется нелиней-
ностью движения, а также необходимостью описания затопления сухого берега и осушения
прибрежной части бассейна. Наиболее широкое применение в исследованиях данного на-
правления получили нелинейные модели длинных поверхностных волн.

Точные аналитические решения одномерной задачи наката волны и оценки вертикаль-
ных заплесков волн типа цунами в линейной и нелинейной постановках содержатся в ра-
ботах [1–4]. Численные модели наката нелинейных длинных волн реализованы во многих
работах, включая [5–7]. Лабораторное моделирование наката волн на берег и сопоставление
экспериментальных данных с результатами математического моделирования проводилось
в публикациях [2, 4, 5, 7 и др.].

Ниже в рамках нелинейной теории длинных волн выполнен численный анализ одно-
мерного распространения одиночной волны в бассейне постоянной глубины с последующим
накатом на плоский береговой откос. Исследована зависимость вертикальных заплесков от
угла наклона берега, высоты и длины волны.

1. Рассматривается плоская задача о накате на берег одиночной поверхностной волны
высотой A и длиной λ, распространяющейся из глубоководной части бассейна постоянной
глубины H0 (рис. 1). Волна, форма которой известна, входит в область 0 6 x 6 L че-
рез открытую левую границу x = 0 и распространяется в направлении береговой черты

Рис. 1. Схема бассейна с плоским береговым откосом
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x = L. Волна накатывается на плоский откос с углом наклона α и в области x > L дви-
жется по сухому берегу. После достижения подвижной границей жидкости максимального
подъема R (вертикальный заплеск волны) происходит откат волны от берега и ее выход
из рассматриваемой области.

Для описания распространения волны в области x > 0 воспользуемся нелинейной мо-
делью длинных волн без дисперсии:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −g ∂ζ

∂x
,

∂ζ

∂t
+
∂[u(H + ζ)]

∂x
= 0, (1)

где t— время; u(x, t) — осредненная по глубине горизонтальная скорость волнового течения;
ζ(x, t) — смещение свободной поверхности жидкости от горизонтального положения z = 0;
H(x) — глубина бассейна; g — ускорение свободного падения.

В начальный момент времени жидкость невозмущена, т. е.

u = 0, ζ = 0 (t = 0). (2)

На жидкой границе x = 0 зададим условия:

ζ = ζ0(t), u =
C0

H0
ζ0 (0 6 t 6 T0), (3)

∂u

∂t
− C0

∂u

∂x
= 0 (t > T0), (4)

где C0 =
√
gH0 — скорость распространения длинных волн в окрестности левой границы

бассейна; T0 = λ/C0 — длительность прохождения жидкой границы входящей волной. Усло-
вия (3) моделируют вхождение волны в расчетную область, условие (4) — свободный выход
отраженных волн из расчетной области через левую открытую границу. Соотношения (3)
и (4) являются точными для линейных длинных волн в бассейне постоянной глубины H0.

На отрезке 0 6 x 6 L начально-краевая задача (1)–(4) решалась методом конечных
разностей по явно-неявной схеме, как это описано в работах [5, 6]. Для численного мо-
делирования наката волны на сухой берег и ее отката был применен алгоритм, в котором
плоский откос заменяется ступенчатой функцией [6]. В настоящем сообщении использована
неравномерная расчетная сетка с меньшим шагом в области берегового откоса.

В дальнейшем будет рассматриваться бассейн, глубина которого изменяется по закону:

H = H0 (x < x0), H = H0 − k(x− x0) (x > x0), (5)

где x = x0 — горизонтальная координата глубоководной границы берегового откоса; k =
= H0/(L − x0) = tgα > 0. Распределение (5) описывает шельфовую зону постоянной глу-
бины H0, переходящую в точке x0 в плоский откос с уклоном k и береговой линией x = L.

Смещение свободной поверхности жидкости ζ0(t) в условиях (3) на жидкой границе
задавалось двух типов:

ζ0(t) = A sin

(
π
C0t

λ

)
(0 6 t 6 T0), ζ0(t) = 0 (t < 0, t > T0); (6)

ζ0(t) = A sech2
[
1

4

√
3A

H0
(λ∗ − 2C0t)

]
(0 6 t 6 T0), ζ0(t) = 0 (t < 0, t > T0). (7)
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Рис. 2. Трансформация волны повышения (формула (6)) высотой A = 2 м и длиной λ = 10 км при накате
(а: 1 — 1300 с; 2 — 1600 с; 3 — 1660 с; 4 — 1705 с) и откате (б : 5 — 1850 с; 6 — 1975 с; 7 — 2150 с) от берега
в различные моменты времени; H0 = 100 м; k = 0,05.
Вертикальная сплошная линия — береговой откос

Здесь λ∗ = 4
√
H0/(3A) arch

√
20 — длина входящей в расчетную область уединенной волны

(ширина смещения свободной поверхности жидкости на высоте 0,05A).
При заданной по формулам (6) и (7) форме волны основными параметрами задачи

являются глубина бассейна H0, угол наклона берега α, амплитуда A и длина λ входящей
в расчетную область поверхностной волны.

2. Рассмотрим характеристики волнового процесса и наката волны на наклонный берег,
полученные численно.

Трансформация одиночной волны (6) при накате и откате от берега на различных этапах
эволюции показана на рис. 2. При достижении длинной волной берегового откоса ее форма
начинает изменяться, вследствие уменьшения глубины бассейна и нелинейности процесса.
На этой стадии происходит увеличение высоты и уменьшение длины волны, что выражается
в росте ее крутизны (кривые 1, 2 ).

После максимального подъема линии уреза вдоль наклонного берега (кривая 4 ), пре-
вышающего 3A, начинается откат волны (см. б на рис. 2). Он выражается в осушении
дна (кривая 6 ) и образовании знакопеременной асимметричной поверхностной волны (кри-
вая 7 ), что характерно для процесса отражения волн от береговых откосов [3].

Максимальный накат волн на берег R — важная динамическая характеристика интен-
сивности цунами, позволяющая оценивать уровень цунамиопасности морского побережья.
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Рис. 3. Зависимости вертикальных заплесков R от длины волны λ при накате на берег с уклонами: k = 0,05,
k = 0,1; k = 0,2 (кривые 1–3 соответственно). Первоначальная форма волны (формула (6)); A = 2 м;
H0 = 100 м

Рис. 4. Зависимости максимальных заплесков на берег с уклоном (k = 0,176) от высоты волны: 1 — лабо-
раторные эксперименты [2]; 2 — формула (3.7), по [2]; 3 — формула (3.4), по [4]; 4 — данные авторов; 5 —
формула (3.9), по [3]; 6 — численные оценки, по [7]; 7 — эмпирическая формула (23), по [8]

Зависимости R от начальной длины волны и крутизны берегового откоса иллюстрирует
рис. 3. Уменьшение λ и/или k приводит к увеличению вертикальных заплесков волн на бе-
рег, что согласуется с результатами работ [2–4, 7, 8]. Для крутых береговых откосов и/или
больших длин волн вертикальный заплеск близок к удвоенной высоте 2A падающей волны,
что характерно для наката волны на вертикальную стенку [3].

Как при накате, так и откате от берега возможно обрушение волны. Это обычно про-
исходит при достаточно больших высотах волн, малых уклонах берега и малых длинах
волн. Отметим, что вертикальные заплески на берег одиночных волн и группы волн могут
существенно отличаться [9].

Представляет интерес сопоставление рассчитанных вертикальных заплесков волн с най-
денными другими авторами в лабораторных экспериментах, а также с использованием ана-
литических и численных методов. Соответствующие данные для волны, имеющей форму
(7), представлены на рис. 4 (H0 = 0,6 м, k = 0,176). Верхняя граница допустимых значений
параметра нелинейности (A/H0 = 0,12) соответствует началу обрушения волн при накате
на берег и находится по формуле [2]:

A

H0
= 0,8183(ctg α)−10/9.
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В соответствии с рис. 4 при слабой нелинейности (A/H0 6 0,03) заплески волн, найден-
ные численно (кривая 4 ) и аналитически (кривые 2, 3 ), близки по величине и несколько
превышают значение вертикального заплеска нелинейной волны на вертикальную стенку
(кривая 5 ) [3].

С ростом параметра нелинейности (A/H0 > 0,05) отличие вертикальных заплесков на
наклонный берег и вертикальную стенку усиливается: при A/H0 = 0,12 заплеск на берего-
вой откос превышает заплеск на вертикальную боковую границу в 1,78–2,06 раза. Верти-
кальные заплески волн, найденные численно нами и в работе [7] с использованием более
сложной численной схемы, практически совпадают. Численные оценки хорошо согласуют-
ся с данными лабораторных экспериментов [2].

3. В длинноволновом приближении выполнен численный анализ одномерного наката
одиночных волн на плоский береговой откос. Численная конечно-разностная процедура
позволила описать этапы затопления берега при накате волны и осушения дна бассейна
при ее откате.

Таким образом, увеличение высоты и уменьшение длины поверхностной волны вызыва-
ют рост вертикальных заплесков волн. Это же наблюдается при уменьшении наклона бе-
рега. Для крутых берегов при больших длинах и слабой нелинейности волн вертикальный
заплеск близок к удвоенной высоте, падающей на берег волны. При накате одиночной вол-
ны на пологий берег вертикальный заплеск может превышать исходную высоту волны в три
и более раз. В этом случае отличие заплесков волн на наклонные берега и вертикальные
стенки значительно. Сравнение найденных в рамках описанной выше гидродинамической
модели значений вертикальных заплесков волн с экспериментальными данными, аналити-
ческими и численными оценками, полученными другими авторами, показали их хорошее
соответствие.
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С.П. Доценко, Н.К. В. Саннiкова

Характеристики накату самiтної поверхневої хвилi на береговий
схил

У рамках одновимiрної моделi нелiнiйних довгих хвиль виконано чисельний аналiз накату на
плоский береговий схил i вiдкоту вiд нього самiтної поверхневої хвилi. Дослiджено залеж-
нiсть вертикальних заплескiв на сухий берег вiд висоти i довжини хвилi, глибини шельфу
та ухилу берега. Зiставлення знайдених чисельно значень вертикальних заплескiв хвиль iз
експериментальними даними, аналiтичними i чисельними оцiнками iнших авторiв засвiд-
чили їх добру вiдповiднiсть.

S. F. Dotsenko, N.K. V. Sannikova

Characteristics of the solitary surface wave run-up on a sloping beach

The numerical analysis of run-up and draw-down of a solitary surface wave climbing on a sloping
plane beach is carried out in the framework of a one-dimensional model of nonlinear shallow-water
waves. The vertical run-up on a dry beach as a function of the height and length of a wave, shelf
depth, and bottom slope is investigated. The comparison of the numerically found vertical run-ups
with the experimental data and analytical and numerical estimates of other authors has shown
their good agreement.
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УДК 551.24+550.931+553.98

И.Ю. Николаев, А.А. Калашник

Применение геоэлектрических методов

в Кировоградском рудном районе центральной части
Украинского щита для выявления зон натриевого

метасоматоза с урановым оруденением

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.В. Анциферовым)

Приведены результаты исследований геоэлектрическими методами аудиомагнитотел-
лурического (АМТЗ) и магнитотеллурического зондирования (МТЗ) Кировоградской глу-
бинной зоны разломов. Метасоматиты, вмещающие урановое и золотое оруденения,
имеют очень сложную конфигурацию. Выявление зон метасоматоза возможно при на-
личии уранинита с ассоциацией электропроводящих минералов — молибденита, пири-
та, пирротина, галенита, магнетита или золота с сульфидами. Проведенные исследо-
вания показали принципиальную возможность применения геоэлектрических методов
для выявления зон метасоматоза.

Постановка задачи. С областями переслаивания гранитов, мигматитов и гнейсов на кон-
тактах гнейсов с гранитоидными массивами, областями сочленения полей гнейсов и мигма-
титов различного состава пространственно связаны калиевые и натриевые метасоматиты,
в которых в ряде случаев локализуются урановое и золотое оруденения. Предпосылками
для выявления зон метасоматоза является наличие ассоциации электропроводящих мине-
ралов — молибденита, пирита, пирротина, галенита, магнетита совместно с уранинитом
или с золотом.

Перед проведением геоэлектрических работ был проведен анализ геологической колон-
ки пород с зонами альбитизации по разрезу самой глубокой скважины в районе профиля
Кировоградский (рис. 11). Выборка из 293 замеров (см. б на рис. 1) каротажа Кс показала
колебания электросопротивлений в диапазоне от 45 до 141 Ом · м со значениями, равными
91 Ом · м для 158 определений.

На гистограмме всех пород (см. в на рис. 1) по разрезу скважины до глубины 3500 м
альбититы составили лишь 0,35% их общего объема, что говорит о достаточно больших

© И.Ю. Николаев, А.А. Калашник, 2013
1Условные обозначения: а — граниты: 1 — кировоградского комплекса (PR1kg), 2 — новоукраинско-

го комплекса (PR1nu), 3 — корсунь-новомиргородского комплекса (PR2kn); 4 — монцониты и кварцевые
монцониты, габбро-монцониты; 5 — сиениты корсунь-новомиргородского комплекса (PR2kn); 6 — гнейсы
чечелеевской свиты; 7 — разрывные нарушения; 8 — зоны основных рудоконтролирующих разломов [I —
Кировоградская зона разломов, II — Софиевско-Кампанеевский разлом, III — Марьевский, IV — Лелеков-
ский, V — Северинский, VI — Западный (Родниковский)]; 9 — геологоразведочные профили; 10 — профили
и точки МТЗ (а) и АМТЗ (б ).

1. . . 6 — Ингуло-Ингулецкая серия, чечелеевская свита (PR1cc). Гнейсы: 1 — биотитовые; 2 — гранат-био-
титовые; 3 — графит-биотитовые; 4 — кордиерит-биотитовые; 5 — пироксен-биотитовые. Кировоградский
комплекс (PR1kg): 6 — граниты пегматоидные (ργ3); 7 — граниты биотитовые двуслюдяные среднезерни-
стые (γ2); 8 — граниты биотитовые порфировидные (γ1); 9 — мигматиты гранодиоритового состава (γσm).
Интрузивные образования, дайковый комплекс (βPR3): 10 — диабазы (β). Тектониты: 11 — разломы не-
расчлененные; 12 — трещиноватые породы; 13 — катаклазиты; 14 — бластокатаклазиты. Метасоматиты:
15 — альбитизированные породы, 16 — пиритизация пород, 17 — грейзенизация; 18 — контакты пород;
19 — рудные тела.

92 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Рис. 1. Cхема размещения профилей АМТЗ и МТЗ на геологической схеме фрагмента центральной
части Украинского щита (а); гистограммы альбититов (глубина 2775–2785 м) (б) и всех пород
разреза (глубина 815–3500 м) (в) по данным глубокой скважины; детальный геологический разрез
по линии геологоразведочных скважин Б–В в пределах профиля “Кировоградский” (г)



Рис. 2. Результаты геоэлектрических исследований вкрест Кировоградской зоны разломов методами
АМТЗ и МТЗ



трудностях при их выявлении, если они не дают значительных скоплений во вмещающих
породах.

На рис. 1 показан геологический разрез (см. г) по данным скважин, которые прошли
в основном по гнейсам чечелеевской свиты, он соответствует геоэлектрическому разрезу
АМТЗ между точками наблюдений 5 и 4. Зоны альбитизации довольно маломощные.

Местоположение профилей и методика экспериментальных работ. Для про-
верки применения геоэлектрических методов по выявлению зон натриевого метасоматоза
(альбититы) вкрест простирания Кировоградского глубинного разлома пройдено три про-
филя с севера на юг: Кировоградский, Клинцовский и Бобринецкий (см. а на рис. 1).

Профиль “Кировоградский” расположен к северу от г. Кировоград. Количество физичес-
ких точек АМТЗ и МТЗ на профиле — 8, среднее расстояние между пунктами наблюдений
составляет 4,5 км.

Профиль “Клинцовский”. Его начало — с. Федоровка, конец — с. Рыбчино. Количество
физических точек АМТЗ на профиле — 8, МТЗ — 7, среднее расстояние между точками
составляет соответственно 3,5 и 4 км.

Профиль “Бобринецкий”. Его начало — ст. Червоная Долина, конец — с. Зеленовка.
Количество физических точек АМТЗ на профиле — 9, МТЗ — 6, среднее расстояние между
точками составляет 4 км.

Методика обработки результатов полевых исследований и интерпретации данных АМТЗ
и МТЗ даны в монографиях [1, 2].

Результаты геоэлектрических исследований. Геоэлектрические разрезы трех рас-
сматриваемых профилей по данным АМТЗ приведены на рис. 22. На разрезе по профилю
“Кировоградский” (см. б, в) выделяется низкоомная область (50–300 Ом · м) до глубины
1,5–2 км между точками наблюдений 5 и 4 в районе геологического разреза (см. а) с выяв-
ленными зонами альбититов по данным бурения. На разрезе по профилю “Клинцовский”
(см. д, е) наиболее четко проявилась зона интенсивного метасоматоза в Кировоградской
зоне разломов (см. г) в районе Клинцовского месторождения золота в виде низкоомных
аномалий интенсивностью от 50 до 300 Ом · м на глубине 0–5 км — точки наблюдений 5
и 6, 7. На разрезе по профилю “Бобринецкий” на геоэлектрическом разрезе (см. з, и) наи-
более четко проявилась зона метасоматоза (см. ж) в районе точек наблюдений 5 и 9 на
глубине 0–5 км в Кировоградской зоне разломов в виде низкоомных участков интенсивнос-
тью от 50 до 300 Ом ·м — точки наблюдений 5 и 6, 7. На геоэлектрическом разрезе значений
электросопротивлений (глубина 25 км) низкоомная область интенсивностью от 100 до 500
Ом · м встречена на глубине 10–25 км в районе Кировоградской зоны разломов — точки
наблюдений АМТЗ 5, 6, 7.

Геоэлектрические разрезы по данным МТЗ. По результатам исследований ме-
тодом МТЗ были построены геоэлектрические разрезы до глубины 50 км для всех трех
рассматриваемых профилей. На них рельефно проявились низкоомные аномалии в районе
разломов. Особенно четко проявлена Кировоградская зона разломов до глубины 50 км. На

2Профиль “Кировоградский”: геологический разрез (а); геоэлектрические разрезы по данным АМТЗ —
глубина до 5 км (б ), глубина до 25 км (в).

Профиль “Клинцовский”: геологический разрез (г); геоэлектрические разрезы по данным АМТЗ — глу-
бина до 5 км (д), глубина до 25 км (е).

Профиль “Бобринецкий”: геологический разрез (ж); геоэлектрические разрезы по данным АМТЗ — глу-
бина до 5 км (з), глубина до 25 км (и).

Геоэлектрический разрез по данным МТЗ по профилю “Клинцовский” (к).
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профиле “Клинцовский” к ней приурочена наиболее протяженная (до 6 км) низкоомная (ин-
тенсивностью от 5 до 300 Ом ·м) глубинная (до 50 км) аномалия (см. к на рис. 2) в районе
Клинцовского золоторудного месторождения — точки наблюдений 5, 6, 7.

1. Азаров Н.Я., Анциферов А.В., Шеремет Е.М., Глевасский Е.Б. Геолого-геоэлектрическая модель
Орехово-Павлоградской шовной зоны Украинского щита. – Киев: Наук. думка, 2005. – 190 с.

2. Азаров Н.Я., Анциферов А.В., Шеремет Е.М., Глевасский Е.Б. Геолого-геофизическая модель
Криворожско-Кременчугской шовной зоны Украинского щита. – Киев: Наук. думка, 2006. – 196 с.
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I.Ю. Нiколаєв, Г. А. Калашник

Застосування геоелектричних методiв у Кiровоградському рудному
районi центральної частини Українського щита для виявлення зон
натрiєвого метасоматозу з урановим зруденiнням

Наведено результати дослiджень геоелектричними методами аудiомагнiтотелуричного
(АМТЗ) i магнiтотелуричного зондування (МТЗ) Кiровоградської глибинної зони розломiв.
Метасоматити, що мiстять уранове i золоте зруденiння, мають дуже складну конфiгу-
рацiю. Виявлення зон метасоматозу можливе при наявностi уранiнiту з асоцiацiєю еле-
ктропровiдних мiнералiв — молiбденiту, пiриту, пiротину, галенiту, магнетиту або золо-
та з сульфiдами. Проведенi дослiдження показали принципову можливiсть застосування
геоелектричних методiв для виявлення зон метасоматозу.

I. Yu. Nikolaev, H.A. Kalashnik

The application of geoelectrical methods in the Kirovograd ore region of
the central part of the Ukrainian shield to identify the areas of sodium
metasomatism with uranium mineralization

The results of studies of the Kirovograd depth zone of faults by the geoelectric methods of audiomag-
netoteluric and magnetotelluric sounding are presented. Metasomatites with uranium and aurum
ores have very aggregate configuration. Indication of zones of metasomatism can be made in the
presense of uranite with association of conducting minerals — molybdenite, pyrites, pyrrhoti-
te, galenite, magnetite, or aurum with sulfides. The investigation shows the basic possibility of
employment of geoelectrical methods for the indication of zones of metasomatism.
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УДК 550.8

Н.Л. Миронцов

Численный метод решения прямой задачи импульсного

индукционного каротажа

(Представлено академиком НАН Украины В. И. Старостенко)

Предложен эффективный метод численного решения прямой задачи импульсного индук-
ционного каротажа. Такой метод основан на использовании неизвестных полных токов,
что позволяет рассматривать реальную геометрию зонда (сечение витков в обмот-
ке, количество витков, величину удельного электрического сопротивления обмотки
и т. д.). Метод применим как для двухкатушечных зондов, так и зондов более сложной
конструкции.

Идея импульсного индукционного каротажа (ИК) была предложена и проанализирована
еще в 1972 г. [1]. Однако такой каротаж технически стал возможен лишь сравнительно
недавно, так как требует измерения амплитуды ЭДС в приемном контуре с интервалами
порядка наносекунд [2]. Указанная идея очень проста с точки зрения физики процесса.
Действительно, представим, что вся окружающая зонд проводящая среда представляет
собой всего одно элементарное кольцо (рис. 1).

Рассмотрим взаимодействие зонда импульсного ИК, состоящего из двух катушек (гене-
раторной и измерительной), оси которых совпадают с осью такого элементарного кольца
породы сопротивления R в режиме импульсного питания. Если в момент времени t0 к гене-
раторной катушке приложить ЭДС величины ε0 (сила тока в генераторной катушке Iг ∼ t),

Рис. 1. Модель среды, состоящей из одного элементарного кольца

© Н.Л. Миронцов, 2013
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то относительно тока элементарного кольца I1 и тока в приемной катушке Iп можем запи-
сать [2, 3]:

Mг
dIг
dt

= ε0, (1)

Mг1
dIг
dt

+M1
dI1
dt

+ I1R = 0, (2)

Mгп
dIг
dt

+M1п
dI1
dt

+Mп
dIп
dt

= 0, (3)

гдеMг,Mп,M1 — индуктивности генераторной, приемной катушек и в элементарном кольце
соответственно; Mгп, M1п, Mг1 — коэффициенты взаимной индукции между этими катуш-
ками. Решив систему (1)–(3), найдем значение силы тока в приемном контуре:

Iп =
ε0

MпMг

(
M1пMг1

R

(
1− e

− R
M1

t
)
−Mгпt

)
. (4)

Измеряемая же величина, аналогично классическому ИК (не сила тока, а ЭДС измери-
тельного контура), будет равна:

εп = − ε0
MпMг

(
R
M1пMг1

M2
1

e
− R

M1
t
+Mгп

)
. (5)

Таким образом, измеряемой величиной для каждого положения зонда в скважине будет
зависимость εп(t).

Теперь проанализируем возможность эффективного решения прямой задачи, но не для
одного элементарного кольца среды, а для неоднородной бесконечной проводящей среды.

Будем использовать метод полных токов, где неизвестными являются интегральные то-
ки [4, 5]. Для этого рассмотрим зонд ИК, состоящий из заданного количества генераторных
и измерительных катушек, оси которых совпадают с осью аксиальной симметрии проводя-
щей среды заданного УЭС: ρ = ρ(z, r). Гальванический контакт обмоток катушек со средой
отсутствует. Бесконечную проводящую среду вокруг зонда представим пространством D,
которое, аналогично методу Доля [6], поделим системой концентрических цилиндров (с ша-
гом dr) и плоскостей, нормальных к оси симметрии (с шагом dz). Представим D в виде объе-
динения элементарных колец, которые получились вследствие такого деления: D =

⋃
K.

Воспользуемся принципом взаимной индукции: при изменении тока Ij в элементарном
кольце j в элементарном кольце i возникает ЭДС величины εij :

εij = −Mij
dIj

dt
,

где Mij — коэффициент взаимной индукции (КВИ):

Mij =
1

c

∮

Ci

∮

Cj

(d~li · d~lj)
|ri − rj|

, (6)

где c — скорость света; Ci, Cj — контуры элементарных колец; d~li, d~lj — их направленные
элементы, а |~ri−~rj | — соответственно расстояние между ними [3]. Полная ЭДС величины εi,
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возникающая в i-м элементарном кольце, будет суммой ЭДС, индуцированных отдельными
токами в других кольцах:

εi =
∑

j

εij = −
∑

j

Mij
dIj

dt
.

Для того чтобы получить окончательную систему уравнений, воспользуемся:
1) законом Ома в интегральной форме:

εi = IiRi

(здесь Ri — сопротивление элементарного кольца). В силу аксиальной симметрии: Ri =

=

∮

Ci

〈ρ〉 dli
dSi

(〈ρ〉 — усредненное УЭС по сечению dSi элементарного кольца);

2) выражением для коэффициента самоиндукции (КСИ):

Mii =
1

c

∮

Ci

∮

C′

i

(d~li · d~l′i)
|ri − r′i|

. (7)

Отметим также, что, во-первых,

Mij =Mji,

а, во-вторых, катушки, из которых состоит зонд, можно добавить в систему элементар-
ных колец с учетом их реальных параметров: УЭС обмотки, количества витков в обмотке,
внутреннего и внешнего радиуса обмотки, сечения провода обмотки и т. д.

Следует отметить одну тонкость: КВИ и КСИ для контуров конечного (не нулевого)
сечения необходимо использовать не уравнения (6), (7), а формулы, учитывающие реальную
геометрию. Вопрос такого расчета КВИ и КСИ подробно рассмотрен в работе [7].

В итоге можем получить:

Mг
dIг
dt

= ε0(t), (8)

Mгi
dIг
dt

+Mпi
dIп
dt

+
∑

j

Mij
dIj
dt

+ IiRi = 0, i = 1, n, (9)

Mгп
dIг
dt

+
∑

j

Mпj
dIj
dt

+ IпRп = 0. (10)

Система уравнений (8)–(10) решается просто [8, 9] и, таким образом, мы получаем значения
токов в катушках и поле токов в среде.

Необходимо также указать на отличие описанного подхода от подхода, развитого в рам-
ках линейной теории Доля, в которой генераторные катушки считаются точечными момен-
тами, а изменение ЭДС в измерительных катушках вычисляется как изменение магнитного
потока в точках их положений. При этом поток от каждого элементарного кольца не за-
висит от УЭС остальных колец системы, т. е. взаимодействие токов в различных кольцах
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считалось пренебрежимо малым. Следовательно, отличие описанного метода от метода До-
ля состоит:

в введении катушек зонда с учетом их реальных характеристик в систему элементарных
колец;

в учете взаимодействия токов в среде (взаимная индукция между всеми кольцами сис-
темы);

в учете индуктивности среды (самоиндукция каждого кольца системы).
Использование же импульсного питания позволяет применять двухкатушечные зонды,

избежать возникновения неустранимой погрешности, связанной с необходимостью калиб-
ровки прямого поля и температурной калибровки.

Таким образом, можно сделать вывод: метод полных токов позволяет эффективно ре-
шать прямую задачу импульсного ИК.
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М.Л. Миронцов

Числовий метод розв’язання прямої задачi iмпульсного iндукцiйного
каротажу

Запропоновано ефективний метод числового розв’язання прямої задачi iмпульсного iндук-
цiйного каротажу. Такий метод засновано на використаннi невiдомих повних струмiв, що
дозволяє розглядати реальну геометрiю зонду (перетин виткiв в обмотцi, кiлькiсть вит-
кiв, величину питомого електричного опору обмотки тощо). Метод застосовний як для
двокотушкових зондiв, так i для зондiв бiльш складної конструкцiї.
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M.L. Myrontsov

A numerical method for solution of the direct problem of pulse
induction logging

An efficient method for the numerical solution of the direct problem of pulse induction logging is
proposed. Such method is based on the use of total currents as unknown quantities, which allows
us to consider the real geometry of a probe (cross section of winding turns, number of turns,
resistivity of winding, and so on). The method is applicable for both two-coil probes and probes
with more complicated design.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 99



оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

2 • 2013

ХIМIЯ

УДК 546:548.3

Н.М. Муць, Л. Г. Аксельруд,
член-кореспондент НАН України Р.Є. Гладишевський

Модульована структура сполуки
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83)

Рентгенiвським дифракцiйним методом монокристала визначено кристалiчну струк-
туру чотирикомпонентної сполуки (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83): надпросторова група
PCm2m(00q), a = 0,4152(1), b = 1,0421(3), c = 0,3854(1) нм, хвильовий вектор моду-
ляцiї q = 0,1440(1), базовий структурний тип CrB.

На сьогоднi вiдомостi про дослiдження чотирикомпонентних металiчних систем, на вiдмiну
вiд подвiйних та потрiйних, є малочисельними. Введення в системи додаткових компонен-
тiв iз вiдмiнною електронною будовою атома може змiнити характер взаємодiї компонен-
тiв i привести до утворення сполук з особливими кристалохiмiчними характеристиками та
перспективними властивостями.

Проведенi нами дослiдження системи Pr−Ni−Al−Ge [1, 2] вказують на утворення про-
тяжних чотирикомпонентних твердих розчинiв на основi сполук PrGe2−x (x = 0,42–0,50),
Pr(Ni,Ge)2−x (x = 0,14) й Pr(Al,Ge)2. Твердий розчин на основi сполуки Pr(Ni,Ge)2−x iз
дефектною структурою типу AlB2 при 873 К та складу Pr(Ni0,20Al0,30Ge0,50)1,80 характери-
зується частковим впорядкуванням атомiв Ni, Al, Ge, а також вакансiй, що описується не-
спiввимiрно модульованою структурою; для складу Pr(Ni0,23Al0,03Ge0,74)1,85 модуляцiї вiд-
сутнi.

Чотирикомпонентна система Tb−Zr−Al−Si, яка є об’єктом цього дослiдження, мiстить,
як i згадана вище система, f -, d- i два p-елементи. Дiаграми стану подвiйних систем
Tb−Zr [3], Tb−Al [3], Tb−Si [4], Zr−Al [3], Zr−Si [3] та Al−Si [3] побудовано в повному
концентрацiйному iнтервалi. Бiнарна сполука ZrAl [5, 6] утворюється за перитектоїдною
реакцiю при 1548 К. Її структура належить до типу CrB (символ Пiрсона oS8, просторова
група Cmcm) i не зазнає змiн з пониженням температури. Сполука ZrSi, яка утворюється за
перитектичною реакцiєю при 2483 К, є диморфною: структура високотемпературної моди-
фiкацiї належить до типу CrB [7, 8], тодi як низькотемпературної модифiкацiї (<1733 К) —
до типу FeB (oP8, Pnma) [8].
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Iзотермiчний перерiз дiаграми стану потрiйної системи Tb−Zr−Al при 773 К побудова-
ний в областi високого вмiсту Al (0,67–1 ат. ч. Al) [9]. Виявлено iснування двох тернарних
сполук: (Tb0,65Zr0,35)Al3 (структурний тип AuCu3, cP4, Pm-3m) та (Tb0,80Zr0,20)Al3(HoAl3,
hR60, R-3m). Iзотермiчний перерiз дiаграми стану системи Zr−Al−Si при 1073 К представ-
лений авторами роботи [8]. При цiй температурi iснують двi сполуки: Zr3Al4Si5 (структура
власного типу, tI 24, I41/amd) та Zr(Al2,7Si0,3)(TiAl3, tI 8, I4/mmm). Система характеризу-
ється також протяжними твердими розчинами на основi бiнарних сполук системи Zr−Si.
Твердий розчин ZrAlxSi1−x (x = 0–0,3) [7] має структуру типу CrB, незважаючи на те
що структура бiнарної сполуки ZrSi, на основi якої вiн утворюється, при температурi до-
слiдження належить до типу FeB. Iзотермiчний перерiз дiаграми стану системи Tb−Zr−Si
побудований при 873 К [10]. Встановлено iснування трьох сполук: Tb2−1,08Zr3−3,92Si4
(Sc2Re3Si4, tP36, P41212), (Tb0,6Zr0,4)Si (CrB, oS8, Cmcm) та сполуки приблизного складу
∼Tb0,30Zr0,40Si0,30 iз ромбiчною структурою. Iзотермiчний перерiз дiаграми стану системи
Tb−Al−Si при 673 К в областi 0–0,50 ат. ч. Pr наведений у роботi [11]. У цiй системi утво-
рюється шiсть сполук: TbAl2Si2 (CaAl2Si2, hP5, P -3m1), Tb(Al0,92−0,87Si0,08−0,13)3 (CdMg3,
hP8, P63/mmc), Tb2Al3Si2 (Y2Al3Si2, mS14, C2/m), Tb(Al0,525−0,495Si0,475−0,505)2 (α-ThSi2,
tI 12, I41/amd), Tb2Al1,5Si1,5 (Mo2FeB2, tP10, P4/mbm), Tb6Al3Si (структура власного ти-
пу, tI 80, I4/mcm).

Пiд час дослiдження чотирикомпонентної системи Tb−Zr−Al−Si [12] нами бу-
ло отримано ряд монокристалiв (склади в атомних частках представлено, згiд-
но з результатами хiмiчного аналiзу): Tb(Al0,15Si0,85)(Tb0,493(8)Al0,078(9)Si0,429(9)),
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) (Tb0,249(1)Zr0,108(4)Al0,108(5)Si0,535(9)) i (Tb0,03Zr0,97)(Al0,22Si0,78)
(Tb0,013(2)Zr0,479(6)Al0,110(4)Si0,398(6)). Результати структурного уточнення засвiдчили на-
лежнiсть структури цих монокристалiв до типу CrB з атомами Tb або статистичною
сумiшшю атомiв Tb й Zr у положеннi атомiв Cr та статистичною сумiшшю атомiв Al й
Si у положеннi атомiв B.

Вiдносно високi фактори розбiжностi, що отриманi в результатi уточнення структу-
ри чотирикомпонентної сполуки (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) [12] у моделi типу CrB, мож-
на пояснити структурними деформацiями, викликаними впорядковуванням атомiв Tb й
Zr i/або Al й Si. У цiй роботi представлено результати уточнення структури сполуки
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) як модульованої в чотиривимiрному надпросторi.

Зразок, з якого вiдiбранi кристали, виготовлений сплавлянням шихти́ з вихiдних ком-
понентiв (Tb — 0,999 мас. ч.; Zr — 0,999 мас. ч.; Al — 0,99985 мас. ч.; Si — 0,99999 мас. ч.)
в електродуговiй печi на мiдному охолоджуваному водою подi за допомогою вольфрамо-
вого електрода в атмосферi аргону (0,99998 об. ч. Ar, додатково очищеного за допомогою
розплавленого Ti-гетера). Зразок пiсля першого сплавляння проплавляли повторно, пере-
вернувши на iншу сторону. Така необхiднiсть викликана присутнiстю Zr з вiдносно високою
температурою плавлення (2125 К). Температура синтезу не перевищувала температури ки-
пiння алюмiнiю (2723 К).

Масив рентгенiвських дифракцiйних даних отримали на монокристальному дифракто-
метрi Stoe IPDS II. Сильнi за iнтенсивнiстю вiдбиття проiндексованi в ромбiчнiй комiр-
цi типу CrB: просторова група Cmcm, a = 0,4152(1), b = 1,0421(3), c = 0,3854(1) нм.
Сателiтнi вiдбиття на дифракцiйних картинах вказали на модуляцiю структури вздовж
кристалографiчного напряму [001] з хвильовим вектором модуляцiї q = 0,1440(1). Уто-
чнення структури в чотиривимiрному надпросторi проводили за допомогою програми
WinCSD-2000 [13].
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Експериментальнi умови та результати дослiдження кристалiчної структури сполуки
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) у чотиривимiрному надпросторi демонструє табл. 1. Координа-
ти та параметри теплового коливання атомiв у базовiй структурi наведено в табл. 2. Ба-
зовою просторовою групою для структурного уточнення була нецентросиметрична група
Cm2m. Перехiд вiд центросиметричної групи Cmcm структури типу CrB до нецентро-
симетричної дозволив розщепити кожну з правильних систем точок на двi. Систематич-
нi погашення для чотирьох iндексiв h, k, l, m були вiдсутнi, тому надпросторова група
PCm2m(00q) вiдповiдає примiтивнiй гратцi Браве [14]. Було уточнено склад статистичних
сумiшей атомiв Tb та Zr (R1 й R2), тодi як склад статистичних сумiшей атомiв Al та Si
(M1 й M2) зафiксовано вiдповiдно до результатiв хiмiчного аналiзу. Усередненi вiдстанi
мiж атомами в структурi сполуки (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) представленi в табл. 3. Коор-

Таблиця 1. Експериментальнi умови та результати дослiдження кристалiчної структури сполуки
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83)

Склад, згiдно з уточненням (Tb0,79(1)Zr0,21(1))(Al0,17Si0,83)

Надпросторова група PCm2m(00q)
Параметри елементарної комiрки, нм:

a 0,4152(1)
b 1,0421(3)
c 0,3854(1)

V , нм3 0,1668(1)
Вектор модуляцiї q 0,1440(1)
Кiлькiсть формульних одиниць Z 4
F (000) 280

Густина, г · см−3 6,858(5)

Коефiцiєнт абсорбцiї, мм−1 35,528
Розмiр кристала, мм 0,058 × 0,044 × 0,025
Форма кристала пластинка
Колiр кристала сiрий з металiчним блиском
Промiння, довжина хвилi, нм Mo Kα, 0,071073
Фактори достовiрностi (кiлькiсть вiдбиттiв)

R (основнi вiдбиття) 0,0476 (456)
R (сателiти) 0,2409 (309)
R (усi вiдбиття) 0,0672 (765)
S 0,990

Метод сканування ϕ-обертання
Уточнення на основi F
Кiлькiсть уточнюваних параметрiв 18
Коефiцiєнт екстинкцiї 0,00092(9)

Таблиця 2. Координати та параметри теплового коливання атомiв (10−2 нм2) у базовiй структурi сполуки
(Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) (символ Пiрсона oS8, просторова група Cm2m, a = 0,4152(1), b = 1,0421(3), c =
= 0,3854(1) нм)

Атом
Правильна

система точок

Координати атомiв
Biзо B11 B22 B33

x0 y0 z0

R1 2b 0 0,71705(9) 1/2 0,93(1) 1,23(2) 0,87(2) 0,67(2)

R2 2a 0 0,0 0 1,26(2) 1,71(4) 1,20(3) 0,86(3)

M1 2b 0 0,4328(6) 1/2 0,8(1) 1,2(2) 0,5(2) 0,7(2)

M2 2a 0 0,2788(5) 0 0,9(1) 1,2(2) 0,7(2) 0,8(2)

Пр и м i т ка. R1 = Tb0,813(2)Zr0,187(2) , R2 = Tb0,76(1)Zr0,24(1); M1 = M2 = Al0,17Si0,83; B12 = B13 = B23 = 0.

102 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Рис. 1. Розташування атомiв Tb/Zr i Al/Si у структурi сполуки (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83): проекцiя вздовж
кристалографiчного напряму [100]; елементарну комiрку базової структури типу CrB видiлено прямокутни-
ком

динати атомiв у чотиривимiрному надпросторi змiнюються, згiдно з рiвняннями, поданими
у табл. 4.

Таблиця 3. Усередненi мiжатомнi вiдстанi в структурi сполуки (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83)

Атом δ, нм Атом δ, нм

R1 −4M2 0,2905(1) R2 −1M2 0,2906(5)
−1M1 0,2963(7) −4M1 0,2918(2)
−2M1 0,3059(5) −2M2 0,3102(4)
−2R2 0,3522(1) −2R1 0,3522(1)
−4R2 0,3625(1) −4R1 0,3625(1)
−2R1 0,3854(1) −2R2 0,3854(1)

M1 −2M2 0,2507(5) M2 −2M1 0,2507(5)
−4R2 0,2918(2) −4R1 0,2905(1)
−1R1 0,2963(7) −1R2 0,2906(5)
−2R1 0,3059(5) −2R2 0,3102(4)

Таблиця 4. Функцiї для координат атомiв i коефiцiєнтiв заповнення позицiй в чотиривимiрному надпросторi
для структури сполуки (Tb0,70Z0,30)(Al0,17Si0,83) (надпросторова група PCm2m(00q))

Атом Функцiя

R1 x = x0

y = y0 + cos(x4)× 0,0003(3) + cos(2x4)× 0,0060(2) + cos(3x4)× 0,0060(2)
z = z0 + sin(x4)× 0,0017(7) + sin(2x4)× 0,0106(8) + sin(3x4)× 0,0119(6)
G = cos(x4)× 0,157(4) − cos(2x4)× 0,134(2) + cos(3x4)× 0,168(3)

R2 x = x0

y = y0 + cos(x4)× 0,0073(2) + cos(2x4)× 0,0025(3) + cos(3x4)× 0,0004(3)
z = z0 + sin(x4)× 0,0164(7) + sin(2x4)× 0,0098(8) − sin(3x4)× 0,0020(9)
G = cos(x4)× 0,088(4) + cos(2x4)× 0,120(4) + cos(3x4)× 0,046(5)

M1 x = x0

y = y0 − cos(2x4)× 0,015(1) − cos(3x4)× 0,006(2)
z = z0 + sin(2x4)× 0,020(4)

M2 x = x0

y = y0 + cos(x4)× 0,004(1)
z = z0 + cos(2x4)× 0,002(1)

Пр и м i т ка. x0, y0 й z0 — координати атомiв у базовiй структурi (див. табл. 2); x4 — четверта координата
атома в надпросторi; G — коефiцiєнт заповнення позицiї Tb/Zr.
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Рис. 2. Залежностi мiжатомних вiдстаней R−M (а, б ), R−R (в) i M−M (г) та заповнення положень R
(д) вiд координати x4 надпростору в структурi сполуки (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) (R1 = Tb0,813(2)Zr0,187(2),
R2 = Tb0,76(1)Zr0,24(1); M1 = M2 = Al0,17Si0,83)

У структурi чотирикомпонентного монокристала (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83) спостерi-
гаються модуляцiї змiщення атомiв з iдеальних позицiй базової структури типу CrB i за-
мiщення атомiв Tb/Zr, що виявленi нами в результатi рентгеноструктурного дослiдження.
Хвильовий вектор модуляцiї напрямлений вздовж зигзагоподiбних ланцюжкiв атомiв Al й
Si (рис. 1). Не виключено, що впорядкування (повне або часткове) атомiв Al й Si у цих лан-
цюжках i є головною причиною (неспiввимiрної) модуляцiї структури, однак рентгенiвськi
дифракцiйнi данi не дозволяють нам перевiрити таке припущення.
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У надпросторовiй групi PCm2m(00q), в якiй було уточнено модульовану структуру, ста-
тистичнi сумiшi атомiв R = Tb/Zr та M = Al/Si займають по два положення (див. табл. 2).
Хвилi модуляцiї для рiзних положень, як i рiзне заповнення позицiй R1 й R2 атомами Tb
й Zr, пiдтверджують нецентросиметричнiсть структури. Рiзниця мiж максимальним i мi-
нiмальним значеннями мiжатомної вiдстанi M−M у межах вектора модуляцiї є бiльшою,
нiж вiдповiдна рiзниця для вiдстаней R−R (рис. 2). Велику рiзницю амплiтуди хвилi мають
мiжатомнi вiдстанi R1−2M1 та R1−1M1, остання з яких є вiддалю вiд “центру” тригональ-
ної призми, зайнятого атомами Al/Si, до “шапки” тригональної призми Tb/Zr, тобто до
атома, що центрує одну з трьох прямокутних граней призми. Мiнiмальне значення цiєї вiд-
станi вiдповiдає максимальному значенню вiдстанi M1−2M2 i навпаки, що є вiддалю вiд
“центру” тригональної призми до двох iнших її “шапок”. Щодо заселеностi положень атомiв
бiльшого розмiру (спiввiдношення Tb/Zr), то найбiльша її амплiтуда спостерiгається для
положення R1 (вiд 1,00 до 0,35 частки Tb).
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Н.М. Муць, Л. Г. Аксельруд,
член-корреспондент НАН Украины Р. Е. Гладышевский

Модулированная структура соединения (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83)

Рентгеновским дифракционным методом монокристалла определена кристаллическая
структура четырехкомпонентного соединения (Tb0,70Zr0,30)(Al0,17Si0,83): сверхпространс-
твенная группа PCm2m(00q), a = 0,4152(1), b = 1,0421(3), c = 0,3854(1) нм; волновой вектор
модуляции q = 0,1440(1), базовый структурный тип CrB.

N.М. Muts, L. G. Akselrud,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine R.E. Gladyshevskii

Modulated structure of the compound (Tb0.70Zr0.30)(Al0.17Si0.83)

The crystal structure of the compound (Tb0.70Zr0.30)(Al0.17Si0.83) is refined on the basis of X-ray
single-crystal diffraction data: modulated structure, superspace group PCm2m(00q), a = 0.4152(1),
b = 1.0421(3), c = 0.3854(1) nm; modulation wave vector q = 0.1440(1), basic structure type CrB.
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УДК 544.723.21

К.В. Рябченко, Е. С. Яновська, О. Ю. Кичкирук, В.А. Тьортих

Адсорбцiйнi властивостi композита
силiкагель-полiанiлiн щодо катiонiв перехiдних металiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.М. Зайцевим)

Шляхом in situ окиснювальної полiмеризацiї анiлiну в присутностi частинок силiкагелю
синтезовано композит силiкагель-полiанiлiн. Встановлено, що модифiкований полiанi-
лiном кремнезем виявляє адсорбцiйну активнiсть щодо мiкрокiлькостей iонiв Pb(II),
Cu(II), Mn(II), Ni(II), Co(II) i Fe(III) у нейтральному та лужному середовищах.

Композити на основi неорганiчних оксидiв та полiанiлiну вiдрiзняються вiдносною просто-
тою синтезу, порiвняно низькою собiвартiстю i цiкавими полiфункцiональними властивостя-
ми, якi дозволяють застосовувати такi матерiали для створення сенсорних систем, антико-
розiйних покриттiв, стацiонарних фаз у хроматографiї, нових адсорбентiв та каталiзаторiв.
У статтях [1, 2] було встановлено, що полiанiлiн (ПАн), in situ iммобiлiзований на поверх-
нi частинок природних мiнералiв рiзної хiмiчної природи (сапонiтової глини Українського
Подiлля, карельського шунгiту та сокирницького клiноптилолiту), виявляє значну адсорб-
цiйну активнiсть щодо анiонiв форм Cr(VI), Mo(VI), W(VI), P(V) та As(V). При цьому
отриманi композити характеризуються високою швидкiстю адсорбцiї зазначених iонiв та
значною сорбцiйною ємнiстю, що дозволяє використовувати їх в очисних технологiях для
вилучення, передконцентрування i регенерацiї хром-, молiбден-, вольфрам- та арсенвмiсних
вiдходiв, ефективно очищати стiчнi води вiд фосфат-iонiв. Адсорбцiйнi властивостi компо-
зитiв кремнезем-полiанiлiн вiдносно катiонiв практично не вивчалися. Мета даної роботи
полягала в дослiдженнi адсорбцiйних властивостей силiкагелю з in situ iммобiлiзованим
полiанiлiном (СГ-ПАн) щодо катiонiв перехiдних металiв.

У випадку використання як носiїв пористих силiкагелей з вiдносно жорсткою стру-
ктурою неорганiчного каркасу властивостi отриманих композитiв з ПАн iстотно зале-
жать вiд умов синтезу та кiлькостi нанесеного полiмеру [3]. Iммобiлiзацiю полiанiлiну
на поверхнi силiкагелю фiрми “Merсk” з розмiром частинок 0,1–0,2 мм (питома поверх-
ня 256 м2/г, середнiй розмiр пор 12 нм) здiйснювали шляхом одностадiйної окиснюваль-
ної полiмеризацiї анiлiну впродовж доби аналогiчно [3]. Згiдно з даними [4, 5], за обра-
них умов синтезу та спiввiдношень концентрацiй реагентiв полiанiлiн на поверхнi силi-
кагелю iснує у виглядi емеральдинової основи. Синтез композита контролювали метода-
ми IЧ спектроскопiї та електронної спектроскопiї дифузiйного вiдбиття. Перерахований
на поглинання спектр дифузiйного вiдбиття збiгається з електронним спектром погли-
нання полiанiлiну [6, 7], що пiдтверджує iммобiзiзацiю полiанiлiну на поверхнi силiка-
гелю.

З метою визначення концентрацiї полiанiлiну, iммобiлiзованого за обраних умов синтезу
на поверхнi кремнезему, був здiйснений термогравiметричний аналiз композита. З ТГ-даних
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розраховано, що до складу синтезованого композита СГ-ПАн входить близько 10% полiме-
ру, концентрацiя ПАн на поверхнi становить 111,1 мг/г [3].

Дослiдження сорбцiйних властивостей композита СГ-ПАн проводили у статичному ре-
жимi. Для цього використовували 0,1 г адсорбенту на 25 мл розчинiв хлоридiв або нiтра-
тiв Pb(II), Cu(II), Mn(II) Fe(III), Ni(II), Co(II), фiксуючи рiвноважнi концентрацiї катiонiв
спектрофотомеричним (за методиками [8]) чи атомно-абсорбцiйним методами. Ступiнь ад-
сорбцiї iонiв металiв визначали аналогiчно [9].

У ходi дослiджень залежностi ступеня адсорбцiї катiонiв перехiдних металiв композитом
СГ-ПАн до робочих розчинiв металiв додавали 0,1 н стандартнi буфернi розчини у спiввiд-
ношеннi 1 : 5 (5 мл на кожнi 25 мл робочого розчину). При цьому в початкових розчинах
перехiдних металiв, узятих для дослiджень, формувались первиннi координацiйнi сфери
рiзної хiмiчної природи, в яких залежно вiд хiмiчного складу буфера домiнували аква-,
амiно-, цитратнi або хлориднi лiганди. В процесi взаємодiї цих комплексiв з поверхнею мо-
дифiкованого кремнезему адсорбцiя металоiонiв може здiйснюватися: входженням атомiв
нiтрогену в первинну координацiйну сферу металу з утворенням на поверхнi адсорбен-
ту вiдповiдних рiзнолiгадних комплексiв; iонним обмiном з поверхнею первинних анiонних
комплексiв металiв; осадженням гiдроксоформ металiв на поверхнi композита у лужному
середовищi (pH >9).

Найкращi умови адсорбцiї дослiджених катiонiв перехiдних металiв синтезованим ком-
позитом демонструє табл. 1. З даних таблицi видно, що синтезований адсорбент виявляє
задовiльну адсорбцiйну здатнiсть вiдносно дослiджених катiонiв у лужному середовищi, де
найкраще вилучає мiкрокiлькостi iонiв Fe(III) на фонi амiачного буфера (pH 8,0) у вигля-
дi [Fe3O(CH3COO)6](CH3COO) та мiкрокiлькостi iонiв Pb(II), Cu(II), Mn(II) Ni(II) Co(II)
у виглядi аквагiдроксокомплексiв (pH 9,1). Кiлькiсної адсорбцiї не було зафiксовано для
жодного з дослiджених катiонiв. Виявлено, що композит СГ-ПАн не виявляє адсорбцiйної
активностi у кислому середовищi. Наведенi результати можна пояснити тим, що, по-перше,
у кислому середовищi вiдбувається протонiзацiя атомiв нiтрогену емеральдинової форми
полiанiлiну з формуванням позитивного заряду поверхнi сорбенту [10], що утруднює її вза-
ємодiю з комплексними катiонами металiв. По-друге, спостерiгається додаткова до комплек-
соутворення адсорбцiя, яка полягає у осадженнi гiдроксоформ металiв, наявних у лужному
середовищi при (pH >9), на поверхнi композита.

Результати дослiджень кiнетичних характеристик синтезованого композита щодо ад-
сорбцiї катiонiв металiв (рис. 1) свiдчать про те, що при поглинаннi iонiв Pb(II), Mn(II),

Таблиця 1. Залежнiсть ступеня адсорбцiї катiонiв перехiдних металiв на поверхнi композита силiкагель-по-
лiанiлiн вiд кислотностi та хiмiчного складу середовища

Катiон
Оптимальнi
область pH

i буферний розчин

Iнтервал початкових
концентрацiй солi
металу, ммоль/г

Максимальний
ступiнь вилучення

металу, %

Cu(II) 9,1 боратний 0,0063–0,63 85,3

Co(II) 9,1 боратний 0,0068–0,68 86,7

Fe(III) 8,0 амiачно-ацетатний 0,015–0,67 56,0

Pb(II) 6,9 фосфатний 0,0013–0,02 53,3

Ni(II) 9,1 боратний 0,0068–0,68 78,1

Mn(II) 9,1 боратний 0,01–0,63 72,8
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Рис. 1. Кiнетика вилучення катiонiв перехiдних металiв композитом силiкагель-полiанiлiн: 1 — Fe(III), 2 —
Cu(II), 3 — Ni(II), 4 — Co(II), 5 — Mn(II), 6 — Pb(II) при оптимальних значеннях pH для кожного з металiв

Ni(II) та Fe(III) адсорбцiйна рiвновага встановлюється достатньо швидко, менше нiж за
20 хв. Для iонiв Cu(II) рiвновага настає лише протягом 1 год, а для Co(II) — за 1,5 год
контакту, що може опосередковано свiдчити про окиснення iонiв кобальту (II) на поверхнi
композита з подальшим формуванням комплексiв Co(III).

Для встановлення сорбцiйної ємностi композита СГ-ПАн були дослiдженi iзотерми сорб-
цiї iонiв Cu(II), Co(II), Mn(II), Ni(II), Pb(II) та Fe(III). Оскiльки при збiльшеннi вмiсту до-
слiджених металiв у вихiдних розчинах вище 20 мкг/мл їх гiдроксокомплекси досягають
добутку розчинностi i випадають в осад, то для побудови iзотерм сорбцiї дослiджених катiо-
нiв використовували воднi розчини солей без додавання буферних розчинiв. Експерименти
проводили з початковими кiлькостями солей металiв у розчинi вiд 0,0005 до 0,15 ммоль
у розрахунку на 1 г сорбенту. Отриманi результати представлено в табл. 2: сорбцiйна єм-
нiсть синтезованого композита є вищою за таку для вихiдного силiкагелю щодо всiх дослiд-
жених iонiв металiв. Проте при адсорбцiї з водних розчинiв солей металiв без додавання
буферiв вона є незначною.

Для дослiдження будови рiзнолiгандних комплексiв Cu(II), Co(II), Mn(II), Ni(II), Pb(II)
та Fe(III), утворених вихiдними аквакомплексами за участю центрiв поверхнi композита
СГ-ПАн, були знятi спектри дифузiйного вiдбиття та перерахованi в електроннi спектри
поглинання. Електроннi спектри поглинання рiзнолiгандних комплексiв Fe(III), Mn(II) та
Pb(II) з ПАн на поверхнi силiкагелю мають подiбний вигляд, зокрема широку смугу пере-
носу заряду метал-лiганд при λmax = 500–700 нм, iнтенсивнiсть якої є вищою, нiж у самого

Таблиця 2. Порiвняння сорбцiйної ємностi композита силiкагель-полiанiлiн та вихiдного силiкагелю щодо
iонiв щодо iонiв перехiдних металiв за аналогiчних умов адсорбцiї

Катiон

Cорбцiйна ємнiсть композита
силiкагель-полiанiлiн

Cорбцiйна ємнiсть вихiдного
силiкагелю

ммоль/г мг/г ммоль/г

Mn(II) 0,028 1,54 0,016
Fe(III) 0,020 1,12 0,015
Pb(II) 0,004 0,83 0,003
Co(II) 0,027 1,59 0,022
Ni(II) 0,074 4,37 0,001
Cu(II) 0,030 1,92 0,005
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Рис. 2. Схематична будова рiзнолiгандних комплексiв Pb(II) та Mn(II) на поверхнi композита силiкагель-по-
лiанiлiн

полiанiлiну, що свiдчить про входження атомiв нiтрогену полiанiлiну в координацiйнi сфери
металiв у процесi адсорбцiї i утворення рiзнолiгандних комплексiв, можливу будову яких
наведено на рис. 2. Електроннi спектри рiзнолiгандних комплексiв Cu(II), Co(II) та Ni (II)
на поверхнi СГ-ПАн мають складний характер, що свiдчить про утворення на поверхнi
композита рiзних за будовою комплексiв.

Таким чином, силiкагель з in situ iммобiлiзованим полiанiлiном виявляє слабку комп-
лексотвiрну активнiсть щодо катiонiв Cu(II), Co(II), Mn(II), Ni(II), Pb(II) та Fe(III). Проте
наявнiсть в складi нанесеного полiмеру –NH-груп дозволяє у майбутньому здiйснити на
поверхнi полiанiлiну закрiплення комплексотвiрних реагентiв шляхом амiнометилювання
для пiдсилення комплекснотвiрної здатностi адсорбенту щодо катiонiв перехiдних металiв.
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Адсорбционные свойства композита силикагель-полианилин по
отношению к катионам переходных металлов

Путем in situ окислительной полимеризации анилина в присутствии частиц силикагеля
синтезирован композит силикагель-полианилин. Установлено, что модифицированный по-
лианилином кремнезем проявляет адсорбционную активность по микроколичествам ионов
Pb(II), Cu(II), Mn(II), Ni(II), Co(II) и Fe(III) в нейтральной и щелочной средах.

K.V. Ryabchenko, E. S. Yanovska, O. Yu. Kichkiruk, V.A. Tertykh

Adsortion properties of the composite silica gel-polyaniline with respect
to cations of transition metals

Composite silica gel-polyaniline has been synthesized by in situ oxidative polymerization of aniline
in the presence of silica particles. Silica modified with polyaniline was found to show the adsorption
activity toward microamounts of Pb(II), Cu(II), Mn(II), Ni(II), Co(II), and Fe(III) ions under
neutral and alkaline conditions.
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Каталiз вiдновного дехлорування n-дихлоробензену
карбеновими комплексами паладiю

Знайдено високий каталiтичний ефект стерично екранованих карбенових комплексiв па-
ладiю в реакцiї вiдновного дехлорування n-дихлоробензену, який в оптимальному варiан-
тi значно переважає каталiтичний ефект вiдомих карбенових комплексiв перехiдних
металiв. Показано, що найефективнiшим є монокарбеновий комплекс йодиду паладiю
з 1,3-ди(2,6-дiiзопропiлфенiл)iмiдазол-2-iлiденовим лiгандом. Виявлено зростання ката-
лiтичних ефектiв знайдених каталiзаторiв у присутностi катiонiв лiтiю й натрiю
вiдносно калiю.

Галогенароматичнi сполуки (галогенарени) широко застосовуються як пестициди, фарм-
препарати, пластифiкатори, термодомiшки тощо. Але для багатьох з них знайдено високу
токсичнiсть. Серед таких сполук видiляються пестициди (ДДТ, гексахлоробензен), дiокси-
ни (як найтоксичнiшi органiчнi сполуки), спорiдненi полiхлородибензофурани (фурани),
полiхлоробiфенiли [1]. Усi цi речовини Стокгольмською конвенцiєю вiд 18.05.2002 р. внесенi
в перелiк 12 найнебезпечнiших “стiйких органiчних забруднювачiв”.

Одним iз шляхiв знешкодження галогенаренiв можуть бути каталiтичнi реакцiї їх вiд-
новного дегалогенування (гiдродегалогенування). Найкращими каталiзаторами цiєї реакцiї
на сьогоднi є карбеновi комплекси паладiю. Застосування генерованого in situ каталiзатора
на основi Pd(dba)2 й 1,3-дизамiщених iмiдазол-2-iлiденiв дає змогу отримувати високi вихо-
ди продуктiв дегалогенування при температурi 100 ◦С у дiоксанi (TON до 28–50 год−1, TOF
до 28–50 год−1) [2]. Сполука 1 забезпечує помiрну ефективнiсть каталiзу в реакцiях дега-
логенування монохлоробензенiв навiть при кiмнатнiй температурi [3] (TON 100 год−1, TOF
200 год−1), а комплекс 2 — в перетвореннi n-дихлоробензену при 60 ◦С (TON 194 год−1,
TOF 111 год−1) [4]. Застосування мiкрохвильового випромiнювання при 120 ◦С дає найви-
щу швидкiсть реакцiї, причому майже кiлькiсний вихiд продукту досягається всього за 2 хв
(TON 4000 год−1, TOF 120000 год−1 для n-хлоротолуену; TON 3800 год−1, TOF 114000 год−1

для n-дихлоробензену) [4]. Але цей напрям є енергоємним i пов’язаний з поки нетехноло-
гiчним у великих масштабах переробки сировини мiкрохвильовим обладнанням.

1–3 R = Dipp (2,6-дiiзопропiлфенiл); 4, 5 Mes — мезитил (2,4,6-триметилфенiл).
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Найвищi показники TON i TOF було досягнуто iз застосуванням каталiзатора сполуки 3
в реакцiї дегалогенування полiхлоробiфенiлiв при 80 ◦С в iзопропанолi [5] (10000 й 417 год−1

вiдповiдно). Каталiтична ефективнiсть комплексу нiкелю 4, що отримана з Ni(PPh3)2Br2
i вiдповiдного карбену [6], в реакцiї дебромування n-бромфлуоробензену та дехлоруван-
ня n-хлорофлуоробензену (активованих галогенаренiв) невелика (TON 15–22 год−1, TOF
4–44 год−1 при 25 ◦С). Комплекси нiкелю (0) 5 на основi гетероциклiчних карбенiв, за-
стосовували для дефлуорування флуоробензенiв [7]. Виявлено, що каталiзатори типу L2Ni
при дiї iзопентоксиду натрiю при 100 ◦С менш ефективнi (TON 12 год−1, TOF 4 год−1 для
L = Mes), нiж типу LNi (TON 18–31 год−1, TOF 6–10 год−1 вiдповiдно). Як можна бачити,
в цiлому описаним вище комплексам характерна недостатня ефективнiсть каталiзу.

Ранiше нами було знайдено ефективнi карбенокомплекснi каталiзатори реакцiї вiднов-
лення кратних зв’язкiв [8, 9].

Авторами даного повiдомлення поставлено за мету дослiдити ефективнiсть каталiзу
ряду карбенових комплексiв паладiю 6–10 у реакцiї вiдновного дегалогенування n-дихло-
робензену, який може слугувати модельною сполукою для вiдомих хлоровмiсних стiйких
органiчних забруднювачiв. Дегалогенування проводили пiд дiєю алкоксидiв лужних мета-
лiв i гiдроксиду натрiю:

6а X = Cl, R = t-Bu, Ar = n-BrC6H4; 6b X = I, R = t-Bu, Ar = n-BrC6H4; 6c X = I, R = t-Bu, Ar =
= n-Н3СC6H4; 6d X = I, R = Ad, Ar = Mes; 6e X = I, R = t-Bu, Ar = Dipp; 7a X = Cl, R = t-Bu, Ar = Dipp;
7b X = I, R = t-Bu, Ar = Dipp; 7c X = Cl, R = Ad, Ar = Dipp; 7d X = I, R = Ad, Ar = Dipp; 8 R = Dipp; 9
Ar = n-BrC6H4; 10 Ar = Ph; 11 R = Dipp, Dipp = 2,6-(i-Pr)2C6H3.

Синтез нових бiскарбенових комплексiв 6а–е здiйснювали шляхом прямої взаємо-
дiї 1-трет-бутил-3,4-дiарил-1,2,4-триазол-5-iлiденiв з галогенiдами паладiю (хлоридом
i йодидом) у спiввiдношеннi 2 : 1 у середовищi тетрагiдрофурану, згiдно з методи-
кою роботи [8]. Для отримання монокарбенових комплексiв 7а–d й 8 застосовували
аналогiчний метод, але у спiввiдношеннi карбен : паладiєгалогенiд 1 : 1. У результатi
взаємодiї 1-трет-бутил-3,4-дiарил-1,2,4-триазол-5-iлiденiв або 1,1′-бiс(трет-бутил-3,4-дi-
арил-1,2,4-триазол-5-iлiденiв з тетра(трифенiлфосфiн)паладiєм Pd(PPh3)4 синтезовано мо-
номерний i полiмерний бiскарбеновi комплекси 9, 10. Вихiд сполук 6–10 68–84%. Комплекс
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порiвняння сполуки 3 отримано в процесi взаємодiї вiдповiдного 1,3-дiарилiмiдазол-2-iлiде-
ну з хлоридом паладiю за методикою, описаною в статтi [10]. Будову сполук пiдтверджено
методами елементного аналiзу, 1Н i 13С ЯМР спектроскопiї. Найхарактернiшими сигнала-
ми в спектрах 13С ЯМР сполук 6–10 є сигнали карбеноїдного атома вуглецю в областi
168–172 м. ч.

Тестову реакцiю проводили шляхом нагрiвання реакцiйної сумiшi n-дихлоробензену
з iзопропоксидом калiю або натрiю, якi генеруються з трет-бутоксиду калiю, трет-буток-
сиду натрiю або гiдроксиду натрiю в iзопропанолi при 80 ◦С. Повноту проходження реакцiї
аналiзували в процесi видiлення хлориду натрiю або калiю, якi нерозчиннi в iзопропанолi.
Ефективнiсть каталiзу оцiнювали за показниками TON i TOF. Основнi результати вивчен-
ня каталiтичної ефективностi карбенових комплексiв 3, 6–10 наведено в табл. 1, з якої
видно, що реакцiя вiдновного дехлорування n-дихлоробензену проходить iз бiльшiстю за-
стосованих карбенових комплексiв достатньо ефективно. Проте з трет-бутоксидом калiю
та триазолiлiденовими комплексами 6, 7 вона найповiльнiша (максимальнi значення TON
й TOF досягають 1400–1440 год−1 й 176–180 год−1 вiдповiдно для стерично екранованих
комплексiв 6d й 7c).

Каталiз комплексом iмiдазол-2-iлiдену сполуки 3 є значно (майже на порядок) ефек-
тивнiшим: TON до 17600 год−1, TOF до 1560 год−1. Iз замiною в ньому хлорид-iона на
йодид (новий комплекс 8) ефективнiсть каталiзу додатково зростає (TON до 44000 год−1,
TOF до 1830 год−1). Комплекси паладiю (0) 9, 10 виявилися малоефективними (TON 160–
320 год−1, TOF 20–40 год−1).

Замiна реагенту на трет-бутоксид натрiю дозволяє досягти схожого рiвня ефективностi
для iмiдазол-2-iлiденового комплексу 8 (TON 46000 год−1, TOF 1916 год−1) та значного
зростання (майже на порядок) показникiв ефективностi триазолiлiденових комплексiв 6d,
7b, с (TON 7200 — 15400 год−1, TOF 300–2230 год−1), що перевищують такi навiть для
еталонного комплексу 3 (TON 6400 год−1, TOF 266 год−1).

Звертає на себе увагу зниження каталiтичної ефективностi комплексу 3 в експериментi
з трет-бутоксидом натрiю вiдносно такого з трет-бутоксидом калiю (TON 17600 год−1,
TOF 734 год−1).

В подальшому нами здiйснено перевiрку ефективностi дiї як реагенту гiдроксиду натрiю
в iзопропанолi в присутностi карбенокомплексних каталiзаторiв 3, 6–10. Застосування гiд-
роксиду натрiю є найперспективнiшим з точки зору технологiї переробки (детоксикацiї) хло-
роароматичних вiдходiв виробництва, оскiльки вiн є дешевшим в порiвняннi з алкоксидами.

Встановлено, що триазолiлiденовi комплекси 7а–d показують високу ефективнiсть i
в реакцiї з гiдроксидом натрiю (TON 2000 — 6800 год−1, TOF 176 — 284 год−1), яка пе-
ревищує таку з трет-бутоксидом калiю в 1,5–5 разiв. Вiдомий комплекс 3 виявився навiть
дещо ефективнiшим в реакцiї з гiдроксидом натрiю (TON 19200 год−1, TOF 800 год−1), нiж
з трет-бутоксидом калiю (TON 17600 год−1, TOF 734 год−1) i трет-бутоксидом натрiю
(TON 6400 год−1, TOF 266 год−1). Але комплекс 8 показує найвищу ефективнiсть (TON
42000 год−1, TOF 1750 год−1), яка мало вiдрiзняється вiд такої для комплексу в реакцiях
з трет-бутоксидом калiю i трет-бутоксидом натрiю. Для каталiзатора сполуки 3 при
розведеннi до 0,001% (моль) спостерiгається зниження каталiтичної ефективностi (TON
10000 год−1, TOF 416 год−1 проти 19200 i 800 год−1 вiдповiдно при мольнiй концентра-
цiї 0,01%). Iмовiрно, що в умовах рiвноваги гiдроксиду натрiю i iзопропоксиду натрiю, що
змiщена в бiк гiдроксиду, при низькiй концентрацiї комплексу вiдзначається дезактивацiя
цього каталiзатора.
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Перебiг реакцiї з трет-бутоксидом калiю в присутностi комплексу 7с з добавлянням 1%
(моль) трет-бутоксиду лiтiю вiдбувається ефективнiше, нiж з тим самим реагентом без
домiшки бiльше нiж у 5 разiв (TON 8000 год−1, TOF 334 год−1). Каталiтичний ефект
комплексу 8 у присутностi 1% (моль) трет-бутоксиду лiтiю також збiльшується (TON
60000 год−1, TOF 2500 год−1 проти 42000 i 1750 год−1 вiдповiдно для комплексу 8 без
домiшки).

Iонiзований комплекс паладiю 11 виявився менш ефективним (TON 8600 год−1, TOF
358 год−1), нiж галогенiднi сполуки 3, 8, однак при концентрацiї 0,1% (моль) вiн ефективно
каталiзує реакцiю, забезпечуючи високий рiвень TOF 1000 год−1.

Таблиця 1. Каталiтична ефективнiсть карбенових комплексiв перехiдних металiв сполук 6–10 у реакцiї
дегалогенування n-дихлоробензену пiд дiєю трет-бутоксиду калiю, трет-бутоксиду натрiю i гiдроксиду
натрiю в iзопропанолi при 80 ◦С

Експе-
римент

Ката-
лiзатор

Кiлькiсть
каталiзатора,

% (моль)

Тривалiсть
реакцiї, год

Конверсiя,
%

TON,
год−1

TOF,
год−1

1 6а 0,1 8 25 500 62
2 6b 0,1 8 11 220 28
3 6c 0,1 8 16 320 40
4 6d 0,1 8 70 1400 175
5 6e 0,1 8 38 760 95
6 7a 0,1 8 66 1320 165
7 7b 0,1 8 58 1160 145
8 7c 0,1 8 72 1140 180
9 7c* 0,01 24 40 8000 334

10 3 0,01 8 63 12600 1560
11 3 0,01 24 88 17600 734
12 8 0,01 24 100 20000 834
13 8 0,001 24 22 44000 1830
14 9 0,1 8 8 160 20
15 10 0,1 8 16 320 40
16 6d 0,01 24 53 10600 440
17 7b 0,01 24 36 7200 300
18 7c 0,01 6 77 15400 2230
19 3 0,01 24 32 6400 266
20 8 0,01 24 100 20000 834
21 8 0,001 24 23 46000 1916
22 6d 0,1 8 11 220 28
23 7a 0,1 8 100 2000 250
24 7b 0,01 24 21 4200 176
25 7c 0,1 8 100 2000 250
26 7c 0,01 24 34 6800 284
27 7d 0,01 24 21 4200 176
28 3 0,01 24 96 19200 800
29 3 0,001 24 5 10000 416
30 8 0,01 24 100 20000 834
31 8 0,001 24 21 42000 1750
32 8* 0,001 24 30 60000 2500
33 11 0,01 24 100 8600 358

Пр и м i т ка . В експериментах 1–15 реагент — трет-бутоксид калiю; 16–21 — трет-бутоксид натрiю;
22–33 — гiдроксид натрiю.
*Реагент — трет-бутоксид калiю, з домiшкою 1% (моль) трет-бутоксиду лiтiю.
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Слiд зазначити, що такий моногалогенарен, як 4-бромдифенiл, а також дихлорозамiще-
ний амiн 3,3′-дихлор-4,4′-дiамiнодифенiлметан реагують з 0,1% (моль) каталiзатора 6b при
кiмнатнiй температурi, даючи пiсля 1–4 год реакцiї кiлькiснi виходи дифенiлу i 4,4′-дiамi-
нодифенiлметану вiдповiдно. Реакцiя n-дихлоробензену з 0,1% (моль) високоефективного
каталiзатора 8 пiсля трьох дiб процесу при кiмнатнiй температурi дає 20% конверсiї. n-Хло-
ронiтробензен реагує за тих самих умов з трет-бутоксидом калiю в присутностi комплексу
8 ще ефективнiше (конверсiя 50%), але за рiвних умов з гiдроксидом натрiю дає виключно
азо-n-хлоробензен — продукт вiдновлення нiтрогрупи.

Механiзм реакцiї гiдродегалогенування галогенаренiв, зокрема n-дихлоробензену [11],
полягає в утвореннi спочатку (при взаємодiї комплексу паладiю (II) А з iзопропоксидом
металу) комплексу паладiю (0) (D), який далi реагує з галогенареном E, даючи продукт
приєднання останнього до паладiю (F):

Активований комплекс F реагує з iзопропоксидом металу з нуклеофiльним замiщенням
галогену та утворенням, внаслiдок розпаду отриманого iзопропокси-комплексу сполуки G,
аддукту Н-арену з паладiєм H. Нарештi розпад останнього дає Н-арен сполуки I i комп-
лекс паладiю (0) D. Тепловi ефекти на стадiях при каталiзi комплексом 7a перетворення
хлоробензену, що оцiненi нами за методом DFT, B3LYP5, 3-21G, свiдчать про сильно ек-
зотермiчну взаємодiю сполуки паладiю (0) D з хлоробензеном (∆H −48,0 ккал/моль) та
ендотермiчне перетворення сполуки G у H (∆H +30,7 ккал/моль). Можливою найповiль-
нiшою стадiєю процесу за участю алкоксидiв є взаємодiя вихiдної сполуки А з iзопро-
поксидом металу (∆H −16,0 ккал/моль), яка повинна починатися з утворення молеку-
лярного комплексу цих сполук. Стiйкiсть комплексiв залежить вiд стеричних умов в мо-
лекулi.

Таким чином, нами було знайдено новi високоефективнi каталiзатори реакцiї гiдро-
дегалогенування галогенаренiв типу сполуки 6–8, якi є перспективними для розв’язання
промислової задачi знешкодження галогенароматичних вiдходiв виробництва. Найбiльший
ефект у реакцiї виявляє стерично екранований iмiдазол-2-iлiденовий йодидний комплекс 8.
Встановлено значний вплив катiона металу в реагентi на каталiтичну ефективнiсть карбе-
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нових комплексiв, що дозволяє шляхом замiни калiю на натрiй або лiтiй iстотно пiдвищити
ефективнiсть вказаних каталiзаторiв.
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Катализ восстановительного дехлорирования n-дихлоробензола
карбеновыми комплексами палладия

Найден высокий каталитический эффект стерически экранированных карбеновых комплек-
сов палладия в реакции восстановительного дехлорирования n-дихлоробензола, который в оп-
тимальном варианте значительно превосходит каталитический эффект известных кар-
беновых комплексов переходных металлов. Показано, що наиболее эффективным является
монокарбеновый комплекс йодида палладия с 1,3-ди(2,6-диизопропилфенил)имидазол-2-или-
деновым лигандом. Обнаружено возрастание каталитических эффектов найденных ката-
лизаторов в присутствии катионов лития и натрия относительно калия.
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Т. М. Pekhtereva, G.F. Rayenko,
Academician of the NAS of Ukraine A.F. Popov, O.P. Shvaika

Reductive dechlorination catalysis of p-dichlorobenzene by palladium
carbene complexes

A high catalytic effect of sterically screened carbene complexes of palladium is found for the reductive
dechlorination of p-dichlorobenzene, which considerably exceeds, in its optimal variant, the effect
of the known transition metal carbene complexes. The monocarbene complex of palladium iodide
with 1,3-di(2,6-diisopropylphenyl)imidazol-2-ylidene is shown to be most effective. An additional
growth of the catalytic effect is revealed in the presence of lithium and sodium cations relative to
potassium cations.
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УДК 615.015.11:547.7/9

С.Г. Соболева, академик НАН Украины С. А. Андронати,
Т.Л. Карасева, Е.А. Костенко

Синтез и актопротекторные свойства производных
2-(β-морфолино)этилмеркапто-1,6-дигидропиримидина

Cинтезированы новые производные 2-(β-морфолино)этилмеркапто-1,6-дигидропирими-
дина и изучена их актопротекторная и антигипоксическая активность. Полученные
соединения увеличивают работоспособность (актопротекторная активность) крыс на
моделях нормо-, гипо- и гипертермии и проявляют антигипоксическую активность на
модели гемической гипоксии. Некоторые из изученных соединений в дозе 2,5 и 12,5 мг/кг
проявили более высокую актопротекторную и антигипоксическую активность по срав-
нению с бемитилом.

Профессиональная деятельность человека в современных условиях все более связывается
с влиянием на его организм различных экстремальных воздействий: повышенных физичес-
ких и психических нагрузок, резких перепадов температуры и влажности воздуха, содер-
жания в нем кислорода, различных токсикантов, гравитационных и других факторов.

Адаптационные системы организма во многих случаях не успевают срабатывать, что
приводит к быстрому истощению организма, развитию различных заболеваний, а также
может быть причиной чрезвычайных ситуаций. Поэтому все большую остроту приобретает
необходимость создания лекарственных препаратов не только для больных, но и практи-
чески здоровых людей. Речь идет о проблеме создания эффективных и безопасных совре-
менных средств, повышающих резистентность организма к экстремальным воздействиям
как в клинических условиях, так и в процессе деятельности практически здоровых лю-
дей. Арсенал имеющихся у медиков средств лишь частично может быть использован с этой
целью.

Актопротекторы — это препараты, действие которых направлено на поддержание нор-
мальной жизнедеятельности, сохранение умственной и физической работоспособности в эк-
стремальных условиях благодаря нормализации энергетического баланса клетки, снижения
интенсивности окислительных процессов в тканях и организме в целом. За счет этого про-
исходит экономия резерва кислорода, позволяющая особенно эффективно повышать ра-
ботоспособность в экстремальных условиях. Cледовательно, важнейшим эффектом акто-
протекторов является антигипоксическое действие. К числу актопротекторов могут быть
отнесены пирацетам и другие ноотропные препараты. Актопротекторы представлены ве-
ществами синтетического и природного происхождения различной структуры (гутимин,
апрессин, мефексамид, центрофеноксин, изотиобармин, бемитил, аскорбиновая кислота,
АТФ, жень-шень, элеутерококк, левзея и другие). Ранее было показано, что новым классом
актопротекторов и антигипоксантов являются некоторые производные дигидропиримиди-
на [1–3].

В настоящем исследовании нами были синтезированы и фармакологически изучены
новые производые дигидропиримидина 1–7.
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1 R = i-C3H7; 2 R = i-C4H9; 3 R = C5H11; 4 R = i-C5H11; 5 R = C6H13; 6 R = C7H15; 7 R = C6H5

5-Замещенные 2-(β-морфолино)этилмеркапто-1,6-дигидропиримидин-4-ол-6-оны (1–7)
получали конденсацией 5-замещенных тиобарбитуровых кислот с гидрохлоридом N-(β-мор-
фолино)этилхлорида в водной среде в присутствии едкого натра (способ 1) или в услови-
ях межфазного катализа в системе вода — хлороформ — едкий натр в присутствии ди-
бенз-18-краун-6 (способ 2). Структура веществ подтверждена методами ИК спектроскопии,
масс-спектрометрии и 1Н ЯМР спектроскопии.

В ИК-спектрах соединений 1–7 присутствуют интенсивные полосы поглощения карбо-
нильной группы при 1660–1630 см−1 (амид-1), C=N связи при 1560–1530 см−1, NH- и OH-
групп в области 3420–3450 см−1, полосы валентных колебаний СН связей метиленовых
групп при 2850–2920 см−1. Масс-спектры соединений характеризуются наличием пиков
молекулярных ионов соответствующих оснований, а также пиков максимальной интен-
сивности, соответствующих потере фрагментов (m/z 100) и
(m/z 113). 1Н ЯМР спектры содержат пики всех типов протонов соединений (1–7).

Экспериментальная часть. Индивидуальность веществ устанавливали методом ТСХ
на пластинах Silufol UV 254 в системах хлороформ — этанол — ацетон 25% раствор NH3

(5 : 4 : 3 : 1) и бутанол — уксусная кислота — вода (3 : 1 : 1); проявители: УФ, па-
ры иода. ИК-спектры записывали на спектрофотометре Specord IR 75 в таблетках KBr.
Масс-спектры регистрировали в масс-спектрометре МХ-1321, энергия ионизирующих эле-
ктронов 70 эВ. Температура камеры ионизации 200 ◦C. 1Н ЯМР спектры записывали на
приборе Varian WXP-300 c рабочей частотой 299,95 МГц в растворе ДМСО-d6, внутренний
стандарт ТМС.

Синтез гидрохлорида 5-изопропил-2-(β-морфолино)этилмеркапто-1,6-ди-
гидропиримидин-4-ол-6-она (1). Способ 1: 1,86 г (0,01 моль) 5-изопропил-2-тиобарби-
туровой кислоты растворяют в 10 мл воды, содержащей 0,44 г (0,011 моль) NaOH и добав-
ляют 2,23 г (0,012 моль) гидрохлорида N-(β-морфолино)этилхлорида. Нагревают 48–50 ч
при температуре 65–70 ◦С. Охлаждают, осадок отделяют и перекристаллизовывают из сме-
си вода : спирт (1 : 1). Получают 1,8 г (54%) продукта 1. Т. пл. 240–245 ◦С. 1Н ЯМР (δ,
м. д.) 1,12 д [6Н, 2СН3(i-C3H7)]; 3,07 уш. с [1Н, CН]; 3,3 м [2Н, S-CH2]; 3,35–3,50 м [6Н,
СН2−N(СН2)2]; 3,86–4,00 м [4Н, СН2−O−СН2]; 11,1 с [1Н, NH]; 12,05 с [1Н, OH].

Способ 2: к смеси 1,86 г (0,01 моль) 5-изопропил-2-тиобарбитуровой кислоты, 2,05 г
(0,011 моль) гидрохлорида N-(β-морфолино)этилхлорида и 0,036 г дибенз-18-краун-6 в 10 мл
хлороформа прибавляют 0,8 г (0,02 моль) NaOH в 10 мл воды, кипятят при перемешивании
10–12 ч и затем охлаждают. Слои разделяют, водный слой экстрагируют хлороформом, хло-
роформные вытяжки сушат сульфатом натрия. Хлороформ отгоняют в вакууме, остаток
растворяют в ацетоне и подкисляют спиртовым раствором HCl. Выпавший осадок перекри-
сталлизовывают из смеси спирт : вода (1 : 1). Выход 2,55 г (76%).

В описанных условиях синтезированы соединения 2–7: 2 — т. пл. 215–220 ◦C; выход 49%
(способ 1); 63% (способ 2). 3 — Т. пл. 225–230 ◦C; выход 55% (способ 1); 71% (способ 2). 4 —

120 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Т. пл. 189–192 ◦C; выход 62% (способ 2). 5 — Т. пл. 210–213 ◦C; выход 66% (способ 2). 6 —
Т. пл. 220–223 ◦C; выход 78%. 7 — Т. пл. 217–221 ◦C; выход 67% (способ 2).

Изучение фармакологических свойств проводилось на белых беспородных крысах, мас-
сой 160–280 г и мышах массой 25–30 г. Исследуемые соединения вводились внутрибрюшин-
но в виде суспензии с Твин-80 в дозах 2,5 и 12,5 мг/кг за 40 мин до начала тестирования.
Крысам и мышам контрольных групп вводили внутрибрюшинно 0,9% раствор NaCl. В ка-
честве препарата сравнения использовался бемитил в дозах 2,5 и 12,5 мг/кг. Для изучения
влияния синтезируемых соединений на работоспособность использовалась модель плава-
тельной пробы в условиях гипотермии, нормотермии и гипертермии при температуре во-
ды 10, 28 и 40 ◦C соответственно [4]. В этих условиях определяли продолжительность плава-
ния крыс с нагрузкой на хвосте (вес нагрузки составлял 10% массы тела крысы) в бассейне
под действием исследуемых веществ до появления признаков полного утомления (ныря-
ние, опускание на дно). Каждая доза веществ изучалась на выборке из 10 животных [5].
Антигипоксическую активность исследуемых веществ определяли методом гемической ги-
поксии с нитритом натрия [6]. Токсичность исследуемых соединений определяли методом
“Литчфилда и Уилкоксона” [7]. Статистическая обработка полученных результатов прово-
дилась методом расчета средней арифметической и ее уровня значимости с использованием
коэффициента Стьюдента [8].

В результате проведенных исследований в данном ряду были обнаружены соединения
с выраженными актопротекторными свойствами. Так, в дозе 2,5 мг/кг соединения 1–4 и 6
достоверно увеличивают в 1,5–2,3 раза время плавания крыс с нагрузкой на хвосте в бас-
сейне в условиях нормотермии по сравнению с контролем (табл. 1). Наиболее активными
оказались соединения 1 и 2. Изопропил- и изобутилпроизводные в дозе 2,5 мг/кг достоверно
увеличивали продолжительность плавания крыс в бассейне по сравнению с контролем в 2
и 2,3 раза соответственно, а также на 120 и 154% превосходили по эффективности бемитил
(2,5 мг/кг). Следует отметить, что бемитил в дозах 2,5 мг/кг на указанной модели не по-
вышает работоспособность животных и продолжительность плавания крыс не отличается
от контрольных значений. Вещества 5 и 7 практически не влияют на работоспособность
крыс, так как время плавания подопытных животных находится на уровне контрольных
значений.

Из представленных данных видно, что у контрольных крыс продолжительность плава-
ния в воде (10 ◦C) в среднем составила 86 с. Введение в организм животных соединений

Таблица 1. Влияние соединений 1–7 в дозе 2,5 мг/кг на работоспособность крыс на модели плавательной
пробы в условиях нормо-, гипо- и гипертермии в сравнении с бемитилом (2,5 мк/кг), n = 10

Соединения
Длительность плавания крыс, с

28 ◦C 10 ◦C 40 ◦C

1 256∗ ± 19,5 213∗ ± 17,2 328∗ ± 32,4
2 295∗ ± 30,5 130∗ ± 11,4 202∗ ± 18,3
3 185∗ ± 14,7 173∗ ± 15,4 208∗ ± 19,5
4 177∗ ± 13,8 109∗ ± 11,2 —
5 130± 10,4 151∗ ± 12,3 —
6 189∗ ± 15,8 120∗ ± 8,4 234∗ ± 24,1
7 144± 15,3 171∗ ± 15,2 —

Контроль 127± 13,2 86± 7,5 159 ± 16,1
Бемитил 2,5 мг/кг 116± 12,1 78± 7,9 140 ± 13,2

∗Достоверно при p < 0,05 по сравнению с бемитилом.
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Рис. 1. Антигипоксическая активность соединений 1–7 в дозе 12,5 мг/кг в сравнении с бемити-
лом (12,5 мг/кг).
∗Достоверность отличий в сравнении с бемитилом, p > 0,05; ∗∗достоверность отличий в сравнении с кон-
тролем, p > 0,05

1–7 повышает физическую работоспособность крыс в условиях опыта (см. табл. 1). При
этом соединении 1, 3, 5 и 7 увеличивают продолжительность времени плавания крыс в 2,5,
2,0, 1,7 и 2 раза соответственно по сравнению с контрольными показателями. Наиболее
высокой эффективностью обладают соединения 1, 3, 5 и 7, которые на 173, 121, 93 и 119%
соответственно усиливают работоспобность животных в плавательной пробе в сравнении
с бемитилом (2,5 мг/кг). Соединения 2, 4 и 6 оказались менее эффективными в условиях
гипотермии в сравнении с соединениями 1, 3, 5, 7. Термопротекторную активность соеди-
нений 1–7 оценивали по физической выносливости крыс — продолжительности плавания
до появления утомления в воде при +40 ◦C. В условиях гипертермии (см. табл. 1) наиболее
эффективными оказались вещества 1 и 6, которые в 2 и 1,4 раза соответственно увеличи-
вали физическую выносливость животных по сравнению с контролем. Следует отметить,
что соединение 1 с изопропильным заместителем в положении 5 на 134% превышает по
активности препарат сравнения бемитил, а соединение 6 — на 67%, при этом продолжи-
тельность плавания крыс при гипертермии под влиянием соединения 1 на 28% выше, чем
при нормотермии.

Известно, что одной из существенных особенностей действия актопротекторов явля-
ется способность сохранять высокую физическую работоспособность в условиях экстре-
мальных тепловых нагрузок [9]. Коррекция гипертермии актопротекторами проявляется
в нормализации энергетического обмена, стабилизации окислительного фосфолирования,
торможении перекисного и микросомального окисления, защите биологических мембран [9].
Универсальность актопротекторных средств заключается в том, что они действуют не на
системном, а на клеточном (тканевом) уровне. Именно клеточный уровень действия этих
препаратов допускает возможность профилактики смягчения влияния неблагоприятных
факторов окружающей среды на любой орган [9].

Антигипоксическая активность соединений в дозе 12,5 мг/кг была изучена в опытах на
мышах. В результате проведенных экспериментов было установлено, что соединение 1, 5,
6 в дозе 12,5 мг/кг обладает выраженной антигипоксической активностью (рис. 1). Так,
подопытная группа животных при введении веществ 1, 5, 6 прожила на 63, 28 и 41% со-
ответственно больше контрольной с нитритом натрия, что свидетельствует о выраженном
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антигипоксическом эффекте соединений. Соединение 1 по противогипоксической активно-
сти на 23% превосходило по эффекту бемитил, а соединение 6 проявило такой же проти-
вогипоксический эффект, как бемитил.

Таким образом, соединения 1–7 относятся к малотоксичным соединениям. Их ЛД50 >

> 650 мг/кг.
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Синтез i актопротекторнi властивостi похiдних
2-(β-морфолiно)етилмеркапто-1,6-дигiдропiримiдину

Cинтезовано новi похiднi 2-(β-морфолiно)етилмеркапто-1,6-дигiдропiримiдину та вивчено
їх актопротекторну й антигiпоксичну активнiсть. Отриманi сполуки пiдвищують пра-
цездатнiсть (актопротекторну активнiсть) щурiв на моделях нормо-, гiпо- i гiпертермiї
та володiють антигiпоксичною активнiстю на моделi гемiчної гiпоксiї. Деякi з вивчених
сполук у дозах 2,5 й 12,5 мг/кг виявили бiльш високу актопротекторну й антигiпоксичну
активнiсть у порiвняннi з бемiтилом.
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S.G. Soboleva, Academician of the NAS of Ukraine S.A. Andronati,
T. L. Karasyova, E.A. Kostenko

Synthesis and actoprotective properties of
2-(β-morpholino)ethylmercapto-1,6-dihydropirimidine derivatives

2-(β-Morpholino)ethylmercapto-1,6-dihydropyrimidine derivatives are synthesized, and their acto-
protective and antihypoxic propertives are studied. The obtained compounds raise the capacity work
of rats (actoprotective activity) on the models of normo-, hypo-, and hyperthermia and possess
antihypoxic effects on the model of haemic hypoxia. Some of these compounds in a dose of 2.5 mg/kg
demonstrate a higher actoprotective and antihypoxic activity than that of bemitylum.
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УДК 543.422:543.361:546.15

А.Ю. Трохименко, О. А. Запорожець

Пряма та непряма твердофазна спектрофотометрична
йодометрiя для визначення форм йоду, окисникiв

та вiдновникiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.М. Зайцевим)

Розроблено метод твердофазної спектрофотометричної йодометрiї з використанням
пiнополiуретану для визначення спiвiснуючих у розчинi I2 й I− та IO−

4 , IO−

3 , BrO−

3 ,
а також iнших окисникiв на прикладi NO−

2 й H2O2 пiсля еквiвалентного перетворен-
ня аналiтiв у I2. Межа виявлення I2 становить 9 мкг/дм3, лiнiйнiсть градуювального
графiка зберiгається до 1200 мкг/дм3. На прикладi SCN−, S2O

2−
3 , S4O

2−
6 показано мо-

жливiсть визначення сiрковмiсних вiдновникiв пiсля окиснення їх надлишком MnO−

4

або IO−

3 та подальшої реакцiї залишку окисника з йодидом з видiленням еквiвалентної
кiлькостi I2.

Пряма i непряма йодометрiя у розчинах використовується в аналiтичнiй практицi для ти-
триметричного та спектрофотометричного визначення окисникiв i вiдновникiв [1]. Спект-
рофотометрична йодометрiя грунтується на детектуваннi йоду у формi I−3 (ε290 =
= 38970 дм3/(моль · см) та ε350 = 25750 дм3/(моль · см) [2]) або йодкрохмального комплексу
(ε590 = 40000–45000 дм3/(моль · см) [3]). Останнiй варiант є чутливiшим, але менш точним.
Це зумовлено тим, що крохмаль є сумiшшю амiлози (λmax = 620–680 нм) та амiлопектину
(λmax = 520–555 нм).

Спектрофотометричне визначення окисникiв грунтується на попередньому окисненнi
ними надлишку I− до I0 з подальшим детектуванням I2 (I−3 ), що утворився, а вiдновникiв —
на частковому вiдновленнi надмiру I2 (I−3 ) з подальшим детектуванням поглинання залишку
I2 (I−3 ).

Пiдвищення чутливостi та вибiрковостi визначення досягається концентруванням iз за-
стосуванням рiдинної [4] i твердофазної екстракцiї [5]. Як носiї у твердофазнiй екстракцiї
використовують неорганiчнi i органiчнi сорбенти рiзної природи. Вiдомо, що йод з водних
розчинiв вилучається активованим вугiллям [6], композитним полiстирен-дивiнiлбензеном
з iмпрегнованим полiвiнiлпiролiдоном [2, 7] та пiнополiуретанами (ППУ) [8–11].

Вiдомо застосування ППУ для роздiлення i концентрування неорганiчних i органiчних
речовин. Застосування ППУ для визначення мiкрокiлькостей йоду в науковiй лiтературi
не описано. Тому наша мета полягала в розробцi методик прямого i непрямого визначення
спiвiснуючих форм йоду та деяких iнших окисникiв i вiдновникiв iз застосуванням прямої
i непрямої йодометрiї.

Експериментальна частина. ППУ на основi полiетерiв ППУ-1 та полiестерiв ППУ-2
нарiзали у формi дискiв дiаметром 15 мм та заввишки 3 мм (середня маса дискiв 0,024–
0,025 г) i перед використанням промивали 1 моль/л сiрчаною кислотою, водою i ацето-
ном [10].

Приготування стандартного розчину йоду. З метою мiнiмiзацiї втрат йоду при розбав-
леннi концентрованих розчинiв за рахунок його леткостi стандартнi воднi розчини елемент-
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ного йоду (у формi трийодиду) готували шляхом пiдкислення сiрчаною кислотою до pH 1
розчину йодату (V) необхiдної концентрацiї у присутностi надлишку йодиду.

Сорбцiя I2 на ППУ. Реакцiю утворення елементного йоду проводили в медичному шпри-
цi об’ємом 10 см3, мiнiмiзуючи таким чином контакт розчину з киснем повiтря та запобiгаю-
чи можливим втратам йоду внаслiдок його леткостi. Для сорбцiї диск ППУ закрiплювали
мiж поршнем i носиком iншого такого самого за об’ємом шприця, витиснувши при цьому
повiтря з сорбенту, та перекачували розчин з першого шприця у другий крiзь диск ППУ
впродовж 2,5 хв зi швидкiстю 4 см3/хв.

Окиснення йодиду до I2. Для окиснення йодиду до молекулярного йоду нами було за-
стосовано стандартну методику iз застосуванням оксону [12]. Для цього до 10 см3 водного
розчину йодиду з 1,0 < pH < 4,0 додавали 0,1 см3 0,1%-го робочого розчину оксону, витри-
мували 0,5 хв, утворений йод, як описано вище, сорбували на ППУ.

Постадiйне вiдновлення IO−
4 , IO−

3 i BrO−
3 йодидом до I2. До сумiшi розчинiв IO−

4 , IO−
3

та BrO−
3 додавали надмiр йодиду i сумiш поступово пiдкислювали розчином сульфатної

кислоти до pH 4,5, 3,5 i 1,5, розчин при певному pH витримували впродовж 10 хв, йод, що
видiлявся, сорбували ППУ. При pH 4,5 сорбували йод, видiлений в результатi окиснення
йодиду йодатом (VII). При pH 3,5 i 1,5 вилучали йод, утворений при окисненнi йодиду
йодатом (V) i броматом (V).

Вiдновлення нiтриту i пероксиду водню йодидом. До розчину нiтриту або пероксиду
додавали певну кiлькiсть розчинiв сульфатної кислоти, йодиду i мiкрокiлькостi Cu(II) або
молiбдату як каталiзаторiв. Йод, що видiлявся, сорбували на ППУ за наведеною вище ме-
тодикою.

Окиснення вiдновникiв (SCN−, S2O
2−
3 або S4O

2−
6 ) надлишком окисника з подальшим

вiдновленням його залишку йодидом. До водних розчинiв SCN −або S2O
2−
3 , або S4O

2−
6 до-

давали певну кiлькiсть сульфатної кислоти та окисника, сумiш витримували при певнiй
температурi впродовж фiксованого часу. Далi до утвореного розчину при кiмнатнiй тем-
пературi додавали розчин йодиду. Йод, що утворився в кiлькостi, еквiвалентнiй залишку
окисника, сорбували на ППУ.

Результати експерименту. Сорбцiя I2 на ППУ. Вибiр типу ППУ. Сорбцiя йоду на
ППУ зумовлена взаємодiєю йоду з киснем полiефiрних ланцюгiв сорбенту за донорно-акцеп-
торним механiзмом, про що свiдчать змiщення смуг коливань C−O зв’язкiв у IЧ-спектрах
ППУ-1 з 1094 до 1076 см−1. Смуга, що вiдповiдає коливанням C=O подвiйних зв’язкiв
ППУ-2, дещо розширюється i зсувається з 1727 до 1724 см−1, що пiдтверджує участь цих
груп у закрiпленнi йоду на поверхнi сорбенту. Ймовiрно, молекули йоду, що є акцепторами
електронiв, утворюють комплекси з переносом заряду з атомами кисню полiефiрних груп
сорбенту, що є σ-донорами електронiв [6].

Максимуми свiтлопоглинання концентратiв, отриманих сорбцiєю елементного йоду з га-
зової фази, з водного сульфатнокислого розчину йоду та з розчину трийодиду, збiгаються.
Це свiдчить про те, що йод на ППУ вилучається в молекулярнiй формi I2.

У спектрах поглинання ППУ-1 (крива 1 на рис. 1), обробленого розчином трийодиду,
спостерiгається одна смуга поглинання з λmax при 360 нм. У спектрi ППУ-2 (див. криву 2
на рис. 1), крiм смуги з λmax при 360 нм, спостерiгається плече при 560 нм. Це свiдчить про
можливiсть детектування йоду методом твердофазної спектрофотометрiї (ТСФ).

Iзотерми сорбцiї йоду на ППУ iлюструє рис. 2, з якого видно, що за формою вони
належать до Н-типу. Наявнiсть дiлянки хемосорбцiї вказує на високу спорiдненiсть сорбату
до сорбенту.
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Рис. 1. Нормованi спектри поглинання йоду на ППУ. ∆A = A−AППУ

Ємнiсть ППУ, що вiдповiдає хемосорбцiї йоду, становить 15 мкмоль/г (ППУ-1) та
12 мкмоль/г (ППУ-2). Для подальших дослiджень було обрано ППУ-1 з огляду на бiль-
ше значення аналiтичного сигналу та його стабiльнiсть щонайменше впродовж двох дiб
при вимiрюваннi методом ТСФ.

Отриманi результати було покладено в основу методик постадiйного сорбцiйного вилу-
чення ППУ-1 спiвiснуючих у розчинах форм йоду з подальшим ТСФ детектуванням.

Визначення I2 й I− у модельних бiоцидних розчинах. З розчину при pH 1,0–4,5 вилучали
елементний йод таблеткою ППУ-1, як вказано вище, таблетку вiдокремлювали вiд розчину
та фотометрували. Йодид, що залишився у розчинi пiсля вiдокремлення йоду, окиснювали
оксоном до молекулярного йоду за тих самих умов за реакцiєю:

2I− + SO2−
5 + 2H+ ↔ I2 + SO2−

4 +H2O.

Йод, що утворився, вилучали ППУ-1 та детектували методом ТСФ.
Схематично визначення I2 й I− при їх взаємнiй присутностi можна представити таким

чином:

I2 + I−
ППУ,pH 1,0−3,0−→ ППУ · I2 + I−

оксон−→ I2
ППУ−→ ППУ · I2.

↓ ↓
ТСФ детектування ТСФ детектування

Межi виявлення йоду та йодиду, що розрахованi за критерiєм 3σ, становлять 9 мкг/дм3,
лiнiйнiсть градуювального графiка (ГГ) зберiгається до 1,2 мг/дм3 (табл. 1). Додаткове зни-
ження межi виявлення йодиду у шiсть разiв досягалось при застосуваннi реакцiї амплiфiка-
цiї. Для цього для окиснення йодиду пiсля вiдокремлення замiсть оксону використовували
надлишок брому за реакцiєю:

I− + 3Br2 + 3H2O ↔ IO−
3 + 6Br− + 6H+,

надмiр якого видаляли фенолом [4].
Йодат (V), що утворився, вiдновлювали надлишком йодиду при pH 1,0–3,0:

IO−
3 + 8I− + 6H+ ↔ 3I−3 + 3H2O
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Рис. 2. Iзотерми сорбцiї йоду на ППУ: 1 — ППУ-1; 2 — ППУ-2.
cI− = 0,03 моль/л; pH 1,0; T = (293± 1) К

з подальшим вилученням утвореного йоду та детектуванням методом ТСФ. У цьому разi
з одного грам-моля йодиду утворюється три грам-моля йоду з вiдповiдним зниженням межi
виявлення вiд 9 до 1,5 мкг/дм3.

Визначення IO−
4 , IO−

3 i BrO−
3 у модельних питних водах, що знезараженi шляхом їх

озонування. IO−
4 , IO−

3 й BrO−
3 вiдновлюються I− за умов, оптимальних для кожного з оксо-

галогенатiв:

IO−
4 + 7I− + 8H+ рН 4,5−→ 4I2 + 4H2O,

IO−
3 + 5I− + 6H+ рН 3,5−→ 3I2 + 3H2O,

BrO−
3 + 6I− + 6H+ рН 1,5−→ 3I2 +Br− + 3H2O.

Перебiг реакцiй при оптимальному значеннi pH завершується за 10 хв (рис. 3). Експе-
риментально встановлено, що оптимальною для кiлькiсного перетворення оксогалогенатiв
у I2 є концентрацiя йодиду калiю 0,02 моль/л.

Встановленi закономiрностi покладено в основу методик визначення оксогалогенатiв при
їх взаємнiй присутностi: в розчин додавали надмiр I− i створювали pH ∼4,5. I2, що утво-
рювався в кiлькостi, еквiвалентнiй вмiсту йодату (VII), вилучали таблеткою ППУ-1, як

Таблиця 1. Метрологiчнi характеристики йодометричного твердофазного спектрофотометричного визначе-
ння деяких аналiтiв з використанням ППУ-1

Аналiт Межа виявлення, мкг/дм3 Дiапазон лiнiйностi ГГ, мкг/дм3

I2 9,0 30–1200

I− 9,0 30–1200

I− (при застосуваннi 1,5 5,0–200
реакцiї амплiфiкацiї)

IO−

4 1,7 6,0–230

IO−

3 2,1 7,0–280

BrO−

3 1,5 5,0–200

NO−

2 3,3 10–430
H2O2 1,2 4,0–160

Пр и м i т ка . Vводної фази = 10 см3; mППУ-1 = (0,025 ± 0,001) г; n = 5; P = 0,95.
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Рис. 3. Взаємодiя оксогалогенатiв з йодидом залежно вiд pH середовища: 1 — IO−

4 ; 2 — IO−

3 ; 3 — BrO−

3 .
c, моль/л: IO−

4 , IO−

3 , BrO−

3 = 4,3 · 10−6; I− = 8 · 10−3

вказано вище, та детектували ТСФ. Далi розчин пiдкислювали до pH 3,5, аналогiчно ви-
значали вмiст йодату (V), а останнiм — вмiст бромату (V), вилучаючи I2, що утворювався
при його вiдновленнi за умов pH 1,5.

Схематично визначення оксогалогенатiв можна представити таким чином:

IO−
4 + IO−

3 + BrO−
3 + I− (у надлишку)

ППУ, pH 4,5−→
ППУ, pH 4,5−→ ППУ · I2 + IO−

3 + BrO−
3 + I− (у надлишку)

ППУ, pH 3,5−→
↓
ТСФ детектування

ППУ, pH 3,5−→ ППУ · I2 + BrO−
3 + I− (у надлишку)

ППУ, pH 1,5−→
↓
ТСФ детектування

ППУ, pH 1,5−→ ППУ · I2 + I− (у надлишку)
↓
ТСФ детектування

Метрологiчнi характеристики розроблених методик визначення оксогалогенатiв наведено
в табл. 1.

Визначення iнших окисникiв на прикладi NO−
2 i H2O2. Йодид окиснюється нiтритом

та пероксидом гiдрогену до йоду в кислому середовищi у присутностi як каталiзаторiв
Cu(II) [13] та молiбдату [14], згiдно з реакцiєю:

2NO−
2 + 3I− + 4H+ Cu(II)−→ 2NO + 2H2O+ I−3 ;

H2O2 + 3I− + 2H+ MoO2−
4−→ I−3 + 2H2O.

Встановлено, що кiлькiсне окиснення досягається при концентрацiї сульфатної кисло-
ти >0,25 моль/л, йодиду > 4,0 ммоль/л та концентрацiї каталiзаторiв 0,05–0,1 мкмоль/л.
Оскiльки каталiзатори прискорюють не лише iндикаторну, а й фонову реакцiю (мiж I− i О2
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Рис. 4. Вплив температури на швидкiсть окиснення тiоцiанату йодатом: T ± 1, К: 1 — 293; 2 — 303; 3 —
313; 4 — 323.
c, моль/л: SCN− 2 · 10−6; IO−

3 4 · 10−6; I− 0,02; H2SO4 0,02

повiтря), то для отримання задовiльних метрологiчних характеристик визначення проводи-
ли в деаерованих водних розчинах, пропускаючи крiзь них азот. Метрологiчнi характерис-
тики наведено у табл. 1, з якої видно, що МВ для NО−

2 й H2O2 становлять 3,3 й 1,8 мкг/дм3

вiдповiдно.
Визначення сульфуровмiсних вiдновникiв на прикладi SCN−, S2O

2−
3 i S4O

2−
6 . Вiдомо [15],

що анiони SCN−, S2O
2−
3 й S4O

2−
6 окиснюються до SO2−

4 перманганатом та йодатом при
нагрiваннi (T = 313 К, pH ∼1), згiдно з такими реакцiями:

5SCN− + 6MnO−
4 + 8H+ → 5SO2−

4 + 6Mn2+ + 5CN− + 4H2O;

SCN− + IO−
3 +H2O → SO2−

4 +HCN + I− +H+;

3S2O
2−
3 + 4IO−

3 + 3H2O → 6SO2−
4 + 4I− + 6H+;

3S4O
2−
6 + 7IO−

3 + 9H2O → 12SO2−
4 + 7I− + 18H+.

Як приклад, на рис. 4 наведено залежнiсть швидкостi окиснення тiоцiанату йодатом вiд
температури. Видно, що кiлькiсне окиснення 35 мкг SCN− досягається при витримуваннi
розчину при pH ∼1 при T = 313 К впродовж 30 хв. Залишок окисника, наприклад MnO−

4

або IO−
3 , вiдновлювали, додаючи до отриманого розчину надлишок йодиду. Кiлькiсть ви-

дiленого йоду, що еквiвалентна кiлькостi доданого надлишку окисника, вилучали ППУ, як
вказано вище, та детектували методом ТСФ.

Таким чином, запропонована методологiя визначення форм йоду (деяких окисникiв i вiд-
новникiв методом твердофазної йодометрiї з використанням ППУ) не передбачає застосу-
вання токсичних органiчних розчинникiв. Це робить ТСФ методики екологiчно безпечними
та дає змогу iстотно знизити МВ, наприклад молекулярного йоду з 100 мкг/дм3 у разi екс-
тракцiйного до 1,5–9,0 мкг/дм3 у разi сорбцiйного концентрування.
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А.Ю. Трохименко, О.А. Запорожец

Прямая и косвенная твердофазная спектрофотометрическая
йодометрия для определения форм йода, окислителей
и восстановителей

Разработан метод твердофазной спектрофотометрической йодометрии с использованием
пенополиуретана для определения сосуществующих в растворе I2, I− и IO−

4 , IO−

3 , BrO−

3 ,
а также других окислителей на примере NO−

2 и H2O2 после эквивалентного превращения
аналитов в I2. Предел обнаружения I2 составляет 9 мкг/дм3, линейность градуировочного
графика сохраняется до 1200 мкг/дм3. На примере SCN−, S2O

2−
3 и S4O

2−
6 показана возмож-

ность определения серосодержащих восстановителей после окисления их избытком MnO−

4

или IO−

3 и последующей реакции остатка окислителя с иодидом с выделением эквивалент-
ного количества I2.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 131



A.Yu. Trohimenko, O.A. Zaporozhets

Direct and indirect solid-phase spectrophotometric iodimetry for the
determination of forms of iodine and oxidizing and reducing agents

Solid-phase spectrophotometric iodimetry method with the use of polyurethane foam is developed to
determine the co-existing in a solution of I2, I

− and IO−

4 , IO−

3 , BrO−

3 , as well as other oxidants by
the example of NO−

2 and H2O2 after the equivalent transformation of analytes in I2. The detection
limit of I2 is 9 mkg/dm3 with linear calibration curve up to 1200 mkg/dm3. The possibility of
the determination of sulfur-containing reducing agents after oxidation of SCN−, S2O

2−
3 , S4O

2−
6

with excess MnO−

4 or IO−

3 , and the subsequent reaction of the oxidant residue and iodide with the
liberation of an equivalent amount of I2 is shown.
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Исследована зависимость индекса сагиттальных отолитов (l/d) от стандартной дли-
ны тела (SL) у Engraulis encrasicolus в Азово-Черноморском регионе. Показано, что l/d
индекс не является постоянной величиной и изменяется в зависимости от линейных
размеров тела особей хамсы. Это связано с разнонаправленностью изменений значе-
ний длины (l) и ширины (d) отолита. Отмечено, что известные значения l/d индекса
для ряда выделяемых внутривидовых группировок хамсы (азовской, прибрежной и др.)
попадают в область нормального распределения для черноморской популяции. Это озна-
чает, что данный показатель не может быть использован в качестве единственного
критерия для изучения популяционной структуры азово-черноморского анчоуса.

Европейский анчоус Engraulis encrasicolus имеет широкий ареал распространения и важное
промысловое значение для Азово-Черноморского региона. Его внутривидовая структура до
конца не установлена. В настоящее время признано существование двух форм хамсы, отли-
чающихся по ряду морфологических признаков, которые были выделены в два подвида:
черноморская Engraulis encrasicolus ponticus Aleksandrov и азовская Engraulis encrasicolus
maeoticus Puzanov [1, 2]. Основным критерием их идентификации является индекс сагит-
тальных отолитов l/d (отношение длины отолита к его ширине). Данный показатель позво-
ляет одновременно определять возраст и популяционную принадлежность анчоуса. Однако
его применение в качестве различительного внутривидового критерия имеет ряд проблем,
требующих критического анализа.

С одной стороны, это обусловлено более сложной внутривидовой структурой анчоуса
в Азово-Черноморском регионе, чем предполагалось ранее. Известно, что средние значения
l/d индекса для азовской и черноморской хамсы равны 1,96 и 2,15 соответственно [3]. При
анализе уловов хамсы в осенне-зимний период у побережья Крыма была выделена груп-
пировка, популяционная принадлежность которой не установлена. Индекс отолитов для
нее составил 2,41 [4]. В других исследованиях говорилось о возможности существования
“прибрежной” формы со значением l/d 2,04 [5]. Популяционные исследования, основанные
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Рис. 1. Распределение по частотам индекса отолитов: 1 — эмпирическая кривая распределения; 2 — теоре-
тическая кривая

на изучении белкового полиморфизма (лактатдегидрогеназы, аспартатаминотрансферазы,
изоцитратдегидрогеназы, эстеразы), показали также существование азово-черноморских
гибридов с механической или генетической примесью атлантического анчоуса [6]. Значе-
ния индекса отолитов для гибридных форм рассчитано не было. Необходимо отметить,
что средние значения l/d в вышеупомянутых работах близки и существует вероятность
значительного перекрытия кривых нормального распределения, что ставит под сомнение
надежность данного критерия.

С другой стороны, следует обратить внимание и на различные значения углового ко-
эффициента в уравнениях регрессии, отражающих зависимость между длиной и шириной
отолитов и линейными размерами рыбы [7]. Это позволяет предположить, что значения l/d
имеют возрастную динамику, т. е. не являются постоянными величинами. Изучению этих
аспектов проблемы и посвящена настоящая работа.

Материалом для исследования послужили особи черноморского анчоуса (E. encrasicolus
ponticus Aleksandrov), собранные в Черном море в районе Севастополя (бухта Стрелецкая
и мыс Лукул) в ноябре–декабре 2010 г. Возраст рыб определяли по сагиттальным отоли-
там [8]. У каждой особи измеряли стандартную длину тела (SL) с точностью до 1 мм,
а также длину (l) и ширину (d) отолита с точностью до 0,025 мм (измерения проводили под
бинокуляром МБС-10 с помощью окуляр-микрометра) [9]. Всего было изучено 346 отоли-
тов: 121 — из бухты Стрелецкая и 224 — с мыса Лукул. На основании полученных значений
рассчитывали индекс отолитов — как отношение длины отолита к его ширине. Результаты
представлены в виде x ± Sx.

При анализе особенностей распределения l/d индекса обе группы рыб (б. Стрелецкая
и м. Лукул) рассматривали как один массив данных (рис. 1). С помощью критерия Пирсона
(χ2) была подтверждена нормальность распределения: χ2

эмп = 16,99; χ2
кр = 33,4. Среднее

значение составило 2,15 ± 0,12.
Эмпирическая кривая распределения имеет три вершины: в районе 2,09; 2,18 и 2,37,

что близко к значениям, отмеченным в начале сообщения. Это может определяться не-
однородностью выборки — примесью особей из других внутривидовых группировок, особен-
ностью возрастного состава или влиянием каких-либо иных неконтролируемых факторов.
Полученное среднее значение l/d — 2,15± 0,12 соответствует известным для черноморской
популяции. Необходимо отметить, что все вышеприведенные величины l/d индекса для
других внутривидовых группировок хамсы (1,96; 2,41; 2,04) [3–5] попадают с определенной
вероятностью в область данного нормального распределения для черноморской популя-
ции. Для уменьшения ошибки при определении популяционной принадлежности необхо-
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Рис. 2. Зависимости между линейными размерами рыбы и длиной (1 ) и шириной (2 ) отолитов

димо дальнейшее комплексное исследование характера распределения l/d индекса у всех
внутривидовых группировок хамсы. Особое внимание при этом следует уделить погранич-
ным областям.

Зависимости между длиной (l) и шириной (d) отолитов и линейными размерами особей
представлены на рис. 2. Они хорошо описываются уравнениями линейной регрессии:

l = 0,02SL + 0,51; R2 = 0,76;

d = 0,01SL + 0,35; R2 = 0,67.

Ранее показано, что индекс отолитов не зависит от линейных размеров рыбы [3]. Одна-
ко, как следует из уравнений l(SL) и d(SL), различия в значениях углового коэффициента
достигают 2 раз. Данный факт говорит о различной скорости увеличения длины и шири-
ны отолитов по мере роста особей хамсы, что должно влиять и на значения l/d индекса.
Уравнение, отражающее эту зависимость, имеет следующий вид:

l

d
= 0,0024SL + 1,9286.

Несмотря на небольшое значение углового коэффициента разброс значений индекса отоли-
тов, обусловленный линейными размерами особей, будет влиять на определение популяци-
онной принадлежности анчоуса.

В качестве примера рассмотрим значения l/d индекса для двух исследуемых групп рыб:
б. Стрелецкая, м. Лукулл (табл. 1). Видно, что полученные эмпирические значения сре-
дних l/dэмп фактически соответствуют расчетным величинам l/dтеор. Различия статисти-
чески выражены. Однако стандартная длина тела особей, отловленных в районе м. Лукул,
на 17,3% ниже (p < 0,001). У этой группы также меньшие значения l/d индекса (p < 0,001).

Таким образом, в результате проведенного анализа показано, что известные величины
l/d индекса для азовской, прибрежной и черноморской рас анчоуса попадают в область
нормального распределения для рассматриваемой в работе группировки рыб. Значения l/d

Таблица 1. Зависимость параметра отолита от стандартной длины рыбы

Группа рыб
Количество
отолитов SL, мм l/dэмп l/dтеор

б. Стрелецкая 121 105,0 ± 0,7 2,19 ± 0,01 2,18± 0,01
м. Лукул 223 86,8 ± 0,6 2,14 ± 0,01 2,14± 0,01
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индекса не являются постоянной величиной и изменяются в зависимости от линейных ра-
змеров тела особей хамсы (стандартная длина — SL). Это связано с разнонаправленно-
стью изменений значений l и d отолита. Данный показатель может быть использован для
сравнения азовской и черноморской рас только при анализе особей одноразмерных групп.
Требуется его дальнейшее изучение с целью получения уравнений зависимости l, d и l/d от
SL для азовской популяции E. encrasicolus.
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К.О. Водясова

Значення iндексу отолiтiв у рiзнорозмiрних груп анчоуса Engraulis

encrasicolus бiля берегiв Криму

Дослiджено залежнiсть iндексу сагiтальних отолiтiв (l/d) вiд стандартної довжини тi-
ла (SL) у Engraulis encrasicolus в Азово-Чорноморському регiонi. Показано, що l/d iндекс не
є постiйною величиною i змiнюється залежно вiд лiнiйних розмiрiв тiла особин хамси. Це
пов’язано з рiзноспрямованiстю змiн значень довжини (l) i ширини (d) отолiта. Вiдзначе-
но, що вiдомi значення l/d iндексу для ряду внутрiшньовидових угруповань хамси (азовської,
прибережної та iн.) потрапляють в область нормального розподiлу для чорноморської по-
пуляцiї. Це означає, що даний показник не може бути використаний як єдиний критерiй
для вивчення популяцiйної структури азово-чорноморського анчоуса.
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E.A. Vodiasova

Values of index of otoliths from different size groups of anchovy
Engraulis encrasicolus off the coast of the Crimea

The dependence of the index sagittal otoliths (l/d) from the standard body length is analyzed for
Engraulis encrasicolus in the Azov-Black Sea region. It is shown that the l/d index is not constant
and varies with the linear size of the body of anchovy. This is due to different growths of length (l)
and width (d) of the otolith. It is noted that the known values of l/d index for intraspecific groups
of anchovy (Azov, coastal, etc.) fall within the normal distribution for the Black population. This
means that this rate cannot be used as the sole criterion for the study of a population structure
of the Azov-Black Sea anchovy.
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УДК 594.141:591.5

С.В. Межжерин, Л.Н. Янович, Е.И. Жалай, М. М. Пампура,
Л.А. Васильева

Репродуктивная изоляция двух викарных форм

перловицы овальной Unio crassus Philipsson, 1788
(Bivalvia, Unionidae) c низким уровнем генетической

дифференциации

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины И.А. Акимовым)

Проведенный аллозимный популяционный анализ и секвенирирование двух митохонд-
риальных генов перловицы овальной Unio crassus s. lato доказали реальность двух ре-
продуктивно изолированных в зоне парапатрии равнинной и горной групп популяций
этого моллюска, которые с учетом четких морфологических и генетических различий
следует рассматривать как разные виды U. crassus s. str. и U. stevenianus соответст-
венно. Поскольку уровень генетической дивергенции этих двух видов очень незначитель-
ный, а репродуктивная изоляция между ними надежная, то полученные результаты
подтверждают, что для запуска видообразования достаточно незначительных генных
различий.

Систематика европейских двустворчатых моллюсков семейства Unionidae во многом неод-
нозначна. И причина этого состояния заключается уже не столько в затянувшемся противо-
стоянии двух научных школ: российской, согласно взглядам апологетов которой род Unio
представлен в Европе не менее чем 10 видами, и европейской, сторонники которой счи-
тают, что в Европе обитают только три широкоареальных вида, сколько в необходимости
дальнейшего уточнения статуса ряда географических форм этих трех широко распростра-
ненных полиморфных видов. Очевидно, что именно по пути придания статуса надвидов
с последующим вычленением в их пределах ряда викарных видов (алловидов) и следует
ожидать прогресса в систематике этой группы моллюсков. Эту точку зрения подтверждает
ряд геногеографических исследований [1–4].

Одним из предполагаемых надвидовых комплексов является перловица овальная Unio
crassus. Оказалось [5], что между номинативной равнинной и предгорной ее формой из
рек Карпат и Крыма, последняя уже выделялась в качестве вида U. stevenianus Krynic-
ki, 1837 [6], не только существуют устойчивые морфологические различия (рис. 1), но и
в зоне парапатрии, которая располагается в Закарпатье (рис. 2), имеет место резкая пе-
реходная зона в частотах аллелей локуса Mdh-1. Этот факт дает основания считать, что
в случае с равнинной и предгорной формами имеет место эволюционная дивергенция на
систематически значимом уровне. Для подтверждения данного предположения проведено
генетическое исследование, акцентированное, с одной стороны, на картирование с помощью
энзимных локусов зоны парапатрии, проходящей по предгорьям Закарпатья, а с другой —
на оценку степени генетической дивергенции этих форм на фоне их дифференциации в пре-
делах европейских Unio путем секвенирования последовательностей двух митохондриаль-
ных генов.
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Рис. 1. Общий вид моллюсков: сверху — мелкая форма U. stevenianus (предгорья Карпат, р. Боржава,
с. Вильховка); снизу — крупная форма U. crassus (р. Случь, бассейн р. Припять, г. Барановка, Житомирская
обл.)

Рис. 2. Изменчивость генных частот локуса Mdh-1 в популяциях Unio crassus s. lato на территории Украины.
Аллели: Mdh-1100 — заполнение черным цветом, Mdh-1110 — белым

Материалом для исследования послужили серии моллюсков Unio crassus s. lato, со-
бранные в разных регионах Украины. Особое внимание при этом было уделено выборкам
из Закарпатья и Крыма.

Аллозимный анализ осуществлен с помощью электрофореза в полиакриламидном геле.
Выделение геномной ДНК производилось по стандартному протоколу с использованием

набора ДНК-ЭКСТРАН-2 (“Синтол” Кат № EX-511). Для сравнительного анализа исполь-
зовались частичные сиквенсы двух митохондриальных генов — субъединицы I цитохром
оксидазы (COI) длиной 572 п. о. и гена 16S рРНК длиной 471 п. о.

Соответствующие последовательности были амплифицированы с праймерами

LCO1490 5′-GGTCAACAAATCATAAAGATATTGG-3′,

COI-H 5′-TCAGGGTGACCAAAAAATCA-3′ для COI [7];
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16sar 5′-CGACTGTTTAACAAAAACAT-3′,

16sbr 5′-CCGTTCTGAACTCAGCTCATGT-3′ для 16S [8].

Реакция амплификации фрагмента COI проводилась по следующей циклограмме: 95 ◦C
5 мин, затем 35 циклов — 95 ◦C 30 с, 50 ◦C 60 с, 72 ◦C 60 с. Для амплификации гена 16s
использовалась такая же программа, за исключением пониженной до 40 ◦C температуры
отжига праймеров. Реакционная смесь содержала 10 мкл 2,5-кратной реакционной смеси
(“Синтол” Кат. № М-428), по 10 пкМ праймеров и 50 нг геномной ДНК в общем реакци-
онном объеме 25 мкл. После ферментативной очистки смесью экзонуклеазы I (Fermentas
Кат. № EN0581) и щелочной фосфатазы (СибЭнзим Кат. № E328) фрагменты секвениро-
вались в двух направлениях на генетическом анализаторе ABI 3130xl (Applied Biosystems).
Полученные последовательности после вычитки и выравнивания внесены в GenBank.

Полученные данные по распределению генотипов локуса Mdh-1 в исследованных выбор-
ках в предгорном Закарпатье приведены в табл. 1. Очевидно, что частота аллеля Mdh-1110

в выборках резко убывает с высотностью (рис. 3). Причем в выборке из Латорицы, взятой
с наименьшей высоты (98 м над у. м.), имеет место его фиксация, тогда как в выборке из
Апшицы, самого возвышенного места (237 м над у. м.), этот аллель замещается альтерна-
тивным Mdh-1100. В промежуточном высотном диапазоне встречаются выборки с разным
сочетанием аллелей локуса Mdh-1.

Таким образом, наличие с высокой частотой гена Mdh-1100 или его фиксация отличает
предгорные популяции этого вида от равнинных. При этом обращает на себя внимание
явный дефицит гетерозигот в случаях, когда встречаются особи двух альтернативных ге-
нотипов (см. табл. 1). Эта же тенденция еще более очевидна по региону. Выраженный
дефицит гетерозигот в данном случае связан со смешением в зоне парапатрии двух разных
генетических объектов — предгорной и равнинной форм перловицы овальной, между ко-
торыми либо происходит ограниченная гибридизация, либо, вероятнее всего, имеет место
репродуктивная изоляция. Последнее следует из того, что гетерозиготы Mdh-1100/110 также
часто появляются в популяциях, в которых представлены только особи предгорного ти-
па, как и в смешанных популяциях (см. табл. 1), а потому их наличие следует объяснять
полиморфизмом этого локуса у предгорной формы.

Подобная дифференциация по локусу Mdh-1 отмечена и в Крыму — между мелкой
предгорной формой “U. stevenianus” и крупной равнинной “U. stepanovi ”. В этом случае по-

Таблица 1. Частоты аллелей и эмпирическое распределение генотипов, а также результаты (χ2) его соотне-
сения с теоретическим в выборках перловицы овальной в предгорном Закарпатье

Бассейн
реки

Высота
над у.м.

Широта Долгота
Частота
Mdh-1100

Генотип
χ2

100/100 100/110 110/110

Боржава 142 48◦15′49′′ 23◦4′32′′ 0,92 20 2 0 0,56
124 48◦07′00′′ 22◦43′00′′ 0,66 8 2 3 4,98

Апшица 237 48◦0′24′′ 23◦45′44′′ 1 3 0 0 0
Уж 115 48◦37′7′′ 22◦17′55′′ 1 9 0 0 0

Латорица 98 48◦25′50′′ 22◦9′50′′ 0 0 0 28 0
124 48◦25′60′′ 22◦43′00′′ 0,96 22 2 0 0,01
117 48◦27′00′′ 22◦37′60′′ 0,48 11 0 12 22,99∗∗

133 48◦28′60′′ 22◦43′00′′ 0,33 2 0 4 6,06∗

В целом 0,61 75 6 47 104,1∗∗

∗p < 0,01. ∗∗p < 0,0001.
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Рис. 3. Изменение частоты аллеля Mdh-1100 в популяциях Unio crassus s. lato Закарпатья в зависимости от
высоты над уровнем моря

пуляции первой также имеют в основном гомозиготы Mdh-1100/100 при редких гетерозиготах
Mdh-1100/110, тогда как вторая (в данном исследовании из-за крайней немногочисленности
единичный экземпляр) имела свойственную популяциям равнинной Украины фиксацию
аллеля Mdh-1110.

Проводившийся ранее мультилокусный анализ на уровне аллозимов [5] показал незначи-
тельный уровень дифференциации предгорной и равнинной форм U. crassus s. lato. Сред-
няя генетическая дистанция была только DNei = 0,08. Незначительная дивергенция от-
мечается и при анализе генетической дифференциации этих форм по полинуклеотидным
последовательностям митохондриальных локусов. Хотя ее значение и превышает средний
уровень генетических дистанций особей разных географических популяций видов перло-
виц, но все же, как видно (рис. 4), генетическая дифференциация не выходит за пределы
максимальных ее значений между особями разных популяций одного вида. При этом особи
крымской и карпатской популяций предгорной мелкой формы U. stevenianus кластеризуют-
ся вместе, а особь крупной равнинной U. stepanovi из Крыма объединяется с равнинными
популяциями номинативной U. crassus. Это в целом подтверждает правильность вывода,
что равнинные крупные формы должны рассматриваться как U. crassus, а предгорные —
как отдельный вид U. stevenianus.

Таким образом, исследование, проведенное с использованием как аллозимного попу-
ляционного анализа, так и изменчивости нуклеотидных последовательностей ДНК гомо-
логичных генов, показывает, что крымская и карпатские предгорные формы перлови-
цы овальной, несмотря на незначительный уровень генетической дифференциации, сле-
дует рассматривать в пределах U. stevenianus. Местом обитания этого вида являются
быстрые речки на участках предгорий. Тогда как популяции плавнотекущих равнинных
рек принадлежат к номинативному виду U. crassus. Представители двух видов доста-
точно хорошо отличаются своими размерами (cм. рис. 1), имеют незначительную эволю-
ционно-генетическую дискретность и репродуктивно изолированы друг от друга. Имен-
но поэтому они вполне могут трактоваться как две независимые эволюционирующие суб-
станции, хотя время их дивергенции по историческим меркам незначительно и, вероят-
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Рис. 4. UPGMA фенограмма генетических дистанций [9, 10], построенная по гомологичным последователь-
ностям двух гомологичных локусов (COI и 16S) между отдельными особями трех видов рода Unio.
1 — U. stepanovi (р. Карасевка, с. Желябовка); 2 — U. crassus (р. Случь, пгт Барановка); 3 — U. crassus
(р. Северский Донец, г. Станично-Луганское); 4 — U. stevenianus (р. Черная, с. Хмельницкое); 5 — U. steve-
nianus (р. Боржава, с. Ольховка); 6 — U. pictorum (р. Северский Донец, г. Станично-Луганское); 7 —
U. pictorum (р. Дунай, с. Вилково); 8 — U. pictorum (р. Тетерев, г. Житомир); 9 — U. tumidus (р. Случь,
пгт Барановка); 10 — U. tumidus (р. Тетерев, г. Житомир); 11 — U. tumidus (р. Дунай, г. Вилково); 12 —
U. tumidus (р. Карасевка, с. Желябовка)

но, связано с изоляцией в период одного из позднеплейстоценовых геологических со-
бытий.

В заключение необходимо подчеркнуть, что исследование имеет важное теоретическое
значение, поскольку обосновывает, что в ряде случаев репродуктивная изоляция возникает
при весьма незначительном уровне генетической дифференциации, а это еще раз подтвер-
ждает возможность того, что видообразование может протекать достаточно быстро и скач-
кообразно.
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Репродуктивна iзоляцiя двох вiкарних форм перлiвницi овальної
Unio crassus Philipsson, 1788 (Bivalvia, Unionidae) з низьким рiвнем
генетичної диференцiацiї

Проведений алозимний популяцiйний аналiз та секвенування двох мiтохондрiальних генiв
перлiвницi овальної Unio crassus s. lato довели реальнiсть двох репродуктивно iзольованих
у зонi парапатрiї рiвнинної та гiрської груп популяцiй даного молюска, якi з урахуванням
чiтких морфологiчних i генетичних вiдмiнностей слiд розглядати як рiзнi види U. crassus
s. str. та U. stevenianus вiдповiдно. Оскiльки рiвень генетичної дивергенцiї цих двох видiв
дуже незначний, а репродуктивна iзоляцiя мiж ними надiйна, то отриманi результати
пiдтверджують, що для запуску видоутворення достатньо незначних генних вiдмiнностей.

S.V. Mezhzherin, L. M. Yanovych, Y. I. Zhalay, M. M. Pampura,
L.A. Vasilieva

Reproductive isolation of two Unio crassus Philipsson, 1788 (Bivalvia,
Unionidae) vicarious forms with low genetic differentiation level

The allozymic population analysis and the sequencing of Unio crassus s. lato two mitochondrial
genes have shown two lowland and highland groups reproductively isolated within parapatria of this
mollusk, which can be viewed due to distinct morphological and genetic differences as different
species: Unio crassus str. and U. stevenianus. As the genetic divergence level of these mollusks
is relatively low and the reproductive isolation is reliable, the obtained results prove that the gene
differences are sufficient to start the species formation.
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УДК 577.352

Н.С. Петренко, академiк НАН України О. А. Кришталь

Вплив мутацiй серину 275 з “лiвого плавника” Р2Х3
рецептора на показники активацiї каналу

та десенситизацiю

Р2Х3 рецептори експресуються в сенсорних нейронах i вiдповiдають за генерацiю бо-
льових сигналiв пiсля активацiї їх АТФ. Вони є перспективними мiшенями для аналь-
гетичних лiкiв, проте до сьогоднi достеменно не вiдома точна структура для сайта
зв’язування АТФ. Цей фактор сповiльнює розробку нових специфiчних лiкiв. За допомо-
гою гомологiчної моделi Р2Х3 рецептора було iдентифiковано амiнокислоту серин 275
з дiлянки так званого “лiвого плавника”, яка розташована бiля iмовiрного сайта зв’я-
зування АТФ i може служити потенцiальним кандидатом, що фiксує агонiст у сайтi
зв’язування та впливає на кiнетичнi параметри каналу. Для перевiрки даної гiпоте-
зи було сконструйовано декiлька мутантних рецепторiв, де серин 275 було замiнено
на амiнокислоти з рiзними гiдропатичними властивостями, а саме S275A, S275V та
S275C. За допомогою методики петч клемпу протестовано рiзнi мутанти i виконано
порiвняння їх функцiональних властивостей з гiдропатичним iндексом для серину, ала-
нiну, валiну, цистеїну. Показано, що серин 275 впливає на процеси десенситизацiї рецеп-
тора, ресенситизацiю, ефективнiсть зв’язування агонiстiв та амплiтуду струмiв, що
вони генерують. Висловлено припущення, що в дикому типi рецептора серин 275 фор-
мує “кришку” для сайта зв’язування шляхом формування водневих зв’язкiв з агонiстом.
Таким чином агонiст утримується в сайтi зв’язування, запобiгаючи його швидкiй ди-
соцiацiї. Зроблено висновок, що серин 275, вiрогiдно, напряму контактує з агонiстом,
стимулюючи активацiю рецептора та десенситизацiю.

Однiєю з найбiльш iнтригуючих функцiй зовнiшньоклiтинної АТФ є її роль у процесi iнi-
цiацiї та передачi больового сигналу шляхом активацiї пуринергiчних рецепторiв Р2Х3 [1].
Периферичнi АТФ-активованi Р2Х3 рецептори вiдiграють вирiшальну роль при ушкоджен-
нi тканин та їх запаленнi. АТФ-генерованi Р2Х3 рецептори експресуються в ноцицептивних
нейронах i є перспективними мiшенями для анальгетичних лiкiв [2].

Явище довготривалої десенситизацiї є характерною особливiстю Р2Х3 рецепторiв, за-
лучених до процесiв передачi больових сигналiв [3, 4]. Десенситизацiя — це iнактивацiя
рецептора при довготривалiй присутностi агонiста, i виникає вона пiсля активацiї каналу
внаслiдок прикрiплення агонiста до сайта зв’язування. Розвиток десенситизацiї залежить
вiд рiвня дисоцiацiї агонiста iз сайта зв’язування.

Нещодавно була опублiкована кристалiчна структура для Р2Х4 рецептора, у якiй кожна
з трьох субодиниць рецептора зображена у виглядi дельфiна, що виринає з океану (оке-
ан-плазматична мембрана) [5, 6]. Цiкавою дiлянкою в данiй структурi є так званий “лiвий
плавник” — петля, яка направлена в iмовiрний сайт зв’язування АТФ та бере участь у вза-
ємодiях субодиниця–субодиниця i, вiдповiдно, може вiдiгравати важливу роль у конформа-
цiйних змiнах пiд час зв’язування агонiста. Проте механiзм та структура сайта зв’язування
для АТФ ще досi точно не встановленi. Оскiльки багато з пуринових рецепторiв задiянi
у процесах болю опосередковано з їх активацiєю АТФ, то розумiння вищенаведених явищ
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дало б можливiсть розробити анальгетичнi препарати, якi б усували або зменшували участь
пуринергiчних рецепторiв у механiзмах iнiцiацiї та передачi болю.

На основi гомологiчної моделi Р2Х3 рецептора була висунута гiпотеза про важливiсть
ролi серину 275 у процесах взаємодiї з агонiстом, активацiї та десенситизацiї. Тому нами,
за допомогою методу петч клемпу та мутагенезу було експериментально дослiджено роль
амiнокислоти серину 275 з “лiвого плавника” на параметри функцiонування Р2Х3 рецеп-
тора.

Методи. Плазмiди та трансфекцiя. Для трансфекцiї використовували плазмiди, що
мiстили рецептор Р2Х3 у комбiнацiї з зеленим флуоресцентним бiлком (enhanced green
fluorescent protein (GFP)). Ген Р2Х3 рецептора щура було субклоновано у pIRES2-EGFP
(“Clontech”, США). Рецептори з одноточковою мутацiєю були сконструйованi за допомо-
гою полiмеразно-ланцюгової реакцiї з використанням специфiчних олiгонуклеотидних прай-
мерiв, що перекриваються (синтезовано “VBC-Genomics”, Австрiя), та сайт-направленого
мутагенезного комплекту “QuikChange II (“Stratagene”, США) i P2X3/pIRES2-EGFP як
матрицi. Правильнiсть послiдовностi перевiряли. Для вiзуалiзацiї трансфекованих клiтин
у флуоресцентному мiкроскопi застосовували зелений флуоресцентний бiлок (GFP). В екс-
периментах використовували дикий тип рецептора Р2Х3 (далi WT) та рецептори, мутованi
в позицiї серин 275 на аланiн (S275A), цистеїн (S275C) або валiн (S275V). Такi мутацiї були
вибранi з огляду на гiдрофобнi властивостi амiнокислот (гiдропатичний iндекс або iндекс
гiдрофобностi) та структуру їх бiчного ланцюга. Iндекс гiдрофобностi амiнокислоти — це
число, що характеризує гiдрофобнi чи гiдрофiльнi властивостi її бiчного ланцюга. Чим
бiльше число гiдрофобного iндексу, тим бiльш гiдрофобною є амiнокислота. Найбiльш гiд-
рофобною є амiнокислота iзолейцин (4,5) та валiн (4,2). Найбiльш гiдрофiльною є аргiнiн
(−4,5) та лiзин (−3,9).

Електрофiзiологiя. Для дослiдження властивостей рекомбiнантних рецепторiв Р2Х3 ви-
користовували лiнiю клiтин HEK293. HEK293 були трансфекованi 2000 нг плазмiдної ДНК
за допомогою FuGENE 6 (“Roche Diagnostics”, США). Дослiди проводили за методикою петч
клемпу в конфiгурацiї “цiла клiтина” iз застосуванням пiдсилювача HEKA PC-10 (“HEKA
Elektronik”). Клiтини постiйно омивали (3 мл/хв) фiзiологiчним розчином, що мiстив, мМ:
NaCl 152, KCl 2,5, глюкозу 10, CaCl2 2, MgCl2 1, HEPES 10 (pH доведено до 7,4 за допомо-
гою NaOH). Склянi мiкропiпетки виготовляли з легкоплавких капiлярiв дiаметром 1,5 мм.
Дiаметр отвору в кiнчику пiпетки становив 2–3 мкм. Опiр отриманих пiпеток становив
3–5 МОм [7]. Пiпетки заповнювали розчином такого складу, мМ: CsCl 130, EGTA 5, CaCl2
0,5, MgCl2 5, K2ATФ 5, NaГTФ 0,5 та HEPES 10 (pH доведено до 7,2 за допомогою CsOH).
Осмолярнiсть внутрiшньопiпеткового розчину доводили до 290 мОсм.

Вiзуалiзацiю трансфекованих клiтин здiйснювали за допомогою флуоресцентного iнвер-
тованого мiкроскопа IX-71 Olympus з фiльтрами та розташованої на ньому 175 В ксенонової
лампи. Пiдтримуваний потенцiал становив −70 мВ. Данi аналiзували, використовуючи про-
граму FitMaster (“HEKA Elektronik”) та Origin 8.0 (“Microcal”, США).

Аплiкацiйна система. У дослiдженнях використовували агонiсти Р2Х3 рецепторiв
α, β-меАТФ та АТФ (придбанi у “Sigma-Aldrich”), якi розчиняли у фiзiологiчному розчи-
нi до фiнальної концентрацiї перед експериментом. Аплiкацiю агонiстiв (час змiни розчи-
ну 20–40 мс) здiйснювали за допомогою швидкої перфузiйної системи RSC-200 (“BioLogic
Science Instruments”).

Аналiз даних. Данi наведено як середнє значення ± стандартна похибка (SE ) середнього
(n— число клiтин). Статистичну достовiрнiсть оцiнено за допомогою t-тесту Стьюдента для
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Рис. 1. Порiвняння впливу рiзних неполярних амiнокислот у позицiї 275 на параметр ЕС50 в рецепторi Р2Х3.
На графiку наведенi змiни в значеннях ЕС50 для АТФ (1 ) та α, β-меАТФ (2 ) як функцiя гiдропатичного
iндексу. Лiнiйне апроксимування застосовувалося для S275 (Ser), S275A (Ala) та S275V (Val). Зауважимо, що
ЕС50 для S275C (Cys) не використовувався в апроксимуваннi (окресленi штриховою лiнiєю). Данi отриманi
з 4–10 клiтин

параметричних даних чи тесту Манна–Уїтнi для непараметричних даних з використанням
GraphPad Prism 4.03 (“GraphPadSoftware Inc.”, США) або Origin 8.0 (“Microcal”). Рiвень
значущостi P < 0,05 був обраний за iндикатор достовiрної рiзницi.

Результати. Сумарнi графiки, що описують результати рiзних замiн серину 275 у Р2Х
рецепторi, наведенi на рис. 1–4. Спочатку проводилися експерименти, в результатi яких бу-
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Рис. 2. Порiвняння струмiв рiзних мутантiв, викликаних прикладаннямα, β-меАТФ у концентрацiї 100 мкМ.
а — приклади α, β-меАТФ струмiв у WT (Ser), S275A (Ala), S275C (Cys) та S275 V (Val); б — сигмоїда,
що сполучає точки максимального струму, iндукованого 100 мкM α, β-меАТФ у S275, S275A, S275C та
S275V формах. Результати нормалiзованi до вiдповiдей, iндукованих 100 мкM АТФ. Данi отриманi з 4–10
клiтин

ли побудованi кривi доза–ефект для α, β-меАТФ та АТФ у дикому типi рецептора та трьох
мутантах i обчисленi значення ЕС50 (рис. 1, а–г). В рядi мутантних рецепторiв з вмiстом
серин–аланiн–валiн параметр EC50 для α, β-меАТФ лiнiйно зростав, пропорцiйно до значень
гiдропатичного iндексу амiнокислот. Збiльшення значень ЕС50 говорить про пiдвищення по-
рогу активацiї рецептора для того чи iншого агонiста (див. рис. 1, д). Мутацiя серину на
цистеїн пiдвищила порiг активацiї бiльше, нiж аналогiчна мутацiя з валiном (проте гiдропа-
тичний iндекс цистеїну менший за такий для валiну (див. рис. 1, в, г). Подiбнi результати
отриманi i для АТФ (див. рис. 1).

Наступним кроком було порiвняння струмiв рiзних мутантiв, викликаних прикладан-
ням α, β-меАТФ у концентрацiї 100 мкM на 2 с (рис. 2). Амплiтуда струмiв для α, β-меАТФ
(як процентна частка вiд вiдповiдей на прикладання 100 мкM АТФ) зменшувалася в рядi
серин–аланiн–цистеїн–валiн з рiзким зниженням амлiтуди для найбiльш гiдрофобних амi-
нокислот: цистеїну i валiну (див. рис. 2, б ).

За рахунок змiщення параметра ЕС50 у правий бiк кривої доза–ефект для α, β-меАТФ
та АТФ у концентрацiї 100 мкМ кiнетичнi параметри активацiї та деактивацiї струмiв були
також сповiльненi. Стала часу десенситизацiї зростала монотонно (рис. 3). Так, у дикому
типi рецептора, що представлений серином у позицiї 275, струм швидше переходив у де-
сенситизований стан порiвняно з мутантом S275A. На противагу дикому типу рецептора,
в мутантному S275A рiвень десенситизацiї був значно змiненим: час спаду струму був спо-
вiльнений у 13 разiв для α, β-меАТФ (n = 10), у 2 рази для АТФ (n = 8) порiвняно з WT.
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Рис. 3. Порiвняння впливу рiзних неполярних амiнокислот у позицiї 275 на процес iнiцiацiї десенситизацiї
в рецепторi Р2Х3. На графiку наведенi змiни в значеннях константи часу спаду струму для АТФ (1 ) та
α, β-меАТФ (2 ) як функцiя гiдропатичного iндексу для S275, S275A, S275C та S275V. Данi отриманi з 4–10
клiтин

Рис. 4. Порiвняння впливу рiзних неполярних амiнокислот у позицiї 275 на процес вiдновлення з десенси-
тизацiї рецептора Р2Х3. а — на графiку наведенi значення вiдновлення з десенситизацiї (данi 10 с парного
протоколу, як частка вiд першого тестового струму) для АТФ (1 ) та α, β-меАТФ (2 ) як функцiя гiдропа-
тичного iндексу для S275, S275A, S275C та S275V, зауважимо лiнiйний характер функцiї апроксимування;
б — приклади парних протоколiв з 10 с iнтервалом для АТФ. Данi отриманi з 4–10 клiтин

У мутантних рецепторах S275C та S275V процес iнiцiацiї десенситизацiї був ще бiльш спо-
вiльнений (див. рис. 3).

Для дослiдження процесу вiдновлення рецептора з десенситизацiї також були використа-
нi парнi протоколи. Пiсля отримання першого тестового струму другий запис генерувався
з iнтервалом в 10 с для агонiстiв α, β-меАТФ та АТФ в дикому та мутантних типах рецепто-
рiв. I час, потрiбний для вiдновлення рецептора, зменшувався майже лiнiйно, корелюючи
з гiдропатичним iндексом (рис. 4).

Обговорення результатiв. Базуючись на даних дослiджень гомологiчної моделi Р2Х3
рецептора щура, була iдентифiкована амiнокислота серин 275, що розташована у “лiвому
плавнику” в межах ектодомену, як один з найважливiших учасникiв сайта зв’язування аго-
нiста. Вiдповiдно до наших припущень були проведенi експерименти з тестування декiлькох
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мутантiв серину в позицiї 275 i була пiдтверджена важлива роль цiєї амiнокислоти у фор-
муваннi десенситизацiї i чутливостi до АТФ та α, β-меАТФ.

Р2Х3 рецептори активуються рiзними агонiстами, в тому числi α, β-меАТФ [4, 8, 9],
що активний лише у Р2Х1 та Р2Х3 рецепторах [10]. Зважаючи на це, ми протесту-
вали α, β-меАТФ та АТФ, що були повними агонiстами дикого типу рецептора Р2Х3.
Проте в мутантному рецепторi S275А α, β-меАТФ став лише частковим агонiстом. Тести
з α, β-меАТФ, проведенi на мутантних рецепторах S275C та S275V, показали ще бiльш зна-
чнi зменшення в амплiтудi струмiв. Виходячи з цього, можна припустити, що бiчний ланцюг
серину 275 вiдiграє важливу роль у зв’язуваннi агонiста, особливо α, β-меАТФ. Це можна
пояснити наявнiстю розташованих поряд позитивно заряджених залишкiв амiнокислот, що
були iдентифiкованi в попереднiх дослiдженнях i якi залученi до зв’язування агонiста [5, 11].
Важливо, що, на противагу серину 275, сусiднiй серин 269 не бере участi у зв’язуваннi аго-
нiстiв [12, 13]. Це узгоджується з його периферiйним розташуванням на зовнiшнiй частинi
бiлка в гомологiчнiй моделi.

Поряд зi збiльшеним значенням показника ЕС50 ми також виявили, що в мутантному
рецепторi S275А час наростання струму до пiкового значення, активований α, β-меАТФ, був
довшим, нiж у дикому типi рецептора. Це може бути пов’язано з бiльш слабким зв’язува-
нням агонiста чи швидкою дисоцiацiєю. Тому можна припустити, що в рецепторах, в яких
вiдсутнiй серин 275, треба бiльше часу для зв’язування агонiста в сайтi та перенесення
конформацiйних змiн у трансмембранну зону для вiдкриття каналу.

Вiдмiнностi у властивостях десенситизацiї були ще бiльш значними в дикому типi Р2Х3
порiвняно з мутантними рецепторами. У мутантних рiзновидах здатнiсть рецептора до де-
сенситизацiї була зменшена пiд впливом усiх агонiстiв, тодi як у дикому типi вони швидко
десенситизували рецептор. Така слабка активнiсть агонiстiв у мутантних рецепторах може
бути пов’язана повiльним зв’язуванням чи швидкою дисоцiацiєю.

Дослiдити процес дисоцiацiї агонiста з рецептора на завжди вдається за допомогою
електрофiзiологiчного обладнання. Проте оскiльки у Р2Х3 рецепторi дисоцiацiя агонiста —
це обмежуючий фактор повiльного вiдновлення з десенситизацiї, то рiвень дисоцiацiї мож-
на оцiнити, використовуючи так званi парнi протоколи для струму [4]. З використанням
даних протоколiв ми показали, що для мутантних рецепторiв вiдновлення з десенситизацiї
вiдбувалося набагато швидше. Це свiдчить про те, що дисоцiацiя агонiста здiйснюється на-
багато швидше, коли “лiвий плавник” модифiкований i бiчний ланцюг серину 275 вiдсутнiй.
Ми припускаємо, що у WT агонiст зазвичай перебуває в пастцi, нiби прикритий так званим
“лiвим плавником” на входi до сайта зв’язування. Таким чином, “лiвий плавник” може слу-
жити “кришкою”, в якiй бiчний ланцюг S275 знаходиться в контактi з лiгандною молекулою,
перешкождаючи її швидкiй дисоцiацiї. Коли ми замiнили серин на аланiн, ефективiсть “кри-
шки” зменшилася внаслiдок вiдсутностi полярної групи в аланiну, що, вiрогiдно, бере участь
у формуваннi водневого зв’язку з агонiстом. Можливо, що, застосовуючи бiльш гiдрофобнi
та громiздкi амiнокислоти, такi як цистеїн та валiн, ми забезпечили додатковi стеричнi вза-
ємодiї з певними агонiстами (α, β-меАТФ), i це пояснює статистично достовiрне зниження
амплiтуди струму в мутантних рецепторах S275C та S275V. Наведенi результати свiдчать
про можливiсть полярної взаємодiї мiж бiчним ланцюгом серину 275 та молекулою агонiста.

Таким чином, показано, що серин 275 вiдiграє важливу роль в процесах зв’язуван-
ня/вивiльнення агонiстiв iз сайта зв’язування рецептора шляхом закриття входу до сайта,
опосередкованого бiчним ланцюгом серину 275. Висунуто гiпотезу про те, що серин 275
може безпосередньо взаємодiяти з АТФ та його аналогами, контролювати рiвень асоцiацiї
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та дисоцiацiї агонiстiв, що обумовлюють такi характеристики, як десенситизацiя та показ-
ники активацiї каналу тощо.
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Влияние мутаций серина 275 с “левого плавника” Р2Х3 рецептора
на показатели активации канала и десенситизацию

Р2Х3 рецепторы экспрессируются в сенсорных нейронах и отвечают за генерацию болевых
сигналов после активации их АТФ. Они являются перспективными мишенями для анальге-
тических лекарств, однако до сих пор точно не известна точная структура для сайта свя-
зывания АТФ. Этот фактор замедляет разработку новых специфических лекарств. С помо-
щью гомологической модели Р2Х3 рецептора была идентифицирована аминокислота серин
275 с участка так называемого “левого плавника”, расположенная возле предполагаемого
сайта связывания АТФ и которая может служить потенциальным кандидатом, фикси-
рующим агонист в сайте связывания и влияющим на кинетические параметры канала. Для
проверки данной гипотезы было сконструировано несколько мутантных рецепторов, где се-
рин 275 был заменен на аминокислоты с разными гидропатическими свойствами, а именно
S275A, S275V и S275C. С помощью методики пэтч клэмп протестированы различные му-
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танты и проведено сравнение их функциональных свойств с гидропатическим индексом для
серина, аланина, валина, цистеина. Показано, что серин 275 влияет на процессы десенси-
тизации рецептора, ресенситизацию, эффективность связывания агонистов и амплитуду
токов, которые они генерируют. Высказано предположение, что в диком типе рецепто-
ра серин 275 формирует “крышку” для сайта связывания путем формирования водородных
связей с агонистом. Таким образом агонист удерживается в сайте связывания, что пре-
дотвращает его быструю диссоциацию. Сделан взвод, что серин 275, вероятно, напрямую
контактирует с агонистом, стимулируя активацию рецептора и десенситизацию.

N. S. Petrenko, Academician of the NAS of Ukraine O.O. Krishtal

Effect of serine 275 mutations from the “left flipper” of P2X3 receptor
on the receptor activation and desensitization

P2X3 receptors expressed in sensory neurons are responsible for generation of pain signals after
activation by extracellular ATP. P2X3 receptor is a prospective target for analgesic drugs, however,
the structure of ATP binding site is not known in such details which can help to design new specific
ligands. Using the homology model of P2X3 receptor, we identified serine 275 from the region of so-
celled “left flipper”, which is located near the hypothetical ATP binding site as a potential candidate
for the capture of the agonist in the binding pocket and affects channel kinetic characteristics.
To explore this hypothesis, we generated several mutants where serine 275 was substituted with
aminoacids with variable hydrophobic properties: S275A, S275V and S275C. Using patch clamp
technique we tested these mutants and compared their functional properties with the hydropathy
indices for serine, alanine, valine, cysteine. It is shown that serine 275 takes part in the processes
of receptor desensitization and resensitization and influences the efficiency of agonist binding and
the generated current amplitude. We suggest that serine 275 in the WT P2X3 receptor shapes a cap
for the binding pocket, by forming H-bonds with the agonist and, in such way, capturing agonist in
the binding site, preventing its fast dissociation. Taken together, our results suggest that serine 275
probably directly interacts with the agonist to promote receptor activation and desensitization.
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Изучено влияние гелданамицина (ГДА) на синтез белков теплового шока Hsp70 и Hsp90
в Arabidopsis thaliana. ГДА является специфичным ингибитором АТФ-зависимых шапе-
ронных функций Hsp90. Показано, что обработка антибиотиком проростков вызывает
индукцию синтеза стрессовых белков Hsp70 и Hsp90 в отсутствие стресса. Обработ-
ка антибиотиком семян приводит к повышению конститутивного уровня этих белков
в проростках, а также к усилению индукции их синтеза при тепловом стрессе. Таким
образом, полученные данные подтверждают существование механизма авторегуляции
синтеза белков теплового шока белками Hsp90.

Неотъемлемым компонентом реакции клетки на действие различных неблагоприятных фак-
торов является индукция синтеза белков теплового шока (heat shock protein (Hsp)). Выпол-
няя шаперонные функции, эти белки в условиях стресса обеспечивают дезагрегацию дена-
турированных белков, их поддержание в ненативном состоянии, рефолдинг или деграда-
цию [1]. Установлено, что инициация транскрипции генов hsp происходит при взаимодейст-
вии транскрипционных факторов — факторов теплового шока (ФТШ) — с регуляторными
элементами в промотерной последовательности этих генов, получившими название элемен-
тов теплового шока [2–4]. На животных клетках показано, что возможным механизмом
подавления активности ФТШ может быть его связывание в мономерной форме с белка-
ми семейства Hsp90 [5]. В последние годы появились доказательства того, что подобный
механизм существует и в растительных клетках [6]. Эффективным подходом в этих иссле-
дованиях является использование ингибиторов функционирования Hsp90, которые с высо-
кой аффинностью взаимодействуют с АТФ-связывающим сайтом N-терминального домена
молекулы Hsp90, тем самым блокируя АТФазный цикл шаперона [7].

Целью настоящего исследования была проверка гипотезы об авторегуляции экспрессии
белков теплового шока белками Hsp90 у растений с использованием ингибитора Hsp90 гел-
данамицина (ГДА) в разных концентрациях.

© Л.Е. Козеко, 2013

152 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Рис. 1. Иммуноблоты Hsp70 и Hsp90 контрольных проростков (1 ) и проростков, подвергнутых тепловому
стрессу — 45 ◦С 1 ч (2 ) и 37 ◦С 2 ч + 24 ◦С 2 ч + 45 ◦С 1 ч (3 ). Окрашивание мембраны Понсо служит
контролем загрузки белка

Материалы и методы исследования. Работу проводили с Arabidopsis thaliana
(L.) Heynh экотипа Columbia (Col). Стерилизованные с поверхности семена выдерживали
при 4 ◦С в течение 48 ч, после чего в первом эксперименте высаживали на среду, содержа-
щую 0,5 комплекса минеральных солей Мурасиге–Скуга, 1% сахарозы, 0,8% агара, и далее
содержали при (24± 1) ◦С и 16-часовом фотопериоде. 12-суточные проростки инкубирова-
ли с раствором ГДА в течение 6 ч при 24 ◦С. Во всех экспериментах ГДА (“Sigma”, США)
применяли в концентрациях 1, 10 и 100 мкмоль/л. Обработку им растительного материа-
ла проводили при комнатной температуре в темноте (для предотвращения инактивации
нестойкого на свету антибиотика). В контроле растительный материал инкубировали в сте-
рильной дистиллированной воде при тех же условиях.

В следующих экспериментах антибиотиком обрабатывали непосредственно семена. Для
этого семена после выдерживания при 4 ◦С инкубировали с ГДА в течение 24 ч, после
чего высаживали на среду и проращивали как описано выше. Анализировали 12-суточные
проростки.

Для создания теплового стресса 12-суточные проростки подвергали тепловому стрессу
в следующих режимах: 1) 45 ◦С, 1 ч; 2) 37 ◦С, 2 ч; 3) 37 ◦С, 2 ч + 24 ◦С, 2 ч + 45 ◦С, 1 ч.

Выделение белка, электрофоретическое разделение суммарных растворимых белков
в полиакриламидном геле (ПААГ) в денатурирующих условиях и иммуноблотинг проводи-
ли как описано ранее [8]. Для иммунодетекции использовали первичные мышиные антитела,
специфичные к консервативным участкам цитозольных Hsp70 и Hsp90 (“Sigma”). В качестве
вторичных антител использовали антимышиные IgG, коньюгированные с биотином, кото-
рые визуализировали с помощью экстравидин-пероксидазной системы (“Sigma”). В качестве
внутреннего контроля загрузки белка использовали белковые треки на нитроцеллюлозной
мембране, окрашенные Понсо С.

Результаты исследования и их обсуждение. Анализ белков Hsp70 проростков
A. thaliana выявил две иммунореактивные зоны, обозначенные нами как Hsp70.1 и Hsp70.2
соответственно (рис. 1). Зона Hsp70.1 соответствует цитоплазматическим изоформам
AtHsp70-1 и AtHsp70-2 с молекулярной массой 71,4 кДа, зона Hsp70.2 — цитоплазматичес-
ким изоформам AtHsp70-3 и AtHsp70-4 (71,1 кДа) и AtHsp70-5 (70,9 кДа) [9]. На иммуно-
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Рис. 2. Иммуноблоты Hsp70 и Hsp90 контрольных проростков (1 ) и проростков, инкубированных с ГДА
в концентрациях 1 мкмоль/л (2 ), 10 мкмоль/л (3 ) и 100 мкмоль/л (4 )

блотах Hsp90 выявлена одна зона белка, которая может содержать цитоплазматические изо-
формы AtHsp90-1, AtHsp90-2, AtHsp90-3 и AtHsp90-4 с близкой молекулярной массой [10].

Индукция генов hsp является универсальной реакцией клеток различных организмов на
действие высокой температуры, однако степень индукции для разных генов различна [6, 9].
В подтверждение этому нами показана индукция синтеза белков Hsp70 и Hsp90 в ответ
на действие высокой температуры (см. рис. 1). При этом максимальная индукция выявле-
на для Hsp70.1 у проростков, прошедших перед жестким тепловым воздействием (45 ◦С)
предварительную акклимацию при 37 ◦C, что указывает на наличие индуцибельных изо-
форм, играющих существенную роль в стрессовой реакции и адаптации клетки. Количество
Hsp70.2 изменялось незначительно. Показана также небольшая активация синтеза Hsp90,
что характерно для белков этого семейства: они в достаточном количестве содержатся
в клетке при нормальных условиях (house keeping function proteins) и только в некоторой
степени активизируют свой синтез в стрессовых условиях [11].

6-часовая обработка проростков ГДА при 24 ◦С вызывала индукцию синтеза как Hsp70,
так и Hsp90 (рис. 2). Степень индукции увеличивалась с повышением концентрации антиби-
отика. Изменения, как и при действии высокой температуры, были максимально выражены
для Hsp70.1, в меньшей мере — для Hsp70.2, тогда как активация синтеза Hsp90 наблюда-
лась при более высоких концентрациях антибиотика. Таким образом, ГДА вызывал в клет-
ках проростков индукцию синтеза Нsp в отсутствие стресса.

Известно, что экспрессия генов hsp быстро активируется при резких изменениях внеш-
них факторов, достигая максимума в первые часы, и затем постепенно снижается до пер-
воначального уровня [12]. Кроме того, показано, что ГДА быстро теряет свою активность
на свету [13]. Для того чтобы выяснить, сохраняется ли эффект ГДА длительное время,
с антибиотиком инкубировали семена, а для анализа использовали 12-дневные проростки.
Обработка семян ГДА во всех исследованных концентрациях не снижала их жизнеспособ-
ности и не влияла на состав суммарных растворимых белков проростков. Вместе с тем были
зарегистрированы количественные изменения изучаемых белков теплового шока (рис. 3).
Уровень Hsp70 возрастал с повышением концентрации ГДА, в большей степени — у Hsp70.1.
В то же время повышенное содержание Hsp90 регистрировалось только при максимальной
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Рис. 3. Иммуноблоты Hsp70 и Hsp90 контрольных проростков (1 ) и проростков, выращенных из семян,
инкубированных с ГДА в концентрациях 1 мкмоль/л (2 ), 10 мкмоль/л (3 ) и 100 мкмоль/л (4 )

Рис. 4. Иммуноблоты Hsp70 и Hsp90 контрольных проростков (24 ◦С) (1 ) и проростков, подвергнутых
тепловому стрессу (37 ◦С, 2 ч): без обработки ГДА (2 ); после обработки семян ГДА в концентрациях
1 мкмоль/л (3 ), 10 мкмоль/л (4 ) и 100 мкмоль/л (5 )

концентрации антибиотика. Возможными причинами таких изменений могут быть либо
длительное сохранение активности молекул ГДА в клетках, либо изменение конститутив-
ного уровня этих белков, вызванное действием антибиотика в период прорастания семени
и начала роста проростка (в том случае, если он быстро теряет свою активность в клетках
под действием света).

Далее было показано, что проростки, выращенные из семян, обработанных антибиоти-
ком, отличались от контрольных усилением индукции Hsp70 и Hsp90 в ответ на действие
повышенной температуры (37 ◦С, 2 ч) (рис. 4). Показана значительная активация синтеза
Hsp70 при концентрациях антибиотика 10 и 100 мкмоль/л, и Hsp90 — при максимальной
концентрации.
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Таким образом, установлено, что ингибирование функциональной активности Hsp90 пу-
тем связывания с ГДА приводит к дозозависимой индукции синтеза Hsp70 и Hsp90. При
этом характер изменений у отдельных белков был сходным с таковым при повышении
температуры. Полученные данные полностью согласуются с предполагаемым механизмом
регуляции активности ФТШ с помощью Hsp90 и, в целом, подтверждают существование
механизма авторегуляции синтеза белков теплового шока по принципу обратной связи. По-
казано, что обработка семян ГДА приводит к существенному повышению конститутивного
уровня белков Hsp70 и Hsp90 в проростках и готовности клеток к активации синтеза бел-
ков теплового шока при стрессе. С учетом того, что высокий уровень белков теплового
шока в клетках является необходимым компонентом повышенной устойчивости растений
к неблагоприятным изменениям среды, можно ожидать, что обработка антибиотиком бу-
дет способствовать повышению их стойкости.
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Л.Є. Козеко

Вплив гелданамiцину на синтез бiлкiв теплового шоку Hsp70
i Hsp90 в проростках Arabidopsis thaliana

Вивчено вплив гелданамiцину (ГДА) на синтез бiлкiв теплового шоку Hsp70 i Hsp90 в Arabi-
dopsis thaliana. ГДА є специфiчним iнгiбiтором АТФ-залежних шаперонних функцiй Hsp90.
Показано, що обробка антибiотиком проросткiв викликає iндукцiю синтезу стресових бiлкiв
Hsp70 i Hsp90 за вiдсутностi стресу. Обробка антибiотиком насiння призводить до пiдви-
щення конститутивного рiвня цих бiлкiв у проростках, а також до посилення iндукцiї їх
синтезу пiд впливом теплового стресу. Отже, отриманi данi пiдтверджують iснування
механiзму авторегуляцiї синтезу бiлкiв теплового шоку бiлками Hsp90.

L.Ye. Kozeko

The influence of geldanamycin (GDA) on the synthesis of heat shock
proteins 70 and 90 in Arabidopsis thaliana seedlings

The influence of geldanamycin (GDA) on the synthesis of heat shock proteins 70 and 90 (Hsp70
and Hsp90) in Arabidopsis thaliana is studied. GDA is a specific inhibitor of the ATP-dependent
chaperone functions of Hsp90. It is shown that the treatment of seedlings with the antibiotic induces
the synthesis of Hsp70 and Hsp90 in the absence of stress. Treatment of seeds results in an increase
in the constitutive Hsp70 and Hsp90 level in seedlings, as well as increasing the induction of their
synthesis under heat stress. Thus, the obtained data confirm the existence of autoregulation of the
Hsp’s synthesis by Hsp90s.
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УДК 576.311.33/.314:581.17:581.526.52:661.162.6

Ж.I. Рибченко, Т. О. Палладiна

Функцiонування Na+-H+-антипортерiв плазматичних

i вакуолярних мембран у рослинних клiтинах за умов
засоленого середовища та вплив на них бiологiчно

активних препаратiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України С.О. Костерiним)

Дослiджено роль вторинно-активних Na+-H+-насосiв у солестiйкостi рослин та вплив
на них бiологiчно активних препаратiв на проростках кукурудзи, експонованих в при-
сутностi 0,1 М NaCl. Активнiсть Na+-H+-антипортерiв у вакуолярних мембранах клi-
тин коренiв виявилася на порядок вищою, нiж у плазматичних мембранах. У присут-
ностi NaCl активнiсть антипортерiв, особливо у вакуолярних мембранах, значно зро-
стала, посилюючись з часом. Обробка насiння препаратом метiур, який вiдзначаєть-
ся сильним сoлепротекторним ефектом, викликала подальше посилення активностi
Na+-H+-антипортерiв, особливо за умов сольової експозицiї, тодi як вплив слабшо-
го за нього препарату iвiн був незначним. Встановлено, що солепротекторна спромо-
жнiсть метiуру значною мiрою пояснюється його здатнiстю посилювати функцiону-
вання Na+-H+-антипортерiв, якi виводять з цитоплазми клiтин токсичний для них
Na+ назовнi та до вакуолярного простору.

Засолення грунтiв є небезпечним екологiчним фактором, розповсюдження якого через гло-
бальнi змiни клiмату скорочує рiзноманiття рослинного свiту та продуктивнiсть агровироб-
ництва. Стан сольового стресу в рослинах є результатом порушення в них осмотичного й
iонного гомеостазу, причому провiдну негативну роль вiдiграє натрiй як головний катiон
солей, що засолюють грунти. Якщо для тваринних органiзмiв натрiй є життєво необхiдним
елементом, то для рослинних вiн є непотрiбним, а в пiдвищених концентрацiях — токсич-
ним. Na+ потрапляє в рослиннi клiтини через потенцiалзалежнi канали для K+, заважаючи
проникненню останнього [1]. Накопичення Na+ в цитоплазмi порушує перебiг метаболiзму,
i тому адаптацiя рослинних клiтин до умов засолення передусiм полягає в пiдтриманнi в нiй
низького рiвня Na+. Виведення його з цитоплазми до позаклiтинного та вакуолярного про-
стору здiйснюється вторинно-активними Na+-H+-антипортерами, якi функцiонують у плаз-
матичних i вакуолярних мембранах, споживаючи енергiю потенцiалiв, якi створюються на
них первинно-активними H+-насосами [2].

Визначальна роль Na+-H+-антипортерiв у солестiйкостi рослин привернула до них iн-
терес дослiдникiв, тому було проведено iзолювання їх бiлкiв з ряду рослин, з’ясовано мо-
лекулярнi характеристики та шляхи регуляцiї [3, 4]. На пiдставi отриманих результатiв
було знайдено радикальний спосiб посилення солестiйкостi рослин шляхом створення їх
трансгенних форм, що мiстять чужорiднi гени потужних Na+-H+-антипортерiв та їх ре-
гуляторних бiлкiв [1]. Проте впровадженню їх в практику заважає негативне ставлення
споживачiв агропродукцiї, що вимагає шукати альтернативнi шляхи. Одним з них є зас-
тосування безпечних бiоактивних препаратiв, здатних вiдчутно посилювати солестiйкiсть
будь-яких рослин.
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За результатами дослiдження солепротекторної здатностi ряду препаратiв, зокрема ме-
тiуру та iвiну, синтезованих в Iнститутi бiоорганiчної хiмiї та нафтохiмiї НАН України,
встановлено перевагу метiуру, на пiдставi чого вiн був запропонований для вирощування
кукурудзи на зерно на засолених грунтах [5]. Mетiур є дешевим i практично нетоксичним
препаратом (LD50 > 4000), захисна дiя якого зберiгається протягом циклу розвитку одно-
рiчних рослин. Порiвняно з метiуром iвiн (LD50 > 1800) виявляв бiльш слабкий ефект,
який обмежувався перiодом вегетативного росту.

Метою даної роботи стало з’ясування впливу препаратiв метiур та iвiн на фукцiонуван-
ня Na+-H+-антипортерiв плазматичних i вакуолярних мембран в клiтинах коренiв рослин
у присутностi NaCl.

Дослiдження здiйснювали на проростках гiбриду кукурудзи Десна СВ, вирощених у вод-
нiй культурi на середовищi Хогленда, якi в 7-добовому вiцi експонували в присутностi 0,1 М
NaCl протягом 1 або 10 дiб. Препарати застосовували шляхом замочування насiння в 10−7 М
розчинах. Мембрани iзолювали з тканин коренiв на ультрацентрифузi Optima TML-90K
Beckman Coulter. Фракцiю плазматичних мембран отримували методом розподiлу фаз [6],
а тонопласта — в ступiнчатому градiєнтi сахарози [7, 8]. Активнiсть Na+-H+-антипортерiв
визначали флуоресцентним методом на спектрофлуориметрi Shimadzu RF 1501, використо-
вуючи для плазматичних мембран квiнакриновий зонд [9], а для вакуолярних — акриди-
новий оранжевий зонд [10]. Результати подавали в ∆% F/(мг бiлка · хв), кiлькiсть бiлка
визначали за Бредфорд. Дослiди виконували в 6 бiологiчних i 3 аналiтичних повторах,
визначаючи достовiрнiсть за критерiєм Стьюдента.

Як показали результати дослiдження, за вiдсутностi NaCl активнiсть Na+-H+-антипор-
терiв у плазматичних мембранах 8-добових проросткiв була ледве помiтною, оскiльки бiлок
знаходився в неактивнiй формi [4], проте через 10 дiб зростала в 4 рази. Метiур викликав
її посилення саме у 8-добових проросткiв, яке зникало у часi, тодi як ефект iвiну не спо-
стерiгався (табл. 1). При 1-добовiй сольовiй експозицiї активнiсть Na+-H+-антипортерiв
збiльшувалася у 6 разiв, тодi як при 10-добовiй — лише в 1,3 раза, а отже, вiдповiдь цих ан-
типортерiв на присутнiсть Na+ проявлялася переважно на початку експозицiї. Застосування
метiуру посилювало функцiонування антипортерiв, яке зростало при 10-добовiй експозицiї,
що спостерiгалося, хоча й меншою мiрою, у дослiдi з iвiном (табл. 2). Одержанi результати
свiдчать про здатнiсть цих препаратiв, головним чином метiуру, стимулювати викид Na+

через плазматичнi мембрани. Посилене функцiонування Na+-H+-антипортерiв плазматич-
них мембран у присутностi NaCl було вiдмiчено у солестiйких лiнiй арабiдопсису [1].

Активнiсть Na+-H+-антипортерiв вакуолярних мембран у клiтинах коренiв 8-добових
проросткiв за безсольових умов у 22 рази перевищувала таку в плазматичних мембранах,

Таблиця 1. Вплив бiологiчно активних препаратiв на функцiонування Na+-H+-антипортерiв плазмалеми в
клiтинах коренiв проросткiв кукурудзи, M ±m; n = 6

Препарат

Вiк проросткiв

8 дiб 17 дiб

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

Контроль 0,068 ± 0,02 100 0,273 ± 0,09 100
Метiур 0,088 ± 0,03 129 0,280 ± 0,07 102
Iвiн 0,071 ± 0,04 104 0,275 ± 0,09 99

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 159



проте з вiком проросткiв рiзниця мiж ними скорочувалася бiльш нiж удвiчi. За вiдсутностi
в середовищi NaCl активнiсть Na+-H+-антипортерiв вакуолярних мембран зростала з вiком
проросткiв, тодi як значний стимулюючий ефект метiуру знижувався, а iвiну практично
зникав (табл. 3). Сольова експозицiя незначно посилювала функцiонування Na+-H+-анти-
портерiв вакуолярних мембран, активнiсть яких, як i за безсольових умов, зростала у часi.
Застосування метiуру, на вiдмiну вiд iвiну, посилювало активнiсть антипортерiв такою ж
мiрою, як i за вiдсутностi NaCl, скорочуючись з часом (табл. 4).

Таким чином, згiдно з результатами дослiдження пiдтримка низького рiвня Na+ у ци-
топлазмi клiтин коренiв вiдбувається в основному шляхом його локалiзацiї у вакуолярному
просторi клiтин. Цей процес здiйснюється за допомогою вакуолярних Na+-H+-антипорте-
рiв, активнiсть яких зростає з часом. Активнiсть у клiтинах коренiв Na+-H+-антипортерiв
плазматичних мембран, якi контролюють транспорт Na+ на довгi дистанцiї [4], є значно
слабшою i знижується при подовженнi сольової експозицiї. Застосування препарату ме-
тiур посилює активнiсть обох Na+-H+-антипортерiв, причому функцiонування того, що дiє

Таблиця 2. Вплив бiологiчно активних препаратiв на функцiонування Na+-H+-антипортерiв плазмалеми в
клiтинах коренiв проросткiв кукурудзи за умов засолення, M ±m; n = 6

Препарат

Термiн експозицiї проросткiв

1 доба 10 дiб

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

Контроль 0,410 ± 0,02# 100 0,364 ± 0,08 100
Метiур 0,490 ± 0,02∗ 119 0,610 ± 0,07∗ 167
Iвiн 0,410 ± 0,02 100 0,423 ± 0,01 116

Пр и м i т ка . Тут i в табл. 3, 4 p < 0,05, достовiрно вiдносно контролю без сольової експозицiї (#) та вiдносно
контролю при сольовiй експозицiї (∗).

Таблиця 3. Вплив бiологiчно активних препаратiв на функцiонування Na+-H+-антипортерiв тонопласта в
клiтинах коренiв проросткiв кукурудзи, M ±m; n = 6

Препарат

Вiк проросткiв

8 дiб 17 дiб

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

Контроль 1,50± 0,02 100 2,72 ± 0,01 100

Метiур 2,01± 0,01#∗ 134 3,30 ± 0,03#∗ 121

Iвiн 1,62± 0,05∗ 108 2,80 ± 0,02# 102

Таблиця 4. Вплив бiологiчно активних препаратiв на функцiонування Na+-H+-антипортерiв тонопласта в
клiтинах коренiв проросткiв кукурудзи за умов засолення, M ±m; n = 6

Препарат

Термiн експозицiї проросткiв

1 доба 10 дiб

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

∆%F/(мг
бiлка · хв)

% вiдносно
контролю

Контроль 1,82± 0,03# 100 2,85 ± 0,05# 100

Метiур 2,53± 0,01#∗ 139 3,50 ± 0,02#∗ 122

Iвiн 1,65± 0,02#∗ 90 3,00 ± 0,01#∗ 105
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в плазматичних мембранах, збiльшується з тривалiстю сольової експозицiї, а у вакуолярних
мембранах — знижується. Iвiн, на вiдмiну вiд метiуру, практично не впливає на активнiсть
Na+-H+-антипортерiв у клiтинах коренiв, чим може великою мiрою пояснюватися вiдсу-
тнiсть у нього протекторного ефекту на рослини. Функцiонування Na+-H+-антипортерiв
енергетично залежить вiд H+ насосiв у цих мембранах, на активнiсть яких впливає ме-
тiур [11]. Участь метiуру в механiзмах регуляцiї функцiонування транспортних механiзмiв
мембран за умов натрiєвого засолення буде висвiтлено в подальших дослiдженнях.
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Ж.И. Рыбченко, Т. А. Палладина

Функционирование Na+-H+-антипортеров плазматических
и вакуолярных мембран растительных клеток в условиях засоления
среды и влияние на них биологически активных препаратов

Исследована роль в солестойкости растений вторично-активных Na+-H+-насосов и влия-
ние на них биологически активных препаратов на проростках кукурузы, экспонированных на
0,1 М NaCl. Активность Na+-H+-антипортеров в вакуолярных мембранах клеток корней
была на порядок выше, чем в плазматических мембранах. В присутствии NaCl активность
антипортеров, особенно в вакуолярных мембранах, значительно повышалась, усиливаясь
со временем. Обработка семян препаратом метиур, который обладает сильным солепро-
текторным эффектом, усиливала активность Na+-H+-антипортеров, особенно в условиях
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солевой экспозиции, тогда как влияние более слабого препарата ивин оказалось незначитель-
ным. Установлено, что солепротекторная способность метиура объясняется в основном
его способностью усиливать функционирование Na+-H+-антипортеров, которые выводят
из цитоплазмы клеток токсический для них Na+ во внешнее и вакуолярное пространство.

Zh. I. Rybchenko, T.O. Palladina

Na+-H+-antiporters function in plant cell plasma and vacuolar
membranes under saluinity conditions and effect of biological active
preparations

A role of secondary-active Na+-H+-pumps in plant salt tolerance and their influencing with biologi-
cal-active preparations have been studied on corn seedlings roots exposed at 0.1M NaCl presence.
It has been found that Na+-H+-antiporter activity in a vacuolar membrane exceeded it in a plasma
one by ten times. NaCl presence increased these activities mainly in a vacuolar membrane. Corn
seed treatment with preparation Methyure possessing a potent salt protective effect induced a further
intensification of Na+-H+-antiporters in NaCl presence mainly, whereas an answer of a less effecti-
ve preparation Ivine was negligible. Obtained results showed that a salt protective effect of prepara-
tion Methyure depends predominantly on its ability to increase a toxic Na+ removal from plant cell
cytoplasm by means of Na+-H+-pumps activation.
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Один з механiзмiв впливу рослинного адаптогену
лимоннику китайського на фiзичну працездатнiсть

спортсменiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України I. С. Чекманом)

Проаналiзовано результати впливу екстракту насiння лимоннику китайського на про-
оксидантно-антиоксидантну рiвновагу в клiтинних мембранах (на прикладi мембран
еритроцитiв) i динамiку показникiв фiзичної працездатностi спортсменiв. Встановле-
нi кореляцiйнi зв’язки мiж полiпшенням показникiв фiзичної працездатностi та норма-
лiзацiєю параметрiв перекисного окиснення лiпiдiв i антиоксидантного захисту в клi-
тинних мембранах. Автори вважають, що отриманi результати розкривають новi
механiзми адаптацiйної дiї лимоннику китайського.

У спортi внаслiдок понадiнтенсивних навантажень та тривалого психоемоцiйного стресу,
впливу несприятливих факторiв навколишнього середовища тощо виникає iнiцiацiя вiль-
но-радикальних процесiв з накопиченням активних форм кисню та проявами тканинної
гiпоксiї [1]. Накопичення вiльних радикалiв сприяє утворенню токсичних продуктiв мета-
болiзму, якi порушують структуру та функцiю клiтинних мембран, що призводить по погiр-
шення бiоенергетичних механiзмiв та, вiдповiдно, зниження фiзичної працездатностi [2, 3].
Водночас iнтенсивнi фiзичнi навантаження та притаманнi їм рiзноманiтнi метаболiчнi зру-
шення супроводжуються негативними змiнами антиоксидантного захисту, що ще бiльш по-
гiршує ситуацiю [4].

У практицi спортивної медицини контроль за ефективнiстю тренувального процесу по-
винен здiйснюватися на основi комплексної оцiнки гомеостатичних параметрiв, серед яких
прооксидантно-антиоксидантнiй рiвновазi (ПАР) належить важливе мiсце. Регуляцiя по-
рушеного гомеостатичного балансу може здiйснюватися рiзними шляхами, зокрема, засто-
суванням прямих екзогенних антиоксидантiв та речовин, що блокують розвиток окисню-
вальних процесiв [5].

Оскiльки використання синтетичних антиоксидантiв має низку побiчних ефектiв та про-
типоказань, все частiше увага дослiдникiв у спортивнiй фармакологiї спрямовується на
застосування природних, зокрема, рослинних субстанцiй, якi проявляють значну захисну

© Л.М. Гунiна, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 163



бiологiчну активнiсть щодо рiзноманiтних шкiдливих чинникiв [6]. Слiд пiдкреслити, що
у практицi спортивної пiдготовки можуть бути використанi лише тi рослини, складовi яких
не належать до речовин з допiнговою дiєю [7].

Бiльшiсть плодово-ягiдних рослин є потенцiйними джерелами комплексу бiологiчно ак-
тивних речовин, якi пригнiчують накопичення вiльних радикалiв та токсичних продуктiв
метаболiзму в органiзмi, сприяють пiдвищенню його адаптацiйного потенцiалу та неспеци-
фiчної резистентностi, тобто мають широкий спектр фармакологiчного впливу. Саме таку
антиоксидантну (захисну) дiю справляють Р-вiтамiннi сполуки флавоноїдної природи, ка-
ротиноїди, токофероли, пектини, вiтамiни рiзних класiв тощо, якi мiстяться у рослинах [7].
Клiтини рослин мають високий енергетичний потенцiал, легко рухаються i, завдяки бiо-
логiчно-активним речовинам, якi визначають спрямованiсть їхньої дiї, в органiзмi людини
легко вбудовуються у клiтиннi органели, зокрема мембрани, та проникають крiзь плазмо-
лему, стимулюючи роботу усiх органiв i систем.

В першу чергу мова йде про адаптогени, тобто засоби, якi пiдвищують стiйкiсть рiзних
тканин та систем органiзму до нестачi кисню. З адаптогенiв рослинного походження спо-
чатку був дослiджений женьшень, пiзнiше була доведена висока ефективнiсть для спорту
препаратiв елеутерококу колючого, родiоли рожевої, левзеї сафлоровидної, аралiї маньч-
журської, лимоннику китайського та iн. [8].

Спектр фармакологiчної дiї рiзних частин лимоннику китайського (Schizandra chinensis
(Turcz.) Baill.) вiдрiзняється i залежить вiд кiлькiсного та якiсного складу бiологiчно актив-
них речовин (БАР). В плодах лимоннику знайдено фенольнi (Р-активнi — бiля 100 мг/100 г
сировини, переважно катехiни) та мiнеральнi сполуки, вiтамiни, органiчнi кислоти, цукри
(2–6%, переважно моносахариди), лiпiди, вуглеводи та iн. У соку плодiв лимоннику встанов-
лена присутнiсть винної (до 3%), лимонної (до 52%), яблучної (40%), бурштинової (до 4%)
та щавлевої кислот. Сiк також мiстить пектини (0,2–4%) i вiтамiн С (до 33 мг/%). Крiм
того, у плодах лимоннику знайдено ненасиченi жирнi кислоти, зокрема лiнолева та лiно-
ленова. Вважається, що основна бiологiчна активнiсть лимоннику та його стимулююча дiя
на органiзм обумовленi, в основному, наявнiстю схiзандрину. В стиглому насiннi бiльше 5%
припадає на долю фенольної лiгнанової фракцiї, котра є сумiшшю схiзандрину та його
аналогiв (α-, β-, γ-, δ-, ε-, псевдо-γ- та нео-γ-схiзандрини, дезоксисхiзандрин, схiзандрол
та iн.). Структура деяких сполук (схiзандрину, схiзандролу, γ-схiзандрину, дезоксисхiзан-
дрину) встановлена, iншi сполуки отримано у чистому виглядi [9].

У спортi лимонник китайський як один з найпоширенiших представникiв рослинних
адаптогенiв широко застосовується для пiдвищення фiзичної працездатностi, активiза-
цiї обмiну речовин i покращення регенераторних процесiв [10]. Плоди (насiння) лимон-
нику мають здатнiсть збiльшувати життєву ємнiсть легень, транспорт кисню до працю-
ючих м’язiв спортсмена, прискорювати утворення еритроцитiв, попереджуючи розвиток
анемiї та виникнення гiпоксичних станiв у атлетiв, тонiзують серцево-судинну, дихаль-
ну та центральну нервову систему. Крiм пiдвищення загальної фiзичної працездатностi,
а також специфiчних параметрiв тренованостi, для спортсменiв, зокрема важкоатлетiв,
дуже важливим є вдосконалення нейрорегуляторних механiзмiв, тобто внутрiшньо- та
мiжм’язової координацiї та оптимальний рiвень взаємозв’язку мiжм’язової та централь-
ної нервової системою, якi здебiльшого залежать вiд швидкостi передачi нервово-м’язово-
го iмпульсу [11]. З урахуванням того, що застосування лимоннику китайського найбiль-
шою мiрою, порiвняно з iншими адаптогенами, посилює процеси збудження у централь-
нiй нервовiй системi, водночас значно пiдвищуючи фiзичну та розумову працездатнiсть,
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його застосування у фармакологiчному забезпеченнi пiдготовки спортсменiв є цiлком до-
цiльним.

Проте незважаючи на значну кiлькiсть робiт щодо загальної ролi лимоннику китайсько-
го у пiдвищеннi фiзичної та розумової працездатностi, стiйкостi до гiпоксiї та активуючого
загального впливу на фiзiологiчний стан органiзму спортсменiв, дослiдження щодо тонких
механiзмiв дiї цього адаптогену на рiвнi субклiтинних структур до цього часу не прово-
дилися.

Мета роботи — визначення впливу лимоннику китайського на прооксидантно-антиокси-
дантну рiвновагу в клiтинних мембранах у взаємозв’язку з показниками фiзичної праце-
здатностi спортсменiв.

Матерiал та методика дослiджень. У фармакологiчному забезпеченнi рiзних ви-
дiв спорту препарати лимоннику широко застосовуються у виглядi водних настойок та
спиртових екстрактiв; нами використано саме фармакопейну форму спиртового екстракту
насiння лимоннику китайського. Дослiдження були проведенi протягом 14 днiв у 25 спортс-
менiв-важкоатлетiв (чоловiки) вiком вiд 19 до 25 рокiв, 10 з яких склали контрольну групу
(не приймали препарати на основi лимоннику), а решта — основну. У представникiв основ-
ної групи протягом дослiдження, крiм загальноприйнятого фармакологiчного забезпечення
(пластичнi та енергетичнi субстрати, вiтамiннi препарати, iмуномодулятори та iн.), як адап-
тоген додатково застосовували екстракт лимоннику по 25 крапель двiчi на добу. Бiохiмiчнi
дослiдження проводили до початку прийому препарату та пiсля його закiнчення.

Фiзичну працездатнiсть оцiнювали за змiнами спецiальних контрольних вправ (стрибок
вгору з мiсця, ривкова тяга) за методикою В.М. Абалакова [12]. Спортсмени виконували по
три спроби цих вправ iз визначенням також часу, затраченого на виконання вправи. Усього
було проведено 72 вимiрювання та зареєстровано 288 показникiв. До аналiзу були включенi
середнi значення результатiв вправ у кожного спортсмена.

Бiохiмiчнi дослiдження у клiтинних мембранах здiйснювали, використовуючи тiнi ери-
троцитiв, оскiльки вони є достатньо адекватною моделлю загального пулу клiтинних мемб-
ран органiзму [13]. Для дослiджень застосовували суспензiю тiней еритроцитiв, яку отриму-
вали пiсля триразової обробки зразка кровi, стабiлiзованої 3,8% розчином натрiю цитрату,
за допомогою iзотонiчного розчину натрiю хлориду з наступним центрифугуванням при
3000 хв−1 протягом 10 хв. Осад еритроцитiв вiдмивали вiд залишкiв плазми в 155 мМ роз-
чинi натрiю хлориду та центрифугували ще раз за таких самих умов.

Оцiнку прооксидантно-антиоксидантної рiвноваги (ПАР) безпосередньо у клiтинних
мембранах проводили за змiнами активностi перекисного окиснення лiпiдiв (ПОЛ) та сту-
пеня антиоксидантного захисту. Визначення в мембранi еритроцитiв активностi процесу
ПОЛ проводили шляхом дослiдження вмiсту одного з його промiжних продуктiв — мало-
нового дiальдегiду (МДА) iз спектрофотометричним визначенням рiзницi поглинання при
довжинах хвиль 532 i 580 нм. Антиоксидантну активнiсть дослiджували за змiнами вмi-
сту вiдновленого глутатiону (GSH) пiсля iнкубацiї еритроцитарної суспензiї з реактивом
Елмана при вимiрюваннi оптичної густини утвореного продукту реакцiї (тiонiтрофенильнi
анiони) при довжинi хвилi 412 нм. За вiдношенням вмiсту МДА до вмiсту GSH розрахову-
вали прооксидантно-антиоксидантний коефiцiєнт (Kпа). Для оцiнки функцiонального стану
мембрани еритроцитiв визначали її сорбцiйну здатнiсть (СЗЕ) за змiнами швидкостi погли-
нання вiтального барвника метиленового синього. Для порiвняння аналогiчнi дослiдження
були проведенi також у 10 донорiв (здоровi нетренованi особи) вiдповiдного вiку та статi.
Усi бiохiмiчнi дослiдження виконано, як описано в роботi [1].

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №2 165



Математичну обробку, подальшi розрахунки i багатофакторний кореляцiйний аналiз
з визначенням коефiцiєнтiв кореляцiї Пирсона (r) та їхньої достовiрностi проводили за до-
помогою прикладних пакетiв комп’ютерних програм “GraphStatInPad” та “Excel 97”. Вiро-
гiднiсть рiзницi розраховували за t-критерiєм Ст’юдента.

Результати дослiджень та їх обговорення. Було встановлено, що тривалi фiзичнi
навантаження у спортсменiв призводять до зсуву ПАР в мембранах у бiк накопичення
продуктiв ПОЛ, на що вказує збiльшення вмiсту МДА та зниження — GSH. Про змiни
у станi ПАР свiдчить також зростання Kпа. Якщо у здорових нетренованих осiб (донори)
цей показник дорiвнює 2,0 ум. од., то за iнтенсивних фiзичних навантажень вiн зростає до
2,42 ум. од., що вказує на активацiю окиснювальних процесiв у плазматичних мембранах
(табл. 1).

Застосування екстракту плодiв лимоннику водночас гальмує активнiсть лiпопереокис-
нення, що вiддзеркалює зменшення вмiсту МДА як одного з промiжних його продуктiв, та
сприяє зростанню ступеня антиоксидантного захисту, яке вiдображається збiльшенням кон-
центрацiї GSH в мембранах еритроцитiв. Пiд дiєю цього адаптогену величина Kпа у спортс-
менiв знижується до 1,32. Покращення бiохiмiчних показникiв у мембранi супроводжується
стабiлiзацiєю її функцiональних властивостей, на що вказує значне зниження СЗЕ. В той же
час у контрольнiй групi пiд впливом навантажень зростаючої iнтенсивностi продовжується
накопичення продуктiв ПОЛ та зменшується антиоксидантний захист (див. табл. 1).

Водночас застосування екстракту плодiв лимоннику китайського супроводжується по-
кращенням параметрiв фiзичної працездатностi. Якщо в контрольнiй групi пiсля закiнчен-
ня дослiджень цi показники погiршуються — знижується висота стрибка та зростає час
його виконання, то пiд впливом адаптогену висота стрибка, порiвняно з даними до початку
прийому лимоннику, зростає на 14,3%, а час виконання стрибка зменшується в середньому
на 9,1%.

На останньому етапi роботи було проаналiзовано кореляцiйнi залежностi мiж вивченими
параметрами ПАР та показниками фiзичної працездатностi спортсменiв. Встановлено, що
пiсля закiнчення дослiдження мiж рiвнем МДА в клiтинних мембранах, який вiдображує
iнтенсивнiсть процесiв ПОЛ в них, та показниками фiзичної працездатностi iснують такi
залежностi: мiж МДА, з одного боку, та висотою i часом виконання тяги ривкової та висо-
тою i часом виконання стрибка, з другого, вiдповiдно r1 = −0,78, r2 = +0,55, r3 = −0,47,

Таблиця 1. Змiни показникiв ПАР i функцiонального стану мембран еритроцитiв у спортсменiв пiд впливом
лимоннику китайського

Показник
(M ±m)

Група дослiджених

донори
(n = 10)

до початку
дослiдження

(n = 25)

контрольна
пiсля закiнчення

дослiдження (n = 10)

дослiдна
пiсля закiнчення

дослiдження (n = 15)

Малоновий дiальдегiд, 3,67 ± 0,10 5,46± 0,17∗ 5,92 ± 0,18∗ 4,23± 0,11#∗

нмоль · 106еритр.

Вiдновлений глутатiон, 1,83 ± 0,11 2,28± 0,14∗ 2,19 ± 0,14 3,19± 0,24#∗

10−12 ммоль · еритр.−1

Сорбцiйна здатнiсть 21,6 ± 1,4 35,3,4 ± 2,16∗ 34,4 ± 2,07∗ 26,6± 1,14∗#

еритроцитiв, %

Kпа, ум. од. 2,0± 0,02 2,42± 0,03∗ 2,70 ± 0,04∗# 1,32± 0,06#∗

∗ — P < 0,05 порiвняно з даними у здорових нетренованих осiб (донорiв);
# — P < 0,05 порiвняно з даними в контрольнiй групi пiсля закiнчення дослiдження.
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r4 = +0,85. Знайдено також кореляцiйнi залежностi мiж вмiстом GSH, що вiддзеркалює
напруженiсть антиоксидантного захисту в клiтинних мембранах, з одного боку, та вищена-
званими показниками фiзичної працездатностi, з iншого: r1 = +0,97, r2 = −0,47, r3 = +0,85,
r4 = −0,73 вiдповiдно (P в усiх випадках < 0,05). Тобто, процеси ПОЛ та антиоксидантно-
го захисту спричиняють прямо протилежний вплив на показники фiзичної працездатностi
спортсменiв: чим вища iнтенсивнiсть ПОЛ, тим гiршi показники якостi виконання вправ
i тим бiльше часу витрачається на їх виконання. Зростання вмiсту вiдновленого GSH, нав-
паки, веде, до збiльшення якостi здiйснених вправ-тестiв i зменшення часу на їх виконання.

Таким чином, отриманi данi дають змогу резюмувати, що позитивний вплив екстракту
плодiв лимоннику китайського на фiзичну працездатнiсть спортсменiв значною мiрою ба-
зується на гальмуваннi процесiв ПОЛ та зростаннi антиоксидантного захисту в клiтинних
мембранах, тобто на нормалiзацiї ПАР, що призводить до покращення поверхневої цито-
архiтектоники клiтин та сприяє кращому протiканню бiохiмiчних процесiв, якi базуються
на мембранних реакцiях. В першу чергу, мова йде про прискорення швидкостi проведення
нервово-м’язового iмпульсу [14], на чому й грунтується значною мiрою позитивний сплив
лимоннику на фiзичну працездатнiсть спортсменiв.
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Л.М. Гунина

Один из механизмов влияния растительного адаптогена лимонника
китайского на физическую работоспособность

Проанализировано результаты влияния экстракта семян лимонника китайского на про-
оксидантно-антиоксидантное равновесие в клеточных мембранах (на примере мембран эри-
троцитов) и динамику показателей физической работоспособности спортсменов. Установ-
лены корреляционные связи между улучшением показателей физической работоспособности
и нормализацией параметров перекисного окисления липидов и антиоксидантной защиты
в клеточных мембранах. Автор считает, что полученные результаты раскрывают новые
механизмы адаптационного действия лимонника китайского.

L.M. Gunina

One of the mechanisms of influence of vegetable adaptogen Shizandra

chinensis on the physical capacity

The results of influence of Shizandra chinensis seeds extract on the prooxidant-antioxidant balance
in cellular membranes (by the example of erythrocyte’s membrane) and the dynamics of physi-
cal capacity indices in sportsmen are analyzed. Cross-correlation connections are set between the
improvement of physical capacity indices and the normalization of parameters of lipid peroxida-
tion and antioxidant defence in cellular membranes. The author considers that the results obtained
expose the new mechanisms of adaptation action of Shizandra chinensis.
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Академик НАН Украины Г. В. Кнышов, С. В. Зубков, Е.А. Настенко,
Е.О. Лебедева, А.О. Матвийчук, Ю. В. Шардукова

Моделирование профиля напряжений в стенках
извитых коронарных артерий системы кровообращения

человека

С помощью математического моделирования показано, что неравномерное распределе-
ние нормальных напряжений на криволинейном участке коронарной артерии может
влиять на образование ее петлеобразных изгибов с уплощенной вершиной, что хоро-
шо согласуется с данными коронарографии. Определена зона оптимального размещения
шунта при аортокоронарном шунтировании, в результате чего напряжения в стенке
искривленного участка могут быть уменьшены. Это снижает вероятность развития
приступов стенокардии, вызванных избыточным трансмуральным давлением.

В последние годы все большее внимание уделяется конфигурационным аномалиям арте-
риальных сосудов как причине локальных нарушений кровообращения [1, 2]. Одной из
наиболее распространенных конфигурационных аномалий является извитость коронарных
артерий.

Актуальность данной работы для кардиологии и кардиохирургии определяется нали-
чием нарушений кровотока в извитых коронарных артериях (ИКА) как возможной самос-
тоятельной причины возникновения синдрома стенокардии и(или) инфаркта миокарда и так
называемого синдрома X.

Неравномерное распределение напряжений в стенке коронарной артерии (КА) может
иметь следующие последствия:

приводить к ремоделированию, т. е. изменению формы артерии с течением времени;
быть причиной приступов стенокардии и(или) острого коронарного синдрома вследствие

резкого локального повышения трансмурального давления в КА;
приводить к развитию склероза КА вследствие локального повреждения стенок;
вызывать недостаточность коронарного кровообращения;
приводить к развитию хронической недостаточности кровообращения.
ИКА могут встречаться как самостоятельная и как сопутствующая патология [2]. Во

втором случае при наличии выраженного синдрома стенокардии может быть выполнено
аортокоронарное шунтирование. Здесь уместно поставить задачу оптимального места вши-
вания шунта для максимальной разгрузки стенок КА.

Исследование представленной проблемы целесообразно проводить с помощью математи-
ческих моделей, поскольку экспериментальное изучение данной проблемы представляется
трудновыполнимой (малоразрешимой) задачей.

Целью работы было математическое моделирование распределения напряжений в стен-
ках извитых коронарных артерий, их влияния на формообразование КА и выработка реко-
мендаций по снижению напряжений путем аортокоронарного шунтирования.

Как показал анализ данных литературы, данная проблема формализована и исследова-
на недостаточно. Отсутствует общепринятое клиническое определение извитых сосудов.
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Рис. 1. Особенности извитых КА: а — определение кривизны линии; б — графики кривизны k (кривая 1 )
функции (кривая 2 ) и модуля производной от k (кривая 3 )

Известно [3], что движение точки вдоль кривой а связано с непрерывным изменением
двух величин: расстояния S, на которое удалена точка от начального положения, и угла α
поворота касательной относительно начального положения (рис. 1, а).

Если с увеличением пути S непрерывно увеличивается и α, кривая называется простой.
Извитой назовем любую непростую линию, у которой с увеличением пути S угол смежно-
сти α периодически изменяется как по величине, так и по знаку.

Угол смежности α между касательными в двух бесконечно близких точках кривой,
отнесенный к длине дуги S между этими точками, определяет степень искривленности
линии, т. е. определяет кривизну k кривой

k = lim
∆S→0

∆α

∆S
. (1)

Для выяснения гидродинамического смысла кривизны k кровеносного сосуда разделим чи-
слитель и знаменатель выражения (1) на ∆t. Тогда при ∆t → 0 и ∆S → 0 получим:

k = lim
δ∆S→0

∆α

∆S
= lim

δ∆t→0

∆α

∆t
∆S

∆t

=
Ω

V
, (2)

т. е.

Ω = kV, (3)

где V — линейная скорость кровотока в данной точке сосуда; Ω — угловая скорость враще-
ния вектора линейной скорости кровотока V в этой же точке.

Таким образом, кривизна k сосуда в точке численно равна скорости вращения вектора
линейной скорости кровотока, приходящейся на единицу его величины (модуля).

Поскольку Ω и V являются функциями времени Ω = Ω(t), V = V (t), то

d

dt
k =

Ω′(t)V (t)− V ′(t)Ω(t)

V 2(t)
. (4)
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Рис. 2. Ангиограмма коронарной артерии

Если на малых расстояниях можно считать V (t) = V = const (в силу малых изменений
диаметра сосуда и принципа неразрывности потока), то модуль производной от k будет
характеризовать угловое ускорение элементарного объема крови под воздействием внешних
сил ∣∣∣∣

d

dt
k

∣∣∣∣ ≈
Ω′(t)

V
. (5)

Его максимумы на графике (рис. 1, б, кривая 3 ) указывают на те участки сосуда, где он
подвергается наибольшему воздействию внешних сил, а значит, и большим деформациям.

Это может указать направление поиска объяснения эффекта дистального уплощения
верхушек изгибов (рис. 2).

При исследовании формы реальных КА на поверхности миокарда было замечено, что
диаметр КА уменьшается в дистальном направлении, амплитуда изгибов увеличивается,
а период уменьшается.

Кроме того, наблюдается уплощение верхушек изгибов, что может быть удовлетвори-
тельно аппроксимировано функцией y = sin(x3)2/3ex/4, наложенной на цилиндрическую
поверхность, образующей которой является периметр, по которому сосуд расположен на
поверхности миокарда.

Для потока реальной жидкости уравнение Бернулли имеет вид:

z1 +
p1
ρg

+
α1v

2
1

2g
= z2 +

p2
ρg

+
α2v

2
2

2g
+ hw, (6)

где v1 и v2 — средние скорости движения жидкости в рассматриваемых сечениях; α1 и α2 —
коэффициенты кинетической энергии, величина которых зависит от степени неравномер-
ности распределения скоростей по живому сечению потока, hw — потери напора.

Коэффициент α выражает отношение действительной кинетической энергии Kд, опре-
деленной по истинным скоростям движения жидкости, к условной кинетической энергии
Kу, определенной по средней скорости потока v:

α =
Kд

Ky
=

∫

S

v2ds

v2Q
. (7)
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Потери напора могут быть разделены на два вида:
потери напора по длине hl, пропорциональные длине потока и обусловленные силами

трения между жидкостью и стенками трубопровода;
местные потери напора hм — потери, сосредоточенные на коротких участках потока и

обусловленные резкими деформациями потока, изменением скорости потока по величине
и направлению.

Потери напора по длине определяются по формуле Дарси:

hl = λ
lv2

2gD
, (8)

где λ — коэффициент гидравлического трения (определяется опытным путем); l — длина
участка; D — расчетный внутренний диаметр.

Местные потери напора определяются по формуле Вейсбаха:

hм = ζ
v2

2gD
, (9)

где ζ — коэффициент местного сопротивления.
Экспериментально установлено, что коэффициент местного сопротивления плавного по-

ворота сосуда на угол θ при, например D/(2R) = 0,33, описывается формулой:

ζп = 0,18
θ

90n
. (10)

Формула (9) описывает потери кинетической энергии потока, затраченной на поворот
вектора количества движения и перешедшие в тепло и потенциальную энергию деформа-
ции стенки сосуда. Для радиального сечения нормальные (разрывающие) напряжения σ
в сечении стенки толщиной δ, возникающие при действии трансмурального давления P ,
в соответствии с законом Лапласа равны:

σ =
FR

Sδ
=
PDl

2lδ
=
PD

2δ
. (11)

Очевидно, что при повороте вектора количества движения избыточное давление pизб на
стенку будет постепенно возрастать, достигнет некоторого максимального значения и умень-
шится до нуля по завершению поворота (рис. 3):

P = p0 + pизб(ϕ). (12)

Для построения эпюры pизб(ϕ) рассмотрим силы, действующие на движущийся (но не
вращающийся) элементарный объем на изогнутом участке сосуда (рис. 3), считая, что они
вызываются соответствующими ускорениями v′i.

Как следует из рисунка, проекции вектора скорости на оси x′oy′ равны:
{
vx = v cosϕ(t),

vy = v sinϕ(t),

а проекции векторов ускорения (и силы давления pизб(ϕ)) на оси x′oy′ будут:
{
ax = v′x(t) = v′ cosϕ(t)− v sinϕ(t)ϕ′(t),

ay = v′y(t) = v′ sinϕ(t) + v cosϕ(t)ϕ′(t).
(13)
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Рис. 3. Эпюра избыточных нормальных напряжений в стенке изогнутого сосуда, вызванных местными
потерями напора

Для короткого участка сосуда считаем постоянными следующие гидравлические сопротив-
ления [4]:

продольный импеданс — ZL =

dP

dx
Q

;

поперечный импеданс — ZW =
P

dQ

dx

;

входной импеданс — ZX =
P

Q
.

(14)

Легко видеть, что

ZLZW =
P

Q

dP

dx

dx

dQ
=
P

Q

dP

dQ
= ZX

dP

dQ
,

откуда

dQ =
ZX

ZLZW
dP.

После деления обеих частей равенства на dt получаем

S
dv

dt
=

ZX

ZLZW

dP

dt
. (15)
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Считая вектор скорости совпадающим с вектором давления, получим выражения для
проекций ускорений на оси x′oy′. Для оси ox′ px = P cosϕ(t) = P cosωt, ω = const:





dvx
dt

=
1

S

ZX

ZLZW

dpx
dt

;

dvy
dt

=
1

S

ZX

ZLZW

dpy
dt
.

(16)

Тогда

v′x(t) =
dvx(t)

dt
=

1

S

ZX

ZLZW

dpx
dt

= −ω
S

ZXP

ZLZW
sinωt = − ω

S2

ZXP

ZLZW
Sy(t), (17)

где Sy(t) — проекция площади поперечного сечения сосуда на ось y.
Аналогично, для оси y:

py = P sinϕ(t) = P sinωt;

v′y(t) =
dvy(t)

dt
=

1

S

ZX

ZLZW

dpy
dt

=
ω

S

ZXP

ZLZW
cosωt =

ω

S2

ZXP

ZLZW
Sx(t),

(18)

где Sx — проекция площади поперечного сечения сосуда на ось x.
Таким образом, ускорения v′x(t), v

′
y(t) пропорциональны проекциям Sy(t), Sx(t) площади

поперечного сечения сосуда S на оси y и x соответственно.
Проекции ускорения ~v ′ элементарного объема крови на нормаль к траектории движения

будут:




v′n
+
= v′x(t) cos

(
π

2
− ωt

)
= −ω

S

ZXP

ZLZW
sinωt cosωt;

v′n
−
= v′y(t) cosωt =

ω

S

ZXP

ZLZW
cos2 ωt.

(19)

Их сумма определит нормальное ускорение и, значит, нормальную силу давления на стенку
как функцию угла поворота потока:

v′n = v′n
+
+ v′n

−
= −ω

S

ZXP

ZLZW

(
cos2 ωt− 1

2
sin 2ωt

)
. (20)

Очевидно, что максимума она достигнет тогда, когда достигнет максимума выражение
в скобках (рис. 4, при ω = 0,8. . .1,3 рад/с). Это может служить одной из причин, объяс-
няющих явления “уплощения” вершин извитых участков КА (рис. 2).

Очевидно также, что оптимальным местом установки шунта может служить точка с наи-
меньшими изменениями напряжений.

В работе [5] приводятся результаты исследования кровотока в аорте с аневризмой как
пространственных течений вязкой несжимаемой жидкости в неэластичных трубках с несим-
метричным расширением. Авторами получены похожие зависимости изменения давления.

Эпюра ускорений в плоскости, нормальной к вектору скорости при n = 5 и 0 6 ω 6 π/2,
будет описываться выражением

|v′nz|t=const
ω=const

=
4ω

πr(n+ cosα)

ZXP

ZLZW
k cosα, (21)

где n = R/r.
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Рис. 4. Нормальное ускорение элементарного объема крови как функция угла поворота потока при измене-
нии ωt в интервале 0 6 ωt 6 π/2

Таким образом, кровоснабжение миокарда осуществляется сетью мелких септальных ар-
терий, отходящих от коронарных артерий, а сами коронарные артерии можно представить
в виде своеобразного закрытого короткого конуса.

Изогнутые участки коронарных артерий представляют для потока крови дополнитель-
ные гидравлические сопротивления. Полученные зависимости избыточных ускорений, свя-
занных с извитостью сосуда и вызывающих дополнительные напряжения в его стенках,
могут служить объяснением явления уплощения вершин извитых участков, что хорошо
согласуется с результатами ангиографии.

Локально избыточные напряжения в стенках КА могут быть причиной рефлекторного
спазма коронарных сосудов и возникновения синдрома стенокардии.

Размещение шунта на закругленном участке под углом α = 0,362 рад = 20,75◦ по отно-
шению к горизонтали или близким к нему позволяет максимально снизить напряжения
в стенке КА, что уменьшит вероятность развития синдрома стенокардии после операции
и снизит нагрузки на шунт в месте его прикрепления.
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Моделювання профiлю напружень в стiнках звивистих коронарних
артерiй системи кровообiгу людини

За допомогою математичного моделювання показано, що нерiвномiрний розподiл нормаль-
них напружень на криволiнiйнiй дiлянцi коронарної артерiї може впливати на утворення
її петлеподiбних вигинiв iз сплощеною вершиною, що добре узгоджується з даними коро-
нарографiї. Визначено зону оптимального розмiщення шунта при аортокоронарному шун-
туваннi, в результатi чого напруження в стiнцi викривленої дiлянки коронарної артерiї
можуть бути зменшенi. Це знижує ймовiрнiсть розвитку нападiв стенокардiї, виклика-
них надмiрним трансмуральним тиском.

Academician of the NAS of Ukraine G.V. Knyshov, S.V. Zubkov, Ie.A. Nastenko,
Ye. O. Lebedeva, A.O. Matviychuk, Yu.V. Shardukova

Modeling of the stress profile in the walls of tortuous coronary arteries
of the human circulatory system

With mathematical modeling, it is shown that the uneven distribution of normal stresses in the
curved area of a coronary artery may affect the formation of loop-shaped curves with a flattened top,
which agrees well with the data of coronary angiography. The zone of optimal placement of a shunt at
coronary aortic bypass grafting is defined. This decreases the stress in the wall of a curved section
of the coronary artery. This reduces the risk of heart attack caused by the excessive transmural
pressure after cardiac operation.
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Порiвняльний аналiз магнiтних характеристик
та протипухлинного ефекту нанокомплексiв

з наночастинок оксидiв залiза та доксорубiцину при
радiочастотнiй гiпертермiї карциносаркоми Уокер-256

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В. Л. Ганулом)

Проведене порiвняльне дослiдження магнiтних характеристик за допомогою методу
магнiтометрiї на вiбрацiйному магнiтометрi та спектрiв електронного парамагнiтно-
го резонансу (ЕПР) нанокомплексiв з наночастинок Fe2O3, Fe3O4 i протипухлинного
антибiотика доксорубiцину засвiдчило, що змiни магнiтних моментiв насичення були
подiбними до змiн iнтегральної iнтенсивностi спектрiв ЕПР. Найбiльшi магнiтнi мо-
менти насичення та iнтегральнi iнтенсивностi спектрiв ЕПР мали зразки з наночас-
тинками Fe3O4, якi в складi нанокомплексу з доксорубiцином виявляли максимальний
протипухлинний ефект при радiочастотнiй гiпертермiї карциносаркоми Уокер-256.

Значнi зусилля дослiдникiв у онкологiї в даний час зосередженi на розробцi нанокомплексiв
(НК) на основi синтезу бiосумiсних багатофункцiональних наночастинок, якi поєднують-
ся з цитостатичними препаратами i вводяться пацiєнтовi через кровоносну систему. НК,
мають додатковi переваги порiвняно з традицiйним прийомом препаратiв через їх здатнiсть
iнтегруватися з рiзноманiтними речовинами за рахунок високої питомої поверхнi [1]. НК,
синтезованi на основi наночастинок магнетиту (Fe3O4) або маггемiту (γ-Fe2O3) з протипух-
линним антибiотиком доксорубiцином (ДР), можуть бути використанi як протипухлиннi
агенти при радiочастотнiй гiпертермiї (РГТ) [2].

Основнi проблеми, якi гальмують широке впровадження в клiнiчну практику комплекс-
ного лiкування онкологiчних хворих з використанням магнiточутливих НК при РГТ, мо-
жуть бути зведеннi до нижченаведеного перелiку: незначна поверхнева селективнiсть на-
ночастинок помiж злоякiсними та нормальними клiтинами; РГТ, що iнiцiйована електро-
магнiтним опромiненням (ЕО) злоякiсних пухлин, при температурах понад 41 ◦С може
супроводжуватись формуванням термотолерантностi та терморезистентностi на клiтинно-
му рiвнi внаслiдок iнiцiювання синтезу бiлкiв теплового шоку; сповiльнена бiодеструкцiя
наночастинок в органiзмi та побiчнi ефекти накопичення їх у печiнцi, селезiнцi, м’язах,
iнших органах [3]. Таким чином, можна констатувати, що вирiшення зазначених проблем
при iнiцiюваннi електромагнiтним полем протипухлинної активностi речовин на наноно-
сiях є актуальною задачею.

Одним з пiдходiв вирiшення вищезазначених проблем є концепцiя, запропонована
А. Сент-Дьйордi стосовно впливу ефекту переносу електронiв у клiтинi на iнтенсивнiсть

© В. Е. Орел, А.Д. Шевченко, I. I. Дзятковська, М. О. Нiколов, А.В. Романов, А.Ю. Рихальський,
А.П. Бурлака, С.М. Лукiн, Н.М. Дзятковська, I. Б. Щепотiн, 2013
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росту злоякiсних пухлин [4]. Вiдомо, що оксид залiза Fe2O3 є найбiльш стiйкою кисневмiс-
ною сполукою залiза, а оксид залiза Fe3O4 (FeO·Fe2O3) — навпаки, бiльш легко окислюється,
є хорошим провiдником струму та має бiльшу величину окисно-вiдновного стандартного
електродного потенцiалу [5]. Магнiтнi поля можуть впливати на кiнетику окисно-вiдновних
реакцiй радикалiв iз сполуками перехiдних металiв, якi мають рiзну електронну конфiгура-
цiю [6]. Наночастинки оксидiв залiза включають у свiй склад iони з неспареними електро-
нами на внутрiшнiй оболонцi (наприклад 3d оболонка iонiв Fe у Fe3O4), якi обумовлюють
магнiтнi властивостi магнетиту. В процесi утворення НК, в склад якого входить ДР, ви-
никають умови переходу електрона мiж внутрiшнiми та частково заповненими зовнiшнiми
орбiталями, що призводить до змiни реакцiйної здатностi НК [7]. Пiд час РГТ НК у зло-
якiсних пухлинах виникають вихровi струми та магнiтнi вихри, якi впливають на кiнетику
окисно-вiдновних реакцiй за участю радикалiв мiж НК та злоякiсними клiтинами. Меха-
нiзм цитотоксичної дiї ДР за участю iонiв залiза заснований на активацiї гiдроксильних
радикалiв, якi руйнують лiпiди, бiлки, ДНК та iншi компоненти i структури пухлинних
клiтин [8]. Це iнiцiює процеси апоптозу та некрозу пухлинних клiтин, змiнюючи кiнетику
їх росту, яка, вiрогiдно, може залежати вiд типу сполуки залiза з киснем у НК.

Ми ставили за мету дослiдити на тваринах з карциномосаркомою Уокер-256 особливостi
протипухлинного ефекту при введенi НК з наночастинок Fe2O3 або Fe3O4 та ДР i помiрнiй
РГТ.

Як самостiйнi частини або складовi препаратiв були використанi наночастинки окси-
ду залiза Fe2O3 та Fe3O4 дiаметром <50 нм (“Sigma”) i ДР виробництва Пфайзер Iталiя
С. р. л., Iталiя. Масова концентрацiя ДР у НК — 50%. Механомагнетохiмiчну активацiю
(ММХА) та механомагнетохiмiчний синтез (ММХС) при одночаснiй дезiнтеграцiї части-
нок i ЕО порошку в сухому виглядi проводили за допомогою механомагнiтного реактора
“ММР1” (НIР) [9]. Локалiзацiю НК в пухлинi здiйснювали за допомогою постiйного неоди-
мового магнiту, величина магнiтної iндукцiї якого на поверхнi в центрi становила 0,3 Tл.
Для локального просторово-неоднорiдного ЕО використовували прототип апарата “Магнi-
терм” (“Радмiр”, Україна). Параметри ЕО: частота — 40 МГц, вихiдна потужнiсть — 60 Вт.
Аплiкатор апарата — рамковий, з розмiрами 2× 2,5 см та профiлем у формi дуги з радiу-
сом кривизни 2,3 см.

Магнiтнi характеристики препарату дослiджували методом магнiтометрiї на вiбрацiйно-
му магнiтометрi “Vibrating Magnetometer 7404 VSM” (“Lake Shore Cryotronics, Inc. ”, США)
в магнiтних полях з напруженiстю до 13 кЕ. Чутливiсть магнiтометра становила 10−7 емо,
що давало можливiсть виконувати вимiри магнiтного моменту на зразках масою до оди-
ниць мiлiграм. Масу дослiджуваних зразкiв визначали за допомогою електронних мiкроваг
AB135-S/FACT з автокомпенсацiєю (“METTLER TOLEDO”, Швейцарiя). Чутливiсть ваг
становила 10−5 г.

Для дослiдження стабiльних вiльних радикалiв дослiджували спектри електронного па-
рамагнiтного резонансу (ЕПР), якi реєстрували на модернiзованому спектрометрi марки
РЕ1307 (ЗЕПС АН) при температурi рiдкого азоту 77 К в цилiндричному резонаторi з мо-
дою Н011 на частотi близько 9,15 ГГц. Потужнiсть надвисокочастотного випромiнювання
становила 40 мВт. Використовували модуляцiю магнiтного поля частотою 100 кГц. Пробу
розмiщували у кварцовому дьюарi з внутрiшнiм дiаметром 4,5 мм. Об’єм проби становив
0,5 мл.

Дослiдження впливу НК, ДР та РГТ тварин на протипухлинну активнiсть комплексу
проведено на 48 неiнбредних щурах-самках масою (180± 15) г розводки вiварiю Нацiональ-
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Рис. 1. Петлi гiстерезису при 300 К. а — без впливу; б — пiсля ММХА; в — пiсля ММХС

ного iнституту раку з перещепленою карциносаркомою Уокер-256. Трансплантацiю пух-
линних клiтин карциносаркоми Уокер-256 здiйснювали шляхом введення щурам у праве
стегно 20% суспензiї клiтин в об’ємi 0,4 мл в середовищi 199. ДР вводили тваринам у дозi
1,5 мг/кг маси, НК — ДР 1,5 мг/кг, Fe3O4 або Fe2O3 3 мг/кг. РГТ i введення препаратiв
у хвостову вену тварин об’ємом 0,3 мл в розчинi NaCl починали на 4-ту добу пiсля пере-
щеплення пухлини i проводили 1 раз у 2 доби. Весь курс складався з 5 iн’єкцiй та 5 сеансiв
РГТ. Строк спостереження за тваринами становив 20 дiб.

Внутрiшньопухлинна температура не перевищувала 37,9 ◦С. Об’єм пухлини замiряли
i розраховували як описано в роботi [10].

Усi дослiдження на тваринах здiйснювали згiдно з нормами, встановленими законом
України № 3447–IV „Про захист тварин вiд жорстокого поводження”, а також прийнятими
в Європейськiй конвенцiї iз захисту хребетних тварин, яких використовують для експери-
ментальних i наукових цiлей вiд 20.09.1985 [11].

Для оцiнки нелiнiйної динамiки росту пухлин тварин використовували фактор росту ϕ
та коефiцiєнт гальмування пухлини κ згiдно з [12].

Статистичний аналiз вiрогiдностi отриманих даних проводили за допомогою t-критерiю
Стьюдента з попередньою перевiркою гiпотези про нормальний закон розподiлу випадкової
величини за критерiєм Колмогорова–Смiрнова.

Аналiз магнiтних характеристик (рис. 1, табл. 1) свiдчить про те, що магнiтний момент
насичення (ms) для зразкiв Fe3O4 без впливу i пiсля ММХА був на 4 i 7% вiдповiдно
бiльший, нiж для зразкiв Fe2O3. Пiсля ММХС магнiтний момент насичення НК на основi
ДР з Fe3O4 перевищував цей параметр для НК на основi ДР з Fe2O3 на 72%.
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Рис. 2. Спектри ЕПР: а — без впливу; б — ММХА; в — ММХС; 1 — Fe2O3; 2 — Fe3O4

На рис. 2 наведенi спектри ЕПР дослiджених зразкiв, а в табл. 2 — фактори спект-
роскопiчного розщеплення g та iнтегральної iнтенсивностi спектрiв ЕПР. Вiдзначимо, що
в дослiджених зразках змiни iнтегральної iнтенсивностi спектрiв були подiбними до змiн
магнiтних моментiв насичення. Так, пiсля ММХА та ММХС iнтегральна iнтенсивнiсть

Таблиця 1. Магнiтнi характеристики зразкiв

Серiя дослiду

Магнiтний момент
насичення (ms),

емо/г

Напруженiсть
магнiтного поля
(H), Е для ms

Коерцитивна
сила (Hc), Е

ДР офiцинальний (без впливу), — — —
дiамагнетик, m = −0,200 емо/г
ДР (ММХА), парамагнетик, — 3000 —
m = +0,06836 емо/г
Fe2O3(без впливу) 63,243 3000 45,3
Fe3O4 (без впливу) 65,963 3000 22,3
Fe2O3 (ММХА) 61,893 3000 57,1
Fe3O4 (ММХА) 66,422 3000 40,1
НК [ДР + Fe2O3(ММХС)] 17,567 3000 110,5
НК [ДР + Fe3O4(ММХС)] 30,265 3000 42,8

Таблиця 2. Змiни g-фактору та iнтегральної iнтенсивностi спектрiв ЕПР нанокомпозита та оксидiв залiза
пiсля механомагнiтного впливу

Серiя
дослiду

g-фактор
Iнтегральна iнтенсивнiсть
спектрiв ЕПР, вiдн. од.

Контроль
(без обробки) ММХА ММХС

Контроль
(без обробки) ММХА ММХС

Fe2O3 2,71 2,79 — 1 1,02 —
Fe2O3 + ДР — — 2,84 — — 0,75
Fe3O4 2,66 2,70 — 1 2,11 —
Fe3O4 + ДР — — 2,70 — — 1,8
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Таблиця 3. Вплив нанокомплексiв з доксорубiцину та оксидiв залiза при радiочастотнiй гiпертермiї на
нелiнiйну динамiку росту карциносаркоми Уокер-256

Група
тварин

Серiя дослiду

Фактор росту
пухлини (ϕ),

доба−1

Коефiцiєнт
гальмування росту

пухлини (κ), вiдн. од.

1 Контроль 0,592 ± 0,017 1,00

2 ОФ ДР 0,474 ± 0,0091 1,25

3 ОФ ДР + РГТ 0,465 ± 0,0071 1,28

4 НК [ДР+Fe2O3] + РГТ 0,518 ± 0,0121,2,3 1,14

5 НК [ДР+Fe3O4] + РГТ 0,448 ± 0,0121,4 1,32

6 НК [ДР+Fe2O3 +Fe3O4] + РГТ 0,479 ± 0,0051,4,5 1,24

1Статистично значущi вiдмiнностi порiвняно з контролем з рiвнем значущостi p < 0,05.
2,3,4,5Статистично значущi вiдмiнностi порiвняно з 2, 3, 4, 5 групами тварин з рiвнем значущостi p < 0,05.

спектрiв зразкiв з Fe3O4 була iстотно вищою. За умов ММХС фактор спектроскопiчного
розщеплення g зростав до величини 2,84 для нанокомпозита Fe2O3 з ДР. Пiсля ММХА та
ММХС Fe3O4 пiдвищувався з 2,66 до 2,70. Це свiдчить про можливi змiни в їх електронних
структурах.

В табл. 3 наведенi результати впливу НК та РГТ на нелiнiйну динамiку росту карцино-
саркоми Уокер-256 з 7-ї по 20-ту добу пiсля перещеплення. Згiдно з одержаними даними,
найбiльший протипухлинний вплив на динамiку росту карциносаркоми Уокер-256 спосте-
рiгався при введеннi НК з ДР i Fe3O4 та подальшiй РГТ, а найменший — при введеннi
НК з ДР i Fe2O3 й подальшiй РГТ. Введення НК з ДР та Fe2O3 + Fe3O4 й подальша РГТ
iнiцiювали промiжний ефект гальмування росту пухлини.

Отриманi результати свiдчать про те, що магнiтнi властивостi ММХС НК й протипух-
линний ефект були найбiльшими при використаннi протипухлинного НК на основi наноча-
стинок Fe3O4. Механiзм цього процесу полягає у впливi магнiтних полiв на окисно-вiдновнi
вiльнорадикальнi реакцiї та процеси переносу електронiв в електрон-транспортних ланцю-
гах мiтохондрiй [13]. В прикладному аспектi це свiдчить про наявнiсть бiльшого потенцiй-
ного ефекту магнетиту як складової протипухлинного НК, нiж маггемiту, принаймнi з двох
причин. Перша — це пiдвищення можливостi цiлеспрямованої доставки та локалiзацiї в пу-
хлинi НК на основi Fe3O4 постiйним магнiтним полем. Друга, як це було ранiше встановле-
но [14], — iнiцiацiя ЕО та НК порушень в електрон-транспортних ланцюгах мiтохондрiй при
тотальному лiзисiкрист. Це було обумовлено максимальним вмiстом комплексiв негемово-
го залiза з оксидом азоту. При цьому пiдвищилась iндукцiя апоптозу i некрозу злоякiсних
пухлин та гальмування їх росту.
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Сравнительный анализ магнитных характеристик
и противоопухолевого эффекта нанокомплексов из наночастиц
оксидов железа и доксорубицина при радиочастотной гипертермии
карциносаркомы Уокер-256

Проведенное сравнительное исследование магнитных характеристик с помощью метода
магнитометрии на вибрационном магнитометре и спектров электронного парамагнитного
резонанса (ЭПР) нанокомплексов из наночастиц Fe2O3, Fe3O4 и противоопухолевого анти-
биотика доксорубицина показало, что изменения магнитных моментов насыщения были
подобны изменениям интегральной интенсивности спектров ЭПР. Наибольшие магнитные
моменты насыщения и интегральные интенсивности спектров ЭПР имели образцы с на-
ночастицами Fe3O4, которые в составе нанокомплекса с доксорубицином обладали макси-
мальным противоопухолевым эффектом при радиочастотной гипертермии карциносаркомы
Уокер-256.
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Comparative analysis of magnetic properties and the antitumor effect
of nanocomplexes from nanoparticles of iron oxides and doxorubicin
during radiofrequency hyperthermia of Walker 256 carcinosarcoma

A comparative study of magnetic properties with the use of the method of magnetometry with a
vibration magnetometer and electron paramagnetic resonance (EPR) spectra of nanocomplexes of
nanoparticles Fe2O3, Fe3O4 and antitumor antibiotic doxorubicin has shown that the changes in
the saturation magnetic moments are similar to the changes in the integral intensity of EPR
spectra. The greatest magnetic moments of saturation and the integral intensity of EPR spectra
are characteristic samples of Fe3O4 in a nanocomplex with doxorubicin, which has the highest
antitumor effect in radiofrequency hyperthermia of Walker 256 carcinosarcoma.
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