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О.Ю. Дашкова

О линейных группах с ограничениями на систему всех

собственных подгрупп

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Пусть G � GL(F,A) — линейная группа над конечным полем F , G �= G′, |G| �= qk, где q —
простое число, и для каждой собственной подгруппы H группы G факторпространство
A/CA(H) конечномерно. Доказано, что факторпространство A/CA(G) конечномерно,
и описана структура группы G.

Группа G всех автоморфизмов векторного пространства A над полем F называется полной
линейной группой и обозначается GL(F,A). Подгруппы группы GL(F,A) называются ли-
нейными группами. Конечномерные линейные группы играют важную роль в различных
областях математики и изучались достаточно много. В случае, когда размерность вектор-
ного пространства A над полем F бесконечна, подгруппы группы GL(F,A) исследованы
значительно меньше. Изучение этого класса групп возможно лишь при наложении допол-
нительных ограничений на рассматриваемые группы. К таким ограничениям относятся
различные условия конечности.

Одним из условий конечности, которое достойно особого внимания, является финитар-
ность линейной группы. Группа G называется финитарной, если для каждого ее элемента g
подпространство CA(g) имеет конечную коразмерность в A (см., например, [1, 2]). Фини-
тарные линейные группы изучались многими авторами, что привело к появлению ряда
важных и интересных результатов [2].

В [3] авторы ввели в рассмотрение понятие центральной размерности линейной груп-
пы. Пусть H — подгруппа группы GL(F,A). Тогда H действует на факторпространстве
A/CA(H) естественным образом. Размерность факторпространства A/CA(H) называется
центральной размерностью группы H и обозначается centdimF (H) [3].

Естественно возникает вопрос об исследовании бесконечномерных линейных групп, у ко-
торых система Lid(G) подгрупп бесконечной центральной размерности рассматриваемой
линейной группы G “достаточно мала”. В [3] рассматривались почти локально разреши-
мые линейные группы бесконечной центральной размерности, у которых система Lid(G)
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удовлетворяет условию минимальности как упорядоченное множество. Как оказалось, поч-
ти локально разрешимая бесконечномерная линейная группа, удовлетворяющая заданно-
му условию, разрешима. В [4] получено описание структуры разрешимых линейных групп
бесконечной центральной размерности, у которых система Lid(G) удовлетворяет условию
максимальности как упорядоченное множество. В [5] изучались локально разрешимые ли-
нейные группы бесконечной центральной размерности и бесконечного ранга, у которых
каждая собственная подгруппа бесконечного ранга имеет конечную центральную размер-
ность. Рассматривались локально разрешимые линейные группы бесконечного секционного
p-ранга, бесконечного абелева секционного ранга, бесконечного специального ранга. Дока-
зано, что локально разрешимая линейная группа, удовлетворяющая заданным условиям,
разрешима, и описана ее структура.

В [3] исследовались почти локально разрешимые линейные группы бесконечной цент-
ральной размерности, у которых каждая собственная подгруппа имеет конечную централь-
ную размерность, и, следовательно, система подгрупп Lid(G) включает в себя лишь саму
группу G. Как оказалось, в этом случае бесконечномерная линейная группа G изоморфна
квазициклической q-группе Cq∞ для некоторого простого числа q. В [3] построен пример
линейной группы бесконечной центральной размерности над бесконечным полем простой
характеристики p, удовлетворяющей указанным условиям и изоморфной квазициклической
q-группе Cq∞ , q �= p.

В настоящей работе изучаются линейные группы, у которых каждая собственная под-
группа имеет конечную центральную размерность. Рассматриваются линейные группы над
конечными полями, отличные от своего коммутанта.
Лемма 1. Пусть G � GL(F,A). Имеют место следующие утверждения:
1) если L � H � G и centdimF (H) конечна, то centdimF (L) также конечна;
2) если L, H � G и размерности centdimF (L) и centdimF (H) конечны, то центральная

размерность подгруппы 〈L,H〉 также конечна.
Лемма 2. Пусть G � GL(F,A), G — бесконечная группа, G �= G′. Если центральная

размерность группы G бесконечна, а для каждой собственной подгруппы H группы G раз-
мерность centdimF (H) конечна, то группа G не имеет собственных подгрупп конечного
индекса, а факторгруппа G/G′ изоморфна квазициклической q-группе Cq∞ для некоторого
простого числа q.
Доказательство. Докажем сначала, что G — бесконечно порожденная группа. Предпо-

ложим противное. Пусть {x1, x2, . . . , xm} — минимальная система порождающих группы G.
Еслиm = 1, то G — бесконечная циклическая группа. Следовательно, G порождается двумя
собственными подгруппами. По лемме 1 размерность centdimF (G) конечна. Противоречие.
Если k > 1, то группа G порождается двумя собственными подгруппами 〈x1, x2, . . . , xm−1〉
и 〈xm〉. Снова получаем противоречие. Отсюда вытекает, что G — бесконечно порожденная
группа.

Докажем теперь, что G не имеет собственных подгрупп конечного индекса. В противном
случае, если N — собственная подгруппа группы G конечного индекса, то можно выбрать
конечно порожденную подгруппу M так, чтобы G = MN , где M и N — собственные под-
группы группы G. По лемме 1 центральная размерность группы G конечна. Противоречие.

Пусть D — коммутант группы G. Так как G не содержит собственных подгрупп конечно-
го индекса и G �= G′, то факторгруппа G/D бесконечна. По лемме 1 абелева факторгруппа
G/D не может порождаться двумя собственными подгруппами. Если факторгруппа G/D —
непериодическая и T/D — периодическая часть G/D, то G/T порождается двумя собствен-

8 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



ными подгруппами. Противоречие с леммой 1. Следовательно, G/D — периодическая фа-
кторгруппа, и поэтому G/D изоморфна квазициклической q-группе Cq∞ для некоторого
простого числа q [6, с. 152]. Лемма доказана.
Теорема. Пусть G � GL(F,A), G �= G′, F — конечное поле. Если каждая собствен-

ная подгруппа группы G имеет конечную центральную размерность и |G| �= qk, где q —
простое число, то группа G имеет конечную центральную размерность.
Доказательство. Рассмотрим сначала случай бесконечной группы G. Предположим,

что размерность centdimF (G) бесконечна. Пусть D — коммутант группы G. По лемме 2 фак-
торгруппа G/D изоморфна квазициклической q-группе Cq∞ для некоторого простого чис-
ла q. Следовательно, факторгруппа G/D является объединением конечных характеристи-
ческих подгрупп. Пусть H — собственная подгруппа группы G такая, что D � H. Централь-
ная размерность подгруппы H конечна. Отсюда ввиду конечности поля F вытекает, что фа-
кторпространство A/CA(H) конечно. Следовательно, факторгруппа G/CG(A/CA(H)) ко-
нечна. По лемме 2 группа G не имеет собственных подгрупп конечного индекса, поэтому
G = CG(A/CA(H)). Следовательно, [G,A] � CA(H). С учетом выбора подгруппы H полу-
чаем, что [G,A] � CA(G). Тогда G действует тождественно в каждом факторе ряда

0 � CA(G) � A.

По теореме Калужнина [7, с. 144] группа G абелева. Пусть группа G не является периоди-
ческой и пусть T — периодическая часть G. Тогда факторгруппа G/T порождается двумя
собственными подгруппами. Противоречие с леммой 1. Следовательно, группа G периоди-
ческая, и поэтому G изоморфна квазициклической q-группе Cq∞ для некоторого простого
числа q [6, с. 152]. Так как G — бесконечная финитарная абелева черниковская q-подгруппа
GL(F,A), то по лемме 5.1 [3] q �= p, где p — характеристика поля F . С другой сторо-
ны, группа G действует тождественно в каждом факторе ряда 0 � CA(G) � A. Каждый
фактор данного ряда является элементарной абелевой p-группой. Отсюда ввиду утвержде-
ния 1.C.3 [8] и результатов § 43 [9, гл. 8] получаем, что G — ограниченная абелева p-группа.
Противоречие. Следовательно, центральная размерность группы G конечна.

Пусть теперь группа G конечна. Поскольку |G| �= qk, где q — простое число, то можно
выбрать такую систему порождающих {g1, g2, . . . , gm} группы G, что m > 1, и для любого
натурального l = 1, . . . ,m множество {g1, g2 . . . , gm} \ {gl} не является системой порож-
дающих группы G. Следовательно, для любого натурального l = 1, . . . ,m подгруппа 〈gl〉
является собственной подгруппой группы G и имеет конечную центральную размерность.
Отсюда вытекает, что факторпространство A/

⋂
i=1,...,m CA(gi) конечномерно и центральная

размерность группы G конечна. Теорема доказана.
Следствие. Пусть G � GL(F,A), G �= G′, F — конечное поле простой характеристи-

ки p. Если каждая собственная подгруппа группы G имеет конечную центральную размер-
ность и |G| �= qk, где q — простое число, то группа G содержит элементарную абелеву
p-подгруппу H такую, что факторгруппа G/H изоморфна некоторой подгруппе GLn(F ).
Доказательство. По теореме группа G имеет конечную центральную размерность.

Согласно [3] G содержит элементарную абелеву p-подгруппу H такую, что факторгруппа
G/H изоморфна некоторой подгруппе GLn(F ). Следствие доказано.

Полученный результат свидетельствует о том, что конечность поля существенно влияет
на структуру линейной группы, все собственные подгруппы которой имеют конечную цент-
ральную размерность.
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О.Ю. Дашкова

Про лiнiйнi групи з обмеженнями на систему всiх власних пiдгруп

Нехай G � GL(F,A) — лiнiйна група над скiнченним полем F , G �= G′, |G| �= qk, де q —
просте число, та для кожної власної пiдгрупи H групи G факторпростiр A/CA(H) є скiн-
ченновимiрним. Доведено, що факторпростiр A/CA(G) є скiнченновимiрним, та описано
структуру групи G.

O.Yu. Dashkova

On linear groups with restrictions on the system of all proper subgroups

Let G � GL(F,A) be a linear group over a finite field F , G �= G′, |G| �= qk, where q is prime, and
let A/CA(H) be a finite-dimensional quotient space for each proper subgroup H of G. It is proved
that A/CA(G) is the finite-dimensional quotient space, and the structure of a group G is described.
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УДК 517.9

С.П. Дегтярев

О гладком решении квазилинейного

эллиптико-параболического уравнения

(Представлено академиком НАН Украины А.М. Ковалевым)

Рассмотрена задача с неизвестной границей раздела областей параболичности и эллип-
тичности квазилинейного эллиптико-параболического уравнения. Такая задача модели-
рует фильтрацию в частично насыщенной пористой среде. Локально по времени дока-
зано существование гладкого решения задачи, включая гладкость неизвестной границы.

Пусть Ω — область в R
N , T > 0, ΩT = Ω × (0, T ). Пусть, далее, g(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ],

u0(x), x ∈ Ω, f(x, t), (x, t) ∈ ΩT — заданные функции и пусть заданная функция c(u),
u ∈ R

1 — такова, что c(u) ≡ 0 при u � 0 и c′(u) > 0 при u � 0. Рассмотрим в области ΩT

следующую начально-краевую задачу для неизвестной функции u(x, t):

∂

∂t
c(u)−Δu = 0, (x, t) ∈ ΩT , (1)

c(u(x, 0)) = c(u0(x)), (2)

u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]. (3)

Задача подобного типа возникает, в частности, в теории фильтрации (см. [1–11] и имею-
щуюся там библиогр.), а также в некоторых других областях. Так как в той области, где
u > 0, уравнение (1) является параболическим, а в области, где u < 0, оно эллиптично,
то задача (1)–(3) представляет собой эллиптико-параболическую задачу. При этом урав-
нение (1) естественным образом порождает задачу со свободной границей — ключевыми
неизвестными в рассматриваемой задаче являются сами области, где u < 0 или u > 0,
а также граница раздела между ними, которая и представляет собой свободную (неизве-
стную) границу.

В случае одной пространственной переменной, когда Ω представляет собой отрезок пря-
мой, Ω = (a, b), задача вида (1)–(3) изучалась в [2–9], где при определенных предположениях
на данную задачу было получено существование слабого решения, а также существование
регулярной функции x = s(t) ∈ (a, b), разделяющей области u > 0 и u < 0. В работе [10]
рассматриваемая задача изучалась в случае двумерной фильтрации, когда Ω ⊂ R

2, и при
некоторых условиях типа монотонности на данную задачу было установлено, что свобод-
ная граница является непрерывной.

В многомерном же случае, когда Ω ⊂ R
N , N � 2, уравнение (1) и задача (1)–(3) в обоб-

щенной постановке исследовались, в частности, в [1, 11], причем в [11] задача рассматрива-
лась в терминах вязких решений и была доказана корректность задачи в такой обобщенной
постановке.

Классические решения многомерной задачи (1)–(3), включающие гладкость свободной
границы, рассматривались в работе [12]. При этом в указанной работе решение уравне-
ния (1) и неизвестная поверхность раздела изучались в классах гладких функций, являю-
щихся модификациями анизотропных пространств Гельдера. В этих пространствах для всех
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производных рассматриваемых функций предполагались конечными двойные полунормы
вида (16). Кроме того, в эллиптической области уравнения (1) не доказывалась гладкость
производной по времени от решения.

Целью данной работы является рассмотреть задачу (1)–(3) в общей многомерной поста-
новке, Ω ⊂ R

N , N � 2, причем не в обобщенной постановке, а в классических терминах
гладких решений. При этом мы будем рассматривать квазилинейное уравнение (1) и зада-
чу (1)–(3) как задачу со свободной границей и сконцентрируем внимание на самой свободной
границе. Важным является то, что, в отличие от работы [12], мы покажем, что свобод-
ная граница и решение в параболической области принадлежат обычным анизотропным
пространствам Гельдера C3+α,(3+α)/2 (без дополнительной “экзотики”), а в эллиптической
области решение принадлежит “почти” классу C3+α,(3+α)/2 — оно имеет в этой области
производную по времени из класса Гельдера. Мы считаем эти обстоятельства достаточно
важными, так как применяемая в данной работе техника сопряжения эллиптической и па-
раболической частей задачи позволяет рассмотреть и другие эллиптико-параболические
задачи в стандартных пространствах Гельдера.

Таким образом, мы покажем, что при достаточно гладких начальных данных рассмат-
риваемая нелинейная задача локально по времени (на некотором интервале [0, T ]) имеет
классическое гладкое решение, при этом граница раздела “фаз” является гладкой поверх-
ностью, задаваемой функцией, имеющей производные из класса Гельдера.

Введем теперь некоторые обозначения, функциональные пространства и сформулируем
задачу (1)–(3) в эквивалентной формулировке, традиционной для задач со свободной гра-
ницей.

Во-первых, пусть для простоты (для нас на самом деле важно лишь, что c′(u) > 0 при
u � 0)

c(u) =

{
0, u < 0,

u, u � 0.
(4)

Пусть, далее, Ω — двусвязная область в RN с границей, состоящей из двух непересекаю-
щихся поверхностей Γ+ и Γ−, ∂Ω = Γ+ ⋃

Γ−. Пусть Γ ⊂ Ω — гладкая поверхность, лежащая
строго между Γ+ и Γ− и разделяющая область Ω на две подобласти Ω+ и Ω− с границами
соответственно ∂Ω+ = Γ+ ⋃

Γ и ∂Ω− = Γ− ⋃
Γ. Мы обозначаем для T > 0: ΩT ≡ Ω× [0, T ],

ΓT ≡ Γ × [0, T ], Γ±
T ≡ Γ± × [0, T ].

Пусть в областях Ω± заданы функции u±0 (x) такие, что

u+0 > 0 в Ω+, u−0 < 0 в Ω−, (5)

∂u+0
∂n

=
∂u−0
∂n

� γ > 0, u±0 (x) = 0, x ∈ Γ; Δu−0 (x) = 0, x ∈ Ω−, (6)

где �n — нормаль к Γ, направленная в сторону Ω+, а через γ, ν, μ и C будем обозначать все
встречающиеся абсолютные константы либо константы, зависящие только от раз и навсегда
зафиксированных данных задачи. Функции u±0 (x) — начальные данные для нашей задачи,
а поверхность Γ — начальное положение свободной границы, которую мы также будем
называть границей раздела фаз.

Введем теперь функцию, параметризующую неизвестную поверхность раздела фаз в мо-
менты времени t > 0, как это сделано в [13]. Для этого, предполагая Γ достаточно гладкой
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(точное требование сформулировано ниже), введем в достаточно малой окрестности N по-
верхности Γ координаты (ω, λ), где ω — локальные координаты на поверхности Γ, λ ∈ R,
|λ| � λ0, так что, если x ∈ N , то при фиксированном выборе локальных координат ω
единственным образом

x = xΓ(ω) + λ�n(ω) = x(ω, λ), |λ| � λ0, (7)

где xΓ(ω) ∈ Γ, а λ — отклонение точки x от поверхности Γ по нормали �n к Γ, направленной,
напомним, внутрь Ω+.

Пусть ρ(x, t) — достаточно малая функция, определенная на ΓT = Γ × [0, T ], ρ(x, 0) ≡
≡ 0. Так как мы будем использовать локальные координаты ω на Γ, то каждым таким
локальным координатам ω и функции ρ(x, t) естественным образом соответствует функция
ρ(ω, t), за которой мы сохраняем то же самое обозначение ρ. Тогда параметризация

x = xΓ(ω) + �n(ω)ρ(ω, t)

при каждом t ∈ [0, T ] задает некоторую поверхность Γρ(t), разделяющую область Ω на две
подобласти — Ω+

ρ и Ω−
ρ . Отметим, что эта поверхность не зависит от того или иного выбора

локальных координат ω, а определяется только значениями функции ρ(x, t) на поверхнос-
ти ΓT . Обозначим поверхность в ΩT ≡ Ω× [0, T ] через Γρ,T ≡

⋃
t∈[0,T ] Γρ(t)×{t}. Обозначим

также через Ω±
ρ,T те области, на которые поверхность Γρ,T разбивает область ΩT .

Пусть еще на поверхностях Γ±
T ≡ Γ± × [0, T ] заданы функции g±(x, t) такие, что

g+(x, t) > ν > 0 и g−(x, t) < −ν < 0 при (x, t) ∈ Γ±
T (8)

соответственно.
Рассмотрим задачу определения неизвестной функции ρ(ω, τ), определенной на ΓT , и

функций u±(y, τ), определенных в Ωρ,T из соотношений

L+
0 u

+(y, τ) ≡ ∂u+(y, τ)

∂τ
−Δu+(y, τ) = 0, (y, τ) ∈ Ω+

ρ,T , (9)

L−
0 u

−(y, τ) ≡ −Δu+(y, τ) = 0, (y, τ) ∈ Ω−
ρ,T , (10)

u±(y, 0) = u±0 (y), y ∈ Ω±; ρ(ω, 0) = 0, ω ∈ Γ, (11)

u±(y, τ) = g±(y, τ), (y, τ) ∈ Γ±
T , (12)

u+(y, τ) = u−(y, τ) = 0, (y, τ) ∈ Γρ,T , (13)

∂u+(y, τ)

∂ντ
=
∂u−(y, τ)

∂ντ
, (y, τ) ∈ Γρ,T , (14)

где ντ — нормаль к Γρ(τ), направленная в сторону Ω+
ρ,T .

Нетрудно видеть, что в силу условий (13) и (14), а также в силу условий на g±(y, τ)
и принципа максимума задача (9)–(14) полностью эквивалентна задаче (1)–(3) для квази-
линейного уравнения (1) с определенной в (4) функцией c(u), причем функция u(y, τ) ≡
≡ u±(y, τ), (y, τ) ∈ Ω±

ρ,T , удовлетворяет уравнению (1) в классическом смысле (благодаря
непрерывности самой функции и ее градиента при переходе через поверхность раздела фаз).
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Определим теперь нужные нам пространства гладких функций. Для l > 0 нецелого
H l(Ω) ≡ C l(Ω) означает стандартное пространство функций u(x), непрерывных в Ω по
Гельдеру с показателем α = l− [l] вместе со своими частными производными до порядка [l]

включительно с нормой |u|(l)
Ω
, H l,l/2(ΩT ) ≡ C l,l/2(ΩT ) — аналогичное пространство гладких

функций u(x, t) с гладкостью до порядка l по переменным x и с гладкостью до порядка l/2

по переменной t с нормой |u|(l)
ΩT
(см. определение этих пространств, например, в [14]).

Для произвольной функции f(x, t) и для двух точек (x, t), (y, τ) обозначим

Δx,yf(x, t) = f(x, t)− f(y, t), Δt,τf(x, t) = f(x, t)− f(x, τ) — (15)

разности от функции f(x, t) по переменным x и t соответственно. Следуя работе [15], введем
следующую полунорму для α, β ∈ (0, 1) и функции u(x, t):

[u]
(α,β)

ΩT
= sup

(x,t),(y,τ)∈ΩT

|u(x, t)− u(y, t)− u(x, τ) + u(y, τ)|
|x− y|α|t− τ |β =

= sup
(x,t),(y,τ)∈ΩT

|Δt,τΔx,yu(x, t)|
|x− y|α|t− τ |β . (16)

Определим банахово пространство гладких функций C3+α;3/2,α(ΩT ) как пространство, в ко-
тором конечна норма (α ∈ (0, 1)):

|u|(3+α;3/2,α)

ΩT
≡ |u|C3+α;3/2,α(ΩT ) ≡ |u|(α)ΩT

+
∑
|s|=1

|Ds
xu|(2+α)

ΩT
+

∑
|s|=2

|Ds
xu|(1+α)

ΩT
+

+
∑
|s|=3

|Ds
xu|(α)ΩT

+ |ut|(α)ΩT
+

∑
|s|=1

|Ds
xut|(α)ΩT

+ 〈ut〉(1/2)t,ΩT
+ [ut]

(α,1/2)

ΩT
, (17)

где

〈v〉(γ)
t,ΩT
≡ sup

(x,t),(x,t)∈ΩT

|v(x, t)− v(x, t)|
|t− t|γ , 〈v〉(γ)

x,ΩT
≡ sup

(x,t),(x,t)∈ΩT

|v(x, t) − v(x, t)|
|x− x|γ —

константы Гельдера от функции v(x, t) по переменным t и x соответственно. Мы используем
также обозначение

|v|(0)
ΩT

= max
ΩT

|v(x, t)|.

Отметим, что пространство C3+α;3/2,α(ΩT ) шире пространства C3+α,(3+α)/2(ΩT ). Оно от-

личается от пространства C3+α,(3+α)/2(ΩT ) тем, что не содержит 〈ut〉(1+α)/2

t,ΩT
с показателем

(1 + α)/2, а содержит только 〈ut〉(1/2)t,ΩT
с показателем 1/2, но вместо этого дополнительно

содержит [ut]
(α,1/2)

ΩT
(для функций из пространства C3+α,(3+α)/2(ΩT ) последняя полунорма

также конечна).
Аналогично, стандартным образом с использованием локальной параметризации опре-

деляются поверхности классов C l,l/2 и C3+α;3/2,α и соответствующие классы функций, опре-
деленных на этих поверхностях.
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Относительно заданных функций в (9)–(14) мы, кроме условий (6) и (8), предполагаем
следующее.

Пусть α ∈ (0, 1) фиксировано. Поверхности Γ, Γ± и функции u±0 , g
± принадлежат клас-

сам

Γ,Γ± ∈ C6+α, u±0 (y) ∈ C6+α(Ω
±
), g±(y, τ) ∈ C6+α(Γ±

T ). (18)

Кроме условий гладкости данных задачи, ввиду того, что мы хотим получить гладкое
решение, предполагаем выполненными стандартные условия согласования граничных и на-
чальных условий до первого порядка включительно при τ = 0, y ∈ Γ, Γ±. Опишем эти
условия.

Во-первых, должны выполняться условия согласования нулевого порядка:

u±(y, 0)|Γ± = u±0 (y)|Γ± = g±(y, 0), u±(y, 0)|Γ = u±0 (y)|Γ = 0. (19)

Заметим, далее, что из задачи (9)–(14) определяются начальные значения производных
по времени от функций u+, u− и ρ, которые мы обозначим соответственно

u(1)+(y) =
∂u+

∂τ
(y, 0), u(1)−(y) =

∂u−

∂τ
(y, 0), ρ(1)(y) =

∂ρ

∂τ
(y, 0).

Функция u(1)+(y) определяется из уравнения (9):

u(1)+(y) =
∂u+

∂τ
(y, 0) = Δu+(y, 0) = Δu+0 (y) ∈ C4+α(Ω

+
).

Эта функция должна удовлетворять условию на Γ+

u(1)+(y)|y∈Γ+ =
∂u+

∂τ
(y, 0)|y∈Γ+ =

∂g+

∂τ
(y, 0). (20)

Определим теперь функцию ρ(1)(x) = ρ(1)(ω). Из условия (13) следует, что при τ � 0
и при (y, τ) ∈ Γρ,T , т. е. при y = y(ω, τ) = y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), выполнено

u+(y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), τ) = 0.

Дифференцируя это равенство по τ при τ = 0, ввиду определения функций u(1)+ и ρ(1)(x),
получаем

∂u+0
∂�n

ρ(1)(x) + u(1)+(x) = 0, x ∈ Γ.

Отсюда

ρ(1)(x) = −u
(1)+(x)

∂u+0
∂�n

∈ C4(Γ). (21)

Рассмотрим функцию u(1)−(x). По условию задачи, функция u−(y, τ) при τ � 0 удов-
летворяет задаче

−�u−(y, τ) = 0, (y, τ) ∈ Ω−
ρ,T ,

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №12 15



u−(y, τ)|Γ−

T
= g−(y, τ), u−(y, τ)|Γρ,T

= 0. (22)

Дифференцируя первые два из этих соотношений по τ при τ = 0, причем понимая прои-
зводную от уравнения Лапласа в смысле распределений, получаем соотношения

−�u−τ (y, 0) = 0, y ∈ Ω−, (23)

u−τ (y, 0)|Γ− = g−τ (y, 0), (24)

где уравнение понимается в обобщенном смысле. Так как при (y, τ) ∈ Γρ,T выполнено y =
= y(ω, τ) = y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), то третье условие в (22) имеет вид

u−(y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), τ) = 0.

Дифференцируя это соотношение по τ , получаем

〈∇yu
−(y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), τ)ρτ (ω, τ), �n(ω)〉 + u−τ (y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), τ) = 0. (25)

Полагая в этом соотношении τ = 0, имеем

u−τ (y, 0)|Γ = −∂u
−
0 (y)

∂�n
ρτ (ω, 0) = −∂u

−
0 (y)

∂�n
ρ(1)(ω). (26)

Таким образом, функция u(1)−(y) = u−τ (y, 0) однозначно определяется из задачи (23), (24),
(26), причем, ввиду наших предположений о гладкости данных задачи, u(1)−(y) ∈ C4+α(Ω

−
).

Приведем, наконец, еще одно условие согласования на поверхности Γ при τ = 0, которое
является необходимым следствием условия (14). Полагая в этом условии, как и выше, y =
= y(ω, τ) = y(ω) + �n(ω)ρ(ω, τ), дифференцируя полученное соотношение по τ при τ =
= 0, используя условие (6) (благодаря которому сокращаются слагаемые с ∂ντ/∂τ ), ввиду
определения функций u(1)+, u(1)− и ρ(1), получаем(

∂2u−0
∂�n2

− ∂2u+0
∂�n2

)
ρ(1)(x) +

(
∂u(1)−

∂�n
− ∂u(1)+

∂�n

)
≡ 0, x ∈ Γ. (27)

Сформулируем теперь основной результат.
Теорема 1.Пусть в задаче (9)–(14) выполнены условия (5), (6), (8), (18), (19), (20), (27).

Тогда для некоторого T > 0 задача (9)–(14) (а тем самым и задача (1)–(3)) имеет един-
ственное гладкое решение для τ ∈ [0, T ], причем

|ρ|(3+α)
ΓT

+ |u+|(3+α)

Ω
+
ρ,T

+ |u−|(3+α;3/2,α)

Ω
−

ρ,T

� C0(T ),

т. е., в частности, граница раздела фаз является гладкой поверхностью.
Доказательство этой теоремы базируется на методе, изложенном в [12].
Общая схема применяемого нами метода такова. С помощью некоторой описанной ниже

замены переменных, зависящей от неизвестной функции ρ, задача (9)–(14) сводится к задаче
в известных фиксированных областях для неизвестной тройки ψ = (u+, u−, ρ). При этом вся
задача может быть представлена в виде уравнения в некоторых банаховых пространствах

A(ψ) = F (28)
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с некоторым гладким по ψ нелинейным оператором A (точные определения будут даны
ниже). Далее определяется элемент ψ0 = (w+, w−, σ) как продолжение в область t > 0
начальных значений задачи (9)–(14) таким образом, что, кроме того, ∂w±/∂t = ∂u±/∂t,
∂σ/∂t = ∂ρ/∂t при t = 0. При этом, ввиду требований повышенной гладкости начальных
данных, элемент ψ0 является более гладким, чем произвольный элемент ψ из рассматри-
ваемого пространства. Затем уравнение (28) представляется в виде

A′(ψ0)ϕ = [F −A(ψ0)]− [A(ψ0 + ϕ)−A(ψ0)−A′(ψ0)ϕ] ≡ F0 +R(ϕ), (29)

где ϕ = ψ − ψ0, A
′(ψ0) — линейный оператор, представляющий собой производную Фреше

оператора A(ψ) в точке ψ0, т. е. главная линейная часть оператора A(ψ) в точке ψ0. Ввиду
повышенной гладкости элементов F и A(ψ0), а также ввиду гладкости оператора A(ψ) по ψ,
для правой части (29) при достаточно малых T и ϕ справедливы оценки (так как оператор
R(ϕ) содержит только “квадратичные” по ϕ слагаемые)

‖F0‖ � CT δ, ‖R(ϕ)‖ � C‖ϕ‖2, ‖R(ϕ2)−R(ϕ1)‖ � Cmax
i
‖ϕi‖‖ϕ2 − ϕ1‖. (30)

Далее нашей задачей будет показать, что линейный оператор A′(ψ0) имеет ограничен-
ный обратный и, следовательно, уравнение (29) может быть записано в виде

ϕ = [A′(ψ0)]
−1F0 + [A′(ψ0)]

−1R(ϕ) ≡ K(ϕ). (31)

В силу соотношений (30) легко проверить, что при достаточно малом T > 0 оператор K(ϕ)
в правой части последнего соотношения переводит достаточно малый шар Br = {ϕ : ‖ϕ‖ �
� r} в себя и является там сжимающим, т. е. имеет в Br единственную неподвижную точку,
что и дает решение уравнения (28), а тем самым и задачи (9)–(14).
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С.П. Дегтярьов

Про гладкий розв’язок квазiлiнiйного елiптико-параболiчного
рiвняння

Розглянуто задачу з невiдомою межею роздiлу областей параболiчностi та елiптичностi
квазiлiнiйного елiптико-параболiчного рiвняння. Ця задача моделює фiльтрацiю в частково
насиченому пористому середовищi. Локально за часом доведено iснування гладкого розв’язку
задачi, у тому числi гладкiсть невiдомої межi.

S.P. Degtyarev

On a smooth solution of a quasilinear elliptic-parabolic equation

We consider the free boundary problem with unknown boundary between the domains of ellipticity
and parabolicity of a quasilinear elliptic-parabolic equation. The problem models the filtration in a
partially saturated porous medium. We prove locally in time the existence of a smooth solution of
the problem including the smoothness of the free boundary.
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УДК 512.552.4

А.С. Коротков, Л.М. Тимошкевич

Аналог теореми Смiта для злiченних графiв Кокстера

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.С. Самойленком)

Дослiджено iндекси злiченних графiв Кокстера. Доведено твердження про монотон-
нiсть iндексу i аналог теореми Смiта.

У данiй роботi спектральну теорiю злiченних графiв розумiємо в сенсi [1–3]. Для злiчен-
них графiв мають мiсце аналоги вiдомих теорем спектральної теорiї скiнченних графiв (на-
приклад, теореми парностi, див. [4]). Мета роботи — одержати деякi результати про iндекси
злiченних графiв, зокрема аналог теореми Дж. Смiта: опис злiченних графiв Кокстера, для

яких iндекс дорiвнює
√√

5 + 2. Матерiал, який стосується спектральної теорiї скiнченних
графiв, зокрема графiв Кокстера, поняття характеристичного полiному та iндексу, теореми
Дж. Смiта та iн., див., наприклад у [5–10]. Iндекси графiв мають широке коло застосувань,
зокрема, у теорiї представлень, де розглядаються умови iснування наборiв пiдпросторiв
гiльбертового простору, зв’язаних певними умовами (див. [11]).
1. Злiченнi графи Кокстера. Нагадаємо деякi означення i факти зi спектральної

теорiї злiченних графiв ([1, 2] та iн). У роботi застосовується термiнологiя теорiї графiв,
зокрема вершини та ребра графа, сумiжнi вершини, iнцидентнi вершина та ребро, степiнь
вершини, порядок графа, шлях, зв’язний граф, компоненти зв’язностi графа, цикл, дерево
тощо. Надалi пiд термiном “граф” ми розумiємо впорядковану пару (V,R), в якiй V — деяка
непорожня множина (множина вершин) i R — множина, що складається з невпорядкованих
пар рiзних елементiв V (множина ребер).

Графом Кокстера G називаємо пару (G, f), в якiй G — граф i f — вiдображення мно-
жини ребер цього графа G в множину, що складається з символу ∞ i натуральних чисел,
бiльших за 2. Будемо казати, що G — граф, пiдпорядкований графу Кокстера G = (G, f).

Для простоти сприймання граф Кокстера почасти представляють схемою, що зображує
пiдпорядкований граф, приписуючи ще над кожним ребром e число f(e), яке називати-
мемо “позначкою” на ребрi. Прийнято опускати приписування на ребрах числа 3, i такi
ребра ще називатимемо непозначеними, а ребра з позначкою, що бiльша або дорiвнює 4, —
позначеними.
Злiченним графом Кокстера називають граф зi злiченною множиною вершин. Для зруч-

ностi записiв позначимо через Fin(Γ) множину всiх скiнченних пiдграфiв графа Γ.
Зауваження 1. Звичайнi графи є пiдмножиною графiв Кокстера, для них функцiя f — це

вiдображення в число 3. Ми називатимемо граф Кокстера просто графом, якщо з контекс-
ту зрозумiло, що мова йде про графи Кокстера. Для позначення графiв Кокстера будемо
використовувати напiвжирний шрифт.
Зауваження 2. Називатимемо граф Кокстера зв’язним, деревом, циклом i т. п., якщо

пiдпорядкований граф задовольняє цi властивостi.
Вважатимемо, що∞ � n, де n — довiльне натуральне число або символ∞, причому рiв-

нiсть досягається тодi i лише тодi, коли n =∞. Для злiченних графiв (V,R) вважатимемо,
що |V | = ∞.
© А.С. Коротков, Л.М. Тимошкевич, 2013
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Нехай G = (G, f) — граф Кокстера. Граф G1 = (G1, f1) називається пiдграфом графа
G = (G, f), — якщо G1 пiдграф G, i для довiльного ребра e графа G1 має мiсце нерiвнiсть
f1(e) � f(e).

Для позначення того, щоG1 є пiдграфом G, використовуватимемо включення: G1 ⊂ G.
Зафiксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини графа Кокстера. З кожним

графом G = (G, f) та порядком вершин пов’язують матрицю сумiжностi A(G) = (aij)
n
i,j=1,

де n = |G| — кiлькiсть вершин графа, а елементи матрицi aij = 2cos
π

k
, якщо f({i, j}) = k,

aij = 2, якщо f({i, j}) = ∞, i aij = 0, якщо вершини i та j не сполученi ребром.
Таким чином, A(G) — симетрична дiйсна матриця з нулями на головнiй дiагоналi. Якщо

граф G скiнченний, тобто |V | < ∞, то A(G) є квадратною матрицею порядку |V |. Для
злiченних графiв G матриця A(G) нескiнченна вправо i вниз. Вигляд матрицi сумiжностi
залежить вiд порядку, в якому розглядаються вершини. Однак матрицi сумiжностi одного
i того ж графа при рiзних нумерацiях вершин пов’язанi мiж собою вiдношенням подiбностi.

Нагадаємо, що спектром квадратної матрицi порядку n називається множина її власних
значень. Оскiльки матриця сумiжностi A(G) скiнченного графаG симетрична (aij = aji), то
її спектр дiйсний. Позначимо точки спектра (власнi значення матрицi) через λi (i = 1, . . . , n)
та розташуємо їх у незростаючому порядку λG = λ1 � λ2 � · · · � λn. Найбiльше власне
значення λG називають iндексом графа G. Спектр матрицi сумiжностi будемо позначати
σ(G) та називати спектром графа G. Спектр графа не залежить вiд способу нумерацiї його
вершин та є iнварiантом графа. Для характеристичного многочлена матрицi сумiжностi
cкористаємося позначенням PG(λ) = |λI − A(G)|. Поняття iндексу поширимо на злiченнi
графи таким чином:
Означення 1. Iндексом злiченного графа називається додатне число або символ ∞, ви-

значенi рiвнiстю

indΓ = sup
G∈Fin(Γ)

indG.

Твердження 1. Iндекс злiченного графа дорiвнює супремуму iндексiв його компонент
зв’язностi.
Доведення. Нехай Γ = Γ1

⊔
Γ2

⊔ · · · — розклад графа Γ на компоненти зв’язностi.
Символом

⊔
позначається диз’юнктне об’єднання (об’єднання множин, що попарно не пе-

ретинаються). Розглянемо довiльний скiнченний пiдграф G графа Γ. Має мiсце розклад

G = G1
⊔

G2
⊔ · · · , Gi ⊂ Γi, i ∈ N.

Оскiльки G скiнченний, то лише скiнченна кiлькiсть Gi �= ∅. Тому мають мiсце рiвностi

indΓ = sup
G

indG = sup
G

sup
i∈N

indGi = sup
i∈N

sup
G

indGi = sup
i∈N

sup
Gi

indGi = sup
i∈N

indΓi.

Далi розглядатимемо лише зв’язнi графи скiнченного степеня.
Теорема 1. Нехай Γ — злiченний граф, {Γn}∞n=1 — послiдовнiсть його скiнченних пiд-

графiв, що задовольняє умови:
а) Γn ⊂ Γn+1 для всiх натуральних n;
б)

⋃
n∈N

Γn = Γ.

Тодi indΓ = lim
n→∞

indΓn.
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Рис. 1

Наслiдок 1.Нехай Γ1, Γ2 — злiченнi графи, {Γ1
n}∞n=1, {Γ2

n}∞n=1 — послiдовностi скiнчен-
них пiдграфiв Γ1 i Γ2 вiдповiдно. Припустимо, що цi послiдовностi задовольняють умови:
а) графи Γ

1
n та Γ

2
n iзоморфнi при кожному n ∈ N;

б) для всiх n ∈ N мають мiсце включення Γ
1
n ⊂ Γ

1
n+1, Γ

2
n ⊂ Γ

2
n+1;

в)
⋃
n∈N

Γ
1
n = Γ

1,
⋃
n∈N

Γ
2
n = Γ

2.

Тодi indΓ1 = indΓ2.
Прик л а д 1 . Граф A∞ визначається як нескiнченний вправо ланцюг (рис. 1).
При обчисленнi iндекса цього графа як пiдграф Γn можна обрати граф An, утворений перши-

ми n вершинами. Iндекс цього графа вiдомий (див. [5, 8]) i дорiвнює

indAn = 2 cos
π

n+ 1
, n ∈ N.

При n → ∞ цей вираз прямує до 2. Отже, indA∞ = 2.
П р и к л а д 2 . Граф D∞ є нескiнченним вправо ланцюгом з розгалуженням (див. рис. 1).
Його можна розглядати як границю n-вершинних графiв Динкiна Dn, n � 4. При обчисленнi

indD∞ як Γn можна обрати пiдграф Dn, утворений першими n вершинами, n � 4. Iндекс графа
Dn дорiвнює

indDn = 2 cos
π

2(n− 1)

(див. [5, 8]). При n → ∞ маємо indDn → 2. Отже, indD∞ = 2.
П р и к л а д 3 . Позначимо AZ нескiнченну в обидвi сторони цiлочисельну пряму — граф, зоб-

ражений на рис. 1.
Як Γn можна обрати граф Динкiна An. Така сама серiя обиралася для A∞. Отже, indAZ =

= indA∞ = 2.
П р и к л а д 4 . Граф B∞ визначається як нескiнченний вправо ланцюг (див. рис. 1).
При обчисленнi iндекса цього графа як пiдграф Γn можна обрати граф Bn, утворений першими

n � 2 вершинами. Iндекс цього графа вiдомий (див. [6]) i дорiвнює

indBn = 2 cos
π

2n
, n ∈ N.

При n → ∞ цей вираз прямує до 2. Отже, indB∞ = 2.
Твердження 2. Нехай Γ — злiченний граф. Тодi indΓ � degΓ.
2. Операцiї на злiченних графах Кокстера. Розглянемо деякi операцiї на злiченних

графах Кокстера.
Нехай G = (G, f) — злiченний граф Кокстера.
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Рис. 2

1. Операцiя видалення вершини. Зафiксуємо вершину x графа G. Введемо до розгля-
ду граф G1 = (V1, R1), множина вершин якого V1 = V \ x, а множина ребер одержуєть-
ся з R видаленням ребер, iнцидентних вершинi x. Введемо до розгляду функцiю f1, яка
є обмеженням функцiї f на множину ребер графа G1. Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1)
позначається G − x i називається графом Кокстера, одержаним з графа G видаленням
вершини x.

2. Операцiя видалення ребра. Зафiксуємо ребро e графа G = (V,R). Розглянемо граф
G1 = (V1, R1), множина вершин якого V1 = V , а множина ребер R1 = R \ e. Введемо
в розгляд функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на множину ребер графа G1. Тодi граф
G1 = (G1, f1) позначається G − e i називається графом Кокстера, одержаним з графа G

видаленням ребра e.
3. Операцiя зменшення мiтки на ребрi. Зафiксуємо ребро e графа G = (V,R). Вве-

демо в розгляд функцiю f1, яка тотожно рiвна функцiї f на множинi ребер R \ e, а на
ребрi e f1(e) < f(e). Тодi граф G1 = (G, f1) називається графом Кокстера, одержаним
з графа G зменшенням мiтки на ребрi e. Можна сформулювати означення пiдграфа в тер-
мiнах операцiй над графами. Пiдграфом графа G будемо називати граф, який можна одер-
жати з G застосуванням операцiй видалення вершин та ребер, чи зменшенням мiтки на
ребрi.

Нагадаємо властивостi операцiй над скiнченними зв’язними графами Кокстера.
Твердження 3. Нехай Γ — скiнченний зв’язний граф. Тодi при видаленнi вершини або

ребра чи зменшеннi мiтки на ребрi Γ iндекс зменшується (див. [5, 8]).
Твердження 4. Нехай Γ — злiченний зв’язний граф. При видаленнi вершини або ребра

чи пiдрозбиттi внутрiшнього ребра Γ його iндекс не збiльшується.
Наслiдок 2. Нехай Γ1, Γ2 — злiченнi графи та Γ1 ⊆ Γ2. Тодi indΓ1 � indΓ2.
3. Iндекси злiченних графiв, що складаються зi скiнченного графа та не-

скiнченного ланцюга. Такi графи складаються зi скiнченного графа G, нескiнченного
ланцюга та ребра {x, y}, що їх з’єднує. Граф такого виду можна задати злiченною кiль-
кiстю пар (G, x).
Теорема 2. Нехай злiченний граф (G, x) складається зi скiнченного графа та нескiн-

ченного ланцюга (рис. 2). Тодi:
1. Якщо (G, x) ∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(G, x) = 2.
2. Якщо (G, x) /∈ A∞, D∞, B∞, то ind(G, x) > 2 та є максимальним коренем рiвняння

PG−x(λ)

PG(λ)
=
λ+
√
λ2 − 4

2
.

4. Злiченнi графи Кокстера, iндекси яких належать промiжку
[
2;

√√
5 + 2

]
.

Наведемо аналог вiдомої теореми Дж. Смiта для злiченних графiв.
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Рис. 3

Рис. 4

Теорема 3. Нехай Γ — злiченний зв’язний граф. Тодi:
1) indΓ � 2;
2) якщо indΓ = 2, то Γ є одним iз таких графiв: A∞, D∞, AZ, B∞;

3) якщо indΓ ∈
(
2;

√√
5 + 2

)
, то Γ є одним iз графiв серiї: T1,k,∞, k � 2, T4

1,k,∞,

k � 2 (рис. 3);

4) якщо indΓ =

√√
5 + 2, то Γ є одним iз графiв: T1,∞,∞, T2,2,∞, H∞, F∞ (рис. 4).

Доведення. 1. Випливає з наслiдка 2, оскiльки нескiнченний ланцюг A∞ є пiдграфом
довiльного злiченного зв’язного графа та має iндекс 2.

2. Згiдно iз теоремою Смiта, скiнченнi графи, вiдмiннi вiд графiв Динкiна–Кокстера,
мають iндекс, не менший за 2. Якщо злiченний граф мiстить вершину степеня 4 або ребро
з мiткою, строго бiльшою за 4, то вiн мiститиме i скiнченний пiдграф, iндекс якого строго
бiльший за 2. Аналогiчно, iндекс злiченного графа буде строго бiльший за 2, якщо вiн
мiстить два ребра з мiтками на них принаймнi 4. Отже, якщо indΓ = 2, то скiнченними
пiдграфами Γ можуть бути лише графи Динкiна–Кокстера An, Dn та Bn та degΓ = 2
або degΓ = 3. Легко переконатися, що цю умову задовольняють лише графи A∞, B∞, AZ

у випадку, коли degΓ = 2, та D∞ у випадку, коли degΓ = 3.
3–4. Доведення цих пунктiв теореми досить громiздке, здiйснюється методом забороне-

них пiдграфiв та перебором, з використанням теореми 1.
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УДК 519.1

Б.В. Олiйник

Групи iзометрiй розширеного простору Хеммiнга
та нескiнченновимiрного гiперкуба

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Розглянуто конструкцiю розширеного простору Хеммiнга — простору нескiнченних по-
слiдовностей над деяким скiнченним алфавiтом, вiдстань мiж двома послiдовностями
в якому обчислюється як число їх попарно рiзних координат (у випадку, коли воно скiн-
ченне) i дорiвнює ∞, якщо таких координат нескiнченна кiлькiсть. Введеному простору
взаємно однозначно вiдповiдає незв’язний граф — нескiнченновимiрний гiперкуб. Охарак-
теризовано групу iзометрiй розширеного простору Хеммiнга в термiнах вiнцевих до-
буткiв, а отже, й групу автоморфiзмiв нескiнченновимiрного гiперкуба.

1. Нехай n — деяке натуральне число. Нагадаємо, що простором Хеммiнга (Hn, dHn) нази-
вається метричний простiр, заданий на множинi всiх булевих векторiв довжини n, вiд-
стань dHn мiж якими визначається як кiлькiсть їх попарно рiзних координат:

dHn(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|, (1)

де x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Hn. Простiр Хеммiнга Hn природним чином визначає
граф, що називається гiперкубом вимiрностi n, вершинами якого є точки простору Hn, i двi
вершини x, y ∈ Hn з’єднанi ребром тодi i тiльки тодi, коли dHn(x, y) = 1, тобто вектори x
i y вiдрiзняються однiєю координатою. I навпаки, якщо визначити гiперкуб вимiрностi n
як граф, вершинами якого є (0, 1)-послiдовностi довжини n, i двi послiдовностi з’єднанi
ребром, якщо вони вiдрiзняються лише однiєю координатою, то метричний простiр, який
визначається цим графом (тобто простiр, заданий на множинi вершин графа, вiдстань мiж
вершинами визначається як довжина найкоротшого шляху, що їх з’єднує), буде простором
Хеммiнга. Тому простiр Хеммiнга i гiперкуб даної вимiрностi часто ототожнюють. Гру-
па iзометрiй простору Хеммiнга або група автоморфiзмiв гiперкуба Hn добре вiдома. Це
так звана гiпероктаедральна група, яка iзоморфна вiнцевому добутку Sn � C2 симетричної
групи Sn степеня n i циклiчної групи C2 порядку 2.

До нескiнченно вимiрних узагальнень просторiв Хеммiнга можна вiднести злiченний
простiр Хеммiнга [1, 2], простiр Безiковича або Безiковича–Хеммiнга [3, 4], простори Хем-
мiнга перiодичних послiдовностей [2, 5], а як узагальнення гiперкуба скiнченної вимiрнос-
тi — нескiнченновимiрний гiперкуб [7].

У повiдомленнi розглядається розширений простiр Хеммiнга i розширений узагальнений
простiр Хеммiнга та пов’язанi з ними нескiнченновимiрнi графи, якi природно називати не-
скiнченновимiрними гiперкубами. При цьому метричний пiдпростiр розширеного простору
Хеммiнга, який є iзометричним злiченному простору Хеммiнга, визначає зв’язну компонен-
ту нескiнченновимiрного гiперкуба. Основним результатом повiдомлення є характеризацiя
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групи iзометрiй розширеного простору Хеммiнга, як над множиною (0, 1)-послiдовностей,
так i над довiльною скiнченною множиною.
2. Нехай X — деяка непорожня множина, [0;+∞] = [0;+∞)

⋃{∞}. Функцiя d : X×X →
→ [0;+∞] називається розширеною метрикою (див., наприклад, [6, с. 4]), якщо виконуються
такi умови:

1) d(x, y) = 0 тодi i лише тодi, коли x = y;
2) d(x, y) = d(y, x);
3) для функцiї d виконується нерiвнiсть трикутника.
Пара (X, d) називається розширеним метричним простором. Рiзниця мiж метричним

простором i розширеним метричним простором полягає в тому, що метрика останнього
може набувати значень ∞.

Нехай A = {a1, a2, . . .} — деяка злiченна множина, Bool(A) — множина всiх пiдмножин
множини A. Визначимо функцiю

dHR
: Bool(A)× Bool(A)→ [0;+∞]

для довiльних U , V ∈ Bool(A) таким чином:

dHR
(U, V ) = |U � V |,

де� — знак симетричної рiзницi множин, причому |U�V | =∞, якщо U�V — нескiнченна
множина. Функцiя dH є розширеною метрикою на Bool(A). Розширений метричний простiр
(Bool(A), dH ) називатимемо розширеним простором Хеммiнга, а оскiльки вiн визначаєть-
ся на континуальнiй множинi, позначатимемо його HR. Кожнiй пiдмножинi U ∈ Bool(A)
можна поставити у вiдповiднiсть її характеристичну функцiю, що однозначно визначає не-
скiнченну (0, 1)-послiдовнiсть. Тому HR допускає iншу iнтерпретацiю: вiн є розширеним
метричним простором, визначеним на множинi усiх нескiнченних (0, 1)-послiдовностей, вiд-
стань мiж якими дорiвнює числу попарно рiзних координат у випадку, коли послiдовностi
вiдрiзняються скiнченним числом координат, та дорiвнює ∞, якщо кiлькiсть таких коор-
динат нескiнченна.

Злiченний метричний пiдпростiр HN розширеного простору HR, який складається з тих
(0, 1)-послiдовностей, що мають тiльки скiнченну кiлькiсть ненульових координат, в робо-
тi [1] названо злiченним простором Хеммiнга. Не важко переконатися, що має мiсце таке
твердження.
Твердження 1. Розширений простiр Хеммiнга HR можна зобразити у виглядi кон-

тинуального диз’юнктного об’єднання пiдпросторiв, iзометричних HN, причому так, що
вiдстань мiж двома довiльними точками iзометричних копiй HN дорiвнюватиме ∞.

Розширений простiр Хеммiнга HR визначає простий граф — нескiнченновимiрний гiпер-
куб, вершинами якого є точки простору HR, якi трактуємо як нескiнченнi (0, 1)-послiдов-
ностi, причому двi (0, 1)-послiдовностi з’єднанi ребром тодi i тiльки тодi, коли вони вiдрiз-
няються тiльки однiєю координатою (див. [7]). Нескiнченновимiрний гiперкуб є незв’язним
графом, а його компоненти зв’язностi попарно iзоморфнi. Крiм того, метричнi простори, що
визначаються компонентами зв’язностi цього гiперкуба, iзометричнi злiченному простору
Хеммiнга HN.
3. Нагадаємо означення вiнцевого добутку груп пiдстановок. Нехай (G1,X1), (G2,X2) —

групи пiдстановок. Група пiдстановок (G,X1 × X2) = (G1,X1) � (G2,X2) називається вiн-
цевим добутком груп (G1,X1) i (G2,X2) (див. [8]), якщо для кожного елемента u ∈ G
виконуються такi умови:
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1) якщо (x1, x2)
u = (y1, y2), то значення y1 залежить лише вiд x1;

2) для фiксованого x1 вiдображення g2(x1), що визначається рiвнiстю g2(x1)(x2) = y2,
є перетворенням множини X2 i належить групi G2.

З означення випливає, що елементи u ∈ G можна задавати так званими таблицями
u = [g1, g2(x1)], де g1 ∈ G1, g2(x1) ∈ GX1

2 . При цьому кожне перетворення u ∈ G дiє на
елементи (x1, x2) ∈ X1 × X2 за таким правилом

(x1, x2)
u = (xg11 , x

g2(x1)
2 ).

Крiм такої реалiзацiї групи G1 � G2 розглядається також реалiзацiя цiєї групи на множинi
XX1

2 . А саме, експоненцiюванням (G2,X2) за допомогою (G1,X1) називається група пiд-
становок (G1 � G2,X

X1
2 ), кожен елемент якої u = [g1, g2(x1)] дiє на функцiю f(t) ∈ XX1

2 за
правилом:

f(t)[g1,g2(x1)] = f(tg1)
g2(x1).

У цiй роботi використовуватиметься остання реалiзацiя вiнцевого добутку, тобто експонен-
цiювання груп пiдстановок.

Нехай SN, SR — симетричнi групи над множиною натуральних чисел N i множиною дiйс-
них чисел R вiдповiдно, C2 — регулярна циклiчна група другого порядку. Носiєм функцiї
g2(x1) ∈ CN

2 називається множина supp(g2) всiх таких x1 ∈ N, що g2(x1) �= IdC2 . Група
SN � C2 мiстить пiдгрупу

SN � C2 = {[g1, g2(x1)] | |supp(g2)| <∞},
яка називається обмеженим вiнцевим добутком груп пiдстановок SN i C2.

Нам потрiбне буде таке твердження з [1], яке сформулюємо у виглядi леми.
Лема 1 [1]. Група iзометрiй злiченного простору Хеммiнга HN iзоморфна обмеженому

вiнцевому добутку SN � C2.
Пiзнiше в [7] лему 1 було доведено в термiнах груп автоморфiзмiв компоненти зв’язностi

нескiнченновимiрного гiперкуба. Крiм того, в цiй роботi було також показано, що звужен-
ня кожного автоморфiзму нескiнченновимiрного гiперкуба на довiльну його компоненту
зв’язностi збiгається зi звуженням деякого регулярного автоморфiзму на цю компоненту
зв’язностi. Узагальнимо цей результат, подаючи точне описання групи всiх iзометрiй роз-
ширеного простору Хеммiнга HR.
Теорема 1. Група iзометрiй розширеного простору Хеммiнга HR iзоморфна вiнцевому

добутку SR � (SN � C2).
Доведення. Спочатку покажемо, що кожен елемент u ∈ SR � (SN � C2) дiє як iзометрiя

на просторi HR. Справдi, елемент u задається таблицею u = [g, h(x)], де g ∈ SR i h(x) : R→
→ SN � C2. З твердження 1 випливає, що елемент g переставляє пiдпростори, iзометричнi
HN, а отже, iзометричнi мiж собою. Крiм того, на кожному з таких пiдпросторiв елемент u
дiє як деякий елемент групи SN � C2, який, згiдно з лемою 1, дiє як iзометрiя. Отже, u дiє
як iзометрiя на всьому розширеному просторi HR.

Нехай тепер f — деяка iзометрiя простору HR. З твердження 1 випливає, що простiр
HR можна зобразити в такому виглядi:

HR =
⋃
α∈R

Hα
N ,
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де Hα
N — iзометричнi копiї простору HN, причому H

α1
N

⋂
Hα2

N
= ∅, якщо α1 �= α2. Крiм

того, для довiльних рiзних чисел α1, α2 ∈ R i для довiльних точок x1, x2 ∈ HR таких, що
x1 ∈ Hα1

N
, x2 ∈ Hα2

N
маємо спiввiдношення

dHR
(x1, x2) =∞. (2)

Розглянемо деяку точку y розширеного простору Хеммiнга HR. Припустимо, що y належить
пiдпростору Hα1

N
, i нехай образ цiєї точки f(y) належить Hα2

N
. Тодi з (2) випливає, що для

довiльної точки z ∈ Hα1
N
ї ї образ f(z) також належить пiдпростору Hα2

N
. Це означає, що

iзометрiя f переставляє пiдпростори Hα
N , α ∈ R, причому може їх переставляти довiльним

чином. Крiм того, на кожному пiдпросторi f дiє iзометрично. З леми 1 отримуємо, що на
кожному з пiдпросторiв Hα

N , α ∈ R, f дiє як елемент обмеженого вiнцевого добутку S∞ � C2.
Таким чином, iзометрiї f можна поставити у вiдповiднiсть таблицю [g, h(x)], де g ∈ SR,
h(x) ∈ SN � CR

2 , тобто f є елементом вiнцевого добутку SR � (SN � C2). Теорему доведено.
Розширений метричний простiр (X, d) називається однорiдним, якщо група iзометрiй

IsomX дiє на ньому транзитивно.
Наслiдок 1. Розширений простiр Хеммiнга HR є однорiдним простором.
4. Поряд з метричними просторами Хеммiнга скiнченних (0, 1)-послiдовностей розгля-

даються бiльш загальнi конструкцiї, якi часто називають узагальненими просторами Хем-
мiнга. А саме, нехай B = {b1, . . . , bq} — деякий алфавiт. Узагальненим простором Хеммiнга
Hn(q) називається метричний простiр, визначений на множинi всiх послiдовностей довжи-
ни n над алфавiтом B, а вiдстань мiж двома такими послiдовностями визначається, як i
у формулi (1), як кiлькiсть їх попарно рiзних координат (див., наприклад, [2]). Група iзомет-
рiй узагальненого простору Хеммiнга Hn(q) також добре вiдома, вона iзоморфна вiнцевому
добутку Sn � Sq симетричної групи Sn степеня n i симетричної групи Sq степеня q.

Розглянемо розширений узагальнений простiр Хеммiнга HR(q). Для цього на множинi
всiх нескiнченних послiдовностей

HR(q) = {x = (x1, x2, . . .) | xi ∈ B}
введемо розширену метрику dq,HR

. Вiдстань dq,HR
(x, y) мiж довiльними послiдовностями x,

y ∈ HR(q) визначимо як число попарно рiзних координат у тому разi, коли таких координат
скiнченна кiлькiсть, та покладемо рiвною ∞, якщо таких координат нескiнченно багато. За
розширеним метричним простором також можна визначити вiдповiдний граф — узагальне-
ний нескiнченновимiрний гiперкуб, множина вершин якого є множиною точок HR(q), i двi
послiдовностi x, y ∈ HR(q) з’єднанi ребром тодi i тiльки тодi, коли dq,HR

(x, y) = 1, тоб-
то вони вiдрiзняються однiєю координатою. Так визначений граф також незв’язний i має
iзоморфнi компоненти зв’язностi. Зауважимо, що як i для скiнченних просторiв Хеммiнга,
графова метрика, визначена на узагальненому нескiнченновимiрному гiперкубi, буде збiга-
тися з розширеною метрикою Хеммiнга.

Охарактеризуємо групу iзометрiй введеного нами простору або, що те саме, групу ав-
томорфiзмiв узагальненого нескiнченновимiрного гiперкуба.
Теорема 2. Для довiльного натурального q � 2 група iзометрiй розширеного узагаль-

неного простору Хеммiнга HR(q) iзоморфна вiнцевому добутку SR � (SN � Sq).
Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню теореми 1. Враховуючи властивостi дiї

вiнцевого добутку SR � (SN � Sq) на HR(q), з цiєї теореми дiстаємо
Наслiдок 2. Розширений узагальнений простiр Хеммiнга HR(q) є однорiдним просто-

ром.
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Б.В. Олийнык

Группы изометрий расширенного пространства Хемминга
и бесконечномерного гиперкуба

Введена в рассмотрение конструкция расширенного пространства Хемминга — прост-
ранства бесконечных последовательностей над некоторым конечным алфавитом, расстоя-
ние между двумя последовательностями в котором определяется как количество различ-
ных координат (в случае, когда оно конечно) и равно ∞, если таких координат бесконеч-
ное количество. Введенному пространству взаимно однозначно соответствует несвязный
граф — бесконечномерный гиперкуб. Приведено полное описание группы изометрий расширен-
ного пространства Хемминга в терминах сплетений, а следовательно, и группы автомор-
физмов бесконечномерного гиперкуба.

B.V. Oliynyk

Isometry groups of an extended Hamming space and an
infinite-dimensional hypercube

The construction of an extended Hamming space defined on the infinite sequences over some finite
alphabet is considered. The distance between such sequences is the number of different coordinates in
the case where this number is finite or∞ otherwise. This space corresponds to a disconnected graph
called the infinite-dimensional hypercube. The isometry group of the extended Hamming space is
completely described. As a corollary, the automorphism group of the infinite-dimensional hypercube
is calculated.
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УДК 515.126,515.127

Т.В. Рибалкiна

Топологiчна еквiвалентнiсть орiєнтованих циклiв

лiнiйних вiдображень

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.В. Шарком)

Одержано класифiкацiю орiєнтованих циклiв лiнiйних вiдображень над C або R з точ-
нiстю до топологiчної еквiвалентностi. Дано канонiчну форму матриць таких циклiв
вiдносно топологiчної еквiвалентностi.

Ми розглядаємо проблему топологiчної класифiкацiї орiєнтованих циклiв лiнiйних вiдобра-
жень.

Нехай

A : V1 ��
At

A1
�� V2

A2
�� . . . Vt−1

��
At−2 At−1

�� Vt (1)

та

B : W1 ��
Bt

B1
�� W2

B2
�� . . . Wt−1

��
Bt−2 Bt−1

�� Wt — (2)

два орiєнтованих цикли лiнiйних вiдображень однакової довжини t над полем F. Будемо
казати, що система бiєкцiй ϕ = {ϕi : Vi → Wi}ti=1 перетворює A в B, якщо всi квадрати
в дiаграмi

V1

ϕ1

��

��
At

A1
�� V2

ϕ2

��

A2
�� . . . Vt−1

ϕt−1

��

��
At−2 At−1

�� Vt

ϕt

��

W1 ��
Bt

B1
�� W2

B2
�� . . . Wt−1

��
Bt−2 Bt−1

�� Wt

комутативнi; тобто

ϕ2A1 = B1ϕ1, . . . , ϕtAt−1 = Bt−1ϕt−1, ϕ1At = Btϕt.

Означення 1. Нехай A та B — цикли лiнiйних вiдображень вигляду (1) та (2) над
полем F.

(i) A та B називають iзоморфними, якщо iснує система лiнiйних бiєкцiй, яка перетворює
A в B.
© Т.В. Рибалкiна, 2013
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(ii) A та B над F = C або R називають топологiчно еквiвалентними, якщо

Vi = F
mi , Wi = F

ni для всiх i = 1, . . . , t,

та iснує система гомеоморфiзмiв, що перетворює A в B. (Зауважимо, що згiдно з вступом
в [1], m1 = n1, . . . ,mt = nt.)
Прямою сумою циклiв A та B вигляду (1) та (2) називають цикл

A⊕ B : V1 ⊕W1 ��
At⊕Bt

A1⊕B1
�� V2 ⊕W2

A2⊕B2
�� · · ·

At−1⊕Bt−1

�� Vt ⊕Wt .

Вектор dimA := (dimV1, . . . ,dimVt) називають розмiрнiстю циклу A. Цикл називають
нерозкладним, якщо його розмiрнiсть ненульова та його не можна розкласти в пряму суму
циклiв меншої розмiрностi.

Цикл A називають невиродженим, якщо всi A1, . . . , At є бiєктивнi, та виродженим в iн-
шому випадку. Кожен цикл A можна розкласти таким чином:

A = Areg ⊕A1 ⊕ · · · ⊕ Ar, (3)

де Areg — невироджений цикл та всi A1, . . . ,Ar — нерозкладнi виродженi цикли. Алгоритм
побудови розкладу (3) неорiєнтованого циклу лiнiйних вiдображень над полем C з викорис-
танням тiльки унiтарних перетворень був описаний в [2].

Нижченаведена теорема, яка була отримана разом з В.В. Сергейчуком, зводить проб-
лему топологiчної класифiкацiї орiєнтованих циклiв лiнiйних вiдображень до проблеми то-
пологiчної класифiкацiї лiнiйних операторiв.
Теорема 1. (a) Нехай F = C або R i нехай

A : F
m1

��
At

A1
�� Fm2

A2
�� · · · F

mt−1��
At−2 At−1

�� Fmt (4)

та

B : F
n1

��
Bt

B1
�� Fn2

B2
�� · · · F

nt−1��
Bt−2 Bt−1

�� Fnt (5)

топологiчно еквiвалентнi. Нехай

A = Areg ⊕A1 ⊕ · · · ⊕ Ar, B = Breg ⊕ B1 ⊕ · · · ⊕ Bs —

їхнi розклади вигляду (3). Тодi невиродженi частини Areg та Breg топологiчно еквiва-
лентнi, r = s i (пiсля перенумерацiї їхнiх нерозкладних вироджених доданкiв) Ai та Bi
iзоморфнi для всiх i = 1, . . . , r.
(b) Кожен невироджений цикл A вигляду (4) iзоморфний циклу

A′ : F
m1

��
At···A2A1

�

�� Fm2
�

�� · · · F
mt−1��

� �

�� Fmt .
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Якщо цикли (4) та (5) невиродженi, то вони топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки то-
дi, коли лiнiйнi оператори At · · ·A2A1 та Bt · · ·B2B1 топологiчно еквiвалентнi (як цикли
At · · ·A2A1 : F

m1 → F
m1 та Bt · · ·B2B1 : F

n1 → F
n1 довжини 1).

Зауважимо, що топологiчна класифiкацiя пар зустрiчних лiнiйних вiдображень V1−→←−V2
(тобто орiєнтованих циклiв довжини 2) була отримана в [3].
1. Орiєнтованi цикли лiнiйних вiдображень з точнiстю до iзоморфiзму. Побу-

дуємо розклад (3) орiєнтованого циклу лiнiйних вiдображень над довiльним полем F.
Класифiкацiя циклiв довжини 1, тобто лiнiйних операторiв V → V , випливає з теореми

Фробенiуса (або Жордана, якщо поле F є алгебраїчно замкнене) про канонiчну форму мат-
рицi вiдносно подiбностi. Орiєнтованi цикли довжини 2, тобто пари зустрiчних вiдображень
V1−→←−V2, класифiкованi з точнiстю до iзоморфiзму в [4, 5]. Класифiкацiя циклiв довiльної
довжини та з довiльним напрямком стрiлок добре вiдома в теорiї представлень сагайдакiв
(див. [6, § 11]).

Для кожного c ∈ Z будемо позначати через [c] натуральне число таке, що

1 � [c] � t, [c] ≡ c mod t.

Згiдно з теоремою Фробенiуса, для кожного нерозкладного виродженого циклу A : V →
→ V iснує базис e1, . . . , en простору V , в якому матриця вiдображення A буде виродженим
жордановим блоком. Це означає, що базиснi вектори утворюють жордановий ланцюг

e1
A−→ e2

A−→ e3
A−→ · · · A−→ en

A−→ 0.

Аналогiчно, кожен нерозкладний вироджений цикл A довiльної довжини t визначає
ланцюг

ep
Ap−−→ ep+1

A[p+1]−−−−→ ep+2

A[p+2]−−−−→ · · · A[q−1]−−−−→ eq
A[q]−−→ 0,

де 1 � p � q � t та для кожного l = 1, 2, . . . , t множина {ei | i ≡ l mod t} є базисом прос-
тору Vl (див. [6, § 11]). Будемо казати, що цей ланцюг закiнчується в V[q], якщо eq ∈ V[q].
Число q − p називають довжиною ланцюга.
Лема 1. Нехай

A : V1 ��
At

A1
�� V2

A2
�� · · · Vt−1

��
At−2 At−1

�� Vt —

орiєнтований цикл лiнiйних вiдображень. Розглянемо його розклад (3).
(a) Позначимо

Âi : = A[i+t−1] · · ·A[i+1]Ai : Vi → Vi

та зафiксуємо натуральне число z таке, що

Ṽi := Âz
i Vi = Âz+1

i Vi для всiх i = 1, . . . , t.

Нехай

Ã : Ṽ1 ��
Ãt

Ã1
�� Ṽ2

Ã2
�� · · · Ṽt−1

��
Ãt−2 Ãt−1

�� Ṽt —
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цикл, утворений обмеженнями Ãi : Ṽi → Ṽ[i+1] вiдображень Ai : Vi → V[i+1]. Тодi Areg = Ã
(тобто невироджена частина однозначно визначається A).
(b) Числа

kij := dimKer(A[i+j] · · ·A[i+1]Ai), i = 1, . . . , t та j � 0,

визначають виродженi доданки A1, . . . ,Ar розкладу (3) з точнiстю до iзоморфiзму, оскiль-
ки кiлькiсть nlj (l = 1, . . . , t та j � 0) вироджених доданкiв, що визначають ланцюги
довжини j, якi закiнчуються в просторi Vl, можна обчислити за формулою

nlj = k[l−j],j − k[l−j],j−1 − k[l−j−1],j+1 + k[l−j−1],j,

де ki,−1 := 0.
2. Класифiкацiя лiнiйних операторiв з точнiстю до топологiчної еквiвалент-

ностi. У цьому пунктi встановлена класифiкацiя лiнiйних операторiв (тобто циклiв довжи-
ни 1) Fn → F

n, F = C або R, з точнiстю до топологiчної еквiвалентностi.
N.H. Kuiper та J.W. Robbin [7, 8] встановили критерiй топологiчної еквiвалентностi для

лiнiйних операторiв над R, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1. T. Budnitska [9]
встановила канонiчну форму вiдносно топологiчної еквiвалентностi для лiнiйного оператора
над C та R, який не має власних чисел, що є коренями з 1.

Для кожного λ ∈ C визначимо n × n жордановий блок

Jn(λ) :=

⎡⎢⎢⎢⎣
λ 0
1 λ
. . . . . .

0 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎦ . (6)

Якщо кожен елемент n × n комплексної матрицi A = [akl + bkli], akl, bkl ∈ R, замiнити
на комплексно спряжений, то отримаємо матрицю

A = [akl − bkli].

Якщо кожен елемент akl + bkli матрицi A замiнити на дiйсний блок

akl + bkli �−→ akl −bkl
bkl akl,

(7)

то отримаємо 2n × 2n дiйсну матрицю, яку позначатимемо AR.
Кожна квадратна матриця A над F = R або C подiбна

A0 ⊕A01 ⊕A1 ⊕A1∞, (8)

де всi власнi числа λ матрицi A0 (вiдповiдно, A01, A1 та A1∞) задовольняють умову

λ = 0 (вiдповiдно, 0 < |λ| < 1, |λ| = 1 та |λ| > 1).

Класифiкацiю лiнiйних операторiв, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1,
дає нижченаведена теорема, яка доведена в [9]; ї ї частину (a) у випадку F = R довели
N.H. Kuiper та J.W. Robbin [7, 8].

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №12 33



Теорема 2 [7, 8, 9]. (a) Нехай f(x) = Ax та g(x) = Bx — лiнiйнi оператори над F = R

або C, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1; нехай матрицi A0, . . . , A1∞ та
B0, . . . , B1∞ визначенi через A та B як у (8).
(i) Якщо F = R, то f та g топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

A0 подiбна B0, A1 подiбна B1

розмiр A01 = розмiр B01, det(A01B01) > 0,

розмiр A1∞ = розмiр B1∞, det(A1∞B1∞) > 0.

(ii) Якщо F = C, то f та g топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

A0 подiбна B0, A1 ⊕A1 подiбна B1 ⊕B1,

розмiр A01 = розмiр B01, розмiр A1∞ = розмiр B1∞.

(b) Кожен лiнiйний оператор над F = R або C, який не має власних чисел, що є ко-
ренями з 1, топологiчно еквiвалентний з лiнiйним оператором, матриця якого є прямою
сумою, однозначно визначеною з точнiстю до перестановки доданкiв, що складається з:
(i) у випадку F = R:
довiльного числа доданкiв

Jk(0), [1/2], Jk(λ)
R, [2]

([1/2] та [2] — це 1×1 матрицi з елементами 1/2 та 2) , де λ — комплексне число, модуль
якого дорiвнює 1, що визначене з точнiстю до замiни на комплексно спряжене λ та не
є коренем з 1, Jk(λ)

R визначена в (6) та (7),
не бiльше одного доданка [−1/2],
не бiльше одного доданка [−2];
(ii) у випадку F = C:

Jk(0), [1/2], Jk(λ), [2],

де λ — комплексне число, модуль якого дорiвнює 1, що визначене з точнiстю до замiни на
комплексно спряжене λ та не є коренем з 1.

Зауважимо, що проблему топологiчної класифiкацiї лiнiйних операторiв, якi мають
власнi числа, що є коренями з 1, частково вирiшили N.H. Kuiper та J.W. Robbin [7, 8],
S. E. Cappell та I. L. Shaneson [10–13], W.C. Hsiang та W. Pardon [14] та iн.

1. Hurewicz W., Wallman H. Dimension theory. – Princeton: Princeton Univ. Press, 1941. – 165 p.

2. Sergeichuk V.V. Computation of canonical matrices for chains and cycles of linear mappings // Linear
Algebra Appl. – 2004. – 376. – P. 235–263.

3. Рибалкiна Т. Топологiчна класифiкацiя пар зустрiчних лiнiйних вiдображень // Мат. студiї. – 2013. –
39, № 1. – С. 21–28.

4. Добровольская Н.М., Пономарев В.А. Пара встречных операторов // Успехи мат. наук. – 1965. – 20,
№ 6. – С. 81–86.

5. Horn R.A., Merino D. I. Contragredient equivalence: a canonical form and some applications // Linear
Algebra Appl. – 1995. – 214. – P. 43–92.

6. Габриэль П., Ройтер А.В. Представления конечномерных алгебр. – Москва: ВИНИТИ, 2003. – 224 с.

7. Robbin J.W. Topological conjugacy and structural stability for discrete dynamical systems // Bull. Amer.
Math. Soc. – 1972. – 78. – P. 923–952.

34 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



8. Kuiper N.H., Robbin J.W. Topological classification of linear endomorphisms // Invent. Math. – 1973. –
19, No 2. – P. 83–106.

9. Budnitska T. Topological classification of affine operators on unitary and Euclidean spaces // Linear
Algebra Appl. – 2011. – 434. – P. 582–592.

10. Cappell S. E., Shaneson J. L. Linear algebra and topology // Bull. Amer. Math. Soc., New Series 1. –
1979. – P. 685–687.

11. Cappell S. E., Shaneson J. L. Nonlinear similarity of matrices // Ibid. – 1979. – P. 899–902.

12. Cappell S. E., Shaneson J. L., Steinberger M., West J. E. Nonlinear similarity begins in dimension six //
Amer. J. Math. – 1989. – 111. – P. 717–752.

13. Cappell S. E., Shaneson J. L.Non-linear similarity and linear similarity are equivariant below dimension 6 //
Contemp. Math. – 1999. – 231. – P. 59–66.

14. Hsiang W.C., Pardon W. When are topologically equivalent orthogonal transformations linearly equi-
valent // Invent. Math. – 1982. – 68, No 2. – P. 275–316.

Надiйшло до редакцiї 05.07.2013Iнститут математики НАН України, Київ

Т.В. Рыбалкина

Топологическая эквивалентность ориентированных циклов
линейных отображений

Получена классификация ориентированных циклов линейных отображений над C или R

с точностью до топологической эквивалентности. Дана каноническая форма матриц та-
ких циклов относительно топологической эквивалентности.

T.V. Rybalkina

Topological equivalence of the oriented cycles of linear mappings

We classify the oriented cycles of linear mappings over C or R up to topological equivalence. We
give a canonical form of the matrices of such cycles with respect to topological equivalence.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №12 35



оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

12 • 2013

IНФОРМАТИКА ТА КIБЕРНЕТИКА

УДК 612.17

В.И. Гриценко, Л.С. Файнзильберг
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(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.В. Анисимовым)

Рассматривается оригинальный метод восстановления полезного сигнала с локально со-
средоточенными диагностическими признаками на основе усреднения искаженных реа-
лизаций на фазовой плоскости. Эффективность метода продемонстрирована его пра-
ктическим использованием при создании диагностического комплекса ФАЗАГРАФ® для
оценки состояния сердечно-сосудистой системы по фазовому портрету электрокардио-
граммы.

Диагностика состояния технических и биологических объектов часто связана с необходи-
мостью извлечения информации из сигналов сложной формы, когда диагностические при-
знаки сосредоточены на небольших интервалах Δti � T0, ∀ i = 1, 2, . . ., области определения
T0 = [t1, t2] временного сигнала z(t). Типичные примеры — электрокардиограммы (ЭКГ),
реограммы, сфигмограммы и другие физиологические сигналы, локальные фрагменты ко-
торых несут информацию о состоянии сердечно-сосудистой системы [1].

Классические методы ортогональных разложений

z(t) =

N∑
n=1

Cnϕn(t) (1)

по системе базисных функций ϕn(t) мало пригодны для обработки таких сигналов, посколь-
ку коэффициенты Cn функционального ряда (1), построенного на всей области T0 = [t1, t2],
почти нечувствительны к изменениям диагностических признаков, сосредоточенных на ло-
кальных интервалах Δti � T0.

Проблема извлечений диагностической информации существенно усложняется, когда
наблюдаемый сигнал z(t) искажен возмущениями, которые далеко не всегда сводятся лишь
к аддитивной помехе.

В работе развивается оригинальный метод восстановления полезного сигнала z0(t) по
фазовому портрету искаженной реализации z(t) и на примере обработки ЭКГ демонстри-
руется эффективность этого метода.
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Математическая модель порождения сигнала. Будем полагать, что наблюдаемый
сигнал z(t) представляет собой результат искажения полезного сигнала z0(t) внутренними
ζ(t) и внешними h(t) возмущениями:

z(t) = Φ[z0(t), ζ(t)] + h(t), (2)

где Φ[·] — некоторая функция.
При регистрации ЭКГ внутренние возмущения ζ(t) вызывают система органов дыха-

ния и вегетативная нервная система, а аддитивные возмущение h(t) обусловлены внешней
средой — сетевыми помехами, мышечным тремором в местах наложения электродов и дру-
гими помехами.

В таких условиях ЭКГ реалистической формы может быть описана математической
моделью [2]

zm(t) =
∑

i∈{P,Q,R,S,ST,T}

Ãim exp

[
−(t− μ̃im)2

2b̃2im

]
+ h(t), m = 1, . . . ,M, (3)

в которой

Ã=
imAi(1 + αim), (4)

μ̃=imμi(1 + δim), (5)

b̃im =

{
b
(1)
i (1 + ε

(1)
im) ∀ t � μim,

b
(2)
i (1 + ε

(2)
im) ∀ t > μim,

(6)

где Ai, μi, b
(1)
i , b

(2)
i — параметры, определяющие форму информативных фрагментов по-

лезного сигнала z0(t) — зубцов P , Q, R, S, T и сегмента S − T в виде несимметричных

гауссовых функций, а αim, δim, ε
(1)
im , ε

(2)
im — последовательности реализаций независимых

случайных величин, которые с нулевыми математическими ожиданиями распределены на
интервалах

αim ∈ [−α0
i , α

0
i ], δim ∈ [−δ0i , δ0i ], ε

(1)
im ∈ [−ε0i , ε0i ], ε

(2)
im ∈ [−ε0i , ε0i ], (7)

ограниченных фиксированными числами α0
i , δ

0
i , ε

0
i . Величины α

0
i , δ

0
i , ε

0
i определяют степень

независимых случайных искажений амплитудно-временных параметров Ai, μi, b
(1)
i , b

(2)
i по-

лезного сигнала z0(t) на наблюдаемой последовательности zm(t), m = 1, . . . ,M , сердечных
циклов.

Модель (3)–(7) позволяет обосновать эффективный метод восстановления полезного сиг-
нала z0(t) по искаженной реализации zm(t).
Оценка полезного сигнала по фазовому портрету ЭКГ. Для исследования ЭКГ

на фазовой плоскости обычно используют амплитуды сигнала z(t) в моменты времени t
и t−τ , где τ = const— задержка. Такие исследования направлены на анализ вариабельности
сердечного ритма, оценку степени хаотичности z(t) и классификацию аритмий [3–5].

В работе [6] предложена более прогрессивная идея: для анализа внутрисердечной дея-
тельности в явном виде использовать скоростные характеристики исследуемого процесса.
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Это идея побудила нас исследовать диагностическую ценность фазового портрета ЭКГ, по-
строенного не в координатах z(t), z(t − τ), а в координатах z(t), ż(t), где ż(t) — скорость
изменения сигнала об электрической активности сердца в момент времени t.

Несмотря на то, что еще в работах [7–10] кардиологи указывали на важность анали-
за скоростных показателей ЭКГ, до последнего времени анализ ЭКГ в координатах z(t),
ż(t) не использовался в клинической практике. Более того, некоторые авторы даже отри-
цают саму возможность такого анализа только лишь из-за трудностей оценки производной
ż(t) реальных ЭКГ [11]. И это не случайно, поскольку дифференцирование зашумленных
сигналов относится к числу некорректно поставленных математических задач.

В то же время при использовании оригинальных процедур фильтрации и регуляриза-
ции удалось на основе конечно-разностной аппроксимации вычислять приемлемые оценки
производной дискретно заданной функции [1, с. 159] и тем самым обеспечить переход от
скалярного представления ЭКГ z(tk), заданной в дискретные моменты времени tk ≡ kΔ,
k = 0, 1, . . . ,K − 1 с шагом квантования Δ, к последовательности двумерных векторов
(точек)

(z(t0), ż(t0)), (z(t1), ż(t1)), . . . , (z(tK−1), ż(tK−1)), (8)

лежащих на фазовой траектории в плоскости z(t), ż(t) — аттрактора в виде предельного
цикла.

Прежде чем рассмотреть предлагаемый метод восстановления z0(t) по фазовому порт-
рету сигнала z(t), укажем основную проблему, возникающую при традиционном подходе
к усреднению циклов ЭКГ во временной области.

Предельно упростив задачу, предположим, что внешние возмущения отсутствуют, т. е.
h(t) ≡ 0, и наблюдаемые циклы zm(t), m = 1, . . . ,M , имеют одинаковую форму зубцов P ,
Q, R, S, T , но за счет внутренних возмущений ζ(t) варьируют моменты появления только
одного из них — зубца T . В этом случае из (2) следует упрощенная модель генерации ЭКГ

zm(t) =
∑

i∈{P,Q,R,S,ST,T}

Ai exp

[
−(t− μ̃im)2

2b2i

]
, m = 1, 2, . . . ,M, (9)

μ̃=im

{
μi, если i ∈ {P,Q,R, S, ST},
μT (1 + δTm), если i = T,

(10)

где μT — момент появления экстремального значения зубца T на эталонном цикле z0(t),
а δTm ∈ [δ0T ,−δ0T ] — последовательность независимых случайных величин, которые с ну-
левым математическим ожиданием M{δT } = 0 распределены на интервале, ограниченном
числами ±δ0T .

На рис. 1 представлен результат традиционного усреднения циклов z1(t), z2(t), z3(t)
(рис. 1, а), порожденных моделью (9), (10) при M = 3, которые синхронизированы по
максимуму комплекса QRS (рис. 1, б ). Легко видно, что форма зубца T на усредненном
цикле z0(t) (рис. 1, г) существенно искажена. Понятно, что при синхронизации этих же
циклов по максимуму зубцов T на усредненном цикле z0(t) будет искажена уже форма
других фрагментов.

Казалось бы, описанную проблему можно преодолеть, если синхронизировать интерва-
лы, на которых сосредоточены отдельные фрагменты. Однако известно [12], что в реальных
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Рис. 1. Сравнение результатов усреднения циклов ЭКГ во временной области (слева) и в фазовом про-
странстве (справа)

ситуациях зубцы P , Q, R, S, T не имеют четких границ, а значит не так просто синхро-
низировать указанные интервалы.

В то же время легко убедиться в том, что в координатах z(t), ż(t) фазовые траектории
(рис. 1, в) циклов z1(t), z2(t), z3(t) совпадают, а значит при усреднении этих траекторий с по-
следующим возвращением во временную область получим эталонный цикл z0(t) (рис. 1, д)
без каких-либо искажений.

Формально алгоритм восстановления z0(t) по искаженной реализации z(t) сводится к об-
работке последовательности (8) следующим образом.

Вычислим квадраты расстояний

r2[k] = (z∗[k]− z∗[k0])2 + (ż∗[k]− ż∗[k0])2, k = 0, . . . ,K − 1, (11)

между нормированными фазовыми координатами z∗[k] ∈ [0, 1], ż∗[k] ∈ [0, 1] каждой k-й
точки и координатами точки k0 ∈ [0,K − 1], удовлетворяющей условию

k0 = argmax
0�kj�K−1

⎧⎨⎩
max

0�k�K−1
r[k, kj ]

1

K

K−1∑
k=0

r[k, kj ]

⎫⎬⎭. (12)

Далее выделим подмножества Ωm точек k ∈ [0,K − 1], таких, что

r2[k] � r0 ∀ k ∈ Ωm, (13)
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где r0 = const — некоторый порог, и для каждого такого подмножества определим номера
точек km, m = 1, . . . ,M , удовлетворяющие условию

km = arg max
k∈Ωm

r2[k]. (14)

Последовательность номеров km, m = 1, . . . ,M , определит границы R−R-интервалов обра-
батываемого сигнала z(t) и фазовый портрет наблюдаемой ЭКГ будет разделен на M тра-
екторий отдельных циклов

Qm = {(z∗m[km], ż∗m[km]), km = 0, . . . ,K(m) − 1}, m = 1, . . . ,M, (15)

где K(m) — число точек m-й траектории.
Понятно, что каждый m-й цикл порождает на плоскости z(t), ż(t) свою траекторию,

которая за счет возмущения ζ(t) отклоняется от ненаблюдаемой траектории полезного сиг-

нала z0(·). Но поскольку в соответствии с (1)–(7) случайные величины αim, δim, ε
(1)
im , ε

(2)
im

независимы, ограничены и имеют нулевые математические ожидания, легко показать, что
для любой фиксированной точки θx области определения z0(·) координаты z∗m[θmx], ż

∗
m[θmx]

соответствующих точек θ1x, . . . , θMx наблюдаемых траекторий будут группироваться в ло-
кальной области нормированного фазового пространства с центром в точке X = z∗0 [θx],
ż∗0 [θx] и ограниченным радиусом ρX .

Это дает ключ к построению алгоритма оценки полезного сигнала z0(·), основанного на
усреднении фазовых траекторий наблюдаемого сигнала z(t).

Вычислим M ×M матрицу D = ‖RH(Qi, Qj)‖ хаусдорфовых расстояний
RH(Qi, Qj) = max{max

qj∈Qj

min
qi∈Qi

ρ(qi, qj), max
qi∈Qi

min
qj∈Qj

ρ(qi, qj)}, (16)

между всеми парами Qi ∈ Q и Qj ∈ Q, i, j = 1, . . . ,M , где q
Δ
=(z∗[k], ż∗[k]), а ρ(qi, qj) = ‖qi−

− qj‖ — евклидово расстояние между векторами qi ∈ Qi и qj ∈ Qj.
Номер строки матрицы D = ‖RH(Qi, Qj)‖, сумма элементов которой минимальна, опре-

делит подпоследовательность Q0 нормированных векторов q[k] = (z∗[k], ż∗[k]), принадле-
жащих фазовой траектории опорного цикла:

Q0 = arg min
1�j�M

M∑
i=1

RH(Qi, Qj). (17)

Будем использовать Q0 в качестве первого приближения ненаблюдаемой траектории по-
лезного сигнала z0(·), а для получения более точной оценки усредним точки траекторий
в окрестности соответствующих точек Q0:

q̂[k] =

q0[k] +
M−1∑
m=1

qmin
mk

M
, k = 0, . . . ,K0 − 1, (18)

где qmin
mk /∈ Q0 — вектор, принадлежащий m-й траектории (не являющейся опорной), кото-

рый находится на минимальном евклидовом расстоянии

ρ =
√

(z∗0 [·]− z∗m[·])2 + (ż∗0 [·]− ż∗m[·])2 (19)

от вектора q0[k] ∈ Q0, а K0 — число точек опорной траектории Q0.
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Рис. 2. Характерные изменения формы фазовых портретов ЭКГ

Последовательность векторов q̂[k] = (ẑ∗[k], ̂̇z∗[k]), k = 0, . . . ,K0−1, вычисленная соглас-
но (18), принадлежит средней траектории в нормированном фазовом пространстве, а по-
следовательность скалярных значений ẑ[1], . . . , ẑ[K0] дает оценку эталонного цикла z0(·) во
временной области.

Оценка z0(·) будет улучшена еще больше, если в (18) перейти к расширенным векто-
рам u[k] = (q[k], τ [k]), которые, помимо фазовых координат q[k] = (z∗[k], ż∗[k]), содержат
дополнительную компоненту τ [k] ∈ [0, 1], определяющую относительное время появления
k-й точки на m-й траектории:

τ [k] =
k − 1

K(m) − 1
. (20)

Нетрудно показать, что на основе анализа упорядоченных хаусдорфовых расстояний (16)
можно провести селекцию нетипичных циклов (экстрасистол и артефактов) и исключить
эти циклы из процедуры усреднения (18).
Диагностические признаки фазового портрета ЭКГ. Модельные эксперименты

показали, что традиционные диагностические признаки ЭКГ более выразительно прояв-
ляются при отображении сигнала в фазовых координатах z(t), ż(t) (рис. 2), чем во вре-
менной области z(t).

При нормальной форме ЭКГ на фазовом портрете отображаются три петли, соответст-
вующие зубцам P , T и комплексу QRS (рис. 2, а). При патологическом (широком и глу-
боком) зубце Q фазовый портрет разворачивается (рис. 2, б ). Плоский (рис. 2, в), отрица-
тельный (рис. 2, г), чрезмерно высокий (рис. 2, д) или асимметричный (рис. 2, е) зубец T
вызывает адекватные изменения размера и ориентации соответствующей петли на фазовом
портрете. Характерный сдвиг вниз (рис. 2, ж) при депрессии или вверх (рис. 2, з) при
элевации сегмента S − T претерпевает соответствующий фрагмент фазового портрета.
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Рис. 3. Дополнительные признаки ЭКГ в фазовом пространстве

Для повышения достоверности результатов диагностики предлагается использовать ряд
дополнительных признаков, в том числе:

параметр σQRS рассеивания точек фазовых траекторий;
угол αQRS ориентации усредненной фазовой траектории;
параметр βT симметрии фрагмента реполяризации усредненной фазовой траектории

относительно оси ż = 0.
Приемлемую оценку параметра σQRS можно получить по элементам матрицы D =

= ‖RH(Qi, Qj)‖ хаусдорфовых расстояний (16):

σQRS =
1

M − 1

M−1∑
m

RH(Q0, Qm), (21)

угол αQRS ориентации определяется по направлению прямой, соединяющей две характер-
ные точки фазового портрета, а параметр βT вычисляется как отношение максимальных
скоростей D1 и D2 на фрагменте реполяризации усредненной фазовой траектории (рис. 3).
Практические результаты. Диагностическая ценность фазового портрета ЭКГ под-

тверждена обработкой данных, полученных в Институте кардиологии им. Н.Д. Стражеско
АМН Украины и четырех клиниках Германии. Клинический материал составил записи
ЭКГ 441 больных с подтвержденным диагнозом ишемической болезни сердца (коронароан-
гиография) и 387 здоровых добровольцев.

Установлено, что принятие решений по правилу

ВНИМАНИЕ, еcли βT � β0,

НОРМА, если βT < β0,
(22)

где β0 ≈ 0,72, обеспечивает разделение представителей указанных групп с чувствитель-
ностью SE = 81% и специфичностью SP = 78%, несмотря на то, что в группу верифици-
рованных больных были включены лишь пациенты, у которых традиционный ЭКГ-анализ
в 12 отведениях не выявил каких либо отклонений от нормы. Поэтому правило (22), под-
твердившее сравнительно высокие показатели SE и SP на таком “сложном” клиническом
материале, вполне можно считать приемлемым для профилактических обследований.
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На основе предложенного подхода создан и передан в серийное производство портатив-
ный диагностический комплекс ФАЗАГРАФ®, апробация которого подтвердила его эф-
фективность более чем в 100 медицинских учреждениях, спортивных организациях, на
предприятиях с повышенным техногенным риском, диагностических и реабилитационных
центрах, санаториях, школах и в других сферах применения [13].

Простота комплекса позволяет его использовать и в домашних условиях для самооценки
функционального состояния, оптимизации приема лекарственных препаратов и накопления
данных для последующих консультаций с врачом.

Таким образом, предложенный метод обработки сигналов сложной формы в фазовых
координатах z(t), ż(t) эффективен не только для восстановления полезного сигнала z0(t)
по искаженной реализации z(t), но и способствует решению актуальной задачи массовых
профилактических обследований для выявления заболеваний сердечно-сосудистой системы
на ранних стадиях.
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В. I. Гриценко, Л.С. Файнзiльберг

Комп’ютерна дiагностика за сигналами складної форми в умовах
внутрiшнiх та зовнiшнiх збурень

Розглядається оригiнальний метод вiдновлення корисного сигналу з локально зосередже-
ними дiагностичними ознаками на основi усереднення спотворених реалiзацiй на фазовiй
площинi. Ефективнiсть методу продемонстрована його практичним використанням при
створеннi дiагностичного комплексу ФАЗАГРАФ® для оцiнювання стану серцево-судинної
системи за фазовим портретом електрокардiограми.

V. I. Gritsenko, L. S. Fainzilberg

Computer diagnostics using complex-form signals under conditions of
internal and external disturbances

The original method of recovery of a useful signal with locally concentrated diagnostic features based
on the averaging of distorted observations in the phase space is considered. The effectiveness of the
method is demonstrated by its practical using in creating the FASEGRAPH® diagnostic system
for the assessment of the cardiovascular system using the phase portrait of an electrocardiogram.
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УДК 519.6:517.9

Академiк НАН України В.С. Дейнека, М.Р. Петрик

Функцiональна iдентифiкацiя градiєнтними методами
та iнтегральними перетвореннями параметрiв задач

дифузiї в неоднорiдних наномультикомпозитах

Розглянуто питання iдентифiкацiї градiєнтними методами параметрiв дифузiйної мо-
делi дифузiї Fe/Dy в багатошарових наноплiвках та застосування iнтегральних пере-
творень Фур’є, Лапласа для отримання розв’язкiв прямих i спряжених задач. Проведе-
но числовi експерименти.

Дослiдження дифузiйної кiнетики в багатошарових нанокомпозитах i тонких наноплiвках
вiдкриває перспективи створення на базi матерiалiв з вiдомими властивостями матерiалiв
та середовищ з новими властивостями (з новими явищами провiдностi, дифузiйно-адсорб-
цiйними ефектами тощо), виникнення яких пов’язано зi структурними змiнами середовищ
при агрегуваннi наношарiв з рiзними властивостями [1, 2]. В цiй роботi на прикладi за-
дач дифузiї в згущених (Fe/Dy) магнiтних багатошарових наноплiвках, утворених агре-
гацiєю наношарiв з високопровiдними i низькопровiдними матерiалами (феромагнетики
i рiдкiсноземельнi елементи — диспрозiум, тербiй), на основi теорiї оптимального керу-
вання станами багатокомпонентних систем (ОКСБС) [3], iнтегральних перетворень Фур’є
та Лапласа [4] розроблена методика функцiональної iдентифiкацiї параметрiв дифузiї для
неоднорiдних наномультикомпозитiв. Отримано аналiтичнi вирази градiєнтiв функцiона-
лiв-нев’язок, зроблено вiдновлення коефiцiєнтiв дифузiї за даними спостережень на рiзних
поверхнях та виконано моделювання процесу дифузiї.
Математична модель двостороннiх градiєнтних взаємодiй в елементах муль-

тикомпозита. Враховуючи [1, 2], для мультикомпозита з n подвiйних наношарiв двох се-
редовищ з рiзними властивостями, для яких дифузiя атомiв компонентiв 1 (Fe) i 2 (Dy)
мiж сумiжними наношарами викликана наявнiстю змiнних в часi градiєнтiв концентрацiй
на межах їх контакту.

На областях ΩkT = (0, T ) × Ωk(Ωk = (lk−1, lk), k = 1, n + 1, l0 = 0 < l1 < · · · < ln+1 =
= l <∞) концентрацiї U1k(t, z), U2k(t, z) з урахуванням [2] задовольняють систему рiвнянь
у частинних похiдних

∂

∂t
U1k(t, z) = D11k

∂2

∂z2
U1k −D12k

∂2

∂z2
U2k ,

∂

∂t
U2k(t, z) = −D21k

∂2

∂z2
U1k +D22k

∂2

∂z2
U2k .

(1)

Початковi умови такi:

U1k(t, z)
∣∣
t=0
≡ U01k =

{
0, z ∈ θ1k ,
1, z ∈ θ2k ,

U2k(t, z)
∣∣
t=o
≡ U02k =

{
1, z ∈ θ1k ,
0, z ∈ θ2k ,

θ1k = {z ∈ (lk−1, lk), k = 2i+ 1; i = 0, [n/2]},
θ2k = {z ∈ (lk, lk+1), k = 2i+ 2; i = 0, [n/2] − 2}.

(2)
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Крайовi та спряженi умови мiж тонкими шарами за z мають вигляд

D1
∂

∂z

[
U11(t, z)

U21(t, z)

]
z=0

= 0, Dn+1
∂

∂z

[
U1n+1(t, z)

U2n+1(t, z)

]
z=l

= 0, t ∈ (0, T ),

[Usk(t, z) − Usk+1
(t, z)]

∣∣
z=lk

= 0, s = 1, 2,

(3)

⎛⎜⎝DS1

⎡⎢⎣ ∂

∂z
U1s1

(t, z)

∂

∂z
U2s1

(t, z)

⎤⎥⎦−DS2

⎡⎢⎣ ∂

∂z
U1s2

(t, z)

∂

∂z
U2s2

(t, z)

⎤⎥⎦
⎞⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣
z=lk

= 0,

Dk =

[
D11k −D12k

−D21k D22k

]
, k = 1, n,

(4)

де {
s1 = k, s2 = k + 1; k = 2i+ 1; i = 0, [n/2],

s1 = k + 1, s2 = k; k = 2i+ 2; i = 0, [n/2] − 2.

З позицiї практичних застосувань важливими є випадки, коли D12k = 0 або D21k = 0,
що вiдповiдає кiнетицi взаємодiї двох елементiв з протилежними показниками параметрiв:
“активної” (високий) i “пасивної” компоненти (низький) i приводить до нових фiзичних
ефектiв [1]. Дифузiя в такiй системi взаємодiй “активний елемент” (Fe) — “пасивний еле-
мент” (Dy) визначатиметься обмеженою проникнiстю “пасивного” елемента в зону “актив-
ного” та значною проникнiстю “активного” елемента в зону “пасивного”.
Задачi iдентифiкацiї та чисельно-аналiтичний алгоритм їх розв’язання. Вва-

жаємо, що коефiцiєнти дифузiї Dsp, s, p = 1, 2, задачi (1)–(4) є невiдомими. Однак на про-
мiжках γk ⊂ Ωk, k = 1, n + 1, неоднорiдного середовища вiдомi слiди розв’язку (концен-
трацiй)

Usk(t, z)
∣∣
γk

= fsk(t, z)
∣∣
γk
. (5)

Використовуючи данi експериментальних спостережень для шаруватих наноплiвок (Fe/Dy),
проведених у лабораторiї фiзики матерiалiв Унiверситету м. Руан (Францiя) [1], задачу
(1)–(5) можемо розв’язати шляхом її декомпозицiї.

Задача (1)–(5) трансформується в систему задач iдентифiкацiї для послiдовних досить
тонких γkl = [zkl−1

, zkl ] сегментiв вiдрiзку Ωk, l = 1, Nk, з крайовими умовами

Uskl−1
(t,z)

∣∣
z=lk1−1

= U skl−1
; Usk1

(t, z)
∣∣
z=lk1

= U skl−1
, s = 1, 2. (6)

Функцiонал-нев’язка на γkl = Ωkl запишеться у виглядi

Jkl(Dspkl
) =

1

2

T∫
0

lkl∫
lkl−1

((U1kl
(t, z,Dspkl

)− f1kl )
2 + (U2kl

(t, z,Dspkl
)− f2kl )

2) dzdt. (7)

Тим самим отримали серiю задач, що полягають в iдентифiкацiї коефiцiєнтiв дифузiї на
кожному елементарному промiжку Ωkl , l = 1, Nk, на якому стан системи описується систе-
мою рiвнянь у частинних похiдних (1), початковими умовами (2) та крайовими умовами (6).
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Кожну з цих задач з функцiоналом-нев’язкою (7), слiдуючи [5, 6], будемо розв’язувати за
допомогою градiєнтних методiв О.М. Алiфанова:

un+1 = un − βnpn, n = 0, 1, . . . , n∗, (8)

починаючи з деякого початкового наближення u0 ∈ U , де напрям спуску pn та коефiцiєнт βn
визначимо за допомогою виразiв для методу мiнiмальних похибок

pn = J ′
un
, βn =

‖en‖2
‖J ′

un
‖2 .

Враховуючи [6], для кожного елементарного вiдрiзка Ωkl на кожному кроцi iтерацiйного
процесу (8) спряжену задачу визначимо так:

∂

∂t
φ1k(t, z) +D11k

∂2

∂z2
φ1k(t, z)−D21k

∂2

∂z2
φ2k(t, z) = −(Un

1k
− f1k), (t, z) ∈ ΩllT ,

∂

∂t
φ2k(t, z)−D12k

∂2

∂z2
φ1k(t, z) +D22k

∂2

∂z2
φ2k(t, z) = −(Un

2k
− f2k), (t, z) ∈ ΩllT ,

φk(t, z)
∣∣
t=T

= 0, z ∈ Ωki,

φsk(t, z)
∣∣
z∈∂Ωki

= 0, s = 1, 2,

(9)

де ∂Ωkl — границя областi Ωkl , тобто це кiнцi елементарного вiдрiзка Ωki.
Аналiтичнi вирази для компонентiв градiєнтiв функцiонала-нев’язки (7) у при-

пущеннi залежностi лише вiд часу на Ωkl коефiцiєнтiв дифузiї мають вигляд:

∇JD11kl
(t) =

lkl∫
lkl−1

φ
1kl

(t, z)
∂2

∂z2
U1kl

(t, z) dz,

∇JD12kl
(t) = −

lkl∫
lkl−1

φ
1kl

(t, z)
∂2

∂z2
U2kl

(t, z) dz,

∇JD22kl
(t) =

lkl∫
lkl−1

φ2kl(t, z)
∂2

∂z2
U2kl

(t, z) dz,

∇JD21kl
(t) = −

lkl∫
lkl−1

φ1kl(t, z)
∂2

∂z2
U2kl

(t, z) dz, l = 1, Nk + 1.

(10)

Регуляризацiйний вираз для (n+1)-го кроку визначення функцiональної залежнос-
тi компоненти коефiцiєнта дифузiї Dn+1

spkl
вiд часу, для методу мiнiмальних похибок, для

кожного γkl мають вигляд:

Dn+1
spkl

(t) = Dn
spkl

(t)−∇Jn
Dspkl

(t)
‖Uskl

(t, γkl ,Dspkl
)− fskl‖2

‖∇Jn
Dspkl

(t)‖2 , t ∈ (0, T ),

s, p = 1, 2; kl = 1, Nl.

(11)
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Реалiзацiя регуляризацiйної процедури (8) полягає в послiдовному iтерацiйному вiднов-
леннi компонентiв коефiцiєнтiв дифузiї Dn+1

11kl
(t), Dn+1

12kl
(t), Dn+1

22kl
(t) для кожної з поверхонь

спостереження γkl , kl = 1, Nk.
Аналiтичнi розв’язки прямої i спряженої задач iдентифiкацiї. В [6] встановленi

умови розв’язностi задач (1)–(5) i побудованi методом функцiй впливу Кошi з викорис-
танням iнтегрального перетворення Фур’є та iнтегрального перетворення Лапласа загальнi
аналiтичнi їх розв’язки. Єдиний розв’язок прямої задачi (1), (2), (5), (6) має вигляд:

Usk(t, z) =

t∫
0

(Hs
11k

(t− τ, z, lk−1)U1lk−1
−Hs

12k
(t− τz, lk)U1lk

−

−Hs
21k

(t− τ, z, lk−1)U2lk−1
+Hs

22k
(t− τ, z, lk)U2lk

) dτ +

+

t∫
0

lk∫
lk−1

(K2ik(t− τ, z, ξ)U01k +K1ik(t− τ, z, ξ)U02k ) dξdτ. (12)

Тут

Hs
i1(t, z, lk−1) =

2

Δl

∞∑
m=0

βmHiskm(t) sin βm(z − lk−1),

Hs
i2(t, z, lk) =

2

Δl

∞∑
m=0

βm(−1)mHiskm(t) sin βm(z − lk−1), s, i = 1, 2,

Kij(t, z, ξ) =
2

Δl

∞∑
m=0

Kijkm(t) sin βm(z − lk−1) sin βm(ξ − lk−1),

Kiikn(t) = L−1

[
p+Dsskβ

2
m

(p− p1)(p − p2)
]
=

1

(p1 − p2) [(p1 +Dsskβ
2
m)ep1t − (p2 +Dsskβ

2
m)ep2t],

s =

{
1, i = 2
2, i = 1

, i = 1, 2,

K12km(t) =
D12kβ

2
m

p1 − p2 [e
p1t − ep2t]; K21km(t) =

D21kβ
2
m

p1 − p2 [e
p1t − ep2t];

Hiskm(t)D1ikKs1km(t)−D2ikKs2km(t), i = 1, 2,

де L−1 — iнтегральний оператор оберненого перетворення Лапласа, βm = mπ, m = 0,∞;
p1,2 = −D11k +D22k

2
± 1

2

√
(D11k +D22k)

2 − 4(D11kD22k −D12kD21k)β
4
m — коренi рiвняння

p2 + (D11k + D22k)β
2
np + (D11kD22k − D12kD21k )β

4
m = 0; p — комплекснозначний параметр

iнтегрального перетворення Лапласа.
Аналогiчним чином отримано аналiтичнi розв’язки кожної зi спряжених часово-крайо-

вих задач iдентифiкацiї.
Результати моделювання та iдентифiкацiї для двох компонентiв (Fe i Dy) з вико-

ристанням запропонованої методики iдентифiкацiї поданi на рис. 1, 2 iз загальною тривалi-
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Рис. 1. Вiдновлення функцiональної залежностi компонентiв D11m , D12m коефiцiєнта дифузiї вiд часу на
кожнiй iтерацiї [z = 7 нм]:
1 — початкове наближення; 2 — 100-та; 3 — 500-та; 4 — 1000-та; 5 — 2500-та; 6 — 3500-та; 7 — 4500-та

стю спостереження 48 год та товщиною наномультикомпозиту 20 нм. Розглядалося чотири
наношари по 5 нм кожен. Як данi експериментальних спостережень використовувалися
результати для багатокомпонентних (Fe/Dy) наноплiвок, отриманi в лабораторiї фiзики
матерiалiв Унiверситету м. Руан (Францiя) [1].

Розглянуте нанокомпозитне середовище за товщиною було розбите на 200 дифундуючих
наношрiв товщиною 0,1 нм. Це дозволило реалiзувати пошарову iдентифiкацiю компонентiв
коефiцiєнтiв дифузiї, використовуючи результати спостережень покрокового атомно-томо-
графiчного аналiзу зразка для усiх розглянутих поверхонь спостережень.

На першому циклi регуляризацiї здiйснюється аналiз значень функцiонала-нев’язки для
завершальної групи iтерацiй при рiзних комбiнацiях початкових наближень вiдтворюваної
групи коефiцiєнтiв дифузiї (в нашому випадку, зокрема, розглядалася група з компонентiв
D11, D12). Для кожної iз вiдтворюваних компонентiв задаються початковi можливi дiапа-
зони змiни їх значень, зокрема для D0

11 взято дiапазон 1,00e−08 ÷ 1,00e−06, для D0
12 —

дiапазон 1,00e−10 ÷ 1,00e−08. Кожен з цих дiапазонiв розбивається на m1 (для D11) i m2

(для D12) промiжних наближень. Отримали мiнiмальне значення J(D11,D12)min = 0,00074,
що вiдповiдає вiдновлюваним значенням D11 = 1,00e−07 та D12 = 1,00e−09.

На другому циклi регуляризацiї здiйснюється аналогiчний аналiз значень функцiона-
ла-нев’язки J(D11,D12), де для D11 взято дiапазон 0,80e−07 ÷ 2,00e−07, а для D12 — дiа-
пазон 0,700e−09 ÷ 3,00e−09. Кожен з цих дiапазонiв знову розбивається на ряд промiж-
них початкових наближень, як для першого циклу. Новi обчисленi значення нев’язок при
рiзних значеннях початкових наближень вiдновлюваних параметрiв (D11,D12) аналогiчно
заносяться в таблицю. Парою наближень, що вiдповiдає мiнiмальному значенню функцiо-
нала-нев’язки J(D11,D12)min = 0, 00005, для даного циклу регуляризацiї (цикл 2) вiдповiдає
вiдновлюваним значенням коефiцiєнтiв дифузiї D0

11 = 1,50e−07 та D0
12 = 1,00e−09.

На третьому циклi регуляризацiї аналiзуються значення функцiонала-нев’язки J(D11,
D12) для дiапазонiв початкових наближень вiдтворюваних параметрiв, взято в околах їх
оптимальних значень, отриманих на другому циклi регуляризацiї, тобто D0

11 = 1,50e−07,
D0

12 = 1,00e−09. Для D11 взято дiапазон 1,30e−07÷1,70e−07, для D12 — 0,80e−09÷1,20e−
− 09, де кожен з них знову аналогiчно попереднiм циклам ще дрiбнiше розбивається на
ряд промiжних початкових наближень. Новi обчисленi значення нев’язок при рiзних зна-
ченнях початкових наближень вiдновлюваних параметрiв (D11, D12) занесенi в таблицю.
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Рис. 2. Концентрацiйнi Fe профiлi вздовж координати товщини, побудованi за коефiцiєнтами дифузiї D11m

та D22m , вiдтвореними за процедурою функцiональної iдентифiкацiї (крива 1 ), за константними початко-
вими значеннями (крива 2 ) та експериментальним слiдом (крива 3 )

Як видно з табл. 1, мiнiмальне значення функцiонала-нев’язки для даного циклу регуля-
ризацiї (цикл 3) становить те ж саме, що отримане на попередньому циклi регуляризацiї
J(D11,D12)min = 0,00005. Цьому мiнiмальному значенню функцiонала вiдповiдає та сама
пара наближень, що i на попередньому циклi: D11 = 1,50e−07 та D12 = 1,00e−09.

На рис. 1, а для координати z = 7 нм показано процес еволюцiї функцiональної за-
лежностi в часi коефiцiєнта дифузiї Dn

11k1
, вiдновлений згiдно з регуляризацiйною проце-

дурою iдентифiкацiї за формулою (11). Тут поданi групи iтерацiй, що найiстотнiше впли-
вають на процес збiжностi модельного розв’язку U1kl

до його експериментального слiду
f1kl (t, γkl). Початкове наближення вiдтворюваної компоненти коефiцiєнта дифузiї взято

D0
11m(t) = 1,0 · 10−8 м2/с. Виконано понад 2500 iтерацiй, розбитих на групи.
Дiаграми на рис. 1, б демонструють аналогiчнi результати iдентифiкацiї, отриманi що-

до еволюцiї функцiональної залежностi в часi компонента коефiцiєнта дифузiї Dn
12k1

(що
визначає дифузiю першої компоненти в присутностi другої, z = 7 нм).

Рис. 2 iлюструє порiвняльний аналiз побудованих концентрацiйних профiлiв (компонен-
та Fe) вздовж координати товщини для окремого фрагмента мультикомпозиту в дiапазонi
0 < z < 4,3 нм, а саме, профiлю концентрацiй, побудованого з урахуванням вiдтворених
коефiцiєнтiв дифузiї D11m та D22m за процедурою функцiональної iдентифiкацiї (крива 1 ),
профiлю, побудованого за константними початковими значеннями вiдповiдних коефiцiєнтiв

Таблиця 1. Залежностi значень функцiонала-нев’язки вiд початкових значень D11, D12 (цикл 3 )

Дiапазони значень початкових наближень

для коефiцiєнта
дифузiї D11

для коефiцiєнта дифузiї D12

0,80e−09 0,90e−09 1,00e−09 1,10e−09 1,20e−09

1,30e−07 0,00208 0,00097 0,00014 0,00126 0,00237
1,40e−07 0,00214 0,00103 0,00008 0,00118 0,00229
1,50e−07 0,00220 0,00111 0,00005 0,00105 0,00214
1,60e−07 0,00224 0,00119 0,00011 0,00098 0,00205
1,70e−07 0,00228 0,00123 0,00016 0,00092 0,00200
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дифузiї (крива 2 ), що, як правило, використовуються в традицiйних наближених розрахун-
ках та експериментальним слiдом на цiй дiлянцi (крива 3 ).

Як видно з рис. 2, концентрацiйна крива, отримана за допомогою iдентифiкованих фун-
кцiональних залежностей коефiцiєнтiв дифузiї, iстотно вiдрiзняється (бiльше 20%) вiд про-
фiлю, побудованого за усередненими константними значеннями вiдповiдних коефiцiєнтiв
дифузiї, взятими в початковий момент часу, та значно краще наближує експериментальний
профiль (крива 3 ) вздовж всього дослiджуваного дiапазону.
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Академик НАН Украины В.С. Дейнека, М.Р. Петрик

Функциональная идентификация градиентными методами
и интегральными преобразованиями параметров задач диффузии
в неоднородных наномультикомпозитах

Рассмотрен вопрос идентификации градиентными методами параметров диффузионной мо-
дели диффузии Fe/Dy в многослойных нанопленках и применения интегральных преобразо-
ваний Фурье, Лапласа для получения решений прямых и сопряженных задач. Проведены
численные эксперименты.

Academician of the NAS of Ukraine V. S. Deineka, M.R. Petryk

Functional identification of parameters of the problems of diffusion in
inhomogeneous nanomulticomposites by gradient methods and integral
transformations

The questions of the identification of parameters of the diffusion models of diffusion of Fe/Dy with
gradient methods in multilayer nanofilms and the application of the integral Fourier and Laplace
transformations to the solution of direct and adjoint problems are considered. Numerical experi-
ments are conducted.
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УДК 519.85

Член-корреспондент НАН Украины Ю.Г. Стоян, В.В. Семкин,
А.М. Чугай

Построение начальных точек и поиск локальных
экстремумов задачи компоновки 3D объектов

в цилиндрической области

Построена математическая модель задачи поиска приближения к оптимальному раз-
мещению трехмерных объектов в цилиндрическую область минимальной высоты с зо-
нами запрета и с учетом ограничений на минимально допустимые расстояния между
объектами. На основании свойств математической модели предложен эффективный
подход построения начальных точек и поиска локальных экстремумов. Приведен при-
мер.

Применение математического и компьютерного моделирования при решении задач ком-
поновки позволяет значительно улучшить качество получаемых решений. В задачах ком-
поновки инженерно-технические объекты с определенной степенью точности могут быть
представлены в виде параллелепипедов, цилиндров, сфер, их сегментов, а также тел, со-
ставленных из набора цилиндров, сфер и сегментов. Такое описание объектов целесообра-
зно использовать при предварительной компоновке, например, при решении задачи поиска
оптимального размещения объектов. Исходя из этого, в работе исследуется и решается сле-
дующая оптимизационная задача геометрического проектирования [1].
Постановка задачи. Задано множество трехмерных геометрических объектов Oi, i ∈

∈ I =
6⋃

k=1

Ik (рис. 1).

Объект Oi в зависимости от значения индекса i является одним из следующих множеств:
если i ∈ I1 = {1, 2, . . . , n1}, то Oi является шаром

Si = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 − (r0i )
2
� 0};

если i ∈ I2 = {n1 + 1, n1 + 2, . . . , N2 = n1 + n2}, то Oi является цилиндром

Ci = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − (r0i )
2
� 0,−h0i � z � h0i };

если i ∈ I3 = {N2 + 1, . . . , N3 = N2 + n3}, то Oi является параллелепипедом

Pi = {X = (x, y, z) ∈ R3 : − a0i � x � a0i ,−b0i � y � b0i ,−c0i � z � c0i };

Рис. 1. Рассматриваемые геометрические объекты
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Рис. 2. Многосвязная область размещения

если i ∈ I4 = I14
⋃
I24 = {N3+1, . . . , N4 = N3+n4}, то Oi является сферическим сегментом

вида

Gi = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z + τi)
2 − (ρ0i )

2 � 0,−z � 0};

если i ∈ I5 = I15
⋃
I25 = {N4+1, . . . , N5 = N4+n5}, то Oi является сферическим сегментом

вида

Ği = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − τi)2 − (ρ0i )
2 � 0, z � 0},

где τq = ρq − wq, wq ∈ (0, 2ρq) — высота сегмента, q ∈ I4
⋃
I5, а подмножества индексов I14 ,

I24 ⊂ I4, I14
⋂
I24 = ∅, I15 , I

2
5 ⊂ I5, I15

⋂
I25 = ∅ такие, что выполнены неравенства ρ0α1

−w0
α1

�

� 0, α1 ∈ I14 , wα2 − ρα2 > 0, α2 ∈ I24 , ρ0β1
− w0

β1
� 0, β1 ∈ I15 , wβ2 − ρβ2 > 0, β2 ∈ I25 ;

если i ∈ I6 = {N5 +1, . . . , n = N5+n6}, то Oi — это сфероцилиндр SCi = Ci
⋃
Gi1

⋃
Ği2,

где

Ci = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − (r0i )
2
� 0,−h0i � z � h0i },

Gi1 = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z + τi1)
2 − (ρ0i1)

2 � 0,−z � 0},
Ği2 = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − τi2)2 − (ρ0i2)

2
� 0, z � 0},

τij = ρ0ij − w0
ij, ρ

0
ij = ((r0i )

2 + (w0
ij)

2)/(2w0
ij), j = 1, 2, w0

ij — высота сферических сегментов.
Задана также многосвязная область размещения T ∈ R3 (рис. 2), которая может быть

представлена в виде

T = cl

(
C \

(
σ⋃

j=1

P j

))
,

где clD — замыкание множества D, C = {X = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − r2 � 0, h1 �

� z � h2, h1 > 0}; Pj — прямые прямоугольные призмы, являющиеся зонами запрета на
размещение объектов.
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Контейнер T высотой h = h2 − h1 обозначим T (h). Начало собственной системы коор-
динат P j находится в точке u̇j = (ẋj , ẏj , 0) ∈ R3, j ∈ Iσ = {1, . . . , σ}.

Обозначим через γ̂i = (γ̂i1, . . . , γ̂iκi) вектор метрических характеристик объекта Oi, i ∈ I.
При этом, если i ∈ I1, то γ̂i = ri; если i ∈ I2, то γ̂i = (ri, hi); если i ∈ I3, то γ̂i = (ai, bi, ci); если
i ∈ I4 или i ∈ I5, то γ̂i = (ρi, wi); если i ∈ I6, то γ̂i = (ri, hi, wi1, wi2). Сформируем общий
вектор заданных метрических характеристик всех объектов: γ0 = (γ01 , γ

0
2 , . . . , γ

0
ω) ∈ Rω,

ω = n1 + 2n2 + 3n3 + 2n4 + 2n5 + 4n6.
Объекты Oi, i ∈ I, допускают лишь аффинные преобразования трансляции. Объект

Oi, i ∈ I, транслированный на вектор ui = (xi, yi, zi) ∈ R3, обозначим Oi(ui). Вектор u =
= (u1, . . . , un) ∈ R3n определяет положение всех объектов в R3.

Ограничения на область допустимых решений в задачах компоновки можно сформу-
лировать в виде условий непересечения объектов между собой и областью размещения,
а также расположения объектов на минимально допустимых расстояниях для устранения
механических, тепловых, электрических и других воздействий одного объекта на другой.
Поэтому на размещение объектов Oi, i ∈ I, заданы также ограничения в виде следующих
минимально допустимых расстояний: dij = min

x∈Oi,y∈Oj

‖x− y‖, i, j ∈ I; dti = min
x∈Oi,y∈P t

‖x− y‖,

i ∈ I, t ∈ Iσ; di = min
x∈Oi,y∈

�
C

‖x− y‖, dUi = min
x∈Oi,y∈C

‖x− y‖, dLi = min
x∈Oi,y∈C

‖x− y‖, i ∈ I, где 
C,

C и C являются соответственно боковой, верхней и нижней гранями цилиндра C.
Задача. Найти вектор u ∈ R3n такой, что объекты Oi, i ∈ I, содержатся в T с учетом

заданных минимальных расстояний и h достигает минимума.
Для построения адекватной математической модели воспользуемся аппаратом норма-

лизованных Ф-функций [2]. В работах [3–7] построены нормализованные Ф-функции для
рассматриваемых геометрических объектов. Тогда математическая модель поставленной
задачи имеет вид

h∗ = minh, (u, h) ∈W ⊂ R3n+2, (1)

где

W = {(u, h) ∈ R3n+2 : Φ
OiOj

ij (ui, uj)− dij � 0,ΦOkPt

k (uk)− dtk � 0,ΦOk
k (uk)− dk � 0,

LOk
k (uk, h) − dLk � 0, UOk

k (uk, h)− dUk � 0, i < j ∈ I, k ∈ I, t ∈ Iσ}. (2)

Свойства математической модели, определяющие выбор метода решения задачи, сле-
дующие:

1) задача (1), (2) является обратной выпуклой;
2) область допустимых решений W в общем случае несвязна, а каждая компонента

связности многосвязная;

3) W =
μν⋃
i=1

Wi, где ν = 3s14+s15 · 4s45 · 5s2+s4+s5+s12+s16 · 6s24+s25 · 7s6+s26+s46 · 26s3+s13+s23×
×34s34+s35 · 42s36 , μ = 26(n1+n2+n3)σ · 34(n4+n5)σ · 42n6σ, si = ni(ni − 1)/2, sij = ninj , i, j ∈
∈ {1, . . . , 6};

4) каждая из подобластей Wi описывается системой нелинейных неравенств и имеет
“овражный” характер;

5) матрица, задающая систему ограничений, имеет высокую степень разреженности;
6) локальные минимумы могут быть нестрогими;
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7) глобальный экстремум оптимизационной задачи размещения геометрических объек-
тов теоретически может быть получен с помощью решения последовательности нелинейных
многоэкстремальных задач на множестве подобластей, объединение которых формирует
область допустимых решений задачи;

8) задача является NP-трудной [8].
Известные методы исследования операций пока не позволяют получить глобальный эк-

стремум для практических задач компоновки.
В данной работе рассмотрим один из возможных подходов к поиску начальных точек

и локальных экстремумов.
При решении оптимизационных задач размещения геометрических объектов для полу-

чения начальных точек используются различные “жадные” алгоритмы [8]. Поскольку суть
таких алгоритмов заключается в принятии локально оптимальных решений на каждом эта-
пе, то они не гарантируют получения разнообразных начальных точек, а соответственно
значительно сужают множество рассматриваемых локальных оптимумов. Кроме того, сле-
дует отметить, что вычислительные затраты для построения начальных точек значительно
возрастают в трехмерном случае.

В связи с этим предлагается следующий подход для получения начальных точек. Поло-
жим метрические характеристики рассматриваемых объектов переменными. Общий вектор
переменных метрических характеристик обозначим через γ = (γ1, γ2, . . . , γω) ∈ Rω. Обозна-
чим вектор переменных X = (u, γ) ∈ R3n+ω.

Для получения начальной точки зададим значение h = h0. При этом h0 выбирается
таким образом, что объекты гарантированно размещаются в T (h0). Сформируем точку
X̂ = (û, 0), где вектор û генерируется случайным образом так, что ûi ∈ T (h0), i ∈ I. Взяв
точку X̂ в качестве начальной, решим задачу

F (γ̃) = maxF (γ), X ∈ Ω ⊂ R3n+ω, (3)

где

F (γ) =
∑
i∈Iω

γi,

Ω =
{
X = (u, γ) ∈ R3n+ω : Φ

OiOj

ij (ui, uj , γi, γj)− dij � 0,ΦOkP
t

k (uk, γk)− dtk � 0,

ΦOk
k (uk, γk)− dk � 0, LOk

k (uk, γ̃k, h
0)− dLk � 0, UOk

k (uk, γk, h
0)− dUk � 0,

γ0q − γq � 0, ρα1 − wα1 � 0, wα2 − ρα2 � 0, ρβ1 − wβ1 � 0, wβ2 − ρβ2 � 0,

rs − ws1 � 0, rs − ws2 � 0, i < j ∈ I, k ∈ I, q ∈ Iω = {1, . . . , ω}, s ∈ I6,
α1 ∈ I14 , α2 ∈ I24 , β1 ∈ I15 , β2 ∈ I25 , t ∈ Iσ

}
. (4)

Пусть в результате решения задачи (3), (4) получим точку локального максимума X̃ =
= (ũ, γ̃). Если точка локального максимума X̃ такая, что F (γ̃) = Σ, где Σ =

∑
i∈Iω

γ0i , то

(ũ, h0) ∈ W , является точкой глобального максимума задачи (3), (4) и может быть взята
в качестве начальной точки для поиска локального минимума задачи (1), (2) (см. рис. 3, a).

Если F (γ̃) < Σ, то, по крайней мере, один размер γq не достиг своего заданного значения
γ0q . В этом случае точка X̃ является точкой либо локального, либо глобального максимума
задачи (3), (4).
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Рис. 3. Начальная точка и локальный минимум для задачи размещения 55 объектов

Рис. 4. Схема поиска локального минимума задачи (1), (2)

Если F (γ̃) = Σ, то взяв начальную точку (ũ, h0) ∈ W , вычисляем локальный мини-
мум задачи (1), (2). В результате получим точку локального минимума (u∗0, h∗0) ∈ W
(см. рис. 3, б ).

Поиск локального минимума задачи (1), (2) осуществляется следующим образом. Для
начальной точки X̃1 = X̃ ∈ W выделяется одна из подобластей Wk1 ∈ W , которая со-
держит X̃1. На выделенной подобласти решается задача (1), (2). Найденный в результате
решения задачи локальный минимум X̃1∗ может быть локальным минимумом как всей за-
дачи (рис. 4, а), так и локальным минимумом только для подобласти Wk1 (рис. 4, б ). Если
существуют другие подобласти Wkj ∈ W , для которых X̃1∗ ∈ Wkj , j = 2, . . . , ϑ, и точка

X̃1∗ не является локальным минимумом для этих подобластей, то вновь решается задача
поиска локального минимума на одной из этих подобластей. Процесс повторяется до тех
пор, пока не будет найден локальный минимум задачи (1), (2) (рис. 4, б ).

Поиск локального минимума на подобластях может быть произведен различными ме-
тодами нелинейной оптимизации. Например, в работе [9] предложена модификация метода
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возможных направлений, основанная на концепции набора ε-активных ограничений. Сле-
дует отметить, что поскольку метод использует только первые производные, то он обла-
дает большими временными затратами. Кроме того, метод не позволяет получить решение,
если матрица системы ограничений является плохо обусловленной. Для того чтобы пре-
одолеть эти недостатки, для поиска решения задач (3), (4) и (1), (2) применялся метод
внутренней точки, который в настоящее время является мощным инструментом, позволяю-
щим решать практические задачи большой размерности. Ключевая идея метода состоит
в исключении из задачи ограничений-неравенств с помощью введения в целевую функцию
логарифмического или квадратичного штрафа за приближение к границам допустимой об-
ласти. Большинство распространенных библиотек (BPMPD, HOPDM, IPOPT), в которых
реализованы алгоритмы внутренних точек, демонстрируют свою эффективность как на
задачах с заполненными матрицами, так и на задачах с блочной структурой и высокой
степенью разреженности, а также на плохо обусловленных задачах.

Поскольку библиотеки BPMPD и HOPDM не используют матрицу Гессе, то нами была
использована библиотека IPOPT. Это позволило сократить время поиска локальных эк-
стремумов по сравнению с применением метода возможных направлений. Так, например,
время поиска начальной точки и соответствующего ей локального минимума для задачи
компоновки 55 объектов (см. рис. 3) с использованием библиотеки IPOPT составило 34 с
вместо 120 с при применении модификации метода возможных направлений (вычислитель-
ный эксперимент проводился с использованием компьютера на базе процессора Intel Core
I5). При этом с учетом большой размерности задачи и сложного вида функций, форми-
рующих область допустимых решений, использовалось квазиньютоновское приближение
матрицы Гессе. Следует отметить, что время решения задачи может быть уменьшено за
счет применения современных технологий параллельных вычислений.

Таким образом, применение метода Ф-функций для построения математической моде-
ли задачи компоновки позволило использовать для построения начальных точек и поиска
локальных экстремумов задачи современные методы градиентной оптимизации.
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Член-кореспондент НАН України Ю.Г. Стоян, В.В. Сьомкiн, А.М. Чугай

Побудова початкових точок i пошук локальних екстремумiв задачi
компоновки 3D об’єктiв у цилiндричнiй областi

Побудовано математичну модель задачi пошуку наближення до оптимального розмiщен-
ня тривимiрних об’єктiв у цилiндричнiй областi мiнiмальної висоти iз зонами заборони
та iз урахуванням обмежень на мiнiмально припустимi вiдстанi мiж ними. На пiдставi
властивостей математичної моделi запропоновано ефективний пiдхiд побудови стартових
точок i пошуку локальних екстремумiв. Наведено приклад.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine Yu.G. Stoyan, V.V. Semkin,
A.M. Chugay

Constructing the starting points and searching for the local extrema of
the layout problem of 3D objects in a cylindrical domain

We construct a mathematical model of the problem of finding an approximation to the optimal
placement of 3D objects in a cylindrical domain of the minimal height with prohibition zones with
regard for minimum admissible distances between them. In order to construct the starting points
and to find the local extrema of the problem, an effective approach based on properties of the
mathematical model is proposed. An example is given.
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фильтрования суспензии

(Представлено академиком НАН Украины В. Т. Гринченко)

Сформулирована математическая задача плоскорадиального фильтрования суспензии
через пористую загрузку с высокой адгезионной способностью. Получено ее приближен-
ное решение, которое практически совпало с частными строгими. На типичных при-
мерах установлено, что указанный способ фильтрования в сравнении с вертикальным
позволяет в несколько раз увеличить длительность фильтроцикла.

В современных технологиях водоочистки фильтрование суспензий вследствие своей боль-
шой стоимости, как правило, осуществляется на их заключительном этапе. При традицион-
ном вертикальном течении суспензии через слой специального пористого (зернистого) ма-
териала, обладающего высокой адгезионной способностью, осветлительный ресурс водоочи-
стных фильтров обычно используется очень нерационально. Для интенсификации фильтро-
вания предварительно вносятся химические реагенты, применяются слоистые загрузки, по-
верхность материала модифицируется и пр. [1–3]. Таким образом удается заметно повысить
эффективность фильтровальных установок, но вместе с тем возрастают эксплуатационные
затраты, в фильтрате появляются вредные для здоровья человека химические соединения.
Избежать нежелательных последствий от принимаемых для улучшения работы фильтра
мер и при этом существенно продлить время непрерывного разделения суспензии (дли-
тельность фильтроцикла) позволяет проведение плоскорадиального фильтрования [4, 5].

Ранее предпринимались немногочисленные попытки его изучения экспериментальными,
теоретическими (численными) методами [6–8]. На основании данных технико-экономиче-
ского анализа плоскорадиального безнапорного фильтрования показано, что оно намного
выгоднее вертикального [9]. Тем не менее в настоящее время подобный способ фильтрова-
ния не практикуется, что, прежде всего, объясняется отсутствием его надежного научного
обоснования. Цель данной работы как раз и состоит в том, чтобы на основе накопленных
знаний о закономерностях массопереноса и массообмена в хорошо сорбирующих (в обобщен-
ном смысле) пористых средах, а также результатов математического моделирования плос-
корадиального фильтрования выявить его достоинства и дать им количественную оценку.

© В.Л. Поляков, 2013
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Рис. 1. Схема плоскорадиального фильтрования суспензии (подача воды извне)

Плоскорадиальное фильтрование реализуется в загрузке, имеющей форму цилиндричес-
кого слоя (рис. 1). Ее вертикальное положение дает возможность наращивать производи-
тельность фильтра (путем увеличения высоты) Lf без изменения занимаемой им площади
и удельного расхода воды. При этом осесимметричный горизонтальный фильтрационный
поток может формироваться на внешней (r = r0) или внутренней (r = re) цилиндричес-
ких поверхностях. Благодаря ряду общепринятых и тщательно апробированных в теории
фильтрования допущений, как-то определяющая роль в массопереносе конвективного ме-
ханизма, линейность кинетики массообмена, постоянство расхода суспензии и пр., базовая
математическая модель окончательно формулируется следующим образом:

V (r)
∂C

∂r
− ∂S

∂t
= 0, (1)

∂S

∂t
= αV V

l(r)C − βV V q(r)S, (2)

V (r) = k(S)
∂h

∂r
, (3)

k(S) = k0

[
1−

(
γ
S

n0

)m1
]m2

, (4)

r = r0, C = C0, r = re, h = Hd, (5)

t = 0, S = 0. (6)

Здесь V — переменная в радиальном направлении скорость фильтрования; C, S — объемные
концентрации взвешенных и осажденных частиц суспензии; h — пьезометрический напор;
αV , βV — приведенные коэффициенты скоростей прилипания и отрыва указанных частиц;
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k, k0 — коэффициенты фильтрации заиляемой и чистой загрузки; γ — соотношение между
объемными концентрациями осадка и содержащихся в нем частиц примеси; n0 — пористость
чистой загрузки; C0 — исходная объемная концентрация взвеси; Hd — напор на выходе из
загрузки; l1, l2, m1, m2 — эмпирические коэффициенты; вода поступает извне.

Количество модельных параметров существенно сокращается путем введения безраз-
мерных переменных и коэффициентов: V = V/V0, V0 = Qf/(2πr0), Qf — производитель-
ность фильтра, отнесенная к высоте загрузки; C = C/C0, S = S/(n0C0), r = r/r0, t =
= V0t/(n0r0), αV = r0V

l−1
0 αV , βV = n0r0V

q−1
0 βV , k = k/k0, γ = γC0, re = re/r0, а также

приведенного напора

h̃(r, t) =
h(r, t) −Hd

h(r0, 0)−Hd
=

k0
r0V0

[h(r, t) −Hd].

После несложных преобразований исходная математическая модель принимает вид

V (r)
∂C

∂r
− ∂S

∂t
= 0, (7)

∂S

∂t
= αV V

l(r)C − βV V q(r)S, (8)

V (r) = −k(S) ln re∂h̃
∂r
, (9)

k(S) = [1− (γS)m1 ]m2 , (10)

r = 1, C = 1, r = re, h̃ = 0, (11)

t = 0, S = 0. (12)

Фактически исходная модель состоит из двух взаимосвязанных блоков — осветлитель-
ного и фильтрационного. Первый блок включает уравнения (7), (8) и условия (11), (12)
и при постоянных Qf , V0 может рассматриваться независимо от второго. По аналогии с ра-
ботами [10, 11], для построения приближенного решения поставленной задачи достаточно
в уравнении (8) выполнить осреднение функции концентрации осажденных частиц (интен-
сивности их отрыва) по времени в пределах расчетного периода (от 0 до T). Таким образом,
в задачу вводятся параметр T и осредненная характеристика

Sc(r; T) =
1

T

T∫
0

S(r, t) dt,

через которые выражается вторая искомая характеристика

C(r; T) = e−μ(r)

[
1 + βV

1∫
r

eμ(η)V q−1(η) · Sc(η; T) dη

]
, (13)

где μ(r) = αV

1∫
r

V l−1(ξ) dξ. После ряда преобразований осветлительный блок сводится к за-

даче

dy

dr
+ βV U(r,T)y + U(r,T) = 0, (14)
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r = 1, y = 0, (15)

в которой y =
1∫
r

eμ(η)V q−1(η)Sc(η; T) dη,

U(r; T) =
αV TV

l+q−1

2 + βV TV
q(r)

.

Решение задачи (14), (15) имеет вид

y(r; T) =
1

βV

[
exp

(
βV

1∫
r

U(ξ; T) dξ

)
− 1

]
. (16)

Интегрирование уравнения (8), в котором описывающее явление отрыва осадка слагае-
мое осреднено по времени, при начальном условии (12) с учетом (16) дает

S(r,T) =
2αV tV

l(r)

2 + βV tV
q(r)

exp

(
−2αV

1∫
r

V l−1(ξ) dξ

2 + βV tV
q(ξ)

)
. (17)

Общее выражение для концентрации C получено путем подстановки (17) в уравнение (7)
и в итоге

C(r,T) = 2 exp

(
−2αV

1∫
r

V l−1(ξ) dξ

2 + βV tV
q(ξ)

)
− exp

(
−αV

1∫
r

V l−1(ξ) dξ

)
. (18)

При плоскорадиальном фильтровании с постоянным удельным расходом Qf скорость
фильтрования в размерной и безразмерной формах будет следующей:

V =
Qf

2πr
, V =

1

r
. (19)

Тогда изменение относительной выходной концентрации взвеси Ce со временем описывается
зависимостью

Ce(t) = 2 exp

(
−2αV

1∫
re

ξq+1−l

2ξq + βV t
dξ

)
− exp

αV r
2−l
e − αV

2− l . (20)

При известном распределении осадка в слое загрузки интегрированием уравнения (9) при
условии (11) легко выводится выражение для приведенного напора

h̃(r, t) = − 1

ln re

r∫
re

V (ξ)dξ

{1− [γS(ξ, t)]m1}m2
. (21)

Полные относительные потери напора в загрузке Δh на момент времени t, таким образом,
равны h̃(1, t).
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Добиться максимальной отдачи от фильтра позволяет своевременное прекращение
фильтрования с последующей промывкой его частично заиленной загрузки. Соответст-
вующий этому момент времени tf устанавливается, исходя из двух критериев [12]. Пер-
вый и основной контролирует качество осветления суспензии, так что концентрация взве-
си в фильтрате не должна превышать нормативное значение C∗. Относительное время tp
увеличения выходной концентрации Ce до C∗ или, другими словами, время защитного дей-
ствия загрузки в общем случае следует находить подбором из уравнения

exp

(
−2αV

1∫
re

V l+q−1(ξ)

2 + βV tpV
q(ξ)

dξ

)
= C∗ + exp

(
−αV

1∫
re

V l−1(ξ) dξ

)
. (22)

Чрезмерный рост потерь напора в загрузке ведет к снижению производительности
фильтра. Выполнение второго критерия, согласно которому указанные потери ограничи-
ваются предельно допустимым значением Δh∗, гарантируют стабильность работы фильтра.
Относительный момент времени th, когда фактические потери достигают Δh∗, предлагает-
ся вычислять из уравнения

1∫
re

V (ξ) dξ

{1− [γS(ξ, th)]
m1}m2

+Δh∗ ln re = 0. (23)

Поскольку оба критерия должны соблюдаться одновременно, то важнейший технологичес-
кий параметр tf при ранее определенных характерных временах tp, th отождествляется
с меньшим из них, т. е.

tf = min(tp, th). (24)

Так как полученное выше решение не является строгим, то особое значение приобретает
вопрос о правомочности его использования при изучении закономерностей и в инженерных
расчетах плоскорадиального фильтрования. Эталонами при установлении вычислительных
погрешностей в связи с частичным осреднением уравнения кинетики массообмена могут
служить два ранее построенных точных частных решения для строго определенных значе-
ний показателей l, q [8]. Так, в случае независимости массообменных процессов от скорости
фильтрования (l = q = 0) соответствующее решение выражается зависимостями

Ce(t) = e−0,5αV (1−r2e)

[
e−βV tI0(

√
2αV βV t(1− r2e)

)
+

+ βV

t∫
0

e−βV λI0

(√
2αV βV λ(1− r2e)

)
dλ

]
, (25)

S(r, t) = αV e
−0,5αV (1−r2)

t∫
0

e−βV λI0

(√
2αV βV λ(1− r2e)

)
dλ, (26)

h̃(r, t) =
1

ln re

r∫
1

dξ

[1− γm1Sm1(ξ, t)]m2
. (27)
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Рис. 2. Рост относительной выходной объемной концентрации взвеси со временем: 1, 3, 5 — точный расчет;
2, 4, 6 — приближенный

Плоскорадиальное фильтрование анализировалось на целом ряде примеров с исходными
данными, отражающими разнообразие физико-химических свойств загрузки и суспензии.
При этом, во-первых, оценивалась точность построенного приближенного решения, во-вто-
рых, демонстрировались серьезные преимущества нетрадиционного фильтрования в тех-
нологическом отношении. Во всех примерах были зафиксированы значения βV (0, 005)
и re(0, 333), основной массообменный коэффициент (αV ) варьировался дискретно или не-
прерывно.

В первой серии выбранные значения αV характерны для фильтрующего материала
с низкой (6), умеренной (8) и высокой (10) сорбционной способностью. Характеристика
качества фильтрата Ce(t) находилась по эталонной формуле (25) и вытекающей из (20)
формуле

Ce(t) = 2 exp

[
−αV (1− r2e)

2 + βV t

]
− exp

αV r
2
e − αV

2
. (28)

Данные расчетов представлены на рис. 2 и свидетельствуют о минимальном расхождении
точных и приближенных кривых только при t > 200, Ce > 0,15. Подобные значения t,
Ce отвечают нерабочей ситуации, когда фильтр уже не способен обеспечивать требуемую
степень очистки воды. В пределах же фильтроцикла оба решения дают практически одина-
ковые результаты. Такая же картина наблюдалась и при сравнении приближенного решения
со вторым строгим. Все это дает основание считать первое надежным инструментом для
прогноза осветления суспензии плоскорадиальным фильтрованием.

Для оптимизации наиболее ответственного звена в технологических схемах водоочистки
особенно важен правильный выбор способа фильтрования. С экономической точки зрения
предпочтительнее способ, обеспечивающий наибольшую длительность фильтроцикла. По-
этому расчеты относительного времени tf выполнялись параллельно для нетрадиционного
плоскорадиального и традиционного вертикального фильтрования. Сравнительный анализ
проводился с привлечением приближенных уравнений (22), (23), а также их аналогов, выве-
денных сходным образом и апробированных в работе [11] для нисходящего фильтрования
с постоянной скоростью. Объектами анализа стали загрузки двух типов. Первая загрузка
имеет форму куба со стороной 1 м, вторая — форму цилиндрического слоя также высо-
той Lf = 1 м с внутренним радиусом re = 0,2 м. Для корректности сравнения подобраны
одинаковые экономические показатели — единые объемы дорогостоящего сорбирующего
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Рис. 3. Зависимость tf (αV ): 1, 2 — l = 0,7; 3, 4 — l = −0,3; 1, 4 — вертикальное фильрование; 2, 3 —
плоскорадиальное

материала, так что r0 = 0,6 м, re = 0,333, и производительности фильтров (Qf = 10 м3/ч).
Принципиальное значение имеет выбор в выражениях для массообменных коэффициен-
тов показателей степени. Ввиду слабой изученности процесса отрыва осадка, как правило,
в теоретических разработках принимается q = 1. Эмпирические значения l в литературе
значительно разнятся. Опытами установлено, что фильтрационное течение может и усили-
вать, и ослаблять прилипание частиц суспензии [13, 14], а поэтому показатель l соответст-
венно оказывается положительным или отрицательным. Во второй серии примеров взяты
два его характерных значения (0,7 и −0,3), а также широкий диапазон значений для αV .
В первую очередь вычислялись времена tp и th, а затем tf согласно (23). Кривые зависимо-
сти tf (αV ) для двух способов фильтрования и указанных значений l изображены на рис. 3
и позволяют сделать следующие важные выводы. При низкой адгезионной способности за-
грузки (αV < 6) предпочтительнее обычное вертикальное фильтрование. Однако в таком
случае подобное разделение суспензии вообще малоэффективно. При умеренной и высокой
адгезионной способности загрузки (αV > 7) плоскорадиальное фильтрование существенно
улучшает работу фильтра, в частности, длительность фильтроцикла увеличится примерно
в три раза.

Итак, при плоскорадиальном фильтровании суспензии вследствие неравномерности
фильтрационного течения и зависимости массообмена от его скорости часто рост затрат
механической энергии на преодоление гидравлического сопротивления заиленной загрузки
существенно замедляется. Таким образом, становится реальным продление непрерывной
продуктивной работы водоочистных фильтров в несколько раз. Поэтому применение ради-
альных фильтров при условии углубленного экспериментального и теоретического изучения
физико-химических процессов в них имеет большие перспективы.
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В.Л. Поляков

Теоретичний аналiз плоскорадiального фiльтрування суспензiї

Сформульовано математичну задачу плоскорадiального фiльтрування суспензiї крiзь по-
ристе завантаження з високою адгезiйною здатнiстю. Одержано її наближений розв’язок,
який практично збiгся з частинними строгими. На типових прикладах встановлено, що
вказаний спосiб фiльтрування порiвнянно з вертикальним дозволяє в кiлька разiв збiльшити
тривалiсть фiльтроциклу.

V.L. Polyakov

Theoretical analysis of the planar radial filtration of a suspension

The mathematical problem of the planar radial filtration of a suspension through a porous fil-
ter medium with high sorption ability is posed. Its approximate solution, which is in substantial
agreement with particular exact solutions, is obtained. It has been established on characteristic
examples that the planar radial ffiltration in comparison with the vertical one allows one to increase
the run time by several times.
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УДК 539.421

М.Ф. Селiванов

Поширення трiщини у в’язкопружному тiлi внаслiдок
прикладання навантаження до її берегiв

(Представлено академiком НАН України В.Д. Кубенком)

В рамках лiнiйної теорiї в’язкопружностi побудовано визначальнi рiвняння для залеж-
ного вiд часу розмiру трiщини нормального вiдриву. Внаслiдок того, що силу прикла-
дено симетрично до верхнього i нижнього берегiв трiщини поза її центром, швид-
костi прямолiнiйного поширення її кiнцiв рiзняться. Визначальнi рiвняння являють
собою систему iнтегрального рiвняння та нерiвностi при поширеннi в один бiк (до
досягнення в дальньому вiд сили кiнцi трiщини критичного значення розкриття)
та систему двох iнтегральних рiвнянь при поширеннi в обидва боки. На чисельно-
му прикладi проiлюстровано можливiсть такого варiанту поширення, коли вiдстанi
вiд кiнцiв трiщини до точки прикладання сили зрiвнюються аж при зупиненнi по-
ширення.

Велика кiлькiсть елементiв конструкцiй виготовляється з матерiалiв, механiчнi характе-
ристики яких залежать вiд часу. Пiд дiєю навантаження в таких матерiалах виникають та
поширюються трiщини, що з часом призводить до руйнування елемента конструкцiї. Ана-
лiз довготривалого зростання трiщини є ключовим аспектом надiйного прогнозування часу
до руйнування.

Для дослiдження довготривалого поширення трiщини в роботi застосовується теорiя
докритичного поширення трiщини у в’язкопружному середовищi [1]. В основу цiєї моделi
покладена δc-модель трiщини Леонова–Панасюка [3], згiдно з якою перед вершиною трi-
щини з кiнцями в точках x = a i x = b вводиться зона послаблених зв’язкiв (область
передруйнування) у виглядi розрiзiв довжиною da i db.

Довжини розрiзiв на продовженнi трiщини знаходяться в ходi розв’язання задачi з умови
скiнченностi напружень в точках зовнiшнiх границь додаткових розрiзiв.

Застосування теорiї докритичного зростання трiщини у випадку нормального вiдриву
вимагає визначення величини пружного розкриття δI(x) = 2v(x;L, a, b, σ, p) в обох вершинах
фiзичної трiщини, тобто при x = a i x = b (L — пружнi характеристики матерiалу; p — iн-
тенсивнiсть зовнiшнього навантаження; v(x) — вертикальне перемiщення берегiв трiщини).
Тодi критерiй руйнування набуде вигляду

max
x=a,b

{δI(x;L, a, b, σ, p∗)} = δIc, (1)

де p∗ — значення iнтенсивностi зовнiшнього навантаження, при досягненнi якого трiщи-
на почне зростати; δIc — критичне розкриття трiщини (в роботi ми будемо користуватися
константою vc = δIc/2). Критерiй (1) дозволяє визначити рiвень критичного навантажен-
ня p∗.

© М.Ф. Селiванов, 2013
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Рис. 1

В’язкопружне змiщення берегiв на продовженнi трiщини v(a(t);L(t), a(t), b(t), σ, p) ви-
значатимемо на основi розв’язку задачi про пружне перемiщення. З цiєю метою використо-
вуємо принцип пружно-в’язкопружної аналогiї, що є аналогом принципу Вольтерра, який
одержав обгрунтування для аналогiчних задач в роботi [1]. Умовою застосування принципу
Вольтерра є збiльшення довжини трiщини з часом. Згiдно з принципом Вольтерра, у вира-
зi для змiщень берегiв на продовженнi трiщини замiнимо пружнi модулi L(t) вiдповiдними
перетвореними величинами i скористаємося оберненим перетворенням.

При дослiдженнi повiльного зростання трiщини, яке вiдбувається при докритичному
рiвнi зовнiшнього навантаження, критерiй критичного розкриття (1) набуває форми{

δI(b(t);L(t), a0, b(t), σ, p) = δIc,

δI(a0;L(t), a0, b(t), σ, p) < δIc
(2)

при зростаннi трiщини в один з бокiв (вправо) i{
δI(a(t);L(t), a(t), b(t), σ, p) = δIc,

δI(b(t);L(t), a(t), b(t), σ, p) = δIc
(3)

при зростаннi в обидва боки. З систем (2) i (3) при заданих релаксацiйних властивостях
матерiалу як функцiй часу L(t), рiвнi зовнiшнього навантаження p i параметрi трiщино-
стiйкостi матерiалу σ знаходимо a(t) i b(t) — залежнiсть положень границь трiщини вiд
часу.

У роботi розглянемо випадок, коли поширення границь трiщини вiдбувається за рахунок
змiни з часом релаксацiйних властивостей матерiалу пластини L(t) при сталому рiвнi зов-
нiшнього навантаження p. Побудуємо визначальнi рiвняння для координат кiнцiв фiзичної
трiщини як функцiй часу.
Розв’язок задачi теорiї пружностi про перемiщення берегiв трiщини з прикла-

деним до її берегiв зосередженим зусиллям. Перемiщення берегiв трiщини, одержанi
в рамках δc-моделi руйнування, мають вигляд

v(x) = Lσv0(x), (4)

де у випадку плоского напруженого стану L = 4/E (E — модуль Юнга матерiалу пластини);

v0(x) =
1

2π

{
Kx0(x) +

Kx1(x)

ρ

}
— (5)
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функцiя геометричних параметрiв та вiдносного параметра навантаження ρ = σ/P ;

Kx0(x) = Kx�(x, b)−Kx�(x, a),

Kx1(x) = −xh[2(e− h) arctg δ(x) + X̂(x)]− Cx�(x, h),

Kx�(x, ξ) = (x− ξ)Cx�(x, ξ)− 2X̂(ξ) arctg δ(x),

Cx�(x, ξ) = ln

∣∣∣∣δ(x)− δ(ξ)δ(x) + δ(ξ)

∣∣∣∣, xh =
1

X̂(h)
,

X̂(x) =
√

(x− c)(d − x), δ(x) =

√
x− c
d− x.

Зовнiшнi границi зон передруйнування c i d визначаються з системи рiвнянь{
ρΔX0 + (e− h)xh = 0,

ρB0 − xh = 0,

де Δx0 = x̂(b) − x̂(a), B0 = π − 2(arctg δ(b) − arctg δ(a)).
Рiвняння докритичного розвитку трiщини з прикладеним до її берегiв зосе-

редженим зусиллям. Iнкубацiйний перiод розвитку трiщини характеризується збiльшен-
ням вертикального перемiщення берегiв трiщини без зростання її довжини. Час закiнчення
iнкубацiйного перiоду (позначаємо його t0) визначається як час досягнення розкриттям
в однiй з вершин трiщини критичного значення. По закiнченнi iнкубацiйного перiоду iнi-
цiюється початок зростання довжини трiщини. Покладаємо h > (a + b)/2. Таким чином,
в момент часу t0 вертикальне перемiщення досягає свого критичного значення в правiй
вершинi; t0 можна визначити за допомогою рiвняння

L(t)σv0(b0) = vc.

Далi трiщина починає своє зростання вправо. Положення правого кiнця b(t) при a(t) = a0
визначатимемо з рiвняння

v(b(t), t) = vc, (6)

доки v(a0, t) < vc. В (6)

v(x, t) = L0σv0[x; a(t), b(t)] +

t∫
0

L′(t− τ)σv0[x; a(τ), b(τ)] dτ, (7)

функцiя v0(x; a, b) визначена у (5), функцiя L = 4/E характеризує змiну релаксацiйних
властивостей матерiалу вiд часу.

При досягненнi величиною v(a0, t) критичного значення iнiцiюється зростання в лiвий
бiк. Положення кiнцiв трiщини a(t) > a0 i b(t) при зростаннi в обидва боки будемо шукати
з системи рiвнянь{

v(a(t), t) = vc,

v(b(t), t) = vc.
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Перейдемо до визначення релаксацiйної характеристики L(t).
В’язкопружний аналог модуля Юнга матерiалу в бiльшостi випадкiв можна подати у ви-

глядi

E(t) = E∞ +
∑
i

aiEδ,1(−bitδ), (8)

де E∞ — довготривале значення механiчної характеристики, а її миттєве значення E0 −
− E∞ +

∑
ai;

Eδ,γ(z) =

∞∑
n=0

zn

Γ(δn + γ)
— (9)

функцiя Мiттаг–Леффлера; Γ — гамма-функцiя Ейлера. При δ = 1 i γ = 1 функцiя (9)
перетворюється на експоненту. Для якiсного дослiдження при врахуваннi релаксацiйних
властивостей матерiалу будемо використовувати лише один доданок в (8). У цьому випадку
модуль (8) в областi змiни часу запишеться у виглядi

E(t) = E∞ + (E0 − E∞)Eδ,1(−btδ). (10)

Для побудови залежностi вiд часу вертикального перемiщення на лiнiї розташування
трiщини скористаємося принципом пружно-в’язкопружної аналогiї [2], замiнюючи залежну
вiд часу характеристику релаксацiї (10) вiдповiдною перетвореною величиною

Ẽ(s) = E∞ + (E0 − E∞)
sδ

sδ + b
,

де Ẽ(s) = sL{E(t)} — перетворення Лапласа–Карсона функцiї часу E(t); s — параметр
перетворення. Зображення Лапласа–Карсона функцiї l(t) = L(t)/L0 = E0/E(t) та його
обернене перетворення

l̃(s) = k1 + (1− k1) sδ

sδ + β
,

l(t) = k1 + (1− k1)Eδ,1(−βtδ),
де k1 = E0/E∞, β = b/k1, за допомогою функцiї l(t) (7) можна переписати у виглядi

v(x, t) = L0σv0[x; a(t), b(t)] +

t∫
0

l′(t− τ)L0σv0[x; a(τ), b(τ)] dτ. (11)

Чисельнi розрахунки кiнетики зростання трiщини з прикладеними до її бе-
регiв зусиллями. Всi чисельнi розрахунки проведемо для матерiалу пластини з такими
параметрами моделi (10):

E0 = 4000 МПа, k1 = 10, δ = 0,5,

а параметр b вiзьмемо таким, щоб iнкубацiйний перiод при заданих геометричних i сило-
вих параметрах задачi дорiвнював одиницi. Тим самим вводимо безрозмiрний час, який
вимiрюється долями iнкубацiйного перiоду.
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Перейдемо до визначення кiнетики розвитку трiщини. Будемо шукати розв’язок рiв-
няння (6) в моменти часу tk = t0 + kΔ̇t (k = 1, 2, . . .). На кожному вiдрiзку часу [tk, tk+1]
вважатимемо швидкiсть зростання функцiї b(t) сталою:

b(t) = bk−1 +
t− tk−1

Δt
Δbk, tk−1 � t � tk.

Рiвняння (6) дозволяє визначити прирiст Δbk на k-му часовому промiжку. Це рiвняння
можна записати в формi

v(bk, tk) = vc,

bk = b(tk) = bk−1 +Δbk,

або, згiдно з (11), бiльш детально:

v0[bk; a0, bk] +

tk∫
0

l′(tk − τ)v0[bk; a0, b(τ)] dτ =
vc
L0σ

. (12)

Це рiвняння буде визначальним для bk, доки величина

v(a0, tk) = L0σv0[a0; a0, bk] +

tk∫
0

l′(tk − τ)L0σv0[a0; a0, b(τ)] dτ

менша за vc. В iншому разi bk, а також наступнi значення шуканої функцiї bk+1, bk+2, . . .
визначатимемо разом з вiдповiдними ak = ak−1 −Δak, ak+1, ak+2, . . . з системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v0[ak; ak, bk] +

tk∫
0

l′(tk − τ)v0[ak; a(τ), b(τ)] dτ =
vc
L0σ

,

v0[bk; ak, bk] +

tk∫
0

l′(tk − τ)v0[bk; a(τ), b(τ)] dτ =
vc
L0σ

.

(13)

При розрахунку кiнетичних кривих взято такi значення параметрiв моделi: σ = 35МПа,
vc = 1,5 · 10−5 м.

На рис. 2, а наведено вертикальнi перемiщення берегiв трiщини для вказаних значень
безрозмiрного часу. Початковi геометричнi параметри задачi a0 = −0,5 см, b = 0,5 см, точка
прикладання зосередженого зусилля h =0,1 см, вiдносний силовий параметр ρ = 2.

Вертикальнi перемiщення в зонах передруйнування окремо винесено на рис. 2, б, на
якому також проiлюстровано принцип побудови кiнетичних кривих.

При аналiзi кiнетичних кривих слiд вiдзначити наступне. Можливим варiантом до-
критичного поширення трiщини внаслiдок прикладання зосередженої сили до її берегiв
можна було б назвати такий: трiщина пiдростає до симетричної конфiгурацiї (h − a(t) =
= b(t) − h) i, починаючи з вiдповiдного моменту часу, зростає з однаковою швидкiстю
в обидва боки. Для проведених числових розрахункiв у рамках дослiдженого iнтервалу
часу симетричної конфiгурацiї досягти не вдалося: величина b(t) − h − (h − a(t)) для мо-
менту часу 600t0 становила 0,003, змiнюючись досить повiльно. Тобто можна казати про

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №12 71



Рис. 2

такий варiант докритичного поширення, коли симетрична конфiгурацiя не буде досягну-
та аж до зупинення трiщини (коли L(t) наблизиться до граничного максимального зна-
чення).
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М.Ф. Селиванов

Распространение трещины в вязкоупругом теле вследствие
приложения нагрузки к ее берегам

В рамках линейной теории вязкоупругости получены определяющие уравнения для зависимо-
го от времени размера трещины нормального отрыва. Вследствие того, что силу приложе-
но симметрично к верхнему и нижнему берегам трещины вне ее центра, скорости прямо-
линейного распространения концов трещины различны. Определяющие уравнения являют-
ся системой интегрального уравнения и неравенства при распространении в одну сторону
(до достижения в дальнем от силы конце трещины критического раскрытия) и системой
двух интегральных уравнений при распространении в обе стороны. На численном примере
проиллюстрирована возможность такого варианта распространения, когда расстояния от
концов трещины до точки приложения силы сравниваются при остановке трещины.

M.F. Selivanov

Propagation of a crack in the viscoelastic body due to loads on crack
faces

Within the linear viscoelasticity theory, the constitutive relations for a time-dependent size of a
mode I crack are obtained. If the force is applied symmetrically to the upper and lower crack
faces out of the crack center, the propagation rates of the crack tips are different. The constitutive
relations are the system of an integral equation and an inequality, when the crack grows in one
direction (until the crack opening displacement reaches its critical value at the crack tip remote
relative to the force), and a system of two integral equations, when the crack propagates in both
directions. The numerical example shows a possibility of the crack propagation regime, when the
distances from the crack tips to the force application point become equal at the crack arrest moment.
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УДК 539.3

М.П. Семенюк, Н.Б. Жукова, Н. I. Iванова

Про моделювання недосконалого контакту фаз
при розрахунку ефективних механiчних характеристик
нанокомпозитiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України I. С. Чернишенком)

Запропоновано наближений пiдхiд для визначення ефективних характеристик наноком-
позитiв при наявностi часткової взаємодiї мiж фазами. В основу розрахункiв покладено
вiдомi методи мiкромеханiки композитiв. Дослiджено залежнiсть механiчних харак-
теристик нанокомпозитiв вiд об’ємного вмiсту наповнювача та розмiру областi несу-
цiльного контакту.

У роботах [1–3] виконано аналiз проблем механiки композитiв, якi створюються за допо-
могою технологiї “bottom-up”, починаючи з атомiв та молекул у виглядi нанотрубок, на-
новолокон, нанопластинок та iнших нанорозмiрних елементiв i полiмерної (або металiчної)
матрицi. З цього аналiзу випливає, що дуже важливою є проблема моделювання взаємо-
дiї фаз нанокомпозита в зонi контакту компонентiв. У зв’язку з практичною неможливiс-
тю врахування всiх факторiв, якими супроводжується деформування мiжфазного шару,
автори [1, 2] пропонують використати продуктивний в механiцi конструкцiй пiдхiд, коли
застосовуються спрощення без втрати сутi задачi. В даному випадку таким спрощенням
є двостороння оцiнка впливу взаємодiї фаз, де в першому варiантi розглядається безде-
фектний контакт компонентiв, а в другому — контакт з проковзуванням по геометричнiй
поверхнi, що роздiляє фази [4].

Нижче наводиться наближений пiдхiд до розрахунку ефективних характеристик нано-
композитiв при наявностi часткової взаємодiї мiж фазами (рис. 1, а, б ). Включення в роз-

Рис. 1
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рахункову модель параметра, що характеризує розмiр областi недосконалого контакту фаз,
розширює можливостi континуальної моделi деформування нанокомпозитiв.
Механiчнi властивостi композитiв з недосконалим контактом фаз. Розглядаєть-

ся матерiал, що складається з паралельних цилiндричних включень, якi в континуальному
наближеннi являють собою одношаровi частинки (SWNT) i матрицi. У роботах [5, 6] отрима-
но аналiтичнi розв’язки задач статики для волокнистих середовищ з рiзними перiодичними
структурами. Однак у формулах першого наближення ефекти, що зумовленi особливостя-
ми розташування волокон у поперечному перетинi елементарної комiрки, не враховуються.
Для врахування нерiвномiрної щiльностi дискретних зв’язкiв мiж нановолокном i матрицею
в континуальнiй моделi вважаємо, що на мiжфазнiй границi є дiлянки розриву суцiльнос-
тi — трiщини, якi можуть бути довiльно розташованi по периметру волокна, але мають
однакову величину. Щоб отримати вирази для наведених характеристик такого матерiа-
лу, використовуємо отриманий в [5] розв’язок для випадку, коли трiщини мають не тiльки
однакову величину, але i орiєнтацiю. При постановцi задачi у [5] прийнято, що волокнисте
середовище однорiдне вздовж волокон.

Осi системи координат розташованi так, що вiсь 1 збiгається з напрямком волокон, вiсь 2
перпендикулярна до волокна i дiлить трiщину з центральним кутом 2θ навпiл (рис. 1, б ),
вiсь 3 — перпендикулярна до площини, утвореної осями 1 i 2. Волокна i сполучне вва-
жаються iзотропним i пружними з модулями Юнга Ea i E, коефiцiєнтами Пуассона νa та ν
вiдповiдно. Волокнисте середовище з недосконалим контактом подiбного виду на макрорiвнi
буде ортотропним з невiдомими дев’ятьма незалежними коефiцiєнтами. Спiввiдношення
пружностi мають для композиту, що розглядається, такий вигляд:

ε = aσ, (1)

де — ε = (ε11, ε22, ε33, 2ε44, 2ε55, 2ε66), σ = (σ11, σ22, σ33, σ44, σ55, σ66) — вектори, компоненти
яких є компонентами тензорiв деформацiй i напружень; a — матриця шостого порядку
з ненульовими коефiцiєнтами

a11 =
1

E1
, a12 = −ν12

E2
, a13 = −ν13

E3
,

a22 =
1

E2
, a23 = −ν23

E3
, a33 =

1

E3
,

a44 =
1

G23
, a55 =

1

G13
, a66 =

1

G23
, aij = aji.

(2)

При заданих об’ємному вмiстi волокон ξ, сполучного η = 1− ξ, кутi розкриття трiщини 2θ
технiчнi сталi (2) визначаються за допомогою формул [5]:

E1 = ξEa + ηE +
8ξη(νa − ν)2mGGa

u26
,

1

E2
=
ν221
E1

+
1 + κ

4G

u23 − ξGaΩ(θ)

u24(λ1) + u25
,

1

E3
=
ν231
E1

+
1 + κ

4G

u23 − ξGaμ(θ)

u24(λ2) + u25
,

G12 = G
u11 − u12
u22 + u12

, G13 = G
u11 + u12
u22 − u12 ,

G23 = G
(1 + κ)[1 + ξχ(θ)]Ga + η(1 + κa)G

(1 + κ)[1− ξχ(θ)]Ga + (1 + κa)(1 + ξκ)G
, (3)
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ν23
E2

= −ν21ν31
E1

+
1

2Gu24(λ1)
[(1 + κ)Ga + (1 + κa)(1 + ξκ)G−

− 0,5ξ(1 + κ)Ga(Ω(θ) + κ(1 + 4β2) sin2 θ)],

ν21 ≈ ν31 = ν +
ξ(1 + κ)(νa − ν)mGa

u26
,

де

κ = 3− 4ν, χ(θ) = (cos θ − 2β sin θ)e−2β(π−θ) − sin4 θ(1 + 4β2)2

4[1 + (cos θ + 2β sin θ)e2β(π−θ)]
,

m(1 + e2βπ) = 1 + (cos θ − 2β sin θ)e2β(π−θ), e2βπ =
G+ κGa

Ga + κaG
,

u11 = (1 + ξ cos θ)Ga + ηG, u12 =
1

2
ξGa sin

2 θ, u22 = (1− ξ cos θ)Ga + (1 + ξ)G,

u23 = κGa + (1 + 2ξ)[Ga + (1 + κa)G], u24(λ1) = (1 + κ)[1 + η + ξλ1(θ)]Ga,

u25 = 2η(1 + κa)G, u26 = ξ(1 + κ)mGa + 2η(Ga + κaG)− η(1 + κa)mG,

Ω(θ) = q +m(1 + e2πβ) + 2κ(cos θ − 2β sin θ)e−2β(π−θ) −
− 0,5(1 + 4β2)[κ+ 2 + κq(1 + e2βπ)−1] sin2 θ,

4λ1,2(θ) = 2q + 2m(1 + e2πβ) + 4(cos θ − 2β sin θ)e−2β(π−θ) ±
± (1 + 4β2)[ξ + q(1 + e2βπ)−1] sin2 θ,

μ(θ) = q +m(1 + e2πβ) + (1 + 8β2) sin2 θ + 2κ(cos θ − 2β sin θ)e−2β(π−θ) +

+ 0,5(1 + 4β2)[1 + κq(1 + e2βπ)−1] sin2 θ,

q = (1 + κ)mG
m(1 + e2βπ)− (1 + 4β2) sin2 θ

2(Ga + κaG)− (1 + κa)mG
.

У виразi χ(θ)при θ = π (повне вiдшарування) у другому доданку знаменник стає рiвним
нулю. Однак, враховуючи те, що sin4 θ при θ → π буде малою величиною вищого порядку,
другий доданок слiд покласти рiвним нулю.

Формули (3) отримано для випадку симетричного вiдносно осей координат розмiщен-
ня на поверхнi волокна областей недосконалого контакту компонентiв. Узагальнення цього
варiанту формул для розрахунку ефективних характеристик при довiльному розмiщеннi
розривiв суцiльностi можна отримати, провiвши їх перерахунок вiдносно системи коорди-
нат, яка повернута навколо осi 1 на деякий кут α. У новiй системi координат армований
волокнами матерiал буде мати тiльки одну площину пружної симетрiї, перпендикулярну до
напрямку волокон. Замiсть спiввiдношень (1) матимемо

ε′ = a′σ′, (4)
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де не рiвнi нулю коефiцiєнти матрицi a визначаються таким чином:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a′11
a′12
a′13
a′‘14
a′22
a′23
a′24
a′33
a′34
a′44
a′55
a′56
a′66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0 0 0
u1 u2 0 0 0
u1 −u2 0 0 0
0 0 −u2 0 0
u3 u4 0 u5 0
u6 0 0 u5 0
0 0 −u4 0 −2u5
u3 −u4 0 u5 0
0 0 −u4 0 2u5
u7 0 0 −u5 0
u8 u9 0 0 0
0 0 u9 0 0
u8 −u9 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

cos 2α
sin 2α
cos 4α
sin 4α

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (5)

Константи ui, що використовуються в (5), знаходяться за допомогою виразiв:

u1 =
1

2
(a12 + a13), u2 =

1

2
(a12 − a13), u3 =

1

8
(3a22 + 2a23 + 3a33 + a44),

u4 =
1

2
(a22 − a33), u5 =

1

8
(a22 − 2a23 + a33 − a44),

u6 =
1

8
(a22 + 6a23 + a33 − a44), u7 =

1

2
(a22 − 2a23 + a33 + a44),

u8 =
1

2
(a55 + a66), u9 =

1

2
(a55 − a66).

(6)

Вiдзначимо, що в [5] також розглянуто випадок довiльного розташування трiщин. Час-
тина формул цiєї роботи збiгаються з наведеними вище, iншi мають вигляд, який складно
використовувати при розрахунках. У реальних композитах з недосконалим контактом ком-
понентiв значення кутiв α змiнюються вiд 0 до π. Якщо у представницькому об’ємi ма-
терiалу розподiл значень α стохастично рiвномiрний по всiх волокнах, що укладенi в цей
об’єм, то усередненi деформацiї i напруження не будуть залежати вiд напрямку осей 2 i 3.
Армований матерiал на макрорiвнi буде транcверсально iзотропним, оскiльки площина, що
перпендикулярна до волокон, iзотропна. Усередненi значення пружних констант aij будуть
дорiвнювати величинам, наведеним у першому стовпцi матрицi в спiввiдношеннi (5). Серед
них всього п’ять незалежних, тому що a′12 = a′13, a

′
22 = a′33, a

′
55 = a′66, a

′
22− a′23 = a′44/2. Для

трансверсально iзотропного тiла спiввiдношення (1) запишемо у виглядi

σ11 = b11ε11 + b12ε22 + b13ε33, σ22 = b12ε11 + b22ε22 + b23ε33,

σ33 = b12ε11 + b23ε22 + b22ε33, σ23 = 2b44ε23, σ13 = 2b55ε13, σ12 = 2b66ε12,
(7)

де
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b11 =
a′22 + a′23

Δ
, b12 = −a

′
12

Δ
, b22 =

a′11a
′
22 − (a′12)

2

(a′22 − a′23)Δ
,

b23 = −a
′
11a

′
22 − (a′12)

2

(a′22 − a′23)Δ
, Δ = a′11a

′
22 + a′11a

′
23 − 2(a′12)

2,

b44 =
1

a′44
, b55 =

1

a′55
, b66 =

1

a′66
, b22 − b23 = 2b44.

(8)

У роботi [7] спiввiдношення (7) покладенi в основу пiдходу, що дозволяє отримати усе-
редненi характеристики армованого тiла з довiльною орiєнтацiєю волокон. При обертаннi
осi 1, спрямованої вздовж волокон, вiдносно фiксованої осi x′i i заданнi деформацiї в на-
прямку осi 3 ′ встановлено, що середнi значення σ′ij/ε

′
33 в напрямку волокон знаходяться

за допомогою виразiв

σ′33
ε′33

∣∣∣∣
ср

=
1

15
(3b11 + 4b12 + 8b22 + 8b66), (9)

σ′22
ε′33

∣∣∣∣
ср

=
1

15
(b11 + 8b12 + b22 − 8b66 + 5b23). (10)

Оскiльки тiло з довiльною орiєнтацiєю волокон на макрорiвнi є iзотропним, то враховуючи
те, що права частина рiвняння (9) дорiвнює E(1− ν)/((1 + ν)(1 − 2ν)), а (10) дорiвнює
νE/((1 + ν)(1 − 2ν)), знаходимо

E =
(2b11 + 7b22 − 5b23 − 4b12 + 12b66)(b11 + 2b22 + 2b23 + 4b12)

D
,

ν =
3(b11 + b22 + 5b23 + 8b12 − 4b66)

D
,

D = 3(4b11 + 9b22 + 5b23 + 12b12 + 4b66).

(11)

Подiбний розв’язок одержано в [7] для iзотропного середовища, що еквiвалентно компо-
зицiйному, отриманому хаотичним армуванням матрицi довгими волокнами. Вiдмiнною
особливiстю формул (11) є те, що при їх виведеннi враховується недосконалий контакт
компонентiв. Цi формули використовуються також у разi волокон кiнцевої довжини. Якщо
вiдношення довжини волокон до дiаметра досить велике, то, як випливає з результатiв
роботи [7], ефектами на кiнцях волокон можна знехтувати.
Вплив структури i недосконалого контакту компонентiв на механiчнi власти-

востi композитiв, що складаються з полiмерної матрицi i нанотрубок як напов-
нювача. Механiчнi властивостi матрицi приймемо вiдповiдними епоксиднiй смолi, для якої
модуль пружностi E = 0,315 · 1010 Па, коефiцiєнт Пуассона ν = 0,382 [5]. Значення модуля
пружностi нанотрубок i коефiцiєнта Пуассона можуть змiнюватися в широких межах [8].
Використовуючи данi роботи [8], приймемо E = 1,127 ТПа, ν = 0,19. Розглянемо два ва-
рiанти нанокомпозитiв. У першому випадку вважаємо, що довгi нанотрубки розподiленi
в матрицi рiвномiрно (вид упаковки не враховується) i паралельно до деякого напрямку.
Областi недосконалого контакту матрицi i нанотрубок розподiленi так, що на макрорiвнi
композит можна розглядати як трансверсально iзотропне тiло з площиною iзотропiї, пер-
пендикулярної до напрямку волокон. У другому варiантi вважаємо, що розподiл трубок
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Рис. 2

Рис. 3

також рiвномiрний, але спрямованi вони можуть бути довiльно з однаковою ймовiрнiстю
вiдносно осей тривимiрної системи координат. На макрорiвнi такий матерiал буде iзотроп-
ним [7]. На рис. 2, 3 у виглядi графiкiв наведено результати розрахунку характеристик для
двох вказаних типiв композитiв. Кривi 1 i 2 на рис. 2, а iлюструють залежнiсть модуля E2

вiд величини кута θ при об’ємному вмiстi наповнювача ξ = 0,35 i ξ = 0,7 вiдповiдно. Видно,
що при ξ = 0,7 модуль E2 бiльше, нiж при ξ = 0,35, але тiльки до θ = 67◦. Якщо ж область
розриву суцiльностi стає такою, що θ > 67◦, то E2

∣∣
ξ=0,7

< E2

∣∣
ξ=0,35

. При перетинi кривих
буде E2 = E в обох випадках. Такi ж залежностi для модулiв зсуву G12 i G23 наведенi на
рис. 2, б. Суцiльнi кривi 1 i 2 — це функцiї G12(θ)/G, а штрихпунктирнi — G23(θ)/G. Пе-
ретин кривих 1 i 2 має мiсце при θ = 78◦, коли Gij = G. Якщо ж θ > 78◦, то значення обох
модулiв зсуву стають менше модуля зсуву сполучного, причому бiльш помiтно при ξ = 0,7.

Вплив недосконалого контакту компонентiв на коефiцiєнти Пуассона ν21 i ν23 показано
на рис. 2, в кривими 1 i 2 при ξ = 0,35 i ξ = 0,7 вiдповiдно. Суцiльнi кривi обчисле-
нi для коефiцiєнта ν21, штрихпунктирнi — для коефiцiєнта ν23. Спостерiгається зростання
коефiцiєнта ν21 як при ξ = 0,35, так i при ξ = 0,7, i зменшення коефiцiєнта ν23. Оскiльки
модуль E1 практично не залежить вiд величини кута θ (доданок у формулi (3) iстотно пере-
вищує всi iншi), то внаслiдок рiвностi ν21E2 = ν12E1 незмiнним буде також коефiцiєнт ν12.

Незначна залежнiсть модуля E1 вiд величини кута θ вiдображується на модулi Eпр до-
вiльно армованого композиту. На рис. 3, а наведенi данi про змiнюванiсть цього модуля
при зростаннi областi недосконалого контакту сполучного i наповнювача. Значення вiдно-
шення Eпр(θ)/Eпр(0) при ξ = 0,35 (1 ) i ξ = 0,7 (2 ) зменшуються зi зростанням кута θ,
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Рис. 4

причому бiльш помiтно при ξ = 0,7. Однак в обох випадках це вiдношення не менше 0,9.
При тому ж об’ємному вмiстi наповнювача залежностi коефiцiєнта Пуассона iлюструють
кривi на рис. 3, б.

Становить iнтерес бiльш детальне вивчення залежностi характеристик Eпр i νпр при
малому об’ємному вмiстi нанотрубок i граничних значеннях кута θ. На рис. 4, а наведено
графiки залежностi Eпр(ξ)/E при θ = 0◦ i θ = 180◦. Кривi 0 i 180 вiдрiзняються незначно.
При вмiстi наповнювача ξ = 0,01 вiдношення Eпр(ξ)/E = 1,63, коли θ = 0◦ i Eпр(ξ)/E =
= 1,60, коли θ = 180◦. Вiдповiдно при ξ = 0,02 отримуємо Eпр(ξ)/E = 2,25 i Eпр(ξ)/E = 2,17.

Як бачимо, наповнення полiмерного сполучного нанотрубками порядку 1–2% вiд об’є-
му призводить до збiльшення модуля Юнга iзотропного композита в 1,5–2 рази. Це можна
використовувати для створення високомодульних зв’язуючих при виробництвi композитiв,
армованих звичайними волокнами або односпрямованими наночастинками. Отриманий ре-
зультат узгоджується з вiдомими даними [9]. При довiльнiй орiєнтацiї волокон вплив типу
граничних умов на мiжфазних поверхнях неiстотно позначається на ефективних характе-
ристиках матерiалу. Цей висновок пiдтверджується також графiками νпр(ξ) при θ = 0◦ i
θ = 180◦, наведеними на рис. 4, б.

Дослiдження залежностi модулiв однонаправленого композита вiд величини об’ємного
вмiсту нановолокон ξ показало, що поздовжнiй модуль практично пропорцiйний парамет-
ру ξ, поперечний модуль i модулi поздовжнього i поперечного зсуву збiльшуються з ростом ξ
тiльки при вiдсутностi або наявностi незначних розшарувань на мiжфазнiй границi. Якщо
розрив суцiльностi охоплює бiльше третини периметра волокна, то збiльшення вмiсту во-
локон надає зворотний ефект — вони зменшуються. Довiльно армований композит менше
реагує на наявнiсть розривiв суцiльностi. Частково цей ефект залежить вiд розрахунко-
вої моделi, що застосовується, згiдно з якою волокна сприймають навантаження однаковi
в будь-якому напрямку.

Одержанi результати використанi в роботi [10] при розрахунку стiйкостi цилiндрич-
них оболонок, виготовлених з матерiалу з властивостями, що вiдповiдають наведеним на
рис. 2–4. Це дало можливiсть виявити деякi особливостi функцiонування нанокомпозитiв
в конструкцiях вказаного типу.
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Н.П. Семенюк, Н.Б. Жукова, Н.И. Иванова

О моделировании несовершенного контакта фаз при расчете
эффективных механических характеристик нанокомпозитов

Предложен приближенный подход к определению эффективных характеристик нанокомпо-
зитов при наличии частичного взаимодействия между фазами. В основу расчетов положе-
ны известные методы микромеханики композитов. Исследована зависимость механических
характеристик нанокомпозитов от объемного содержания наполнителя и размера области
несплошного контакта.

N.P. Semenyuk, N.B. Zhukova, N. I. Ivanova

On modeling the imperfect contact of phases at the calculation of
effective mechanical characteristics of nanocomposites

An approximate approach to the definition of effective characteristics of nanocomposites in the
presence of a partial interaction between phases is proposed. The calculations are based on the
known methods of the micromechanics of composites. The dependence of mechanical characteristics
of nanocomposites on the volumetric amount of a filler and the size of the incomplete contact area
is researched.
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Функцiональнiсть гiбридiв ароматична сполука —
кремнiй

Дослiджено чотири новi гiбриднi комбiнацiї кремнiю з органiчною плiвкою гетероциклiч-
них ароматичних сполук фармацевтичного походження з функцiональними якостями
перетворювача сонячної енергiї з ККД 8%, фотоприймача та випромiнювача. Гiбриди
сформованi хiмiчним осадженням при кiмнатнiй температурi в результатi хемосорбцiї
функцiональних амiнових, амiдових, карбоксильних, тiольних, галогенних та фосфорних
груп на патерн-поверхню кремнiю.

Пошук та дослiдження гiбридiв, таких як органiчнi, бiонеорганiчнi сполуки, якi мають
комплексну мультифункцiональнiсть, є напрямком, що найбiльше дискутується у науковiй
спiльнотi i проходить на межi досягнень фiзики, хiмiї, бiологiї, медицини, фармакологiї. Це
виявило новi властивостi гiбридiв i можливостi нових використань у молекулярнiй електро-
нiцi, оптоелектронiцi, фотовольтаїцi, бiосенсорицi, клiнiчнiй практицi. Для таких гiбридiв
як неорганiчний матерiал все частiше використовують кремнiй з плоскою або поруватою
поверхнею, а як органiчнi матерiали — пiгменти, барвники, полiмери тощо [1–6].

Нами вперше крiм традицiйних матерiалiв, наприклад пентацену [7], були використанi
як органiчнi матерiали лiкарськi препарати тiамiн дiфосфат (вiтамiн В1), кордарон, ново-
каїн амiд, метамезол содiум (аналгiн) i патерн-поверхня Si. Структури сонячних елементiв
з коефiцiєнтом корисної дiї (ККД) � 5–7% збiльшували його до 15%, а ККД 15–16% —
на 1%. Коли ж такi препарати наносилися на Si патерн-поверхню n-типу, можна було отри-
мати ККД вiд 1 до 4% при АМ 1,5. При цьому гiбриди формувалися з хiмiчного розчину
при кiмнатнiй температурi [8–10].

Для нагальностi картини та збiльшення ККД у цiй роботi використанi iншi лiкарсь-
кi препарати — левометицин, сульфацил натрiю, клонiдiн, цианокобаламiн (вiтамiн В12).
Останнiй може бути вiднесений до бiоматерiалiв, оскiльки його протеїновий молекулярний
комплекс є основою молекул дезонуклеїнової (ДНК) та рибонуклеїнової (РНК) кислот, а йо-
го коринове кiльце подiбне до порфиринового кiльця, яке є у хлорофiлi, гемi та цитохромi.
Експериментальна частина. Формування гiбридiв вiдбувалось на nSi хiмiчно травле-

них патерн-поверхнях у виглядi тетрагональних пiрамiд, якi здебiльшого використовуються
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у фотовольтаїцi [11]. Осадження проводилося при кiмнатнiй температурi з хiмiчного роз-
чину лiкарського препарату. Розчинником були вода та пентахлорфенол C6Cl5OH, а також
їхня сумiш у пропорцiї 1 : 1. Нижче наведено молекулярнi формули речовин, що були
осадженi на Si [12].

1. Левометицин (ЛМ) [Д(-)трео-1-паранитрофенол]-2дихлорацетиламiно-11,3 пропан-
диол

2. Сульфацил натрiю (СН) сульфоацетамiд гiдрохлорид

3. Клонидин гiдрохлорид (КЛОН) 2-(2,6-дихлорфенил амiно) iмiдоаолiна гiдрохлорид

4. Цианокобаломiн (ЦКА) (вiтамiн B12) (Coα-[α-(5.6 диметил бензинiмiдазолил)-Coβ-ко-
бамицианид
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Рис. 1. Оптимальна морфологiя гiбридiв (а) та фрагмент органiчної нитки (б )

Зразки Si занурювались у розчин до утворення на їхнiй поверхнi сiтки, як результат
з’єднання верхiвок пiрамiд органiчними нитками. Попереднiми дослiдженнями така мор-
фологiя була визнана оптимальною з точки зору функцiональностi гiбридiв i фiксувалась
оптичним мiкроскопом МII-4 з фотокамерою [9].

Функцiональнiсть гiбридiв визначалася фотовольтаїчними параметрами (ФП) та спект-
ральною характеристикою струму короткого замикання (Iкз), iнтенсивнiстю фотолюмiнес-
ценцiї (ФЛ) (Iфл) та наявнiстю функцiональних груп на їхнiх поверхнях.

ФП вимiрювалися на автоматизованiй установцi при стандартних умовах. Струм ко-
роткого замикання дослiджувався у дiапазонi 0,4–1,0 мкм. Для одержання спектрiв ФЛ
зразки опромiнювалися азотним лазером (λ = 0,337 мкм) i реєструвалися ФЕП у режимi
лiчби фотонiв. Осадженi органiчнi групи аналiзувались iнфрачервоним Фур’є-спектромет-
ром у режимi вiдбивання свiтла у дiапазонi 400–8000 см−1.
Результати та їх обговорення. Фунцiональнiсть гiбридiв виникала, коли на поверх-

ню Si осаджувалися функцiональнi групи вищеозначених сполук, якi є гетероциклiчними
ароматичними вуглеводнями з амiно-амiдними, карбоксильними, тiольними, пептидними та
iншими групами з утворенням плiвки з оптимальною морфологiєю та товщиною 20–40 нм.

Модифiкацiю поверхнi гiбридiв вiд пiрамiдальної до дендритної як результат функцiо-
налiзацiї ретельно описано в [9] та визначено оптимальну морфологiю для досягнення ба-
жаних характеристик. Для бiльшої наглядностi на рис. 1 наводиться фрагмент оптимальної
морфологiї у виглядi сiтки, яка формується як результат з’єднання верхiвок пiрамiд орга-
нiчними нитками, та фрагмент нитки, яка складається з мiкрониток, а тi, в свою чергу,
з нанониток та нанокрапок.

На рис. 2 наведено спектральнi характеристики струму короткого замикання Jкз

(рис. 2, а) i iнтенсивностi фотолюмiнесценцiї Jфл (рис. 2, б ). Видно, що для Jкз спектраль-
нi характеристики типовi для Si структур, за вийнятком гiбрида СН-Si, для якого маємо
плато вiд 650 до 800 нм. Щодо фотолюмiнесценцiї, то для H2O розчинiв КЛОН-Si має три
максимуми при 450, 530 та 820 нм (крива 1 ). При сумiшi H2O+C6Cl5OH крива 2 має ана-
логiчнi максимуми i зменшення iнтенсивностi ФЛ. Для ЦКА-Si λmax = 500, 800 нм i плече
у короткохвильовiй областi 400 нм.

Як видно з рис. 3, всi чотири гiбриди є фотоперетворювачами та мають ККД на рiвнi
2–7%. При тому найбiльший ККД становив 8,5% для гiбриду КЛОН-Si, осадженого з сумiшi
H2O + C6Cl5OH.
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Рис. 2. Спектральнi залежностi струму короткого замикання (а) (1–3 — КЛОН-SI; 4 — СН-SI; 1–4 —
гiбриди, осадженi з водного розчину; 2 — з розчину C6Cl5OH; 3 — з сумiшi H2O+C6Cl5OH) та iнтенсивностi
фотолюмiнесценцiї (б ) (1–3 — КЛОН-SI; 4 — ЦКА-SI; 1, 2 — гiбриди, осадженi з водного розчину; 3 —
з сумiшi H2O+ C6Cl5OH)

Рис. 3. Залежнiсть ККД вiд рiвня освiтлюваностi для гiбридiв: 1–3 — КЛОН-SI; 4 — ЛМ-SI та СН-SI; 5 —
ЦКА-SI. Гiбриди 1, 4, 5 — гiбриди, осадженi з водних розчинiв; 2 — з розчину C6Cl5OH; 3 — з сумiшi
H2O+C6Cl5OH

Нижче наведено iншi фотовольтаїчнi параметри: струм короткого замикання Jкз, на-
пруга холостого ходу Vхх та фактор заповнення Φз.

Для AM-Si
Jкз = 25,55 мА/см−3, Vхх = 0,236 В, Фз = 0,33, ККД = 1,93% (2,6% при 63 мВт/см2);
для CH-Si
Jкз = 30,73 мА/см−3, Vхх = 0,281 В, Фз = 0,27, ККД = 2,03% (2,6% при 63 мВт/см2);
для КЛОН-Si (водний розчин)
Jкз = 36,52 мА/см−3, Vхх = 0,410 В, Фз = 0,39, ККД = 5,78% (5,97% при 65 мВт/см2);
для КЛОН-Si (сумiш H2O + C6Cl5OH)
Jкз = 40,21 мА/см−3, Vхх = 0,438 В, Фз = 0,35, ККД = 6,04% (8,42% при 25 мВт/см2);
для ЦКА-Si
Jкз = 33,44 мА/см−3, Vхх = 0,255 В, Фз = 0,37, ККД = 3,01% (3,75% при 64 мВт/см2).
Аналiз коливальних мод в IЧ спектрах вiдбиття вiд поверхнi гiбридiв показав, що утво-

рюється хiмiчний зв’язок Si з функцiональними групами, якi мають у своєму складi нiтро-
ген (амiни NHx=0,1,2, амiди OCN, цианонiтрили (CN), карбон або гiдрокарбон (CHx=1,2,3),
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оксиген (гiдроксил OH, пептид CO), галоген (хлорамiн), фосфор (OPO(OH)2). Остання
група належить тiльки до вiтамiну В12. Найбiльше коливальних мод показують гiбриди
КЛОН-Si, утворенi сумiшшю розчинiв H2O + C6Cl5OH та з водного розчину вiтамiну В12.
Але оскiльки з фiзичної точки зору використанi для утворення гiбридiв речовини є донор-
но-акцепторнi комплекси, де OH, SH, NH2, Cl, B2, CH3 — донори електронiв, NO2, SO3,
H, COOH — акцептори електронiв, а COCH3, CHСl2, CH2NO2 амфотернi, можна вважати,
що на поверхнi Si створюються n− або p− шар, тобто бар’єрна структура. Не виключено,
що фостерiвський механiзм переносу носiїв та енергiї [13], а також антенний механiзм [14]
мають мiсце у гiбридах.

Робота виконана в рамках проекту 1.4.14. “Розроблення i створення низькотемпературних са-
моорганiзованих гiбридних гетероструктур для фотоперетворювачiв сонячної енергiї” Державної
цiльової науково-технiчної програми “Розроблення i створення сенсорних наукоємних продуктiв”.
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Т.Я. Горбач, П. С. Смертенко,
член-корреспондент НАН Украины Е.Ф. Венгер

Функциональность гибридов ароматическое соединение — кремний

Исследовано четыре новые гибридные комбинации кремния с органической пленкой гетеро-
циклических ароматических соединений фармацевтического происходження с функциональ-
ными свойствами преобразователя солнечной энергии с КПД 8%. Гибриды сформированы
химическим осаждением при комнатной температуре в результате хемосорбции функцио-
нальных аминовых, амидовых, карбоксильных, тиольных, галогеновых и фосфорных групп
на патерн-поверхность кремния.
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T.Ya. Gorbach, P. S. Smertenko,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine E. F. Venger

Functionality of aromatic compound — silicon hybrids

Four new hybrid combinations of silicon with an organic film of heterocyclic aromatic compounds of
the pharmaceutical origin with functional properties of a solar energy converter with an efficiency
of 8% are investigated. Hybrids have been formed by the chemical deposition at room temperature as
a result of the chemisorption of functional amine, amide, carboxylic, thiol, halogen, and phosphoric
groups on the pattern silicon surface.
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P.O. Mchedlov-Petrosyan, D.Yu. Kopiychenko

Exact solutions for some modifications of the nonlinear
Cahn–Hilliard equation

(Presented by Academician of the NAS of Ukraine N. F. Shul’ga)

The exact travelling wave solutions for convective, higher-order convective, and convective-
viscous Cahn–Hilliard equations are obtained. Without any additional restrictions on the para-
meters, the solutions with non-zero propagation velocity exist only for an asymmetric potential.
However, for an additional constraint on the higher-order convective term or for a special
balance between nonlinearity and viscosity, the non-zero velocity exists for a symmetric potential
as well. In the latter case, the exact two-wave solution is obtained; asymptotically, it converges
to the well-known static kink solution.

Recently, the nonlinear convective Cahn–Hilliard equation in one space dimension for a symmetric
double-well potential was introduced in several articles [1–6]. Leung [1] proposed this equation as
a continual description of the lattice gas phase separation under the influence of an external field.
Similarly, Emmott and Bray [2] proposed this equation as a model of the spinodal decomposi-
tion of a binary alloy in an external field. In both cases, the dependence of the mobility on
the order parameter is presumed, which introduces, in turn, the connection to the external fi-
eld. In [3–4], this equation was derived in a model of kinetically controlled evolution of two-
dimensional crystals. Several approximate solutions and only two exact static kink and anti-kink
solutions were obtained; the “coarsening” of domains separated by kinks and anti-kinks was also
discussed [1–6]. Here, we consider the slightly different equation corresponding to an asymmetric
potential; we also rescale the variables to get

ut − αuux = (u3 − δu2 − u− uxx)xx. (1)

In (1), α is the (rescaled) applied field; in accord with [2] α is positive for positive direction of
the external field. For δ = 0, the case of symmetric potential is recovered. For the classic Cahn–
Hilliard equation [7], the static kink solution corresponding to asymmetric potential was generally
discarded [8], because it violates the global conservation of the order parameter. However, there
is generally no global conservation for (1). Even more, the very notion of coarsening or “Ostwald
ripening, ” as considered in the theory of first-order phase transitions [9], relates to the competi-
tive growth of stable-phase domains inserted into the metastable phase. In terms of the quartic
free energy for the Cahn–Hilliard equation, this corresponds to unequal depths of two potenti-
al wells and δ �= 0 in (1). The asymmetric potential naturally arises in some applications and
generalizations of the convective Cahn–Hilliard equations [3, 10].

Here, we give the exact travelling wave solutions of (1). Introducing the travelling wave
coordinate z = x − vt and integrating once yield

−vu− α

2
u2 + c

α

2
= (u3 − δu2 − u− uzz)z, (2)
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where c is an arbitrary constant. At z = ±∞, all derivatives equal zero; that is, the left-hand
side also equals zero. This yields a quadratic equation; the roots of this equation, i. e., the values
of u at ±∞, are

u1,2 = − v
α
∓ η, η =

∣∣∣∣
√
v2

α2
+ c

∣∣∣∣; (3)

The travelling kink solutions connecting u1 and u2 are

u =
u1 + u2 exp{2κη(x − vt)}
1 + exp{2κη(x − vt)} . (4)

In addition to (3), there are three relations for κ, v, η:

v = −1

3
αδ, η2 = c+

v2

α2
= 1 +

α

2κ
+

1

3
δ2. (5)

If κ > 0, the solution increases monotonically from a smaller stationary value u1 at z = −∞ to a
larger stationary value u2 at z = +∞; it is usually called “kink”. If κ < 0, the solution decreases
from u2 at z = −∞ to u1 at z = +∞; it is usually called “anti-kink”. For δ = 0, i. e., v = 0, this
solution reduces to the well-known static symmetric kink/anti-kink solutions [1, 2]. Emmott and
Bray [2] pointed out that the “negative-field-kink” combination is equivalent to the “positive-field-
anti-kink” one. They have also shown that, for a negative field, the static kink solution is stable,
while the anti-kink solution is unstable. This simple symmetry is broken for δ �= 0. Depending
on the signs of α and δ, there are four cases for the travelling-wave solutions, as shown in Fig. 1.
The study of the stability of these solutions is more complicated and will be given elsewhere.

The convective Cahn–Hilliard equation with cubic nonlinearity in the convective term was
introduced and approximately solved in [3]. Higher-order polynomials both for the convective
term and the potential were also considered in [10]. Here, we give the exact travelling-wave
solutions of the equation

ut − α1uux + 2α2u
3ux = (u3 − δu2 − u− uxx)xx. (6)

The scaling and notations here and below differ from those of [3] and other cited papers, to match
our above consideration. Introducing the travelling-wave coordinate z = x− vt and integrating
once, we obtain

α2

2

(
u4 − α1

α2
u2 − 2v

α2
u− c

)
= (u3 − δu2 − u− uzz)z, (7)

where c is an integration constant. As different from (2), the polynomial on the left-hand side is
of the fourth order. For large enough (positive) c, this polynomial has at least two real roots u1
and u2; for definiteness, we take u1 < u2. They will be the stationary values of u at z = ±∞,
where the right-hand side of (7) equals zero. Then the solutions may be again written in the
form (4); however, the system of equations for κ, v, η and u1, u2 is more complicated and admits
several different solutions:

2κ2 − 1− α2

6κ
= 0, (8)
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Fig. 1

v =
u1 + u2

2
[α2(u

2
1 + u22)− α1], (9)

(u1 + u2)

(
α2

4κ
+ 3κ2

)
= δ, (10)

(u1 + u2)
2

(
α2

2κ
− κ2

)
− u1u2

(
α2

2κ
− 2κ2

)
= 1 +

α1

2κ
, (11)

2η = u2 − u1. (12)

For α2 = 0, (8) reduces to the first constraint in (5). For arbitrary non-zero α2, (8) is a cubic
equation; it has three different real roots if α2

2 < 8/3, and only a single real root if α2
2 > 8/3.

It is evident from (9) and (10) that, for arbitrary α2, the non-zero velocity of a kink is possible
if δ �= 0 only. Solving system (10), (11), we find the corresponding stationary values u1, u2 for
each root of (8):

u1,2 =
2κδ

α2 + 3κ
∓ η, (13)

η =

∣∣∣∣{ 3

2α2 + 3κ

[
κ2δ2(3κ− α2)

(α2 + 3κ)2
+
α1

2
+ κ

]}1/2∣∣∣∣. (14)
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The substitution of (13) into (9) determines the kink velocity v. If δ = 0, we still have either a
single or three static kink solutions, depending on the number of the roots of (8). On the other
hand, for δ = 0 and the additional constraint imposed on α2 and κ,

α2

4κ
+ 3κ2 = 0, (15)

relation (10) is satisfied for arbitrary values of (u1 + u2). It is possible, however, only for the
special value of α2

2 = 9/4 and the corresponding κ = −α2/3. In other words, even for δ = 0,
there is a travelling kink solution for α2 = −3/2 and the anti-kink one for α2 = 3/2; and there
is only the single constraint (11) imposed on u1, u2.

The viscous Cahn–Hilliard (VCH) equation was introduced by Novick-Cohen [11] to include
some viscous effects, which are neglected in the derivation of the classic Cahn–Hilliard equa-
tion [7]. The VCH equation could also be derived [12] as a certain limit of the classic phase-
field model (as for the phase-field model and its relations to other phase-separation models,
see [13, 14] and references therein). To study the joint effects of nonlinear convection and vis-
cosity, Witelski [15] introduced the convective-viscous-Cahn–Hilliard equation with a general
symmetric double-well potential. With an additional constraint on nonlinearity and viscosity,
the approximate travelling-wave solution was obtained in [15]. Here, we consider a polynomial
generally asymmetric potential, i. e., the equation

ut − αuux = (u3 − δu2 − u− uxx + μut)xx (16)

Equation (16) has exact travelling kink solutions of the form (4), where the five parameters κ,
v, η and u1, u2 are given as the solutions of the system

2κ2 = 1, (17)

v

(
κμ− 3

α

)
= δ, (18)

η2 + (2κμα− 3)
v2

α2
−

(
1 +

α

2κ

)
= 0, (19)

u1 + u2 = −2 v
α
, (20)

u2 − u1 = 2η. (21)

If the “driving force” α and the viscosity μ are given independently, the travelling kinks are
possible for δ �= 0 only, i. e., for an asymmetric potential (see (18)). However, relation (18) with
δ = 0 is satisfied for arbitrary non-zero v if καμ = 3, i. e., for a special balance between the
driving force and the viscosity, which is in accord with the result in [15]. Even more, in this
case, (16) has the exact two-wave solution

u =
σ

κ

exp{σ(x + vt) + ϕ} − exp{−σ(x− vt) + ϕ}
1 + exp{σ(x+ vt) + ϕ}+ exp{−σ(x− vt) + ϕ} , (22)

where 2κ2 = 1, v = (ασ)/(2κ), σ = (1/2 + α/(4κ))1/2 , and ϕ is an arbitrary constant. This
solution is obtained using the bilinear Hirota method. For κ > 0, it consists of two kinks (or
anti-kinks for κ < 0) moving toward each other and merging asymptotically (as t→∞) into the
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well-known symmetric static kink/anti-kink solution [1, 2]. The discussion on the stability and
applications of the above solutions will be given in the following communications.

We are thankful to Prof. N. F. Shul’ga for the interest to this work. P.M.-P. is indebted to Prof.
V.V. Slyozov for numerous discussions on the Ostwald ripening.
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П.О. Мчедлов-Петросян, Д.Ю. Копiйченко

Точнi розв’язки для деяких модифiкацiй нелiнiйного рiвняння
Кана–Хилларда

Отримано точнi розв’язки у виглядi бiжучої хвилi для конвективного, конвективного з бiль-
шим ступенем нелiнiйностi та конвективно-в’язкого рiвняння Кана–Хiлларда. Без будь-
яких додаткових обмежень на параметри розв’язки з ненульовою швидкiстю iснують тiль-
ки для асиметричного потенцiалу. Однак при додатковому обмеженнi на конвективний
член старшого ступеня або у випадку спецiального балансу мiж нелiнiйнiстю та в’язкiстю
розв’язки з ненульовою швидкiстю iснують i для симетричного потенцiалу. Для остан-
нього випадку отримано i точний двохвильовий роз’язок; асимптотично вiн збiгається до
вiдомого статичного кiнк-роз’язку.
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П.О. Мчедлов-Петросян, Д.Ю. Копейченко

Точные решения для некоторых модификаций нелинейного
уравнения Кана–Хилларда

Получены точные решения в виде бегущей волны для конвективного, конвективного с бо-
лее высокой степенью нелинейности и конвективно-вязкого уравнений Кана–Хилларда. Без
каких-либо дополнительных ограничений на параметры решения с ненулевой скоростью ра-
спространения существуют только для асимметричного потенциала. Однако при дополни-
тельном ограничении на конвективный член старшего порядка или для случая специального
баланса между нелинейностью и вязкостью решения с ненулевой скоростью существуют
и для симметричного потенциала. Для последнего случая получено и точное двухволновое
решение; асимптотически оно сходится к известному статическому кинк-решению.
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Моделирование транспорта донных осадков в районе

Голубого залива Черного моря

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Л. В. Черкесовым)

Изучены процессы эрозии и седиментации донных осадков в районе Голубого залива Чер-
ного моря с использованием численной модели XBeach (eXtreme Beach behavior), которая
описывает волны, течения, транспорт наносов и изменения рельефа дна. Источником
энергии для прибрежных процессов являлось штормовое волнение. Рассмотрены случаи
набегания штормовых волн из юго-западной и юго-восточной частей моря. Установле-
но, что при набегании волн из юго-восточной части моря эрозия происходит на больших
глубинах (до 10 м), чем при набегании волн с юго-запада (до 5–10 м). В первом случае
преобладает перенос донных осадков вдоль берега на северо-восток, а во втором — су-
щественным оказывается перенос в направлении от берега. Накопление осадков проис-
ходит глубже областей эрозии в непосредственной близости от них.

Проблема расчета переноса донных осадков особенно актуальна для береговой зоны морей,
где происходит интенсивная трансформация и рассеивание энергии прибрежных вод [1].
Основной вклад в динамические процессы здесь вносят индуцируемые ветровым волнением
течения [2], возникающие в результате диссипации энергии волн при их распространении
к берегу. Скорость волновых течений в прибрежной зоне значительно больше, чем скорость
постояннодействующих крупномасштабных течений, таких, например, как дрейфовые или
термохалинные. Для Южного берега Крыма выполнены оценки интенсивности транспорта
наносов волнами и течениями с использованием полуэмпирических методик, приведенных
в монографии [2]. В данном сообщении представлены результаты расчетов переноса дон-
ных осадков в районе Голубого залива Черного моря с использованием численной гидро-
динамической модели XBeach (eXtreme Beach behavior) [3], описывающей волны, течения,
транспорт наносов и изменения рельефа дна в штормовых условиях.
1. Математическая постановка задачи.Короткие волны в численной модели XBeach

можно описать нестационарным уравнением баланса волновой энергии в спектральной фор-
ме [3]:

∂A

∂t
+
∂(cxA)

∂x
+
∂(cyA)

∂y
+
∂(cθA)

∂θ
= −Dw

σ
, (1)
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где t — время; x и y — горизонтальные координаты; A = Ew/σ — плотность волнового
действия; Ew — энергия волн; σ — собственная частота волн; θ — направление распростра-
нения волн; Dw — скорость диссипации энергии вследствие обрушения волн; cx, cy и cθ —
скорости переноса энергии в направлении осей x, y и θ.

Для описания передачи энергии обрушающихся волн к роллерам используется уравне-
ние баланса энергии роллеров Er [3]:

∂Er

∂t
+
∂(cxEr)

∂x
+
∂(cyEr)

∂y
+
∂(cθEr)

∂θ
= Dw −Dr. (2)

Здесь в качестве источника выступает Dw, при этом скорость диссипации энергии самих
роллеров Dr.

Возвышение уровня η и течения, индуцированные короткими и инфрагравитационными
волнами, находим из нелинейных уравнений мелкой воды [3, 4]:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− fv + g

∂η

∂x
− μ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
=
Fx − τbx
ρh

, (3)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ fu+ g

∂η

∂y
− μ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
=
Fy − τby
ρh

, (4)

∂η

∂t
+
∂(hu)

∂x
+
∂(hv)

∂y
= 0, (5)

где u, v — компоненты скорости течения; f — параметр Кориолиса; g — ускорение силы
тяжести; μ — коэффициент турбулентной вязкости; ρ — плотность воды; h — динамическая
глубина; τbx, τby — компоненты придонных касательных напряжений трения, квадратично
зависящие от скоростей течений; Fx, Fy — компоненты индуцированного волнами допол-
нительного импульса:

Fx = −∂(Sxx +Rxx)

∂x
− ∂(Sxy +Rxy)

∂y
, Fy = −∂(Sxy +Rxy)

∂x
− ∂(Syy +Ryy)

∂y
. (6)

Здесь Sij, Rij зависят от Ew, Er и представляют собой напряжения, обусловленные со-
ответственно наличием волн и роллеров. Потоки наносов в модели XBeach определяются
выражениями [3]

Qx = hCu− μch∂C
∂x

, Qy = hCv − μch∂C
∂y

, (7)

где C — осредненная по глубине концентрация наносов; μc — коэффициент турбулентной
диффузии. Изменения C получаем из уравнения переноса и диффузии вида [3]

∂(hC)

∂t
+
∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
− hCeq − C

T
= 0, (8)

где Ceq — равновесная концентрация; T — время адаптации концентрации к равновесному
состоянию.

Далее по известным Qx, Qy можно определить деформации дна, согласно уравнению [3]:

(1− p)∂zb
∂t

+
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

= 0, (9)
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где qx = Qx + α|u|∂zb
∂x
, qy = Qy + α|v|∂zb

∂y
, zb — координата донной поверхности; p — по-

ристость грунта; α = 1–10.
При решении уравнения (1) на твердых боковых границах полагаем, что Ew = 0. По

угловой переменной используется условие периодичности Ew(θ = 0) = Ew(θ = 2π), по час-
тотной переменной для σmin и σmax — условие E(σmin) = E(σmax) = 0. В численной модели
XBeach для задания граничных условий на мористой границе используется двумерный час-
тотно-угловой спектр вида

Ew(σ, θ) = F (σ)ψ(l) cos2l
(
θ − θ
2

)
, ψ(l) =

22l−1

π

Γ2(l + 1)

Γ(2l + 1)
, (10)

где l — показатель степени углового рассеивания волн; Γ — гамма-функция; F (σ) — час-
тотный спектр JONSWAP (Joint North Sea Wave Project), определяемый по формуле

F (σ) = 0,307αF

(
hs
σp

)
exp(−1,23a−4)

a5
γβ , (11)

где a =
σ

σp
, β = exp

(
−(a− 1)2

2b

)
, b =

{
0,07 при a � 1,

0,09 при a > 1,
hs — высота значительных волн;

σp — частота волн, соответствующая пику спектра (τp = 2π/σp — период пика спектра); γ —
параметр пиковатости спектра; αF = 0,0131 — обобщенный параметр Филлипса.

В уравнениях мелкой воды (3)–(5) и в уравнении транспорта осадков (8) на твердых
боковых границах предполагается отсутствие потоков жидкости и осадков. На жидких гра-
ницах применялось условие свободного прохождения [3].
2. Анализ результатов численных экспериментов. Рельеф дна расчетной области

иллюстрирует рис. 1. Шаги сетки по осям x и y составляют 20 м. На восточной и за-
падной границах расчетной области для волнения задавались условия свободного прохож-
дения. На южной границе параметры входящих волн определялись на основе соотноше-
ний (10), (11). Параметры частотного спектра JONSWAP принимались следующими: высо-
та значительных волн hs = 6 м; пиковый период волн τp = 11 с; параметр пиковатости
спектра γ = 3,3; показатель степени углового рассеивания волн l = 10. Данные параметры
соответствуют развитому ветровому волнению штормовой силы и получены из предвари-
тельных численных экспериментов [5] с использованием спектральной волновой модели
SWAN [6] на четырех вложенных сетках, последняя из которых соответствовала расчетной
области, приведенной на рис. 1. В начальный момент времени донные осадки с диамет-
ром частиц D50 = 5 · 10−4 м и плотностью 2650 кг/м3 покрывали дно равномерным слоем
толщиной 25 см.

Согласно 20-летним рядам данных наблюдений на океанографической платформе [7],
расположенной в районе Голубого залива, наибольшей повторяемостью здесь характери-
зуются ветры северо-восточного и юго-западного направлений, т. е. вдольбереговые ветры.
Однако наибольший разгон имеют волны, создаваемые ветрами юго-западного направле-
ния, вследствие чего они вызывают наиболее интенсивные волновые течения. Поэтому рас-
смотрим процессы эрозии и седиментации донных осадков, когда волны распространяются
из юго-западной части Черного моря. Для сравнения изучим случай распространения волн
из юго-восточной части моря, которые также имеют значительный разгон. Интегрирование
по времени выполнялось в течение одних суток.
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Рис. 1. Рельеф дна (м) в районе Голубого залива. Вертикальная ось направлена вверх, α1 и α2 — направ-
ления набегания волн.
На врезке звездочкой показано положение Голубого залива

Пространственное распределение волновых течений становится установившимся после
3 ч интегрирования. В случае набегания волн из юго-западной части Черного моря в облас-
ти с глубинами более 20 м течения направлены на северо-восток (рис. 2, а) и их скорости
достаточно малы (не превышают 0,01–0,02 м/с). Приведенное на рисунке а поле отражает
среднюю по глубине циркуляцию вод в исследуемом районе. Между изобатами 20 и 10 м
интенсивность течений существенно больше, а в распределении их направлений заметным
становится влияние конфигурации береговой линии. В области с глубинами менее 10 м вол-
новые течения приобретают характер интенсивной вдольбереговой струи с юго-запада на
северо-восток со скоростью более 0,1 м/с. В Голубом заливе, вследствие его мелководности,
ширина струи увеличивается, а ее интенсивность уменьшается.

При набегании волн с юго-востока интенсивного вдольберегового потока не возникает.
В поле средних по глубине волновых течений образуется два циклонических круговорота
к западу от Голубого залива (см. в на рис. 2). Непосредственно в самом заливе течения
направлены на север и северо-восток, причем их скорости здесь достигают максимальных
значений относительно всего рассматриваемого региона. Однако по величине максимальная
скорость волновых течений при набегании волн с юго-востока оказывается меньше, чем
в случае их распространения с юго-запада.

Интенсивность эрозионных процессов определяется величиной и пространственным рас-
пределением придонных сдвиговых напряжений. В случае набегания волн с юго-запада
наибольшие по величине придонные сдвиговые напряжения имеют место в достаточно уз-
кой прибрежной полосе. На востоке рассматриваемой области в Голубом заливе эта полоса
ограничена изобатой 5 м, а на западе — изобатой 10 м. На начальном этапе эрозия на-
чинается на глубинах до 5 м. Это приводит к увеличению концентрации донных осадков,
которые вовлечены в процесс переноса волновыми течениями у дна и в толще воды. На
западе придонные сдвиговые напряжения направлены практически на юг и имеют макси-
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Рис. 2. Поле скоростей (м/с) средних по глубине установившихся волновых течений (а, в) и суммарная кон-
центрация переносимых донных осадков (б, г) после 24 ч воздействия волновых течений в районе Голубого
залива при набегании волн с юго-запада (а, б ) и юго-востока (в, г).
Изолинии глубин приведены в м

мальные величины, а в Голубом заливе у них достаточно велика восточная составляющая
и их величины имеют несколько меньшие значения. Все это определяет направление и ин-
тенсивность переноса донных осадков. Вследствие более интенсивного переноса суммарная
концентрация находящихся в подвижном состоянии донных осадков в западной части рас-
сматриваемой акватории меньше, чем в восточной. При этом в первом случае область,
в которой происходит перемещение осадков, значительно шире, чем во втором.

На глубинах более 5–10 м придонные сдвиговые напряжения меньше значения, необходи-
мого для начала процесса эрозии. Здесь начинает преобладать процесс осаждения донных
осадков. Поскольку скорости придонных волновых течений быстро убывают по мере уда-
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ления от берега и на глубинах более 10 м становятся незначительными, то вынос донных
осадков из областей эрозии редко происходит в районы с глубинами более 10 м. Это и опре-
деляет границы области последующего осадконакопления. Поскольку продолжительность
процесса эрозии ограничена запасом осадков на дне, то с течением времени концентрация
переносимых осадков перестает возрастать и постепенно начинает уменьшаться за счет их
выноса за границы областей эрозии и последующего осаждения. После 24 ч значительная
по размерам область с высокой концентрацией имеет место только в Голубом заливе, вынос
осадков из которого происходил менее интенсивно, чем в западной части акватории (см. б
на рис. 2).

В случае набегания волн с юго-востока придонные сдвиговые напряжения в прибрежной
зоне имеют несколько большие значения, чем в случае набегания волн с юго-запада, хотя,
как описано выше, для средних по глубине течений отмечается обратная закономерность.
Это приводит к возникновению больших по площади областей эрозии, границы которых
располагаются мористее, относительно рассмотренного случая. Причем, поскольку данные
границы практически всюду совпадают с изобатой 10 м, то в Голубом заливе располагается
самая обширная область эрозии. Расширение областей эрозии и наличие в поле средних
по глубине течений районов, где они направлены от берега, приводят к образованию суще-
ственно больших по площади областей со значительными концентрациями перемещаемых
донных осадков, чем в случае набегания волн с юго-запада (см. б и г на рис. 2).

Таким образом, для района Голубого залива Черного моря рассмотрены особенности
эрозионных процессов в штормовых условиях. При набегании волн из юго-восточной части
моря эрозия происходит на больших глубинах (до 10 м), чем при набегании волн с юго-запа-
да (до 5–10 м). В первом случае преобладает перенос донных осадков вдоль берега с юго-за-
пада на северо-восток, а во втором — существенным оказывается перенос в направлении
от берега. Накопление осадков происходит мористее областей эрозии в непосредственной
близости от них.
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Д.В. Алексеєв

Моделювання транспорту донних осадкiв в районi Блакитної затоки
Чорного моря

Вивчено процеси ерозiї й седиментацiї донних осадкiв у районi Блакитної затоки Чорного
моря з використанням числової моделi XBeach (eXtreme Beach behavior), яка описує хвилi,
течiї, транспорт наносiв i змiни рельєфу дна. Джерелом енергiї для прибережних проце-
сiв було штормове хвилювання. Розглянуто випадки набiгання штормових хвиль iз пiвден-
но-захiдної й пiвденно-схiдної частин моря. Встановлено, що при набiганнi хвиль iз пiв-
денно-схiдної частини моря ерозiя вiдбувається на бiльших глибинах (до 10 м), нiж при
набiганнi хвиль iз пiвденного заходу (до 5–10 м). У першому випадку переважає перенесення
донних осадкiв уздовж берега на пiвнiчний схiд, а в другому — iстотним виявляється пере-
несення у напрямi вiд берега. Нагромадження осадкiв вiдбувається глибше областей ерозiї
в безпосереднiй близькостi вiд них.

D.V. Alekseev

Simulation of the sediment transport in the region of the Blue Bay of
the Black Sea

The processes of erosion and sedimentation of bottom sediments in the region of the Blue Bay
of the Black Sea are studied by using the XBeach (eXtreme Beach behavior) numerical model,
which describes waves, currents, sediment transport, and bottom profile changes. Storm waves are
assumed to be a source of energy for the near shore processes. The cases of waves running from
the south-west and south-east parts of the sea are considered. It is obtained that when waves run
from the south-east, the erosion occurs on the bigger depths (up to 10 m) than when waves run
from the south-west (up to 5–10 m). In the first case, the sediment transport along the shore to
the north-east dominates. In the second one, the most significant transport occurs in the direction
from the shore. The deposition of sediments takes place in the deeper regions than erosion ones
in the near vicinity of them.
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I.М. Наумко, З. Г. Матвiїшин, Л.Ф. Телепко, Б. Е. Сахно,
Р.В. Хомутник

Про мiнералого-генетичнi особливостi рудних
парагенезисiв пiвнiчної периферiйної частини

Берегiвського родовища (Закарпаття)

(Представлено академiком НАН України Є.Ф. Шнюковим)

На пiдставi вивчення парагенезисiв мiнералiв i флюїдних включень у кварцi, сфалеритi,
баритi, флюоритi i кальцитi жильних утворень вiдтворено умови процесiв мiнералоге-
незису пiвнiчної периферiйної частини Берегiвського золотополiметалiчного родовища.
Оптимальний температурний iнтервал рудоутворення становить 240–210 ◦С. У скла-
дi летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах рудних парагенезисiв дiоксид
вуглецю переважає над азотом. За мiнеральними асоцiацiями i параметрами мiнера-
лоутворювальних флюїдiв вивченi руднi парагенезиси є ближчими до руд продуктивних
стадiй золотосрiбного Мужiєвського родовища, що визначається геолого-структурни-
ми особливостями рудоносних структур, насамперед бiльшим ерозiйним зрiзом горсту
власне Берегiвського родовища.

У межах Берегiвського рудного поля Карпатської золоторудної провiнцiї за умов експлуата-
цiї вiдомих Берегiвського i Мужiєвського родовищ особливого значення набувають пошуки
та оцiнка нових рудних тiл, обгрунтованих матерiалами геологорозвiдувальних робiт [1, 2]
та експериментальних дослiджень [3], що передбачають з’ясування перспектив рудоноснос-
тi периферiйних дiлянок.

Берегiвське рудне поле [1, 4, 5] приурочене до горстового пiдняття [6] донеогенового
фундаменту в зонi зчленування Закарпатського внутрiшнього прогину з Паннонським се-
рединним масивом. Його будова визначається Берегiвською вулканiчною депресiєю, яка на
сходi межує з Куклянським горстом.

Берегiвське родовище розташоване у внутрiшнiй прибортовiй частинi Берегiвської де-
пресiї. Руднi тiла жильного i прожилково-вкрапленого типу, сульфiднi i кварц-сульфiднi за
складом. Мужiєвське родовище, що знаходиться безпосередньо на борту депресiї, з заходу
обмеженe шостою розломною зоною, зi сходу — зоною зсувiв по борту вулканоструктури
(бортовою розломною зоною). Сульфiднi, кварц-сульфiднi, кварц-баритовi i кварцовi жили
i прожилки пов’язанi з субширотними трiщинними i розломними зонами. Жильнi руднi тiла
супроводжуються прожилково-вкрапленою мiнералiзацiєю у зальбандах [1].

Предметом нашого дослiдження стала одна з перспективно рудоносних периферiйних
дiлянок на пiвночi Берегiвського рудного поля, яка вiдокремлена вiд центральної части-
ни Берегiвського родовища рядом крупних розломних зон, а вiд Мужiєвського — шостою
розломною зоною. Найбiльш представницький розрiз дiлянки спостерiгали в кернi свердло-
вини № 1344 в околицях г. Вереш.

Вивчення парагенезисiв, розвинених у межах дiлянки жильних i прожилково-вкрапле-
них утворень, мiнералого-онтогенiчними [7] i мiнералофлюїдологiчними [8] методами буде
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Рис. 1. Прожилковi утворення гiдротермально-метасоматичного походження у вулканогенних верствах
пiвнiчної периферiйної частини Берегiвського рудного поля (по розрiзу св. № 1344 в околицях г. Вереш):
а — кварц-карбонатний прожилок з сульфiдами. Зр. № 2020, iнт. гл. 413,5–417,5 м. Натур. величина; б —
сульфiдно-кальцитовий прожилок у парагенезисi з тичкуватим кварцом. Зр. № 2036, гл. 573 м. Натур.
величина

основою для порiвняння золоторудних асоцiацiй центральної i периферiйних частин Бере-
гiвського рудного поля з метою вiдтворення флюїдного режиму мiнералогенезису [9] як
пiдстави для їхньої прогнозної оцiнки.

Подiбно до родовища загалом, саме з трiщинними i розломними зонами у межах дi-
лянки пов’язанi жили рiзноманiтного складу i прожилково-вкрапленi утворення, що роз-
критi свердловиною № 1344 в околицях г. Вереш. Найпоширенiшими серед них виявилися
кварц-кальцит-сульфiднi жили i прожилки, рiдше кварц-флюоритовi гнiзда. Характерною
є зональна будова жил i прожилкiв. Вмiснi породи у приконтактовiй зонi звичайно трiщи-
нуватi. Трiщини виповненi кварцом з сульфiдами, зосередженими в основному в призаль-
бандових дiлянках.

У жилi аметистоподiбного кварцу з сульфiдами (а на рис. 1) встановлено два рiзновиди
кварцу, якi, можливо, є окремими генерацiями. Перший (очевидно, раннiй) — представлений
прозорими тичкуватими агрегатами (до 3 мм) з видiленнями сульфiдiв (галенiт, сфалерит,
бляклi руди (?), у пiдпорядкованiй кiлькостi — пiрит), основна маса яких зосереджена в при-
зальбандових дiлянках, а незначна частка — розпилена у виглядi вкраплень (до 2× 2 мм)
у масi кварцу. Другий (пiзнiй) — складають прозорi аметистоподiбнi тичкуватi агрегати
(до 9 мм), практично без видiлень сульфiдiв. На межi рiзновидiв кварцу спостерiгаються
видiлення кристаликiв сфалериту, що досягають розмiру 1 × 1 мм.

По периферiї кварц-кальцитових прожилкiв знаходиться кварц, з яким пов’язанi сульфi-
ди (переважає галенiт, рiдко пiрит). Центральна частина прожилкiв виповнена кальцитом
двох генерацiй: найранiша представлена прозорим кальцитом, пiзнiша — жовтими натiчни-
ми видiленнями.

У сульфiдно-кальцитових прожилках потужнiстю до 7 мм (див. б на рис. 1) сульфiди
(халькопiрит, пiрит, галенiт) сконцентрованi у зальбандах та розсiянi в кальцито-сульфiд-
нiй масi, iнодi утворюють облямiвку навколо зерен кварцу i кальциту. В цих прожилках
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Рис. 2. Флюїднi включення в мiнералах гiдротермально-метасоматичних прожилкiв у вулканогенних вер-
ствах пiвнiчної периферiйної частини Берегiвського рудного поля (по розрiзу св. № 1344 в околицях г. Ве-
реш):
а — розплавнi включення 1 у фенокристалах кварцу туфiв, що перенаповненi пiзнiшими розчинами з утво-
ренням газово-рiдких включень 2 типу L+G (L — водний розчин; G — газова фаза) (температура гомоге-
нiзацiї 243 ◦С (у рiдку фазу)). Зр. № 2018, iнт. гл. 366,5–368,5 м; б — газово-рiдкi включення типу L + G
у сфалеритi з парагенезису з кальцитом та аметистоподiбним кварцом (температура гомогенiзацiї 220 ◦С
(у рiдку фазу)). Зр. № 2035, iнт. гл. 520–525 м

спостерiгаються прозорi тичкуватi агрегати кварцу потужнiстю до 12 мм, що наростають
на кальцитi та є пiзнiшими за часом утворення. Сульфiдiв у цих агрегатах кварцу мало,
їхнi поодинокi зерна утворюють окремi скупчення.

Флюїднi включення вивчалися в кварцi, сфалеритi, баритi, флюоритi та кальцитi. Їхнi
розмiри досягають 0,05–0,07 мм. Форма включень рiзноманiтна: неправильна, овальна, ви-
довжена, кутувата. В окремих включеннях виявляються фрагменти негативних кристалiв.
Переважають включення неправильної форми.

Включення переважно поширюються ланцюжками по довжинi трiщин, iнодi вони фiк-
сують зони росту кристалiв або ж хаотично розкиданi по зернах мiнералiв без видимого
зв’язку з площинами залiкованих трiщин. Останнi (за вiдсутнiстю iнших орiєнтирiв) умов-
но можна вважати найранiшими. Для включень у карбонатах характерне розташування
в залiкованих площинах спайностi.

У фенокристалах кварцу часто зустрiчаються розплавнi включення, окремi з яких пе-
ренаповненi пiзнiшими гiдротермально-метасоматичними розчинами iз збереженням їхньої
первинної форми негативних кристалiв та утворенням газово-рiдких включень (а на рис. 2).

Насиченiсть кварцу прожилкiв флюїдними включеннями висока. За фазовим складом —
це двофазовi газово-рiдкi невитриманого наповнення та однофазовi газовi та рiдкi включен-
ня. Гомогенiзацiя включень здiйснюється в рiдку фазу. Iнтервал найпоширенiшої темпера-
тури гомогенiзацiї включень 205–240 ◦С. Рiдше включення гомогенiзуються при 160–190 ◦С,
а також при 260–270 ◦С.

Вториннi газово-рiдкi включення у сфалеритi (див. б на рис. 2) гомогенiзуються при
210–220 ◦С (у рiдку фазу). Температура гомогенiзацiї вторинних трубчастих газово-рiдких
включень невитриманого наповнення у фенокристалi бариту дорiвнює 240–300 ◦С (у рiдку
фазу). У флюоритi температуру гомогенiзацiї, яка дорiвнює 205–210 ◦С (у рiдку фазу),
встановлено лише в кiлькох групах вторинних газово-рiдких включень.

З наведених вище даних видно, що оптимальний температурний iнтервал мiнералоутво-
рення при формуваннi рудних тiл у пiвнiчнiй периферiйнiй частинi родовища становить
вiд 240 до 210 ◦С.
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У кварцi, аметистi, кальцитi й сфалеритi прожилкових утворень дослiджуваної перифе-
рiйної дiлянки по розрiзу свердловини № 1344 в околицях г. Вереш методом мас-спектро-
метричного хiмiчного аналiзу визначено склад летких компонентiв флюїдних включень,
їхнi вiдноснi газонасиченiсть i водонасиченiсть (табл. 1). Отриманi данi фiксують перевагу
дiоксиду вуглецю (34,3–74,35% за об’ємом) над азотом (12,6–26,5% за об’ємом), а також
дуже високий вмiст пари води у загальному об’ємi вивiльнених iз флюїдних включень лет-
ких компонентiв, що є доказом функцiонування дiоксидвуглецево-водних флюїдiв, релiкти
яких збережено у включеннях. Такi самi спiввiдношення летких компонентiв характернi для
включень у мiнералах продуктивних стадiй мiнералогенезису Мужiєвського родовища [10].

Водночас включення у мiнералах непродуктивної кварц-карбонатної стадiї родовища
(36 рудна зона) мiстять загалом значно бiльше азоту i меншe дiоксиду вуглецю [11, 12] по-
рiвняно з мiнералами продуктивних стадiй, що може бути пояснене впливом метеорних вод,
внесок яких y глибинну складову рудоутворювальних флюїдiв зафiксовано на iзотопному
рiвнi [13, 14]. Оптимальний температурний iнтервал рудоутворення встановлений вiд 250
до 170 ◦С [13]. Формування рудних тiл проходило при iнтенсивному кипiннi гiдротерм i змi-
шуваннi флюїдiв рiзного походження (глибинних i приповерхневих) [9, 13–15].

Таким чином, за даними комплексного прецизiйного вивчення парагенезисiв мiнера-
лiв та флюїдних включень у кварцi, сфалеритi, баритi, флюоритi та кальцитi жильних
утворень вiдтворено температурнi i геохiмiчнi умови процесiв мiнералогенезису пiвнiчної
периферiйної частини Берегiвського золотополiметалiчного родовища. Оптимальний тем-
пературний iнтервал рудоутворення вiд 240 до 210 ◦С. Склад летких компонентiв флюїдних

Таблиця 1. Склад летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах рудних парагенезисiв пiвнiчної
периферiйної частини Берегiвського рудного поля по розрiзу свердловини № 1344 в околицях г. Вереш,
аналiтик Б. Е. Сахно (мас-спектрометр МСХ-3А)

Номер
зразка

Мiнерал
Iнтервал
(глибина)
вiдбору, м

Компоненти∗,
% за об’ємом ΔP ∗∗, Па

Водонасиченiсть
CН2О

∗∗∗,
% за об’ємомСО2 N2

2049/95 Кварц 31,8 87,4 12,6 3,60 57,5
2020/94 Кварц 413,5–417,5 77,3 22,7 0,27 95,2
2020/94 Кварц (добре огранений) 413,5–417,5 78,7 21,3 2,60 96,8
2020/94 Кальцит 413,5–417,5 94,6 5,4 0,30 —
2033/94 Кварц 449 77,0 23,0 0,80 89,6
2033/94 Сфалерит 449 68,2 31,8 0,08 84,3
2034/94 Кварц 469 71,5 28,5 0,12 88,9
2034/94 Аметист 469 34,3 65,7 0,16 91,7
2034/94 Кальцит 469 100,0 — 0,16 37,5
2036/94 Кварц 573 23,0 77,0 2,60 89,6
2037/94 Кварц 601 100,0 — 0,04 ∼70,0
2037/94 Кальцит 601 70,2 29,8 0,97 72,2

∗Пробу мiнералу (породи) наважкою 200 мг фракцiї +1–2 подрiбнювали шляхом роздавлювання у спе-
цiально сконструйованiй ступцi, перед аналiзом напускну систему мас-спектрометра вакуумували до вели-
чин порядку 1 · 10−3 Па.
∗∗Вiдносна газонасиченiсть — прирiст тиску в напускнiй системi мас-спектрометра (вiдносно залишкового
тиску порядку 1 · 10−3 Па в нiй), який створюється в результатi вивiльнення летких компонентiв (без
урахування пари води, сорбованої на P2O5, помiщеному в напускну систему) iз включень та закритих пор
при подрiбненнi проби i може бути порiвняльною величиною для однакових наважок.
∗∗∗Вiдносна водонасиченiсть — вiдсотковий вмiст пари води, сорбованої на P2O5, помiщеному в напускну
систему, в загальному об’ємi вивiльнених летких компонентiв.
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включень у мiнералах рудних парагенезисiв, а отже, газової фази флюїдiв, визначається
перевагою дiоксиду вуглецю над азотом. За мiнеральними асоцiацiями i параметрами мiне-
ралоутворювальних флюїдiв вивченi руднi парагенезиси є ближчими до руд продуктивних
стадiй мiнералогенезису золотосрiбного Мужiєвського родовища, що визначається геоло-
го-структурними особливостями рудовмiсних структур i насамперед бiльшим ерозiйним
зрiзом горсту власне Берегiвського родовища.
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И.М. Наумко, З. Г. Матвиишин, Л.Ф. Телепко, Б.Э. Сахно,
Р.В. Хомутник

О минералого-генетических особенностях рудных парагенезисов
северной периферической части Береговского месторождения
(Закарпатье)

На основании изучения парагенезисов минералов и флюидных включений в кварце, сфалери-
те, барите, флюорите и кальците жильных образований воспроизведены условия процес-
сов минералогенезиса северной периферической части Береговского золотополиметалличес-
кого месторождения. Оптимальный температурный интервал рудообразования составля-
ет 240–210 ◦С. В составе летучих компонентов флюидных включений в минералах руд-
ных парагенезисов диоксид углерода преобладает над азотом. По минеральным ассоциациям
и параметрам минералообразующих флюидов изученные рудные парагенезисы ближе к ру-
дам продуктивных стадий золотосеребряного Мужиевского месторождения, что определя-
ется геолого-структурными особенностями рудоносных структур, в первую очередь боль-
шим эрозионным срезом горста собственно Береговского месторождения.

I.M. Naumko, Z.H. Matviyishyn, L. F. Теlepko, B. E. Sakhno,
R.V. Khomutnyk

On the mineralogical genetic peculiarities of the ore parageneses of the
northern outlying area of the Berehovo field (Transcarpathia)

Data obtained on the mineral parageneses and fluid inclusions in quartz, sphalerite, barite, fluorite,
and calcite of vein formations allow us to reconstruct conditions of mineragenesis processes in the
northern peripheral part of the Berehovo gold-polymetallic field. The optimum temperature interval
of the ore-formation is 240–210 ◦С. Carbon dioxide predominates over nitrogen in the composition
of the volatile components of fluid inclusions in minerals of ore parageneses. According to mineral
associations and parameters of mineral-forming fluids, the studied ore parageneses are closer to
those of ores of the productive stages of the Muzhiyevo gold-silver field that is caused by geological-
structure peculiarities of ore-bearing structures, mainly by a greater erosional shearing of the horst
of the Berehovo field.
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УДК :550.385

Ю.П. Сумарук, Т.П. Сумарук

Про вклад зовнiшнiх джерел у вiкову варiацiю

геомагнiтного поля

(Представлено академiком НАН України В. I. Старостенком)

Дослiджено розподiл внеску зовнiшнiх джерел у вiковi варiацiї геомагнiтного поля
в 2003 р. за даними свiтової сiтки магнiтних обсерваторiй. Показано, що джерело
внеску — магнiтосферний кiльцевий струм й iоносфернi авроральнi та екваторiальний
електроджети, величина його в горизонтальну й вертикальну компоненти залежить
вiд географiчної широти мiсця спостереження. Максимальний внесок у горизонтальну
компоненту на екваторi та у вертикальну на полюсах приблизно дорiвнює 20 нТл. У ра-
йонах магнiтних аномалiй та в сейсмоактивних регiонах величина вiкових варiацiй вiд
зовнiшнiх джерел значно збiльшується.

Вiковi варiацiї (ВВ) геомагнiтного поля мають перiоди вiд десяткiв до сотень рокiв i бiль-
ше та обчислюються як рiзниця мiж середньорiчними значеннями елементiв геомагнiтного
поля на данiй обсерваторiї. Довгий час вважалось, що всi джерела ВВ розмiщенi всерединi
Землi. Таке твердження базувалось на припущеннi, що середньорiчнi значення елементiв
поля, за якими обчислюють ВВ, не мiстять у собi компонент вiд зовнiшнiх джерел, тому що
вони iррегулярнi i при усередненi за рiк повиннi зникати. Дослiдження останнiх рокiв пока-
зали, що таке припущення невiрне, оскiльки ВВ, що обчисленi вказаним методом, мiстять
достатньо велику складову вiд зовнiшнiх джерел [1–4].

Знання динамiки змiн ВВ головного магнiтного поля Землi (МПЗ) дуже важливi для
побудови механiзмiв генерацiї цього поля. Середньорiчнi значення елементiв МПЗ широко
використовуються для моделювання поля ядра, створення регiональних моделей ВВ [5, 6],
дослiдження джеркiв у ВВ [7, 8], тому виключення компоненти ВВ вiд зовнiшнiх джерел
має принципове значення як для покращення моделювання, так i вивчення вiкових змiн
головного МПЗ.

Основними зовнiшнiми джерелами, якi дають внесок у ВВ, є кiльцевий магнiтосферний
струм, струми на магнiтопаузi та в хвостi магнiтосфери та iоносфернi авроральнi електро-
джети, екваторiальний [9] i полярний електроджети [10].

Величина вищевказаних струмiв залежить вiд iнтенсивностi корпускулярного й електро-
магнiтного випромiнювання Сонця та напряму мiжпланетного магнiтного поля (ММП) [9–
11]. Значний внесок у ВВ дає система iоносферних динамострумiв (Sq), iнтенсивнiсть якої
в основному залежить вiд електромагнiтного випромiнювання Сонця. Частота появи та iн-
тенсивностi зовнiшнiх джерел залежить вiд сонячної активностi.

Просторовий розподiл варiацiй вiд зовнiшнiх джерел дуже складний. Так, магнiтосфер-
нi джерела: кiльцевий магнiтосферний струм та струми на магнiтопаузi, якi знаходяться
далеко вiд поверхнi Землi, генерують майже однорiдне магнiтне поле, величина якого є най-
бiльшою за абсолютною величиною в горизонтальнiй (H) компонентi на екваторi (зменшує
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поле) та у вертикальнiй (Z) компонентi на полюсах Землi (збiльшує поле). Величина H-ком-
поненти вiд магнiтосферних джерел повинна змiнюватись за законом косинуса широти,
Z-компоненти — за законом синуса.

Вплив авроральних електроджетiв найбiльше вiдображається на авроральних i субавро-
ральних широтах, полярного електроструменя — в полярних шапках Землi, а екваторiаль-
ного — на широтах геомагнiтного екватора. Авроральнi електроджети: захiдний (AL) змен-
шує H-компоненту на широтах ∼60–70◦, а схiдний (AU) збiльшує її [12]. Пiд час магнiтних
бурь вони розвиваються, але оскiльки захiдний електроджет iнтенсивнiший, нiж схiдний, то
на авроральних широтах сумарна величина збурення буде вiд’ємною. Величина цiєї рiзницi
AO = |AU | − |AL| регулярно публiкується [htpp://www.isgi.cept.ipsl.fr]. Отже, знаючи AO,
можна обчислити внесок авроральних електроджетiв у середньорiчнi значення H-компо-
ненти поля. Тобто, пiд час бурь на обсерваторiях, якi розмiщенi пiд електроджетами, змiни
ВВ будуть негативними. В середнiх широтах пiд час бурь збурення генеруються зворотними
струмами вiд авроральних електроджетiв i знак їх повинен бути позитивним [13].

Екваторiальний iоносферний електроджет спостерiгається на широтах ±10◦ переважно
в схiдному напрямi [9], що спричинює додатнi варiацiї в горизонтальнiй компонентi, тобто
частина вiд’ємних варiацiй вiд кiльцевого магнiтосферного струму компенсується.

2003 р. був вiднесений до фази спаду 23 циклу сонячної активностi (максимум циклу спо-
стерiгався в липнi 2000 р.). До середини жовтня 2003 р. сонячна активнiсть була низькою.
В другiй половинi жовтня ситуацiя рiзко змiнилася. На Сонцi появились три надзвичайно
активнi групи плям, якi викликали 16 великих сонячних спалахiв, 11 з яких мали найвищий
рентгенiвський бал X. Надзвичайно потужнi потоки енергiйних частинок вiд спалахiв виве-
ли з ладу прилади, що записували параметри мiжпланетного середовища на космiчних апа-
ратах, тому даних про ММП та параметри плазми мiжпланетного середовища 28–30 жовтня
та 3 листопада 2003 р. немає. Коли Сонце повернулось знову активною стороною до Землi
(2324 оберт за Бартельсом), активнi областi на ньому генерували збурення ММП. Повна
напруженiсть ММП досягла B > 50 нТл, вертикальна компонента BZ = −50 нТл. Потiк ра-
дiовипромiнювання Сонця на хвилi 10,7 см 29 жовтня — F10,7 = 270 Вт·м−2 ·Гц−1, а 19 листо-
пада — F10,7 = 178 Вт·м−2 ·Гц−1. Такi надзвичайнi подiї на Сонцi викликали на Землi екстра-
бурi 29–31 жовтня та 20–21 листопада 2003 р. Магнiтна буря 29–31 жовтня 2003 р. розвива-
лась у два етапи, максимальнi значення iндексiв Ap = 189 нТл, Kp = 9 нТл, Dst = −401 нТл,
пiковi значення компонент геомагнiтного поля в середнiх широтах досягли X > 1200 нТл,
Y > 700 нТл, Z > 250 нТл. На авроральних широтах iндекс AL � 2000 нТл. Друга буря
20–21 листопада була коротшою. Вона тривала приблизно одну добу. Iндекси активностi
приймали значення: Ap = 117 нТл, Kp = 8–9 нТл, Dst = −465 нТл. Цi бурi неодноразово
вивчалися [13, 14], вони значно вплинули на середньорiчнi значення поля всiх обсерваторiй
свiтової сiтки. Оскiльки вiкова варiацiя геомагнiтного поля вираховується як рiзниця мiж
середньорiчними значеннями елементiв поля, характерний пiк ВВ у 2003 р. дає змогу визна-
чити розподiл на Землi складової ВВ вiд джерела, iнтенсивнiсть якого достовiрно вiдома.

Мета даної роботи — оцiнити внесок у вiкову варiацiю геомагнiтного поля зовнiшнiх
джерел, величина якого значно зросла пiд час надзвичайних подiй на Сонцi у 2003 р. та
його розподiл на поверхнi Землi.

Нами використано середньорiчнi значення повної напруженостi геомагнiтного поля i її
горизонтальної та вертикальної компонент на працюючих на сьогоднi обсерваторiях свiтової
сiтки (127 обсерваторiй) за 2002–2004 рр. Данi опублiковано в http://www.geomag.bgc.ac.uk/
gifts/annual_means.shtml.

108 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



Рис. 1. Залежнiсть вiкової варiацiї вiд зовнiшнiх джерел у 2003 р. (кружки) i географiчної широти в гори-
зонтальнiй (H) та вертикальнiй (Z) компонентах (вiдповiдно а та б ).
Обсерваторiї: TNB — Терра Нова, HYD — Хайдарабад (а); SYO — Сьова, SAB — Сабхавала, HER —
Херманус, TKT — Ташкент, KRC — Карачi (б ).
Трикутниками показано модельнi значення, чорними кружками — ВВ на обсерваторiях авроральної зони

Результати дослiджень.Величину варiацiї вiд зовнiшнiх джерел обчислювали за фор-
мулою:

ΔSV = SV2003 − SV2002 + SV2004
2

, (1)

де SV — вiкова варiацiя напруженостi геомагнiтного поля та її складових за певний рiк
(вказаний iндексом). Ми припускаємо, що змiна ВВ вiд внутрiшнiх джерел вiдбувається
повiльно i тому, беручи рiзницю мiж послiдовними роками, вона виключається.

Змiни величини ВВ вiд зовнiшнiх джерел у горизонтальнiй компонентi поля залежно
вiд географiчної широти демонструє рис. 1, а.

Оскiльки кiльцевий магнiтосферний струм, який тече на захiд, дає зменшення повної
напруженостi поля, то в горизонтальнiй складовiй зменшення поля на екваторi буде мак-
симальним, а на полюсах — дорiвнювати нулю, що ми й спостерiгаємо в даному випадку.
Величина варiацiї ΔSV (H) є вiд’ємною i зростає за абсолютною величиною вiд високих
широт до екватора. Тобто, їх джерелом є кiльцевий магнiтосферний струм. Магнiтне поле
вiд далеко розташованого кiльцевого магнiтосферного струму (вiдстань вiд центра Зем-
лi ∼3–4 RE, де RE — радiус Землi) — однорiдне, тому широтну залежнiсть ΔSV (H) можна
представити законом косинуса:

ΔSV1(H) = −ΔSV (H)max · cosφ, (2)

де φ — широта обсерваторiї; ΔSV (H)max — максимальна величина ΔSV (H) на екваторi,
в цьому випадку дорiвнює 20 нТл.

На рис. 1, а трикутниками показано величину ВВ вiд зовнiшнiх джерел, обчислених за
формулою (2). На авроральних обсерваторiях, розташованих на широтах 60–70◦, спостерi-
гається значне вiдхилення ΔSV (H) вiд модельної кривої (позначеної чорними кружками),
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Рис. 2. Залежнiсть вiкової варiацiї напруженостi геомагнiтного поля вiд зовнiшнiх джерел у 2003 р. (кружки)
i географiчної широти за даними свiтової сiтки магнiтних обсерваторiй (експериментальнi значення).
Обсерваторiї: HYD — Хайдарабад, TKT — Ташкент

що свiдчить про вплив iоносферних авроральних електроджетiв. Середнє вiдхилення вiд
модельної кривої в авроральнiй зонi дорiвнює ∼10 нТл.

В авроральнiй зонi пiвденної пiвкулi магнiтних обсерваторiй мало, тому зробити таке
узагальнення є неможливим. На австралiйськiй обсерваторiї Маусон, що розташона в пiв-
денних авроральних широтах, вiдзначено вплив iоносферних авроральних електроджетiв
аналогiчно до впливу пiвнiчної авроральної зони.

У районi екватора спостерiгаються також значнi вiдхилення ΔSV (H) вiд модельної
кривої на обсерваторiях о-ва Паматай (PPT); Фукуеня (FUQ), Алiбаг (ABG). Оскiльки
ΔSV (H) тут зменшується за абсолютною величиною, це свiдчить про вплив на ВВ iоно-
сферного екваторiального електроджету, величина варiацiї вiд якого додатна. Великi вiд-
хилення ΔSV (H) вiд модельної кривої на обсерваторiях — iндiйськiй Хайдарабад (HYD),
пакистанськiй Квета (QUE) i туркменськiй Ашхабад (ASH) — найiмовiрнiше вiдобража-
ють вплив пiдстилаючих поверхонь. Вiдхилення на антарктичнiй обсерваторiї Терра Нова
(TNB), найiмовiрнiше, пов’язанi з експериментальними помилками.

Графiк змiни величини ВВ вiд зовнiшнiх джерел у вертикальнiй компонентi поля за-
лежно вiд географiчної широти демонструє рис. 1, б. Величина варiацiї ΔSV (Z) зростає вiд
екватора до високих широт. Знаки ΔSV (Z) протилежнi в пiвнiчнiй i пiвденнiй пiвкулях, що
є ще одним доказом впливу кiльцевого магнiтосферного струму. Затемненi трикутники по-
казують величину варiацiї, розрахованої за моделлю синуса ΔSV1(Z) = ΔSV (Z)max · sinϕ.
ΔSV (Z)max = 20 отримано за наведеними на рисунку експериментальними даними, оче-
видно, його величина не може бути бiльшою за коефiцiєнт у формулi (2). Надзвичайно
великi вiдхилення ΔSV (Z) вiд модельної кривої спостерiгаються на обсерваторiях Карачi
(KRC) i Ташкент (TKT), що свiдчить про неоднорiдностi у пiдстилаючих поверхнях на цих
обсерваторiях.

У пiвденнiй пiвкулi бiльшiсть обсерваторiй (як приклад, дивись обсерваторiю Татока
(TTB)) розташована на берегах океанiв або на островах, тому їх данi спотворенi береговим
ефектом або океанськими течiями [15].

Внесок у ВВ вiд зовнiшнiх джерел у повну напруженiсть поля ΔSV (F ), що обчисле-
нi за експериментальними даними, демонструє рис. 2. У приекваторiальних широтах зов-
нiшнi джерела спричинюють зменшення ВВ напруженостi геомагнiтного поля. Очевидно,
тут вiдображається вплив магнiтосферних джерел: кiльцевого магнiтосферного струму та
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Таблиця 1

Обсерваторiя
Геомагнiтна
широта, град ΔSV (H), нТл ΔSV (Z), нТл ΔSV (F ), нТл

Херманус −34 −16(−17) −57(−11) 4

Ташкент 32 −4(−15) −29(13) −30

Ашхабад 31 — 21(13) 20

Квета 22 116(−17) 164(12) 217

Сабхавала 21 −17(−17) 37(11) 15

Карачi 17 −15(−18) −47(9) −13

Алiбаг 10 −4(−19) −4(7) −7

Хайдарабад 08 32(−19) 6(7) 31

Татока 08 −17(−20) 17(0) 14

Адiс-Абеба 05 −12(−20) 3(5) −32

Таманрассет 05 −22(−29) 7(8) −16

Гуам 05 −22(−20) −4(6) −23

Пондiчерi 03 −21(−20) 16(5) −22

Кодайканал 01 −44(−20) — —

струмiв на деннiй поверхнi магнiтосфери, який фiксується магнiтографами горизонтальної
складової поля. В середнiх широтах внесок у повну напруженiсть поля на обсерваторiях
неоднаковий, що свiдчить як про вплив зовнiшнiх джерел, так i про вплив iндукованих
струмiв у пiдстилаючих поверхнях обсерваторiй. У високих широтах зовнiшнi джерела од-
нозначно збiльшують ВВ напруженостi геомагнiтного поля, якi на окремих обсерваторiях
у 2003 р. досягли ∼40 нТл.

На графiках залежностi величини внеску зовнiшнiх джерел у ВВ у горизонтальну, вер-
тикальну та повну напруженiсть поля на окремих обсерваторiях спостерiгаються значнi
вiдхилення вiд модельних кривих. ВВ вiд зовнiшнiх джерел на деяких обсерваторiях свi-
тової сiтки в 2003 р. та величини варiацiй демонструє табл. 1. У другому стовпцi таблицi
наведено геомагнiтну широту обсерваторiй, по якiй визначено положення екваторiально-
го електроджету. Цифри в дужках показують розрахованi за вiдповiдними моделями ве-
личини ВВ. Як можна бачити, вiдхилення вiд модельних величин у горизонтальнiй ком-
понентi спостерiгаються на обсерваторiях, розмiщених пiд екваторiальним електроджетом
(ϕ = 10–01◦), а у вертикальнiй компонентi — в сейсмоактивних регiонах — на границях
лiтосферних плит (обсерваторiї Квета (QEU), Сабхавала (SAB), Карачi (KRC)) або близь-
ко до них (Ташкент (TKT), Ашхабад (ASH)) та в регiонах глобальних магнiтних аномалiй
Херманус (HER).

Таким чином, надпотужнi магнiтнi бурi 2003 р. дали значний внесок у ВВ геомагнiтного
поля. У низьких широтах i на екваторi внесок у горизонтальну компоненту ВВ дорiвнює
приблизно 20 нТл. На полюсах внесок у вертикальну складову приблизно дорiвнює ±20 нТл.
Особливо чiтко спостерiгається вплив на ВВ iоносферних авроральних електроджетах. У се-
реднiх широтах вплив магнiтної активностi на ВВ вiдображається як в горизонтальнiй, так
i в вертикальнiй компонентах поля, i величина його змiнюється залежно вiд характеру змiн
iндукцiйних струмiв у пiдстилаючих поверхнях. У районах магнiтних аномалiй, в сейсмо-
активних регiонах, на границi лiтосферних плит величини вiкової варiацiї вiд зовнiшнiх
джерел значно збiльшуються.
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2. Verbanac G., Lühr H., Rother M. et al. Contributions of the external field to the observatory annual means
and the proposal for their corrections // Earth Planets Space. – 2007. – 59. – P. 251–257.

3. Ладынин А.В., Попова А.А. Квазипериодические флуктуации скорости векового хода геомагнитного
поля по данным мировой сети обсерваторий за 1985–2005 гг. // Геология и геофизика. – 2008. – 49,
№ 12. – С. 1262–1273.

4. Шевнин А.Д., Левитин А. Е., Громова Л.И. и др. Солнечная циклическая вариация в магнитных
элементах обсерватории “Москва” // Геомагнетизм и аэрономия. – 2009. – 49, № 3. – С. 315–320.

5. Korte M., Holme R. Regularization of spherical cap harmonics // Geophys. J. Int. – 2003. – 153. –
P. 253–262.

6. Максимчук В.Ю., Городиський Ю.М., Кузнецова В. Г. Динамiка аномального магнiтного поля Зем-
лi. – Львiв: Євросвiт, 2001. – 306 с.

7. Головков В.П., Симонян А.О. Джерки в вековых геомагнитных вариациях на интервале 1930–
1980 гг. // Геомагнетизм и аэрономия. – 1989. – 29, № 1. – С. 164–167.

8. Mc. Lead M. Signal and noise in magnetic observatory annual means: mantle conductivity and jerks //
J. Geophys. Res. – 1992. – 97. – P. 17261–17290.

9. Яременко Л.Н. Экваториальный струйный ток. – Киев: Наук. думка, 1970. – 115 с.

10. Сумарук П.В., Фельдштейн Я.И., Белов Б.А. Полярная электроструя в период магнитной бури
23–24 марта 1969 г. // Геофиз. журн. – 1992. – 14, № 3. – С. 79–81.

11. Акасофу С.И., Чепмен С. Солнечно-земная физика. Ч. 2. – Москва: Мир, 1975. – 509 с.

12. Davis T.N., Sugiura M.Auroral electrojet activity Index AE and its universal time variations // J. Geophys.
Res. – 1966. – 71. – P. 785–801.

13. Сумарук Ю.П. Варiацiї геомагнiтного поля вiд магнiтосферних та iоносферних джерел пiд час ду-
же великої магнiтної бурi 20–21 листопада 2003 p. // Геофиз. журн. – 2008. – 30, № 6. – С. 127–
130.

14. Лаба I.С., Пiдстригач I.Я., Сумарук Ю.П. та iн. Надзвичайна сонячна и геомагнiтна активнiсть в
жовтнi-листопадi 2003 p. // Журн. фiз. дослiджень. – 2010. – 14, № 3. – С. 3902–3915.

15. Ryskin G. Secular variation of the Earth’s magnetic field: induced by the ocean flow? // New J. Physics. –
2009. – 11. – 063015, 23 pp.

Надiйшло до редакцiї 12.06.2013Iнститут геофiзики iм. С. I. Субботiна
НАН України, Київ

Ю.П. Сумарук, Т.П. Сумарук

О вкладе внешних источников в вековую вариацию геомагнитного
поля

Исследовано распределение вклада внешних источников в вековую вариацию геомагнитного
поля в 2003 г. по данным мировой сети магнитных обсерваторий. Показано, что источник
вклада — магнитосферный кольцевой ток и ионосферные авроральные и экваториальный
электроджеты, величина его в горизонтальную и вертикальную компоненты зависит от
географической широты места наблюдения. Максимальный вклад в горизонтальную компо-
ненту на экваторе и вертикальную компоненту на полюсах приблизительно равен 20 нТл.
В районах магнитных аномалий и в сейсмоактивных регионах величина вековых вариаций
от внешних источников значительно увеличивается.
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Yu.P. Sumaruk, T. P. Sumaruk

On the contribution of external sources into secular variations of the
geomagnetic field

The contribution of external sources into secular variations of the geomagnetic field by the data
of the world net of magnetic observatories in 2003 is studied. It is shown that the magnetospheric
ring current and the ionospheric auroral and equatorial electrojets are sources of the contribution.
The contribution to the horizontal and vertical components depends on the observational place
latitude. The maximum contributions to the horizontal component at the equator and into the
vertical component at the poles are equal about 20 nT. The secular variation values increase to
a great extent at the regions of magnetic anomalies and at the seismoactive regions.
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Кристалiчна будова подвiйного дифосфату
Na2Mn3(P2O7)2

Вперше синтезовано новий подвiйний фосфат Na2Mn3(P2O7)2 та проведено його пов-
ний рентгеноструктурний аналiз. Встановлено, що кристалiчна структура подвiйного
дифосфату належить до триклiнної сингонiї, пр. гр. P , параметри елементарної грат-
ки: a = 0,5359(3), b = 0,6563(0), c = 1,6299(3) нм, α = 81,28◦, β = 82,69◦, γ = 72,43◦,
V = 0,53823 нм3, Z = 4, ρвир = 3,447 г/см3.

Одним з найважливiших завдань хiмiї є пошук нових сполук з корисними експлуатацiй-
ними властивостями. До таких сполук належать подвiйнi фосфати, що проявляють цiн-
нi оптичнi та електрофiзичнi властивостi. Одним з найперспективнiших методiв синтезу
монокристалiв таких сполук є синтез iз розчинiв-розплавiв, який дає змогу отримувати
речовини високої чистоти та значного розмiру [1–5]. При застосуваннi цього методу як се-
редовища для синтезу складних сполук використовуються розплавленi фосфатнi системи
лужних та полiвалентних металiв. Дослiдженню взаємодiї та кристалоутворенню в таких
системах присвячена низка наукових робiт [3–8]. У публiкацiї [8] було дослiджено систему
Na2O−P2O5−Mn2O3−NaF та зафiксовано утворення нової сполуки складу Na2Mn3(P2O7)2.

Мета даної роботи — синтез та дослiдження кристалiчної будови нового подвiйного
дифосфату Na2Mn3(P2O7)2. Для синтезу його монокристалiчних зразкiв використовува-
ли метод спонтанної кристалiзацiї з розчину-розплаву системи Na2O−P2O5−Mn2O3−NaF.
Вихiдну сумiш готували, використовуючи реактиви NaPO3, NaF, NH4H2PO4 квалiфiка-
цiї “ч. д. а.” та Mn2O3 квалiфiкацiї “х. ч.”. Спочатку змiшували розрахованi кiлькостi ме-
тафосфату натрiю й дигiдрофосфату амонiю та ретельно перетирали їх в агатовiй ступцi
з подальшим зневодненням i сплавленням при температурi 900 ◦C у платиновому тиглi.
Молярне спiввiдношення Na2O/P2O5 у вихiднiй шихтi становило 0,63. Пiсля витримуван-
ня розплаву впродовж однiєї години при вказанiй температурi в тигель вносили наважки
фториду натрiю та оксиду мангану (III), масова концентрацiя яких у кiнцевому розчинi-роз-
плавi дорiвнювала 10% для NaF та 30% для Mn2O3.
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Пiсля отримання кристалiчної фази при повiльному охолодженнi системи кристали вiд-
мивали вiд залишкiв розплаву розведеними розчинами мiнеральних кислот, промивали дис-
тильованою водою та сушили при кiмнатнiй температурi. В результатi синтезу були отри-
манi кристали пластинчастої форми свiтло-коричневого кольору розмiром 0,2×0,5×0,3 мм.

Дослiдження їх структури проводили рентгеноструктурним методом на чотириколо-
вому дифрактометрi “Enraf–Nonius СAD 4” (Мо, Кα-випромiнювання, графiтовий моно-
хроматор).

В результатi експерименту отримано 2019 рефлексiв в iнтервалi кутiв 2,54◦ � θ � 55,05◦,
проiндексованих в межах (−6 � h � 0, −7 � k � 7, −19 � l � 19), з яких для розрахункiв
використано 1819 незалежних з I > 2δ(I).

У масив даних введено поправку на фактор Лоренца та приведено експериментальну ко-
рекцiю на поглинання. Параметри кристалiчної гратки уточненi повноматричним методом
найменших квадратiв по 20 рефлексах у дiапазонi кутiв 14◦ � θ � 24◦. Розрахунок структу-
ри виконано в анiзотропному наближеннi теплових параметрiв для всiх атомiв. Остаточне
значення фактора розбiжностi становить Rw = 0,0693. Позицiйнi параметри атомiв зi стан-
дартними вiдхиленнями демонструє табл. 1.

Кристали Na2Mn3(P2O7)2 належать до триклiнної сингонiї, пр. гр. P , параметри кри-
сталiчної гратки дорiвнюють: a = 0,5359(3), b = 0,6563(0), c = 1,6299(3) нм, α = 81,28◦,
β = 82,69◦, γ = 72,43◦, V = 0,53823 нм3, Z = 4, ρвир = 3,447 г/см3.

Загальну проекцiю структури Na2Mn3(P2O7)2 на площину yz iлюструє рис. 1. Структура
складається з нескiнченних ланцюжкiв з деформованих октаедрiв [MnO6], якi проходять
вздовж напряму ob. Дифосфатнi групи з тетраедрiв [РО4] роздiляють ланцюжки [MnO6],

Таблиця 1. Координати атомiв (·104) та еквiвалентнi тепловi поправки (нм2
· 105) для структури

Na2Mn3(P2O7)2

Атом x/a y/b z/c Ueq

Mn(1) 5306(1) 6283(1) 3077(1) 10(1)
Mn(2) 2534(1) 10320(1) 1639(1) 10(1)
Mn(3) 6718(1) 12904(1) 775(1) 13(1)
Na(1) 5850(3) 2514(3) 4821(1) 25(1)
Na(2) 1115(3) 12832(3) 3626(1) 23(1)
P(1) 11335(2) 5632(1) 1783(1) 8(1)
P(2) 7854(2) 7836(1) 391(1) 7(1)
P(3) 9316(2) 7500(1) 4209(1) 9(1)
P(4) 6848(2) 10925(1) 2858(1) 8(1)
O(1) 13194(5) 3462(4) 1592(2) 10(1)
O(2) 12864(5) 7016(4) 2043(2) 12(1)
O(3) 9070(5) 5410(4) 2383(2) 17(1)
O(4) 10375(5) 6813(4) 907(2) 16(1)
O(5) 6411(5) 6178(4) 375(2) 14(1)
O(6) 9180(5) 8428(4) −457(2) 11(1)
O(7) 6146(5) 9772(4) 803(2) 10(1)
O(8) 8240(5) 8583(4) 4987(2) 18(1)
O(9) 12243(5) 6408(4) 4145(2) 15(1)
O(10) 7725(5) 6053(4) 4063(2) 15(1)
O(11) 9061(5) 9403(4) 3432(2) 14(1)
O(12) 5623(5) 12879(4) 3322(2) 14(1)
O(13) 8401(5) 11358(4) 2041(2) 10(1)
O(14) 4809(5) 9760(4) 2796(2) 12(1)
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Рис. 1. Проекцiя структури Na2Mn3(P2O7)2 на площину yz

якi також орiєнтованi вздовж напряму ob. Попарно з’єднанi пентагональнi бiпiрамiди натрiю
роздiляють “блоки” з полiедрiв мангану та фосфору, заповнюючи канали вздовж oy.

Структура Na2Mn3(P2O7)2 мiстить три кристалографiчно нееквiвалентнi октаедри ман-
гану, якi мають дещо деформовану форму. Довжина зв’язкiв мiж атомами мангану та кис-
ню в полiедрах [MnO6] лежить в таких межах: Mn(1)−O вiд 0,2144 до 0,2229 нм, Mn(2)−O
вiд 0,2129 до 0,2229 нм та Mn(3)−O вiд 0,2111 до 0,2321 нм (табл. 2).

Октаедри Mn(1) й Mn(2) з’єднуються ребрами O(2)−O(14), полiедри Mn(2) й Mn(3)
об’єднуються спiльними ребрами O(6)−O(13) (рис. 2). При цьому спостерiгається значний
“зсув” полiедраMn(2)O6 наMn(3)O6, який вiдображається на вiдстанях мiж атомами 3d-ме-
талу — Mn(1)−Mn(2) ∼0,34 нм, а Mn(2)−Mn(3) ∼0,326 нм. За рахунок такого зсуву вiд-
бувається “загин” ланки з трьох октаедрiв, повторювання якої в структурi призводить
до утворення нескiнченних ланцюжкiв вздовж напряму ob. Рiзний ступiнь деформованос-
тi полiедрiв мангану пiдкреслюють кути, що утворенi аксiальними атомами оксигену та
центральним атомом октаедра: ∠O(2)−Mn(1)−O(9) 159,53◦, ∠O(6)−Mn(2)−O(14) 164,64◦

i ∠O(5)−Mn(3)−O(13) 119,10◦.
До складу структури Na2Mn3(P2O7)2 входять двi кристалографiчно рiзнi дифосфатнi

групи [P2O7], якi складаються з фосфорокисневих тетраедрiв [РО4], безпосередньо з’єдна-
них загальними вершинними атомами О(4) й О(11). Кути при мiсткових атомах оксигену
в групах [P2O7] рiзнорозгорнутi та становлять: P(1)−O(4)−P(2) 144,07◦ i P(3)−O(11)−P(4)
138,33◦ (див. рис. 2). При цьому середня довжина зв’язку P−O у першому мiстку дорiв-
нює 0,1592 нм, а в другому — 0,1613 нм. Очевидно, що збiльшення довжини зв’язкiв P−O
у фрагментi P(3)−O(11)−P(4) обумовлене участю атомiв O(8) й O(12) у координацiї до
атомiв Na(1) й Na(2) вiдповiдно.

Мiж структурними блоками з полiедрiв [MnO6] й [РО4] уздовж осi oy проходять ка-
нали, якi заповненi полiедрами натрiю (див. рис. 1). Катiони натрiю знаходяться поблизу
площини z = 1/2 i утворюють викривленi пентагональнi бiпiрамiди, у вершинах яких знахо-
дяться атоми оксигену. Попарно з’єднанi бiпiрамiди [NaO7] заповнюють канали в структурi
Na2Mn3(P2O7)2 вздовж напряму ob (рис. 3).

Цiкаво вiдзначити, що в координацiї до атомiв лужного металу бере участь лише один
атом оксигену з октаедраMn(1)O6. Полiедр Na(1)O7 досить викривлений — кут мiж аксiаль-
ними атомами оксигену ∠O(9)−Na(1)−O(8) дорiвнює 156,96◦. При цьому довжина зв’язкiв
мiж атомами Na(1)−O(9) i Na(1)−O(8) дещо вiдрiзняється та становить 0,2862 й 0,2470 нм
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вiдповiдно. Екваторiальнi атоми оксигену утворюють викривлений п’ятикутник. Довжина
зв’язкiв Na(1)−O у пентагональнiй бiпiрамiдi [NaO7] лежить в межах вiд 0,2370 до 0,2862 нм.

Полiедр Na(2)O7 є менш деформованим — довжина зв’язкiв у фрагментi
O(11)−Na(2)−O(9) (кут дорiвнює 166,43◦) є однаковою i становить 0,2859 нм. Пента-

Таблиця 2. Довжини зв’язкiв мiж атомами в структурi Na2Mn3(P2O7)2

Позицiя атомiв Вiдстань, нм Позицiя атомiв Вiдстань, нм

Mn(1)−O(3) 0,2144(3) Mn(2)−O(1)#6 0,2184(2)

Mn(1)−O(2)#2 0,2172(2) Mn(3)−O(5)#7 0,2111(3)

Mn(1)−Na(2)#3 0,3386(0) Mn(3)−O(7) 0,2161(2)

Mn(1)−Na(2)#1 0,3594(9) Na(1)−O(12)#1 0,2434(3)

Mn(2)−O(6)#5 0,2178(3) Na(1)−O(10)#4 0,2531(3)

Mn(2)−O(14) 0,2299(2) Na(1)−P(3)#4 0,3009(8)

Mn(3)−O(1)#6 0,2137(2) Na(1)−Na(2)#3 0,3261(2)

Na(1)−O(9)#9 0,2370(3) Na(2)−O(12) 0,2412(3)

Na(1)−O(8)#1 0,2500(3) Na(2)−O(14) 0,2748(3)

Na(1)−O(9)#2 0,2862(3) Na(2)−P(4) 0,3122(5)

Na(1)−Na(1)#4 0,3235(3) Na(2)−P(1)#6 0,3283(9)

Na(2)−O(8)#10 0,2336(3) P(1)−O(1) 0,1523(2)

Na(2)−O(3)#6 0,2565(3) P(1)−Na(2)#3 0,3283(9)

Na(2)−O(9)#6 0,2859(3) P(2)−O(6) 0,1524(3)

Na(2)−Na(1)#6 0,3261(2) P(3)−O(9) 0,1513(3)

P(1)−O(3) 0,1487(3) P(3)−Na(1)#4 0,3009(8)

P(1)−O(4) 0,1586(3) P(4)−O(13) 0,1514(2)

P(2)−O(5) 0,1518(3) P(4)−O(11) 0,1601(3)

P(3)−O(8) 0,1511(3) O(1)−Mn(3)#3 0,2137(2)

P(3)−O(11) 0,1626(3) O(2)−Mn(1)#11 0,2172(2)

P(3)−Na(1)#9 0,3198(3) O(6)−Mn(3)#8 0,2134(2)

P(4)−O(14) 0,1531(2) O(8)−Na(1)#4 0,2476(3)

P(4)−Na(1)#7 0,3443(2) O(9)−Na(1)#9 0,2370(3)

O(2)−Mn(2)#11 0,2129(2) O(10)−Na(2)#3 0,2467(3)

O(5)−Mn(3)#1 0,2111(3) O(12)−Mn(1)#7 0,2168(2)

O(8)−Na(2)#10 0,2336(3) Mn(1)−O(12)#1 0,2168(3)

O(9)−Mn(1)#11 0,2229(3) Mn(1)−O(9)#2 0,2229(3)

O(9)−Na(1)#11 0,2862(3) Mn(1)−Na(1)#4 0,3567(3)

O(11)−Na(2)#11 0,2859(3) Mn(2)−O(13)#2 0,2158(2)

O(13)−Mn(2)#11 0,2158(2) Mn(2)−O(7) 0,2189(2)

Mn(1)−O(10) 0,2151(3) Mn(3)−O(6)#8 0,2134(2)

Mn(1)−O(14) 0,2199(2) Mn(3)−O(13) 0,2321(2)

Mn(1)−Na(1) 0,3454(8) Na(1)−O(8)#4 0,2476(3)

Mn(2)−O(2)#2 0,2129(2) Na(1)−O(10) 0,2856(3)

Na(1)−P(3)#9 0,3198(3) P(3)−Na(2)#3 0,3176(0)

Na(1)−Na(2)#1 0,3330(2) P(4)−O(12) 0,1519(2)

Na(2)−O(10)#6 0,2467(3) P(4)−Na(2)#11 0,3360(9)

Na(2)−O(11)#2 0,2859(3) O(1)−Mn(2)#3 0,2184(2)

Na(2)−P(3)#6 0,3176(0) O(3)−Na(2)#3 0,2565(3)

Na(2)−Na(1)#7 0,3330(2) O(6)−Mn(2)#5 0,2178(3)

P(1)−O(2) 0,1526(2) O(8)−Na(1)#7 0,2500(3)

P(2)−O(7) 0,1518(2) O(9)−Na(2)#3 0,2859(3)

P(2)−O(4) 0,1598(3) O(10)−Na(1)#4 0,2531(3)

P(3)−O(10) 0,1515(3) O(12)−Na(1)#7 0,2434(3)
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Рис. 2. Координацiйне оточення атомiв мангану в структурi Na2Mn3(P2O7)2

Рис. 3. Оточення атомiв натрiю в структурi Na2Mn3(P2O7)2

гональнi бiпiрамiди Na(1)O7 й Na(2)O7 об’єднуються за рахунок спiльної гранi, утвореної
атомами O(9)−O(12)−O(8). Таке з’єднання надає додаткової мiцностi структурi подвiйного
фосфату Na2Mn3(P2O7)2.

Таким чином, в результатi проведеного дослiдження було встановлено кристалiчну
структуру синтезованого подвiйного дифосфату натрiю мангану Na2Mn3(P2O7)2 та роз-
раховано його кристалографiчнi характеристики.
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Кристаллическая структура двойного дифосфата Na2Mn3(P2O7)2

Впервые синтезирован новый двойной фосфат Na2Mn3(P2O7)2 и проведен полный рентге-
ноструктурный анализ. Установлено, что кристаллическая структура двойного дифосфа-
та принадлежит к триклинной сингонии, пр. гр. P , параметры элементарной решетки:
a = 0,5359(3), b = 0,6563(0), c = 1,6299(3) нм, α = 81,28◦, β = 82,69◦, γ = 72,43◦, V =
= 0,53823 нм3, Z = 4, ρрасч = 3,447 г/см3.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine M.S. Slobodyanyk, P.G. Nagornyi,
R. S. Boiko, R.V. Lavryk, O.M. Zaslavskyi

Crystal structure of double diphosphate Na2Mn3(P2O7)2

The RSA of double phosphate Na2Mn3(P2O7)2 obtained for the first time is realized. The compound
belongs to the triclinic crystal system with space group P . The following parameters of a cell are
determined: a = 0.5359(3), b = 0.6563(0), c = 1.6299(3) nm, α = 81.28◦, β = 82.69◦, γ = 72.43◦,
V = 0.53823 nm3, Z = 4, ρcalc = 3.447 g/cm3.
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УДК 620.197

Д.А. Ткаленко , В.О. Лавренко, Ю.П. Вишневська

Поляризацiйний опiр при формуваннi захисних
фазових шарiв за участю органiчних лiгандiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.М. Григор’євим)

Встановлено основнi кiнетичнi закономiрностi процесу формування захисних металор-
ганiчних плiвок у кислих середовищах у присутностi комплексотвiрних iнгiбiторiв ко-
розiї. Запропоновано еквiвалентну схему межi розподiлу метал/електролiт, яка врахо-
вує поляризацiйний опiр дифузiї фазового шару та дозволяє визначати динамiку росту
поляризацiйного опору в часi при формуваннi захисних шарiв у присутностi вказаних
iнгiбiторiв. На основi закону росту фазових плiвок на поверхнi металiв було аналiтич-
но отримано спiввiдношення, що характеризує залежнiсть коефiцiєнта гальмування
вiд концентрацiї iнгiбiтора та враховує властивостi захисної плiвки i час її формуван-
ня. Показано, що збiльшується товщина та змiнюються властивостi захисної плiвки
в часi за параболiчним законом, якi пiдпорядковуються законам дифузiйної кiнетики.

Розв’язання актуальних задач у галузi протикорозiйного захисту конструкцiйних матерiа-
лiв i ресурсозбереження потребує розробки нових та удосконалення iснуючих методiв за-
хисту металiв вiд корозiйного руйнування. Розширення сфери застосування iнгiбiторного
захисту ускладнюється наявнiстю iстотних обмежень, що випливають з домiнуючих уяв-
лень про механiзм гальмування корозiйних процесiв, якi передбачають утворення повнiстю
або частково заповненого мономолекулярного шару внаслiдок адсорбцiї молекул органiчно-
го iнгiбiтора на поверхнi захисного металу [1, 2].

У попереднiх роботах експериментально було доведено, що в присутностi дослiджених
моноамiномонокарбонових амiнокислот, похiдних гуанiдину та ряду iнших лiгандiв, на по-
верхнi металу вiдбувається формування фазових шарiв малорозчинних комплексних спо-
лук iнгiбiтора з катiонами кородуючого металу [3–5]. Встановлено, що пiсля формування
в кислотних розчинах такi шари впродовж тривалого часу зберiгають захиснi властивос-
тi в агресивних середовищах без iнгiбiторiв та в повiтрянiй атмосферi, а процес їх осад-
ження може бути використаний для модифiкування поверхнi металу з метою пiдвищення
корозiйної стiйкостi та нанесення покриттiв рiзного функцiонального призначення. Однак
розробка нових способiв захисту металiв вiд корозiйного руйнування, що базуються на цi-
леспрямованому формуваннi фазових металорганiчних шарiв, вимагає створення наукових
засад методiв контролю осадження i опосередкованої неруйнiвної оцiнки їх функцiональ-
них властивостей.
Методика проведення експерименту. Ранiше нами був виявлений взаємозв’язок

мiж часом формування захисної плiвки, її морфологiєю та здатнiстю знижувати швидкiсть
корозiйного руйнування, а також встановлено, що при збiльшеннi часу експозицiї зразкiв
у заiнгiбованих розчинах значення ступеня захисту зростає [3, 4]. Тобто процес формування
фазової плiвки супроводжував збiльшенням її товщини та опiрностi. Однак застосування
непрямих методiв не дозволяє отримати миттєвi значення швидкостi корозiї, що необхiднi
для аналiзу динамiки формування вказних шарiв.

Кiнетику росту захисних шарiв дослiджували з використанням методу поляризацiйного
опору та математичного моделювання iз залученням законiв та основних кiлькiсних спiввiд-
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Рис. 1. Залежнiсть поляризацiйного опору сталевого електрода вiд тривалостi контакту:
а: 1 — 0,5 моль/л H2SO4, 2 — 0,5 моль/л H2SO4 + 5 г/л метiонiну, 3 — 0,5 моль/л H2SO4 + 5 г/л цистеїну,
4 — 0,5 моль/л H2SO4 + 5 г/л АЦЦ;
б : 1 — 0,5 моль/л H2SO4, 2 — 0,5 моль/л H2SO4 + 5 г/л ПГМГ, 3 — 0,5 моль/л H2SO4 + 5 г/л ПГМБ

ношень, характеризуючих зростання фазових плiвок на поверхнi металiв [5–7]. Формування
металорганiчних шарiв здiйснювалось in situ на поверхнi зразкiв сталi марок 08 кп та Ст. 20
у 0,5 моль/л розчинах H2SO4 з додаванням органiчних лiгандiв: цистеїну (Ц), ацетилцистеї-
ну (АЦЦ), метiонiну, полiгексаметиленгуанiдину (ПГМГ) та полiгексаметиленбiгуанiдину
(ПГМБ).

Поляризацiйний опiр (ПО) визначали за допомогою приладу Р5126, який вимiрює та
автоматично компенсує активний омiчний опiр електролiту та пасивувальних плiвок, якi
можуть утворюватись на поверхнi, що дозволяє видiлити в чистому виглядi ПО корозiйної
системи [8]. Як параметр, що безпосередньо пов’язаний з товщиною плiвки, використову-
вали значення сумарного поляризацiйного опору (СПО).
Результати та їх обговорення. Аналiз динамiки росту ПО в присутностi амiнокислот

та похiдних гуанiдину (рис. 1) свiдчить про значне пiдвищення величини ПО протягом
усього часу експозицiї зразкiв у заiнгiбованих розчинах, яке не можна пояснити явищами фi-
зичної (електростатичної) адсорбцiї або хемосорбцiї, що зумовлено швидкiстю проходження
таких процесiв.

У попереднiх роботах було запропоновано тлумачення механiзму iнгiбування в даних
системах, це передбачає формування захисної фазової плiвки з продуктiв взаємодiї iнгiбi-
тора з катiонами кородуючого металу, яка може вiдiгравати роль дифузiйного бар’єру [3–5].
У випадку, коли плiвка формується з неелектропровiдного матерiалу, її опiр визначається
iонною провiднiстю електролiту в порах плiвки. Отже, вимiрювана приладом величина
включає не лише опiр переходу Rp, а й опiр дифузiї Rd, який за даних умов буде ви-
значатися дифузiйним опором плiвки. Тому вимiрювану величину в подальшому будемо
називати СПО i позначатимемо як Rp+Rd, а прирiст цiєї величини в часi будемо вiдносити
в основному за рахунок змiни параметрiв та властивостей сформованих плiвок.

При збiльшеннi товщини плiвки зростає її опiр i при цьому збiльшується СПО Rp +
+ Rd електрохiмiчної системи в цiлому. Таким чином, за умови Rp + Rd � Rp характер
змiни Rp + Rd у часi в першому наближеннi вiдображає кiнетику росту захисної плiвки.
Отже, аналiз характеру змiни в часi Rp + Rd дозволяє зробити ряд висновкiв як щодо
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Рис. 2. Еквiвалентна схема електрохiмiчної системи за участю в електролiтi комплексотвiрних iнгiбiторiв
та утворення фазових захисних шарiв

властивостей плiвки (її щiльностi, проникностi), так i про природу лiмiтуючої стадiї, що
визначає швидкiсть її росту.

З урахуванням вищевказаного в даному повiдомленнi нами запропоновано еквiвалентну
схему електрохiмiчної системи, що дозволяє визначити динамiку росту поляризацiйного
опору в часi при формуваннi фазових металорганiчних шарiв за участю органiчних лiгандiв
(рис. 2).

При формуваннi на поверхнi металу досить щiльної плiвки характер наростання її тов-
щини описується параболiчним законом росту [6, 7], який можна представити таким ви-
разом:

h2 = kt = (2DC)t, (1)

де D i C — коефiцiєнт дифузiї i концентрацiя частинок, якi беруть участь у процесi росту
плiвки.

У першому наближеннi можна припустити, що величина Rp + Rd лiнiйно пов’язана
з товщиною плiвки. У такому випадку за параболiчним законом має змiнюватись з часом
i ПО Rp+Rd. Встановлено, що в розглянутих нами випадках характер змiни Rp+Rd у часi
пiдпорядковується параболiчному закону i вiдповiдно описується рiвнянням

Rp +Rd = (2DC)0,5ρt0,5, (2)

де ρ — ефективний питомий опiр шару.
Ранiше було зазначено [5], що з пiдвищенням концентрацiї iнгiбiтора нахил прямих у ко-

ординатах СПО − √t збiльшується:

h = (2DC)0,5t0,5. (3)

Це пiдтверджує правдивiсть даного рiвняння та вказує на наявнiсть уповiльненої дифузiйної
стадiї в товщi захисного шару.

Порiвняльний аналiз експериментальних даних, що вiдображають динамiку формуван-
ня захисних шарiв в присутностi похiдних гуанiдину [5] та амiнокислот, дає змогу видiлити
основнi кiнетичнi закономiрностi, що характернi для даних лiгандiв. Нахил кривих в коор-
динатах lgСПО − lg t (рис. 3) дозволяє уточнити показник степеня в останньому рiвняннi.
Як видно з рисунка, експериментальнi данi для похiдних гуанiдину в бiлогарифмiчних ко-
ординатах вiдображаються прямими лiнiями з нахилом n = 0,51. Такi нахили близькi до
показника степеня, що вiдповiдає дифузiйному режиму росту плiвки (n = 0,5).

У той самий час, для цистеїну та ацетилцистеїну (див. кривi 1, 2 на рис. 3) характер-
на змiна нахилу вiд n = 0,65 до n = 0,5 при досягненнi значення lg t = 0,35, що можна

122 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



Рис. 3. Залежнiсть поляризацiйного опору сталевого електрода вiд тривалостi контакту з 0,5 моль/л роз-
чином H2SO4, що мiстить 5 г/л iнгiбiтора, в подвiйних логарифмiчних координатах: 1 — Ц; 2 — АЦЦ, 3 —
ПГМГ, 4 — ПГМБ

пояснити ущiльненням захисної плiвки. Тобто на початковому етапi формування фазо-
вого шару вiдбувається утворення поруватої плiвки, подальше збiльшення товщини якої
супроводжується зниженням швидкостi видiлення водню та ущiльненням захисної плiвки
за рахунок утворення та осадження комплексних сполук безпосередньо в її порах. Пiсля
ущiльнення фазового шару нахил кривих досягає значення n = 0,5. Таким чином, отрима-
нi експериментально нахили узгоджуються з розрахунковими значеннями та вiдповiдають
рiвнянню для чисто дифузiйного режиму росту плiвки [6, 7]:

lg h = lg k + 0,5 lg t = 0,5 lg(2DC) + 0,5 lg t. (4)

Порiвняльний аналiз результатiв дослiджень динамiки росту захисних шарiв у присут-
ностi ПГМГ й Ц та їх морфологiї методами SEM i AFM [4] дозволяє зробити висновок,
що нахил експериментальних кривих у координатах lgСПО− lg t наближається до n = 0,5
у випадку формування щiльних фазових шарiв. Значення похiдної як вiдношення приро-
сту СПО до часу в бiлогарифмiчних координатах дає змогу визначити момент переходу вiд
початкового етапу формування до усталеного режиму росту плiвки з дифузiйним контро-
лем. Слiд зазначити, що пiсля досягнення деякої граничної товщини плiвки її подальше
зростання буде обмеженим в результатi встановлення динамiчної рiвноваги мiж процесами
формування та часткового розчинення захисного шару в агресивному середовищi.

Для обгрунтування отриманих спiввiдношень було також проведено дослiдження впли-
ву концентрацiї лiгандiв на характер змiни СПО. Встановлено, що зi збiльшенням концен-
трацiї метiонiну в iнтервалi вiд 0,5 до 5 г/л спостерiгається зростання ПО, нахил прямих
в координатах lgСПО− lg t практично не змiнюється. Аналiз рiвняння (4) показує, що при
формуваннi плiвки в режимi з чисто дифузiйним контролем з пiдвищенням концентрацiї
графiк функцiї в координатах lgСПО − lg t змiщується паралельно, вiдтинаючи на осi ор-
динат величину lg(2DC)0,5, що вiдповiдає новiй концентрацiї.

Як було ранiше показано [5], при пiдвищеннi концентрацiї похiдних гуанiдину нахил
прямих в координатах lgСПО− lg t також зберiгається, отже, у дослiджених системах пiд-
вищення концентрацiї лiгандiв не приводить до змiни механiзму росту захисної плiвки.

Одним з найважливiших показникiв корозiйного процесу є коефiцiєнт гальмування γ,
що виражається вiдношенням ν0/νi, де ν0 i νi — швидкiсть корозiї у розчинах без iнгiбiто-
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Рис. 4. Залежнiсть логарифма коефiцiєнта гальмування вiд логарифма концентрацiї метiонiну в 0,5 моль/л
H2SO4

ра i з iнгiбiтором вiдповiдно. Оскiльки ПО є величиною, оберненою до швидкостi корозiї,
коефiцiєнт гальмування можна представити виразом

γ =
ν0
νi

=
Ri

R0
. (5)

З рiвняння (5) випливає, що

Ri = γR0. (6)

Якщо пiдставити даний вираз для Ri у базове рiвняння (2), то отримаємо

γR0 = (2DC)0,5ρt0,5

або

γ =
(2DC)0,5ρt0,5

R0
. (7)

Рiвняння (7) пiсля логарифмування матиме такий вигляд:

lg γ = − lgR0 + 0,5 lg(2Dt) + lg ρ+ 0,5 lgC, (8)

яке для одного й того самого часу експозицiї електрода у розчинi (t = const) можна пред-
ставити так:

lg γ = const + 0,5 lgC. (9)

Вiдповiдно до рiвняння (9), графiк залежностi коефiцiєнта гальмування вiд концентрацiї
iнгiбiтора в координатах lg γ − lgC вiдображається прямою. Аналiз залежностi був прове-
дений, згiдно з даними гравiметричних дослiджень для концентрацiй метiонiну, г/л: 0,5; 2;
3,5; 5; 8 та часу експозицiї 168 год.

Як видно з рис. 4, у даних координатах графiк демонструє пряму з нахилом 0,42.
Деяке вiдхилення отриманого нахилу вiд теоретичного значення 0,5 можна пояснити част-
ковим розчиненням захисної плiвки в агресивному середовищi, що пов’язано з вiдносно

124 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



високою розчиннiстю утворених комплексних сполук у порiвняннi з iншими дослiдженими
лiгандами.

Отже, рiвняння (9), що вiдоме з лiтератури як емпiричне, було аналiтично отримано на
основi закону росту фазових плiвок на поверхнi металiв, а значення константи в умовах
формування фазових металорганiчних шарiв вiдповiдає виразу − lgR0 + 0,5 lg(2Dt) + lg ρ.

Таким чином, нами встановленi основнi кiнетичнi закономiрностi процесу формування
захисних металорганiчних плiвок у кислих середовищах в присутностi комплексотвiрних
iнгiбiторiв корозiї. Представлена еквiвалентна схема межi розподiлу метал/електролiт до-
зволяє враховувати поляризацiйний опiр дифузiї фазового шару та аналiзувати динамiку
росту поляризацiйного опору в часi при формуваннi захисних шарiв за участю органiчних
лiгандiв. Запропоновано метод опосередкованої оцiнки фiзичних властивостей таких ша-
рiв. На основi закону росту фазових плiвок на поверхнi металiв було аналiтично отримано
спiввiдношення, що характеризує залежнiсть коефiцiєнта гальмування вiд концентрацiї iн-
гiбiтора з урахуванням властивостi захисної плiвки та часу її формування.

Виявленi закономiрностi та отриманi спiввiдношення дають змогу використовувати ме-
тод ПО для дослiдження динамiки формування i контролю осадження фазових металорга-
нiчних шарiв та опосередкованої неруйнiвної оцiнки їх функцiональних властивостей.
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Д.А. Ткаленко , В.О. Лавренко, Ю.П. Вишневская

Поляризационное сопротивление при формировании фазовых слоев
с участием органических лигандов

Установлены основные кинетические закономерности процесса формирования защитных
металлорганических пленок в кислых средах в присутствии комплексообразующих инги-
биторов коррозии. Предложена эквивалентная схема границы раздела металл/электролит,
учитывающая поляризационное сопротивление диффузии фазового слоя и предназначенная
для анализа динамики роста поляризационного сопротивления во времени при формиро-
вании защитных слоев в присутствии указанных ингибиторов. На основании закона рос-
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та фазовых пленок на поверхности металлов было аналитически получено соотношение,
характеризующее зависимость коэффициента торможения от концентрации ингибитора
с учетом свойств защитной пленки и времени ее формирования. Показано, что толщина
увеличивается и защитные свойства пленки изменяются во времени по параболическому
закону, которые и подчиняются законам диффузионной кинетики.

D.A. Tkalenko , V.O. Lavrenko, Yu.P. Vyshnevskya

Polarization resistance at the formation of protective phase layers with
organic ligands

It is discovered that a decrease in the rate of corrosion in the presence of organic ligands is due to
the formation of slightly soluble metallorganic complexes on the metal surface. An equivalent circuit
model for the electrochemical system with complexing type inhibitors is proposed. The quantitative
correlation between the growth rate of metallorganic layers, their protective properties, exposure
time, and concentration of the inhibitor has been obtained for the first time. The phase film thickness
increases, and its protective properties vary by the parabolic law in time and obey the laws of
diffusion kinetics.
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УДК 546.98+547,792

Д.М. Хоменко, Р.О. Дорощук, Р.Д. Лампека

Синтез та дослiдження нового тетраядерного комплексу
паладiю з етиловим естером

3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолiлоцтової кислоти

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.С. Слободяником)

Вивчено синтез та дослiджено новий комплекс паладiю (II), що мiстить фрагмент
(2-пiридил)-1,2,4-триазолу. Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА отримано з Pd(HL)Cl2 (HL — етило-
вий естер 3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолiлоцтової кислоти) шляхом нагрiвання в розчи-
нi ДМФА. Молекулярна та кристалiчна структури Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА були доведенi
методом РСА. Комплекс — тетраядерна частинка, в якiй кожен 1,2,4-триазолiльний
фрагмент виконує роль бiдентатного лiганду та мiстка мiж металоцентрами, при-
чому в межах однiєї тетраядерної частинки триазол координується двома рiзними
способами. Виходячи з даних, отриманих iз ЯМР-спектрiв Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА можна
зробити висновок, що навiть у розчинi ДМСО-d6 тетраядерна структура комплексу
зберiгається.

Вивчення координацiйно-хiмiчної поведiнки комплексiв благородних металiв, до складу
яких входять похiднi 1,2,4-триазолу, привертає значну увагу дослiдникiв, що зумовлено,
зокрема, їх фотофiзичними та фотохiмiчними властивостями [1–3]. Iншим можливим спосо-
бом їх застосування є створення каталiзаторiв рiзноманiтних хiмiчних реакцiй [4]. Наприк-
лад, комплекси паладiю використовуються у важливих перетвореннях, таких як реакцiя
Хека та Сузукi [5], а також як люмiнесцентнi матерiали [6–9].

У даному повiдомленнi описано синтез та результати дослiджень будови тетраядер-
ної комплексної сполуки складу Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА, де НL — етиловий естер 3-(2-пiри-
дил)-1,2,4-триазолiлоцтової кислоти.
Об’єкти та методи дослiдження. Етиловий естер 3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолiлоцто-

вої кислоти та комплекс Pd(НL)Cl2 синтезованi нами за ранiше описаними методиками [10].
Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА було отримано нагрiванням Pd(НL)Cl2 у розчинi диметилформамiду.

ЯМР-спектри отриманих сполук були записанi на приладi “Mercury 400” фiрми “Varian”
при кiмнатнiй температурi. Як розчинник використовували ДМСО-d6.

Експериментальний матерiал для розшифровки кристалiчної структури було отримано
на автодифрактометрi “Bruker Apex II CCD”. Усi розрахунки виконували за програмою
SHELX [11, 12].
Результати та їх обговорення. В результатi рентгеноструктурного дослiдження було

встановлено, що сполука Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА має тетраядерну будову. Лiганд у комплексi
депротонований за триазольним циклом, за рахунок чого азол виконує функцiю мiстка. При
цьому слiд вiдзначити, що металоцентри поєднуються як через N(1), N(2), так i через N(1),
N(4) атоми триазолу. Таким чином, L− координований двома рiзними способами, а атоми
Pd мають два рiзних види координацiйного оточення (рис. 1). Усi структурнi одиницi, що
складаються з центрального атома i хелатотвiрного лiганду, практично плоскi — максималь-
не вiдхилення вiд середньоквадратичних площин не перевищує 0,011 нм. Плоскоквадратнi
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Рис. 1. Молекулярна будова cполуки Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА

угруповання навколо центрiв Pd(1) й Pd(1′) практично компланарнi (двогранний кут мiж
ними становить лише 5,1◦). Двогранний кут мiж системами, що утворюють координацiй-
не оточення Pd(2) й Pd(2′), дорiвнює 34,3◦, двограннi кути мiж сусiднiми моноядерними
угрупованнями — 70,3–75,6◦.

Пiсля детального вивчення кристалiчної гратки Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА приходимо до вис-
новку, що вона мiстить два типи тетраядерних угруповань, якi є дзеркальним вiдображен-
ням одне одного. Отже, сполука представляє собою рацемiчну сумiш i Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА
є хiральним комплексом, що не мiстить жодного стереогенного атома.

У 1Н ЯМР спектрi сполуки Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА спостерiгається чiтке подвоєння всiх
сигналiв. Два дублети при 7,30 i 7,23 м. ч. — це сигнали вiд мета-протона пiридилу, що
знаходиться бiля триазольного циклу. У ПМР-спектрi вихiдного комплексу [10] цей дублет
спостерiгається при 8,18 м. ч., а в некоординованому лiгандi — при 8,04 м. ч. Як правило,
така змiна в хiмiчних зсувах обумовлюється введенням в ароматичне кiльце електронодо-
норних груп, що пiдвищують електронну густину в орто- i пара-положеннях. У даному
випадку роль такого замiсника виконує депротонований триазольний цикл, який несе не-
гативний заряд.

Сигнал орто-протона пiридилу спостерiгається у ПМР-спектрi при 9,00 i 8,12 м. ч. Така
рiзниця в хiмiчних зсувах обумовлена неоднаковим оточенням цього протона в комплексi.
А саме, у випадку металоцентрiв Pd(2) й Pd(2′) у безпосереднiй близькостi до орто-протона
пiридилу знаходяться практично тi самi атоми, що й у вихiдному комплексi, тому i хiмiчний
зсув у цьому випадку практично не змiнюється при тетрамеризацiї (а на рис. 2). Сигнал
iншої пари атомiв водню сильно змiщений в область сильного поля. Це може бути зумовлено
тим, що данi α-пiридиновi протони в комплексi знаходяться над площиною триазольного
кiльця, а отже, потрапляють в область позитивної магнiтної анiзотропiї (див. б на рис. 2).
Сигнали iнших протонiв пiридильного залишку зазнають незначного зсуву в сильне поле.

Ще бiльш складна ситуацiя спостерiгається для метиленових протонiв, що знаходяться
мiж триазольним циклом i естерною групою. Їх сигнали мають вигляд, характерний для дi-
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Рис. 2. Зображення координацiйного оточення металоцентрiв у сполуцi Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА: а — Pd(2) й
Pd(2′); б — Pd(1) й Pd(1′)

астереотопних протонiв, i проявляються у виглядi двох пар дублетiв з гемiнальною констан-
тою спiн-спiнової взаємодiї 17 Гц. Це свiдчить про магнiтну нееквiвалентнiсть метиленових
протонiв, що є наслiдком хiральностi комплексу.

Таким чином, нами синтезовано тетраядерний комплекс сполуки Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА.
Кристалiчну структуру отриманої сполуки доведено методом РСА. Комплекс — тетраядер-
на частинка, в якiй кожен 1,2,4-триазолiльний фрагмент виконує роль бiдентатного лiганду
як мiстка мiж металоцентрами. Данi про структуру Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА в розчинi, що отри-
манi iз ПМР-спектрiв, добре корелюють iз даними РСА. Тому можна зробити висновок, що
в розчинi ДМСО-d6 сполука Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА, як i в кристалiчному станi, iснує у виглядi
тетраядерних частинок.
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Д.Н. Хоменко, Р.А. Дорощук, Р.Д. Лампека

Синтез и исследование нового тетраядерного комплекса палладия
c этиловым эфиром 3-(2-пиридил)-1,2,4-триазолилуксусной кислоты

Изучен синтез и исследован новый комплекс палладия (II), содержащего фрагмент (2-пи-
ридил)-1,2,4-триазола. Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА был получен из Pd(HL)Cl2 (HL — этиловый эфир
3-(2-пиридил)-1,2,4-триазолилуксусной кислоты) путем нагревания в растворе ДМФА. Мо-
лекулярная и кристаллическая структуры Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА доказаны методом РСА.
Комплекс представляет собой тетраядерную частицу, в которой каждый 1,2,4-триазо-
лильный фрагмент выполняет роль бидентатного лиганда и мостика между металло-
центрами, причем в пределах одной тетраядерной частицы триазол координирован двумя
разными способами. Исходя из данных, полученных из ЯМР-спектров Pd4(L)4Cl4 ·ДМФА,
можно сделать вывод, что даже в растворе ДМСО-d6 тетраядерная структура комплекса
сохраняется.

D.M. Khomenko, R.O. Doroschuk, R.D. Lampeka

Synthesis and investigation of a new tetranuclear palladium complex
with 3-(2-pyridyl)-1,2,4-triazolyl acetic acid ethyl ester

This article describes the synthesis and the characterization of a novel palladium(II) complex
containing (2-pyridyl)-1,2,4-triazolyl ligand. Pd4(L)4Cl4 ·DMFA was obtained from the initial
complex Pd(HL)Cl2 (HL is 3-(2-pyridyl)-1H-1,2,4-triazole-5-acetic acid ethyl ester) by refluxing
in a DFMA solution. The molecular and crystal structures of Pd4(L)4Cl4 ·DMFA have been stu-
died by the single crystal X-ray diffraction. The structure of complex Pd4(L)4Cl4 ·DMFA consists
of a tetranuclear cluster of palladium atoms, and each 1,2,4-triazole moiety acts as a bidentate
ligand bridging two palladium centers in two different ways. By means of NMR-spectroscopy, it is
shown that the tetranuclear cluster of Pd4(L)4Cl4 ·DMF is stable in a DMSO-d6 solution.
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Р.В. Родик, член-корреспондент НАН Украины В.И. Кальченко

Влияние наноразмерных агрегатов катионного

каликс[6]арена на протолитические равновесия
флуоресцеиновых красителей в водном растворе

Обнаружено увеличение констант ионизации флуоресцеина и н-децилфлуоресцеина
в присутствии агрегатов водорастворимого каликс[6]арена (СА6), содержащего чет-
вертичные аммониевые группы. Этот факт, а также особенности изменения спект-
ральных свойств красителей, связанных агрегатами, и сдвиг таутомерных равновесий
флуоресцеина позволяют судить о сходстве и различии агрегатов СА6 и традиционных
мицелл катионных поверхностно-активных веществ. Увеличение ионной силы приво-
дит к уменьшению констант ионизации красителя вследствие экранирования поверх-
ностного заряда агрегатов.

Каликсарены, наряду с другими макроциклическими соединениями, привлекают внима-
ние исследователей, прежде всего благодаря их способности селективно связывать различ-
ные молекулы и ионы [1]. Данные соединения легко модифицируемы и малотоксичны, что
открывает широкие возможности использования их для управления биохимическими про-
цессами. С этой точки зрения получение информации о состоянии каликсаренов в водных
растворах, а также об особенностях их взаимодействия с различными молекулами и иона-
ми становится первоочередной задачей.

Хорошо известна способность водорастворимых каликсаренов образовывать агрегаты
в растворах. Этот процесс является, по-видимому, в значительной мере следствием гидро-
фобного взаимодействия и часто имеет пороговый характер, что позволяет провести опре-
деленную аналогию между агрегацией каликсаренов и мицеллообразованием с участием
дифильных молекул поверхностно-активных веществ (ПАВ) [2–5].

Для того чтобы выяснить, насколько далеко простирается данная аналогия, мы ис-
следовали влияние водорастворимых каликсаренов на спектры поглощения и протолити-
ческие равновесия ряда красителей. В настоящей работе в качестве представителя этой
группы каликсаренов был выбран 5,11,17,23,29,35-гексакис(N,N -диметил-N -гидроксиэтил-
аммоний)-метилен-37,38,39,40,41,42-гексаметокси-каликс[6]арена гексахлорид (СА6), наибо-
лее вероятная конформация которого в растворах представлена на схеме 1.

Ранее [3] нами было обнаружено, что это соединение в широком диапазоне концентраций
в водных растворах образует полидисперсную систему со сравнительно большим размером
частиц. Последние представляют собой вторичные агрегаты, для которых, согласно дан-
ным электронной микроскопии, не характерна кристаллическая структура (рис. 1) [3].
Также было проанализировано влияние агрегатов СА6 в водных растворах на показатель
констант ионизации pKa простых индикаторов зарядного типа ±/− и −/=, диссоциирую-
щих по одной ступени. Как и большинство положительно заряженных коллоидных частиц,
агрегаты СА6 сдвигают равновесие в более кислую область. Однако электрокинетический
потенциал агрегатов заметно ниже, чем у мицелл катионных ПАВ, и составляет в чистой
воде всего около +45 мВ (потенциал определяли в условиях, указанных на рис. 1). Вслед-
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Схема 1

Рис. 1. Распределение количества частиц по размерам (а), согласно данным динамического светорассеяния,
и электронная микрофотография (б ) агрегатов CA6, соответствующие концентрации каликсарена в водном
растворе 1 · 10−3 моль/л

ствие этого снижение значений pKa в присутствии таких агрегатов меньше, чем в случае,
например, мицелл катионного ПАВ цетилпиридиний хлорида (ЦПХ).

Для получения полной картины взаимодействия агрегат — краситель необходимо полу-
чить информацию о влиянии каликсарена на равновесия зондов с более сложной системой
прототропных превращений. Для этой цели был выбран флуоресцеин, нейтральная форма
которого существует в растворах в виде смеси трех таутомеров. Данный краситель иони-
зируется в растворах в три ступени (схема 2).

Некоторые ионные формы изучаемого красителя могут лишь частично связываться
агрегатами СА6, и в данном случае параметры таутомерных превращений будут не вполне
отражать свойства микроокружения зонда. Такая неопределенность может быть преодоле-
на, если использовать гидрофобный аналог — н-децилфлуоресцеин (схема 3).

Указанный краситель практически нерастворим в воде, растворимость его в изучае-
мых системах обеспечивается исключительно солюбилизацей агрегатами каликсарена, что
позволяет определить константы ионизации в условиях полного связывания.
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Схема 2

Экспериментальная часть. Для приготовления исходных растворов флуоресцеин
растворяли в водном растворе разбавленной щелочи, а навеску децилфлуоресцеина сме-
шивали с соответствующим количеством каликсарена и разбавляли водой; получен-
ная система была устойчива к осаждению в широком интервале pH. Во избежание
гидролиза сложноэфирной группы растворы с pH >9 в этом случае не применяли.
В рабочих растворах использовали спектрофотометрические концентрации красителей:
(0,5–1) · 10−5 моль/л. Ионная сила поддерживалась постоянной (0,05 или 0,5 моль/л,
NaCl+ компоненты буферных растворов). Концентрация СА6 во всех исследуемых систе-
мах составляла 3·10−3 моль/л. Равновесие устанавливалось при термостатировании (25 ◦С).

Схема 3

Поглощение света измерено на спектрофотометре СФ-46. Значения pH растворов опре-
деляли компенсационным методом в цепи с переносом со стеклянным электродом ЭСЛ-63–
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Рис. 2. Спектры поглощения индивидуальных ионных форм флуоресцеина (а) и децилфлуоресцеина (б )
в присутствии агрегатов CA6 при I = 0,05 моль/л

07 при помощи потенциометра постоянного тока Р 37–1, в качестве нуль-инструмента
использовали pH-метр милливольтметр pH 121. Калибровку проводили по стандартным
буферным растворам с pH 9,18, 6,86, 4,01 и 1,68.

Показатели “кажущихся” констант ионизации красителей pKa
a в присутствии агрегатов

определяются следующим соотношением:

pKa
ai = pH+ log

[H(n−i+1)R
−i+1]t

[H(n−i)R
−i]t

, (1)

где в квадратных скобках — концентрации сопряженных форм красителя на литр всего
раствора; n — параметр, равный 2 (для флуоресцеина) или 1 (для децилфлуоресцеина);
показатель pH характеризует кислотность объемной фазы. Значения pKa

a рассчитывали
с использованием программы CLINP [6] совместно с коэффициентами молярного погло-
щения индивидуальных форм красителей в диапазоне наиболее информативных длин волн
(λ = 420–520 нм). Исходными данными служили спектры равновесных смесей ионных и мо-
лекулярных форм (от 9 до 20 растворов с различными значениями pH). Спектры крайних
щелочных и кислых форм получали непосредственным измерением (рис. 2).

Изменение значений pKa
a в условиях полного связывания псевдофазой pK

ac
a по сравне-

нию с показателями термодинамических констант в воде pKw
a зависит от значения элект-

рического потенциала в области локализации красителя Ψ и отношения коэффициентов
активности переноса соответствующих форм из воды в псевдофазу агрегата и может быть
выражено следующим соотношением:

ΔpKac
ai = pKac

ai − pKw
ai = log

γH(n−i)R
−i

γH(n−i+1)R
−i+1

− ΨF

2,3RT
. (2)

При этом предполагается, что отношение концентрационных коэффициентов активности
сопряженных форм красителя в псевдофазе агрегата близко к единице. Такое допущение
резонно, если учесть значительную концентрацию электролита в области, где, согласно
общепринятым представлениям, локализованы зонды [7, 8].

В отличие от децилфлуоресцеина, для которого все значения pKa
a определены при пол-

ном связывании красителя, некоторые формы флуоресцеина могут частично или полностью
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находиться в водной фазе. Так, для формы H3R
+ следует принять во внимание электро-

статическое отталкивание положительно заряженными ионными группами каликсарена.
Подтверждение этого предположения можно найти при сравнении положения полос по-

глощения соответствующих индивидуальных форм в воде и в присутствии агрегатов СА6
и мицелл ЦПХ (табл. 1).

Связывание как отрицательно заряженных форм флуоресцеиновых красителей, так
и катиона децилфлуоресцеина приводит к батохромному сдвигу длинноволновых полос по-
глощения, величина которого составляет 12–26 нм. Из этого следует, что катион флуорес-
цеина, положение полосы поглощения которого оказалось нечувствительным к наличию
СА6 в растворе, находится преимущественно в несвязанном состоянии. Полоса поглощения
нейтральной молекулы флуоресцеина размыта, интенсивность ее мала, а форма сильно
зависит от микроокружения. Дополнительно была исследована зависимость спектров по-
глощения растворов флуоресцеина в области преобладания нейтральной формы (pH 3,3) от
концентрации СА6. В диапазоне (1–5) ·10−4 моль/л спектры поглощения при этих условиях
мало отличаются от спектров, измеренных в отсутствие каликсарена: отчетливо проявляет-
ся поглощение цвиттер-ионной частицы II (λmax = 438 нм). С увеличением концентрации
до 5 · 10−3 моль/л содержание цвиттер-иона, судя по спектрам, уменьшается, что, как изве-
стно [9, 10], свидетельствует об “обезвоживании” микроокружения красителя.

Как видно из уравнения (2), положительный заряд агрегатов СА6 понижает pKa
a свя-

занных красителей, тогда как стабилизация какой-либо из сопряженных форм в псевдо-
фазе агрегатов может приводить как к повышению, так и снижению констант ионизации.
Действительно, менее отрицательное значение ΔpKa

a1 флуоресцеина относительно ΔpKa
a2

можно объяснить тем, что в агрегатах СА6, по аналогии с мицеллами катионных ПАВ
и неводными растворителями, нейтральная форма претерпевает сдвиг таутомерного равно-
весия [7]. Это приводит к увеличению значения pKa

a1 и дополнительному снижению pK
a
a0.

Следовательно, влияние электростатического потенциала на значение Ka
a1 частично ком-

пенсируется. Катионная форма I флуоресцеина практически не связана с псевдофазой,
поэтому уменьшение pKa

a0 не описывается уравнением (2) и обусловлено в первую очередь
стабилизацией формы H2R.

Количественно эти закономерности выражаются через коэффициенты активности пере-
носа отдельных таутомеров и их доли αi от общей концентрации нейтральной формы H2R:

ΔpKac
a1 = log

γV
γIII
−Δ logαIII − ΨF

2,3RT
, (3)

ΔpKa
a0 = log γIII +Δ log αIII. (4)

Значения αi можно оценить, исходя из допущения о тождественности спектров поглощения
таутомеров с одинаковым строением ксантеновой части (I и II, III и V), а также о бесцвет-
ности лактонной структуры IV. Полученные значения составляют αII = 0,11, αIII = 0,01
и αIV = 0,88.

Как и в случае мицелл катионных ПАВ, наличие агрегатов СА6 дестабилизирует хи-
ноидную форму III флуоресцеина, в то время как доля лактонной формы увеличивается
(в воде αIV = 0,671). Однако этот эффект все же меньше, чем в мицеллярных раство-
рах ЦПХ [10]. Показатели микроконстант флуоресцеина в агрегатах СА6 уменьшаются по
сравнению с водной средой: Δpk1,COOH = −1,39, Δpk2,OH = −0,95, Δpk0,OH = 0,65. При
этом последняя величина описывает равновесие в условиях неполного связывания краси-
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Таблица 1. Константы диссоциации и положение максимумов спектров поглощения флуоресцеина и децилфлуоресцеина в воде в присутствии
мицелл ЦПХ (c = 1 · 10−3 моль/л) и агрегатов СА6 (c = 3 · 10−3 моль/л)

Краситель Среда
I∗, моль/л
(NaCl)

pKa
a0 pKa

a1 pKa
a2

λmax, нм

H3R
+ H2R HR− R2−

Флуоресцеин Вода [7] I → 0 2,14 4,45 6,80 437 437, 470–475 454–474 490,5
То же СА6 0,05 1,96± 0,10 4,17 ± 0,11 5,93 ± 0,12 438 440 480 503
” ЦПХ 20 ◦C [7] 0,05 (KCl) 0,98± 0,06 3,60 ± 0,05 5,54 ± 0,11 438 435, 460, 490 460, 490 504,5

H2R
+ H2R HR R−

Децилфлуоресцеин Вода∗∗ [8] I → 0 2,94 6,31 — 437 — 490
То же СА6 0,05 0,94± 0,09 5,65 ± 0,07 — 449 — 470; 495–500 513
” СА6 0,5 1,24± 0,03 6,20 ± 0,06 — 449 — 470; 495– 500 513
” ЦПХ [9] 0,05 0,79 ± 0,1 4,92 ± 0,07 — 447 — 455, 485 513
” ЦПХ [8] 0,4 1,32± 0,01 5,52 ± 0,02 — 449 — 455, 485 516

∗Ионная сила создавалась добавками NaCl, за исключением системы ЦПХ—KCl; ∗∗в качестве модельного соединения в воде, по причине низкой
растворимости красителя, использовали менее гидрофобный этилфлуоресцеин.
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теля агрегатами. Полученные значения совпадают по знаку с соответствующими эффекта-
ми среды мицеллярных растворов катионных ПАВ, но значительно меньше по абсолютной
величине. Соотношение Δpk1,COOH > Δpk2,OH отражает известный эффект влияния при-
роды ионизирующейся группы на изменение силы кислот при переходе от воды к неводным
средам [7, 9, 10].

Ионизация гидроксильной группы моноаниона (HR−) флуоресцеина характеризуется
значением pk2,OH = pKa

a2 и соответствует значению pK
a
a1 децилфлуоресцеина, причем нали-

чие дополнительного заряда затрудняет ионизацию, поэтому значение pKa
a2 флуоресцеина

выше, чем pKa
a1 децилфлуоресцеина. Разность зависит от эффективной диэлектрической

проницаемости εeff и расстояния между заряженной и диссоциирующей группами r, в со-
ответствии с теорией Бьеррума–Кирквуда–Вестхаймера [11]:

δpKa =
e2NA

2,303RT · 4π · 8,854 · 10−12
· 1

εeffr
. (5)

В растворе СА6 значение δpKa меньше, чем δpKw
a (0,28 и 0,49 соответственно). Такая

тенденция противоположна закономерности в мицеллярных растворах ЦПХ, где значение
δpKa равно 0,62. Возможно, это является следствием более выраженной гидратированности
микроокружения красителей-зондов или/и характера их локализации вблизи заряженных
групп в агрегатах СА6.

Значение pk0,OH соответствует равновесию I� III и в присутствии агрегатов СА6 рав-
но 3,74. Эта величина приближается к pkw0,OH (3,1), в отличие от аналогичного значения
pKa

a0 децилфлуоресцеина (0,94), что обусловлено отсутствием связывания катиона флуо-
ресцеина.

Увеличение ионной силы приводит к экранированию поверхностного заряда агрегатов
и к снижению Ψ и, как результат, значения pKac

ai уменьшаются (см. табл. 1). Эта тенденция
является общей для всех катионных агрегатов и отчетливо выражена для мицелл ПАВ [8].
Количественно интерпретировать такой эффект удается не всегда, так как следует при-
нимать во внимание возможные структурные трансформации агрегатов при добавлении
электролита. Однако это явление позволяет сделать важное заключение о том, что заря-
женные группы СА6 локализируются преимущественно на поверхности агрегата, хотя, судя
по величинам электрокинетического потенциала, поверхностный заряд значительно мень-
ше, чем в катионных мицеллах.

Таким образом, свойства микроокружения флуоресцеиновых красителей, связанных
агрегатами СА6 в условиях эксперимента, сходны с микроокружением мицелл катионных
ПАВ. Однако изменение констант ионизации и таутомеризации в исследуемой системе мень-
ше по абсолютной величине, что позволяет предложить рыхлую структуру агрегата и зна-
чительную гидратацию в области локализации красителей.

Авторы выражают благодарность канд. хим. наук Л.В. Кутузовой за выполнение измерения
электрокинетического потенциала и распределения частиц по размерам, а также канд. физ.-мат.
наук А.П. Крышталю за проведение электронно-микроскопических исследований.
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Вплив нанорозмiрних агрегатiв катiонного калiкс[6]арену на
протолiтичнi рiвноваги флуоресцеїнових барвникiв у водному
розчинi

Виявлено збiльшення констант iонiзацiї флуоресцеїну та н-децилфлуоресцеїну в присутно-
стi агрегатiв водорозчинного калiкс[6]арену (СА6), що мiстить четвертиннi амонiєвi гру-
пи. Цей факт, а також особливостi змiни спектральних властивостей барвникiв, зв’язаних
агрегатами, i зсув таутомерних рiвноваг флуоресцеїну дозволяють судити про подiбнiсть
та вiдмiннiсть агрегатiв СА6 i традицiйних мiцел катiонних поверхнево-активних речо-
вин. Збiльшення iонної сили приводить до зменшення констант iонiзацiї барвника внаслiдок
екранування поверхневого заряду агрегатiв.

T.A. Cheipesh, N.O. Mchedlov-Petrossyan, E. S. Zagorulko, R.V. Rodik,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine V. I. Kalchenko

Influence of nano-sized cationic calix[6]arene aggregates on protolytic
equilibria of fluorescein dyes in aqueous solutions

The increase in the ionization constants of fluorescein and n-decylfluorescein in the presence of
water-soluble calix[6]arene aggregates, bearing quaternary ammonium groups, is revealed. This fin-
ding, as well as the peculiarities of the alteration of the dyes spectra and the shift of the tautomeric
equilibria of fluorescein caused by the binding by aggregates, allows us to conclude about the similari-
ty and the difference between calix[6]arene aggregates and common micelles of cationic surfactants.
Increase in the ionic strength results in a decrease in the ionization constants due to the screening
of the interfacial charge of aggregates.
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Исследовано функциональное состояние ядерных эритроцитов скорпены в условиях ост-
рой гипоксии в диапазоне концентраций кислорода 0,57–8,17 мг O2/л (in vitro). Мембран-
ные и метаболические функции красных клеток крови оценены по изменениям интенсив-
ности флуоресценции родамина 123 (R123) и флуоресцеин диацетата (FDA). Показано,
что острая гипоксия вызывает значительное возрастание флуоресценции обоих флуоро-
хромов (R123 — 12–60%; FDA — 30–184%). В основе данной реакции лежит вероятное
снижение проницаемости клеточной мембраны эритроцитов. Уменьшение количества
функционирующих ионных каналов в красных клетках крови приводит к накоплению
FDA в цитоплазме и снижению затрат энергии, необходимых на поддержание ионных
градиентов, что отражается в усилении флуоресценции R123.

Гипоксия является широко распространенным явлением в водах Мирового океана, что опре-
деляется низкой скоростью диффузии кислорода в водной среде [1]. Особый интерес пред-
ставляют организмы, постоянно обитающие в зонах кислородного экстремума. Состояние
гипоксии для них является функциональной нормой и предполагает существенную реорга-
низацию метаболических процессов, направленную на оптимизацию энергетических затрат
организма [2].

Особый интерес представляют реакции клеточных систем на гипоксию. Удобным мо-
дельным объектом являются ядерные эритроциты низших позвоночных и беспозвоночных.
У них обнаружены митохондрии, ферменты цикла Кребса [3], что делает их функционально
ближе к клеткам соматических тканей. Показано, что эритроциты костистых рыб в усло-
виях дефицита кислорода способны к сбалансированному угнетению мембранных и мета-
болических функций [4], в них активизируются процессы субстратного фосфорилирования,
при этом наблюдаются закономерные морфологические изменения клеток (свеллинг) [5].

При интегральной характеристике функционального состояния клеточных популяций
особо эффективны методы проточной цитофлюорометрии, так как они позволяют рабо-
тать с нативными клеточными системами. В оценке гипоксического эффекта на эритроци-
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Рис. 1. Интенсивность флуоресценции R123 и FDA суспензии эритроцитов скорпены в условиях гипоксии (in
vitro, * — p � 0,02)

ты важно учитывать энергетический статус клеток, состояние их митохондрий и биомем-
бран. В этом отношении удобны флуорохромы родамин 123 (R123) и флуоресцеин диацетат
(FDA). Оба красителя имеют липофильную природу, благодаря чему свободно проходят
через поляризованные мембраны [6, 7].

Цель исследования состояла в изучении функционального состояния взвесей ядерных
эритроцитов морских рыб в условиях дозированной гипоксии (эксперименты in vitro) с при-
менением флуоресцентных зондов R123 и FDA.

Объектом исследования являлись клетки красной крови толерантного к дефициту кис-
лорода Scorpaena porcus L. Кровь получали из хвостовой артерии путем отсечения хвостово-
го стебля. Эритроциты отделяли от плазмы путем центрифугирования при 1000 g в течение
15 мин и трижды отмывали в эквивалентном объеме среды: 128 мМ NaCl, 3 мМ KCl, 1,5 мМ
CaCl2, 1,5 мМ MgCl2, 15 мМ Трис, 2,2 мМ D-глюкозы (pH 7,8) [8].

Гипоксические условия создавали путем барботажа инкубационной среды газообразным
азотом в течение 15–120 с. Исследовали концентрационный диапазон 0,57–8,17 мг O2/л:
Инкубация эритроцитов в гипоксической среде составляла 4 ч при 14–16 ◦C.

По окончании экспозиции эритроциты окрашивали витальными красителями FDA
и R123 (“Molecular Probes”, США). Окраску проводили в течение 10 мин. Финальная концен-
трация R123 в растворе составляла 2,5 мкл/мл, FDA — мкл/мл. Измерения интенсивности
флуоресценции эритроцитов проводили на проточном цитометре Cytomics FC500 (“Beckman
Coulter”, США), оборудованном однофазным аргоновым лазером (длина волны 488 нм).

Анализ цитограмм проводили в программе Flowing Software 2.0. Интенсивность флуо-
ресценции оценивали на двухпараметрических цитограммах (канал FL1 в зеленой области
спектра, 525 нм) по смещению максимума распределения данных. Нормальность распре-
делений данных проверяли по критерию Пирсона. Достоверность отличий оценивали при
помощи t-критерия Стьюдента (p � 0,05). Результаты представлены в виде M ±m.

В условиях гипоксии отмечали рост интенсивности флуоресценции R123 (рис. 1, а).
В пяти случаях (при 0,91, 1,07, 1,76, 3,33, 3,44 мг O2/л) изменения были статистически
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значимы и составляли 12–60% (p � 0,05). В остальных вариантах постановки эксперимента
увеличение носило характер тенденции и не превышало 18%.

Известно, что перемещение и распределение R123 происходит в соответствии с потен-
циалом Нернста [6], что объясняет зависимость интенсивности флуоресценции красителя от
степени поляризации мембран клеток. В большинстве исследований отмечается, что гипок-
сия ограничивает включение R123 в клеточные системы [9], что связывают со снижением
мембранного потенциала митохондрий вследствие уменьшения активности их дыхательной
цепи [10]. Увеличение интенсивности свечения клеточных взвесей, меченных R123, в усло-
виях гипоксии, полученное в проведенном нами исследовании, ранее не отмечалось.

Наиболее вероятной причиной роста интенсивности флуоресценции R123 во взвесях эри-
троцитов в условиях гипоксии представляется уменьшение проницаемости цитоплазмати-
ческих мембран клеток (явление “метаболического ареста”) [11]. Это выражается в огра-
ничении числа функционирующих ионных каналов на основе их конформационных пере-
строек. Данная реакция характерна для организмов, толерантных к экстремальным усло-
виям среды (гипоксия, гипотермия) [11]. Она позволяет снизить энергетические траты кле-
ток на поддержание трансмембранных ионных градиентов и уменьшить тем самым функ-
циональную нагрузку на митохондрии.

Не следует исключать из внимания и другие процессы. Рост интенсивности свечения
R123 может являться следствием начальных этапов развития реакции эритроцитов на ги-
поксию, а именно: синтеза факторов транскрипции адаптивных генов (HIF) и перехода
клетки на анаэробный метаболизм. Это допущение вполне вероятно, поскольку известно,
что экспрессия кислородного сенсора HIF-1α в клетках происходит в течение нескольких
часов после снижения содержания кислорода в среде [12], что соизмеримо с временными
масштабами наших экспериментов.

Интенсивность флуоресценции эритроцитарных взвесей, меченных FDA, в условиях эк-
спериментальной гипоксии, также возрастала (см. рис. 1, б ). В 9 из 11 вариантов постанов-
ки эксперимента они повышались на 27–184% (p � 0,02). За этой реакцией может стоять
следующая совокупность процессов:

увеличение активности клеточных эстераз;
рост величины pH внутриклеточной среды;
изменение проницаемости цитоплазматических мембран.
Поскольку перевод красителя в светящуюся форму осуществляется эстеразами [13], то

интенсивность флуоресценции FDA может свидетельствовать об изменениях активности
комплекса ферментов липидного обмена. Поэтому рост флуоресценции красителя часто
связывают с увеличением общей интенсивности метаболизма в клетках [14]. Подобная трак-
товка может быть принята для объяснения наблюдаемых нами эффектов, поскольку на-
правленность изменения интенсивности свечения эритроцитарных взвесей, меченных R123
и FDA, в условиях гипоксии совпадает. Однако между этими процессами отсутствует ка-
кая-либо связь. Величина коэффициента детерминации (R2) не превышала 0,15. Это озна-
чает, что интенсивность свечения R123 и FDA отражает совокупность самостоятельных
процессов, реализуемых в клетках красной крови в условиях дефицита кислорода.

Маловероятно также и то, что в условиях экспериментальной гипоксии рост величины
pH цитоплазмы эритроцитов вносил существенный вклад в изменения интенсивности флуо-
ресценции FDA эритроцитарных взвесей. Общеизвестно, что усиление анаэробных процес-
сов в клетке приводит к накоплению лактата и развитию локального ацидоза, что исклю-
чает увеличение значений pH [15].
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Более вероятной причиной роста интенсивности флуоресценции FDA во взвесях эритро-
цитов в условиях гипоксии представляется уменьшение проницаемости цитоплазматической
мембраны клетки, которое обсуждалось ранее в отношении R123. Известно, что полярная
флуоресцирующая форма FDA, образующаяся в клетке, неспособна быстро проходить че-
рез ее внешнюю мембрану и в случае ограничения ее проницаемости краситель должен
накапливаться в клетках [13].

Таким образом, экспериментальная гипоксия в условиях in vitro существенно индуци-
рует рост интенсивности флуоресценции R123 и FDA в эритроцитарных взвесях скорпены.
В основе данного явления, по-видимому, лежит процесс снижения числа функционирую-
щих ионных каналов на уровне цитоплазматической мембраны клеток. Оно способствует
задержке полярной флуоресцирующей формы FDA в цитоплазме и одновременно снижает
энергетические траты на поддержание трасмембранных катионных градиентов. Последнее
находит отражение в увеличении мембранного потенциала митохондрий, на что указывает
рост флуоресценции R123 эритроцитарных взвесей.
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О.Ю. Андрєєва, О.О. Солдатов

Вплив гiпоксiї на функцiональний стан ядерних еритроцитiв
морських риб (експерименти in vitro)

Дослiджено функцiональний стан ядерних еритроцитiв скорпени в умовах гострої гiпок-
сiї в дiапазонi концентрацiй кисню 0,57–8,17 мг O2/л (in vitro). Мембраннi та метаболiчнi
функцiї червоних клiтин кровi оцiнено за змiнами iнтенсивностi флуоресценцiї родамiну 123
(R123) i флуоресцеїн дiацетату (FDA). Показано, що гостра гiпоксiя викликає значне зро-
стання флуоресценцiї обох флуорохромiв (R123 — 12–60%; FDA — 30–184%). В основi даної
реакцiї лежить ймовiрне зниження проникностi клiтинної мембрани еритроцитiв. Змен-
шення кiлькостi функцiонуючих iонних каналiв у червоних клiтинах кровi спричинює на-
копичення FDA в цитоплазмi i зниження витрат енергiї, необхiдних на пiдтримку iонних
градiєнтiв, що виявляється в посиленнi флуоресценцiї R123.

O.Yu. Andrieieva, А.А. Soldatov

The influence of hypoxia on the functional state of nucleated
erythrocytes in marine fish (in vitro experiments)

This paper investigates the functional state of scorpaena red blood cells under acute hypoxia between
0.57–8.17 mg O2/l (in vitro) and also incorporates an evaluation of the intensity of Rhodami-
ne 123 (R123) and Fluorescein diacetate (FDA). Acute hypoxia induced a significant increase
in the fluorescence of both fluorochromes (R123 — 12–60%; FDA — 30–184%). This reaction is
based on a probable decrease in erythrocyte membrane permeability. The reduction of functional
ionic channels in red blood cells delays FDA in the cytoplasm and lowers the energy costs requi-
red for transmembrane cationic gradient maintenance, which reflects an intensification of R123
fluorescence.
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УДК 578.81+57.083.33

Л.А. Максименко, Н.И. Пархоменко

Серологически родственные белки в составе

бактериоцинов типа фаговых хвостовых отростков
и бактериофага ZF-40 Pectobacterium carotovorum subsp.

carotovorum

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Б.П. Мацелюхом)

С помощью кроличьей антисыворотки, полученной к каротоворицинам типа фаговых
хвостовых отростков (MCTV) Pectobacterium carotovorum subsp. carotovorum J2, а так-
же антисыворотки к структурным белкам бактериофага ZF-40 методом перекрестной
реакции двойной иммунодиффузии в агарозном геле получены полосы преципитации,
что свидетельствует о наличии серологически родственных белков в бактериоцинах
P. carotovora и в составе бактериофага ZF-40. Методом иммуноблоттинга с использо-
ванием антисыворотки, полученной к MCTV, выявлены серологически родственные бел-
ки с молекулярной массой 78, 56, 39, 20 и 18 кД у бактериоцинов из разных штаммов
P. carotovora и 72 и 39 кД у бактериофага ZF-40. Возможно, серологически родственные
белки МСТV и ZF-40 сопряжены с их киллерной специфичностью.

При лизогенной индукции некоторые штаммы фитопатогенной бактерии Pectobacteria ca-
rotovora (ранее Erwinia carotovora) продуцируют фаговые отростки, макромолекулярные
каротоворицины (MCTV), обладающие киллерной активностью относительно близкород-
ственных энтеробактерий [1–3]. На основании полипептидного состава бактериоцинов и их
киллерной специфичности у P. carotovora обнаружено несколько различных биологически
активных неполных умеренных бактериофагов типа фаговых хвостовых отростков [4]. Ра-
нее нами методом Оухтерлони были выявлены серологически родственные белки в составе
бактериоцинов, выделенных из бактерий E. carotovora разных экологических ниш [5]. Одна-
ко механизмы образования множественных профагов у бактерий P. carotovora, их взаимо-
связь и экологическая роль пока еще мало исследованы.

В литературе есть данные о родственности между бактериофагами P2, PS17 и R-пио-
цинами Pseudomonas aeruginosa [6, 7]. Так, методом иммуноблота показано, что с помощью
сыворотки, полученной к белкам бактериофага PS17, выявляются фаговые белки в составе
пиоцина R2 P. aeruginosa [6]. В связи с этим нашей целью было c помощью антисывороток,
полученных к бактериоцинам P. carotovora и бактериофагу ZF-40, используя иммунологи-
ческие методы, определить, какие именно серологически родственные белки выявляются
в составе МСТV и ZF-40.

Выращивание бактериальных клеток, их последующее подращивание и индукцию бак-
териоцинов проводили как описано в [8]. Далее, к лизату добавляли 50% сульфата аммония
в присутствии 0,1 М NaCl. Преципитат частиц каротоворицинов осаждали центрифугиро-
ванием при 10 000 g в течение 30 мин. Осадки ресуспендировали в А-буфере с добавлением
20 мМ MgSO4. Для избавления от возможной примеси фрагментов нуклеиновых кислот
суспензию обрабатывали РНКазой и ДНКазой из расчета 1 мкг/мл, 30 мин при 37 ◦С.
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Рис. 1. Реакция иммунопреципитации белков бактериоцинов и бактериофага ZF-40 методом Оухтерлони
с антисывороткой, полученной к ZF-40 (а) и к MCTV (б ):
1, 2 — МСТV разных штаммов P. carotovora; 3, 4 — бактериофаг ZF-40; 5, 6 — контроль (5 — бактериофаг
Т4, 6 — низкомолекулярные бактериоцины CСТV)

Смесь бактериоцинов разделяли в роторе SW-40 центрифуги Beckman при 30 000 об./мин
в течение 4 ч в сахарозном градиенте (5–20%), содержащем 20% спирта в 0,01 М трис-НСl
буфере, pH 7,2. Осадки каротоворицинов ресуспендировали, диализировали против физ-
раствора и использовали для дальнейших исследований. Бактериофаг ZF-40 получали ме-
тодом слитного лизиса [9]. К бактериофагу ZF-40 и бактериоцинам P. carotovora штамма
J2 получали кроличьи антисыворотки как описано [5], и серологическое родство белков
определяли по Оухтерлони [10].

Иммуноблоттинг белков осуществляли по методу Тоубина и соавт. [11] с некоторыми
модификациями. В качестве контроля в иммунохимической реакции использовали белки
бактериофага Т4. Бактериофаг Т4 выращивали с использованием в качестве хозяина бак-
терии E. coli B, руководствуясь методикой [12]. Очистку бактериофага Т4 проводили как
описано в [13].

После электрофоретического разделения в ПААГ белковые полосы переносили на ни-
троцеллюлозный фильтр Schleicher&Schul с размером пор 0,45 мкм. Свободные места свя-
зывания на нитроцеллюлозе блокировали 1% раствором БСА в 20 мМ трис-HCl буфе-
ре, pH 7,5, содержащем 0,5 М NaCl. Затем фильтр помещали в сыворотку, полученную
к MCTV. Cыворотку разводили в 100 раз вышеуказанным буфером. Фильтры выдержи-
вали в сыворотке в течение ночи при комнатной температуре и постоянном встряхивании.
После этого нитроцеллюлозу пятикратно промывали в буфере без антител, затем фильтры
погружали в 20 мМ трис-HCl буфер, pH 7,5, содержащий 0,5 М NaCl, 1% БСА и коньюгат
“второго” антитела против иммуноглобулинов кролика, меченого фосфатазой “Sigma” No
A2556. Реакцию проводили при комнатной температуре и постоянном встряхивании. Спус-
тя 2 ч фильтры промывали в 20 мМ трис-HCl буфере, pH 7,5, содержащем 0,14 М NaCl.
Для выявления серологически родственных белков фильтры помещали в раствор бензиди-
на в вышеуказанном буфере и 0,03% Н2О2. Реакцию проводили в течение 10–40 мин при
комнатной температуре. Для остановки реакции фильтры помещали в воду.

В результате проведенной реакции иммунодиффузии оказалось, что с сывороткой, полу-
ченной к бактериофагу ZF-40, прореагировали как белки, входящие в структуру бактерио-
фага ZF-40, так и белки каротоворицинов (рис. 1, а). Аналогичные результаты получены
с использованием антисыворотки против MCTV (см. рис. 1, б ).
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Рис. 2. Серологически родственные белки у бактериоцинов типа фаговых хвостовых отростков P. carotovora
и бактериофага ZF-40, выявленные методом иммуноблоттинга с использованием антисыворотки к MCTV

Методом иммуноблоттинга с использованием антисыворотки к белкам MCTV были
выявлены серологически родственные белкам МСТV структурные белки бактериофага
ZF-40 с молекулярной массой 72 и 39 кД (рис. 2). Причем в составе MCTV с помощью
гомологичной для них сыворотки были обнаружены серологически родственные белки с мо-
лекулярной массой около 78, 56, 39, 20 и 18 кД. Низкомолекулярные белки особенно хорошо
проявились с обратной стороны миллипорового фильтра, а высокомолекулярные — с ли-
цевой стороны (см. рис. 2).

В качестве контроля использовали бактериофаг Т4. Однако при использовании анти-
сыворотки к бактериоцинам P. carotovora не выявлено серологически родственных белков
в составе Т4. Очевидно, что структурные белки бактериофага Т4 не имеют в своем составе
последовательностей, серологически идентичных или родственных белкам МСТV и ZF-40.
Это может свидетельствовать в пользу того, что серологически родственные белки MCTV
и ZF-40 являются сугубо специфичными для бактериофагов P. carotovora.

Электрофоретический анализ белков частиц макромолекулярных бактериоцинов
в ПААГ показал, что они включают от 10 до 15 полипептидов с молекулярной массой
от 20 до 91 кД [4]. MCTV мало отличаются между собой по молекулярной массе мажор-
ных белков. Некоторое отличие наблюдается относительно минорных компонентов. Белок
стержня бактериоцинов типа фаговых хвостовых отростков, полученных из Е. carotovora
штаммов J2 и Esp 78, имеет молекулярную массу 19–20 кД. Внутренний белок стержня
с аналогичной молекулярной массой содержит хвостовые отростки бактериофагов ZF-40
Еrwinia carotovora, Т4 Escherichia coli и RS17 Pseudomonas aeruginosa. Из литературных
источников известно, что пиоцин R2 P. aeruginosa имеет в своем составе белки, идентич-
ные таким хвостового отростка бактериофага PS17. В частности, белок фибрилл — 78 кД,
мажорный белок хвоста — 40 кД и фибриллярный белок — 36 кД [6]. Есть также свиде-
тельство о генетическом родстве между бактериофагом P2 и пиоцинами R-типа у P. aerugi-
nosa [7].

У бактериофагов Т4, РS17, ZF-40, а также у высокомолекулярных бактериоцинов P. ca-
rotovora основные структурные белки хвостовых отростков имеют соответственно такие
значения: белок футляра — 71, 40, 31 и 50 кД, внутренний белок стержня — 19–20 кД и белки
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фибрилл — 66, 72, 76, 78 кД у бактериофагов и 68, 72, 78 кД у бактериоцинов. Известно,
что именно белки фибрилл определяют специфичность адсорбции каротоворицинов.

Таким образом, в составе структурных белков бактериофага ZF-40 и бактериоцинов
методом Оухтерлони выявлены серологически родственные белки. В составе различных
MCTV с помощью гомологичной для них сыворотки обнаружены серологически родствен-
ные белки с молекулярной массой около 78, 56, 39, 20 и 18 кД. Методом иммуноблоттинга
с использованием антисыворотки к белкам MCTV выявлены серологически родственные
им структурные белки бактериофага ZF-40 с молекулярной массой 72 и 39 кД. Эти белки
специфичны для бактериофагов P. carotovora. Возможно, что наличие или отсутствие тех
или иных серологически родственных белков сопряжено с их киллерной активностью.
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Л.О. Максименко, Н.Й. Пархоменко

Серологiчно спорiдненi бiлки у складi бактерiоцинiв типу фагових
хвостових вiдросткiв i бактерiофага ZF-40 Pectobacterium

carotovorum subsp. carotovorum

За допомогою кролячої антисироватки, одержаної до каротоворицинiв типу фагових хвос-
тових вiдросткiв (MCTV) Pectobacterium carotovorum subsp. carotovorum J2, а також анти-
сироватки до структурних бiлкiв бактерiофага ZF-40 методом перехресної реакцiї подвiйної
iмунодифузiї в агарозному гелi одержанi смуги преципiтацiї, що свiдчить про наявнiсть
серологiчно спорiднених бiлкiв у бактерiоцинах P. carotovora i в складi бактерiофага ZF-40.
Методом iмуноблотингу с використанням антисироватки, одержаної до MCTV, виявленi
серологiчно спорiдненi бiлки з молекулярними масами 78, 56, 39, 20 i 18 кД у бактерiоцинiв
з рiзних штамiв P. carotovora та 72 i 39 кД у бактерiофага ZF-40. Можливо, серологiчно
спорiдненi бiлки MCTV i ZF-40 пов’язанi з їх кiлерною специфiчнiстю.

L.A. Maksymenko, N. I. Parkhomenko

Serological related proteins in the composition of phage-tail-like
bacteriocins and bacteriophage ZF-40 Pectobacterium carotovorum

subsp. carotovorum

With the help of rabit antiserum obtained to phage-tail-like carotovorycine (MCTV) Pectobacterium
carotovorum subsp. carotovorum J2 and antiserum to structural proteins of bacteriophage ZF-40
by the method of cross-linked double immunodiffusion in agarose gel, the strands of precipitation
are obtained that are in agreement with the presence of serological related proteins of bacteriocins
P. carotovora and proteins of bacteriophage ZF-40. By the method of immunoblotting with the use
of antiserum obtained to MCTV, the serologically related bacteriocin proteins with mol. masses 78,
56, 39, 20, and 18 kD and those with 72kD and 39kD of bacteriophage ZF-40 are discovered. It
is possible that the serological related proteins of MCTV and ZF-40 are connected with their killer
specificity.
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Надекспресiя адаптерного протеїну Rukl/CIN85

в аденокарциномних клiтинах молочної залози людини
лiнiї MCF-7 супроводжується пiдвищенням

їх хiмiорезистентностi

(Представлено академiком НАН України С.В. Комiсаренком)

Проведено аналiз чутливостi клiтин MCF-7 з надекспресiєю адаптерного протеїну
Rukl/CIN85 до дiї окремих протипухлинних препаратiв, а також дослiджено стан
активностi ланок регуляторних систем, потенцiйно залучених до розвитку хiмiорезис-
тентностi. Встановлено, що надекспресiя Rukl/CIN85 супроводжується пiдвищенням
стiйкостi дослiджуваних клiтин до дiї цисплатину та етопозиду, зростанням актив-
ностi альдегiддегiдрогенази та АТФ-зв’язувальних касетних транспортерiв.

На сьогоднi досягнуто вагомих успiхiв у лiкуваннi онкологiчних захворювань. Крiм таких
стандартних пiдходiв, як хiрургiчне втручання, опромiнення та хiмiотерапiя, використо-
вується персонiфiковане лiкування, скероване на специфiчнi ланки регуляторних систем
пухлинних клiтин, що зазнали змiн у неоплазiях онкологiчних хворих. Незважаючи на знач-
нi досягнення в терапiї раку, хiмiотерапiя залишається важливим компонентом лiкування.
Водночас розвиток стiйкостi до хiмiотерапевтичних препаратiв значно знижує ефектив-
нiсть лiкування онкологiчних захворювань [1, 2]. Зокрема, хiмiорезистентнiсть є причиною
неефективностi терапiї в бiльш нiж 90% пацiєнтiв з метастатичним раком [3]. У зв’язку зi
сказаним з’ясування механiзмiв, залучених до розвитку хiмiорезистентностi, є важливим
для розробки нових терапевтичних пiдходiв у лiкуваннi раку.

Розвиток множинної стiйкостi до лiкарських препаратiв пов’язаний iз блокуванням апоп-
тозу, змiнами в регуляцiї клiтинного циклу, активацiєю систем детоксикацiї (наприклад,
ензиму альдегiддегiдрогенази) та АТФ-зв’язувальних касетних (АВС) транспортерiв [4, 5].
Для глибшого розумiння тонких механiзмiв формування хiмiорезистентностi важливим
є дослiдження ролi в цьому процесi окремих компонентiв сигнальних мереж клiтин, зокре-
ма адаптерних протеїнiв. Протеїни CIN85 (Cbl-interacting protein of 85 kDa) (у людини) та
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Ruk (regulator of ubiquitous kinase) (у гризунiв), вiдомi також як SETA та CD2BP3 (далi
Ruk/CIN85), належать до групи мультифункцiональних адаптерних/риштувальних про-
теїнiв. Rukl/CIN85 характеризується модульною органiзацiєю i складається з трьох SH3
доменiв, пролiн-багатого району та С-кiнцевої суперспiралiзованої дiлянки [6]. За раху-
нок зв’язування з численними протеїнами-партнерами дослiджуваний адаптер залучений
до регуляцiї мембранного транспорту [6, 7], апоптозу [8, 9], перебудов актинового цито-
скелета, клiтинної адгезiї та iнвазiї [10]. Все бiльше з’являється даних, що свiдчать про
потенцiйну роль Rukl/CIN85 у процесах злоякiсної трансформацiї клiтин [10]. Зокрема, ре-
зультати наших попереднiх дослiджень виявили пiдвищення експресiї адаптерного протеїну
Rukl/CIN85 в аденокарциномах молочної залози людини, особливо в зонах iнвазивного рос-
ту. Встановлено, що сублiнiї слабко iнвазивних аденокарциномних клiтин молочної залози
людини лiнiї MCF-7 зi стабiльною надекспресiєю адаптерного протеїну Rukl/CIN85 набу-
вають фiбробластоподiбної морфологiї, характеризуються зниженням iнтенсивностi росту
та адгезивностi, пiдвищеними виживанням, колонiєутворювальною здатнiстю та рухли-
вiстю.

На пiдставi отриманих даних зроблено висновок, що Rukl/CIN85 залучений до поси-
лення трансформувального потенцiалу клiтин MCF-7 [11]. Наша мета — проаналiзувати
чутливiсть клiтин MCF-7 з надекспресiєю Rukl/CIN85 до дiї окремих протипухлинних пре-
паратiв, а також дослiдити стан активностi ланок регуляторних систем, потенцiйно залу-
чених до розвитку хiмiорезистентностi.
Матерiали та методи. Клiтини аденокарциноми молочної залози людини лiнiї MCF-7

вирощували в середовищi DMEM (Dulbecco’s modified Eagle’s minimum essential medium;
Gibco, Invitrogen, СШA), що мiстило додатково 2 мM глутамiн, 10% ембрiональну сирова-
тку телят (ЕСТ, HyClone, Thermo Scientific, СШA), пенiцилiн (50 од/мл; HyClone, Thermo
Scientific, СШA) та стрептомiцин (50 мкг/мл; HyClone, Thermo Scientific, СШA), при 37 ◦C
в iнкубаторi з 5% CO2 у зволоженiй атмосферi. У дослiдженнi була використана сублiнiя
MCF-7 з надекспресiєю Rukl/CIN85, отримана i частково охарактеризована ранiше (сублiнiя
G9) [11]. Цi клiтини культивували у присутностi селективного антибiотика G418 (0,5 мг/мл;
“Sigma”, США). Рiвень експресiї Rukl/CIN85 контролювали вестерн-блот аналiзом. Отри-
мання лiзатiв клiтин, визначення концентрацiї протеїну та вестерн-блот аналiз здiйснювали
як описано ранiше [11]. Детекцiю протеїнiв на блотах проводили з використанням перших
моноклональних анти-Ruk/CIN85 (1 : 1000) [12] та анти-β-actin (1 : 5000) (“Sigma”) антитiл.
Iмунореактивнi смуги детектували за допомогою системи для пiдсиленої хемiлюмiнесценцiї
(ECL Western Blotting System, “Amersham”, Велика Британiя).

Чутливiсть клiтин до цисплатину та етопозиду оцiнювали за їх впливом на пролiферацiю
з використанням МТТ тесту як описано в роботi [13]. Екстинкцiю вимiрювали на цифрoвoму
спектрoфoтoметрi μ Quant (BioTEK, США) при λ = 570 нм. Метаболiчну активнiсть клiтин
виражали у вiдсoтках вiднoснo кoнтрoлю. IС50 визначали як концентрацiю протипухлин-
ного препарату, що викликала зниження рiвня пролiферативної активностi клiтин вдвiчi
порiвняно з такою за його вiдсутностi. Для обчислення IС50, статистичного аналiзу i побу-
дови графiкiв використовували програмне забезпечення Graphpad prism (версiя 5.00).

Активнiсть альдегiддегiдрогенази визначали за допомогою PicoProbe™ Aldehyde Dehyd-
rogenase Activity Fluorometric Assay Kit (BioVision). Клiтини (1 · 106) лiзували в 200 мкл
ALDH Assay буферу протягом 10 хв на льодянiй банi з подальшим центрифугуванням
при 12 000 об/хв протягом 5 хв. Потiм 50 мкл реакцiйної сумiшi, яка мiстила ALDH Assay
буфер, PicoProbe™, Substrate Mix i ацетальдегiд, додавали до кожної з лунок з NADH стан-
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Рис. 1. Вестерн-блот аналiз вмiсту Rukl/CIN85 у контрольних клiтинах MCF-7 та клiтинах сублiнiї G9.
Вмiст β-актину визначали для пiдтвердження однакової кiлькостi протеїну в пробах

дартами, дослiджуваними зразками та контролями фону. Пiсля iнкубацiї протягом 10 хв
флуоресценцiю вимiрювали на планшетному рiдерi FL800 (BioTEK, США) при 535ex/587em
нм i обчислювали активнiсть альдегiддегiдрогенази за iнструкцiєю до набору.

Накопиченя i виключення родамiну 123 вимiрювали як описано ранiше [14] з деякими
модифiкацiями. Спочатку клiтини трипсинiзували i двiчi промивали забуференим фiзiоло-
гiчним розчином (ЗФР), що мiстив 2% ЕСТ. 1·106клiтин суспендували в 100 мкл ЗФР/2%
ЕСТ i iнкубували з 500 нг/мл родамiну 123 протягом 1 год при 37 ◦C. Потiм клiтини про-
мивали двiчi ЗФР/2% ЕСТ, ресуспендували в середовищi, що не мiстило родамiн 123, та
iнкубували протягом 1, 2 та 3 год при 37 ◦C. Вмiст внутрiшньоклiтинного родамiну 123
визначали за допомогою протокового цитофлуориметра COULTER EPICS XL™ (Beckman
Coulter) при 488ex/525em нм.

Усi експерименти проводили у трьох паралелях, як мiнiмум, тричi. Статистичний аналiз
здiйснювали за допомогою Microsoft Excel. Визначали парний критерiй Стьюдента. Рiзницю
вважали достовiрною при значеннi P � 0,05.
Результати та їх обговорення. Для з’ясування залежностi мiж чутливiстю клi-

тин до дiї окремих хiмiотерапевтичних препаратiв i рiвнем експресiї адаптерного протеї-
ну Rukl/CIN85 було використано клiтини MCF-7 зi стабiльною надекспресiєю Rukl/CIN85
(сублiнiя G9), отриманi та охарактеризованi ранiше [11]. Як видно з рис. 1, клiтини сублiнiї
G9 характеризуються високим рiвнем надекспресiї Rukl/CIN85.

Чутливiсть контрольних клiтин MCF-7 та клiтин сублiнiї G9 дослiджували до дiї таких
препаратiв, як цисплатин та етопозид. Цисплатин використовували в концентрацiях вiд 0,01
до 100 мкМ, а етопозид — вiд 0,1 до 500 мкМ. Клiтини iнкубували з протипухлинними пре-
паратами протягом 3 дiб. Аналiз метаболiчної активностi оброблених клiтин показав, що
сублiнiя G9 зi значним рiвнем надекспресiї Rukl/CIN85 стiйкiша до дiї дослiджуваних хi-
мiотерапевтичних агентiв порiвняно з контрольними клiтинами (рис. 2). Значення IС50 для
цисплатину становили 7,79±2,4 мкM для контрольних клiтин i 25,6±9,6 мкM для клiтин G9
(див. рис. 2, а), для етопозиду — 26,6±4,0 i 53,9±4,2 мкM вiдповiдно (див. рис. 2, б ). За ре-
зультатами проведених дослiджень величина IС50 виявилась у 3,3 раза бiльшою для клiтин
з надекспресiєю Rukl/CIN85, оброблених цисплатином, i в 2 рази бiльшою для цих же клi-
тин, оброблених етопозидом, порiвняно з контрольними клiтинами. Слiд зазначити, що при
низьких концентрацiях дослiджуваних хiмiотерапевтичних препаратiв спостерiгалася знач-
на вiдмiннiсть у життєздатностi клiтин G9, оброблених цисплатином, порiвняно з контроль-
ними клiтинами i дещо менша для клiтин G9, оброблених етопозидом. Пiсля досягнення
концентрацiї препаратiв, що вiдповiдали IС50, вiдмiнностi у життєздатностi дослiджуваних
клiтин ставали менш вираженими. Таким чином, надекспресiя Rukl/CIN85 супроводжуєть-
ся збiльшенням стiйкостi клiтин MCF-7 до дiї цисплатину та етопозиду.
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Рис. 2. Життєздатнiсть клiтин MCF-7, оброблених цисплатином (а) та етопозидом (б ). Наведено середнi
данi з п’яти експериментiв ±SEM

Для з’ясування можливих механiзмiв, залучених до пiдвищення хiмiорезистентностi
клiтин, що надекспресують Rukl/CIN85, оцiнювали активнiсть ензиму системи детоксика-
цiї альдегiддегiдрогенази та активнiсть АТФ-зв’язувальних касетних (АВС) транспортерiв.
Активнiсть альдегiддегiдрогенази дослiджували з використанням комерцiйного набору Pi-
coProbe™ Aldehyde Dehydrogenase Activity Fluorometric Assay (BioVision). Встановлено, що
активнiсть даного ензиму на 36% вища у клiтинах сублiнiї G9 порiвняно з контрольними
клiтинами (рис. 3).

Активнiсть АВС транспортерiв оцiнюють за ефективнiстю виключення вiтальних барв-
никiв (Hoechst 33 342, родамiн 123) з оброблених клiтин [15]. Здатнiсть клiтин з надекспре-
сiєю Rukl/CIN85 акумулювати та виключати родамiн 123 дослiджували протоковою цито-
флуорометрiєю. Поглинання родамiну 123 характеризувалося зменшенням його накопичен-
ня клiтинами сублiнiї G9 порiвняно з контрольними клiтинами. Виключення родамiну 123
оцiнювали за кiлькiстю родамiн 123-негативних клiтин. Викид даного барвника вивчали
в динамiцi: пiсля 1, 2 та 3 год iнкубацiї в середовищi, що не мiстило родамiн 123. Як вид-
но з рис. 4, а, у дослiджуваних клiтинах детектуються двi популяцiї клiтин — з високим
та низьким вмiстом родамiну 123. Нас цiкавила популяцiя клiтин з низьким рiвнем ро-
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Рис. 3. Активнiсть альдегiддегiдрогенази в контрольних клiтинах MCF-7 та клiтинах сублiнiї G9. Наведено
середнi данi з трьох експериментiв ±SEM

дамiну 123. Показано, що розмiр цiєї популяцiї зростає зi збiльшенням часу iнкубацiї як
для контрольних клiтин, так i клiтин, що надекспресують Rukl/CIN85 (рис. 4, б ). Вод-
ночас кiлькiсть родамiн 123-негативних клiтин у кожнiй часовiй точцi була вищою для
клiтин G9 порiвняно з контрольними. Рiзниця в кiлькостi родамiн 123-негативних клi-
тин мiж дослiджуваною сублiнiєю та контрольними клiтинами MCF-7 виявилась досто-
вiрною на 3-тю год iнкубацiї. За результатами проведених дослiджень можна зробити ви-
сновок, що надекспресiя Rukl/CIN85 супроводжується збiльшенням активностi АВС транс-
портерiв.

Таким чином, пiдвищення стiйкостi клiтин MCF-7 з надекспресiєю Rukl/CIN85 до дiї
цисплатину та етопозиду порiвняно з контрольними клiтинами може бути пов’язане, при-
наймнi частково, з активацiєю альдегiддегiдрогенази та АВС транспортерiв, якi вiдiграють
важливу роль у розвитку хiмiорезистентностi. Вiдомо також, що важлива роль у формуван-
нi стiйкостi до хiмiотерапiї належить клiтинам, що знаходяться в станi пролiферативного
спокою [4]. Цiкаво, що, як було показано ранiше, клiтини з надекспресiєю Rukl/CIN85 ха-
рактеризуються зниженням iнтенсивностi росту [11]. Це може свiдчити про те, що частина
популяцiї таких клiтин перебуває в станi пролiферативного спокою, i, як наслiдок, здiйснює
внесок у зниження чутливостi клiтин сублiнiї G9 до дiї дослiджуваних хiмiотерапевтичних
препаратiв. Крiм того, у розвитку хiмiорезистентностi важливою є активацiя окремих сиг-
нальних шляхiв. Зокрема, PI3K/Akt/mTOR сигнальний шлях залучений до регуляцiї таких
клiтинних вiдповiдей, як клiтинний рiст, метаболiзм, рухливiсть та виживанiсть. Вiдомо,
що активацiя Akt-залежного сигнального шляху забезпечує зниження чутливостi клiтин
до дiї протипухлинних препаратiв за рахунок iнгiбування апоптозу. Наприклад, у клiтинах
дрiбноклiтинного раку легенi людини пригнiчення mTOR супроводжується збiльшенням
їх чутливостi до етопозиду [4]. Ранiше було виявлено конститутивну активацiю Akt кiна-
зи в клiтинах, що надекспресують Rukl/CIN85 [11], що узгоджується з отриманими нами
даними стосовно пiдвищення хiмiорезистентностi до дiї цисплатину та етопозиду клiтин
сублiнiї G9.

Результати проведених дослiджень свiдчать про те, що клiтини MCF-7 з надекспресiєю
адаптерного протеїну Rukl/CIN85 є стiйкiшi до дiї цисплатину та етопозиду порiвняно з кон-
трольними клiтинами, що може бути зумовлене вищою активнiстю ензиму детоксикацiї —
альдегiддегiдрогенази та АТФ-зв’язувальних касетних транспортерiв у цих клiтинах вiд-
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Рис. 4. Ефективнiсть виключення родамiну 123 клiтинами MCF-7 та клiтинами сублiнiї G9: а — FACS
(Fluorescence-activated cell sorting) аналiз вмiсту родамiну 123 у клiтинах; б — динамiка виключення рода-
мiну 123 протягом 3 год. Наведено середнi данi з чотирьох експериментiв ±SEM; * статистично значуща
вiдмiннiсть показникiв клiтин сублiнiї G9 вiд контрольних при парному порiвняннi за t-критерiєм Стью-
дента при P � 0,05

носно контрольних. Таким чином, можна припустити, що за умов надекспресiї Rukl/CIN85
потенцiйно залучений до розвитку хiмiорезистентностi клiтин аденокарциноми молочної
залози людини лiнiї MCF-7.

Дослiдження було здiйснене за фiнансової пiдтримки цiльової комплексної мiждисциплiнарної
програми наукових дослiджень НАН України “Фундаментальнi основи молекулярних та клiтин-
них бiотехнологiй”.

1. Abdullah L. N., Chow E.K.Mechanisms of chemoresistance in cancer stem cells // Clin. and Transl. Med. –
2013. – 2. – P. 1–9.

154 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



2. Redmond K.M., Wilson T.R., Johnston P.G., Longley D.B. Resistance mechanisms to cancer chemothe-
rapy // Front. in Biosc. – 2008. – 2. – P. 5138–5154.

3. Longley D. B., Johnston P.G. Molecular mechanisms of drug resistance // J. Pathol. – 2005. – 205. –
P. 275–292.

4. Alison M., Lin W., Lim S., Nicholson L. Cancer stem cells: In the line of fire // Cancer Treat. Rev. –
2012. – 38. – P. 589–598.

5. Gottesman M. Mechanisms of cancer drug resistance // Annu. Rev. Med. – 2002. – 53. – P. 615–627.

6. Dikic I. CIN85/CMS family of adaptor molecules // FEBS Lett. – 2002. – 529. – P. 110–115.

7. Havrylov S., Ichioka F., Powell K. et al. Adaptor protein Ruk/CIN85 is associated with a subset of
COPI-coated membranes of the Golgi complex // Traffic. – 2008. – 9. – P. 798–812.

8. Gout I., Middleton G., Adu J. et al. Negative regulation of PI 3-kinase by Ruk, a novel adaptor protein //
EMBO J. – 2000. – 19. – P. 4015–4025.

9. Narita T., Nishimura T., Yoshizak K., Taniyama T. CIN85 associates with TNF receptor 1 via Src and
modulates TNF-alpha-induced apoptosis // Exp. Cell Res. – 2005. – 304. – P. 256–264.

10. Havrylov S., Redowicz M., Buchman V. Emerging roles of Ruk/CIN85 in vesicle-mediated transport, adhesi-
on, migration and malignancy // Traffic. – 2010. – 11. – P. 721–731.

11. Samoylenko A., Vynnytska-Myronovska B., Byts N. et al. Increased levels of the HER1 adaptor
protein Rukl/CIN85 contribute to breast cancer malignancy // Carcinogenesis. – 2012. – 33. –
P. 1976–1984.

12. Mayevska O., Shuvayeva H., Igumentseva N. et al. Expression of adaptor protein Ruk/CIN85 isoforms
in cell lines of various tissue origins and human melanoma // Exp. Oncol. – 2006. – 28. –
P. 275–281.

13. Mosmann T. Rapid colorimetric assay for cellular growth and survival: application to proliferation and
cytotoxicity assays // J. Immunol. Meth. – 1983. – 65. – P. 55–63.

14. Vesuna F., Lisok A., Kimble B., Raman V. Twist modulates breast cancer stem cells by transcriptional
regulation of CD24 expression // Neoplasia. – 2009. – 11. – P. 1318–1328.

15. Lizard G., Roignot P., Maynadie M. et al. Flow cytometry evaluation of the multidrug-resistant phenotype
with functional tests involving uptake of daunorubicin, Hoechst 33342, or Rhodamine 123: a comparative
study // Cancer Detect. Prev. – 1995. – 19. – P. 527–534.

Надiйшло до редакцiї 21.06.2013Iнститут бiохiмiї iм. О.В. Палладiна
НАН України, Київ

А.В. Пасечник, О.А. Поворознюк, И.Р. Горак, Д. С. Геращенко,
О.В. Пономаренко, А.А. Самойленко, Н.В. Биць, Л. Б. Дробот

Сверхэкспрессия адаптерного протеина Rukl/CIN85
в аденокарциномных клетках молочной железы человека линии
MCF-7 сопровождается повышением их химиорезистентности

Проведен анализ чувствительности клеток MCF-7 со сверхэкспрессией адаптерного про-
теина Rukl/CIN85 к действию отдельных противоопухолевых препаратов, а также иссле-
довано состояние активности звеньев регуляторных систем, потенциально вовлеченных
в развитие химиорезистентности. Установлено, что сверхэкспрессия Rukl/CIN85 сопрово-
ждается повышением стойкости исследуемых клеток к действию цисплатина и этопози-
да, увеличением активности альдегиддегидрогеназы и АТФ-связывающих кассетных транс-
портеров.
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O.V. Ponomarenko, A.A. Samoylenko, N.V. Byts, L. B. Drobot

Overexpression of adaptor protein Rukl/CIN85 in human breast
adenocarcinoma cell line MCF-7 is accompanied by increased
chemoresistance

The analysis of the sensitivity of MCF-7 cells with adaptor protein Rukl/CIN85 overexpression to
certain antitumor drugs is performed, and the activity of components of regulatory systems poten-
tially involved in the development of chemoresistance is investigated. It is found that Rukl/CIN85
overexpression was accompanied by an increased resistance of studied cells to the action of cis-
platin and etoposide, as well as by an enhancement of the activity of aldehyde dehydrogenase and
ATP-binding cassette transporters.
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Академiк НАН України В.С. Пiдгорський, О. Г. Коваленко,
П.М. Болтовець, Б.А. Снопок, О.М. Полiщук

Формування комплексу глюкуроноксиломанану
Tremella mesenterica Ritz. Fr. з вiрусом тютюнової

мозаїки як один iз можливих механiзмiв антивiрусної
дiї полiсахариду

Встановлено, що глюкуроноксиломанан (ГКМ), видiлений iз культуральної рiдини бази-
дiального гриба Tremella mesenterica Ritz. Fr. (Basidiomycota), пригнiчує iнфекцiйнiсть вi-
русу тютюнової мозаїки (ВТМ). Iнактивацiя вiрусу є зворотною, оскiльки зменшуєть-
ся при розведеннi iнокулюма, до якого був доданий ГКМ. За допомогою методу поверхне-
вого плазмонного резонансу показано, що ГКМ взаємодiє з вiрусними частками in vitro.
Причиною зниження iнфекцiйностi вiрусу в присутностi ГКМ може бути агрегацiя
вiрiонiв, яка виявляється при ультрацентрифугуваннi сумiшi в градiєнтi густини са-
харози та за допомогою трансмiсивної електронної мiкроскопiї.

Серед завдань прикладної фiтовiрусологiї важливим є пошук речовин — можливих засобiв
захисту рослин вiд вiрусних iнфекцiй. За типом активностi антивiруснi препарати подiля-
ють на iнактиватори, що впливають безпосередньо на вiрус, iнгiбiтори iнфекцiї i репродукцiї
вiрусiв та iндуктори вiрусостiйкостi рослин. Серед iнгiбiторiв вiрусiв вiдомi бiлки, полiсаха-
риди, аналоги нуклеотидiв, нуклеїнових кислот, нуклеозидiв, неорганiчнi сполуки тощо [1].

Останнiм часом в галузi пошуку антивiрусних препаратiв все бiльше уваги придiляється
iндукторам стiйкостi рослин, якi пригнiчують розвиток вiрусної iнфекцiї у рослин внаслi-
док активацiї захисних механiзмiв хазяїна [2]. Здатнiсть iндукувати вiрусостiйкiсть у рос-
лин виявлено у ряду нуклеїнових кислот, бiлкiв та полiсахаридiв [3, 4]. Серед останнiх
найбiльший iнтерес становлять глiкополiмери, що легко утилiзуються рослиною та мiкро-
органiзмами i тому є нешкiдливими як для самої рослини, так i для довкiлля в цiлому. Так,
на прикладi вiрусу тютюнової мозаїки (ВТМ) показано, що нейтральнi манани, продуко-
ванi дрiжджами, можуть перешкоджати утворенню вiрусiндукованих локальних некрозiв
у надчутливого сорту тютюну, але не впливають на розвиток первинних центрiв iнфекцiї
у сприйнятливого сорту [3]. На пiдставi цих та iнших даних авторами було висунуто при-
пущення, що антивiруснi властивостi таких полiсахаридiв зумовленi їх здатнiстю сприяти
активацiї захисних механiзмiв, що базуються на бiлок-вуглеводнiй взаємодiї, яка не потре-
бує активацiї клiтинного геному та синтезу нових речовин у клiтинi [4]. З iншого боку,
деякi вуглеводвмiснi сполуки, як наприклад, глiкопротеїн, видiлений з плодових тiл їстiв-
ного гриба Agrocybe aegerita, що має лектиновi властивостi, можуть пригнiчувати розвиток
ВТМ-iнфекцiї у рослинах Nicotiana glutinosa завдяки прикрiпленню до вiрусної частки та
перешкоджанню процесу iнфiкування рослинної клiтини вiрусом [5].

Дослiдження антифiтовiрусних властивостей глюкуроноксиломанану (ГКМ), видiлено-
го з культуральної рiдини Tremella mesenterica, показали, що даний глiкан може пригнiчу-
вати ВТМ-iнфекцiю у надчутливих рослин як при додаваннi його до суспензiї вiрусу, так
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i при введеннi його в мiжклiтинний простiр листка [6]. Причому остання активнiсть частко-
во блокується в присутностi iнгiбiтора транскрипцiї РНК на матрицi ДНК актиномiцину
Д [7]. Це дало можливiсть припустити, що ГКМ впливає як на вiрус in vitro, так i на процеси
клiтинного метаболiзму, що призводять до активацiї вiрусостiйкостi рослин de novo.

Ми ставили за мету вивчення взаємодiї ГКМ з вiрiонами (антигеном) ВТМ як умови,
за якої може вiдбуватися iнактивацiя вiрусу завдяки утворенню неiнфекцiйних комплексiв
in vitro.
Матерiали i методи. Об’єктами дослiджень були: ВТМ, штам U1 та полiсахарид ГКМ,

видiлений з культуральної рiдини гриба Tremella mesenterica Ritz. Fr. (Heterobasidiaceae)
за методикою [8] з деякими модифiкацiями.

Бiологiчнi дослiдження. Для визначення антивiрусної активностi ГКМ використову-
вали рослини дурману (Datura stramonium L.), вирощенi в теплицi за природних умов освiт-
лення, вологостi та температури. У дослiдi використовували рослини у вiцi 4–6 справжнiх
листкiв.

Для дослiдження здатностi ГКМ взаємодiяти з ВТМ in vitro, полiсахарид (2 мг/мл)
додавали до водної суспензiї вiрусу (20 мкг/мл) та витримували рiзнi промiжки часу (0, 5,
10, 15, 30 с та 1, 5, 10 хв), пiсля чого iнокулювали лiвi половинки листкiв дурману. Правi
половинки, якi слугували контролем, iнокулювали вiрусом без препарату.

Зворотнiсть iнактивацiї вiрусу в присутностi полiсахариду вивчали за допомогою послi-
довних п’ятикратних розведень iнкубованої протягом 30 хв сумiшi ГКМ (5 мг/мл) — ВТМ
(2 мг/мл). Правi половинки iнокулювали вiрусом у вiдповiдному розведеннi без додавання
препарату.

Ступiнь пригнiчення вiрусної iнфекцiї розраховували за кiлькiстю некрозiв на дослiднiй
i контрольнiй половинках листкiв за формулою [9]

I =
K−Д

K
· 100%,

де I — ступiнь iнгiбування вiрусу, %; К — кiлькiсть некрозiв у контролi; Д — кiлькiсть
некрозiв у дослiдi.

Результати пiдрахунку некрозiв та достовiрнiсть отриманих результатiв пiддавали ста-
тистичнiй обробцi загальновiдомими методами. На графiках подавали вiдхилення середньої
величини вiдношення кiлькостi некрозiв у дослiдi до такої у контролi.

Метод поверхневого плазмонного резонансу (ППР). Для вивчення утворення
комплексу мiж полiсахаридом та вiрiонами ВТМ in vitro застосовували метод ППР [10].
Для реалiзацiї методу ми використовували специфiчнiсть бiлка А Staphylococcus aureus до
Fc-фрагменту iмуноглобулiну, з одного боку [11], та формування попередньо утвореного
комплексу вiрусу з вiрусоспецифiчними антитiлами, з iншого. Залежно вiд вiдносної кон-
центрацiї вiрусних часток та вiрусспецифiчних антитiл, комплекси IgG–вiрус можуть мати
рiзну кiлькiсть IgG на один вiрiон, що обумовлює варiацiї щiльностi як всерединi самого
комплексу, так i в їх упаковцi на поверхнi; при цьому середня товщина всього комплексу
буде приблизно однаковою внаслiдок статистичного характеру взаємодiї антивiрусних iму-
ноглобулiнiв iз системою вiдповiдних епiтопiв на поверхнi вiрусної частки (близько 800 для
ВТМ). Тобто в цьому випадку зсув ППР може залежати вiд параметрiв шарiв вже в гори-
зонтальнiй площинi. Це дає можливiсть встановити концентрацiю вiрусних часток у пробi
вiдповiдно до калiбрувальної кривої [11, 12].
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Для бiосенсорних дослiджень використовували вищезгаданий препарат ВТМ, специфiч-
ну до нього полiклональну кролячу антисироватку (Iнститут сiльськогосподарської мiк-
робiологiї НААН України) та бiлок А S. aureus (“Sigma”). Вiрус (100 мкг/мл), бiлок А
(50 мкг/мл) i антисироватку (розведення вiд 1 : 25 до 1 : 1600) розчиняли в сольовому
фосфатному буферi (PBS) pH 7,4, ГКМ (300 мкг/мл) та KNCS (10−2 М, 7 мкл HCl на 1 мл
водного розчину), що використовувався нами для захисту бiлкових молекул вiд денатурацiї
та надання поверхнi додаткового негативного заряду [11]. Дослiдження проводили за допо-
могою сканувального SPR спектрометра “BioHelper-01” [12]. Склянi пластинки 20×20×1 мм
з тонким (40 нм) шаром золота, нанесеним через адгезивний шар хрому (2 нм), фiксува-
ли на пiдтримуючiй склянiй призмi за допомогою iмерсiйної рiдини (полiфенiловий ефiр),
показник заломлення якої близький до показника заломлення скла.

Преiнкубацiю компонентiв дослiджуваної сумiшi здiйснювали при кiмнатнiй темпера-
турi. Для виявлення впливу ГКМ на подальшу взаємодiю вiрусних часток з антитiлами
вiрус iнкубували з полiсахаридом протягом 30 хв, пiсля чого до сумiшi додавали анти-
тiла й iнкубували ще 30 хв. У контрольних варiантах дослiду для дотримання вiдповiд-
ного спiввiдношення мiж компонентами реакцiйної сумiшi замiсть полiсахариду додава-
ли воду. Час iнкубацiї цiєї сумiшi становив також 30 хв. Вимiри здiйснювали в прото-
чному режимi. Швидкiсть протоку становила 50 мкл/хв. Для видалення органiчних за-
бруднень поверхню чiпа обробляли сумiшшю HCl/H2O2/H2O (40 мкл НСl, 40 мкл Н2О2,
200 мкл Н2О, спiввiдношення компонентiв 15/15/70). Пiсля ретельного промивання водою
наносили розчин KNCS, який потiм змивали, пiсля чого наносили буферний розчин для
подальшого нормування отриманих результатiв. Вiдтак на поверхню сенсора наносили роз-
чин бiлка А, а пiсля нього — дослiджувану сумiш антитiл i вiрусу за наявностi (дослiд)
або вiдсутностi (контроль) полiсахариду. Пiсля iммобiлiзацiї комплексу i промивання по-
верхнi PBS її обробляли глiциновим буфером (pH 2,2), який руйнує зв’язки антигену та
антитiл.

Центрифугування в градiєнтi густини сахарози. Для вивчення взаємодiї ВТМ
та ГКМ застосовували метод центрифугування в градiєнтi густини сахарози. Для цього
в центрифужних пробiрках формували лiнiйний градiєнт сахарози вiд 15 до 45% та нано-
сили на поверхню розчину препарат ВТМ (6 мг/мл) у сумiшi з ГКМ (2 мг/мл) та без нього
i пiддавали високошвидкiсному центрифугуванню при 22 000 об/хв (центрифуга Bekmann,
ротор SW40). Пiсля центрифугування визначали наявнiсть флуоресцiювальних зон в уль-
трафiолетовому свiтлi та наявнiсть i стан вiрусних часток у зонах та в осадi, що виникли
в результатi центрифугування, методом трансмiсивної електронної мiкроскопiї.

Електронна мiкроскопiя. З метою вiзуалiзацiї комплексоутворення мiж ВТМ та
ГКМ нами було проведено електронно-мiкроскопiчнi дослiдження, що дають можливiсть
оцiнити стан вiрусу в суспензiї з полiсахаридом. Дослiдження виконанi на електронному
мiкроскопi JEM 1400. Для електронної мiкроскопiї використовували мiднi сiточки з форм-
варовою плiвкою-пiдкладкою, якi вносили в краплю дослiджуваного матерiалу, витриму-
вали 1,5 хв та проводили негативне контрастування 2% розчином фосфорно-вольфрамової
кислоти (ФВК).
Результати та обговорення. З огляду на особливостi хiмiчної будови дослiджувано-

го нами ГКМ, який у своєму складi, поряд з нейтральними моносахаридами манозою та
ксилозою, мiстить у бокових ланцюгах глюкуронову кислоту [14], можна було припустити,
що наявнiсть анiонних груп у глiкану може сприяти утворенню комплексу його з вiрiонами
ВТМ, зокрема з катiонними групами амiнокислот капсидного бiлка.
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Рис. 1. Пригнiчення iнфекцiйностi ВТМ на рослинах D. stramonium залежно вiд часу iнкубацiї його з ГКМ
та фiзiологiчного стану листя. а — iнтактнi рослини, б — iзольованi листки

Для перевiрки цiєї гiпотези нами проведено ряд бiологiчних, фiзичних та фiзико-хiмiч-
них експериментiв. Спершу необхiдно було встановити, чи знижується iнфекцiйнiсть ВТМ
залежно вiд часу iнкубацiї його з полiсахаридом. Для цього суспензiю ВТМ (20 мкг/мл)
змiшували з розчином ГКМ i сумiш, нанесену на листя рослини-iндикатора — дурману,
iнкубували протягом рiзного часу. У “нульовий” термiн, iнокуляцiя рослин проходила одно-
часно зi змiшуванням препарату, що виключало реакцiю вiрусу та глiкану поза клiтиною.
В iншi термiни, а саме 5, 10, 30 с, 15 та 10 хв, препарати змiшували i реакцiя вiдбувалася
на поверхнi листка. В одному дослiдi iнфiкували iнтактнi рослини, в iншому — iзольова-
нi листки дурману. Встановлено, що в обох випадках з подовженням часу iнкубацiї вiрусу
з глiканом iнактивацiя ВТМ має тенденцiю до зростання, особливо у випадку використання
для тестування iнфекцiйностi iзольованих листкiв, хоча найбiльше достовiрне вiдхилення
точки вiд наступних точок на прямiй у першому випадку спостерiгається в “нульовий” час
iнкубацiї вiрусу та iнгiбiтора (рис. 1). Останнє може вказувати на те, що реакцiя мiж вiрусом
i полiсахаридом проходить досить швидко — за 5–30 с, i вже в iншi термiни випробування
iнфекцiйностi iнокулюма переважають iншi механiзми його антивiрусної дiї, зокрема акти-
вацiя захисних механiзмiв рослини, що веде до локалiзацiї вiрусної iнфекцiї та розвитку
iндукованої ним вiрусної резистентностi клiтин хазяїна. Останню думку пiдтверджує той
факт, що крива пригнiчення iнфекцiйностi ВТМ на iзольованих листках, де вiрусiндукованi
механiзми стiйкостi ослабленi завдяки фiзiологiчному стресу (iзоляцiя листкiв), має бiльш
крутий нахил, нiж така для iнтактних рослин.

Для виявлення мiцностi можливого комплексу ГКМ–ВТМ та зворотностi його утворен-
ня нами було зроблено серiю п’ятикратних розведень вихiдної сумiшi компонентiв, що iн-
кубувалась при кiмнатнiй температурi протягом 30 хв, з наступним тестуванням iнфекцiй-
ностi вiрусу на тiй самiй рослинi-iндикаторi — дурманi. Встановлено, що при розведеннi
сумiшi i, отже, зменшеннi концентрацiї вiрусу та ГКМ у нiй антивiрусна активнiсть полi-
сахариду поступово знижується (рис. 2). Так, пригнiчення iнфекцiйностi вiрусу в нерозве-
денiй сумiшi становить майже 80%, у розведеннях 1 : 5, 1 : 25, 1 : 125 — 58, 48 та 20%
вiдповiдно. При цьому концентрацiя в сумiшi ГКМ/ВТМ при однаковому спiввiдношеннi
взаємодiючих компонентiв (1 : 2,5) становила 5000/2000, 1000/400, 200/80, 40/16 мкг/мл
вiдповiдно.
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Рис. 2. Зворотнiсть iнактивацiї ВТМ у присутностi ГКМ (5 мг/мл), виявлена при розведеннi iнкубацiйної
сумiшi

Отже, ГКМ може утворювати нетривкi комплекси з вiрiонами ВТМ in vitro. Така взає-
модiя iстотно не впливає на структурно-функцiональну цiлiснiсть вiрiону, на що вказує
збереження iнфекцiйної активностi ВТМ при розведеннi сумiшi. В умовах нашого експери-
менту у водному середовищi мiж взаємодiючими компонентами — ГКМ та ВТМ, вiрогiдно,
встановлюється динамiчна рiвновага за типом зворотної фiзико-хiмiчної взаємодiї:

А+ Б↔ [AБ].

При наявностi надлишку одного з компонентiв, а саме ГКМ, фiзико-хiмiчна реакцiя iде
у напрямку утворення комплексу АБ. При зменшеннi концентрацiї ГКМ в сумiшi комп-
лекс розпадається, тобто утворення його, а отже, i сама iнактивацiя вiрусу має зворотний
характер. Найiмовiрнiше, у даному випадку, має мiсце електростатична взаємодiя in vitro
мiж карбоксильними групами залишкiв глюкуронової кислоти ГКМ та протилежними за-
рядженими групами амiнокислот бiлка оболонки ВТМ. Такий механiзм iнактивацiї вiрусу
вiдомий для полiлiзину, полiвiнiламiну тощо [15].

Для пiдтвердження утворення комплексу ГКМ та ВТМ in vitro у подальших експери-
ментах було проведено дослiдження можливої взаємодiї компонентiв методом ППР. Ана-
лiзуючи концентрацiйну залежнiсть для ВТМ у сталiй концентрацiї 100 мкг/мл i набору
розведень специфiчних антитiл вiд 1 : 25 до 1 : 1600, можна зазначити, що при оптималь-
ному для детекцiї спiввiдношеннi мiж антитiлами i вiрусом (у дослiджуваному випадку
воно вiдповiдає розведенню сироватки 1 : 200) комплекси антиген–антитiло утворюють на
поверхнi найбiльш щiльну структуру i сигнал при цьому закономiрно досягає свого макси-
муму (рис. 3). При надмiрнiй кiлькостi (малi розведення) або нестачi (великi розведення)
антитiл сигнал закономiрно знижується. Сильнi сигнали при малих розведеннях обумовленi
утворенням багатокомпонентних комплексiв антитiла — ВТМ, якi вiдповiдають формуван-
ню на поверхнi асоцiатiв [13].

Коли в систему додається такий чинник, як анiонний полiсахарид ГКМ, величина сигна-
лу знижується. Таким чином, внаслiдок взаємодiї полiсахариду з поверхнею вiрусної част-
ки кiлькiсть антитiл, якi сполучаються з ВТМ, iстотно зменшується, що призводить як
до зменшення величини сигналу ППР (приблизно у 2 рази в максимумi), так i до змiни
положення цього максимуму до 1 : 800. Це може свiдчити про те, що внаслiдок селективної
взаємодiї з бiлком оболонки вiрусу ГКМ, з одного боку, зменшує кiлькiсть можливих сайтiв
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Рис. 3. Результати вивчення утворення комплексу ВТМ–ГКМ методом ППР: залежнiсть величини резонан-
сного кута вiд концентрацiї антитiл до ВТМ (атВТМ) в сумiшi за вiдсутностi та наявностi ГКМ

зв’язування антигену з антитiлами, з iншого — надає вiруснiй частцi додатковий вiд’ємний
заряд.

Ця думка пiдтверджується також даними про структуру молекули ГКМ (молекулярна
маса (1,3–1,5) · 106 Да), що складається з лiнiйного каркасу α-(1→3) зв’язаної D-манози
у головному ланцюгу та ксилози i глюкуронової кислоти у бокових ланцюгах полiмеру.
Остання завдяки негативно зарядженим карбоксильним групам обумовлює анiонну струк-
туру полiсахариду [14].

Оскiльки структурно-фунцiональна цiлiснiсть вiрiонiв у присутностi ГКМ не порушу-
валася, важливо було дослiдити, чи здатний цей глiкополiмер призводити до агрегацiї вi-
русних часток, що також може бути чинником, що спричиняє зменшення iнфекцiйностi
iнокулюма. Для дослiдження можливостi агрегацiї вiрiонiв пiд впливом ГКМ нами вико-
ристано метод центрифугування в градiєнтi густини сахарози в поєднаннi з електронною
мiкроскопiєю. Для цього до суспензiї ВТМ (2 мг/мл) додавали ГКМ до кiнцевої концен-
трацiї 5 мг/мл, сумiш iнкубували протягом 30 хв, вносили в центрифужну пробiрку зi
сформованим лiнiйним градiєнтом концентрацiї сахарози (15–45%) та пiддавали центрифу-
гуванню. Контролем служив такий же препарат ВТМ без полiсахариду. В процесi центри-
фугування вiрус як у дослiдi, так i в контролi роздiлився на двi зони: на днi пробiрки та
в зонi, що вiдповiдала 25%-й сахарозi (данi не наведено). Той факт, що опалесцiювальна зо-
на вiрусу в дослiдi i контролi мала однакове положення, може свiдчити про неможливiсть
видiлення комплексу ВТМ з ГКМ iз загальної маси вiрусу методом центрифугування в гра-
дiєнтi густини сахарози, очевидно, завдяки тому, що молекулярна маса вiрусу i комплексу
його з полiсахаридом рiзниться мало. Проте, за допомогою електронної мiкроскопiї вста-
новлено, що в осадi вiрус, оброблений ГКМ, на вiдмiну вiд необробленого контролю, мав
агрегований стан (рис. 4, б ). Причому агрегацiя вiрiонiв “бiк-в-бiк” спостерiгалася також
у опалесцiювальнiй зонi (див. рис. 4, в). Тобто пiд впливом ГКМ може мати мiсце агре-
гацiя вiрусних часток, що призводить до зменшення iнфекцiйностi вiрусного iнокулюма
в присутностi ГКМ.

Отже, нашi бiологiчнi дослiди та перевiрка їхнiх результатiв методами ППР та елект-
ронної мiкроскопiї показують, що екзоцелюлярний полiсахарид ГКМ Tremella mesenterica
може утворювати комплекси з вiрiонами ВТМ, обумовлюючи агрегацiю вiрiонiв in vitro,
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Рис. 4. Електронна мiкроскопiя ВТМ, отриманого з опалесцiювальної зони, що формувалася пiсля центри-
фугування в градiєнтi густини сахарози: а — вiрус пiсля центрифугування без ГКМ; б, в — вiрус пiсля
центрифугування в присутностi ГКМ

вiрогiдно, завдяки iоннiй взаємодiї мiж карбоксильними групами уронової кислоти та про-
тилежно зарядженими групами капсидного бiлка вiрусу. Оскiльки вiдомо, що ГКМ може
пригнiчувати розвиток вiрусної iнфекцiї в рослинах тютюну та дурману [8, 9], даний ефект
може вiдiгравати певну роль у реалiзацiї антивiрусної активностi полiсахариду. В резуль-
татi адсорбцiї ГКМ на вiрiонi, ймовiрно, блокується взаємодiя вiрусу з клiтиною, а також
сам процес її iнфiкування. Подальшi дослiдження в цьому напрямку можуть дати важли-
ву iнформацiю щодо дiї глiкополiмерiв на перебiг вiрусного патогенезу i функцiонування
механiзмiв вiрусостiйкостi у рослин.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України (проект
ДЗ/479-2009) та Українського науково-технологiчного центру України (проект 4973).
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Формирование комплекса глюкуроноксиломаннана Tremella

mesenterica Ritz. Fr. с вирусом табачной мозаики как один из
возможных механизмов антивирусного действия полисахарида

Установлено, что глюкуроноксиломаннан (ГКМ), виделенный из культуральной жидкос-
ти базидиального гриба Tremella mesenterica Ritz. Fr. (Basidiomycota), подавляет инфек-
ционность вируса табачной мозаики (ВТМ). Инактивация вируса обратима, поскольку она
уменьшается при разведении инокулюма, к которому добавлялся ГКМ. С помощью метода
поверхностного плазмонного резонанса показано, что ГКМ взаимодействует с вирусными
частицами in vitro. Причиной сниження инфекционности вируса в присутствии ГКМ мо-
жет быть агрегация вирионов, которая выявляется при ультрацентрифугировании смеси
в градиенте плотности сахарозы и с помощью трансмиссивной электронной микроскопии.

Academician of the NAS of Ukraine V. S. Podgorsky, A.G. Kovalenko,
P.N. Boltovets, B.A. Snopok, E.N. Polishchuk

Formation of a complex of glucuronoxylomannan Tremella mesenterica

Ritz. Fr. with tobacco mosaic virus as one of the possible mechanisms of
polysaccharide’s antiviral activity

It is found that glucuronoxylomannan (GXM) obtained from basidiomycetes Tremella mesenterica
Ritz. Fr. (Basidiomycota) culture liquid inhibits the infectivity of tobacco mosaic virus (TMV).
Virus inactivation is invertible, since it reduces after inoculum containing GXM is diluted. By the
method of surface plasmon resonance, it has been shown that GXM interacts with viral particles
in vitro. The reason for a decrease in the infectivity of viral particles in the presence of GXM can
be the virion aggregation, which is detected by centrifugation of a mixture under a sucrose density
gradient and by using transmissive electron microscopy.
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Радiовипромiнювання низької iнтенсивностi (0,25 мкВт/см2) стандарту GSM 900 МГц
чинить виражений прооксидантний ефект на клiтини ембрiонiв Japanese Quail. Дiя ви-
промiнювання впродовж 158–360 год на ембрiони in ovo (iмпульси по 48 с щохвилини)
призводила до вiрогiдного зростання швидкостi генерування супероксидних радикалiв та
оксиду азоту, рiвнiв перекисiв лiпiдiв та 8-оксогуанозину в клiтинах ембрiонiв. При цьо-
му активнiсть cупероксиддисмутази та каталази у тканинах опромiнених ембрiонiв
виявилася достовiрно пригнiченою.

Стрiмке поширення систем мобiльного зв’язку викликало закономiрну насторогу науковцiв
та громадськостi щодо можливих негативних наслiдкiв нових джерел радiовипромiнювання
для здоров’я людини. Епiдемiологiчнi дослiдження останнiх рокiв пiдтвердили, що довго-
тривале та iнтенсивне використання мобiльного зв’язку може спричиняти значнi ризики
для здоров’я людини внаслiдок надмiрного радiоопромiнення. Так, виявлено достовiрне
зростання ризикiв розвитку глiом, менiнгiтом, неврином слухового нерву, пухлин бiляву-
шних слинних залоз, головного болю, вiдчуття фiзичного дискомфорту у користувачiв мо-
бiльним зв’язком при багаторiчному (5–10 рокiв) iнтенсивному користуваннi мобiльними
телефонами [1]. У той же час упродовж останнiх рокiв виявлено стiйку динамiку зростан-
ня вiдсотка електрогiперчутливих людей серед загального населення розвинених країн (вiд
сотих процента на початку 1990-х рокiв до дев’яти–одинадцяти вiдсоткiв у рiзних країнах
пiсля 2005 р.) [2].

Характерними симптомами гiперчутливостi людей до тривалого опромiнення неiонiзу-
ючим електромагнiтним випромiнюванням є симптом хронiчної втоми, пiдвищена збудли-
вiсть, головнi болi, шум у вухах, подразнення шкiри, гормональнi дисбаланси [3].
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Серед найбiльш значимих бiологiчних ефектiв низькоiнтенсивного радiовипромiнюван-
ня на клiтинному рiвнi є виражена прооксидантна та мутагенна дiя певних режимiв опро-
мiнення [4, 5]. При цьому бiологiчнi ефекти опромiнення виявляються при iнтенсивностях,
значно менших за мiжнароднi норми електромагнiтної безпеки. Проте ефективнiсть радiо-
опромiнення iстотно залежить як вiд параметрiв опромiнення, так i вiд бiологiчної моделi,
використаної в тому або iншому дослiдженнi.

Ранiше нами [6] на моделi ембрiону Japanese Quail (перепела японського) було проде-
монстровано виражений дозозалежний мутагенний ефект радiовипромiнювання стандарту
GSM 900 МГц при iнтенсивностях, якi були на три порядки нижчими за рекомендацiї Мiж-
народної комiсiї iз захисту вiд неiонiзуючого випромiнювання. Для з’ясування причин таких
впливiв у данiй роботi нами на цiй же бiологiчнiй моделi дослiджено ефекти наднизьких
iнтенсивностей радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц щодо показникiв оксидатив-
ного стресу у живих клiтинах.

Опромiнення ембрiонiв Japanese Quail in ovo здiйснювали за допомогою комерцiйної мо-
делi мобiльного телефону (Nokia 3120) стандарту GSM 900 МГц, максимально наблизивши
параметри випромiнювання до того, що дiє на реальних користувачiв мобiльним зв’язком.
Активацiя телефону була реалiзована за допомогою програми автодозвону (Autoringup, Ро-
сiя). Дзвiнок тривав близько 48 с, пауза мiж дзвiнками — близько 12 с. Таким чином, режим
опромiнення був переривчастий: 48 с — опромiнення та 12 с — пауза. Пiд час дзвiнка те-
лефон генерував радiовипромiнювання з частотою 890–915 МГц та частотою змiни каналу
217 Гц. Телефон був розмiщений на пластиковiй пiдставцi на вiдстанi 3 см вiд поверхнi
iнкубацiйних яєць дослiдної групи. Середня iнтенсивнiсть радiовипромiнювання на поверх-
нi iнкубацiйного яйця пiд час дзвiнка становила 0,25 мкВт/см2. Ембрiони дослiдної групи
пiддавалися як мiнiмум 158-годинному опромiненню. Цей час включав 120 год (5 дiб) опро-
мiнення ембрiонiв in ovo при кiмнатнiй температурi перед закладкою на iнкубацiю на 38 год;
120 год (5 дiб) або 240 год (10 дiб) опромiнення пiсля початку iнкубацiї (залежно вiд стро-
ку аналiзу). Дослiднi й контрольнi групи впродовж усього експерименту були екранованi
кiлькома шарами алюмiнiєвої фольги й розмiщенi на вiдстанi 10 сантиметрiв одна вiд одної.
Фонове радiовипромiнювання в лабораторiї становило 0,001 мкВт/см2, у зонi знаходження
контрольних ембрiонiв — 0,002 мкВт/см2.

Стан прооксидантно-антиоксидантної рiвноваги в клiтинах ембрiонiв оцiнювався за
швидкiстю генерування супероксидних радикалiв (О−

2 ) та оксиду азоту (NO), рiвнем пе-
рекисiв лiпiдiв та 8-гiдрокси-2′-дезоксигуанозину (8-оксогуанозин, 8-oxo-dG) та активнiстю
ферментiв антиоксидантного захисту — супероксиддисмутази (СОД), каталази та церуло-
плазмiну.

Кiлькiсне визначення швидкостi генерування супероксидних радикалiв в мiтохондрi-
ях клiтин ембрiона проводилося методом електронного парамагнiтного резонансу (ЕПР)
на комп’ютеризованому спектрометрi ЕПР РЕ-1307 iз застосуванням спiнового уловлюва-
ча — 1-гiдрокси-4-диметиламiно-2,2,6,6-тетраметил-пiперидин дигiдрохлориду, який внаслi-
док взаємодiї з супероксидними радикалами вiдновлюється до стабiльного нiтроксильного
радикала. Концентрацiя спiнового уловлювача в дослiджуванiй пробi становила 0,5 мМ.
Реєстрацiя спектрiв ЕПР проводилася при кiмнатнiй температурi тричi через кожнi 2 хв.
Швидкiсть генерування супероксидних радикалiв у зразках розраховували за динамiкою
iнтенсивностi ЕПР сигналу нiтроксильного радикала.

Швидкiсть генерацiї оксиду азоту в ембрiональних клiтинах визначалася методом ЕПР
при застосуваннi спiнового уловлювача диетилдитiокарбамату (Sigma). Реєстрацiя спектрiв
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Рис. 1. Швидкiсть генерування супероксидного радикала у клiтинах ембрiонiв Japanese Quail при дiї низь-
коiнтенсивного (0,25 мкВт/см2) радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц (n = 5–7; M ±m; ум. од.)

ЕПР проводилася при температурi рiдкого азоту (77 К) пiсля 5 хв iнкубацiї зразкiв у при-
сутностi спiнового уловлювача. Накопичення оксиду азоту в зразках оцiнювалося за дина-
мiкою iнтенсивностi сигналу ЕПР з g = 2,03.

Рiвень перекисного окислення лiпiдiв у тканинах визначався за стандартною методикою
у реакцiї з тiобарбiтуровою кислотою [7].

Рiвень молекулярного маркера окисного ушкодження ДНК — 8-оксогуанозина в клiти-
нах визначався шляхом твердофазної екстракцiї iз тканин ембрiонiв [8].

Iдентифiкацiю i визначення вмiсту 8-oxo-dG проводили спектрофотометрично при дов-
жинi хвилi 260 нм.

Активнiсть СОД, каталази та вмiст церулоплазмiну визначали за стандартними мето-
диками за спектрофотометричною оцiнкою кiнцевих продуктiв реакцiй [9–11].

Дiя радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц з iнтенсивнiстю 0,25 мкВт/см2 на
перепелинi ембрiони призвела до вираженого прооксидантного ефекту у тканинах ембрiонiв
упродовж усього перiоду аналiзу (38 год–10 дiб розвитку).

Так, iнтенсивнiсть генерування супероксидних радикалiв у гомогенатах тканин опро-
мiнених ембрiонiв зросла порiвняно з контролем на 38-му годину та 5-ту добу iнкубацiї,
вiдповiдно, на 57,5% (p < 0,01) та 29,5%. (рис. 1). У тканинах печiнки 10-добових ембрiонiв
рiвень супероксидного радикала зрiс внаслiдок опромiнення на 78,6% (p < 0,05), у ткани-
нах мозку — на 51,5% порiвняно з контролем.

Рiвень оксиду азоту зрiс у гомогенатах тканин опромiнених ембрiонiв на 80% (p < 0,001)
на 38-му годину розвитку та на 56,8% (p < 0,001) на 5-ту добу розвитку порiвняно з кон-
тролем (рис. 2). У печiнцi опромiнених 10-добових ембрiонiв рiвень NO виявився на 38%
(p < 0,05), i у тканинах мозку — на 64,5% (p < 0,05) вищим, нiж у контролi.

Рiвень перекисiв лiпiдiв також виявився iстотно пiдвищеним у тканинах ембрiонiв, що
зазнали впливу радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц: на 38-му годину — на 32,2%,
на 5-ту добу — на 14,5% (p < 0,01), на 10-ту добу у тканинах серця — на 32,1% (p < 0,01),
у тканинах печiнки — на 25%, i тканинах мозку — на 22,6% порiвняно iз контролем (рис. 3).

Радiоопромiнення перепелиних ембрiонiв призвело до вираженого зростання рiвнiв
8-oxo-dG у клiтинах. Так, рiвень 8-oxo-dG у клiтинах опромiнених 38-годинних ембрiонiв
зрiс на 128% (p < 0,001) i у клiтинах опромiнених 5-добових ембрiонiв — на 229% (p < 0,001)
порiвняно з контролем. Тобто при використаному режимi радiоопромiнення окисне ушкод-
ження ДНК, а саме, окиснення гуанiну, в ембрiональних клiтинах мало виражений та стiй-
кий характер.
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Рис. 2. Швидкiсть генерування оксиду азоту у клiтинах ембрiонiв Japanese Quail при дiї низькоiнтенсивно-
го (0,25 мкВт/см2) радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц (n = 5–7; M ±m; ум. од.)

Рис. 3. Рiвень перекисiв лiпiдiв у клiтинах ембрiонiв Japanese Quail при дiї низькоiнтенсивно-
го (0,25 мкВт/см2) радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц (n = 5–7; M ±m; ум. од.)

Внаслiдок дiї радiовипромiнювання на ембрiони iстотних змiн зазнала i активнiсть ана-
лiзованих ферментiв антиоксидантного захисту (табл. 1). Так, активнiсть СОД, фермен-
ту, що знешкоджує супероксид-радикал у клiтинах, перетворюючи його на перекис водню,
виявилася достовiрно пригнiченою у тканинах 5-добових ембрiонiв (на 34,4%; p < 0,05)
та у тканинах серця 10-добових ембрiонiв (на 48,3%; p < 0,05). Вочевидь, стiйке збiль-

Таблиця 1. Активнiсть ферментiв антиоксидантного захисту в гомогенатах тканин ембрiонiв Japanese Quail
при дiї низькоiнтенсивного (0,25 мкВт/см2) радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц (n = 5–7; M±m;
ум. од.)

Показники
38-годиннi
ембрiони

5-добовi
ембрiони

10-добовi ембрiони

Мозок Печiнка Серце

СОД
контроль 0,299 ± 0,037 0,509 ± 0,03 0,351 ± 0,023 0,505 ± 0,038 0,554 ± 0,036
дослiд 0,297 ± 0,023 0,378 ± 0,037∗ 0,425 ± 0,03 0,543 ± 0,029 0,374 ± 0,056∗

Каталаза
контроль 6,877 ± 0,207 8,08 ± 1,27 4,563 ± 0,0442 33,011 ± 1,996 2,224 ± 0,1388
дослiд 5,728 ± 0,317∗ 12,96 ± 0,77∗ 4,656 ± 0,0609 26,047 ± 1,71∗ 2,771 ± 0,2075

Церулоплазмiн
контроль 8,588 ± 0,239 3,563 ± 0,19 4,775 ± 0,199 9,071 ± 0,508 6,763 ± 0,187
дослiд 10,719 ± 0,442∗∗ 4,638 ± 0,134∗∗∗ 7,613 ± 0,214∗∗∗ 9,377 ± 0,585 5,45 ± 0,227∗∗∗

Прим i т ка. ∗p < 0,05; ∗∗p < 0,01; ∗∗∗p < 0,001 порiвняно з контролем.
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шення супероксид-радикала у тканинах ембрiона внаслiдок хронiчної дiї радiовипромiню-
вання призвело до виснаження першої ланки ферментативної системи антиоксидантного
захисту.

Активнiсть каталази, ферменту, що знешкоджує перекис водню у клiтинах, також ви-
явилася достовiрно зниженою внаслiдок радiоопромiнення у тканинах 38-годинних ембрiо-
нiв та у печiнцi 10-добових ембрiонiв (на 20%; p < 0,05 та 21%; p < 0,05, вiдповiдно). Проте
у тканинах опромiнених 5-добових ембрiонiв на фонi достовiрного пiдвищення рiвня суперо-
ксиду та перекисiв лiпiдiв при пригнiченнi активностi СОД активнiсть каталази виявилась
значно, на 60,4% (p < 0,05), пiдвищеною. Значних змiн зазнав i вмiст церулоплазмiну, основ-
ного антиоксиданту плазми кровi, у тканинах опромiнених ембрiонiв. Зокрема, впродовж
усього аналiзованого перiоду вмiст церулоплазмiну у гомогенатах опромiнених ембрiонiв
був на 24,8–59,4% (p < 0,001) вищим, нiж у контролi (за виключенням вiрогiдного знижен-
ня вмiсту ферменту у тканинах серця 10-добових ембрiонiв). При цьому найбiльших змiн
внаслiдок опромiнення вмiст ферменту зазнав у тканинах мозку 10-добових ембрiонiв. Пiд-
вищений вмiст церулоплазмiну, як i пiдвищена активнiсть каталази у тканинах 5-добових
ембрiонiв при дiї радiовипромiнювання, очевидно, є компенсаторною реакцiєю ферментної
ланки антиоксидантної системи на значне збiльшення активних форм кисню в клiтинах та
пригнiчення активностi СОД.

Таким чином, нами виявлено вираженi ознаки оксидативного стресу у тканинах пере-
пелиних ембрiонiв при дiї надмалих iнтенсивностей радiовипромiнювання стандарту GSM
900 МГц. Змiни мали системний характер i включали стiйке зростання рiвнiв продукцiї су-
пероксидного радикалу, оксиду азоту, iнтенсивностi перекисного окислення лiпiдiв та рiвня
окисного ушкодження ДНК при пригнiченнi активностi ключових ферментiв антиоксидан-
тного захисту.

Слiд наголосити, що використана в наших дослiдах iнтенсивнiсть радiовипромiнюван-
ня стандартної (комерцiйної) моделi мобiльного телефону стандарту GSM була на порядок
нижча за нацiональнi норми електромагнiтної безпеки в Українi i на три порядки нижча
за рекомендованi обмеження Мiжнародної комiсiї iз захисту вiд неiонiзуючого випромiню-
вання [12].

При цьому ранiше в рядi лабораторiй на бiологiчних моделях in vivo та in vitro було
виявлено прооксидантну дiю радiовипромiнювання стандарту GSM, але при значно вищих
iнтенсивностях випромiнювання [5, 13]. З огляду на отриманi нами данi щодо можливостi
достовiрних негативних впливiв наднизьких iнтенсивностей радiовипромiнювання стандар-
ту GSM на перебiг окисних процесiв та стан ферментної ланки антиоксидантної системи
у живих клiтинах, виникає необхiднiсть ретельного монiторингу можливого негативного
впливу радiовипромiнювання засобiв мобiльного зв’язку на здоров’я людини. Попри чисель-
нi епiдемiологiчнi данi щодо зростання ризикiв розвитку цiлого ряду захворювань, включа-
ючи ризики розвитку новоутворень при довготривалому користуваннi засобами мобiльного
зв’язку, i попри рiшення ВООЗ про визнання радiовипромiнювання можливим канцеро-
геном [14], механiзм таких впливiв значною мiрою залишався незрозумiлим. Враховуючи
широкий спектр потенцiйної небезпеки надлишкової продукцiї активних форм кисню в клi-
тинах, зокрема, участь АФК в окисному ушкодженнi ДНК та потенцiюваннi пошкоджень,
що викликають злоякiсну трансформацiю клiтин [15], наведенi нами результати викликають
велику насторогу. Показово, що у деяких модельних дослiджень in vivo було продемонстро-
вано захисну дiю екзогенних антиоксидантiв щодо негативних впливiв радiовипромiнюван-
ня стандарту GSM.
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Отриманi нами данi свiдчать, що радiовипромiнювання стандарту GSM 900 МГц за
умови його хронiчного впливу на ембрiони призводить до виражених змiн у метаболiзмi
мiтохондрiй ембрiональних клiтин, що, вочевидь, обумовлене порушенням механiзму транс-
порту електронiв в електронтранспортному ланцюзi та активацiєю систем генерування су-
пероксидних радикалiв. Крiм того, вiдбувається виражена активацiя NO-синтазних систем
в ембрiональних клiтинах, що виражається у стiйкому збiльшеннi рiвня продукцiї NO в клi-
тинах опромiнених ембрiонiв. Результатом активацiї продукцiї супероксидного радикала та
оксиду азоту в клiтинах на фонi зниження активностi ключових ферментiв антиоксидан-
тного захисту (СОД та каталази) є активацiя перекисних процесiв та значне, бiльше, нiж
у 2–3 рази, зростання рiвня окисного ушкодження ДНК у клiтинах 38-годинних та 5-добо-
вих ембрiонiв. Важливим є те, що наведений сценарiй прооксидантних змiн в ембрiональних
клiтинах виявлявся при наднизькiй iнтенсивностi радiовипромiнювання GSM стандарту, що
вiдповiдає рiвням радiовипромiнювання найбiльш безпечних сучасних моделей мобiльних
телефонiв. Це, в свою чергу, ставить питання про нагальну необхiднiсть широкого впровад-
ження принципу упередження щодо потенцiйних ризикiв для здоров’я людини вiд надмiр-
ного радiоопромiнення засобами мобiльного зв’язку.
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А.П. Бурлака, А. С. Цыбулин, Е.П. Сидорик, С.Н. Лукин,
В.М. Полищук, С.И. Цехмистренко, И.Л. Якименко

Окислительные повреждения в клетках эмбрионов Japanese Quail
при действии радиоизлучения стандарта GSM 900 МГц

Радиоизлучение низкой интенсивности (0,25 мкВт/см2) стандарта GSM 900 МГц оказы-
вает выраженный прооксидантный эффект на эмбриональные клетки Japanese Quail.
Действие излучения в течение 158–360 ч на эмбрионы in ovo (импульсы по 48 с ежеми-
нутно) приводило к достоверному возрастанию уровней супероксидного радикала, оксида
азота, перекисей липидов и 8-оксогуанозина в клетках эмбрионов. Активность супероксид-
дисмутазы и каталазы оказалась достоверно угнетенной в тканях облученных эмбрионов.

A.P. Burlaka, O. S. Tsybulin, E. P. Sidorik, S.N. Lukin, V.M. Polishuk,
S. I. Tsehmistrenko, I. L. Yakymenko

Oxidative-induced damages in embryo cells of Japanese Quail under the
exposure to radiofrequency radiation of GSM 900 MHz

The low-intensity radiofrequency radiation (0.25 μW/cm2) of GSM 900 MHz induces a chronic
oxidative stress in embryo cells of Japanese Quail. The exposure of embryos in ovo during 158–
360 h (discontinuously) led to a significant increase of the levels of superoxide, nitrogen oxide,
lipid peroxides, and 8-oxo-dG in embryo cells. Activities of superoxide dismutase and catalase were
significantly decreased in embryonic cells.
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Кисневозалежнi адаптацiйнi ефекти гiпоксичного

тренування при гемiчнiй гiпоксiї залiзодефiцитного
генезу

(Представлено академiком НАН України О.О. Мойбенком)

У дослiдах на щурах на моделi гемiчної гiпоксiї залiзодефiцитного генезу встановлено
порушення кисневотранспортної функцiї (КТФ) кровi (зменшення доставки i споживан-
ня O2, метаболiчний ацидоз) i значне зниження вмiсту (у 2,7–3,4 раза) в еритроцитах
i плазмi кровi стабiльних метаболiтiв оксиду азоту (NO) — нiтриту i нiтрату анiона
(NO−

2 , NO
−

3 ). Iнтервальне гiпоксичне тренування (IГТ) обмежує залiзодефiцит, усуває
недостатнiсть КТФ кровi та вiдновлює продукцiю NO; бiльш сприятливий нормалi-
зуючий ефект надає IГТ у превентивному режимi. Обгрунтована можливiсть корекцiї
гемiчної гiпоксiї при залiзодефiцитнiй анемiї за допомогою застосування гiпоксичного
тренування.

Гiпоксiя є ключовим ланцюгом патогенезу багатьох форм первинної та вторинної патологiї,
що обумовлює не лише загальномедичне, але й загальнобiологiчне значення проблеми. Во-
на має пошкоджуючу дiю та одночасно мобiлiзує всi компенсаторно-пристосувальнi реакцiї
i механiзми органiзму. Тому адаптацiя органiзму до гiпоксiї визначає його спроможнiсть до
виживання та одужання [1, 2]. Сучасна теорiя узагальнює закономiрностi i механiзми негай-
ної та довготривалої адаптацiї теплокровного органiзму до гiпоксiї, включаючи визначення
ролi нервової та гуморальної регуляцiї. При гострiй гiпоксiї мобiлiзуються реакцiї негай-
ної, фiзiологiчної, адаптацiї, при хронiчнiй гiпоксiї — довготривалої, бiохiмiчної, адаптацiї.
В механiзмах негайної адаптацiї до гiпоксiї провiдну роль вiддають активацiї симпато-адре-
налової системи, мобiлiзацiї преформованих резервiв кисневотранспортної системи (КТС),
гiпоксичної стимуляцiї кровотворення. В механiзмах довготривалої адаптацiї до гiпоксiї
значну роль вiдiграє виникаючий енергодефiцит i змiни потенцiалу фосфорилування, який
є сигналом для впливу на геном i мобiлiзацiї бiохiмiчних механiзмiв адаптацiї [3–5]. Моле-
кулярнi механiзми негайної та довготривалої адаптацiї до гiпоксiї реалiзуються за участю
фiзiологiчно активних речовин — так званих кисневих сенсорiв та кисневих передавачiв:
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бiлкового фактору, iндукованого гiпоксiєю (HIF); головного фактору росту для еритроїд-
них клiтин еритропоетину (ЕРО), унiверсального месенджеру клiтинних функцiй оксиду
азоту (NO), регулятора кисневого гомеостазу глутатiону (GSH) [6–10]. Встановлено, що
у вiдповiдь на гiпоксичний стимул в тканинах утворюється HIF-1 — кисневий сенсор, який
за участю NO здiйснює сигнальну трансдукцiю для регулювання продукцiї ЕРО [6, 11, 12].
Стратегiя довготривалої адаптацiї до гiпоксiї полягає в усуненнi гiперфункцiї КТС, збiль-
шеннi потужностi системи мiтохондрiй та перебудовi енергетичного метаболiзму на бiльш
економiчний шлях. Цi адаптацiйнi зсуви вiдiграють iстотну роль в механiзмах “неспецифiч-
ної резистентностi”, “перехресної резистентностi”, “перехресної адаптацiї”. Суть перехресної
адаптацiї полягає в тому, що одночасно з адаптацiєю до одного фактору середовища розви-
вається адаптацiя до iнших факторiв. Вiдповiдно, попередня адаптацiя до гiпоксiї пiдвищує
резистентнiсть органiзму до отрут, iонiзуючого опромiнення, крововтрати, до будь-яких за-
хворювань [3, 5, 13].

З погляду адаптацiї до гiпоксiї нами дослiджено гiпоксичний синдром при анемiях. Вста-
новлено реактивнiсть КТС та механiзми дiї NO, EPO i GSH при гемiчнiй гiпоксiї рiзного
генезу. Застосування явища перехресної адаптацiї для регуляцiї та корекцiї реактивностi
КТС, на нашу думку, є доцiльним у випадках хронiчної анемiї, наявностi iмунних усклад-
нень, неефективностi стимуляцiї кровотворення. Можуть бути застосованi рiзнi варiанти
та методи довготривалої адаптацiї до гiпоксiї: ступiнчаста високогiрська аклiматизацiя, iн-
струментальна оротерапiя; пiдйоми на “висоти” в барокамерi, дихання гiпоксичними сумi-
шами — iнтервальне гiпоксичне тренування [4, 5, 13].

Фундаментальне дослiдження генезу гемiчної гiпоксiї з позицiй оцiнки функцiонального
стану КТС, визначення кисневорегуляторної дiї ЕРО, NO, GSH та полiпротекторної дiї
гiпоксичного тренування є перспективним пiдходом до вирiшення проблем гiпоксiї та анемiї.

У даному повiдомленнi наведено результати вивчення впливу iнтервального гiпоксично-
го тренування на перебiг гемiчної гiпоксiї (ГГ) залiзодефiцитного генезу.

Дослiдження виконано в експериментi на 70 лабораторних щурах лiнiї Вiстар масою
(221,7± 6,4) г при моделюваннi ГГ залiзодефiцитного генезу. Проведено чотири серiї дослi-
дiв: I (n = 10) — контроль (норма — iнтактнi тварини); II (n = 40) — контроль утворення
моделi залiзодефiцитної анемiї (ЗДА) та наступного вiдновлення; III (n = 10) — застосу-
вання iнтервального гiпоксичного тренування до моделювання ЗДА (IГТ-1); IV (n = 10) —
застосування iнтервального гiпоксичного тренування пiсля утворення моделi ЗДА, пiд час
спонтанного вiдновлення анемiї (IГТ-2).

ЗДА моделювали шляхом послiдовного застосування крововтрати (ексфузiя кровi в кiль-
костi 25% об’єму циркулюючої кровi), гемолiзу еритроцитiв за допомогою хiмiчного гемо-
лiтику фенiлгiдразину (2,5 мг/100 г маси тварини, 1% водний розчин; внутрiшьньоочере-
винно, через 3 доби, 3–4 рази) i виведення залiза з органiзму за допомогою десфералу
(25 мг/100 г маси, 4% водний розчин; внутрiшньоочеревинно, щодобово, 6–8 разiв).

Сеанси гiпоксичного тренування застосовували для визначення впливу адаптацiї до гi-
поксiї на перебiг ЗДА та, вiдповiдно, ГГ. Для проведення IГТ тварин помiщали в герметич-
ний резервуар (типу ексикатора), де внаслiдок дихання в замкненому просторi створюва-
лося гiпоксичне середовище i тварини дихали гiпоксичною сумiшшю. Для поглинання вуг-
лекислоти застосовували натронний луг. Параметри гiпоксичного тренування: тривалiсть
експозицiї — 30 хв; середня концентрацiя кисню в гiпоксичнiй газовiй сумiшi — 10–12%;
кiлькiсть сеансiв — 10; щодобово. Проведено два варiанти дослiдiв iз застосуванням IГТ:
сеанси IГТ-1, що виконанi до моделювання ЗДА, ми визначали як превентивний режим;
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сеанси IГТ-2, що виконанi пiсля утворення ЗДА, пiд час вiдновлення анемiї, ми визначали
як коригуючий режим.

Для аналiзiв застосовували артерiальну та змiшану венозну кров, яку забирали за допо-
могою силiконових катетерiв, i матерiал кiсткового мозку тварин. Визначення показникiв
проводили через 1–5 дiб пiсля останнього застосування експериментального впливу. Всi
iнвазивнi манiпуляцiї здiйснювали пiд ефiрним або тiопенталовим наркозом.

Для характеристики анемiї проводили загальне гематологiчне обстеження тварин. Ви-
значали показники периферичної кровi: кiлькiсть еритроцитiв — Eр, Т/л; лейкоцитiв — Л,
Г/л; тромбоцитiв — Tр, Г/л i ретикулоцитiв — Рет, %; вмiст гемоглобiну — Hb, г/л; середнiй
вмiст Hb в еритроцитi — СВГ, пг; кольоровий показник — КП, вiдн. од.; гематокритну ве-
личину — Гт, %; пiдраховували лейкоцитарну формулу; визначали показники метаболiзму
залiза, клiтинний склад кiсткового мозку (мiєлограму i еритробластограму).

Стан системи оксиду азоту визначали за показниками вмiсту в плазмi (пл.) та еритро-
цитах (ер.) кровi стабiльних кiнцевих метаболiтiв NO — нiтриту анiона (NO−

2 ) i нiтрату
анiона (NO−

3 ): NO
−
2 пл., NO

−
2 ер., NO

−
3 пл., NO

−
3 ер.; NO пл. (NO

−
2 пл.+NO−

3 пл.), NO ер.
(NO−

2 ер. + NO−
3 ер.), мкг/мл [14, 15].

Оцiнка гемiчної гiпоксiї включала розгорнуту характеристику кисневотранспортної
функцiї (КТФ) кровi — вивчення дихальної функцiї, газового складу та кислотно-основ-
ного стану (КОС) кровi, системного кровообiгу, кисневозв’язуючих властивостей гемогло-
бiну, кисневого режиму кровi, тканинного метаболiзму. Визначали показники: концентрацiю
загального гемоглобiну та похiдних гемоглобiну (метгемоглобiну, сульфгемоглобiну та за-
гальної суми дериватiв — Hb, MtHb, SHb, DHb, г/л); кiлькiсть еритроцитiв — Eр, Т/л;
кольоровий показник — КП, вiдн. од.; середнiй вмiст гемоглобiну в еритроцитi — СВГ,
пг; гематокритну величину Ht, %; концентрацiю в еритроцитах 2,3-дифосфоглiцерату —
2,3-ДФГ, ммоль/л; концентрацiю залiза в сироватцi кровi — ЗС, мкмоль/л; загальну та не-
насичену залiзозв’язуючу здатнiсть сироватки кровi — ЗЗЗС, НЗЗС, мкмоль/л; насичення
трансферину залiзом — НТЗ, %; напругу кисню в артерiальнiй та змiшанiй венознiй кровi —
PaO2 , PvO2 , мм рт. ст.; кисневу мiсткiсть кровi — CmaxО2 , об.%; вмiст кисню в артерiаль-
нiй та змiшанiй венознiй кровi — CaO2 , CvO2 , об.%; артерiо-венозну рiзницю за киснем —
аvDО2 , об.%; хвилинний об’єм кровi — ХОК, мл/(100 г · хв−1); об’ємну швидкiсть транс-
порту кисню артерiальною та змiшаною венозною кров’ю — VaO2 , VvО2 , мл/(100 г · хв−1);
споживання кисню тканинами — VO2 , мл/(100 г · хв−1); ефективнiсть кисневого режиму
органiзму (КРО) в артерiальнiй кровi — Eа, тобто спiввiдношення доставка/споживання
кисню — VaO2/VO2 (SCR), вiдн. од.; напругу вуглекислого газу в артерiальнiй та змiша-
нiй венознiй кровi — PаCО2 , PvCО2 , мм рт. ст.; концентрацiю буферних основ в артерiаль-
нiй та змiшанiй венознiй кровi — BBа, BBv, ммоль/л; зсув буферних основ — BEа, BEv,
ммоль/л; концентрацiю бiкарбонатiв — ABа, ABv, ммоль/л; актуальну реакцiю кровi (pHа,
pHv).

Застосовували стандартнi методи вимiрювань. Показники газового складу i КОС кро-
вi, системного кровообiгу, транспорту та утилiзацiї кисню визначали з використанням га-
зометричної установки i бiологiчного мiкроаналiзатора “Radelkis” (Угорщина). Результати
дослiджень обробленi методами математичної статистики за допомогою комп’ютерних при-
кладних програм [4, 15].

Отриманi результати наведено в табл. 1 i 2. У iнтактних тварин значення контрольних
показникiв норми гемограми, обмiну залiза, КТФ i NO кровi та мiєлограми вiдповiдали
фiзiологiчним величинам для щурiв [4, 15].
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Пiсля втручань, спрямованих на редукцiю периферичного еритрону i вилучення залiза
з органiзму, у тварин утворювалась модель ЗДА середнього ступеня тяжкостi. Визначено
зменшення Ер i Hb в кровi майже в два рази порiвняно з нормою i майже повну вiдсутнiсть
залiза в сироватцi кровi, а також анiзоцитоз i пойкiлоцитоз еритроцитiв. За морфофунк-

Таблиця 1. Показники гемограми, обмiну залiза i оксиду азоту в умовах застосування гiпоксичного трену-
вання при гемiчнiй гiпоксiї залiзодефiцитного ґенезу (M ±m)

Показник
Контроль норми

(серiя I)

Експериментальний вплив (серiя дослiдiв)

ГГ–К (II) IГТ-1 (III) IГТ-2 (IV)

Ер, Т/л 5,78 ± 0,18 4,31± 0,36∗ 5,59 ± 0,44# 5,17± 0,30∗#

Hb, г/л 143,1 ± 5,17 95,24 ± 4,02∗ 125,1 ± 5,09∗# 117,6 ± 4,53∗#

КП, вiдн. од. 0,75 ± 0,03 0,65± 0,04 0,69 ± 0,04 0,69± 0,03
СВГ, пг 25,0 ± 1,07 21,8± 1,44 23,1 ± 1,22 23,1± 1,04
Л, Г/л 8,86 ± 0,90 7,97± 1,02 9,06 ± 0,90 9,90± 1,04
Тр, Г/л 509,1 ± 53,8 510,7 ± 45,6 532,2 ± 53,0 508,9 ± 42,4

Гт, % 40,7 ± 1,92 33,8± 1,15∗ 40,4 ± 1,99# 37,3± 3,04∗

ЗС, мкмоль/л 17,6 ± 2,30 3,5± 0,98∗ 10,7 ± 1,82∗# 8,3± 1,46∗#

ЗЗЗС, мкмоль/л 54,7 ± 3,32 58,1± 4,62 57,2 ± 3,49∗ 70,8± 4,90∗#

НЗЗС, мкмоль/л 37,1 ± 2,49 54,6± 4,27∗ 46,5 ± 3,17∗ 62,5± 3,19∗

НТЗ, % 32,18 ± 1,63 6,82± 0,85∗ 18,71 ± 1,94∗# 11,72 ± 0,83∗

NO−

2 пл., мкг/мл 0,274 ± 0,028 0,091 ± 0,013∗ 0,197 ± 0,025∗# 0,186 ± 0,030∗#

NO−

2 ер., мкг/мл 0,169 ± 0,018 0,045 ± 0,008∗ 0,151 ± 0,021# 0,145 ± 0,029#

NO−

3 пл., мкг/мл 4,542 ± 0,355 1,669 ± 0,293∗ 4,252 ± 0,463# 4,112 ± 0,572#

NO−

3 ер., мкг/мл 2,730 ± 0,262 0,808 ± 0,173∗ 3,243 ± 0,473# 3,169 ± 0,562#

NO пл., мкг/мл 4,816 ± 0,368 1,760 ± 0,306∗ 4,449 ± 0,487# 4,298 ± 0,601#

NO ер., мкг/мл 2,899 ± 0,272 0,853 ± 0,181∗ 3,394 ± 0,135# 3,314 ± 0,591#

∗P < 0,05 вiдносно контролю норми.
#P < 0,05 вiдносно значень при ГГ (ЗДА).

Таблиця 2. Показники КТФ кровi в умовах застосування гiпоксичного тренування при гемiчнiй гiпоксiї
залiзодефiцитного ґенезу (M ±m)

Показник
Контроль норми

(серiя I)

Експериментальний вплив (серiя дослiдiв)

ГГ–К (II) IГТ-1 (III) IГТ-2 (IV)

Hb, г/л 143,1 ± 5,17 95,2 ± 4,02∗ 125,1 ± 5,09∗# 117,6 ± 4,53∗#

MtHb, г/л 1,39 ± 0,14 4,83 ± 0,29∗ 1,64± 0,28# 1,90 ± 0,25#

2,3-ДФГ, ммоль/л 5,21 ± 0,32 7,48 ± 0,36∗ 5,78± 0,43# 6,19 ± 0,35∗#

PaO2
, мм рт. ст. 93,52 ± 2,28 76,81 ± 2,29∗ 82,70 ± 2,43∗ 85,30 ± 2,30∗#

PvO2
, мм рт. ст. 41,14 ± 1,53 34,66 ± 1,67∗ 38,16 ± 1,65 39,81 ± 1,71#

CmaxO2
, об.% 19,458 ± 0,703 12,960 ± 0,547∗ 17,025 ± 0,688∗# 15,995 ± 0,616∗#

CaO2
, об.% 18,71 ± 0,601 11,89 ± 0,472∗ 16,44 ± 0,669∗# 15,61 ± 0,593∗#

CvO2
, об.% 13,86 ± 0,720 6,47 ± 0,596∗ 11,32 ± 0,757∗# 10,45 ± 0,730∗#

avDO2
, об.% 4,853 ± 0,189 5,418 ± 0,177∗ 5,120 ± 0,178 5,157 ± 0,150

ХОК, мл/(100 г · хв−1) 36,841 ± 3,611 26,992 ± 1,402∗ 32,460 ± 1,496# 31,175 ± 3,379#

VaO2
, мл/(100 г · хв−1) 6,974 ± 0,871 3,268 ± 0,257∗ 5,374 ± 0,390# 5,095 ± 0,732#

VvO2
, мл/(100 г · хв−1) 5,208 ± 0,749 1,828 ± 0,235∗ 3,702 ± 0,350# 3,486 ± 0,597#

VO2
, мл/(100 г · хв−1) 1,774 ± 0,165 1,440 ± 0,068∗ 1,660 ± 0,088# 1,609 ± 0,144#

SCR, вiдн. од. 3,928 ± 0,250 2,270 ± 0,149∗ 3,261 ± 0,190∗# 3,077 ± 0,201∗#

pHa 7,384 ± 0,010 7,243 ± 0,017∗ 7,332 ± 0,021# 7,328 ± 0,024∗#

pHv 7,353 ± 0,009 7,220 ± 0,016∗ 7,306 ± 0,018∗# 7,302 ± 0,025#

∗P < 0,05 вiдносно контролю норми.
#P < 0,05 вiдносно значень при ГГ (ЗДА).
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цiональними показниками кровотворення анемiя характеризувалась як гiпохромна, мiкро-
цитарна, гiпорегенераторна. На цьому фонi тваринам (IV серiя дослiдiв) застосовували
додатковi експериментальнi впливи за допомогою сеансiв IГТ з наступною реєстрацiєю до-
слiджуваних показникiв. Контролем стану ЗДА у III i IV серiях дослiдiв слугували тварини
з утвореною моделлю ЗДА (серiя II), якi знаходились в умовах спонтанного вiдновлення,
тобто без додаткових втручань i застосування будь-яких експериментальних лiкувальних
заходiв.

На перiод проведення заключних вимiрювань у контрольних (на ЗДА → ГГ) тварин
спостерiгалося лише незначне вiдновлення периферичного еритрону, тобто створена модель
показала необхiдну адекватнiсть та експериментальну працездатнiсть. Так, кiлькiсть Ер
залишалась зниженою на 25,43% порiвняно з нормою, вмiст Hb був меншим на 33,45%,
показник Гт — на 16,95% (P < 0,001). В еритроцитах бiльше нiж у два рази пiдвищувався
вмiст дериватiв Hb i 2,3-ДФГ. Змiни в кiстковому мозку полягали у зниженнi кiлькостi
зрiлих нейтрофiлiв i зростаннi — лiмфоцитiв (P < 0,01), у тенденцiї до зниження кiлькостi
нормоцитiв iз збереженням кiстково-мозкових iндексiв та Л : Е спiввiдношення.

Викликана залiзодефiцитом анемiя ускладнювалася значними порушеннями газового
складу i КОС кровi, а також системної гемодинамiки. Так, визначено зменшення показ-
никiв PaO2 (на 17,87%), PvO2 (на 17,75%), CmaxО2 (на 33,40%), CaO2 (на 36,46%), CvО2

(на 53,31%), ХОК (на 26,73%) — P < 0,001. Встановлено зменшення удвiчi швидкостi транс-
порту кисню артерiальною (VaO2) i майже утричi — венозною (VvО2) кров’ю, що має високу
iнформативнiсть. Вiдбувалася мобiлiзацiя механiзму пiдвищеної утилiзацiї кисню з кровi
(збiльшення avDO2 на 11,64%), але через значний дефiцит доставки кисню (за рахунок ге-
мiчного i гемодинамiчного компонентiв) тканинам достовiрно зменшувалося споживання
кисню. Внаслiдок недостатностi термiнального окиснення розвивалися енергетичний де-
фiцит та декомпенсованi зсуви респiраторного i метаболiчного компонентiв КОС кровi зi
зниженням pHv до 7,220± 0,016, P < 0,001. Виявленi змiни свiдчать про пошкодження всiх
ланок КТФ кровi.

У патофiзiологiчному визначеннi сукупнiсть порушень еритрону i КТС за умов утворе-
ної моделi ЗДА в цiлому вiдповiдає спочатку гемiчнiй гiпоксiї, а в разi розвитку метаболiч-
них ускладнень i енергодефiциту — гiпоксiї змiшаного типу [4].

Для встановлення ролi системи NO в генезi ГГ при анемiях особливе значення надається
реакцiї цiєї системи на утворення залiзодефiциту. Виявлено, що на перiод закiнчення до-
слiдiв вмiст NO−

2 пл. зменшувався в 3,01 раза порiвняно з нормою, NO
−
2 ер. — в 3,76 раза;

NO−
3 пл. — в 2,72 раза, NO

−
3 ер. — в 3,38 раза; NO пл. — в 2,74 раза, NO ер. — в 3,40 раза

(P < 0,001). На пiдставi цих даних можна стверджувати, що значний залiзодефiцит призво-
дить до зменшення продукцiї та активностi системи NO. Цей факт має важливе значення,
оскiльки вважається, що будь-яка гостра гiпоксiя пiдвищує активнiсть NO.

За допомогою цiлеспрямованих впливiв, використовуючи один з методiв гiпоксичного
тренування, вивчали ефекти регуляцiї адаптацiї до гiпоксiї. IГТ насамперед впливає на всi
ланки КТС, зокрема, стимулюючи еритропоез у разi його недостатностi.

Встановлено, що на перiод заключних визначень у разi застосування превентивного ре-
жиму IГТ кiлькiсть Ер у анемiчних тварин збiльшувалася на 29,70%, вмiст Hb — на 31,35%,
Гт — на 19,53% (P < 0,05), порiвняно з даними контролю при ГГ (ЗДА). При застосуваннi
коригуючого режиму IГТ (серiя дослiдiв IГТ-2) вiдповiднi показники збiльшувалися: Ер —
на 19,95%; Hb — на 23,48% (P < 0,05); Гт — на 10,36%. У кiстковому мозку, при вiдсутностi
змiн мiєлоїдного паростку (порiвняно з контролем — ГГ), виявлена активацiя еритропоезу.
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Але вiдновлення периферичного еритрону до норми не вiдбувалося навiть у тварин, адап-
тованих до гiпоксiї.

Особливий iнтерес становлять данi щодо реакцiї системи NO. Всi показники метаболiзму
NO, якi визначались, достовiрно збiльшувалися вiдносно значень при ГГ (ЗДА) i кiлькiсно
майже вiдповiдали значенням норми. Зокрема, за ефектами превентивного IГТ, щодо пока-
зникiв при ГГ, вмiст NO−

2 у плазмi збiльшувався в 2,16 раза; NO
−
2 ер. — в 3,36; NO

−
3 пл. —

в 2,55; NO−
3 ер. — в 4,01; NO пл. — в 2,53; NO ер. — в 3,98 раза (P < 0,001). Цi факти є пря-

мим доказом участi оксидзалежних механiзмiв регуляцiї клiтинних функцiй у реалiзацiї
i модифiкацiї процесiв та механiзмiв довготривалої адаптацiї до гiпоксiї [8, 9].

Реакцiя КТФ кровi, асоцiйована з еритроном, на сеанси IГТ полягала у збiльшен-
нi CmaxO2 i полiпшеннi кисневозв’язуючих властивостей гемоглобiну — за рахунок усунення
надлишкового утворення дериватiв Hb та зменшення в Ер вмiсту 2,3-ДФГ. Змiни власне ки-
сневих параметрiв кровi свiдчили про вiдносну нормалiзацiю газового складу кровi, транс-
порту i утилiзацiї кисню, зменшення порушень енергетичного метаболiзму. Наводимо деякi
iнформативнi показники ефектiв превентивного режиму IГТ: PaO2 збiльшувався (вiдносно
значення при ГГ) на 7,67%; PvO2 — на 10,10%; CaO2 — на 38,33%; CvO2 — на 75,04%; XOK —
на 20,25%; VaO2 — на 64,24%; VvO2 — на 102,52%; VO2 — на 15,28%; SCR — на 43,55%. Най-
бiльш важливим iз встановлених фактiв є вiдновлення майже до норми споживання кис-
ню тканинами i спiввiдношення доставка/споживання кисню. VO2 i SCR — це iнтегративнi
показники не тiльки КТФ кровi, але й взагалi КТС. В цiлому динамiка змiн КТФ кровi
у вiдповiдь на IГТ свiдчить про вiдносну нормалiзацiю кисневого режиму кровi. Бiльш спри-
ятливi ефекти гiпоксичного тренування спостерiгаються в разi застосування превентивного
режиму, що пов’язано з реалiзацiєю механiзмiв довготривалої адаптацiї до гiпоксiї [3].

Таким чином, IГТ, як варiант адаптацiї до гiпоксiї, впливає на всi системи i функцiї
органiзму, перш за все на всi ланки КТС. IГТ усуває гострий пошкоджуючий гiпоксич-
ний стимул, але залишає i стимулює пiдгострий коригуючий гiпоксичний стимул. Саме цей
фактор є найпотужнiшим регулятором та модифiкатором реактивностi КТС i механiзмiв
її регуляцiї. Тому поряд з потужними адаптацiйними зсувами КТФ кровi визначається
значне пiдвищення утворення NO та активностi ЕРО. За механiзмами дiї на КТФ кровi
вiдбуваються: активацiя еритропоезу, компенсаторне збiльшення показникiв периферично-
го еритрону, оптимiзацiя кисневого балансу за рахунок збiльшення швидкостi транспорту
кисню кров’ю, перебудова тканинного метаболiзму — реалiзацiя механiзмiв довготривалої,
переважно бiохiмiчної, адаптацiї. Аналiз системних, клiтинних i молекулярних ефектiв IГТ
виявляє поєднання механiзмiв негайної, фiзiологiчної, та довготривалої, бiохiмiчної, адап-
тацiї до гiпоксiї [4, 5, 12, 13].

З представленого аналiзу можна зробити висновок, що шляхом гiпоксичного тренування
мобiлiзуються системнi, клiтиннi i молекулярнi кисневозалежнi механiзми регуляцiї життє-
во важливих функцiй органiзму, в тому числi завдяки обмеженню порушень та вiдновленню
функцiонального стану NO i ЕРО та їх взаємодiї з КТС. Застосування IГТ при залiзодефi-
цитнiй анемiї приводить до зменшення ступеня проявiв або усунення порушень КТФ кровi,
вiдповiдно — обмеження гемiчної гiпоксiї. Результати дослiджень є цiлеспрямованим фун-
даментальним обгрунтуванням застосування гiпоксичного тренування для корекцiї ЗДА
в клiнiчнiй практицi.
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И.И. Лановенко, А.П. Гащук

Кислородзависимые адаптационные эффекты
гипоксической тренировки при гемической гипоксии
железодефицитного генеза

В опытах на крысах на модели гемической гипоксии железодефицитного генеза установлены
нарушения кислородтранспортной функции (КТФ) крови (уменьшение доставки и потреб-
ления O2, метаболический ацидоз) и значительное снижение содержания (в 2,7–3,4 раза)
в эритроцитах и плазме крови стабильных метаболитов оксида азота (NO) — нитрита
и нитрата аниона (NO−

2 , NO
−

3 ). Iнтервальная гипоксическая тренировка (ИГТ) ограничи-
вает железодефицит, устраняет недостаточность КТФ крови и восстанавливает про-
дукцию NO; более благоприятный нормализующий эффект оказывает ИГТ в превентивном
режиме. Обоснована возможность коррекции гемической гипоксии при железодефицитной
анемии с помощью применения гипоксической тренировки.
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I. I. Lanovenko, A. P. Gaschuk

The oxygen-dependent adaptational effects of hypoxic training under
haemic hypoxia of iron deficiency genesis

In experiment on rats with modeling haemic hypoxia of iron deficiency genesis, the damage of
oxygen transport function (OTF) of blood (delivery and use O2 decrease, metabolic acidosis) and
a decrease in the content (by 2.7–3.4 times) of stable metabolites NO (NO−

2 , NO
−

3 ) in erythrocytes
and plasma of blood are determined. The interval hypoxic training (IHT) limits the iron deficiency
and eliminates the insufficiency of OTF of blood and restores blood products NO; more favorable
IHT has a normalizing effect in the preventive mode. The possibility of a haemic hypoxia correction
under iron deficiency anemia by means of the use of hypoxic training is grounded.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №12 179



оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

12 • 2013

ЕКОЛОГIЯ

УДК 628.3-66.081.6:542.87

Академiк НАН України В.В. Гончарук, Д.Д. Кучерук,
Т.Ю. Дульнева

Безреагентне очищення стiчних вод вiд iонiв залiза

електробаромембранним методом

Показано високу ефективнiсть процесу очищення модельних промивних вод станцiй
знезалiзнювання та травильних виробництв вiд iонiв Fe2+ й Fe3+ (50–100 мг/дм3) до
норм ГДК безреагентним електробаромембранним методом з використанням титано-
вої трубчастої мембрани як катода. Титанова мембрана проявляла високу затриму-
вальну здатнiсть до гiдроксосполук залiза (до 99,9%) завдяки формуванню на нiй додат-
кового бар’єру у виглядi динамiчної мембрани iз зазначених сполук, якi утворювалися
в лужному середовищi поблизу катода. На пiдставi дослiдження фiзико-хiмiчних зако-
номiрностей цих процесiв визначено їх основнi робочi параметри.

Стiчнi води, що мiстять iони Fe2+ й Fe3+, є одними з найпоширенiших антропогенних за-
бруднювачiв природних вод. Досвiд експлуатацiї бiльшостi станцiй знезалiзнювання пiдзем-
них вод показує, що залишкова концентрацiя iонiв залiза в промивних водах пiсля 4-х год
вiдстоювання становить 20–40 мг/дм3, а води, що утворюються в процесi регенерацiї зернис-
тої загрузки фiльтрiв, мiстять 100–300 мг/дм3 цих iонiв [1, 2]. Промивнi води вiд травлення
чорних металiв сiрчаною кислотою мiстять Fe2+ з концентрацiєю 100–200 мг/дм3 [3].

Методи, якi на сьогоднi використовують для очищення стiчних вод, що мiстять пiдвище-
ну концентрацiю iонiв залiза [4–8], не завжди забезпечують очищення стiчних вод до норми
гранично допустимої концентрацiї (ГДК) за загальним залiзом у стiчних водах пiдприємств
на скидання в систему каналiзацiї, зокрема м. Києва, яка становить 2,0 мг/дм3 [9]. Крiм то-
го, цi методи потребують дозування дорогих реагентiв. Тому розробка нових, ефективнiших
безреагентних методiв очищення промивних вод станцiй знезалiзнювання та промивних вод
травильних виробництв є вкрай важливою й актуальною.

Результати попереднiх дослiджень, якi проведено в Iнститутi колоїдної хiмiї та хiмiї во-
ди iм. А.В. Думанського НАН України [10–12], засвiдчують перспективнiсть використання
електробаромембранного методу для очищення стiчних вод гальванiчного виробництва за
допомогою неорганiчних мембран iз пористого спеченого титану. Такi мембрани є стiйки-
ми до механiчного, бiологiчного та термiчного впливiв, а також мають тривалий термiн
експлуатацiї завдяки можливостi їх регенерування, зокрема зворотним потоком фiльтрату.

© В.В. Гончарук, Д.Д. Кучерук, Т.Ю. Дульнева, 2013

180 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №12



Мета нашої роботи полягала в дослiдженнi фiзико-хiмiчних закономiрностей безреагент-
ного процесу очищення стiчних вод вiд iонiв Fe3+ й Fe2+ до норм ГДК електробаромембран-
ним методом з використанням як катода вiтчизняної трубчастої титанової мембрани.

Очищенню пiддавали модельнi розчини солей FeCl3 · 6H2O та FeSO4 · 7H2O, що мiстили
вiдповiдно 4,0–100,0 мг/дм3 iонiв Fe3+ та 50,0–100,0 мг/дм3 Fe2+. Вибiр вихiдної концен-
трацiї iонiв Fe3+ обумовлений складом, близьким до вмiсту цих iонiв у промивних водах
станцiй знезалiзнювання пiдземних вод, а Fe2+ — у промивних водах при сiрчанокислому
травленнi металевих виробiв [2, 3].

Процес очищення води здiйснювали на дослiднiй електробаромембраннiй установцi, що
працювала в проточно-рециркуляцiйному режимi i складалася з ємностi для вихiдного роз-
чину, насоса, манометра, регулювальних вентилiв, водопровiдних полiмерних трубок, ко-
мiрки з органiчного скла з мiкрофiльтрацiйною титановою мембраною, яка слугувала ка-
тодом, i джерела постiйного електричного струму. Спiралеподiбний анод iз платини розмi-
щений всерединi комiрки зовнi трубки-катода i вiддiлений вiд неї капроновою сiткою. Ви-
хiдну воду подавали пiд тиском зовнi трубки в один кiнець корпуса комiрки, а виводили —
iз протилежного його кiнця, використовуючи рециркуляцiйний режим. Вода, протiкаючи
вздовж зовнiшньої поверхнi трубчастої мембрани-катода, що перебувала в полi постiйного
електричного струму, фiльтрувалася всередину трубки та виводилася з неї iз торцевого бо-
ку фiльтра. Робоча зовнiшня поверхня титанової трубки становила 0,656 дм2, довжина —
190 мм, зовнiшнiй i внутрiшнiй дiаметри — 12 i 8 мм вiдповiдно.

За експериментальними даними було визначено роздiловi характеристики титанової
мембрани: коефiцiєнт затримки R (%) iонiв i питома продуктивнiсть Jν (м3/(м2 ·год)) мемб-
рани [13]. Аналiз на вмiст iонiв залiза у вихiднiй водi та фiльтратi проводили аналогiчно
методики, описаної в роботi [14].

У табл. 1 наведено залежностi концентрацiй iонiв Fe3+ у фiльтратi вiд їх вмiсту у вихiд-
нiй водi при очищеннi титановою мембраною без накладання електричного струму. Як вид-
но з таблицi, iз збiльшенням концентрацiї iонiв Fe3+ у вихiднiй водi до 56 мг/дм3 (pH 3,02)
вмiст цих iонiв у фiльтратi вiдповiдає нормi ГДК, що можна пояснити утворенням гiд-
роксосполук Fe3+ [10], якi мембрана затримувала краще, нiж самi iони Fe3+. При бiльшiй
концентрацiї iонiв Fe3+ у вихiднiй водi й вiдповiдно меншому значеннi її pH концентрацiя
гiдроксосполук Fe3+ у нiй знижувалася, що призводило до погiршення якостi фiльтрату та
його невiдповiдностi до норми ГДК.

Значення Jν мембрани також знижувалось, що пов’язано iз закупорюванням пор тита-
нової трубки гiдроксосполуками Fe3+ i формуванням на нiй динамiчної мембрани з пiдви-
щеним гiдравлiчним опором.

Taблиця 1. Результати очищення модельних розчинiв вiд iонiв Fe3+ титановою мембраною при тиску
0,05 МПа

Концентрацiя iонiв Fe3+, мг/дм3
Питома продуктивнiсть
мембрани, м3/(м2

· год)
pH вихiдної

водиу вихiднiй водi у фiльтратi

4,0 <0,01 0,11 6,20
25,0 <0,01 0,07 4,83
41,5 0,70 0,07 3,70
45,0 0,85 0,06 3,53
56,0 1,75 0,06 3,02
70,0 8,64 0,05 2,85

114,4 25,50 0,03 2,65
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Рис. 1. Залежнiсть коефiцiєнта затримки R iонiв Fe3+ (1 ) й Fe2+ (2 ) та Jν (1 ′, 2 ′) мембрани вiд густини
струму (P = 0,05 МПа (1, 1 ′), P = 0,1 МПа (2, 2 ′); Cвих = 100 мг/дм3)

Отже, для досягнення норми ГДК iонiв Fe3+ у фiльтратi при очищеннi стiчних вод
з концентрацiєю цих iонiв >60 мг/дм3 необхiдно пiдвищувати значення pH вихiдної води
дозуванням такого дорогого реагенту, яким є луг. У зв’язку з цим було запропоновано для
розв’язання такої задачi використовувати електробаромембранний метод на основi тита-
нової трубчастої мембрани як катода. У цьому випадку в результатi електролiзу води та
видiлення лугу в прикатодному просторi титанової мембрани утворюються гiдроксосполуки
залiза, стосовно яких мембрана проявляє бiльшу селективнiсть, нiж до самих iонiв.

Як показано на рис. 1, при концентрацiї iонiв Fe3+ й Fe2+ у вихiднiй водi 100,0 мг/дм3,
тривалостi експерименту 2,0 год i робочому тиску вiдповiдно 0,05 й 0,1 МПа зi збiльшен-
ням густини струму i зростав коефiцiєнт затримки цих iонiв (кривi 1, 2 ). Така залежнiсть
обумовлена збiльшенням у прикатоднiй областi рiвня pH, що, в свою чергу, пiдвищувало
концентрацiю гiдроксидiв залiза та формування на поверхнi титанової трубки динамiчної
мембрани.

Питома продуктивнiсть (Jν) мембрани (див. кривi 1 ′, 2 ′ на рис. 1) при збiльшеннi гус-
тини струму зменшувалася, що пов’язано з пiдвищенням гiдравлiчного опору динамiчної
мембрани в результатi збiльшення її товщини. Бiльше значення Jν динамiчної мембрани
з гiдросполук Fe2+, нiж з гiдросполук Fe3+, можна пояснити бiльшим робочим тиском,
який прикладався.

Виходячи з отриманих результатiв, концентрацiя iонiв Fe3+ у фiльтратi вiдповiдала нор-
мi ГДК при густинi струму понад 152,4 А/м2 для вихiдної концентрацiї Fe3+ 100,0 мг/дм3.
У той самий час концентрацiя iонiв Fe2+ у фiльтратi вiдповiдала нормi ГДК лише при
густинi струму 304,8 А/м2 за аналогiчної вихiдної концентрацiї iонiв Fe2+. Показано (кри-
ва 1 на рис. 2), що зi збiльшенням концентрацiї iонiв Fe2+ у вихiдному розчинi вiд 53,0
до 110,0 мг/дм3 при постiйнiй густинi струму 152,4 А/м2, тривалостi експерименту 2 год
i робочому тиску 0,1 МПа вiдбувалося зниження значення R цих iонiв, оскiльки пiдви-
щувався вплив концентрацiйної поляризацiї мембрани. При цьому значення Jν мембрани
(див. криву 1 ′ на рис. 2) також дещо знижувалося.

Залишкова концентрацiя iонiв Fe2+ у фiльтратi, що є лужним розчином, який можна
використовувати в технологiчному циклi пiдприємства, вiдповiдала нормi ГДК лише при
значеннях концентрацiї цих iонiв у вихiдному розчинi до 82 мг/дм3. Отже, для очищен-
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Рис. 2. Залежнiсть значень R (1 ) та Jν (1 ′) мембрани вiд концентрацiї iонiв Fe2+ у вихiдному розчинi
(P = 0,1 МПа; i = 152,4 А/м2)

Рис. 3. Залежнiсть значень R iонiв Fe3+ (1 ) й Fe2+ (2 ) та Jν (1 ′, 2 ′) мембрани вiд часу (P = 0,05 МПа (1,
1 ′), P = 0,1 МПа (2, 2 ′); Cвих = 100 мг/дм3)

ня стiчних вод з вихiдною концентрацiєю iонiв Fe2+, що перевищують 80 мг/дм3, густина
струму має бути понад 152,4 А/м2.

Залежнiсть коефiцiєнта затримки R iонiв Fe3+ й Fe2+ (кривi 1, 2 ) та питомої продуктив-
ностi Jν (кривi 1

′, 2 ′) титанової мембрани-катода вiд часу експерименту при густинi струму
304,8 А/м2, тиску вiдповiдно 0,05 й 0,1 МПа i температурi 24–25 ◦С демонструє рис. 3. Кон-
центрацiя iонiв Fe3+ й Fe2+ у вихiдному розчинi становила 100,0 мг/дм3 з величиною pH
вiдповiдно 2,6 й 6,6. При цьому pH концентрату i фiльтрату пiд час експерименту змiнюва-
лися вiдповiдно в iнтервалах 2,6–2,18 i 11,74–11,84 для Fe3+ та 6,5–2,7 i 11,8–12,0 для Fe2+.

Iз рис. 3 видно, що титанова мембрана проявляла високу затримувальну здатнiсть до
гiдроксосполук залiза на рiвнi 99,4–99,9% для Fe3+ (крива 1 ) та 96,82–99,39% для Fe2+

(крива 2 ), якi утворювалися в лужному середовищi поблизу катода. Це пов’язано з утво-
ренням грубодисперсних частинок гiдроксосполук, якi затримувала пориста трубка, утво-
рюючи з них динамiчну мембрану з видiленням фiльтрату у виглядi розчину лугу. Питома
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Рис. 4. Залежнiсть значень R iонiв Fe2+ (1 ) та Jν (1 ′) мембрани вiд тиску (Cвих = 50 мг/дм3; i = 76,2 А/м2)

продуктивнiсть мембрани при цьому (див. кривi 1 ′, 2 ′ на рис. 3) спочатку рiзко знижува-
лася. Такий характер кривої, очевидно, пов’язаний з тим, що за цей час вiдбувалося заку-
порювання пор титанової трубки, а потiм на її поверхнi формувалася динамiчна мембрана
з нерозчинних гiдроксосполук залiза. Подальшi стабiльнi значення питомої продуктивностi
можна пояснити виходом динамiчної мембрани на стацiонарний режим.

Проведення дослiджень при концентрацiї iонiв Fe2+ 50 мг/дм3 у вихiдному розчинi, три-
валостi експерименту 2 год i густинi струму 76,2 А/м2 показало, що iз зростанням робочого
тиску до 0,4 МПа затримувальна здатнiсть за iонами Fe2+ змiнювалася вiд 98,3 до 98,7%
(крива 1 на рис. 4). Iз подальшим пiдвищенням тиску значення R рiзко знижувалося. Та-
кий хiд кривої можна пояснити тим, що при збiльшеннi тиску вiд 0,1 до 0,4 МПа динамiчна
мембрана iз гiдроксосполук Fe2+ ущiльнювалась. При тиску бiльше 0,4 МПа вiдбувалося
продавлювання iонiв Fe2+ крiзь сформовану на титановiй трубцi динамiчну мембрану.

Питома продуктивнiсть мембрани (див. криву 1 ′ на рис. 4) за цих умов зi збiльшенням
тиску спочатку зростала, а, починаючи з тиску 0,4 МПа, майже не змiнювалася. Зростання
питомої продуктивностi пов’язано зi збiльшенням рушiйної сили процесу, а подальше збiль-
шення тиску призводило до ущiльнення динамiчної мембрани з виходом на стацiонарний
режим.

Слiд вiдзначити, що величини залишкових концентрацiй iонiв Fe2+ у фiльтратах, якi
отриманi у дiапазонi значень тиску 0,1–0,6 МПа, вiдповiдали нормi ГДК за iонами загаль-
ного залiза (2,0 мг/дм3). Аналогiчнi результати отриманi для води, що мiстила iони Fe3+.

Таким чином, нами показано високу ефективнiсть процесу очищення води вiд iонiв Fe2+

й Fe3+ (50–100 мг/дм3) безреагентним електробаромембранним методом з використанням
титанової трубчастої мембрани як катода. На пiдставi дослiдження фiзико-хiмiчних зако-
номiрностей цих процесiв визначено їх основнi робочi параметри. Запропоновано викори-
стовувати цей метод для очищення вiд iонiв залiза з видiленням лугу промивних вод стан-
цiй знезалiзнювання пiдземних вод i промивних вод, що утворюються при сiрчанокислому
травленнi металевих виробiв.
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Академик НАН Украины В.В. Гончарук, Д.Д. Кучерук, Т.Ю. Дульнева

Безреагентная очистка сточных вод от ионов железа
электробаромембранным методом

Показана высокая эффективность процесса очистки модельных промывных вод станций
обезжелезивания и травильных производств от ионов Fe2+ и Fe3+ (50–100 мг/дм3) до норм
ПДК безреагентным электробаромембранным методом с использованием титановой труб-
чатой мембраны в качестве катода. Титановая мембрана проявляла высокую задерживаю-
щую способность к гидроксосоединениям железа (до 99,9%) благодаря формированию на ней
дополнительного барьера в виде динамической мембраны из указанных соединений, которые
образовывались в щелочной среде вблизи катода. На основании исследования физико-хими-
ческих закономерностей этих процессов определены их основные рабочие параметры.
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T.Yu. Dulneva

Reagentless cleaning of waste water from the ions of iron by the
electrobaromembrane method

The high efficiency of the cleaning of model wash water at the deferrization stations and waters
of etchant productions from ions of Fe2+ and Fe3+ (50–100 mg/dm3) to the norm of maximum
permissible concentration via the reagentless electrobaromembrane method with the use of a titanic
tubular membrane as a cathode is shown. The titanic membrane showed a high retention capacity
to the hydroxo-complexes of iron (99.9%) by forming an additional barrier on it in the form of a
dynamic membrane from compounds which are formed in an alkaline environment near the cathode.
Based on the study of physicochemical regularities of these processes, their main working parameters
are determined.
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УДК .528.8.04

А.В. Соколовська

Мультифрактальний аналiз варiабельностi структури
складових мiських територiй на основi космiчної

iнформацiї ДЗЗ (на прикладi м. Київ за 1986—2011 рр.)

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.Д. Федоровським)

Обгрунтовано можливiсть використання мультифрактального аналiзу для iнтеграль-
ної оцiнки варiабельностi структури основних складових мiських територiй на пiдставi
космiчної iнформацiї ДЗЗ (на прикладi м. Київ). Проведено оцiнку варiабельностi стру-
ктури складових мiської агломерацiї, що виконувалась на основi iндексiв варiабельно-
стi — узагальнених розмiрностей Реньi як iнтегральних оцiнок. У результатi отри-
мано спектр узагальнених фрактальних розмiрностей як iнтегральних характеристик
структури складових територiї м. Київ, дослiджено динамiку змiн структури складо-
вих за перiод 1986–2011 рр. та їх зв’язок з екологiчним станом мiста.

Сучасний розвиток великих мiст багато в чому вiдбувається за рахунок перетворення i бiльш
рацiонального використання внутрiшньої структури без розширення меж мiської територiї.
Застарiлi об’єкти замiщаються економiчно перспективнiшими, зносяться малоповерховi бу-
дiвлi i на їхньому мiсцi зводять сучаснi висотнi, оптимiзується транспортна мережа тощо.
Цьому процесу сприяють вимоги сучасних генеральних планiв розвитку мiст за рахунок
бiльш рацiонального використання iснуючих територiй. Як наслiдок, витiсняється зелена
зона, вiдбувається ущiльнення територiї забудовою, збiльшується кiлькiсть мiського насе-
лення i вiдповiдно транспорту, що незмiнно позначається на екологiчному станi середови-
ща [1, 2]. У зв’язку з цим актуальним було дослiдження динамiки змiн територiально-функ-
цiональних зон мiста, вивчення варiабельностi (розмаху мiнливостi, рiзноманiтностi) струк-
тури складових мiських територiй i оцiнювання їх взаємозв’язку з екологiєю мiста. Незва-
жаючи на безлiч iснуючих наукових праць у мiстобудiвнiй сферi, питанню оцiнки мiських
територiй з урахуванням варiабельностi складових урболандшафту та їх впливу на еколо-
гiчний стан мiста придiлялося мало уваги [3].

Розпочатi Бенуа Мандельбротом роботи в областi фрактальної геометрiї [4] на сьогоднi
широко застосовуються для вивчення об’єктiв рiзного походження, зокрема для мiських
агломерацiй. Використання мультифрактального аналiзу для дослiдження варiабельностi
складових мiської територiї пов’язане з таким поняттям, як самоподiбнiсть. Математичним
виразом самоподiбностi є степеневий закон, що встановлює залежнiсть числа складових
урболандшафту вiд розмiру вибiрки площi територiї мiста. Вiдомi роботи присвяченi темi
фрактальної урбанiстики, а саме, мультифрактальнiй морфологiї окремих мiст, фракталь-
нiй архiтектурi та забудовi, соцкультурним аспектам мiста [5–7 та iн.].

Як вихiдна iнформацiя, що буде використана при подальшому моделюваннi мiських те-
риторiй, найiнформативнiшими є космiчнi знiмки ДЗЗ [8]. За допомогою космiчних знiмкiв
ДЗЗ можна отримувати iнформацiю як для оперативного використання в разi аварiйних
ситуацiй, так i для поточного контролю ландшафтно-функцiональних зон мiських агломе-
рацiй та прилеглих до них територiй. Отримана таким чином iнформацiя використовується
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Рис. 1. Космiчний знiмок супутника Landsat 5 TM м. Київ за 2011 р.

для моделювання рiзноманiтних сценарiїв перспективного розвитку мiст, розробки довго-
строкових прогнозiв i накопичення статистичних даних змiн урболандшафтiв.

Мета роботи полягала в обгрунтуваннi застосування мультифрактального аналiзу для
оцiнки мiнливостi структури складових мiської територiї на прикладi м. Київ за перiод
1986–2011 рр. i виявлення взаємозв’язкiв складових урболандшафту з екологiчним станом
мiста.

Для дешифрування було використано данi з супутникiв “Landsat 7/ETM+”, “Landsat 5
TM”, а саме, обрано та опрацьовано 23 знiмки за перiод з 1986 по 2011 рр., на яких над
дослiджуваною територiєю вiдсутня хмарнiсть.

За офiцiйними даними, площа Києва становить 835,6 км2, вона роздiлена на 10 адмi-
нiстративних районiв. Своєрiднiсть i рiзноманiтнiсть природних умов мiста пов’язанi з його
розташуванням на межi фiзико-географiчних зон: лiсостепової та мiшаних лiсiв.

Велику площу займають численнi парки i сквери, зеленi насадження — 361 км2 або 43%.
Проте вирубка дерев у парках i на прибудинкових територiях протягом останнього десяти-
рiччя зменшує площу зелених насаджень. На клiматичнi та екологiчнi особливостi Києва
впливає наявнiсть поверхневих водних об’єктiв: рiчок, озер, ставкiв. За офiцiйними дани-
ми, їх площа у межах мiста становить 47 км2 або 8,0% вiд загальної. Ландшафтна струк-
тура територiї мiста дуже складна. За функцiональним використанням територiя Києва
роздiляється на 5 основних типiв мiських ландшафтiв: селiтебний (мiська забудова), се-
лiтебно-транспортний, агротехнiчний, промисловий, рекреацiйний (лiсовi масиви, парки,
сквери, зеленi насадження загального користування, об’єкти природоохоронного фонду, во-
доймища).

Основними речовинами, що забруднюють атмосферне повiтря, є оксид вуглецю, сполу-
ки азоту, леткi органiчнi сполуки, дiоксид та iншi сполуки сiрки. На їх частку припадає
понад 96,9% загальної кiлькостi викидiв забруднюючих речовин в атмосферне повiтря мi-
ста. Найбiльш високе забруднення повiтря в Києвi спостерiгається в мiсцях, прилеглих до
автомагiстралей та їх перехресть. У Києвi автомобiльний транспорт дає 83,4% усiх шкiдли-
вих викидiв в атмосферу [9]. Рис. 1 iлюструє космiчний знiмок м. Київ (“Landsat 5 TM”) за
2011 р., на якому видiлено площi вибiрок (I, II, III, IV) для подальших дослiджень.
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Виходячи з параметрiв використовуваних космiчних знiмкiв та зазначених територiаль-
них функцiональних зон, для подальших дослiджень були обранi такi типи складових урбо-
ландшафту мiста: територiя пiд забудовою i дорогами, загальна площа рослинностi, хвой-
ний лiс, листяний лiс, водне дзеркало, пустирi, вирубка.

Екологiчний стан мiста оцiнювався на основi комплексного iндексу забруднення атмо-
сфери (K), який є наслiдком техногенного навантаження на мiську територiю. Значення K
були отриманi в результатi наземних спостережень Центральною геофiзичною обсервато-
рiєю [10].

Для обробки та iнтерпретацiї матерiалiв дистанцiйного зондування застосовували про-
грамнi комплекси Erdas Imagine та ArcGIS, якi мають розвинутий iнструментарiй просторо-
вого аналiзу. Для бiльш точної обробки та класифiкацiї космiчних знiмкiв доречне спiльне
використання автоматичної класифiкацiї та “спектральних iндексiв”, отриманих на пiдставi
перерахунку спiввiдношення яскравостi об’єктiв у рiзних спектральних зонах. Автоматична
класифiкацiя виконувалася методом неконтрольованої класифiкацiї кластерiв (Iso Cluster
Unsupervised Classification), що базується на основi iтеративного процесу, який застосову-
ється для обчислення мiнiмальної Евклiдової вiдстанi при вiднесеннi кожної найближчої
комiрки до певного кластера. При розрахунку “спектральних iндексiв” використовували
нормалiзований рiзницевий iндекс рослинностi NDVI, що є показником кiлькостi бiомаси
i вираховується за формулою:

NDVI =
NIR− RED

NIR + RED
,

де RED i NIR — спектральнi яскравостi в червоному i ближньому iнфрачервоному дiапазо-
нi вiдповiдно. Також було розраховано нормований водний iндекс (NWI) з використанням
зеленого дiапазону та середнього iнфрачервоного дiапазону. Iндекс обчислюється за фор-
мулою:

NWI =
R560(GR) − R1650(SWIR)

R560(GR) + R1650(SWIR)
,

де R560(GR) — спектральне вiдбиття в зеленому дiапазонi електромагнiтного спектра на
довжинi хвиль близько 560 нм; R1650(SWIR) — спектральне вiдбиття в iнфрачервоному
дiапазонi електромагнiтного спектра на довжинi хвиль близько 1650 нм [11, 12].

Оскiльки мiськi агломерацiї є самоподiбною iєрархiчною (тобто фрактальною) структу-
рою, що складається з повторюваних на рiзних структурних рiвнях складових урболанд-
шафту, то застосування мультифрактального аналiзу для дослiдження варiабельностi скла-
дових мiської територiї є обгрунтованим [13].

Характеристику вiдхилення розподiлу деякої величини вiд рiвномiрного обчислювали
за формулою узагальненої ентропiї Ренi [14], заснованою на моментах q-го порядку ймо-
вiрностей pi:

Sq =
1

1− q log
N∑
i=1

pqi , (1)

pi =
Ni

N
,

n∑
i=1

pqi = 1, (2)
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де N — загальний обсяг вибiрки (загальна кiлькiсть складових на вибранiй площi); Ni —
кiлькiсть i-го типу складових у вибранiй площi N ; n — кiлькiсть у всiх типiв складових,
число яких залежить вiд N ; pi — iмовiрнiсть належностi даного типу складової у вибiрцi
до i-го типу; q — ступiнь моменту (статистичної суми), яка приймає цiлочисельнi значення
в дiапазонi −qmax < q < qmax, qmax > 0.

Для визначення варiабельностi рiзноманiтних складових урболандшафту вводиться уза-
гальнена статистична сума Zq (моменти q-го порядку ймовiрностей pi), яка дозволяє вiд-
рiзнити нерiвномiрнi розподiлення складових вiд рiвномiрних:

Zq(N, q) =
n∑

i=1

pqi ∝ N τ(q). (3)

У виразi (3) показано, що основна умова статистичної самоподiбностi (мультифрактала)
є мiрою, пропорцiйною розмiру вибiрки в степенi τ(q). Або лiнiйною залежнiстю в лога-
рифмiчному масштабi — log[Zq(N, q)] = τ(q) logN :

τ(q) =
log[Zq(N, q)]

logN
=

log
n∑

i=1
pqi

logN
, (4)

де N — обсяг генеральної вибiрки.
Для визначення варiабельностi рiзноманiтних складових та оцiнки степеня вiдхилення

їх вiд рiвномiрного розподiлу по типах скористуємося узагальненими мультифрактальними
розмiрностями:

Dq =
τ(q)

1− q при q �= 1. (5)

Функцiя Dq, що визначена виразами (4) i (5), показує наскiльки неоднорiдним є розподiл
складових урболандшафту за типами i наскiльки цей розподiл вiдрiзняється вiд рiвномiр-
ного. Ця функцiя — назва спектра узагальнених розмiрностей Реньi мультифрактала. При
q → +∞ основний внесок у суму вiдносних значущостей мають домiнуючi типи категорiй,
що характеризуються найбiльшими значеннями pl, а при q → −∞ основний внесок роблять
складовi суми з малими значеннями pl, тобто рiдкiснi типи складових. На практицi обме-
жуються розглядом порядку десятка значень цiлих чисел q, що й прийнято в данiй роботi.

Якщо розподiл складових за типами неоднаковий, то фрактал є неоднорiдним, тобто
мультифракталом, i для цього описання використовують спектр узагальнених фрактальних
розмiрностей Dq. Значення D(q) — iнварiантне до розмiру вибiрки (площi, масштабу) [15].

Iснування мультифрактальної структури складових урболандшафту встановлювалося
перевiркою виконання двох умов розподiлу складових за типами: по-перше, степеневою
залежнiстю зростання компонентiв мультифрактальної мiри Zq вiд розмiру вибiрки N i,
по-друге, незростаючим виглядом функцiї спектра узагальнених розмiрностей D(q). Для
оцiнки наявностi степеневої залежностi були виконанi обчислення статистичних сум Zq

для чотирьох вибiрок: I, II, III i IV (див. рис. 1). Наявнiсть степеневих залежностей мiж
розмiрами вибiрок i компонентами мультифрактальної мiри забезпечують масштабну iнва-
рiантнiсть [15].
Результати та їх обговорення. Оцiнка варiабельностi структури складових мiської

територiї Києва на основi космiчної iнформацiї ДЗЗ 1986–2011 рр. (табл. 1) виконувалась
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Рис. 2. Оцiнка варiабельностi рiзноманiтностi за мультифрактальними характеристиками розподiлу скла-
дових урболандшафту по типах на прикладi м. Київ

на основi iндексiв варiабельностi — узагальнених розмiрностей Реньi як iнтегральних оцi-
нок. У розглянутому аспектi iндекси дають змогу оцiнити динамiку мiнливостi структури
складових мiських територiй, а також дати їм об’єктивну оцiнку.

За спiввiдношенням (2)–(4) визначаються розподiл ймовiрностей pi, статистичної су-
ми Zq та значень τ(q) за типами складових за весь дослiджуваний перiод 1986–2011 рр.

Нелiнiйний характер залежностi τ(q), отриманої при дослiдженнi розподiлу складових
урболандшафту по типах на прикладi м. Київ, iлюструє рис. 2. Нелiнiйний характер залеж-
ностей τ(q) та їх вiдхилення вiд лiнiйного показує значний розмах варiабельностi в розподiлi
складових по типах.

Значення iндексiв варiабельностi Dq, де q ∈ [−7, 7], що обчисленi за спiввiдношенням (5),
демонструє табл. 2.

На рис. 3 представлено результати обчислення динамiки iнтегральних оцiнок варiабель-
ностi структури складових за перiод з 1986 по 2011 рр. Iнтегральна оцiнка варiабельностi D3

структури складових демонструє значнi змiни 1986–2011 рр., якi корелюють з коливанням
екологiчного стану за цей самий перiод з коефiцiєнтом кореляцiї R ≈ 0,94.

Таблиця 1. Розподiл складових урболандшафту м. Київ за перiод з 1986 по 2011 рр.

Роки
Водне

дзеркало,
км2

Хвойний
лiс, км2

Листяний
лiс, км2

Загальна площа
рослинностi, км2

Територiя
пiд забудовою
i дорогами, км2

Пустирi,
км2

Вирубка,
км2 K

1986 50,2 343,2 184,8 613,2 162,4 11,8 4,4 —
1988 51,1 344,7 187,2 607 167 12,3 5,7 —
1990 50,2 341,9 187,5 607,1 167,8 12,5 3,5 9,0
1992 50,9 339,4 193,7 603,4 161,6 12,6 3,2 10,6
1994 48,3 339,2 194,8 602,2 174,4 13,5 5,5 10,6
1996 48,0 338,4 190,2 601,8 177,6 13,8 5,3 9,8
1998 48,4 338,6 190,1 601,4 177,9 13,9 4,2 9,9
2000 47,2 337,7 193,1 600,7 178,4 13,3 5,0 10,0
2002 45,2 330,3 161,5 591,2 182,7 10,3 8,9 10,3
2004 45,8 329,7 173,6 584,7 190,9 10,8 13,9 11,0
2006 45,6 329,0 157,6 585,1 190,1 10,3 14,2 11,0
2008 45,6 328,7 157,9 585,3 192,5 11,7 13,5 13,6
2010 45,7 328,5 156,4 584,5 194,9 11,5 14,0 14,3
2011 45,9 329,8 156,3 573,7 202,9 11,9 12,6 15,0
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Рис. 3. Графiки функцiй Dq, q ∈ [−7, 7], за 1986–2011 рр.

З розгляду графiкiв (див. рис. 2, 3) можна зробити висновок, що максимальна варiа-
бельнiсть за аналiзований перiод часу проявляється при вiд’ємних значеннях q iндексiв Dq.
Найбiльш чутливими до екологiчних процесiв є нечисленнi типи складових, а саме: i = 6 —
пустирi та територiї, що вiдведенi пiд будiвництво, а також i = 7 — вирубка лiсiв (зна-
чення ймовiрностей pi див. у (2)). У той самий час низькi вiд’ємнi значення коефiцiєнтiв
кореляцiї R для усiх iндексiв з q > 0 вказують на те, що всi найбiльш чисельнi складовi
(див. табл. 2), а саме рослиннiсть, яка роздiлена на хвойну та листяну, мало впливали на
екологiчний стан мiста. Така оцiнка певним чином характеризує i саме техногенне наван-
таження.

Розглянутий приклад використання iндексiв варiабельностi на фактичних даних складо-
вих урболандшафту м. Київ пiдтверджує легiтимнiсть методiв дослiдження варiабельностi
структури за iндексами варiабельностi. Основна перевага методiв дослiдження варiабель-
ностi, заснованих на узагальнених ентропiях, полягає в можливостi побудови iнтегральних

Таблиця 2. Iндекси варiабельностi Dq розподiлу складових урболандшафту за категорiями степенi виник-
нення за перiод з 1986 по 2011 рр.

q
Значення Dq по роках

R
1986 1990 1994 1998 2000 2004 2008 2010 2011

−7 0,32 0,34 0,31 0,32 0,29 0,34 0,36 0,49 0,27 0,38
−6 0,31 0,33 0,31 0,31 0,29 0,33 0,35 0,48 0,26 0,38
−5 0,30 0,32 0,30 0,31 0,28 0,32 0,34 0,46 0,26 0,38
−4 0,29 0,31 0,29 0,30 0,27 0,31 0,32 0,45 0,25 0,38
−3 0,28 0,29 0,27 0,28 0,26 0,29 0,30 0,42 0,24 0,37
−2 0,25 0,26 0,25 0,26 0,24 0,26 0,27 0,37 0,22 0,36
−1 0,21 0,21 0,21 0,21 0,20 0,21 0,27 0,28 0,18 0,32
0 0,14 0,14 0,14 0,14 0,14 0,14 0,14 0,14 0,13 0,49
1 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11 0,56
2 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,10 0,10 0,90
3 0,08 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,95
4 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,09 0,09 0,94
5 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,94
6 0,07 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,93
7 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,08 0,08 0,08 0,08 0,93

Пр им i т ка . R — коефiцiєнт кореляцiї мультифрактальних розмiрностей Dq та техногенного навантаження
(iндекс забруднення атмосфери K) по роках.
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оцiнок, якi дозволяють виявити статистичнi зв’язки, що й продемонстровано на прикладi
порiвняно простiй структурi складових урболандшафту.
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А.В. Соколовская

Мультифрактальный анализ вариабельности структуры
составляющих городских территорий на основе космической
информации ДЗЗ (на примере г. Киев за 1986–2011 гг.)

Обоснована возможность использования мультифрактального анализа для интегральной
оценки вариабельности структуры основных составляющих городских территорий на осно-
ве космической информации ДЗЗ (на примере г. Киев). Проведена оценка вариабельности
структуры составляющих городской агломерации, которая выполнялась на основе индексов
вариабельности — обобщенных размерностей Реньи как интегральных оценок. В резуль-
тате получен спектр обобщенных фрактальных размерностей как интегральных характе-
ристик структуры составляющих территории г. Киев, исследована динамика изменений
структуры составляющих за период 1986–2011 гг. и их связь с экологическим состоянием
города.
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А.V. Sokolovska

Multifractal analysis of a variability of the structure of urban areas
components based on the information remotely sensed from space (the
case of Kyiv from 1986 till 2011)

The possibility of using multifractal analysis for the integral estimation of a variability of the
structure of general urban areas components based on the information remotely sensed from space
is proven (the Kyiv city is used as an example). We had assessed the variability of the structure of
components of the urban agglomeration, which was carried out on the basis of indices of variability
of generalized Renyi dimensions as integral estimates. As a result, the spectrum of generalized
fractal dimensions as the integral characteristics of structural components of the city area of Kyiv
is got. In addition, the dynamics of changes of the components structure for the period of 1986–2011
and their relation to the ecological condition of the city are investigated.
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