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О. А. Гунявий
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

IНТЕГРАЛ СТIЛТЬЄСА ТА ФОРМУЛА ПIДСУМОВУВАННЯ

Гунявий О. А. Iнтеграл Стiлтьєса та формула пiдсумовування. У роботi
доводиться узагальнена формула пiдсумовування з використанням розширеного визна-
чення iнтегралу Стiлтьєса.
Ключовi слова: iнтеграл Стiлтьєса, сума, формула пiдсумовування.

Гунявый О. А. Интеграл Стилтьеса и формула суммирования. В рабо-
те доказывается обобщенная формула суммирования с использованием расширенного
определения интеграла Стилтьеса.
Ключевые слова: интеграл Стилтьеса, сумма, формула суммирования.

Gunyavy O. Stieltjes integral and summation formula. In the article we prove

a generalized summation formula using the expanded definition of the Stieltjes integral.

Key words: Stieltjes integral, sum, summation formula.

Вступ. В математицi часто доводиться користуватися рiзноманiтними ко-
рисними iнструментами. До таких iнструментiв, до прикладу, належать iнте-
грал Стiлтьєса та всiлякi формули пiдсумовування, див. [1]. Кожен iнструмент
може мати деякi обмеження на використання. Наприклад, iнтеграл Стiлтьєса
𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) не iснує у випадку, коли на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] знаходиться точка, в якiй

функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розрив. Однак можливо трохи змiнити ви-
значення iнтегралу Стiлтьєса i в таких випадках вiн вже буде iснувати. Крiм того,
таке розширене визначення iнтегралу Стiлтьєса дозволить використовувати його
для пiдсумовування бiльш широкого класу функцiй за допомогою узагальненої
формули пiдсумовування, окремим випадком якої є формула Ейлера—Маклоре-
на, див. [1] та [2].

Основнi результати
1. Зауваження щодо iнтегралу Стiлтьєса. Зробимо деякi поправки вiд-

носно визначення iнтегралу Стiлтьєса. Отже, нехай на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] заданi фун-
кцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥), i нехай

𝐷 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝜁1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝜁2 ≤ 𝑥2 ≤ . . . ≤ 𝑥𝑛−1 ≤ 𝜁𝑛 < 𝑥𝑛 = 𝑏−

довiльне розбиття вiдрiзку [𝑎, 𝑏], а |𝐷| = sup
𝑖=1,𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)− дiаметр розбиття. Роз-

биттю 𝐷 поставимо у вiдповiднiсть суму 𝑆𝐷 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓(𝜁𝑖)(𝑔(𝑥𝑖)− 𝑔(𝑥𝑖−1)). Тодi пiд

c○ Гунявий О. А., 2014



8 Гунявий О. А.

iнтегралом Стiлтьєса у вузькому розумiннi будемо вважати

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = lim
𝐷,|𝐷|→0

𝑆𝐷,

якщо така границя iснує.
Вiдмiннiсть наведеного визначення вiд звичайного в строгих нерiвностях 𝑎< 𝜁1

та 𝜁𝑛 < 𝑏, що дає можливiсть розглядати iнтеграл Стiлтьєса у випадках, коли
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають в точках 𝑎 i 𝑏 розриви.

Нехай далi на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно можуть мати
iзольованi розриви лише в точках 𝑎 < 𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐𝑘 < 𝑏. Тодi пiд iнтегралом
Стiлтьєса в широкому розумiннi будемо вважати

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑐1∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑐2∫︁
𝑐1

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) + . . .+

𝑏∫︁
𝑐𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥),

де кожен iнтеграл в сумi визначається у вузькому розумiннi.
Всi властивостi, справедливi для звичайного iнтеграла Стiлтьєса, будуть за-

лишатися справедливими i для iнтеграла Стiлтьєса в широкому розумiннi, за
винятком iнтегрування частинами.

Далi пiд 𝐹 (𝑥+0) будемо розумiти 𝐹 (𝑥+0) = lim
𝜀→+0

𝐹 (𝑥+𝜀). Аналогiчно 𝐹 (𝑥−
0) = lim

𝜀→−0
𝐹 (𝑥+𝜀). У випадку, коли на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] не iснує точок, у яких функцiї

𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розриви, iнтеграл Стiлтьєса в широкому розумiннi
спiвпадає зi звичайним iнтегралом Стiлтьєса. Тепер розглянемо випадок, коли
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розриви лише в крайнiх точках 𝑎 i 𝑏. У
цьому випадку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑎+0∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑏−0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥).

Але
𝑎+0∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑎+ 0)(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎)).

Аналогiчно
𝑏∫︀

𝑏−0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑏 − 0)(𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑏 − 0)). Крiм того,
𝑏−0∫︀
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)

спiвпадає зi звичайним iнтегралом Стiлтьєса. Таким чином,

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

= 𝑓(𝑎+ 0)(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎)) +

𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑏− 0)(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0)).
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Далi, iнтегруючи частинами, маємо
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏− 0)− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎+ 0)−
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥).

Тодi

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = −
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏− 0) + 𝑓(𝑏− 0)(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0))+

+ 𝑓(𝑎+ 0)(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎))− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎+ 0) =

= −
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏)− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎).

Але

−
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) =

= 𝑔(𝑎+ 0)(𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))−
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑏− 0)(𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0)),

звiдки

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = −
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑏− 0)(𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))−
− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑎+ 0)(𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎)).

I тодi, остаточно

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)−

− (𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0)) + (𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎)).

Iз цiєї формули, отриманої для iнтеграла Стiлтьєса у вузькому розумiннi,
отримуємо формулу для iнтеграла Стiлтьєса в широкому розумiннi:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ (𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎))− (𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0))+
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+

𝑘∑︁
𝑖=1

[(𝑓(𝑐𝑖 + 0)− 𝑓(𝑐𝑖))(𝑔(𝑐𝑖 + 0)− 𝑔(𝑐𝑖))−

−(𝑓(𝑐𝑖)− 𝑓(𝑐𝑖 − 0))(𝑔(𝑐𝑖)− 𝑔(𝑐𝑖 − 0))] ,

де 𝑎 < 𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐𝑘 < 𝑏 — всi точки на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], в яких функцiї 𝑓(𝑥) та
𝑔(𝑥) одночасно можуть мати розриви.

Зауважимо, що отримана формула залишається справедливою i для звичай-
ного iнтеграла Стiлтьєса, який якщо iснує, то не допускає наявностi точок, в яких
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розриви. А в цьому випадку ∀𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]

(𝑓(𝑐+ 0)− 𝑓(𝑐))(𝑔(𝑐+ 0)− 𝑔(𝑐)) = (𝑓(𝑐)− 𝑓(𝑐− 0))(𝑔(𝑐)− 𝑔(𝑐− 0)) = 0.

2. Формула пiдсумовування. Нехай 𝑎𝑛1,...,𝑛𝑙
= 𝑎n i 𝜙(𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) = 𝜙(n) :

Z𝑙 → R− довiльна арифметична функцiя вiд 𝑙 змiнних, де n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑙). R𝜙 ={︀
𝜙(n)

⃒⃒
n ∈ Z𝑙

}︀
, до того ж ∀𝑟 ∈ R𝜙 дiофантове рiвняння 𝜙(𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) = 𝑟 має

скiнчене число розв’язкiв.
Нехай далi

𝑆(𝑥) =
∑︁

𝑟0<𝑟≤𝑥

∑︁
𝜙(n)=𝑟

𝑎n =
∑︁

𝑟0<𝜙(n)≤𝑥

𝑎n =𝑀(𝑥) + 𝐸(𝑥),

до того ж 𝑀(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎,𝑏], а отже, 𝐸(𝑥) може мати розриви тiльки в елементах
множини R𝜙, 𝑟0− довiльне фiксоване дiйсне число, 𝑟0 < 𝑥.

Доведемо далi наступний результат.

Теорема. Нехай 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉[𝑎,𝑏], де 𝑟0 < 𝑎 < 𝑏. Тодi у вище наведених визначе-
ннях справедлива наступна формула:

∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐸(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥),

де iнтеграл Стiлтьєса визначається в широкому розумiннi.

Доведення. Дiйсно, з одного боку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑆(𝑥) =
∑︁

𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)− 0).

З iншого боку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑆(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑(𝑀(𝑥) + 𝐸(𝑥)) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥),

звiдки ∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)− 0) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥).
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Далi, iнтегруючи частинами i пам’ятаючи, що функцiя 𝐸(𝑥) може мати роз-
риви тiльки в елементах множини R𝜙, отримуємо

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥) = 𝑓(𝑏)𝐸(𝑏)− 𝑓(𝑎)𝐸(𝑎)−
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ (𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))(𝐸(𝑎+ 0)− 𝐸(𝑎))− (𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))(𝐸(𝑏)− 𝐸(𝑏− 0))+

+
∑︁

𝑟∈R𝜙∩(𝑎,𝑏)

[(𝑓(𝑟 + 0)− 𝑓(𝑟))(𝐸(𝑟 + 0)− 𝐸(𝑟))−

−(𝑓(𝑟)− 𝑓(𝑟 − 0))(𝐸(𝑟)− 𝐸(𝑟 − 0))] .

Але 𝑆(𝑥) =
∑︀

𝑟0<𝜙(n)≤𝑥
𝑎n =𝑀(𝑥) + 𝐸(𝑥) i 𝑀(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎,𝑏], звiдки

𝐸(𝑟 + 0)− 𝐸(𝑟) = 0;

𝐸(𝑟)− 𝐸(𝑟 − 0) = 𝑆(𝑟)− 𝑆(𝑟 − 0) =
∑︁

𝜙(n)=𝑟

𝑎n,

i тодi
𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥) = 𝑓(𝑏)𝐸(𝑏)−𝑓(𝑎)𝐸(𝑎)−
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)−
∑︁

𝑎<𝜙(n)≤𝑏

(𝑓(𝜙(n))− 𝑓(𝜙(n)− 0))𝑎n.

Таким чином,

∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)− 0) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) + 𝑓(𝑏)𝐸(𝑏)− 𝑓(𝑎)𝐸(𝑎)−
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)−

−
∑︁

𝑎<𝜙(n)≤𝑏

(𝑓(𝜙(n))− 𝑓(𝜙(n)− 0))𝑎n.

Тодi остаточно маємо

∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐸(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥),

що i потрiбно було довести.

Висновки. Таким чином, доведено узагальнену формулу пiдсумовування,
яку можна використовувати для пiдсумовування широкого класу функцiй.
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2. Грэхем Р., Кнут Д., Паташник О. Конкретная математика. – М.: Мир, 1998. –
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тивного агрегування для рiвнянь з незнакосталими операторами. Встановле-
нi достатнi умови збiжностi одного класу однопараметричних агрегацiйно-iтеративних
методiв. Отриманi результати не мiстять вимог про додатнiсть операторiв i агрегуючих
функцiоналiв, а також не потребують, щоб вiдповiднi лiнiйнi неперервнi оператори були
стискуючими.
Ключовi слова: однопараметричнi методи, агрегуючi функцiонали, оператори сти-
ску, декомпозицiя.

Копач М. И., Шувар Б. А. Аналоги однопараметрического метода итера-
тивного агрегирования для уравнений с незнакопостоянными операторами.
Установлены достаточные условия сходимости одного класса однопараметрических агре-
гационно-итеративных методов. Полученные результаты не содержат требований о по-
ложительности операторов и агрегирующих функционалов, а также не требуют, чтобы
соответствующие линейные непрерывные операторы были сжимающими.
Ключевые слова: однопараметрические методы, агрегирующие функционалы, опе-
раторы сжатия, декомпозиция.

Kopach M. I., Shuvar B. A. Analogs of single parametric aggregation-

iterative method for equations with non constant sign operators. We establish

sufficient conditions for the convergence of a class of one-parameter aggregation-iterative

methods. Obtained results do not include conditions about positiveness of operators and ag-

gregate functionals, and also claim that the corresponding linear continuous operators were

contraction is not required.

Key words: single parametric methods, aggregative functionals, operators of compression,

decomposition.

Вступ. При застосуваннi багатопроцесорних обчислювальних пристроїв ви-
никає потреба в наближених методах, що використовують принцип декомпозицiї
задач великої розмiрностi до задач меншої розмiрностi. Часто вживаний на пра-
ктицi спосiб декомпозицiї операторних рiвнянь грунтується на методах iтератив-
ного агрегування (див., напр., [1]), якi виникли в математичнiй економiцi (див.,
також [2, с. 157-158]). В [3–5] започатковано методику, яка дозволяє отримува-
ти достатнi умови збiжностi методiв iтеративного агрегування та їх узагальнень
i аналогiв. Цi умови не мiстять вимог про знакосталiсть заданого оператора i
агрегуючих функiоналiв та не передбачають, щоб спектральний радiус заданого
оператора був меншим вiд одиницi.

c○Копач М. I., Шувар Б. А., 2014
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Основнi результати
1. Основнi алгоритми та допомiжнi припущення i твердження. Одно-

параметричний алгоритм, дослiджений в [2] для рiвняння

𝑥 = 𝐴𝑥+ 𝑏, (1)

можна записати за допомогою формул

𝑥(𝑛+1) = 𝐴𝑥(𝑛) + 𝑎(𝑥(𝑛))(𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛+1)) + 𝑏, (2)

𝑦(𝑛+1) = 𝜆𝑦(𝑛+1) + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥(𝑛)) + 𝛼(𝑥(𝑛))(𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛+1))− (𝜙, 𝑏) (3)

за припущень, що 𝐸 — евклiдiв простiр, 𝐴, ̃︀𝐴 : 𝐸 → 𝐸 є лiнiйними неперервни-
ми операторами, 𝑏 ∈ 𝐸, 𝜆 — дiйсне число, 𝜆 ̸= 1, (𝜙, 𝑥) — значення лiнiйного
функцiоналу 𝜙 ∈ 𝐸* на елементах 𝑥 ∈ 𝐸, 𝐸* — спряжений з 𝐸 простiр.

Вважаємо, що оператор ̃︀𝐴 є таким, що

(𝜙, (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥) = 𝜆(𝜙, 𝑥) (𝑥 ∈ 𝐸), (4)

i справджуються рiвностi

𝑎(𝑥) =
1

(𝜙, 𝑥)
𝐴𝑥, (𝜙, 𝑎(𝑥)) + 𝛼(𝑥) = 𝜆 (𝑥 ∈ 𝐸). (5)

Встановленi в [4] достатнi умови збiжностi цього алгоритму не передбачають
умов, постульованих у [2], зокрема, 𝐴,𝜙, 𝑏 не обовязково повиннi бути додатнiми,
а спектральний радiус 𝜌(𝐴) може бути бiльшим вiд одиницi.

Розглядатимемо алгоритм (2), (3) замiнивши в ньому формули (5) наступни-
ми:

𝑎(𝑥) =
(𝐴+ ̃︀𝐴)
(𝜙, 𝑥)

, 𝛼(𝑥) = 0 (𝑥 ∈ 𝐸). (6)

Означимо множину Ξ як сукупнiсть пар {𝑥, 𝑦}, компоненти яких задовольняють
рiвнiсть

(𝜙, 𝑥) + 𝑦 = 0, (7)

де 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝐸′, 𝐸′ — множина дiйсних чисел. Очевидно, що Ξ є пiдпростором
простору ̃︀𝐸 = 𝐸 × 𝐸′, в якому норму ||𝑥, 𝑦|| пар {𝑥, 𝑦} означуємо за формулою

||𝑥, 𝑦|| =
√︀
||𝑥||2 + |𝑦|,

в якiй ||𝑥|| — норма елемента 𝑥 ∈ 𝐸, |𝑦| — абсолютна величина числа 𝑦. До
рiвняння (1) приєднaємо рiвняння

𝑦 = 𝜆𝑦 + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥)− (𝜙, 𝑏). (8)

Наступнi допомiжнi твердження є аналогами вiдповiдних лем iз [3–5].

Лема 1. Нехай 𝜆 ̸= 1 i пара {𝑥*, 𝑦*} є розв’язком системи (1), (8) при
𝑥 = 𝑥*, 𝑦 = 𝑦*. Тодi {𝑥*, 𝑦*} ∈ Ξ.
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Доведення. Очевидно, що

(𝜙, 𝑥*) + 𝑦* = (𝜙,𝐴𝑥*) + (𝜙, 𝑏) + 𝜆𝑦* + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥*)− (𝜙, 𝑏) =

= (𝜙, (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥*) + 𝜆𝑦* = 𝜆[(𝜙, 𝑥*) + 𝑦*].

Звiдси отримуємо, що при 𝜆 ̸= 1 пара {𝑥*, 𝑦*} задовольняє спiввiдношення
(7), що i завершує доведення леми. 2

Лема 2. Нехай 𝜆 ̸= 1 i {𝑥(0), 𝑦(0)} ∈ Ξ. Якщо справджуються рiвностi (6),
то для послiдовностей {𝑥(𝑛)}, {𝑦(𝑛)}, побудованих за допомогою формул (2), (3),
маємо {𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)} ∈ Ξ (𝑛 = 1, 2, . . .).

Доведення. З рiвностей (2), (3) отримуємо

(𝜙, 𝑥(𝑛+1)) + 𝑦(𝑛+1) = (𝜙,𝐴𝑥(𝑛)) + (𝜙, 𝑎(𝑥(𝑛)))𝑦(𝑛)−

−(𝜙, 𝑎(𝑥(𝑛)))𝑦(𝑛+1) + (𝜙, 𝑏) + 𝜆𝑦(𝑛+1) + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥(𝑛))− (𝜙, 𝑏) =

= (𝜙, (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)) + 𝜆𝑦(𝑛) − 𝜆𝑦(𝑛+1) + 𝜆𝑦(𝑛+1) = 𝜆[(𝜙, 𝑥(𝑛)) + 𝑦(𝑛)],

де враховано, що з (4), (6) випливає рiвнiсть

(𝜙, 𝑎(𝑥(𝑛))) = 𝜆.

На пiдставi принципу iндукцiї можна вважати лему доведеною. �
2. Дослiдження збiжностi. Враховуючи рiвностi (6), перепишемо формули

(2), (3) у виглядi

𝑥(𝑛+1) = 𝐴𝑥(𝑛) +
(𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛+1)) + 𝑏, (9)

𝑦(𝑛+1) = 𝜆𝑦(𝑛+1) + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥(𝑛))− (𝜙, 𝑏). (10)

Спiввiдношення (1),(8) та (9), (10) є пiдставою для рiвностей

𝑦(𝑛+1) − 𝑦* = (1− 𝜆)−1(𝜙, ̃︀𝐴(𝑥(𝑛) − 𝑥*)),

𝑥(𝑛+1) − 𝑥* = 𝐴(𝑥(𝑛) − 𝑥*) +
(𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝑦(𝑛) − 𝑦*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝑦(𝑛+1) − 𝑦*) =

= 𝐴(𝑥(𝑛) −𝑥*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝜙, 𝑥(𝑛) −𝑥*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(1−𝜆)−1(𝜙, ̃︀𝐴(𝑥(𝑛) −𝑥*)).

Звiдси отримуємо

𝑥(𝑛+1) − 𝑥* = 𝐴(𝑥(𝑛) − 𝑥*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(1− 𝜆)−1(𝜙, (𝐼 −𝐴)(𝑥(𝑛) − 𝑥*)),

де 𝐼 – тотожний оператор в 𝐸. Позначимо

𝐵(𝑥)𝜔 = 𝐴𝜔 − (1− 𝜆)−1 (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥
(𝜙, 𝑥)

(𝜙, (𝐼 −𝐴)𝜔), (11)

вважаючи, що {𝑥, 𝑦} ∈ Ξ, 𝜔 = 𝑥− 𝑥*.
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Теорема 1. Нехай 𝜆 ̸= 1, {𝑥(0), 𝑦(0)} ∈ Ξ i при {𝑥, 𝑦} ∈ Ξ справджуються
рiвностi (4), (6) та умова

||𝐵(𝑥)|| 6 𝑄.

Якщо 𝑄 < 1, то послiдовнiсть {𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)}, отримана за допомогою процесу
(9), (10), збiгається за нормою в ̃︀𝐸 не повiльнiше вiд геометричної прогресiї
зi знаменником 𝑄 до розв’язку {𝑥*, 𝑦*} системи (1), (8), причому {𝑥*, 𝑦*} ∈ Ξ,
{𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)} ∈ Ξ (𝑛 = 0, 1, . . .).

Доведення. Достатньо зазначити, що умови теореми забезпечують можли-
вiсть використовувати принцип стиску i тому можна вважати її доведеною. �

В окремому випадку, коли в умовах теореми 1 оператор ̃︀𝐴 є нульовим, фор-
мула (11) має вигляд

𝐵0(𝑥)𝜔 = 𝐴𝜔 − 𝐴𝑥

(𝜙, 𝑥)
(𝜙, 𝜔).

Наслiдок. Нехай справджуються умови теореми 1 для випадку, коли ̃︀𝐴 є
нульовим оператором. Тодi для виконання твердження теореми 1 достатньо,
щоб оператор 𝐵0(𝑥)𝜔 задовольняв умову ||𝐵0(𝑥)|| 6 𝑄0 < 1.

Приклад. Застосуємо алгоритм (9), (10) до системи

𝑥1 = 2, 9𝑥1 + 11, 8𝑥2 − 156,
𝑥2 = 1, 9𝑥1 + 7, 9𝑥2 − 107,

яка має розвязок 𝑥* = {20; 10}.

Нехай ̃︀𝐴 =

(︂
0, 1 0, 2
0, 1 0, 1

)︂
. Тодi 𝐴+ ̃︀𝐴 =

(︂
3 12
2 8

)︂
. Для цiєї матрицi 𝜆 = 11,

𝜙 = {1; 4}. При 𝑥(0) = {1; 1} знаходимо 𝑦(0) = −(𝜙, 𝑥(0)) = −5, 𝑦(1) = − (𝜙,𝑏)
1−𝜆 +

(𝜙, ̃︀𝐴𝑥(0))
1−𝜆 = −58, 51, 𝑦(0) − 𝑦(1) = 53, 51. Для першої iтерацiї маємо

𝑥
(1)
1 = 2, 9 · 1 + 11, 8 · 1 + 3·1+12·1

1·1+4·1 · 53, 51− 156 = 19, 23,

𝑥
(1)
2 = 1, 9 · 1 + 7, 9 · 1 + 2·1+8·1

1·1+4·1 · 53, 51− 107 = 9, 82,

Обчислимо

𝑦(2) = − (𝜙, 𝑏)

1− 𝜆
+

(𝜙, ̃︀𝐴𝑥(1))
1− 𝜆

= 59, 9507,

𝑦(1) − 𝑦(2) = 1, 6013, 𝑥(2) = {19, 9651; 9, 9964}.

Висновки.

1. Iтерацiйний процес (9), (10), що отримується з формул (2), (3) при виборi
𝑎(𝑥), 𝛼(𝑥) за формулами (6) i побудовi оператора ̃︀𝐴 таким способом, щоб 𝜆
було власним числом оператора 𝐴 + ̃︀𝐴, а 𝜙 був лiвим власним елементом
цього оператора, дозволяє отримати просту умову збiжностi алгоритму.

2. Умови збiжностi не потребують, щоб був меншим вiд одиницi спектральний
радiус оператора 𝐴.
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3. Умови збiжностi алгоритму не мiстять вимог про знакосталiсть 𝐴, 𝑏, 𝜙.

4. Методика занурення простору 𝐸 в ширший простiр ̃︀𝐸 = 𝐸 × 𝐸′ дозво-
ляє дослiдити клас однопараметричних агрегацiйно-iтеративних методiв,
що охоплює, зокрема, однопараметричний метод iтеративного агрегуван-
ня, дослiджений в ( [2], стор. 155 – 158).
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системи побудованi асимптотичнi в певному сенсi розвинення 𝑂-розв’язкiв при 𝑡→ +∞.
Ключовi слова: квазилiнiйнi сингулярнi диференцiальнi рiвняння, iснування та асим-
птотичнi розвинення зникаючих розв’язкiв.
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дифференциальных уравнений в одном особом случае. Рассматривается си-
стема квазилинейных дифференциальных уравнений с исчезающими (суммируемыми
и несуммируемыми) при 𝑡 → +∞ множителями в правой части. Приведены достаточ-
ные условия, при выполнении которых для данной системы построены асимптотические
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Korenovskyi A. Asymptotical expansion of vanishing solutions of differen-

tial equations in one special case. Considered in this paper is a system of quasilinear

differential equations with factors on the right side that disappear when 𝑡→ ∞ ( absolutely

integrable or not). Sufficient conditions are obtained under which it is possible to conduct

the asymptotic in a certain sense at 𝑡 → ∞ expansions of 𝑂– solutions of the described

system.

Key words: quasilinear singular differential equations, existence and asymptotic expansion

of disappearing solutions.

Введение. Данная статья является непросредственным продолжением ра-
боты [1]. На исследуемую в [1] систему дифференциальных уравнений наложены
дополнительные условия. Построены обобщенные (в смысле работ [2–4]) асимп-
тотические разложения исчезающих при 𝑡→ +∞ решений этой системы.

Основные результаты. Рассмотрим в некоторой области 𝐺 = Δ × ∇,
Δ = {𝑡 : 𝑡0 6 𝑡 < +∞},

∇ = {𝜉 : colon (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ,
𝜉1 = colon (𝜉0,1, . . . , 𝜉0,𝑛1

) ∈ C𝑛1 ,
𝜉2 = colon (𝜉0,𝑛1+1, . . . , 𝜉0,𝑛1+𝑛2

) ∈ C𝑛2 ,
𝜉3 = colon (𝜉0,𝑛1+𝑛2+1, . . . , 𝜉0,𝑛1+𝑛2+𝑛3

) ∈ C𝑛3 ,
‖𝜉‖ 6 𝑐, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 ∈ N}

c○Кореновский А. А., 2014
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(здесь и далее используется обозначение ‖𝐴‖ =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑖 𝑘|, где 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑘) – 𝑚×𝑛-

матрица, 𝑛,𝑚 ∈ N) систему дифференциальных уравнений

𝜉′1 = 𝑄1(𝑡) +𝐵1 1(𝑡)𝜉1 +𝐵1 2(𝑡)𝜉2 +𝐵1 3(𝑡)𝜉3 + 𝐹1(𝑡, 𝜉),
𝜉′2 = 𝛼(𝑡) [𝑄2(𝑡) +𝐵2 1(𝑡)𝜉1 +𝐵2 2(𝑡)𝜉2 +𝐵2 3(𝑡)𝜉3 + 𝐹2(𝑡, 𝜉)] ,
𝜉′3 = 𝛽(𝑡) [𝑄3(𝑡) +𝐵3 1(𝑡)𝜉1 +𝐵3 2(𝑡)𝜉2 +𝐵3 3(𝑡)𝜉3 + 𝐹3(𝑡, 𝜉)]

(1)

(здесь и далее под произведением вектора 𝛽(𝑡) на матрицу будем подразумевать
𝛽(𝑡)𝐵 = (𝛽𝑘(𝑡) 𝑏𝑘 𝑖), где 𝐵 = (𝑏𝑘 𝑖) – 𝑚× 𝑛-матрица, 𝑚 = 𝑛3, 𝑛 ∈ N), в которой все
величины, исключая 𝑡, являются, в общем случае комплексными, и выполняются
такие условия:

1) 𝛽(𝑡) = colon (𝛽1(𝑡), . . . , 𝛽𝑛3
(𝑡)),

𝛽𝑘(𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑛3

)︀
, 𝛼(𝑡) – скалярные функции,

𝛼(𝑡) ̸= 0, 𝛽𝑘(𝑡) ̸= 0 (𝑡 ∈ Δ),
+∞∫︀
𝑡0

|𝛼(𝑡)| 𝑑𝑡 = +∞, lim
𝑡→+∞

𝛼(𝑡) = 0,

lim
𝑡→+∞

𝛼′(𝑡)
𝛼(𝑡) = 0,

+∞∫︀
𝑡0

|𝛽𝑘(𝑡)| 𝑑𝑡 = 𝑙𝑘 < +∞ (𝑙𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑛3

)︀
,

lim
𝑡→+∞

𝛽′
𝑘(𝑡)
𝛽𝑘(𝑡)

= 0,
(︀
𝑘 = 1, 𝑛3

)︀
,

lim
𝑡→+∞

𝛽𝑠(𝑡)
𝛽𝑘(𝑡)

= 0
(︀
𝑠 > 𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛3 − 1, 𝑠 = 2, 𝑛3

)︀
,

lim
𝑡→+∞

𝛽1(𝑡)
𝛼(𝑡) = 0, lim

𝑡→+∞
(𝛼−1(𝑡)𝛽𝑘(𝑡))

′

𝛽𝑘(𝑡)
= 0

(︀
𝑘 = 1, 𝑛3

)︀
;

2) 𝑄1(𝑡) = colon (𝑞1(𝑡), . . . , 𝑞𝑛1
(𝑡)), 𝑄2(𝑡) = colon (𝑞𝑛1+1(𝑡), . . . , 𝑞𝑛1+𝑛2

(𝑡)), 𝑄3(𝑡) =
colon (𝑞𝑛1+𝑛2+1(𝑡), . . . , 𝑞𝑛1+𝑛2+𝑛3

(𝑡)),
𝑞𝑘(𝑡) ∈ 𝐶Δ, lim

𝑡→+∞
𝑞𝑘(𝑡) = 0

(︀
𝑘 = 1, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3

)︀
;

3) 𝐵𝑘 𝑖(𝑡) – матрицы соответствующей размерности, 𝐵𝑘 𝑖(𝑡) ∈ 𝐶Δ и существуют
пределы 𝐵𝑘 𝑖(+∞) = 𝐵0,𝑘 𝑖

(︀
𝑘, 𝑖 = 1, 3

)︀
, где 𝐵0,𝑘 𝑖 – постоянные матрицы;

корни 𝜆𝑘
(︀
𝑘 = 1, 𝑛1

)︀
уравнения

det (𝐵0,11 − 𝜆𝐸) = 0

(𝐸 – единичная 𝑛1 × 𝑛1-матрица) обладают свойством

|Re𝜆𝑘| > 𝛾, 𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

корни 𝛾𝑛1+𝑘

(︀
𝑘 = 1, 𝑛2

)︀
уравнения

det
(︁
𝐵0,22 −𝐵0,21 (𝐵0,11)

−1
𝐵0,12 − 𝜆𝐸

)︁
= 0

(𝐸 – единичная 𝑛2 × 𝑛2-матрица) обладают свойством

|Re (𝛼(𝑡)𝛾𝑛1+𝑘)| > 𝛾|𝛼(𝑡)| (𝑡 ∈ Δ);

4) вектор-функция

𝐹 (𝑡, 𝜉) = colon (𝐹1(𝑡, 𝜉), 𝐹2(𝑡, 𝜉), 𝐹3(𝑡, 𝜉))
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(𝐹1(𝑡, 𝜉) = colon (𝑓1(𝑡, 𝜉), . . . , 𝑓𝑛1
(𝑡, 𝜉)) ,

𝐹2(𝑡, 𝜉) = colon (𝑓𝑛1+1(𝑡, 𝜉), . . . , 𝑓𝑛1+𝑛2(𝑡, 𝜉)) ,

𝐹3(𝑡, 𝜉) = colon (𝑓𝑛1+𝑛2+1(𝑡, 𝜉), . . . , 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3
(𝑡, 𝜉)))

удовлетворяет в области 𝐺 условию Липшица по 𝜉⃦⃦
𝐹
(︀
𝑡, 𝜉(1)

)︀
− 𝐹

(︀
𝑡, 𝜉(2)

)︀⃦⃦
≤ 𝐿

⃦⃦
𝜉(1) − 𝜉(2)

⃦⃦
, 𝐿 = 𝐿(𝑐) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

где постоянную 𝐿 можно сделать сколь угодно малой уменьшением числа
𝑐, определяющего область 𝐺, а также условию 𝐹 (𝑡, 0) = 0.

Пусть 𝑓(𝑡), 𝛼𝑖(𝑡), 𝛽𝑗(𝑡) ∈ 𝐶∞
Δ , 𝑓(𝑡)𝛼𝑖(𝑡), 𝛽𝑗(𝑡) : Δ → C (𝑖 = 1, 𝑠; 𝑗 = 1, 𝑘)

– некоторые скалярные функции, причем 𝛼𝑖(𝑡), 𝛽𝑗(𝑡) удовлетворяют условиям
типа 1) (︂

𝛼𝑖(𝑡) ̸= 0, 𝛽𝑗(𝑡) ̸= 0 (𝑡 ∈ Δ),

∫︁ +∞

𝑡0

|𝛼𝑖(𝑡)| 𝑑𝑡 = +∞,

∫︁ +∞

𝑡0

|𝛽𝑗(𝑡)| 𝑑𝑡 = 𝑙𝑗 <∞ (𝑙𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) , lim
𝑡→+∞

(︀
𝛼−1
𝑠 (𝑡)𝛽1(𝑡)

)︀′
𝛽1(𝑡)

= 0,

lim
𝑡→+∞

(︂
𝛼𝑚(𝑡)

𝛼𝑛(𝑡)

)︂′
1

𝛼𝑚(𝑡)
= 0, 𝑚 > 𝑛, 𝑚 = 2, 𝑠, 𝑛 = 1, 𝑠− 1,

lim
𝑡→+∞

(︂
𝛽𝑟(𝑡)

𝛽𝑝(𝑡)

)︂′
1

𝛽𝑟(𝑡)
= 0, 𝑟 > 𝑝, 𝑟 = 2, 𝑘, 𝑝 = 1, 𝑘 − 1

)︃
.

Введем обозначения

𝑓{0}(𝑡) = |𝑓(𝑡)|, 𝑓{1}𝛼𝑖(𝑡)
(𝑡) =

𝑓 ′(𝑡)

𝛼𝑖(𝑡)
,
(︀
𝑖 = 1, 𝑠

)︀
, 𝑓{1}(𝑡) =

𝑠∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑓
{1}
𝛼𝑖(𝑡)

(𝑡)
⃒⃒⃒
,

𝑓<0>(𝑡) = |𝑓(𝑡)|, 𝑓<1>
𝛽𝑖(𝑡)

(𝑡) =

∫︁ 𝑡

+∞
𝛽𝑖(𝑡)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

(︀
𝑖 = 1, 𝑘

)︀
,

𝑓<1>(𝑡) =

𝑘∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑓<1>
𝛽𝑖(𝑡)

(𝑡)
⃒⃒⃒
,

𝑓 [0](𝑡) = |𝑓(𝑡)|, 𝑓 [1]𝛼𝑖(𝑡)
(𝑡) = 𝑓

{1}
𝛼𝑖(𝑡)

(𝑡),
(︀
𝑖 = 1, 𝑠

)︀
,

𝑓
[1]
𝛽𝑗(𝑡)

(𝑡) = 𝑓<1>
𝛽𝑗(𝑡)

(𝑡),
(︀
𝑗 = 1, 𝑘

)︀
, 𝑓 [1] = 𝑓{1}(𝑡) + 𝑓<1>(𝑡).

Обозначив 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑠, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑘 символами 𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑠+𝑘 соответствен-
но, положим

𝑓 [𝑟]𝛾𝑖1𝛾𝑖2 ...𝛾𝑖𝑟−1
𝛾𝑖𝑟

(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[︁
𝑓
[𝑟−1]
𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟−1

(𝑡)
]︁{1}
𝛾𝑖𝑟

, 𝑖𝑟 6 𝑠,

[︁
𝑓
[𝑟−1]
𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟−1

(𝑡)
]︁<1>

𝛾𝑖𝑟

, 𝑠 < 𝑖𝑟 6 𝑠+ 𝑘,



20 Кореновский А. А.(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑟, 𝑟 ∈ N; 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑟 = 1, 𝑠+ 𝑘

)︀
,

𝑓 [𝑟](𝑡) =

𝑠+𝑘∑︁
𝑖𝑟=1

𝑠+𝑘∑︁
𝑖𝑟−1=1

· · ·
𝑠+𝑘∑︁
𝑖1=1

⃒⃒⃒
𝑓 [𝑟]𝛾𝑖1𝛾𝑖2 ...𝛾𝑖𝑟 (𝑡)

⃒⃒⃒
.

𝑓
[𝑟]
𝛾𝑖1𝛾𝑖2 ...𝛾𝑖𝑟

(𝑡) будем называть 𝛾𝑖1𝛾𝑖2 . . . 𝛾𝑖𝑟 -производной функции 𝑓(𝑡) 𝑟-го поряд-
ка, а 𝑓 [𝑟](𝑡) – мажорантой полной

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производной функции 𝑓(𝑡) 𝑟-го порядка,

где 𝛼 = strit (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑠), 𝛽 = strit (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑘).
Дополнительно к условиям 1)−4) относительно системы дифференциальных

уравнений (1) будем предполагать, что для нее выполнены следующие условия:

1a) 𝛼(𝑡) ∈ 𝐶∞
Δ , 𝛽𝑖(𝑡) ∈ 𝐶∞

Δ ,
(︀
𝑖 = 1, 𝑛3

)︀
;

2a) 𝑞𝑘(𝑡) ∈ 𝐶∞
Δ ,

(︀
𝑘 = 1, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3

)︀
;

3a) 𝑏𝑘𝑖(𝑡) ∈ 𝐶∞
Δ ,

(︀
𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3

)︀
;

4a) 𝐹 (𝑡, 𝜉) ∈ 𝐶∞
𝐺 и существует функция 𝐿(𝑡) ∈ 𝐶∞

Δ , sup
Δ

|𝐿(𝑡)| < +∞ такая, что

в области 𝐺 справедливы неравенства

‖𝐹 (𝑡, 𝜉)‖ 6 𝐿(𝑡)‖𝜉‖2,
⃦⃦
𝐹 ′
𝜉(𝑡, 𝜉)

⃦⃦
6 𝐿(𝑡)‖𝜉‖,⃦⃦⃦⃦

⃦⃦
(︃

𝜕𝑁𝐹

𝜕𝜉𝑘11 . . . 𝜕𝜉
𝑘𝑛1+𝑛2+𝑛3
𝑛1+𝑛2+𝑛3

(𝑡, 0)

)︃[𝑟]
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = 𝑂

(︁
𝐿[𝑟](𝑡)

)︁
,

(︃
𝑛1+𝑛2+𝑛3∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖 = 𝑁 ; 𝑁 = 2, 3, . . . ; 𝑟 = 0, 1, 2, . . .

)︃
,

и, кроме того,

𝑏
[𝑟]
𝑘𝑖 (𝑡) = 𝑂

(︁
𝐿[𝑟](𝑡)

)︁
,
(︀
𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3, 𝑟 = 0, 1, 2, . . .

)︀
;

5a) если обозначить

𝑃𝑟(𝑡) = sup
𝜏>𝑡

max
𝑘

{︁
𝑞
[𝑟−1]
𝑘 (𝜏), 𝛼[𝑟−1](𝜏), 𝛽[𝑟−1](𝜏), 𝐿[𝑟](𝜏)

}︁
,(︀

𝑘 = 1, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3; 𝑟 = 1, 2, . . .
)︀
,

где максимум берется при каждом фиксированном 𝜏 > 𝑡0, то

lim
𝑡→+∞

𝑃𝑟(𝑡) = 0, (𝑟 = 1, 2, . . . ).

Определение 1. Для каждой функции 𝑣(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, для которой выполня-
ется оценка вида

|𝑣(𝑡) 6 𝐴𝑣
𝑟2∑︁
𝑟=𝑟1

𝑃 𝑘11 (𝑡)𝑃 𝑘22 (𝑡) . . . 𝑃 𝑘𝑟𝑟 (𝑡), 𝑡 > 𝑡0, 𝐴𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

где 𝑟1, 𝑟2 – некоторые натуральные числа, 𝑟1 6 𝑟2 и где для каждого данного зна-
чения 𝑟 показатели 𝑘1, . . . , 𝑘𝑟 могут принимать любые целые неотрицательные
значения с условием, что 𝑘1 + 2𝑘2 + · · ·+ 𝑟𝑘𝑟 = 𝑟, условимся говорить, что она
имеет

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑟1 и будем писать 𝑅𝛽𝛼(𝑣) > 𝑟1.
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Чтобы обобщить это определение на матрицы (в частности, столбцы) усло-
вимся неравенство 𝑅𝛽𝛼(𝐷) > 𝑟1, где 𝐷 = (𝑑𝑘𝑖(𝑡)), 𝑡 > 𝑡0 считать равносильным
требованию

𝑅𝛽𝛼(‖𝐷‖) > 𝑟1.

Условимся также неравенство 𝑅𝛽𝛼(𝑣) > 0 считать эквивалентным свойству огра-
ниченности функции 𝑣(𝑡) при 𝑡 > 𝑡0.

Приведем без доказательства некоторые очевидные свойства
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранга.

Свойство 1. Из неравенства 𝑅𝛽𝛼(𝑣) > 𝑟1 вытекает любое неравенство вида
𝑅𝛽𝛼(𝑣) > 𝑟, где 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑟1 − 1.

Свойство 2. Из неравенства |𝑣1(𝑡)| ≤ |𝑣2(𝑡)|, 𝑡 > 𝑡0 и 𝑅𝛽𝛼 (𝑣2) > 𝑟1 вытекает
неравенство 𝑅𝛽𝛼 (𝑣1) > 𝑟1.

Свойство 3. Если даны функции 𝑣𝑘(𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
и известно, что 𝑅𝛽𝛼 (𝑣𝑘) >

𝑟𝑘, то имеют место также следующие неравенства

1. 𝑅𝛽𝛼 (𝑣1 + · · ·+ 𝑣𝑙) > ̃︀𝑟, где ̃︀𝑟 = min
𝑘

{𝑟𝑘} ,

2. 𝑅𝛽𝛼 (𝑣1 · 𝑣2 . . . 𝑣𝑙) > 𝑟1 + 𝑟2 + · · ·+ 𝑟𝑙,

𝑅𝛽𝛼

(︁
𝑣𝑘11 · 𝑣𝑘22 . . . 𝑣𝑘𝑙𝑙

)︁
> 𝑟1𝑘1 + 𝑟2𝑘2 + · · ·+ 𝑟𝑙𝑘𝑙,

где 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑙 – любые натуральные числа.

Следствие 1. Если 𝐷 = (𝑑𝑘𝑖(𝑡)) – некоторая 𝑛1 × 𝑛2 матрица, то условие
𝑅𝛽𝛼(𝐷) > 𝑟 равносильно 𝑛1 · 𝑛2 условиям

𝑅𝛽𝛼 (𝑑𝑘𝑖) > 𝑟,
(︀
𝑘 = 1, 𝑛1, 𝑖 = 1, 𝑛2

)︀
.

Это свойство вытекает из свойства 3.

Следствие 2. Если 𝑅𝛽𝛼(𝑣) > 𝑟, а функция 𝜔(𝑡) ограничена при 𝑡 > 𝑡0, то
𝑅𝛽𝛼(𝑣𝜔) > 𝑟.

Свойство 4. Если для функций 𝑣𝑘(𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
существуют производные

𝑣′𝑘(𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
и известно, чт

𝑅𝛽𝛼 (𝑣𝑘) > 𝑟𝑘, 𝑅
𝛽
𝛼

(︁
𝑣
[1]
𝑘

)︁
> 𝑟𝑘 + 1,

то будут иметь место также неравенства

𝑅𝛽𝛼

[︁
(𝑣1 . . . 𝑣𝑙)

[1]
]︁
> 𝑟1 + · · ·+ 𝑟𝑙 + 1,

𝑅𝛽𝛼

[︂(︁
𝑣𝑘11 . . . 𝑣𝑘𝑙𝑙

)︁[1]]︂
> 𝑟1𝑘1 + · · ·+ 𝑟𝑙𝑘𝑙 + 1,

где 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑙 – любые натуральные числа.
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Определение 2. Условимся функциями класса 𝑊 𝛽
𝛼 называть такие функ-

ции 𝑣(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, для которых существуют 𝑣[𝑘](𝑡) (𝑘 = 1, 2, . . . ) при 𝑡 > 𝑡0 и
существует хотя бы одно целое число 𝑟 > 0 такое, что имеет место бесконеч-
ная последовательность неравенств

𝑅𝛽𝛼(𝑣) > 𝑟, 𝑅
𝛽
𝛼

(︁
𝑣[1]
)︁
> 𝑟 + 1, . . . , 𝑅𝛽𝛼

(︁
𝑣[𝑘]
)︁
> 𝑟 + 𝑘, . . . .

Число 𝑟, входящее в это определение, мы будем называть начальным
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-рангом

данной функции 𝑣(𝑡). Отсутствие однозначности в определении 𝑟 не препят-
ствует использованию такого понятия.

Свойство 5. К классу 𝑊 𝛽
𝛼 заведомо относятся все коэффициенты системы

(1) (удовлетворяющие условиям 1) – 4), 1a) – 5a) ) (при этом можно взять 𝑟 =
0) и их

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производные любого порядка (при этом можно считать 𝑟 равным

порядку
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производной).

Свойство 6. Если функции 𝑣𝑘(𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
принадлежат классу 𝑊 𝛽

𝛼 , а числа
𝑟𝑘
(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
являются начальными

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-рангами этих функций, то число 𝑟0 =

min
𝑘

{𝑟𝑘} можно рассматривать как начальный
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг любой из функций 𝑣𝑘(𝑡)(︀

𝑘 = 1, 𝑙
)︀
.

Условимся называть 𝑟0 общим начальным
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-рангом функций 𝑣𝑘(𝑡)

(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
.

Свойство 5 очевидно, а свойство 6 вытекает из свойства 1.

Свойство 7. Если для функций 𝑣𝑘(𝑡)
(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
, существуют производные

𝑣
(𝑟)
𝑘 (𝑡)

(︀
𝑘 = 1, 𝑙

)︀
и известно, что

𝑅𝛽𝛼 (𝑣𝑘) > 𝑟𝑘, 𝑅
𝛽
𝛼

(︁
𝑣
[𝑟]
𝑘

)︁
> 𝑟𝑘 + 𝑟,

𝜔(𝑡) – функция класса 𝑊 𝛽
𝛼 с начальным

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-рангом равным нулю, 𝜔(𝑡) ̸= 0 и

𝜔−1(𝑡) – ограничена при 𝑡 > 𝑡1, то имеют место такие неравенства

𝑅𝛽𝛼

⎡⎣(︃𝑣𝑘11 . . . 𝑣𝑘𝑙𝑙
𝜔(𝑡)

)︃[1]
⎤⎦ > 𝑟1𝑘1 + 𝑟2𝑘2 + · · ·+ 𝑟𝑙𝑘𝑙 + 1,

𝑅𝛽𝛼

⎡⎣(︃𝑣𝑘11 . . . 𝑣𝑘𝑙𝑙
𝜔(𝑡)

)︃[𝑟]
⎤⎦ > 𝑟1𝑘1 + 𝑟2𝑘2 + · · ·+ 𝑟𝑙𝑘𝑙 + 𝑟,

где 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑙 – любые натуральные числа.

Условимся еще в тех случаях, когда нам задана вектор-функция ̃︀𝐹 (𝑡, 𝑍), ком-
поненты разложения в ряд Тейлора по 𝑍 которой являются рядами от 𝑍1, . . . , 𝑍𝑙
тип

∞∑︁
𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑙=0

̃︀𝑝𝑘𝑘1...𝑘𝑙(𝑡)𝑍𝑘11 . . . 𝑍𝑘𝑙𝑙 ,
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выражения ̃︀𝑝𝑘𝑘1...𝑘𝑙(𝑡)𝑍𝑘11 . . . 𝑍𝑘𝑙𝑙 называть составляющими вектор-функции ̃︀𝐹 (𝑡, 𝑍),
а саму вектор-функцию будем называть 𝑣-рядом от 𝑍. Функции ̃︀𝑝𝑘𝑘1...𝑘𝑙(𝑡) будем
называть коэффициентами 𝑣-ряда ̃︀𝐹 (𝑡, 𝑍).

Применим к системе (1) преобразование

𝜉1 = 𝑋1,

𝜉2 = 𝛼(𝑡)𝐶21(𝑡)𝑋1 +𝑋2, (2)

𝜉3 = 𝑋3,

где 𝑋𝑖(𝑡)
(︀
𝑖 = 1, 3

)︀
– столбцы новых неизвестных функций,

𝐶21(𝑡) = 𝐵21(𝑡)𝐵
−1
11 (𝑡);

получим систему дифференциальных уравнений

𝑋 ′
1 = 𝑄1(𝑡) + [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]𝑋1 +𝐵12𝑋2 +𝐵13𝑋3 +Φ1(𝑡,𝑋),

𝑋 ′
2 = 𝛼

{︂
𝑄2(𝑡)− 𝐶21𝑄1(𝑡) +

[︂
𝛼𝐵22𝐶21 −

𝛼′

𝛼
𝐶21 − 𝐶 ′

21 − 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21

]︂
𝑋1+

+ [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]𝑋2 + [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋3 +Φ2(𝑡,𝑋)

}︂
, (3)

𝑋 ′
3 = 𝛽 {𝑄3(𝑡) + [𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋1 +𝐵32𝑋2 +𝐵33𝑋3 +Φ3(𝑡,𝑋)} ,

где все величины – функции переменной 𝑡,

Φ1(𝑡,𝑋) = 𝐹1(𝑡, 𝜉(𝑋)), Φ2(𝑡,𝑋) = 𝐹2(𝑡, 𝜉(𝑋))− 𝐶21(𝑡)𝐹1(𝑡, 𝜉(𝑋)),

Φ3(𝑡,𝑋) = 𝐹3(𝑡, 𝜉(𝑋)), 𝜉(𝑋) = colon (𝑋1, 𝛼(𝑡)𝐶21(𝑡)𝑋1 +𝑋2, 𝑋3) .

Составим вспомогательную линейную относительно 𝑋𝑘

(︀
𝑘 = 1, 3

)︀
систему урав-

нений
𝑄1(𝑡) + [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]𝑋1 +𝐵12𝑋2 +𝐵13𝑋3 = 0,

𝑄2(𝑡)− 𝐶21𝑄1(𝑡) + [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]𝑋2 + [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋3 = 0,

𝑋3 −
∫︁ 𝑡

+∞
𝛽𝑄3(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Запишем ее сокращенно в форме

𝐻(𝑡, 𝑍) = 0, (4)

где 𝑍 = colon (𝑋11(𝑡), 𝑋21(𝑡), 𝑋31(𝑡)). Предполагая далее, что все нижеследующие
операции законны, применим к системе (3) преобразование

𝑍 = ̃︁𝑍1(𝑡) + 𝑍2,

где 𝑍2 = colon (𝑋12(𝑡), 𝑋22(𝑡), 𝑋32(𝑡)) – новый неизвестный столбец, а столбец̃︁𝑍1(𝑡) = colon
(︁̃︂𝑋11,̃︂𝑋21,̃︂𝑋31

)︁
определяется из векторного уравнения

𝐻
(︁
𝑡, ̃︀𝑍)︁ = 0, 𝑡 > 𝑡0
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и обладает свойством lim
𝑡→+∞

̃︁𝑍1(𝑡) = 0.

Очевидно, что такое решение системы уравнений является единственным при
выполнении условий 2), 3).

Запишем вспомогательную систему дифференциальных уравнений для столб-
цов 𝑋12(𝑡), 𝑋22(𝑡), 𝑋32(𝑡)

𝑋 ′
12 = −̃︂𝑋11

′
(𝑡) + Φ1

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
+ [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]𝑋12+

+𝐵12𝑋22 +𝐵13𝑋32 +

3∑︁
𝑖=1

Φ′
1𝑋𝑖

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑖2+

+
1

2!

∑︁
𝑘1+𝑘2+𝑘3=2

Φ′′
1𝑋

𝑘1
1 𝑋

𝑘2
2 𝑋

𝑘3
3

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑘1

12𝑋
𝑘2
22𝑋

𝑘3
32 + . . . ,

𝑋 ′
22 = 𝛼

{︃
−
̃︂𝑋21

′
(𝑡)

𝛼
+Φ2

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
+

+

[︂
𝛼𝐵22𝐶21 −

𝛼′

𝛼
𝐶21 − 𝐶 ′

21 − 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21

]︂(︁̃︂𝑋11(𝑡) +𝑋12

)︁
+

+ [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]𝑋22 + [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋3 +

3∑︁
𝑖=1

Φ′
2𝑋𝑖

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑖2+

+
1

2!

∑︁
𝑘1+𝑘2+𝑘3=2

Φ′′
2𝑋

𝑘1
1 𝑋

𝑘2
2 𝑋

𝑘3
3

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑘1

12𝑋
𝑘2
22𝑋

𝑘3
32 + . . .

}︃
,

𝑋 ′
32 = 𝛽

{︃
Φ3

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
+ [𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21]

(︁̃︂𝑋11(𝑡) +𝑋12

)︁
+

+𝐵32

(︁̃︂𝑋21(𝑡) +𝑋22

)︁
+𝐵33

(︁̃︂𝑋31(𝑡) +𝑋32

)︁
+

3∑︁
𝑖=1

Φ′
3𝑋𝑖

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑖2+

+
1

2!

∑︁
𝑘1+𝑘2+𝑘3=2

Φ′′
3𝑋

𝑘1
1 𝑋

𝑘2
2 𝑋

𝑘3
3

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑘1

12𝑋
𝑘2
22𝑋

𝑘3
32 + . . .

}︃
.

Здесь 𝑋12 = colon (𝑥12, . . . , 𝑥𝑛12), 𝑋22 = colon (𝑥𝑛1+1 2, . . . , 𝑥𝑛1+𝑛2 2),

𝑋32 = colon (𝑥𝑛1+𝑛2+1 2, . . . , 𝑥𝑛1+𝑛2+𝑛3 2) ,

Φ
(𝑁)

𝑠𝑋
𝑘1
1 𝑋

𝑘2
2 𝑋

𝑘3
3

(︁
𝑡,̃︁𝑍1

)︁
𝑋𝑘1

12𝑋
𝑘2
22𝑋

𝑘3
32 =

(︃
𝑝𝑙𝑠𝑖1...𝑖𝑛1+𝑛2+𝑛3

(𝑡)

𝑛1+𝑛2+𝑛3∏︁
𝑠=1

𝑥𝑖𝑠𝑠2

)︃
,

(𝑠 = 1, 3, 𝑙1 = 1, 𝑛1, 𝑙2 = 𝑛1 + 1, 𝑛1 + 𝑛2, 𝑙3 = 𝑛1 + 𝑛2 + 1, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3, 𝑁 , 𝑖1, . . . ,
𝑖𝑛1+𝑛2+𝑛3

— натуральные числа такие, что 𝑖1+· · ·+𝑖𝑛1+𝑛2+𝑛3
= 𝑁 ; 𝑝𝑙𝑠𝑖1...𝑖𝑛1+𝑛2+𝑛3

(𝑡)
представляют собой коэффициенты разложения функции 𝑓𝑙𝑠(𝑡,𝑋) в ряд Тейлора
в окрестности точки ̃︁𝑍1).
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Эта система позволяет найти столбец ̃︁𝑍2 тем же способом, что и столбец ̃︁𝑍1.
Затем полагаем

𝑍 = ̃︁𝑍1(𝑡) +̃︁𝑍2(𝑡) + 𝑍3,

где 𝑍3 – новый неизвестный столбец.
Продолжая этот процесс неограниченно, получим ряд, формально удовлетво-

ряющий системе (3) и, вообще говоря, расходящийся.
В дальнейшем нас будет интересовать вопрос о взаимосвязи между получен-

ным формальным рядом и истинными решениями системы (3).

Теорема 1. При выполнении условий 1) – 4), 1a) – 5a) решение системы
уравнений (4) 𝑍 = 𝑈1(𝑡), 𝑡 ∈ Δ с условием 𝑍(𝑡) → 0 имеет

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производные

любого порядка, причем 𝑈
[𝑟]
1 (𝑡) (𝑟 = 0, 1, . . . ) есть вектор

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранга > 𝑟 + 1.

Существование всех
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производных (𝑟 = 1, 2, . . . ) вытекает из известных

теорем анализа, остается только получить для них оценку (при этом наличие
свойства 𝑅𝛽𝛼 (𝑈1) > 1 очевидно).

Запишем тождество 𝐻 (𝑡, 𝑈1) = 0 в виде

𝑄(𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝑈1 = 0 (5)

(𝑄(𝑡) = 𝐻(𝑡, 0), 𝑃 (𝑡) = 𝐻 ′
𝑍 (𝑡, 𝑈1), причем |Det (𝐻 ′

𝑍 (𝑡, 𝑈1))| > 𝑑 > 0, 𝑑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при
𝑡 > 𝑡0, 𝑃 (𝑡) и 𝑄(𝑡) принадлежат классу 𝑊 𝛽

𝛼 ).
Из (5), с одной стороны, следует⃒⃒⃒

𝛼−1(𝑡)
(︀
𝑃−1(𝑡)𝑄(𝑡)

)︀′ ⃒⃒⃒− 𝑈
{1}
1 (𝑡) = 0. (6)

С другой стороны, справедливо равенство

𝑛3∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
+∞

𝛽𝑖(𝑡)𝑃
−1(𝑡)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒− 𝑈<1>

1 (𝑡) = 0. (7)

Из (6) и (7) имеем

⃒⃒⃒
𝛼−1(𝑡)

(︀
𝑃−1(𝑡)𝑄(𝑡)

)︀′ ⃒⃒⃒
+

𝑛3∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
+∞

𝛽𝑖(𝑡)𝑃
−1(𝑡)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑈

[1]
1 .

Так как каждая составляющая левой части меет
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 2 (легко прове-

рить, применяя свойства 3, 4 и 7
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранга), то непосредственно из этого тожде-

ства ясно, что
𝑅𝛽𝛼

(︁
𝑈

[1]
1 (𝑡)

)︁
> 2.

Докажем по индукции, что 𝑈
[𝑟]
1 (𝑡) имеет

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑟 + 1. В самом деле,

для 𝑟 = 1 это верно. Предположим, что это утверждение верно для номера 𝑟.
Поскольку из (5) следует, что

𝑃−1(𝑡)𝑄(𝑡) + 𝑈1(𝑡) = 0,
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𝑈
[𝑟]
1 (𝑡) =

𝑛3+1∑︁
𝑖𝑟=1

· · ·
𝑛3+1∑︁
𝑖1=1

⃒⃒⃒
𝑈

[𝑟]
1 𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟

(𝑡)
⃒⃒⃒

(8)

(𝛾1, . . . , 𝛾𝑛3+1 равны 𝛼, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛3
соответственно), то каждая составляющая пра-

вой части (8) определяется из равенств вида

𝑈
[𝑟]
1 𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟

(𝑡)−𝐻𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟
(𝑡) = 0, (9)

где 𝐻𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟
(𝑡) – некоторая функция

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранга > 𝑟 + 1. Из (9), с одной стороны,

следует [︁
𝑈

[𝑟]
1 𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟

(𝑡)
]︁{1}

−
⃒⃒⃒
𝛼(𝑡)𝐻 ′

𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟
(𝑡)
⃒⃒⃒
= 0. (10)

С другой стороны

[︁
𝑈

[𝑟]
1 𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟

(𝑡)
]︁<1>

−
𝑛3∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
+∞

𝛽𝑖(𝑡)𝐻𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0. (11)

Складывая (10) и (11) и суммируя их по 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑟 будем иметь

𝑈
[𝑟+1]
1 =

𝑛3+1∑︁
𝑖𝑟=1

· · ·
𝑛3+1∑︁
𝑖1=1

⎛⎝⃒⃒𝛼(𝑡)𝐻𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟
(𝑡)
⃒⃒
+

𝑛3∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
+∞

𝛽𝑖(𝑡)𝐻𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑟
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠ . (12)

Поскольку все составляющие правой части (12) имеют
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑟+ 2, то и

𝑈
[𝑟+1]
1 имеет

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑟 + 2. Тем самым теорема 1 доказана.

Анализируя метод построения формальных решений, а также учитывая, что
𝐻 (𝑡, 𝑈1) ≡ 0 при 𝑡 > 𝑡0

(︁
𝑈1(𝑡) = colon

(︁̃︂𝑋11,̃︂𝑋21,̃︂𝑋31

)︁)︁
, нетрудно далее убедить-

ся, что столбец 𝑈2(𝑡) = colon
(︁̃︂𝑋12,̃︂𝑋22,̃︂𝑋32

)︁
формального решения находится из

системы неявных уравнений

−Φ1 (𝑡, 𝑈1) + ̃︂𝑋11

′
(𝑡) =

[︀
𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21 +Φ′

1𝑋1
(𝑡, 𝑈1)

]︀
𝑋12+

+
[︀
𝐵12 +Φ′

1𝑋2
(𝑡, 𝑈1)

]︀
𝑋22 +

[︀
𝐵13 +Φ′

1𝑋3
(𝑡, 𝑈1)

]︀
𝑋32,

−Φ2 (𝑡, 𝑈1) + 𝛼−1̃︂𝑋21

′
(𝑡)−

[︂
𝛼𝐵22𝐶21 −

𝛼′

𝛼
𝐶21−

− 𝐶 ′
21 − 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21

]︂̃︂𝑋11(𝑡) = (13)

=
[︀
𝐵22 − 𝐶21𝐵12 +Φ′

2𝑋2
(𝑡, 𝑈1)

]︀
𝑋22 +

[︀
𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21 +Φ′

2𝑋3
(𝑡, 𝑈1)

]︀
𝑋32,

𝑋32 =

𝑡∫︁
+∞

𝛽(𝑡)
[︁
(𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21)̃︂𝑋11(𝑡) +𝐵32

̃︂𝑋21(𝑡)+

+𝐵33
̃︂𝑋31(𝑡) + Φ3 (𝑡, 𝑈1)

]︁
𝑑𝑡, 𝑡 > 𝑡0,

где
Φ′

1𝑋1
(𝑡, 𝑈1) , Φ

′
1𝑋2

(𝑡, 𝑈1) , Φ
′
1𝑋3

(𝑡, 𝑈1) , Φ
′
2𝑋2

(𝑡, 𝑈1) , Φ
′
2𝑋3

(𝑡, 𝑈1)

стремятся к нулю при 𝑡→ +∞. Имеет место
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Лемма 1. При выполнении для системы уравнений (4) условий 1) – 4), 1a)
– 5a) существует вектор 𝑈2(𝑡) = colon

(︁̃︂𝑋12,̃︂𝑋22,̃︂𝑋32

)︁
, стремящийся к нулю

при 𝑡→ +∞, удовлетворяющий системе (13) и обладающий свойством

𝑅𝛽𝛼 (𝑈2) > 2.

Чтобы оценить
(︀
𝛼
𝛽

)︀
–производные 𝑈 [𝑟]

2 (𝑡) (𝑟 = 1, 2, . . . ), докажем следующую
теорему, более общую, чем теорема 1.

Теорема 2. Пусть дано векторное уравнение̃︀𝐻(𝑡, 𝑍) = 𝑄(𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝑍 = 0, 𝑡 > 𝑡0, (14)(︁
𝑄(𝑡) = ̃︀𝐻(𝑡, 0), 𝑃 (𝑡) = ̃︀𝐻 ′

𝑍(𝑡, 0)
)︁
,

коэффициенты которого являются при 𝑡 > 𝑡0 функциями класса 𝑊 𝛽
𝛼 , причем

общий начальный
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг элементов столбца 𝑄(𝑡) равен ̃︀𝑟0 > 1, а остальные

коэффициенты имеют начальный
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 0 и известно, что

|Det𝑃 (𝑡)| > 𝑑1 > 0, 𝑡 > 𝑡0, 𝑑1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Тогда уравнение (14) заведомо имеет решение 𝑍 = ̃︀𝑈(𝑡), стремящееся к нулю
при 𝑡→ +∞, непрерывное в некотором промежутке

[︀̃︀𝑡,+∞
[︀
, это решение име-

ет
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производные любого порядка, причем ̃︀𝑈 [𝑟](𝑡) (𝑟 = 1, 2, . . . ) есть столбец(︀

𝛼
𝛽

)︀
-ранга > 𝑟 + ̃︀𝑟0.
Существование искомых решений 𝑍 = ̃︀𝑈(𝑡), а также тот факт, что ̃︀𝑈(𝑡) есть

стобец
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранга > ̃︀𝑟0, очевидны.

Заметим, что тогда любое слагаемое в левой части (14) после подстановки
в (14) вместо 𝑍 вектора ̃︀𝑈(𝑡) будет иметь

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг не меньше, чем ̃︀𝑟0. Чтобы

оценить ̃︀𝑈 [1](𝑡), запишем тождество ̃︀𝐻 (︁𝑡, ̃︀𝑈)︁ = 0 в виде

𝑃−1(𝑡)𝑄(𝑡) + ̃︀𝑈(𝑡) = 0,

откуда следует, что ⃒⃒⃒
𝛼−1(𝑡)

(︀
𝑃−1(𝑡)𝑄(𝑡)

)︀′ ⃒⃒⃒− ̃︀𝑈{1}(𝑡) = 0.

С другой стороны

𝑛3∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
+∞

𝛽𝑖(𝑡)𝑃
−1(𝑡)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒− ̃︀𝑈<1>(𝑡) = 0.

Сложив два последних равенства, получим

⃒⃒⃒
𝛼−1(𝑡)

(︀
𝑃−1(𝑡)𝑄(𝑡)

)︀′ ⃒⃒⃒
+

𝑛3∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
+∞

𝛽𝑖(𝑡)𝑃
−1(𝑡)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒− ̃︀𝑈 [1](𝑡) = 0, 𝑡 > 𝑡0.



28 Кореновский А. А.

Легко убедиться, что каждая составляющая 𝑣-ряда, состоящего из первых 𝑛3+1
слагаемых, будет иметь

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг не меньше, чем ̃︀𝑟0 + 1, а тогда и ̃︀𝑈 [1](𝑡) будет

иметь
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > ̃︀𝑟0 + 1. Дальше поступаем так же как и в случае теоремы 1.

Сформулируеем теперь две основные теоремы о формальных рядах указан-
ного типа.

Теорема 3. Если система (3) удовлетворяет условиям 1) – 4), 1a) – 5a),
то для нее заведомо существует формальное частное решение

𝑍 = colon (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘(𝑡),

обладающее такими свойствами:

1. Каждый столбец 𝑈𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2, . . . ) существует и имеет
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производ-

ные любого порядка в некотором промежутке [𝑇𝑘,+∞ [ , причем числа 𝑇𝑘
(𝑘 = 1, 2, . . . ), вообще говоря, не равны между собой;

2. 𝑘-й столбец 𝑈𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2, . . . ) имеет
(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑘, а его

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-производная

𝑟-го порядка 𝑈 [𝑟]
𝑘 (𝑡) (𝑟 = 1, 2, . . . ) –

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑘 + 𝑟.

Действительно, существование столбца 𝑈2(𝑡) в некотором промежутке [𝑇,+∞ [

и то, что 𝑅𝛽𝛼
(︁
𝑈

[𝑟]
2

)︁
> 𝑟 + 2 (𝑟 = 0, 1, . . . ), уже было установлено.

Для доказательства теоремы 3 по индукции допустим, что столбцы 𝑈1(𝑡), . . . ,
𝑈𝑘−1(𝑡) существуют и обладают нужными свойствами. Нетрудно показать, что
столбец 𝑈𝑘(𝑡) должен определяться тогда из такой системы уравнений

̃︂𝑋11

′
+̃︂𝑋12

′
+ · · ·+𝑋1 𝑘−1

′
= 𝑄1(𝑡)+ [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]

(︁
𝑋1 𝑘 +𝑋1 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋11

)︁
+

+𝐵12

(︁
𝑋2 𝑘 +𝑋2 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋21

)︁
+𝐵13

(︁
𝑋3 𝑘 +𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31

)︁
+

+Φ1 (𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1) +

3∑︁
𝑖=1

Φ′
1𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)𝑋𝑖 𝑘,

̃︂𝑋21

′
+ ̃︂𝑋22

′
+ · · ·+𝑋2 𝑘−1

′
= 𝛼

{︂
𝑄2 − 𝐶21𝑄1 +

[︂
𝛼𝐵22𝐶21 −

𝛼′

𝛼
𝐶21−

−𝐶 ′
21 − 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21

]︂(︁
𝑋1 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋11

)︁
+

+ [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]
(︁
𝑋2 𝑘 +𝑋2 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋21

)︁
+

+ [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]
(︁
𝑋3 𝑘 +𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31

)︁
+Φ2 (𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)+

+

3∑︁
𝑖=2

Φ′
2𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)𝑋𝑖 𝑘, (15)
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𝑋3 𝑘 +𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31 =

𝑡∫︁
+∞

𝛽(𝑡)

[︂
𝑄3(𝑡)+

+ [𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21]
(︁
𝑋1 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋11

)︁
+𝐵32

(︁
𝑋2 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋21

)︁
+

+ 𝐵33

(︁
𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31

)︁
+Φ3 (𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)

]︁
𝑑𝑡.

Вычитая из (15) аналогичное равенство, полученное из (15) заменой 𝑘 на 𝑘 − 1,
в котором 𝑍𝑘−1 = 𝑈𝑘−1, придем к следующей системе уравнений:

𝑋1 𝑘−1

′
= [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]𝑋1 𝑘 +𝐵12𝑋2 𝑘 +𝐵13𝑋3 𝑘+

+

3∑︁
𝑖=1

Φ′
1𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈1 + · · ·+ 𝑈𝑘−1)𝑋𝑖 𝑘,

𝑋2 𝑘−1

′
= 𝛼

{︃[︂
𝛼𝐵22𝐶21 −

𝛼′

𝛼
𝐶21 − 𝐶21 − 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21+

+ Φ′
2𝑋1

(𝑡, 𝑈1 + · · ·+ 𝑈𝑘−2)

]︂
𝑋1 𝑘−1+ (16)

+ [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]𝑋2 𝑘 + [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋3 𝑘+

+

3∑︁
𝑖=2

Φ′
2𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)𝑋𝑖 𝑘

}︃
,

𝑋3 𝑘 =

𝑡∫︁
+∞

𝛽(𝑡)

{︃
[𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋1 𝑘−1 +𝐵32𝑋2 𝑘−1 +𝐵33𝑋3 𝑘−1+

+

3∑︁
𝑖=1

Φ′
3𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈𝑘−2 + · · ·+ 𝑈1)𝑋𝑖 𝑘−1+

+
1

2!

∑︁
𝑘1+𝑘2+𝑘3=2

Φ′′
3𝑋

𝑘1
1 𝑋

𝑘2
2 𝑋

𝑘3
3

(𝑡, 𝑈𝑘−2 + · · ·+ 𝑈1)𝑋1 𝑘−1

𝑘1
𝑋2 𝑘−1

𝑘2
𝑋3 𝑘−1

𝑘3
+ . . .

}︃
𝑑𝑡.

Применяя к системе (16) теорему 2, убеждаемся в существовании вектора 𝑈𝑘(𝑡),
указанного в теореме 3 типа. Отсюда вытекает справедливость теоремы 3.

Доказательству следующей теоремы предпошлем одно определение.

Определение 3. Формальный в общем случае ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑈𝑘(𝑡), каждый эле-

мент 𝑈𝑘(𝑡) (𝑈𝑘(𝑡) – функции) которого определен, вообще говоря, в своем проме-
жутке вида [𝑇𝑘,+∞ [ , условимся называть обобщенно-асимптотическим ря-
дом для данной функции 𝑣(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, если для каждого 𝑚 = 1, 2, . . . выполняется
равенство

𝑣(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡) + 𝜀𝑚(𝑡), 𝑡 > max {𝑡0, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑚} ,

в котором ”добавок” 𝜀𝑚(𝑡) удовлетворяет оценке типа (12) из [1] с функциями
𝐽1(𝑡), 𝐽2(𝑡), 𝐽3(𝑡), имеющими

(︀
𝛼
𝛽

)︀
-ранг > 𝑚.
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Покажем, что справедливо следующее утверждение

Теорема 4. Если система (1) удовлетворяет условиям 1) – 4), 1a) – 5a), то
найденный в теореме 3 формальный ряд будет являться обобщенно-асимптоти-
ческим рядом для любого решения 𝑍(𝑡) = colon (𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), 𝑋3(𝑡)) системы (3)
с условием lim

𝑡→+∞
𝑍(𝑡) = 0, причем решения последнего типа заведомо существу-

ют.

Действительно, сделаем в системе (3) замену

𝑋1 =

𝑘−1∑︁
𝑚=1

𝑋1𝑚(𝑡) +𝑋1 𝑘,

𝑋2 =
𝑘−1∑︁
𝑚=1

𝑋2𝑚(𝑡) +𝑋2 𝑘,

𝑋3 =

𝑘−1∑︁
𝑚=1

𝑋3𝑚(𝑡) +𝑋3 𝑘.

В результате получим систему дифференциальных уравнений

̃︂𝑋11

′
+ ̃︂𝑋12

′
+ · · ·+𝑋1 𝑘−1

′
+𝑋1 𝑘

′ = 𝑄1(𝑡)+

+ [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]
(︁
𝑋1 𝑘 +𝑋1 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋11

)︁
+

+𝐵12

(︁
𝑋2 𝑘 +𝑋2 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋21

)︁
+𝐵13

(︁
𝑋3 𝑘 +𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31

)︁
+

+Φ1 (𝑡, 𝑍𝑘 + 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1) , (17)

̃︂𝑋21

′
+ ̃︂𝑋22

′
+ · · ·+𝑋2 𝑘−1

′
+𝑋2 𝑘

′ = 𝛼

{︂
𝑄2 − 𝐶21𝑄1 +

[︂
𝛼𝐵22𝐶21−

−
[︂
𝛼′

𝛼
𝐶21 − 𝐶 ′

21 − 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21

]︂(︁
𝑋1 𝑘 +𝑋1 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋11

)︁
+

+ [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]
(︁
𝑋2 𝑘 +𝑋2 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋21

)︁
+

+ [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]
(︁
𝑋3 𝑘 +𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31

)︁
+Φ2 (𝑡, 𝑍𝑘 + 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1) ,

𝑋 ′
3 𝑘+𝑋3 𝑘−1

′
+ · · ·+̃︂𝑋31

′
= 𝛽

[︁
𝑄3 + [𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21]

(︁
𝑋1 𝑘 +𝑋1 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋11

)︁
+

+𝐵32

(︁
𝑋2 𝑘 +𝑋2 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋21

)︁
+𝐵33

(︁
𝑋3 𝑘 +𝑋3 𝑘−1 + · · ·+ ̃︂𝑋31

)︁
+

+Φ3 (𝑡, 𝑍𝑘 + 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)] .

Раскладывая нелинейности в правой части (17) по компонентам вектора 𝑍𝑘, учи-
тывая равенства, полученные из (15) заменой 𝑘 на 𝑘 − 1, получим систему диф-
ференциальных уравнений

𝑋 ′
1 𝑘 = −𝑋1 𝑘−1

′
+ [𝐵11 + 𝛼𝐵12𝐶21]𝑋1 𝑘 +𝐵12𝑋2 𝑘 +𝐵13𝑋3 𝑘+
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+

3∑︁
𝑖=1

Φ′
1𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈1 + · · ·+ 𝑈𝑘−1)𝑋𝑖 𝑘 +Φ*1 (𝑡, 𝑍𝑘) ,

𝑋 ′
2 𝑘 = 𝛼

⎧⎨⎩−𝑋2 𝑘−1

′

𝛼
+

[︂
𝛼𝐵22𝐶21 −

𝛼′

𝛼
𝐶21 − 𝐶 ′

21−

− 𝛼𝐶21𝐵12𝐶21

]︂
𝑋1 𝑘 + [𝐵22 − 𝐶21𝐵12]𝑋2 𝑘 + [𝐵13 + 𝛼𝐵32𝐶21]𝑋3 𝑘+

+

3∑︁
𝑖=1

Φ′
2𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈1 + · · ·+ 𝑈𝑘−1)𝑋𝑖 𝑘 +Φ*2 (𝑡, 𝑍𝑘)

}︃
, (18)

𝑋 ′
3 𝑘 = 𝛽

{︃
[𝐵31 + 𝛼𝐵32𝐶21]

(︁
𝑋1 𝑘−1 +𝑋1 𝑘

)︁
+𝐵32

(︁
𝑋2 𝑘−1 +𝑋2 𝑘

)︁
+

+𝐵33

(︁
𝑋3 𝑘−1 +𝑋3 𝑘

)︁
+Φ3 (𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)− Φ3 (𝑡, 𝑈𝑘−2 + · · ·+ 𝑈1)+

+

3∑︁
𝑖=1

Φ′
3𝑋𝑖

(𝑡, 𝑈𝑘−1 + · · ·+ 𝑈1)𝑋𝑖 𝑘 +Φ*3 (𝑡, 𝑍𝑘)

}︃
,

где 𝑣-ряды Φ*1 (𝑡, 𝑍𝑘), Φ*2 (𝑡, 𝑍𝑘), Φ*3 (𝑡, 𝑍𝑘) не содержат составляющих нулевой
и первой степени относительно компонент вектора 𝑍𝑘.

С помощью метода последовательных приближений можно показать, что у
системы (18) существуют частные решения, стремящиеся к нулю при 𝑡 → +∞.
Используя затем теорему 5 из [1] и учитывая, что 𝑅𝛽𝛼

(︀
𝑈 ′
𝑘−1

)︀
> 𝑅𝛽𝛼

(︁
𝑈

[1]
𝑘−1

)︁
> 𝑘, в

силу теоремы 3 получаем нужный результат.

Заключение. Построены обобщенные асимптотические (в смысле работ [2–
4]) ряды для 𝑂-решений системы дифференциальных уравнений (1). В дальней-
шем предполагается рассмотреть аналогичную задачу для системы типа (1) с
несколькими несуммируемыми множителями в правой части.
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Чайченко С. О. Приближение периодических функций в весовых про-
странствах Орлича. В работе получен ряд прямых и обратных теорем теории при-
ближения для 𝜓-дифференцируемых функций в метриках весовых пространств Орлича
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Chaichenko S. O. Approximation of periodical function in the weighted Or-

licz spaces. We obtain some direct and inverse theorems of theory of approximation for

𝜓-differentiable functions in the metrics of weighted Orlicz spaces with weight functions,

which belongs to the Muckenhoupt class.

Key words: Orlicz spaces, Bernstain’s inequality, the best aproximation, 𝜓-derivative, di-

rect and inverce theorems, Muckenhoupt class.

Введение. Исследованию различных вопросов теории приближения в про-
странствах Орлича посвящено значительное количество публикаций. Упомянем
здесь лишь некоторые работы, где рассматривались вопросы получения прямых
и обратных теорем теории аппроксимации в этих пространствах.

В работах [1–3] исследовались проблемы приближения в метриках пространств
Орлича, а случай весовых пространств был рассмотрен в [4, 5]. В работах [6–9]
были получены распространения упомянутых результатов на случай приближе-
ния в некоторых областях комплексной плоскости. Кроме того, различные уточ-
нения и обобщения прямых и обратных теорем теории приближения в весовых
пространствах Орлича были доказаны в [10,11].

Целью этой работы является получение утверждений типа прямых и обрат-
ных теорем теории приближения для 𝜓-дифференцируемых и (𝜓;𝛽)-дифферен-
цируемых функций в весовых пространствах Орлича 𝐿𝑀,𝜔 с весами, которые
принадлежат так называемому классу Макенхаупта. Используемое в этой работе
понятие 𝜓-производной обобщает известные понятия (𝜓;𝛽)-производной, дроб-
ных производных в смысле Вейля и Вейля—Надя, обычной производной, а по-
лученные результаты, с одной стороны, содержат как частные случаи некоторые
из упомянутых выше результатов предшественников, а с другой стороны, позво-
ляют обнаружить новые факты.

c○Чайченко С. О., 2014
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Приведем некоторые сведения из теории выпуклых функций и весовых про-
странств Орлича (см. [12,13]), которые будем использовать в этой работе.

Нерерывная выпуклая функция Φ = Φ(𝑥) называется функцией Юнга, если
Φ является четной и удовлетворяет условиям

lim
𝑥→0

Φ(𝑥)

𝑥
= 0, lim

𝑥→∞

Φ(𝑥)

𝑥
= ∞.

Говорят, что функция Φ удовлетворяет условию Δ2 (Φ ∈ Δ2), если существует
постоянная 𝑐 > 0 такая, что

Φ(2𝑥) 6 𝑐 Φ(𝑥), ∀𝑥 ∈ R.

Неотрицательная функция 𝑀 = 𝑀(𝑡), 𝑡 ≥ 0 называется квазивыпуклой
функцией Юнга, если существует выпуклая функция Юнга Φ и постоянная 𝑐 > 1
такая, что выполняется неравенство

Φ(𝑥) 6𝑀(𝑥) ≤ Φ(𝑐𝑥), ∀𝑥 > 0.

Обозначим через 𝒬 множество всех квазивыпуклых функций Юнга. Пусть
𝑀 ∈ 𝒬. Тогда через 𝐿̃𝑀,𝜔 обозначают класс 2𝜋-периодических измеримых по
Лебегу функций 𝑓 , которые удовлетворяют условию

2𝜋∫︁
0

𝑀(|𝑓(𝑥)|)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 <∞,

где 𝜔(𝑥) — 2𝜋-периодичная измеримая и почти везде положительная функция
(вес), а через 𝐿𝑀,𝜔 обозначают линейную оболочку класса 𝐿̃𝑀𝜔. Множество 𝐿𝑀𝜔

становится нормированным пространством, если

‖𝑓‖𝑀,𝜔 := sup

{︃ 2𝜋∫︁
0

|𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)|𝜔(𝑡) 𝑑𝑡 :
2𝜋∫︁
0

𝑀̃(|𝑔(𝑡)|)𝜔(𝑡) 𝑑𝑡 6 1

}︃
,

где 𝑀̃(𝑦) := sup
𝑥>0

(𝑥𝑦 −𝑀(𝑥)), 𝑦 > 0 — дополнительная в смысле Юнга функция.

Говорят, что весовая функция 𝜔 = 𝜔(𝑡) принадлежит классу Макенхаупта
𝐴𝑝, 1 < 𝑝 <∞, если 𝜔 является 2𝜋-периодической и(︃

1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝜔(𝑡) 𝑑𝑡

)︃(︃
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

1

𝜔1/(𝑝−1)(𝑡)
𝑑𝑡

)︃𝑝−1

6 𝑐 = const,

где [𝑎, 𝑏] произвольный отрезок из [0, 2𝜋].
Для квазивыпуклой функции 𝑀 определим величину

1

𝑝(𝑀)
:= inf{𝑝 : 𝑝 > 0, 𝑀𝑝 ∈ 𝒬},

𝑝′(𝑀) :=
𝑝(𝑀)

𝑝(𝑀)− 1
,
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которая впервые была введена в работе [14]. Если 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀), то 𝐿𝑀,𝜔 ∈ 𝐿, где
𝐿 — пространство 2𝜋-периодических суммируемых на периоде функций и 𝐿𝑀,𝜔

становится банаховым пространством с нормой Орлича. Банахово пространство
𝐿𝑀,𝜔 называется весовым пространством Орлича.

Через 𝒬𝜃
2 обозначают класс функций 𝑀 ∈ Δ2 таких, что 𝑀𝜃 является квази-

выпуклой для некоторого 𝜃 ∈ (0; 1).
Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔, 𝑀 ∈ 𝒬𝜃

2, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀) и

(𝜎ℎ𝑓) :=
1

2ℎ

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑓(𝑥+ 𝑡) 𝑑𝑡, 0 < ℎ < 𝜋, 𝑥 ∈ [−𝜋;𝜋]

— оператор усреднения по Стеклову. Обозначив через 𝐼 — единичный оператор,
рассмотрим величины

Ω𝑟(𝑓 ; 𝛿)𝑀,𝜔 := sup
0<ℎ𝑖<𝛿,16𝑖6𝑟

⃦⃦⃦⃦ 𝑟∏︁
𝑖=1

(𝐼 − 𝜎ℎ𝑖
)𝑓

⃦⃦⃦⃦
𝑀,𝜔

, (𝛿 > 0, 𝑟 = 1, 2, . . . , )

которые называются модулями гладкости порядка 𝑟 функции 𝑓.
Известно (см., например, [4]), что модули гладкости Ω𝑟(𝑓 ; 𝛿)𝑀,𝜔 обладают

такими свойствами:

1. Величина Ω𝑟(𝑓 ; 𝛿)𝑀,𝜔 является неотрицательной и не убывает, как функция
переменной 𝛿 > 0.

2. Справедливо неравенство

Ω𝑟(𝑓1 + 𝑓2; 𝛿)𝑀,𝜔 6 Ω𝑟(𝑓1; 𝛿)𝑀,𝜔 +Ω𝑟(𝑓2; 𝛿)𝑀,𝜔.

3. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔, 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀), то

Ω𝑟(𝑓 ; 𝛿)𝑀,𝜔 6 𝐶‖𝑓‖𝑀,𝜔.

Далее нам понадобятся определения 𝜓-интеграла и 𝜓-производной, которые
принадлежат А.И. Степанцу [15, c. 149–150].

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿 и

𝑆[𝑓 ] =
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥) ≡
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑓, 𝑥) (1)

— ряд Фурье функции 𝑓 . Пусть, далее, 𝜓(𝑘) = (𝜓1;𝜓2) — пара произвольных
числовых последовательностей 𝜓1(𝑘) и 𝜓2(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . .. Рассмотрим ряд

𝐴0 +

∞∑︁
𝑘=1

(𝜓1(𝑘)𝐴𝑘(𝑓, 𝑥) + 𝜓2(𝑘)𝐴𝑘(𝑓, 𝑥)), (2)

где 𝐴0 — некоторое число и

𝐴𝑘(𝑓, 𝑥) = 𝑎𝑘 sin 𝑘𝑥− 𝑏𝑘 cos 𝑘𝑥.



Приближение в весовых пространствах Орлича 35

Если ряд (2) для данной функции 𝑓 и пары 𝜓 является рядом Фурье некоторой
функции из 𝐹 ∈ 𝐿, то функцию 𝐹 называют 𝜓-интегралом функции 𝑓 и обозна-
чают 𝐹 (·) = 𝒥 𝜓(𝑓 ; ·). Множество 𝜓-интегралов всех функций из 𝐿 обозначается
𝐿𝜓.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿, ряд (1) — ряд Фурье функции 𝑓 и пара 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2) удовлетво-
ряет условию

𝜓2(𝑘) = 𝜓2
1(𝑘) + 𝜓2

2(𝑘) ̸= 0, 𝑘 ∈ N. (3)

Если ряд
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝜓1(𝑘)

𝜓2(𝑘)
𝐴𝑘(𝑓 ;𝑥)−

𝜓2(𝑘)

𝜓2(𝑘)
𝐴𝑘(𝑓 ;𝑥)

)︃
(4)

является рядом Фурье некоторой функции 𝜙 ∈ 𝐿, то 𝜙 называют 𝜓-производной
функции 𝑓 и используют обозначение 𝜙(·) = 𝐷𝜓(𝑓 ; ·) = 𝑓𝜓(·). Подмножество
функций 𝑓 ∈ 𝐿, у которых существуют 𝜓-производные, обозначают через 𝐿̄𝜓.

Связь между 𝜓-интегралами и 𝜓-производными установлена в монографии
[15, c. 150]. Там показано, что если функция 𝑓 ∈ 𝐿, ряд (1) — ее ряд Фурье, и вы-
полнено условие (3), то функция 𝒥 𝜓(𝑓 ;𝑥) обладает 𝜓-производной и справедливо
равенство

𝐷𝜓(𝒥 𝜓(𝑓 ; ·)) = 𝑓(·)− 𝑎0
2
.

Если же функция 𝑓 ∈ 𝐿̄𝜓, и ряд (1) — ее ряд Фурье, то функция𝐷𝜓(𝑓 ;𝑥) обладает
𝜓-интегралом и при этом

𝒥 𝜓(𝐷𝜓(𝑓 ; ·)) = 𝑓(·) +𝐴0,

где 𝐴0 — некоторая постоянная.
Отметим также, что в случае, когда

𝜓1(𝑘) = 𝜓(𝑘) cos
𝛽𝜋

2
, 𝜓2(𝑘) = 𝜓(𝑘) sin

𝛽𝜋

2
,

определение 𝜓-производной совпадает с определением (𝜓;𝛽)-производной [15,
c. 132]. Если к тому же 𝜓(𝑘) = 𝑘−𝑟, 𝑟 > 0, то понятие 𝜓-производной совпа-
дает с хорошо известным понятием (𝑟;𝛽)-производной в смысле Вейля—Надя,
которая, в свою очередь, является обобщением дробной производной Вейля и
обычной производной порядка 𝑟, 𝑟 = 1, 2, . . ..

При доказательстве основных результатов этой работы будет использоваться
факт ограниченности в пространствах 𝐿𝑀,𝜔 оператора Фурье и оператора три-
гонометрического сопряжения, который был установлен в [12, c. 278].

Теорема. Если 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2 и 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀), то для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔

выполняются неравенства

‖𝑆𝑛(𝑓)‖𝑀,𝜔 6 𝐶‖𝑓‖𝑀,𝜔 (5)

и
‖𝑓‖𝑀,𝜔 6 𝐶‖𝑓‖𝑀,𝜔, (6)
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где

𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥) =
𝑎0(𝑓)

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥), 𝑛 = 0, 1, . . . , (7)

— частные суммы Фурье порядка 𝑛 функции 𝑓 , 𝑓(·) — функция, тригонометри-
чески сопряженная с 𝑓(·) и 𝐶 > 0 — некоторая постоянная, которая не зависит
от 𝑓 и 𝑛.

Из неравенств (5) и (6), в частности, следует, что

‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖𝑀,𝜔 = 𝒪(1)𝐸𝑛(𝑓)𝑀,𝜔 = 𝒪(1)𝐸𝑛(𝑓)𝑀,𝜔, (8)

где
𝐸𝑛(𝜙)𝑀,𝜔 := inf

𝑡𝑛−1∈𝒯𝑛−1

‖𝜙− 𝑡𝑛−1‖𝑀,𝜔, 𝜙 ∈ 𝐿𝑀,𝜔,

— наилучшее приближение функции 𝜙 с помощью подпространства 𝒯𝑛−1 триго-
нометрических полиномов порядка, не выше 𝑛 − 1, а 𝒪(1) — величины, равно-
мерно ограниченные по 𝑛.

Нам понадобится также следующее утверждение, доказанное в работе [16],
которое позволяет находить оценку сверху нормы (𝜓;𝛽)-производной тригоно-
метрического полинома через норму самого полинома в пространстве 𝐿𝑀,𝜔 и
является аналогом классического результата С.Н. Бернштейна [17] о неравен-
стве для максимума модуля производной тригонометрического полинома. Для
его формулировки через 𝐷𝜓

𝛽 𝑓 обозначим (𝜓;𝛽)-производную функции 𝑓, a через
M* множество не возрастающих и исчезающих на бесконечности последователь-
ностей 𝜓(𝑘) > 0, то есть:

M* = {𝜓(𝑘) : 𝜓(𝑘)− 𝜓(𝑘 + 1) > 0, lim
𝑘→∞

𝜓(𝑘) = 0, 𝑘 ∈ N}.

Лемма 1. Пусть 𝜓 ∈ M*, 𝛽 ∈ R, 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2 и 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀). Тогда для произ-

вольного тригонометрического полинома 𝑇𝑛 порядка, не выше 𝑛, выполняется
неравенство

‖𝐷𝜓
𝛽 𝑇𝑛‖𝑀,𝜔 6

𝐾

𝜓(𝑛)
‖𝑇𝑛‖𝑀,𝜔, 𝑛 = 0, 1, . . . , (9)

где 1/𝜓(0) := 0, a 𝐾 — положительная постоянная, которая не зависит от 𝑛.

Будем также использовать следующую лемму, доказанную в работе [4].

Лемма 2. Пусть 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2 и 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀). Тогда, если 𝑓 (2𝑘) ∈ 𝐿𝑀,𝜔, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

то имеет место неравенство

Ω𝑘(𝑓 ; 𝛿)𝑀,𝜔 6 𝐶𝛿
2𝑘‖𝑓 (2𝑘)‖𝑀,𝜔, 𝑘 = 1, 2, . . . . (10)

Основные результаты. Пусть M — подмножество выпуклых последо-
вательностей действительных чисел 𝜓(𝑘) > 0, из множества M*, то есть:

M := {𝜓 ∈ M* : 𝜓(𝑘 + 2)− 2𝜓(𝑘 + 1) + 𝜓(𝑘) > 0, 𝑘 ∈ N},

а M′ — подмножество функций 𝜓 ∈ M, для которых
∞∑︀
𝑘=1

𝜓(𝑘)
𝑘 <∞.

Обозначим через 𝐿𝜓𝐿𝑀,𝜔 классы 𝜓-интегралов функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔. Имеет
место следующее утверждение.
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Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝐿𝑀,𝜔, причем 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2, 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀) и 𝜓1 ∈ M, 𝜓2 ∈

M′. Тогда для произвольного натурального 𝑛 выполняется неравенство

𝐸𝑛(𝑓)𝑀,𝜔 6 𝐾𝜓(𝑛)𝐸𝑛(𝑓
𝜓)𝑀,𝜔, (11)

в котором 𝜓(𝑛) =
√︀
𝜓2
1(𝑛) + 𝜓2

2(𝑛), 𝐾 — константа, которая не зависит от 𝑛
и функции 𝑓.

Отметим, что утверждение теоремы 1 в большинстве случаев является хо-
рошо известным. При 𝜓(𝑛) = 𝑛−𝛼, 𝛽 = 𝛼, 𝛼 > 0, 𝑛 ∈ N оценка (11) получена
в работе [4]. При 𝜓1(𝑛) = 𝜓(𝑛) sin 𝛽𝜋

2 , 𝜓2(𝑛) = 𝜓(𝑛) cos 𝛽𝜋2 , 𝜓 ∈ M, 𝛽 ∈ R соот-
ветствующие результаты найдены в работе [16], а если 𝑀 = 𝑡𝑝, 1 6 𝑝 ≤ ∞, то
такие результаты принадлежат А. И. Степанцу и А. К. Кушпелю [18, 19]. Если
же 1 < 𝑝 <∞ и к тому же 𝜓(𝑛) = 𝑛−𝑟, 𝛽 = 𝑟, 𝑛, 𝑟 ∈ N, неравенство (11) доказано
А. Ф. Тиманом [20, c. 316].

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝐿𝑀,𝜔, где 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2 и 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀), Тогда, если

𝜓1 ∈ M, 𝜓2 ∈ M′ то [15, c. 151–152], всегда существует функция 𝑓𝜓 ∈ 𝐿0, 𝐿0 :=
{𝜙 ∈ 𝐿 : 𝜙 ⊥ 1}, ряд Фурье которой совпадает с (4). В работе [21, лемма
3] показано, что для данной функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔 и произвольного 𝜀 > 0 всегда
найдется тригонометрический полином 𝑇 (𝑥), для которого

2𝜋∫︁
0

𝑀(|𝑓(𝑥)− 𝑇 (𝑥)|)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝜀.

Отсюда, в частности, следует, что

𝐸𝑛(𝑓)𝑀,𝜔 → 0, 𝑛→ ∞.

Поэтому, учитывая соотношение (8), можем утверждать, что в смысле схо-
димости в метрике пространств 𝐿𝑀,𝜔 выполняются равенства

𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑓 ;𝑥)

и

𝑓𝜓(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜓1(𝑘)

𝜓2(𝑘)
𝐴𝑘(𝑓 ;𝑥)−

𝜓2(𝑘)

𝜓2(𝑘)
𝐴(𝑓 ;𝑥). (12)

Из разложения (12) следуют формулы связи между коэффициентами Фурье
функций 𝑓𝜓 и 𝑓 :

𝑎𝑘(𝑓) = 𝜓1(𝑘)𝑎𝑘(𝑓
𝜓)− 𝜓2(𝑘)𝑏𝑘(𝑓

𝜓), (13)

𝑏𝑘(𝑓) = 𝜓2(𝑘)𝑎𝑘(𝑓
𝜓) + 𝜓1(𝑘)𝑏𝑘(𝑓

𝜓). (14)

Учитывая теперь равенства (13) – (14), находим

𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑓 ;𝑥) =
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥) =
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=
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(︂[︂
𝜓1(𝑘)𝑎𝑘(𝑓

𝜓)− 𝜓2(𝑘)𝑏𝑘(𝑓
𝜓)

]︂
cos 𝑘𝑥+

+

[︂
𝜓2(𝑘)𝑎𝑘(𝑓

𝜓) + 𝜓1(𝑘)𝑏𝑘(𝑓
𝜓)

]︂
sin 𝑘𝑥

)︂
=

=
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(︂
𝜓1(𝑘)

[︂
𝑎𝑘(𝑓

𝜓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓
𝜓) sin 𝑘𝑥

]︂
+

+𝜓2(𝑘)

[︂
𝑎𝑘(𝑓

𝜓) sin 𝑘𝑥− 𝑏𝑘(𝑓
𝜓) cos 𝑘𝑥

]︂)︂
=

=
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝜓1(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥) +

∞∑︁
𝑘=1

𝜓2(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥). (15)

На основании соотношений (7) и (15), получаем

𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥) =

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝐴𝑘(𝑓 ;𝑥) =

=

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓1(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥) +

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓2(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥). (16)

Далее имеем
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓1(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥) =

=

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓1(𝑘)

[︃(︂
𝑆𝑘(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

)︂
−
(︂
𝑆𝑘−1(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

)︂]︃
=

=

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓1(𝑘)

(︂
𝑆𝑘(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

)︂
−

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓1(𝑘)

(︂
𝑆𝑘−1(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

)︂
=

=

∞∑︁
𝑘=𝑛

[𝜓1(𝑘)− 𝜓1(𝑘 + 1)]

[︂
𝑆𝑘(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

]︂
− 𝜓1(𝑛)

[︂
𝑆𝑛−1(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

]︂
. (17)

Аналогично получаем

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓2(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥) =

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓2(𝑘)𝐴𝑘(𝑓
𝜓;𝑥) =

=

∞∑︁
𝑘=𝑛

[𝜓2(𝑘)− 𝜓2(𝑘 + 1)]

[︂
𝑆𝑘(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

]︂
− 𝜓2(𝑛)

[︂
𝑆𝑛−1(𝑓

𝜓;𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥)

]︂
. (18)

Используя свойства нормы, на основании равенств (16) – (18) находим

𝐸𝑛(𝑓)𝑀,𝜔 6 ‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖𝑀,𝜔 ≤
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6
∞∑︁
𝑘=𝑛

[𝜓1(𝑘)− 𝜓1(𝑘 + 1)]
⃦⃦
𝑆𝑘(𝑓

𝜓)− 𝑓𝜓
⃦⃦
𝑀,𝜔

+ 𝜓1(𝑛)
⃦⃦
𝑆𝑛−1(𝑓

𝜓)− 𝑓𝜓
⃦⃦
𝑀,𝜔

+

+

∞∑︁
𝑘=𝑛

[𝜓2(𝑘)− 𝜓2(𝑘 + 1)]
⃦⃦
𝑆𝑘(𝑓

𝜓)− 𝑓𝜓
⃦⃦
𝑀,𝜔

+ 𝜓2(𝑛)
⃦⃦
𝑆𝑛−1(𝑓

𝜓)− 𝑓𝜓
⃦⃦
𝑀,𝜔

≤

6 𝐾

(︂
𝜓1(𝑛)𝐸𝑛(𝑓

𝜓)𝑀,𝜔 + 𝜓2(𝑛)𝐸𝑛(𝑓
𝜓)𝑀,𝜔

)︂
≤ 𝐾𝜓(𝑛)𝐸𝑛(𝑓

𝜓)𝑀,𝜔,

где 𝜓2(𝑛) = 𝜓2
1(𝑛) + 𝜓2

2(𝑛) и 𝐾 — константа, которая не зависит от 𝑛. Теорема
доказана.

Отметим, что в условиях теоремы 1 имеет место неравенство

𝐸𝑛(𝑓)𝑀,𝜔 6 𝐾𝜓(𝑛).

Считая, что последовательности 𝜓(𝑘) из M являются сужениями на мно-
жество натуральних чисел непрерывных функций 𝜓(𝑡) непрерывного аргумента
𝑡 > 1, в соответствии с [15, c. 159] через 𝜂(𝑡) = 𝜂(𝜓; 𝑡) обозначим функцию, кото-
рая связана с 𝜓 равенством

𝜓(𝜂(𝑡)) =
1

2
𝜓(𝑡), 𝑡 > 1.

Отсюда, вследствие строгой монотонности и убывания к нулю 𝜓, функция 𝜂(𝑡)
для всех 𝑡 > 1 определяется однозначно

𝜂(𝑡) = 𝜂(𝜓; 𝑡) = 𝜓−1

(︂
1

2
𝜓(𝑡)

)︂
, (19)

где 𝜓−1 — функция, обратная к 𝜓.
Для получения следующих результатов будем использовать определения мно-

жеств M0 и 𝐹, принадлежащие А.И. Степанцу [15, c. 160, 165]:

M0 = {𝜓 ∈ M : 0 <
𝑡

𝜂(𝜓; 𝑡)− 𝑡
6 𝐾, 𝑡 ≥ 1},

𝐹 = {𝜓 ∈ M : 𝜂′(𝜓; 𝑡) 6 𝐾},
где 𝜂(𝜓; 𝑡) — функция, которая определяется равенством (19).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть 𝑀 ∈ 𝒬𝜃
2 и 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝑀). Тогда для произвольной функции

𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔 и 𝑛 ∈ N будем иметь:

1. Если 𝜓 ∈ M0 и ряд
∞∑︁
𝑘=1

𝐸𝑘(𝑓)𝑀,𝜔|𝑘𝜓(𝑘)|−1,

сходится, тогда существует производная 𝑓𝜓𝛽 , такая что для 𝑟 = 0, 1, 2, . . . ,
и произвольного натурального 𝑛 выполняется неравенство

Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓𝛽 ;

1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

≤ 𝐶

𝑛2𝑟

𝑛∑︁
𝜈=0

𝜈2𝑟

𝜓(𝜈)
𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔 + 𝐶

∞∑︁
𝜈=𝑛+1

𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔

𝜈𝜓(𝜈)
.



40 Чайченко С. О.

2. Если 𝜓 ∈ 𝐹, 𝜂(𝜓; 𝑡)− 𝑡 > 𝐶 > 0 и ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝐸𝑘(𝑓)𝑀,𝜔|𝜓(𝑘)(𝜂(𝑘)− 𝑘)|−1

сходится, то существует производная 𝑓𝜓𝛽 для которой

Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓𝛽 ;

1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

≤ 𝐶

(︃
1

𝑛2𝑟

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜈2𝑟

𝜓(𝜈)
𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔+

+

∞∑︁
𝜈=𝑛+1

𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔

𝜓(𝜈)(𝜂(𝜈)− 𝜈)

)︃
, 𝑛 ∈ N,

где 𝐶 — константа, которая не зависит от 𝑛 и функции 𝑓.

Если 𝜓(𝑛) = 𝑛−𝑟, 𝛽 = 𝑟, 𝑟, 𝑛 ∈ N, тогда утверждение теоремы 2 совпадает
с теоремой 1 из работы [11]. В случае 𝜓(𝑛) = 𝑛−𝛼, 𝛽 = 𝛼, 𝛼 > 0, 𝑛 ∈ N,
аналогичные результаты были получены в работе [4].

Доказательство. Для доказательства теоремы будем использовать схе-
му, предложенную в книге [22, c. 120–126]. Пусть {𝑡𝑛(·)}∞𝑛=1 последовательность
тригонометрических полиномов, которые осуществляют наилучшее приближение
функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑀,𝜔. Положим для данной функции 𝜓 и каждого натурального 𝑛

𝑛0 = 𝑛, 𝑛1 = [𝜂(𝜓;𝑛)] + 1, . . . , 𝑛𝑖 = [𝜂(𝜓;𝑛𝑖−1)] + 1, . . . .

В этом случае ряд

𝑡𝑛0(𝑥) +

∞∑︁
𝑖=1

(𝑡𝑛𝑖(𝑥)− 𝑡𝑛𝑖−1(𝑥))

будет сходиться к функции 𝑓 в пространстве 𝐿𝑀,𝜔 . Рассмотрим ряд

(𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛0

)(𝑥) +

∞∑︁
𝑖=1

(𝐷𝜓
𝛽 [𝑡𝑛𝑖

− 𝑡𝑛𝑖−1
])(𝑥)

и убедимся, что он будет сходиться в пространстве 𝐿𝑀,𝜔 к сумме 𝑇 (𝑥), ряд Фурье
которой имеет вид

∞∑︁
𝑘=1

1

𝜓(𝑘)

(︂
𝑎𝑘(𝑓) cos

(︂
𝑘𝑥+

𝛽𝜋

2

)︂
+ 𝑏𝑘(𝑓) sin

(︂
𝑘𝑥+

𝛽𝜋

2

)︂)︂
. (20)

Применяя неравенство (9) к разности 𝑢𝑖(𝑥) = 𝑡𝑛𝑖
(𝑥)− 𝑡𝑛𝑖−1

(𝑥) (которая, оче-
видно, является полиномом порядка 𝑛𝑖), получаем

‖(𝐷𝜓
𝛽 𝑢𝑖)(·)‖𝑀,𝜔 ≤ 𝐶𝐸𝑛𝑖−1+1(𝑓)𝑀,𝜔|𝜓(𝑛𝑖)|−1,

вследствие чего
∞∑︁
𝑖=1

‖(𝐷𝜓
𝛽 𝑢𝑖)(·)‖𝑀,𝜔 6 𝐶

(︂
𝐸𝑛+1(𝑓)𝑀,𝜔(𝜓(𝑛))

−1 +
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+

∞∑︁
𝑖=1

𝐸𝑛𝑖+1(𝑓)𝑀,𝜔|𝜓(𝑛𝑖)|−1

)︂
. (21)

Используя оценку

𝐸𝑛𝑖+1(𝑓)

𝜓(𝑛𝑖)
6

𝑛𝑖−1∑︁
𝜈=𝑛𝑖−1

𝐸𝜈+1(𝑓)

𝜈𝜓(𝜈)
, 𝜓 ∈ M0, (22)

полученную в книге [22, c. 124–125], из соотношения (21) получаем

∞∑︁
𝑖=1

‖(𝐷𝜓
𝛽 𝑢𝑖)(·)‖𝑀,𝜔 6 𝐶

(︂
𝐸𝑛+1(𝑓)𝑀,𝜔

𝜓(𝑛)
+

∞∑︁
𝜈=𝑛+1

𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔

𝜈𝜓(𝜈)

)︂
. (23)

Поскольку по условию теоремы ряд в правой части соотношения (23) сходит-
ся, то это означает, что ряд (20) действительно сходится в пространстве 𝐿𝑀,𝜔 к
некоторой функции 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐿𝑀,𝜔.

Пусть 𝑎(𝑛𝑖)
𝑘 = 𝑎𝑘(𝑡𝑛𝑖

) и 𝑏(𝑛𝑖)
𝑘 = 𝑏𝑘(𝑡𝑛𝑖

), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , — коэффициенты Фурье
полиномов 𝑡𝑛𝑖

(𝑥). Тогда в соответствии с равенствами (13) и (14) коэффициенты
𝛼
(𝑛𝑖)
𝑘 и 𝛽(𝑛𝑖)

𝑘 полиномов (𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛𝑖

)(·) имеют вид

𝛼
(𝑛𝑖)
𝑘 =

1

𝜓(𝑘)

(︂
𝑎
(𝑛𝑖)
𝑘 cos

𝛽𝜋

2
+ 𝑏

(𝑛𝑖)
𝑘 sin

𝛽𝜋

2

)︂
(24)

𝛽
(𝑛𝑖)
𝑘 =

1

𝜓(𝑘)

(︂
𝑏
(𝑛𝑖)
𝑘 cos

𝛽𝜋

2
− 𝑎

(𝑛𝑖)
𝑘 sin

𝛽𝜋

2

)︂
. (25)

Поскольку равенство

𝑇 (𝑥) = lim
𝑛→∞

(𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛𝑖

)(𝑥)

выполняется в смысле сходимости в метрике пространств 𝐿𝑀,𝜔, то

𝑎𝑘(𝑇 ) = lim
𝑖→∞

𝛼
(𝑛𝑖)
𝑘 , 𝑏𝑘(𝑇 ) = lim

𝑖→∞
𝛽
(𝑛𝑖)
𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . .

Принимая во внимание то, что

lim
𝑖→∞

𝑎
(𝑛𝑖)
𝑘 = 𝑎𝑘(𝑓), lim

𝑖→∞
𝑏
(𝑛𝑖)
𝑘 = 𝑏𝑘(𝑓), 𝑘 = 0, 1, . . . ,

из равенств (24)–(25) получаем

𝑎𝑘(𝑇 ) =
1

𝜓(𝑘)

(︂
𝑎𝑘(𝑓) cos

𝛽𝜋

2
+ 𝑏𝑘(𝑓) sin

𝛽𝜋

2

)︂
,

𝑏𝑘(𝑇 ) =
1

𝜓(𝑘)

(︂
𝑏𝑘(𝑓) cos

𝛽𝜋

2
− 𝑎𝑘(𝑓) sin

𝛽𝜋

2

)︂
.

Отсюда следует, что ряд Фурье функции 𝑇 (𝑥) действительно совпадает с рядом
(20). Это означает, что функция 𝑓(𝑥) действительно имеет (𝜓;𝛽)-производную
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𝑓𝜓𝛽 (𝑥), которая принадлежит пространству 𝐿𝑀,𝜔, и для неё выполняется равен-
ство

𝑓𝜓𝛽 (𝑥) = (𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛0

)(𝑥) +

∞∑︁
𝑖=1

(𝐷𝜓
𝛽 [𝑡𝑛𝑖

− 𝑡𝑛𝑖−1
])(𝑥), (26)

в метрике пространства 𝐿𝑀,𝜔.
Используя свойство 2 величины Ω𝑟(𝑓

𝜓; 1
𝑛 )𝑀,𝜔, на основании соотношения (26)

получаем

Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓;

1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

6 Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓 −𝐷𝜓

𝛽 𝑡𝑛0
;
1

𝑛

)︂
+Ω𝑟

(︂
𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛0

;
1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

(27)

Учитывая свойство 3 модуля непрерывности и неравенство (9), находим

Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓 −𝐷𝜓

𝛽 𝑡𝑛0
;
1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

6 𝐶‖𝑓𝜓 −𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛0

]‖𝑀,𝜔 =

= 𝐶‖
∞∑︁
𝑖=1

(𝐷𝜓
𝛽 (𝑡𝑛𝑖

− 𝑡𝑛𝑖−1
))(𝑥)‖𝑀,𝜔 6 𝐶

∞∑︁
𝑖=1

1

𝜓(𝑛𝑖)
‖𝑡𝑛𝑖

− 𝑡𝑛𝑖−1
‖𝑀,𝜔 6

6 𝐶
∞∑︁
𝑖=1

‖𝑡𝑛𝑖 − 𝑓‖𝑀,𝜔

𝜓(𝑛𝑖)
+ 𝐶

∞∑︁
𝑖=1

‖𝑓 − 𝑡𝑛𝑖−1
‖𝑀,𝜔

𝜓(𝑛𝑖)
≤ 𝐾

∞∑︁
𝑖=1

𝐸𝑛𝑖+1(𝑓)𝑀,𝜔

𝜓(𝑛𝑖)
. (28)

Используя оценку (22), из соотношения (28) получаем

Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓 −𝐷𝜓

𝛽 𝑡𝑛0
;
1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

6 𝐶
∞∑︁

𝜈=𝑛0+1

𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔

𝜈𝜓(𝜈)
. (29)

Принимая во внимание неравенства (9) и (10), находим

Ω𝑟

(︂
𝐷𝜓
𝛽 𝑡𝑛0

;
1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

6 Ω𝑟

(︂
𝐷𝜓
𝛽 𝑡0;

1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

+

𝑛0∑︁
𝑖=1

Ω𝑟

(︂
𝐷𝜓
𝛽 (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1);

1

𝑛
)𝑀,𝜔 6

6
𝐶

𝑛2𝑟

(︂⃦⃦⃦⃦
(𝐷𝜓

𝛽 𝑡0)
(2𝑟)

⃦⃦⃦⃦
𝑀,𝜔

+

𝑛0∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
(𝐷𝜓

𝛽 (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1))
(2𝑟)

⃦⃦⃦⃦
𝑀,𝜔

)︂
6

6
𝐶

𝑛2𝑟

𝑛0∑︁
𝜈=0

𝜈2𝑟
𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔

𝜓(𝜈)
. (30)

Объединяя теперь соотношения (27), (29) и (30), получаем

Ω𝑟

(︂
𝑓𝜓𝛽 ;

1

𝑛

)︂
𝑀,𝜔

6
𝐶

𝑛2𝑟

𝑛0∑︁
𝜈=0

𝜈2𝑟

𝜓(𝜈)
𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔 + 𝐶

∞∑︁
𝜈=𝑛0+1

𝐸𝜈(𝑓)𝑀,𝜔

𝜈𝜓(𝜈)
,

и, поскольку по определению 𝑛0 = 𝑛, заканчиваем доказательство пункта 1 тео-
ремы.

Доказательство пункта 2 проводится аналогично, с учетом следующего ана-
лога неравенства (22), полученного в книге [22, c. 125–126]:

𝐸𝑛𝑖+1(𝑓)

𝜓(𝑛𝑖)
6
𝜂(𝑛𝑖−1)∑︁
𝜈=𝑛𝑖−1

𝐸𝜈+1(𝑓)

(𝜂(𝜈)− 𝜈)𝜓(𝜈)
, 𝜓 ∈ 𝐹.
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Заключение. В работе нами получен ряд прямых и обратных теорем тео-
рии приближения для 𝜓-дифференцируемых функций в метриках весовых про-
странств Орлича с весами, которые принадлежат классу Макенхаупта.
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COMPARISON OF ERROR INDICATORS AND REFINEMENT
CRITERIA FOR HP-ADAPTATION ALGORITHM FOR FINITE

ELEMENT METHOD

Дреботiй Р. Г., Шинкаренко Г. А. Порiвняння апостерiорних оцiнювачiв
похибки та критерiїв згущення сiтки для hp-адаптивного алгоритму методу
скiнченних елементiв. В цiй статтi ми коротко розглядаємо hp-адаптивний ме-
тод скiнченних елементiв для одновимiрної задачi конвекцiї-дифузiї-реакцiї i проводи-
мо порiвняльний аналiз чисельних результатiв, одержаних за допомогою комбiнування
розглядуваного алгоритму з рiзними оцiнювачами похибки та критерiями покращення
елементiв.
Ключовi слова: метод скiнченних елементiв (МСЕ), метод Гальоркiна, критерiй Пе-
кле, критерiй Струхаля, метод конденсацiї внутрiшнiх параметрiв, hp-адаптивнiсть,
апостерiорний оцiнювач похибки (АОП), коректна задача, крайова задача дифузiї-
адвекцiї-реакцiї, контрольний розв’язок.

Дреботий Р. Г., Шинкаренко Г. А. Сравнение апостериорных оценок по-
грешности и критериев сгущения сетки для hp-адаптивного алгоритма ме-
тода конечных элементов. В этой статье мы коротко рассматриваем hp-адаптивный
метод конечных элементов для одномерной задачи конвекции-диффузии-реакции и срав-
ниваем численные результаты, полученные с помощью комбинирования рассматривае-
мого алгоритма с разными оценивателями погрешности и критериями улучшения ко-
нечных элементов.
Ключевые слова: метод конечных элементов (МКЭ), метод Галеркина, критерий
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Drebotiy R., Shynkarenko H. Comparison of error indicators and refinement

criteria for hp-adaptation algorithm for finite element method. In this paper we

consider hp-adaptive finite element method for 1D

convection-diffusion-advection boundary value problem and present comparative analysis of

numerical results obtained using combination of introduced algorithm with different kinds

of a posteriori error estimators, and element refinement criteria.

Key words: finite element method, Galerkin method, Peclet criteria, Strouhal criteria,

static condensation, hp-adaptivity, a posteriori error estimator, well posed problem, diffusion-

advection-reaction boundary value problem.

Introduction. Finite element method is an universal tool for solving boundary
value problems for partial differential equations (see [1]). It is applicable for prob-
lems on very complex domains in 2- and 3-dimensional spaces. During last years the
main focus is on the adaptive algorithms for FEM. The main idea is to adapt mesh

c○Drebotiy R., Shynkarenko H., 2014
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(h-adaptivity), element polynomial order (p-adaptivity) or both mesh and order (hp-
adaptivity) to minimize computational cost needed for solving the given problem.
Such algorithms are implemented using local a posteriori error estimators. It’s nat-
urally to interpret hp-schemes as most advanced as they give us most wide approx-
imation capabilities. Theoretically it is proven that they can produce exponentially
convergent sequences of approximations to original solution of boundary value prob-
lem [2].

In this work we recall hp-adaptive algorithm for solving the diffusion-advection-
reaction boundary value problems with self-adjoint operators introduced in [11]. We
extend the step of selection of elements for refinement with other error indicator
and other selection criteria than were used in initial version of algorithm, providing
numerical results for each of them.

The paper is structured according to the following order: in section 2 we define
model problem; in section 3 we provide some specific problem transformations; in
section 4 we construct variational formulation; in section 5 we make review of general
finite element method schemes; section 6 we provide error estimators which will be
used in adaptation algorithm; in section 7 we introduce various element selection
criteria; in section 8 hp-adaptation algorithm is described. In section 9 we demonstrate
some numerical results. Final conclusions are given in the last section.

Main Results

1. Model problem. We consider the following convection-diffusion-reaction
boundary value
problem: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

given 𝜇̄ = 𝜇̄(𝑥), 𝛽 = 𝛽(𝑥), 𝜎̄ = 𝜎̄(𝑥), 𝑓 = 𝑓(𝑥);

and 𝛼̄, 𝛾, 𝑔0, 𝑔𝐿 ∈ R,
find function 𝑢 = 𝑢(𝑥) such that

− 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝜇̄
𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
+ 𝛽

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝜎̄𝑢 = 𝑓 on 𝐺 = (0, 𝐿);

𝜇̄
𝑑𝑢

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝛼̄[𝑢(0)− 𝑢̄0], −𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 𝛾[𝑢(𝐿)− 𝑢̄𝐿].

(1.1)

2. Scaling of variables. In order to show specific of the boundary value problem
(1.1) we introduce a scaled variable 𝑡 ∈ [0, 1], in such way that 𝑥 := 𝐿𝑡 transforming
dependent variables{︃

𝜇 := 𝜇̄‖𝜇̄‖−1
∞,𝐺, 𝛽 := 𝛽‖𝛽‖−1

∞,𝐺, 𝜎 := 𝜎̄‖𝜎̄‖−1
∞,𝐺, 𝑓 := 𝑓‖𝑓‖−1

∞,𝐺,

𝛼 := 𝛼̄𝐿‖𝜇̄‖−1
∞,𝐺, 𝛾 := 𝛾𝐿‖𝜇̄‖−1

∞,𝐺, 𝑔0 := 𝐿‖𝜇̄‖−1
∞,𝐺𝑢̄0, 𝑔1 := 𝐿‖𝜇̄‖−1

∞,𝐺𝑢̄𝐿,

and after small algebra we rewrite problem (1.1) in the following form⎧⎪⎨⎪⎩
find function 𝑢 = 𝑢(𝑡) such that

− (𝜇𝑢′)
′
+ 𝑃𝑒[𝛽𝑢′ + 𝑆𝑡𝜎𝑢] = 𝑓 in Ω = (0, 1);

(𝜇𝑢′ − 𝛼𝑢)|𝑡=0 = 𝑔0, −(𝜇𝑢′ − 𝛾𝑢)|𝑡=1 = 𝑔1,

(2.1)

where 𝑣′ := 𝑑𝑣
𝑑𝑡 , and dimensionless numbers

𝑃𝑒 :=
𝐿‖𝛽‖∞,𝐺

‖𝜇̄‖∞,𝐺
, 𝑆𝑡 :=

𝐿‖𝜎̄‖∞,𝐺

‖𝛽‖∞,𝐺
(2.2)
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are well-known Peclet criteria and Strouhal criteria respectively.
3. Variational formulation. The boundary value problem (2.1) admits the

following variational formulation{︃
find 𝑢 ∈ 𝑉 := 𝐻1(Ω) such that

𝑐Ω(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉,
(3.1)

where

𝑐Ω(𝑢, 𝑣) :=(𝜇𝑢′, 𝑣′)𝐿2(Ω) + 𝑃𝑒[(𝛽𝑢′, 𝑣)𝐿2(Ω) + 𝑆𝑡(𝜎𝑢, 𝑣)𝐿2(Ω)]+

+ 𝛼𝑢𝑣|𝑡=0 + 𝛾𝑢𝑣|𝑡=1 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,
(3.2)

⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ := (𝑓, 𝑣)𝐿2(Ω) + 𝛼𝑔0𝑣(0) + 𝛾𝑔1𝑣(1) ∀𝑣 ∈ 𝑉. (3.3)

4. Petrov-Galerkin finite element scheme. Let {𝑉ℎ}ℎ>0 be a family of
finite element approximation subspaces 𝑉ℎ ⊂ 𝑉, dim𝑉ℎ = 𝑁ℎ < +∞ is dense in 𝑉 ,
moreover, for each 𝑣 ∈ 𝑉 there is 𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ such that

‖𝑣 − 𝑣ℎ‖𝐻1(Ω) ≤ 𝐶ℎ𝑘‖𝑣‖𝐻𝑘+1(Ω), 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (4.1)

Let {𝑊ℎ}ℎ>0 be the family of spaces with the same properties as {𝑉ℎ}ℎ>0. In
general case Petrov-Galerkin finite element scheme deal with following discrete vari-
ational problem ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

given subspaces 𝑉ℎ ⊂ 𝑉 𝑎𝑛𝑑 𝑊ℎ ⊂ 𝑉 ;

dim𝑉ℎ = dim𝑊ℎ = 𝑁ℎ < +∞,

find 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ such that

𝑐Ω(𝑢ℎ, 𝑣) = ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈𝑊ℎ.

(4.2)

Let {𝜑𝑗}𝑁𝑗=1 and {𝑤𝑚}𝑁𝑚=1 be basis of and spaces respectively. Then problem

(4.2) results to system of linear algebraic equations⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

given subspaces 𝑉ℎ ⊂ 𝑉 𝑎𝑛𝑑 𝑊ℎ ⊂ 𝑉 ;

dim𝑉ℎ = dim𝑊ℎ = 𝑁ℎ < +∞,

find 𝑢ℎ =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝜑𝑘 ∈ 𝑉ℎ such that

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝑐Ω(𝜑𝑘, 𝑤𝑖) = ⟨𝑙Ω, 𝑤𝑖⟩ 𝑖 = 1, ..., 𝑁.

(4.3)

In the current paper we use classic Galerkin method i.e. 𝑉ℎ =𝑊ℎ. In general we
can use Petrov-Galerkin method to obtain system of linear equations with symmetric
matrix by choosing 𝑤𝑖 := 𝑧𝜑𝑖, where

𝑧(𝑥) := 𝑒𝑥𝑝[−𝑃𝑒
𝑥∫︁

0

𝜇−1𝛽 𝑑𝑡],∀𝑥 ∈ [0, 1]. (4.4)

5. A posteriori error estimators of finite element approximations. Let
us describe different ways for obtaining error level on each finite element. We can use
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explicit estimator - an explicit formula which gives us upper bound of error estimate
as one number or implicit estimator which is obtained as function which approximates
actual error of finite element discretization. To obtain it we solve auxiliary variational
problem.

5.1. Explicit error estimator. To estimate error level we can use explicit error
estimator i.e. explicit formula which gives us upper bound to approximation error on
each finite element. Let us define the approximation error 𝑒 = 𝑢− 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ ⊂ 𝑉 , the
residual

𝑅[𝑢ℎ] := 𝑓 + (𝜇𝑢′ℎ)
′ − 𝛽𝑃𝑒𝑢′ℎ − 𝜎𝑃𝑒𝑆𝑡𝑢ℎ, (5.1)

and bubble function

𝜔𝐾(𝑥) := (𝑥𝑘 − 𝑥)(𝑥− 𝑥𝑘−1), 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜔𝐾 = 𝐾,∀𝐾 ∈ ℑℎ. (5.2)

Then for each element we can compute the following error indicator [11]

𝜂𝐾 =
𝐶√︀

𝑝𝐾(𝑝𝐾 + 1)

⃦⃦√
𝜔𝐾𝑅

[︀
𝑢𝐾ℎ
]︀⃦⃦
𝐿2(𝐾)

, (5.3)

where 𝑝𝐾 = deg(𝑢ℎ‖𝐾) and

𝐶 = 4[min(𝜇0, 𝑐0)]
−1, 𝜇(𝑡) ≥ 𝜇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

𝜎(𝑡)− 𝑃𝑒𝛽′(𝑡) ≥ 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 𝑎.𝑒. 𝑖𝑛 Ω.

5.2. Implicit error estimator. Described estimator gives us only one number
per finite element which we interpret as error level. To combine h- and p- refinements
of elements we need to construct some type of estimator which:

i. will give us distinct error estimate for each of available refinement patterns of
element;

ii. will be simply computable on each element.

For this purposes we will solve auxiliary variational problem for error on each element,
using finite element method for different finite element spaces. Let us define 𝑋𝑝(𝑎, 𝑏)
as a space of all polynomials of order 𝑝 on closed interval [𝑎, 𝑏]. For all refinement
patterns we may define corresponding approximation spaces. We will use only two
refinements: division of the element into two elements with the same polynomial
orders and increasing element order by one. Corresponding spaces are the following:

𝑉 1
ℎ𝑝(𝐾) :=

{︀
𝑣 ∈ 𝐶0(𝐾)| 𝑣 ∈ 𝑋𝑝𝐾 (𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1/2),

𝑣 ∈ 𝑋𝑝𝐾 (𝑥𝑘−1/2, 𝑥𝑘)
}︀
,

𝑉 2
ℎ𝑝(𝐾) :=

{︀
𝑣 ∈ 𝑋𝑝𝐾+1(𝐾)| 𝑣|𝜕𝐾 = 0

}︀
.

(5.4)

To obtain error estimate as a single number for finite element error approximation
on each space for 𝑚 = 1, 2 we solve the next problems for local error:⎧⎪⎨⎪⎩

find function 𝑒𝑚ℎ ∈ 𝑉 𝑚ℎ𝑝(𝐾) such that

𝑐Ω(𝑒
𝑚
ℎ , 𝑣ℎ) =

∫︁
𝐾

𝑅
[︀
𝑢𝐾ℎ
]︀
𝑣ℎ 𝑑𝑥, ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ𝑝(𝐾). (5.5)
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then error estimates for given two refinements are defined as 𝑟𝑚 = ‖𝑒𝑚ℎ ‖𝐸 ,𝑚 = 1, 2.
5.3. Error estimator based on fundamental solution. For error indicator

𝜂𝐾 , introduced in 6.1, instead of using explicit formula, defined by error estimate
(5.3) we can use implicit indicator in the form of problem (5.5) but with special
assumptions [12]:

i. for local error approximation we use 1D space of finite functions;

ii. those functions are constructed for element 𝐾 = [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] in the form:

𝜙𝐾(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙1(𝑡) =𝑐11𝜙11(𝑡) + 𝑐12𝜙12(𝑡) 𝑜𝑛 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘−1/2],

𝜙1(𝑡𝑘−1) = 0, 𝜙1(𝑡𝑘−1/2) = 1

𝜙2(𝑡) =𝑐21𝜙21(𝑡) + 𝑐22𝜙22(𝑡) 𝑜𝑛 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1/2, 𝑡𝑘],

𝜙2(𝑡𝑘−1/2) = 1, 𝜙2(𝑡𝑘) = 0,

(5.6)

where {𝜙1𝑖(𝑡)}, {𝜙2𝑖(𝑡)} are the sets of fundamental solutions for equation

− (𝜇̃𝑢′)
′
+ 𝑃𝑒[𝛽𝑢′ + 𝑆𝑡𝜎̃𝑢] = 0 (5.7)

with constant coefficients (selected as mean values of corresponding functions) on cor-
responding intervals [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘−1/2] and [𝑡𝑘−1/2, 𝑡𝑘]. Then we solve (5.5) and use the
energy norm of obtained approximation as an error indicator 𝜂𝐾 . To find correspond-
ing fundamental solutions we solve quadratic equation

−𝜇̃𝜆2 + 𝑃𝑒𝛽𝜆+ 𝑃𝑒𝑆𝑡𝜎̃ = 0. (5.8)

For the roots 𝜆1, 𝜆2 we have three cases possible:

i. if 𝜆1, 𝜆2 ∈ R, 𝜆1 ̸= 𝜆2 then 𝜙𝑖1(𝑡) = exp(𝜆1𝑡), 𝜙𝑖2(𝑡) = exp(𝜆2𝑡);

ii. if 𝜆1, 𝜆2 ∈ R, 𝜆1 = 𝜆2 then 𝜙𝑖1(𝑡) = exp(𝜆1𝑡), 𝜙𝑖2(𝑡) = 𝑡 exp(𝜆1𝑡)

iii. if 𝜆1, 𝜆2 ∈ C∖R, 𝜆1 = 𝛼+ 𝛽𝑖, 𝜆2 = 𝛼− 𝛽𝑖 then
𝜙𝑖1(𝑡) = exp(𝛼𝑡) sin(𝛽𝑡), 𝜙𝑖2(𝑡) = exp(𝛼𝑡) cos(𝛽𝑡).

6. Element selection criteria.
To drive adaptation algorithm we need some rule using which we will be able

to choose elements for the further refinement procedure. The key and most wide-
used idea is to choose elements with greater error, in some sense. Suppose we have
calculated error indicators {𝜂𝐾} for each elements on the mesh. In this paper we use
two selection criteria:

i. (”maximum” criteria) element 𝐾 is refined if

𝜂𝐾 > (1− 𝜃)𝜂𝑚𝑎𝑥, (6.1)

where 𝜂𝑚𝑎𝑥 = max
𝐾

𝜂𝐾 and 𝜃 ∈ (0, 1) is fixed value;

ii. (”average” criteria) element 𝐾 is refined if
√
𝑁𝜂𝐾√︀

‖𝑢ℎ‖2𝐸 +
∑︀
𝐾′ 𝜂2𝐾′

100% > 𝜀, (6.2)

where 𝜀 is is acceptable tolerance in % for average error level over finite element,
𝑁 is element count.
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7. Adaptation algorithm. Let us define: 𝑇𝑂𝐿 - acceptable relative error level
in percent, 𝑝𝑚𝑎𝑥 - maximum element order (polynomial degree).

Step 1: Find finite element solution 𝑢ℎ on the current mesh ℑℎ;

Step 2: Stop condition check. For all elements 𝐾 compute 𝜂𝐾 as in section 6.1 (or 6.3).

Define 𝜂 :=

(︃ ∑︀
𝐾∈ℑℎ

𝜂2𝐾

)︃1/2

. If 𝜂‖𝑢ℎ‖−1
𝐸 × 100% < 𝑇𝑂𝐿 we stop the algorithm

(𝑇𝑂𝐿 is acceptable relative error level in percent), else:

Step 3: Choose elements for refinement using (6.1) (or (6.2)). The set of all selected
elements we name as 𝐴𝜃.

Step 4: Mesh modification. For all selected elements𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] (𝑝𝐾 := deg (𝑢ℎ|𝐾))
choose between bisection and increasing of polynomial degree on it by one.
Compute values 𝑟𝑚 = ‖𝑒𝑚ℎ ‖𝐸 ,𝑚 = 1, 2 by solving problems (5.5). Consider
the difference Δ = 𝑟2 − 𝑟1. If Δ > 𝛿, where 𝛿 > 0 is predefined value, then
we increase element order by 1, otherwise we bisect it into two elements with
approximation polynomial orders (𝑝𝐾 , 𝑝𝐾).

Step 5: Go to Step 1.

Remark 1. From the theoretical point of view we should set 𝛿 = 0 but in prac-
tice, according to errors in numerical quadratures and round-off errors, furthermore
the maximum order of approximating polynomial is bounded - so it’s logically to use
bisection in case when Δ is very small. For this purposes we choose small number
𝛿 > 0.

8. Numerical results. In this chapter we present results of our algorithm for
some singular perturbed problems. Parameters 𝛿 and 𝜃 are equal for all iterations
and are selected using search from several values to provide ”optimal” values which
minimize final number of iterations and final count of degrees of freedom.

We will analyze two sample problems and for each of them we obtain numerical
results for four combinations derived from two estimators described in s.6.1 (explicit
estimator) and s.6.3 (estimator based on fundamental solution) and two selection
criteria (6.1) (or ”maximum” criteria) and (6.2) which we will call ”average” criteria.
Initial mesh size is 7 elements. Average convergence rate was calculated using least
squares method.

Problem 1: We consider boundary value problem (1.1) with the following data

𝜇 = 1, 𝛽 = 0, 𝜎 = 105𝑒𝑥, 𝑓 = 105, 𝛼 = 𝛾 = 108, 𝑢̄0 = 𝑢̄𝐿 = 0, 𝐿 = 1.

Algorithm parameters are: 𝑇𝑂𝐿 = 1%, 𝑝𝑚𝑎𝑥 = 9, 𝛿 = 2, 𝜃 = 0.6. Figure 1 and table 1
demonstrates algorithm behavior for Problem 1 when using indicators from sections
6.3 and 6.1 in combination with ”maximum” criteria (6.1).

We can observe from table 1 than indicator based on fundamental solution can be
more efficient but its error is not monotonically decreasing as in example with explicit
error indicator.

Figure 2 and table 2 demonstrates algorithm behavior for Problem 1 when using
indicators from sections 6.3 and 6.1 in combination with ”average” criteria (6.2).
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Figure 1: Approximation to solution of Problem 1 using implicit error indicator based
on fundamental solution basis which was introduced in section 6.3 (left part) and explicit
indicator from 6.1 (right part). Both combined with the ”maximum” criteria (6.1). The row
in the bottom of each plot shows polynomial degrees on each finite element.

Fundamental solution indicator Explicit indicator

𝑛 𝑁 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛 𝑛 𝑁 𝑁

(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛

0 7 8 20.58 8.58 0 7 8 2124.36 886.20

1 7 10 7.51 3.04 4.51 1 7 10 669.04 271.33 5.17

2 9 14 3.00 1.39 2.29 2 9 14 221.91 89.12 3.27

3 10 16 2.92 1.17 1.29 3 11 18 77.71 31.07 4.17

4 12 20 3.42 1.37 -0.71 4 12 21 29.82 11.90 6.21

5 12 21 1.92 0.76 11.84 5 12 23 12.94 5.16 9.17

6 12 25 6.10 2.68 7.84

7 12 32 1.77 0.70 5.39

average rate of convergence 2.37, average rate of convergence 5,
execution time 208ms execution time 330ms

Table 1: Convergence history for Problem 1 with the ”maximum” criteria (6.1): 𝑛 is

an iteration number, 𝑁 element count, 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 count of degrees of freedom, 𝜖Ω𝑛 = 𝜂 ab-

solute error indicator, 𝑟Ω𝑛 = 𝜂‖𝑢ℎ‖−1
𝐸 × 100% relative error, 𝑝𝑛 = −

(︀
ln 𝜖Ω𝑛 − ln 𝜖Ω𝑛−1

)︀
×(︁

ln𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 − ln𝑁

(𝑛−1)
𝑑𝑜𝑓

)︁−1

rate of convergence.
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Figure 2: Approximation to solution of Problem 1 using implicit error indicator based on
fundamental solution basis which was introduced in section 6.3 (left) and explicit indicator
from 6.1 (right). Both combined with the ”average” criteria (6.2). The row in the bottom
of each plot shows polynomial degrees on each finite element.

Fundamental solution indicator Explicit indicator

𝑛 𝑁 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛 𝑛 𝑁 𝑁

(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛

0 7 8 21.43 8.94 0 7 8 2124.30 886.20

1 7 12 4.08 1.65 4.08 1 7 15 627.39 254.32 1.94

2 9 16 5.44 2.18 -0.99 2 14 29 220.92 88.72 1.58

3 11 20 3.96 1.58 1.42 3 20 41 77.51 30.99 3.02

4 12 23 0.84 0.33 11.04 4 23 50 29.30 11.69 4.90

5 23 54 12.02 4.79 11.57

6 23 56 4.82 1.92 25.11

7 23 58 1.77 0.70 28.48

average rate of convergence 1.88, average rate of convergence 3.08,
execution time 197ms execution time 504ms

Table 2: Convergence history for Problem 1 with the ”average” criteria (6.2).
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The results for fundamental solution indicator in table 2 are almost the same as
in table 1. Furthermore the behavior of the error has the same specialty with small
peak inside. In general for Problem 1:

i. Comparing table 2 with example from table 1 we can see explicit indicator was
twice more deficient in according to iterations, element and d.o.f. counts.

ii. Error is monotonic in relation to count of d.o.f.

iii. From examples above we can clearly see that convergence rate is monotoni-
cally increasing so this is the fact that approves the possibility of presence of
exponential convergence.

Figure 3: Dependency between absolute error indicator 𝜖Ω𝑛 and number of degrees of free-

dom 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 in logarithmic scale for Problem 1. a) for algorithm with indicator based on fun-

damental solution described in section 6.3 and ”maximum” criteria (6.1); b) for algorithm
with explicit error indicator from section 6.1 and ”maximum” criteria (6.1); c) for algorithm
with indicator based on fundamental solution described in section 6.3 and ”average” criteria
(6.2); d) for algorithm with explicit error indicator from section 6.1 and ”average” criteria
(6.1).

Also we can conclude from numerical examples for Problem 1: fundamental
solution-based indicator is a bit more efficient but it is not providing monotonically
convergent error. For the last example we possibly observed exponential convergence.
Comparing two criteria for element selection leads to conclusion that ”maximum”
criteria from (6.1) is a bit more efficient than ”average” criteria (6.2) but in general
they are almost identical in according to numerical results.

Problem 2: We consider boundary value problem (1.1) with the following data

𝜇 = 1, 𝛽 = 𝑒2𝑥 − 2 · 102, 𝜎 = 102(cos𝑥+ 2), 𝑓 = 103𝑒−102(𝑥−0.5)2 ,

𝛼 = 𝛾 = 108, 𝑢̄0 = 𝑢̄𝐿 = 0, 𝐿 = 1.

Algorithm parameters are: 𝑇𝑂𝐿 = 1%, 𝑝𝑚𝑎𝑥 = 9, 𝛿 = 0, 𝜃 = 0.6. Figure 4 and table 3
demonstrates algorithm behavior for Problem 2 when using indicators from sections
6.3 and 6.1 in combination with ”maximum” criteria (6.1).
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Figure 4: Approximation to solution of Problem 2 using implicit error indicator based on
fundamental solution basis which was introduced in section 6.3 (left) and explicit indicator
from 6.1 (right). Both combined with the ”maximum” criteria (6.1). The row in the bottom
of each plot shows polynomial degrees on each finite element.

Fundamental solution indicator Explicit indicator

𝑛 𝑁 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛 𝑛 𝑁 𝑁

(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛

1 7 8 19.97 118.83 0 7 8 53.86 320.53

1 12 13 16.62 96.31 0.37 1 11 12 33.56 194.66 1.16

2 15 16 3.8 27.81 7.09 2 14 15 18.85 135.13 2.58

3 17 18 5.07 48.95 -2.42 3 16 17 11.07 104.86 4.25

4 18 19 1.66 18.85 20.65 4 17 19 5.09 57.91 6.96

5 19 20 1.15 12.1 7.1 5 18 20 3.44 36.14 7.64

6 20 23 0.65 6.86 4.04 6 20 26 1.54 16.25 3.04

7 26 31 0.32 3.33 2.39 7 24 30 0.92 9.63 3.61

8 33 40 0.32 3.3381 0 8 35 44 0.48 5.02 1.7

9 37 44 0.27 2.88 1.59 9 56 69 0.22 2.34 1.69

10 37 46 0.21 2.26 5.51 10 85 101 0.11 1.24 1.6

11 42 53 0.15 1.57 2.53 11 138 160 0.06 0.66 1.35

12 58 69 0.08 0.93 1.98

average rate of convergence 2.72, average rate of convergence 2.29,
execution time 825ms execution time 1248ms

Table 3: Convergence history for Problem 2 with the ”maximum” criteria (6.1).
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As in the Problem 1 results error is not monotonic for indicator based on fun-
damental solution and it is monotonic for explicit indicator i.e. exactly the same
behavior as in the Problem 1.

Figure 5 and table 4 demonstrates algorithm behavior for Problem 1 when using
indicators from sections 6.3 and 6.1 in combination with ”average” criteria (6.2).

Figure 5: Approximation to solution of Problem 2 using implicit error indicator based on
fundamental solution basis which was introduced in section 6.3 (left) and explicit indicator
from 6.1 (right). Both combined with the ”average” criteria (6.2). The row in the bottom
of each plot shows polynomial degrees on each finite element.

Fundamental solution indicator Explicit indicator

𝑛 𝑁 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛 𝑛 𝑁 𝑁

(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 𝜖Ω𝑛 𝑟Ω𝑛 𝑝𝑛

0 7 8 9.17651 54.6 - 0 7 8 53.86 320.53

1 14 15 11.58043 67.35 0.37 1 14 15 33.33 193.88 0.76

2 25 29 10.38023 75.74 0.16 2 25 29 17.3 126.26 0.99

3 36 45 3.89025 37.63 2.23 3 37 48 8.75 84.66 1.35

4 41 51 1.96705 22.38 5.44 4 42 56 4.38 49.93 4.47

5 44 58 1.03781 10.91 4.97 5 44 60 2.19 23.11 10.02

6 49 63 0.4601 4.83 9.83 6 49 65 1.09 11.54 8.64

7 58 72 0.23279 2.43 5.1 7 60 77 0.55 5.76 4.08

8 69 83 0.11914 1.24 4.71 8 77 95 0.27 2.89 3.27

9 84 98 0.06066 0.63 4.06 9 100 119 0.14 1.48 2.96

10 129 149 0.07 0.83 2.56

average rate of convergence 2.58, average rate of convergence 2.44,
execution time 1222ms execution time 1719ms

Table 4: Convergence history for Problem 2 with the ”average” criteria (6.2).



56 Drebotiy R., Shynkarenko H.

Figure 6: Dependency between absolute error indicator 𝜖Ω𝑛 and number of degrees of free-

dom 𝑁
(𝑛)
𝑑𝑜𝑓 in logarithmic scale for Problem 2. a) for algorithm with indicator based on fun-

damental solution described in section 6.3 and ”maximum” criteria (6.1); b) for algorithm
with explicit error indicator from section 6.1 and ”maximum” criteria (6.1); c) for algorithm
with indicator based on fundamental solution described in section 6.3 and ”average” criteria
(6.2); d) for algorithm with explicit error indicator from section 6.1 and ”average” criteria
(6.1).

In general we can see from provided numerical examples that: 1) the better choice
in according to count of elements, iterations and d.o.f. reached is a combination of the
indicator from chapter 6.3 based on fundamental solution and ”maximum” criteria
(6.1); 2) there is no large difference between ”maximum” and ”average” selection
criteria; 3) if we need to have monotonic error decreasing we need to choose explicit
indicator from 6.1.

Conclusion. In this work we constructed hp-adaptive algorithm for solving the
diffusion-advection-reaction boundary value problems with self-adjoint operators. We
proved the optimality in some sense of refinement selection step used in algorithm.
Also we introduced symmetrization procedure which can be used to transform given
nonsymmetrical variational problem to equivalent symmetric problem, therefore mak-
ing possible application of constructed algorithm to nonsymmetrical problems too.
Also we studied precisely conditions which problem data needs to satisfy to make
boundary problem well-posed.

To drive adaptation process we introduce two a posteriori error estimators. For
element selection for refinement procedure we use explicit estimator, i.e. explicit
formula which gives upper bound of actual error on finite element. After elements
for refinement were selected we need to choose on each element refinement pattern:
bisection with original element order preservation or increment of polynomial degree
on element by one. For this purpose we use classic implicit error estimator (i.e. in the
form auxiliary variational problem for error function). Using explicit estimator gives
us way of homogeneous computation of per-element error, needed for proper selection
elements for refinement. Respectively, using auxiliary error problem gives us elegant
way to choose between different types of elements refinement.

In the end we present comparative analysis of numerical results obtained using
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combination of introduced algorithm with different kinds of a posteriori error estima-
tors, and element refinement criteria.
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AVERAGING SCHEME FOR CONTROLLED SYSTEMS WITH
MAXIMUM OF CONTROL FUNCTION

Кiчмаренко О. Д., Сапожнiкова К. Ю. Схема усереднення керованої си-
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системой с максимумом по управлению. В данной статье рассматривается управ-
ляемая система с максимумом по управлению. Для исследования системы применяется
метод усреднения. Разработан алгоритм соответствия управлений начальной и усред-
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Kichmarenko O. D., Sapozhnikova K. Yu. Averaging scheme for controlled

systems with maximum of control function. In this paper controlled system with

maximum of control function is considered. Averaging method is used for system research-

ing. Algorithm of correspondence between control functions of getting and averaged systems

is presented. Justification of the averaging method for controlled system with maximum of

control function is established.

Key words: controlled systems with maximum, asymptotic methods, averaging method for

controlled systems, algorithm of correspondence between control functions.

Introduction. Nowadays interest in differential equations with maximum in-
creases exponentially. For instance, it is easy to notice in the theory of automatic reg-
ulation [9]. Of course systems that describe real processes sometimes are not easy to
research. That is why it is important to find methods for getting more simple systems
that could be studied easier. It can be averaging method for controlled system that
N.N.Moiseev [4] offered in XX century. Application of the averaging method for dif-
ferential equations with maximum and controlled systems with maximum of state has
been studied extensively by O.D.Kichmarenko and V.A.Plotnikov [2], [3], [5]- [7], [10].
In this paper we present conditions for applying averaging method for controlled sys-
tems with maximum of control function.

Main Results

1.Problem statement of averaging method for controlled system with
maximum of control function. We consider motion of automatic regulation system

c○Kichmarenko O. D., Sapozhnikova K. Yu., 2014
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that is described by system of differential equation with maximum of control function
and small parameter

𝑥̇(𝑡) = 𝜀

(︂
𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) +𝐴(𝑥(𝑡))𝜙(𝑡, 𝑢(𝑡), max

𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]
𝑢(𝑠))

)︂
, 𝑥(0) = 𝑥0, (1)

where 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 is a phase vector, 𝑓 : [0, 𝐿𝜀−1] × R𝑛 → R𝑛 is 2𝜋-periodic vec-
tor function on 𝑡; 𝜀 > 0 — small parameter; 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] is a time of system
exists; 𝐴 − 𝑛 × 𝑚— matrix, 𝑎𝑖𝑗 : R𝑛 → R1; 𝜙 : [0, 𝐿𝜀−1] × 𝑈 × 𝑈 → R𝑚, —
2𝜋—periodic vector function on 𝑡; 𝑔(𝑡), 𝛾(𝑡) - are known functions and 0 6 𝑔(𝑡) 6
𝛾(𝑡) 6 𝑡; 𝑢 —is a control function, 𝑢 ∈ U, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑟); max

𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]
𝑢(𝑠) =

( max
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

(𝑢1(𝑠)), ..., max
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

(𝑢𝑟(𝑠))).

Piecewise continuous functions are considered as admissible control functions and
absolutely continuous functions as solution for problem (1).

Note that for different 𝜀 we get different 𝑢(𝑡) i.e. 𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝜀).
Let us consider the correspondence averaged problem

𝑦̇(𝑡) = 𝜀
[︀
𝑓(𝑦(𝑡)) +𝐴(𝑦(𝑡))𝑣(𝜏)

]︀
, 𝑦(0) = 𝑥0, (2)

for problem (1). Where

𝑓(𝑦(𝑡)) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡, (3)

𝑣(𝑡) is the control function such that the following condition is holds:

2𝜋(𝑖+1)∫︁
2𝜋

𝑣(𝑡)𝑑𝑡 =

2𝜋(𝑖+1)∫︁
2𝜋

𝜙(𝑡, 𝑢(𝑡), max
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑢(𝑠))𝑑𝑡, (4)

i.e.

𝑉 =

⎧⎨⎩ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜙(𝑡, 𝑢(𝑡), max
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑢(𝑠))𝑑𝑡, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈

⎫⎬⎭ .

Here 𝑉 is Auman integral [1], 𝑣 ∈ V is a set of admissible control functions of
averaged problem (2). Furthermore, note that for different 𝜀 we obtain different 𝑣(𝑡)
i.e. 𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡, 𝜀).

Average system is more simple and does not include maximum.
2.Algorithm of correspondence between control functions of getting

and averaged systems.
Establish the correspondence between control functions 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 and 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 .

i. For admissible control 𝑣 ∈ V find the correspondence admissible control 𝑢 ∈ U
in the following way:

(a) calculate points 𝑣𝑖 =
1
2𝜋

2𝜋(𝑖+1)∫︀
2𝜋𝑖

𝑣(𝑡)𝑑𝑡,
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(b) assign control 𝑢(𝑡) = {𝑢𝑖(𝑡), 2𝜋𝑖 6 𝑡 6 2𝜋(𝑖+ 1), 𝑖 = 1, 2, ..}, where 𝑢𝑖(𝑡)
can be obtained from the conditions:

arg min
𝑢(𝑡)∈𝑈

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 1

2𝜋

2𝜋(𝑖+1)∫︁
2𝜋𝑖

𝜙(𝑡, 𝑢(𝑡), max
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑢(𝑠))𝑑𝑡− 𝑣𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ . (5)

ii. For admissible control 𝑢 ∈ U find the correspondence admissible control 𝑣 ∈ V
in the following way:

(a) denote values 𝑢𝑖(𝑡) = {𝑢(𝑡), 2𝜋𝑖 6 𝑡 6 2𝜋(𝑖+ 1), 𝑖 = 1, 2, ..} calculate points

𝑤𝑖 =
1
2𝜋

2𝜋(𝑖+1)∫︀
2𝜋𝑖

𝜙(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡), max
𝑠∈[𝑔(𝑡),𝛾(𝑡)]

𝑢𝑖(𝑠))𝑑𝑡;

(b) assign control 𝑣(𝜀𝑡) = {𝑣𝑖(𝑡), 2𝜋𝑖 6 𝑡 6 2𝜋(𝑖+ 1), 𝑖 = 1, 2, ..} , where 𝑣𝑖
can be obtained from condition: arg min

𝑣∈𝑉
‖𝑤𝑖 − 𝑣‖ .

Remark. Control functions 𝑢(𝑡) in it.1(b) and 𝑣(𝑡) in it.2(b) can be determined
ambiguously.

3. Justification of averaging method for controlled system with maxi-
mum of control function.

Theorem. Suppose that in domain 𝑄 = {𝑡 > 0, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑟)}
the following conditions hold:

1) 𝑓(𝑡, 𝑥) is continuous function on 𝑡, 2𝜋— periodic and bounded by constant 𝐾1,

‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖ 6 𝐾1,

satisfy the Lipschitz condition with respect to 𝑥 and with constant 𝜆1:

‖𝑓(𝑡, 𝑥′)− 𝑓(𝑡, 𝑥′′)‖ 6 𝜆1 ‖𝑥′ − 𝑥′′‖ ;

2) 𝐴(𝑥) is bounded by constant 𝐾2 matrix s.t.:

‖𝐴(𝑥)‖ 6 𝐾2,

where ‖𝐴(𝑥)‖ is Euclidian norm, and satisfy Lipschitz condition with constant
𝜆2:

‖𝐴(𝑥′)−𝐴(𝑥′′)‖ 6 𝜆2 ‖𝑥′ − 𝑥′′‖ ;

3) 𝜙(𝑡, 𝑢, 𝑤) is 2𝜋 — periodic function and continuous with respect to 𝑡, 𝑢, 𝑤;

4) for any admissible control 𝑣(𝑡) ∈ V the corresponding trajectory 𝑦(𝑡) of the
averaged system (2), 𝑦(0) = 𝑥0 ∈ 𝐷′ is defined by 𝑡 > 0, and with its 𝜌 —
neighborhood is in domain 𝐷.

Then for any 𝐿 > 0 there exists 𝜀0 > 0, 𝐶 > 0 such that for any 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] and
𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] following statements hold:
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1) for any admissible control 𝑢 ∈ U of system (1) exists control function 𝑣 ∈ V of
system (2), such that:

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6 𝐶𝜀, (6)

where 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) are solutions of systems (1) and (2) accordingly, 𝑥(0) = 𝑦(0) ∈
𝐷′ ⊂ 𝐷.

2) for any admissible control 𝑣 ∈ V of system (2) exists control function 𝑢 ∈ U of
system (1), such that (6) is holds.

Proof.
Using the integral equations for (1) and (2), we can write:

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝜀

𝑡∫︁
0

‖𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏))− 𝑓(𝜏, 𝑦(𝜏))‖ 𝑑𝜏 + 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡∫︁
0

[︀
𝑓(𝜏, 𝑦(𝜏))− 𝑓(𝑦(𝜏))

]︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

+𝜀

𝑡∫︁
0

⃦⃦⃦⃦
[𝐴(𝑥(𝜏))−𝐴(𝑦(𝜏))]𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡∫︁
0

𝐴(𝑦(𝜏))

[︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))− 𝑣(𝜏)

]︂⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 𝑑𝜏 ≤

6 𝜀

⎧⎨⎩[𝜆1 +𝑀𝜆2]

𝑡∫︁
0

𝛿(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
0

⃦⃦
𝑓(𝜏, 𝑦(𝜏))− 𝑓(𝑦(𝜏))

⃦⃦
𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
0

⃦⃦⃦⃦
𝐴(𝑦(𝜏))

[︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠)− 𝑣(𝜏)

]︂⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏

⎫⎬⎭ , (7)

note that 𝛿(𝑡) = ‖𝑥(𝜏)− 𝑦(𝜏)‖ is the uniform metric, i.e. 𝜙(𝜏, 𝑢, 𝑤) is continuous
function with respect to 𝜏, 𝑢, 𝑤 then

‖𝜙(𝜏, 𝑢, 𝑤)‖ 6𝑀 = max
𝜏,𝑢,𝑤

‖𝜙(𝜏, 𝑢, 𝑤)‖ .

Since previous inequality (7) is justly for any 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], we get

𝛿(𝑡) 6 𝜀

⎧⎨⎩[𝜆1 +𝑀𝜆2]

𝑡∫︁
0

𝛿(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐼1 + 𝐼2

⎫⎬⎭ ,

where

𝐼1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜏, 𝑦(𝜏))− 𝑓(𝑦(𝜏))𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ,



62 Kichmarenko O. D., Sapozhnikova K. Yu.

𝐼2 =

𝑡∫︁
0

⃦⃦⃦⃦
𝐴(𝑦(𝜏))

[︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠)− 𝑣

]︂⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏.

Applying the Gronwall-Bellman lemma, we obtain:

𝜀

⎧⎨⎩[𝜆1 +𝑀𝜆2]

𝑡∫︁
0

𝛿(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐼1 + 𝐼2

⎫⎬⎭ ≤ 𝜀 (𝐼1 + 𝐼2) 𝑒
𝜀[𝜆1+𝑀𝜆2]𝜏 ≤

6 𝜀 (𝐼1 + 𝐼2) 𝑒
𝐿[𝜆1+𝑀𝜆2]. (8)

We denote 𝑡𝑖 = 2𝜋. Let 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1). Then, using the additive property of the integral,
we get for 𝐼1:

𝐼1 ≤
𝑘−1∑︁
𝑖=0

⎧⎨⎩
𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

[︀
‖𝑓(𝜏, 𝑦(𝜏))− 𝑓(𝜏, 𝑦(𝑡𝑖))‖+

⃦⃦
𝑓(𝑦(𝜏))− 𝑓(𝑦(𝑡𝑖))

⃦⃦]︀
𝑑𝜏+

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

𝑓(𝜏, 𝑦(𝑡𝑖))− 𝑓(𝑦(𝑡𝑖))𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎫⎬⎭+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

⃦⃦
𝑓(𝑦(𝜏))− 𝑓(𝑦(𝑡))

⃦⃦
𝑑𝜏 ≤

6
𝑘−1∑︁
𝑖=0

⎧⎨⎩2𝜆1

𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

‖𝑦(𝜏)− 𝑦(𝑡𝑖)‖ 𝑑𝜏 +

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

𝑓(𝜏, 𝑦(𝑡𝑖))− 𝑓(𝑦(𝑡𝑖))𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎫⎬⎭+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

⃦⃦
𝑓(𝑦(𝜏))− 𝑓(𝑦(𝜏))

⃦⃦
𝑑𝜏 ≤

≤ 2

𝑘−1∑︁
𝑖=0

⎧⎨⎩𝜆1
𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

‖𝑦(𝜏)− 𝑦(𝑡𝑖)‖ 𝑑𝜏

⎫⎬⎭+4𝜋𝐾1 6 2𝜆1𝜀(𝐾1+𝐾2𝑀)

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

(𝜏 − 2𝜋𝑖) 𝑑𝜏+4𝜋𝐾1 =

= 2𝜋𝜆1𝐿(𝐾1 +𝐾2𝑀) + 4𝜋𝐾1.

Similarly to the way of previous estimation we can write for 𝐼2:

𝐼2 ≤
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
(𝐴(𝑦(𝜏))−𝐴(𝑦(𝑡𝑖)))

(︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))− 𝑣(𝜏)

)︂⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏+

+

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
𝐴(𝑦(𝑡𝑖))

(︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))− 𝑣(𝜏)

)︂⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏+
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+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐴(𝑦(𝜏))

(︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))− 𝑣(𝜏)

)︂⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏 ≤

≤
𝑘−1∑︁
𝑖=0

⎧⎨⎩𝜆2
𝑡𝑖+1∫︁
𝑡𝑖

‖𝑦(𝜏)− 𝑦(𝑡𝑖)‖
⃦⃦⃦⃦
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))− 𝑣(𝜏)

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏

⎫⎬⎭+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐴(𝑦(𝜏))

(︂
𝜙(𝜏, 𝑢(𝜏), max

𝑠∈[𝑔(𝜏),𝛾(𝜏)]
𝑢(𝑠))− 𝑣(𝜏)

)︂⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜏.

Then, using Cauchy formula, 2) assumption of the theorem, estimation for function
𝜙 and (4) we get:

𝐼2 6 2𝜆2𝑀(𝐾1 +𝐾2𝑀)𝜋𝐿+ 4𝜋𝐾2𝑀.

So, from estimations for 𝐼1, 𝐼2 and using inequality (8), we obtain:

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ 6 𝜀𝐶,

where
𝐶 = 2𝜋 [𝐿 (𝐾1 +𝐾2𝑀) {𝜆1 + 𝜆2𝑀 + 2}] .

Theorem is proved.

Conclusion. Thus, algorithm of correspondence between control function 𝑢(𝑡)
of getting system and control function 𝑣(𝑡) of averaged system is established. Proved
theorem substantiates applying the averaging method for controlled system with max-
imum of control function.
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ON A ONE CLASS OF THE SOLUTIONS OF THE NONLINEAR
FIRST-ORDER DIFFERENTIAL EQUATION

WITH OSCILLATING COEFFICIENTS

Щоголев С. А. Про один клас розв’язкiв нелiнiйного диференцiального
рiвняння першого порядку з коливними коефiцiєнтами. Для нелiнiйного ди-
ференцiального рiвняння першого порядку, коефiцiєнти якого зображуванi у виглядi
абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiнними коефiцiєнтами та
частотою, отримано умови iснування частинного розв’язку аналогiчної структури в ре-
зонансному випадку.
Ключовi слова: диференцiальний, повiльно змiнний, ряди Фур’є.

Щёголев С. А. Об одном классе решений нелинейного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка с осциллирующими коэффициентами. Для
нелинейного дифференциального уравнения первого порядка, коэффициенты которого
представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно ме-
няющимися коэффициентами и частотой, получены условия существования частного
решения аналогичной структуры в резонапнсном случае.
Ключевые слова: дифференциальный, медленно меняющийся, ряды Фурье.

Shchogolev S. On a one class of the solutions of the nonlinear first-order

differential equation with oscillating coefficients. For the nonlinear first-order differ-

ential equation, whose coefficients are represented as an absolutely and uniformly convergent

Fourier-series with slowly varying coefficients and frequency, the condidtions of existence of

the particular solution of analogous structure are obtained at resonance case.

Key words: differential, slowly-varying, Fourier series.

Introduction. This paper is a continuation of research initiated in paper [1].
Here we using the definitions and designations from [1]. In this paper are considered
the next system of the differential equations:

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

=

2∑︁
𝑘=1

𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)𝑥𝑘 + 𝑓𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) + 𝜇𝑋𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀), 𝑥1, 𝑥2), 𝑗 = 1, 2, (1)

where 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺(𝜀0) =
{︀
𝑡, 𝜀 : 0 < 𝜀 < 𝜀0, −𝐿𝜀−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝐿𝜀−1, 0 < 𝐿 < +∞

}︀
, colon(𝑥1, 𝑥2) ∈

𝐷 ⊂ R2, 𝑎𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝑓𝑗 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), 𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃) with respect 𝑡, 𝜀, 𝜃
and analytic with respect 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷; 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) ⊂ R+. Functions 𝑎𝑗𝑘, 𝑓𝑗 , 𝑋𝑗

(𝑗, 𝑘 = 1, 2) are real, and eigenvalues of matrix (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)) have a form ±𝑖𝜔(𝑡, 𝜀),
where 𝜔 ∈ R+.

In paper [1] the conditions of existence of the particular solutions belongs to class
𝐹 (𝑚*, 𝑙*, 𝜀*, 𝜃) (𝑚* ≤ 𝑚,, 𝑙* ≤ 𝑙, 𝜀* ≤ 𝜀0) are obtained (the definitions of classes
𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃) given in [1]). It was assumed that the conditions:

inf
𝐺(𝜀0)

|𝑎12(𝑡, 𝜀)| > 0,

c○ Shchogolev S., 2014
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inf
𝐺(𝜀0)

|𝑘𝜔(𝑡, 𝜀)− 𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝛾 > 0, 𝑘 = 1, 2; 𝑛 ∈ Z,

𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝑑𝜃/𝑑𝑡, means considered noresonance case. The purpose of this paper is
to obtain analogous results in resonance case, means when eigenvalues of matrix
(𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)) have a form ±𝑖𝑟𝜙(𝑡, 𝜀), 𝑟 ∈ N. In order to simplify the presentation
instead of system (1) we consider the first-order differential equation of special kind.
The results for this equation can be easily extended to a system (1) and to the same
systems of the more general kind [2].

Main Results

1. Statement of the Problem. We consider the next first-order differential
equation:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) + 𝜇𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀), 𝑥), (2)

where 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺(𝜀0), |𝑥| ≤ 𝑑 < +∞, 𝑓 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), 𝑋 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃) with respect
𝑡, 𝜀, 𝜃 and analytic with respect 𝑥, at |𝑥| ≤ 𝑑.

We study the problem of existence of the particular solutions of the classes
𝐹 (𝑚*, 𝑙*, 𝜀*, 𝜃) (𝑚* ≤ 𝑚,, 𝑙* ≤ 𝑙, 𝜀* ≤ 𝜀0) of the equation (2).

2. Auxiliary results.
Lemma 1. Suppose we are given the following linear first-order differential equa-

tion
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆(𝑡, 𝜀)𝑥+ 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)), (3)

where 𝜆 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝑢 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃). Let condition:

inf
𝐺(𝜀0)

|Re𝜆(𝑡, 𝜀)| = 𝛾 > 0. (4)

Then the equation (3) has a particular solution 𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃) for any func-
tion 𝑢 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), and exists 𝐾0 ∈ (0,+∞) such that

‖𝑥‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃) ≤
𝐾0

𝛾
‖𝑢‖𝐹 (𝑚,𝑙,𝜀0,𝜃). (5)

Proof. We represent the function 𝑢 in the form of Fourier-series:

𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃).

The desired solution will be sought in the form of a Fourier series:

𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑥𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃). (6)

Then for coefficients 𝑥𝑛(𝑡, 𝜀) we obtain the following differential equations:

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝜎𝑛(𝑡, 𝜀)𝑥𝑛 + 𝑢𝑛(𝑡, 𝜀), 𝑛 ∈ Z, (7)

where 𝜎𝑛(𝑡, 𝜀) = 𝜆(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀).
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We consider the following solution of equation (7):

𝑥𝑛(𝑡, 𝜀) =

𝑡∫︁
±𝐿

𝜀

𝑢𝑛(𝜏, 𝜀) exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝜎𝑛(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏, (8)

where the sign in lower limit of integration coincides with the sign of Re𝜆(𝑡, 𝜀).
We consider the case 𝑚 = 0 and Re𝜆(𝑡, 𝜀) ≤ −𝛾 < 0. We have:

𝑥𝑛(𝑡, 𝜀) =

𝑡∫︁
−𝐿

𝜀

𝑢𝑛(𝜏, 𝜀) exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝜎𝑛(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏,

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑥𝑛(𝑡, 𝜀)| ≤ sup
𝐺(𝜀0)

|𝑢𝑛(𝑡, 𝜀)|
𝑡∫︁

−𝐿
𝜀

exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

Re𝜆(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏 ≤

≤ sup
𝐺(𝜀0)

|𝑢𝑛(𝑡, 𝜀)|
𝑡∫︁

−𝐿
𝜀

exp (−𝛾(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏 =

=
1

𝛾
sup
𝐺(𝜀0)

|𝑢𝑛(𝑡, 𝜀)|
(︂
1− exp

(︂
−𝛾
(︂
𝑡+

𝐿

𝜀

)︂)︂)︂
<

1

𝛾
sup
𝐺(𝜀0)

|𝑢𝑛(𝑡, 𝜀)|. (9)

It is easy to show that a similar estimate holds in the case Re𝜆(𝑡, 𝜀) ≥ 𝛾 > 0.
Thus in case 𝑚 = 0 Lemma are proved. For the case 𝑚 ≥ 1 using arguments similar
to those given in [3], and using estimation (9), we obtain the Lemma.

We suppose, that

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑑𝜃 = 0 ∀ (𝑡, 𝜀) ∈ 𝐺(𝜀0). (10)

We consider the function:

𝜉0(𝑡, 𝜀, 𝜃) =𝑀0(𝑡, 𝜀) + ̃︀𝜉(𝑡, 𝜀, 𝜃),
where ̃︀𝜉(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝐿[𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃)] =

∞∑︁
𝜈=−∞
(𝜈 ̸=0)

Γ𝑛[𝑓 ]

𝑖𝑛𝜙
exp(𝑖𝑛𝜃),

and function 𝑀0(𝑡, 𝜀) are defined as the root of equation:

𝑃 (𝑡, 𝜀,𝑀) =

2𝜋∫︁
0

𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑀 + ̃︀𝜉(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑑𝜃 = 0. (11)

Lemma 2. Let the equation (2) such that:
1) the function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) satisfy condition (10);
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2) the equation (11) has a root 𝑀0(𝑡, 𝜀) such that

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
Re
𝜕𝑃 (𝑡, 𝜀,𝑀0)

𝜕𝑀

⃒⃒⃒⃒
= 𝛾0 > 0. (12)

Then exists 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0) such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1) exists the non-degenerate transfor-
mation of kind

𝑥 = 𝜓1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜓2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑦,

where 𝜓1, 𝜓2 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), reducing the equation (2) to kind:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝜇𝜆0(𝑡, 𝜀)𝑦 + 𝜇2𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑦 + 𝜇𝜀𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑦+

+𝜀𝑐(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑑(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑦, 𝜇), (13)

where 𝜆0 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), 𝑟, 𝑑 ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), function 𝑌 belong to
class 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃) with respect 𝑡, 𝜀, 𝜃 and contain terms not lower than second order
with respect 𝑦.

Proof. We make in the equation (2) the substitution:

𝑥 = 𝜉0(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑧, (14)

where 𝑧 – the new unknown function, for which we obtain the equation:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝜀𝑔(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇ℎ(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑧 + 𝜇𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑧, 𝜇), (15)

where

𝑔 = −1

𝜀

𝜕𝜉0
𝜕𝑡

∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), ℎ = 𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑀0 + ̃︀𝜉) ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃),

𝑝 =
𝜕𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑀0 + ̃︀𝜉)

𝜕𝑥
∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), 𝑍 =

1

2

𝜕2𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉0 + 𝜈𝑧)

𝜕𝑥2
𝑧2 (0 < 𝜈 < 1).

By condition (11) we have:

Γ0[ℎ(𝑡, 𝜀, 𝜃)] ≡ 0.

We make in equation (15) the substitution:

𝑧 = 𝜇𝑧0(𝑡, 𝜀, 𝜃) + ̃︀𝑧, (16)

where 𝑧0 = 𝐿[ℎ(𝑡, 𝜀, 𝜃)] ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), and ̃︀𝑧 – new unknown function. We obtain:

𝑑̃︀𝑧
𝑑𝑡

= 𝜀𝑐1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑑1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃)̃︀𝑧+
+𝜇2𝑞(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)̃︀𝑧 + 𝜇 ̃︀𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑧, 𝜇), (17)

where

𝑐1 = −𝜇
𝜀

𝜕𝑧0
𝜕𝑡

+ 𝑔 ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), 𝑑1 = 𝑝𝑧0 +
1

𝜇
𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇𝑧0, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀, 𝜃),
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𝑞 =
1

𝜇

𝜕𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇𝑧0, 𝜇)

𝜕𝑧
∈ 𝐹 (𝑚, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), ̃︀𝑍 =

1

2

𝜕2𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇𝑧0 + 𝜈1̃︀𝑧, 𝜇)
𝜕𝑧2

̃︀𝑧2 (0 < 𝜈1 < 1).

We make in equation (17) the transformation:

̃︀𝑧 = (1 + 𝜇 ̃︀𝜓(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑦, (18)

where ̃︀𝜓 = 𝐿[𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃)]. For sufficiently small 𝜇 this transformation is non-degenerate,
and as result of its application we obtain the equation (13), in which:

𝜆0(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃)], (19)

𝑐 = (1 + 𝜇 ̃︀𝜓)−1𝑐1, 𝑑 = (1 + 𝜇 ̃︀𝜓)−1𝑑1, 𝑟 = (1 + 𝜇 ̃︀𝜓)−1
(︁
𝑝 ̃︀𝜓 − 𝑞(1 + 𝜇 ̃︀𝜓)− ̃︀𝜓𝜆0)︁ ,

𝑣 = −1

𝜀
(1 + 𝜇 ̃︀𝜓)−1 𝜕

̃︀𝜓
𝜕𝑡
, 𝑌 = (1 + 𝜇 ̃︀𝜓)−1 ̃︀𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜃, (1 + ̃︀𝜓)𝑦, 𝜇).

Lemma 2 are proved.
3. Principal results.
Theorem. Let the equation (2) satisfy condidtions of Lemma 2. Then exists

𝜇2 ∈ (0, 𝜇0), 𝜀1(𝜇) ∈ (0, 𝜀0) such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇2), 𝜀 ∈ (0, 𝜀1(𝜇)) the equation (2)
has a perticular solution 𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀1(𝜇), 𝜃).

Proof. Based on Lemma 2 for sufficienly small 𝜇 we reduce the equation (2) to
the equation (13). In equation (13) we make the sustitution:

𝑦 =
𝜀+ 𝜇2

𝜇
̃︀𝑦, (20)

where ̃︀𝑦 – new unknown function. Since the function 𝑌 contain the terms njt lower
the second order with respect 𝑦, we obtain:

𝑑̃︀𝑦
𝑑𝑡

= 𝜇𝜆0(𝑡, 𝜀)̃︀𝑦 + 𝜇2𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)̃︀𝑦 + 𝜇𝜀𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)̃︀𝑦+
+

𝜀𝜇

𝜀+ 𝜇2
𝑐(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇3

𝜀+ 𝜇2
𝑑(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

(︀
𝜀+ 𝜇2

)︀ ̃︀𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑦, 𝜇). (21)

Consider corresponding to equation (21) the linear nonhomogeneous equation:

𝑑̃︀𝑦0
𝑑𝑡

= 𝜇𝜆0(𝑡, 𝜀)̃︀𝑦0 + 𝜀𝜇

𝜀+ 𝜇2
𝑐(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇3

𝜀+ 𝜇2
𝑑(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇). (22)

Based on (19) and condidtion (12) we have:

inf
𝐺(𝜀0)

|Re𝜆0(𝑡, 𝜀)| > 0.

Then based on Lemma 1 the equation (22) has a particular solution ̃︀𝑦0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈
𝐹 (𝑚− 1, 𝑙, 𝜀0, 𝜃), and exists 𝐾1 ∈ (0,+∞) such that:

‖̃︀𝑦0‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀0,𝜃) ≤ 𝐾1

(︂
𝜀

𝜀+ 𝜇2
‖𝑐‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀0,𝜃) +

𝜇2

𝜀+ 𝜇2
‖𝑑‖𝐹 (𝑚−1,𝑙,𝜀0,𝜃)

)︂
.
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We construct the process of successive approximations, defining as initial approx-
imation ̃︀𝑦0, and subsequent approximations defining as solutions from class 𝐹 (𝑚 −
1, 𝑙𝜀0, 𝜃) of the equations:

𝑑̃︀𝑦𝑠+1

𝑑𝑡
= 𝜇𝜆0(𝑡, 𝜀)̃︀𝑦𝑠+1 + 𝜇2𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)̃︀𝑦𝑠 + 𝜇𝜀𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)̃︀𝑦𝑠 ++

𝜀𝜇

𝜀+ 𝜇2
𝑐(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+
𝜇3

𝜀+ 𝜇2
𝑑(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

(︀
𝜀+ 𝜇2

)︀ ̃︀𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑦𝑠, 𝜇), 𝑠 = 0, 1, 2, . . . . (23)

Using techniques contraction mapping principle [4] it is easy to show that exists
𝜇2 ∈ (0, 𝜇0) and 𝜀2(𝜇) = 𝐾2𝜇, where 𝐾2 – sufficiently small constant, such that
∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇2), ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝜀2(𝜇)) the process (23) converges to the solution ̃︀𝑦(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) of
the equation (21), From its based on (21) and Lemma 2 we obtain the theorem.

Conclusion. Thus, for the equation (2) with the oscillating coefficients the suffi-
cient conditions of the existence of the solution which represented by a Fourier-series
with slowly varying coefficients and frequency are obtained in a one critical case.
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Vityuk A. N., Mykhailenko A. V. Boundary-value problem for differential

equation with mixed Riemann—Liouville derivative of fractional order. In this

paper, we find a sufficient condition for solvability of boundary-value problem for differential

equation with mixed Riemann-Liouville derivative of fractional order.

Key words: left-sided mixed Riemann—Liouville derivative, fractional order, existence and

uniqueness theorem.

Introduction. Let 𝑃 = [0, 𝑎]× [0, 𝑏], 0 < 𝑎, 𝑏 <∞, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝑟 = (𝛼;𝛽),Θ =
(0; 0). By C(P) we denote the space of continuous functions 𝑓 : 𝑃 → 𝑅 with the norm

‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶 = max
𝑃

|𝑓(𝑥, 𝑦)|.

By 𝐴𝐶(𝑃 ) and 𝐿(𝑃 ) we denote the space of absolutely continuous and summable
by Lebesgue functions 𝑓 : 𝑃 → 𝑅 accordingly. The following expression

𝜑𝛼(𝑥) = 𝐼𝛼0 𝜑(𝑥) =
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1𝜑(𝑡)𝑑𝑡,

where Γ(·) is the gamma-function of Euler, is called [1,2] left-sided Riemann—Liouville
integral of order 𝛼. Let 𝛼 = [𝛼] + 𝛼, 𝑛 = [𝛼] + 1. Then the expression

𝐷𝛼
0 𝜑(𝑥) =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛 ∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑛−𝛼−1𝜑(𝑡)𝑑𝑡

c○Vityuk A. N., Mykhailenko A. V., 2014
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is called [1, S2,p.42],[2, S1.1, p.9] the left-sided fractional derivative of Riemann—
Liouville of order 𝛼 of function 𝜑 : [0, 𝑎] → 𝑅. Left-sided mixed integral and derivative
of order r are defined as follows [1, S24, p.340]:

𝐼𝛼0,𝑥𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡,

𝐼𝛽0,𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛽)

∫︁ 𝑦

0

(𝑦 − 𝑠)𝛽−1𝑓(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠,

𝑓𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝐼
(𝛼,𝛽)
Θ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐼𝑟Θ𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐼𝛼0,𝑥𝐼

𝛽
0,𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) =

=
1

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1(𝑦 − 𝑠)𝛽−1𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,

𝐷𝛼
0,𝑥𝑓(𝑥, 𝑦) =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛 ∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡,

𝐷𝑟
Θ𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐷𝛼

0,𝑥𝐷
𝛽
0,𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) =

=
1

Γ(𝑛− 𝛼) · Γ(𝑚− 𝛽)
· 𝜕𝑛+𝑚

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑚

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑥− 𝑡)𝑛−𝛼−1(𝑦 − 𝑠)𝑚−𝛽−1𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,

where 𝑛 = [𝛼]+1,𝑚 = [𝛽]+1. Elliptic boundary-value problems with area boundary
conditions are comprehensively studied. First results dedicated to the research of
hyperbolic boundary-value problems with area boundary conditions were obtained in
papers [3-6]. The research of following boundary-value problem

𝜕4𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
= 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)), (1.1)

𝑧(𝑖, 𝑦) = 𝑧(𝑥, 𝑗) = 0, 0 6 𝑥, 𝑦 6 1; 𝑖, 𝑗 = 0, 1 (1.2)

began in [3]. In [8] were established that this problem is equivalent to the solution
of some Fredholm integral equation. Based on this equivalence in [7] the numerical
method of solution of this problem was constructed.

In [9] the conditions of existence and uniqueness of solution of differential inclusion

𝜕4𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
∈ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))

that satisfies the conditions (1.2) were obtained and its properties were studied.
In [6] the following boundary-value problem was considered,

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
−𝐴(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏),

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑎

=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 0,
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and for this problem Green’s function 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠) was constructed such that

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡.

Let now 0 < 𝛼, 𝛽 6 1, 𝑝 = (1 + 𝛼; 1 + 𝛽), 𝑞 = (1 − 𝛼; 1 − 𝛽). In [10] the following
boundary-value problem were considered

𝐷𝑝
Θ𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝐷𝑟

Θ𝑢(𝑥, 𝑦)),

𝑢𝑞(𝑥, 0) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑏) = 𝑢𝑞(0, 𝑦) = 𝑢𝑞(𝑎, 𝑦) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑦 6 𝑏.

The sufficient conditions of existence and uniqueness of solution of this problem were
received. The present paper deals with conditions of solvability of the boundary-value
problem

𝐷𝑝
Θ𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐹 [𝑢(𝑥, 𝑦)] ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦)), (1.3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑏) = 𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0; 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑦 6 𝑏. (1.4)

Main Results.

2. Preliminaries. In this section we introduce notations, definitions and pre-
liminary facts which are used thoughout this paper.

Definition 2.1 ([11]) Continuous function 𝑧(𝑥, 𝑦) : 𝑃 → 𝑅 is called absolutely
continuous if and only if it can be presented as follows

𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑦)− 𝑧(0, 0) +

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

𝑣(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,

where 𝑧1(𝑥) ∈ 𝐴𝐶([0, 𝑎]), 𝑧2(𝑦) ∈ 𝐴𝐶([0, 𝑏]), 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿(𝑃 ).
Definition 2.2 ([1, S1, p.21]) Function 𝑢(𝑥) : 𝐽 → 𝑅, 𝐽 = [𝑎, 𝑏] belongs to the set

𝐴𝐶𝑛(𝐽), if 𝑢(𝑘)(𝑥) ∈ 𝐴𝐶(𝐽), 𝑘 = 0, 𝑛− 1.

Let 𝐷𝑘
𝑥𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝜕2𝑘𝑢(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

, 𝑘 = 0, 1, . . . (𝐷0
𝑥𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦)).

By 𝐴𝐶𝑛(𝑃 ) we denote class of functions 𝑣(𝑥, 𝑦) : 𝑃 → 𝑅 such that 𝐷𝑘
𝑥𝑦𝑣(𝑥, 𝑦) ∈

𝐴𝐶(𝑃 ), 𝑘 = (0, 𝑛− 1).
Lemma 2.1 ([12]) Let 𝜎1, 𝜎2 are any positive numbers and 0 6 𝜏 6 1. Then

|𝜎𝜏1 − 𝜎𝜏2 | ≤ |𝜎1 − 𝜎2|𝜏 .

Lemma 2.2 Let 𝑢(𝑥) ∈ 𝐴𝐶([0, 𝑎]), 𝑣(𝑦) ∈ 𝐴𝐶([0, 𝑏]) and 𝑢(0) = 𝑣(0). Then
𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥) · 𝑣(𝑦) ∈ 𝐴𝐶(𝑃 ).

We consider a boundary-value problem

𝐷1+𝛼
0 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥), (2.1)

𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0, (2.2)

where 𝑓(𝑥) is a measurable function.
For the solution of boundary-value problem we name function 𝑦(𝑥) : [0, 𝑎] → 𝑅, so

that 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶([0, 𝑎]), 𝑦1−𝛼(𝑥) ∈ 𝐴𝐶2([0, 𝑎]), satisfies the boundary-value conditions
(2.2) and differential equation (2.1) for almost all 𝑥 ∈ [0; 𝑎].
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Lemma 2.3 ([14]) Let 𝑓(𝑥) : [0, 𝑎] → 𝑅 be a measurable function and |𝑓(𝑥)| 6𝑀 .
Then the solution of boundary-value problem (2.1), (2.2) is represented as follows:

𝑦(𝑥) =

∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

where

𝐺(𝑥, 𝑡) =

[︃
− (𝑥(𝑎−𝑡))𝛼−(𝑎(𝑥−𝑡))𝛼

𝑎𝛼Γ(1+𝛼) , 0 6 𝑡 6 𝑥

− (𝑥(𝑎−𝑡))𝛼
𝑎𝛼·Γ(1+𝛼) , 𝑥 6 𝑡 6 𝑎.

3. Existence of solutions. Consider a boundary-value problem

𝐷𝑝
Θ𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥, 𝑦), 𝑤(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑃 ), (3.1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑎;𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑏. (3.2)

Definition 3.1 Continuous function 𝑢(𝑥, 𝑦) : 𝑃 → 𝑅, so that 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶2(𝑃 ),
satisfies the boundary-value conditions (3.2) and differential equation (3.1) for (𝑥, 𝑦) ∈
𝑃 is called the solution of boundary-value problem (3.1), (3.2).

Lemma 3.1 The solution of boundary-value problem (3.1), (3.2) is represented
as follows

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

Φ(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠)𝑤(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,

where Φ(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠) = 𝐺(𝑥, 𝑡) ·𝐺(𝑦, 𝑠),

𝐺(𝑦, 𝑠) =

⎡⎣ − (𝑦(𝑏−𝑠))𝛽−(𝑏(𝑦−𝑠))𝛽)
𝑏𝛽 ·Γ(1+𝛽) , 0 6 𝑠 6 𝑦,

− (𝑦(𝑏−𝑠))𝛽
𝑏𝛽 ·Γ(1+𝛽) , 𝑦 6 𝑠 6 𝑏.

Proof. Assume that 𝑢(𝑥, 𝑦) is the solution of boundary-value problem (3.1), (3.2)
and

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐷1+𝛽
0,𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) =

1

Γ(1− 𝛽)

𝜕2

𝜕𝑦2

∫︁ 𝑦

0

(𝑦 − 𝑠)−𝛽𝑢(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠. (3.3)

As 𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0 for 𝑦 ∈ [0, 𝑏] then

𝑣(0, 𝑦) = 𝑣(𝑎, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑏. (3.4)

Take into account that 𝑢(𝑥, 𝑦) is the solution of boundary-value problem (3.1), (3.2).
Then

𝐷𝑝
𝜃𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐷1+𝛼

0,𝑥 𝐷1+𝛽
0,𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐷1+𝛼

0,𝑥 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃.

Consequently at any fixed 𝑦 ∈ [0, 𝑏] function 𝑣(𝑥, 𝑦) is the solution of the equation

𝐷1+𝛼
0,𝑥 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥, 𝑦). (3.5)

Under lemma 2.3 the solution of boundary-value problem (3.5), (3.4) is represented
as follows

𝑣(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑡, 𝑦) ≡ 𝛿(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑏]. (3.6)
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From (3.3), (3.2) it follows that at any 𝑥 ∈ [0, 𝑎]

𝐷1+𝛽
0,𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥, 𝑦), (3.7)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0. (3.8)

Thereby 𝑢(𝑥, 𝑦) under lemma 2.3 can be presented as follows

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑏

0

𝐺(𝑦, 𝑠)𝛿(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑏

0

𝐺(𝑦, 𝑠)

(︂∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

Φ(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠)𝑤(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡.

Consider a boundary-value problem (1.3), (1.4). The solution of this problem is such
a continuous function 𝑢(𝑥, 𝑦) : 𝑃 → 𝑅 that 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶2(𝑃 ) and that satisfies the
condition (1.4) and differential equation (1.3) for (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃.

Theorem 3.1 Suppose that function 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢) : 𝑃 × 𝑅 → 𝑅 is continuous and
|𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢)| 6𝑀 . Then boundary-value problem (1.3), (1.4) is equivalent to the inte-
gral equation

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

Φ(𝑥, 𝑦; 𝑡, 𝑠)𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑡, 𝑠))𝑑𝑠𝑑𝑡. (3.9)

Proof. Let 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑃 ) be solution of boundary-value problem (1.3), (1.4).
Then 𝐹 [𝑢(𝑥, 𝑦)] ∈ 𝐶(𝑃 ) and according to lemma 3.1 𝑢(𝑥, 𝑦) is represented by (3.9).

Suppose now that 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑃 ) is the solution of integral equation (3.9) and
let’s prove that 𝑢(𝑥, 𝑦) is the solution of boundary-value problem (1.3), (1.4). For
(𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎)× (0, 𝑏)

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

𝑎𝛼𝑏𝛽Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)

(︂∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

((𝑥(𝑎− 𝑡)𝛼 − (𝑎(𝑥− 𝑡))𝛼) ·
(︀
(𝑦(𝑏− 𝑠)𝛽−

−(𝑏(𝑦 − 𝑠))𝛽
)︀
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+

∫︁ 𝑎

𝑥

∫︁ 𝑦

0

(𝑥(𝑎−𝑡))𝛼
(︀
(𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽 − (𝑏(𝑦 − 𝑠))𝛽

)︀
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑏

𝑦

((𝑥(𝑎− 𝑡))𝛼 − (𝑎(𝑥− 𝑡))𝛼) (𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

𝑥

∫︁ 𝑏

𝑦

(𝑥(𝑎− 𝑡))𝛼(𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡 =

=
1

𝑎𝛼𝑏𝛽Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)

[︂∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑥(𝑎− 𝑡))𝛼(𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑥(𝑎−𝑡))𝛼(𝑏(𝑦−𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡−
∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑎(𝑥−𝑡))𝛼(𝑦(𝑏−𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑎(𝑥−𝑡))𝛼(𝑏(𝑦−𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+
∫︁ 𝑎

𝑥

∫︁ 𝑦

0

(𝑥(𝑎−𝑡))𝛼(𝑦(𝑏−𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑎

𝑥

∫︁ 𝑦

0

(𝑥(𝑎−𝑡))𝛼(𝑏(𝑦−𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡?+
∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑏

𝑦

(𝑥(𝑎−𝑡))𝛼(𝑦(𝑏−𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡−
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−
∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑏

𝑦

(𝑎(𝑥− 𝑡))𝛼(𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

𝑥

∫︁ 𝑏

𝑦

(𝑥(𝑎− 𝑡))𝛼(𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡 (3.10)

In (3.10) the summands are grouped like this: the first, the fifth, the seventh and
the ninth; the second and the sixth; the third and the eighth; the fourth. We receive

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝛼𝑦𝛽

𝑎𝛼𝑏𝛽Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

(𝑎− 𝑡)𝛼(𝑏− 𝑠)𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡−

𝑥𝛼

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑎− 𝑡)𝛼(𝑦 − 𝑠)𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡−

− 𝑦𝛽

𝑏𝛽Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑏

0

(𝑥− 𝑡)𝛼(𝑏− 𝑠)𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡+

+
1

Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑥− 𝑡)𝛼(𝑦 − 𝑠)𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡. (3.11)

Then we prove that 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐼
(1−𝛼;1−𝛽)
𝜃 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶2(𝑃 ). Direct computation

results

𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦𝛾 − 𝑥

𝑎𝛼

∫︁ 𝑦

0

(𝑦 − 𝜏)

(︂∫︁ 𝑎

0

(𝑎− 𝑧)𝛼𝐹 [𝑢(𝑧, 𝜏)]𝑑𝑧

)︂
𝑑𝜏−

− 𝑦

𝑏𝛽

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑧)

(︃∫︁ 𝑏

0

(𝑏− 𝜏)𝛽𝐹 [𝑢(𝑧, 𝜏)]𝑑𝜏

)︃
𝑑𝑧+ 𝐼

(2;2)
𝜃 𝐹 [𝑢(𝑥, 𝑦)] ≡ 𝐴1−𝐴2−𝐴3+𝐴4,

(3.12)
where

𝛾 =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

(𝑎− 𝑡)𝛼(𝑏− 𝑠)𝛽𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡,

𝐼
(2;2)
𝜃 𝐹 [𝑢(𝑥, 𝑦)] =

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

(𝑥− 𝑡)(𝑦 − 𝑠)𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡.

If 𝜑(𝜏) =
∫︀ 𝑎
0
(𝑎− 𝑧)𝛼𝐹 [𝑢(𝑧, 𝜏)]𝑑𝑧, then 𝐴2 = 𝑥

𝑎𝛼

∫︀ 𝑦
0
(𝑡− 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏.

Since 𝜑(𝜏) ∈ 𝐶([0, 𝑏]), then
∫︀ 𝑦
0
(𝑦− 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐴𝐶([0, 𝑏]) and by lemma 2.2 𝐴2 ∈

𝐴𝐶(𝑃 ). It is obvious that 𝐴1, 𝐴3, 𝐴4 ∈ 𝐴𝐶(𝑃 ). Consequently, 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶(𝑃 ).
Next, prove that 𝐷𝑥𝑦𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶(𝑃 ). Really, by (3.12) we receive

𝐷𝑥𝑦𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝛾 − 1

𝑎𝛼

∫︁ 𝑦

0

𝜑(𝜏)𝑑𝜏 − 1

𝑏𝛽

∫︁ 𝑥

0

𝜓(𝑧)𝑑𝑧 +

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑦

0

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝑡,

where

𝜓(𝑧) =

∫︁ 𝑏

0

(𝑏− 𝜏)𝐹 [𝑢(𝑧, 𝜏)]𝑑𝜏.

It is obvious that 𝐷𝑥𝑦𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶(𝑃 ). Consequently, 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶2(𝑃 ).Applying
(3.11) we will convince that 𝑢(𝑥, 𝑢) satisfy boundary-value condition (1.4). In addi-
tion, 𝐷𝑝

𝜃𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐷2
𝑥𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐹 [𝑢(𝑥, 𝑦)] for (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃 . Theorem 3.1 is proved.
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Theorem 3.2 Assume that function 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢) : 𝑃 × 𝑅 → 𝑅 satisfies conditions
of theorem 3.1 and Lipschitz condition |𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢)− 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑣)| 6 𝐿|𝑢− 𝑣|, at that

𝜌 =
𝑎1+𝛼𝑏1+𝛽 · 𝐿

4𝛼+𝛽 · Γ(1 + 𝛼) · Γ(1 + 𝛽)
< 1.

Then in the area 𝑃 the unique solution of boundary-value problem (1.3), (1.4) exists.
Proof : For 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑃 ) we define operator 𝑇𝑢

𝑇𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

Φ(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) · 𝐹 (𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑡, 𝑠))𝑑𝑠𝑑𝑡.

Now prove that 𝑇 : 𝐶(𝑃 ) → 𝐶(𝑃 ). Let 𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑢(𝑥, 𝑦) and 0 6 𝑥1 < 𝑥2 6 𝑎, 0 6
𝑦 6 𝑏. Then

|𝑤(𝑥2, 𝑦)− 𝑤(𝑥1, 𝑦)| 6𝑀
∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)| · |𝐺(𝑦, 𝑠)|𝑑𝑠𝑑𝑡,

at that ∫︁ 𝑏

0

|𝐺(𝑦, 𝑠)|𝑑𝑠 =
∫︁ 𝑦

0

|𝐺(𝑦, 𝑠)|𝑑𝑠+
∫︁ 𝑏

𝑦

|𝐺(𝑦, 𝑠)|𝑑𝑠 ≡ 𝐵1 +𝐵2.

Applying lemma 2.1 we receive

𝐵1 =
1

𝑏𝛽 · Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑦

0

⃒⃒
(𝑦(𝑏− 𝑠))𝛽 − (𝑏(𝑦 − 𝑠))𝛽

⃒⃒
𝑑𝑠 6

1

𝑏𝛽 · Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑦

0

((𝑏−𝑦)𝑠)𝛽𝑑𝑠 ≤

6
1

𝑏𝛽 · Γ(1 + 𝛽)

∫︁ 𝑦

0

𝑏𝛽𝑠𝛽𝑑𝑠 =
𝑦𝛽+1

(𝛽 + 1) · Γ(𝛽 + 1)
6

𝑏𝛽+1

Γ(𝛽 + 2)
;

𝐵2 =
1

𝑏𝛽 · Γ(𝛽 + 1)

∫︁ 𝑏

𝑦

(𝑦(𝑏−𝑠))𝛽 6 1

Γ(𝛽 + 1)

∫︁ 𝑏

𝑦

(𝑏−𝑠)𝛽𝑑𝑠 = (𝑏− 𝑦)𝛽+1

Γ(𝛽 + 1)
6

𝑏𝛽+1

Γ(𝛽 + 2)
.

Consequently, ∫︁ 𝑏

0

|𝐺(𝑦, 𝑠)|𝑑𝑠 6 𝐵,𝐵 =
2𝑏𝛽+1

Γ(𝛽 + 2)
.

Now

|𝑤(𝑥2, 𝑦)− 𝑤(𝑥1, 𝑦)| ≤
2𝑀𝑏𝛽+1

Γ(𝛽 + 2)

(︂∫︁ 𝑥1

0

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)|𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑥2

𝑥1

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)|𝑑𝑡+
∫︁ 𝑏

𝑥2

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)|𝑑𝑡

)︃
≡ 𝐾1 +𝐾2 +𝐾3.

On application of lemma 2.1 we receive

𝐾1 6
𝑀

𝑎𝛼 · Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑥1

0

(((𝑥2(𝑎− 𝑡))𝛼 − (𝑥1(𝑎− 𝑡))𝛼) + ((𝑎(𝑥2 − 𝑡))𝛼 −

− (𝑎(𝑥1 − 𝑡))𝛼)) 𝑑𝑡 ≤ 2𝑀𝐵𝑎𝛼+1(𝑥2 − 𝑥1)
𝛼

𝑎𝛼Γ(𝛼+ 1)
=

2𝑀𝐵𝑎

Γ(𝛼+ 1)
(𝑥2 − 𝑥1)

𝛼;
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𝐾2 6
𝑀𝐵

𝑎𝛼 · Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑥2

𝑥1

|(𝑥2(𝑎− 𝑡))𝛼 + (𝑎1(𝑥2 − 𝑡))𝛼 − (𝑥1(𝑎− 𝑡)𝛼)|𝑑𝑡 ≤

6
𝑀𝐵

𝑎𝛼 · Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑥2

𝑥1

((𝑎− 𝑡)𝛼(𝑥𝛼2 − 𝑥𝛼1 ) + 𝑎𝛼(𝑥2 − 𝑡)𝛼)𝑑𝑡 ≤

6
𝑀𝐵

Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑥2

𝑥1

((𝑥2 − 𝑥1)
𝛼 + (𝑥2 − 𝑡)𝛼)𝑑𝑡 ≤ 𝑀𝐵

Γ(𝛼+ 1)
(𝑎(𝑥2 − 𝑥1)

𝛼+

+
(𝑥2 − 𝑥1)

𝛼+1

Γ(𝛼+ 1)
≤ 𝑀𝐵

Γ(1 + 𝛼)
(𝑎(𝑥2 − 𝑥1)

𝛼 + 𝑎(𝑥2 − 𝑥1)
𝛼) ≤ 2𝑎𝑀𝐵

Γ(𝛼+ 1)
;

𝐾3 6
𝑀𝐵

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑎

𝑥2

(𝑥𝛼2 −𝑥𝛼1 )(𝑎− 𝑡)𝛼𝑑𝑡 6
𝑀𝐵𝑎

Γ(1 + 𝛼)
(𝑥𝛼2 −𝑥𝛼1 ) 6

𝑀𝐵𝑎

Γ(1 + 𝛼)
(𝑥2−𝑥1)𝛼.

So,

|𝑤(𝑥2, 𝑦)− 𝑤(𝑥1, 𝑦)| ≤
5𝑀𝐵𝑎

Γ(1 + 𝛼)
(𝑥2 − 𝑥1)

𝛼.

By analogy for 0 6 𝑦1 < 𝑦2 6 𝑏, 0 6 𝑥 6 𝑏 we receive

|𝑤(𝑥, 𝑦2)− 𝑤(𝑥, 𝑦1)| 6
5𝑀𝐴𝑏

Γ(1 + 𝛽)
(𝑦2 − 𝑦1)

𝛽 , 𝐴 =
2𝑎𝛼+1

Γ(2 + 𝛼)
.

For 𝜀 > 0, if |𝑥1 − 𝑥2| 6 𝛿, |𝑦1 − 𝑦2| 6 𝛿, where

𝛿 = max

(︂
𝜀Γ(1 + 𝛼)

10𝑎𝑀𝐵
,
𝜀Γ(1 + 𝛽)

10𝑏𝑀𝐴

)︂
,

then |𝑤(𝑥1, 𝑦1)−𝑤(𝑥2, 𝑦2)| ≤ 𝜀. In theorem 3.1 it is proved that if 𝑢(𝑥, 𝑦) is the solution
of integral equation (3.10), then 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶2(𝑃 ). By analogy it is possible to prove
that 𝑤𝑞(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝐶2(𝑃 ).

Consequently, the fixed point of operator 𝑇 will be the solution of boundary-value
problem (1.3), (1.4). Next, prove that operator 𝑇 : 𝐶(𝑃 ) → 𝐶(𝑃 ) is compressive
operator. Let 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑃 ), 𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑢𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘 = 1, 2.

Then for (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃

|𝑤1(𝑥, 𝑦)− 𝑤2(𝑥, 𝑦)| ≤
𝐿𝑎𝛼+1 · 𝑏𝛽+1

4𝛼+𝛽Γ(1 + 𝛼)Γ(1 + 𝛽)
‖𝑢1(𝑥, 𝑦)− 𝑢2(𝑥, 𝑦)‖𝐶 , (3.13)

since

|𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝑎𝛼

4𝛼 · Γ(1 + 𝛼)
, |𝐺(𝑦, 𝑠)| 6 𝑏𝛽

4𝛽 · Γ(1 + 𝛽)
.

Hereby, from (3.13)

‖𝑇𝑢1(𝑥, 𝑦)− 𝑇𝑢2(𝑥, 𝑦)‖𝐶 6 𝜌‖𝑢1(𝑥, 𝑦)− 𝑢2(𝑥, 𝑦)‖𝐶 ,

notably operator 𝑇 : 𝐶(𝑃 ) → 𝐶(𝑃 ) is compressive operator. Consequently, operator
𝑇 has the unique fixed point that will be the solution of boundary-value problem
(1.3), (1.4). Theorem 3.2 is proved.

Conclusion. In this paper was found a sufficient condition for solvability of
boundary-value problem for differential equation with mixed Riemann—Liouville deriva-
tive of fractional order.
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БЫСТРОЕ ВРАЩЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИ НЕСИММЕТРИЧНОГО
СПУТНИКА В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ

Рачинська А. Л. Швидке обертання динамiчно несиметричного супутни-
ка у гравiтацiйному полi. Вивчається швидкий обертальний рух вiдносно центру
мас динамiчно несиметричного супутника у гравiтацiйному полi. Рух вiдбувається по
елiптичнiй орбiтi. Проведено чисельне дослiдження годографа вектора кiнетичного мо-
менту у тривимiрному просторi.
Ключовi слова: супутник, гравiтацiйний момент, вектор кiнетичного моменту, годо-
граф.

Рачинская А. Л. Быстрое вращение динамически несимметричного спут-
ника в гравитационном поле. Изучается быстрое вращательное движение относи-
тельно центра масс динамически несимметричного спутника в гравитационном поле.
Движение происходит по эллиптической орбите. Проведено численное исследование го-
дографа вектора кинетического момента в трехмерном пространстве.
Ключевые слова: спутник, гравитационный момент, вектор кинетического момента,
годограф.

Rachinskaya A. L. The rapid rotation of a dynamically asymmetric satel-

lite in a gravitational field. We study the rapid rotary motion of the mass center of a

dynamically asymmetric satellite in a gravitational field. The motion occurs in an elliptical

orbit. A numerical study of the vector locus kinetic moment in three dimensions.

Key words: satellite, gravity moment, the angular momentum vector, hodograph.

Введение. Рассмотрим движение спутника относительно центра масс под
действием момента сил гравитационного притяжения. Вращательные движения
рассматриваются в рамках модели динамики твердого тела, центр масс которого
движется по эллиптической орбите вокруг Земли. Задачи динамики, обощенные
и осложненные учетом различных возмущающих факторов, и в настоящее время
остаются достаточно актуальными. Исследованию вращательных движений тел
относительно неподвижной точки под действием возмущающих моментов сил
различной природы (гравитационных, аэродинамических, электормагнитных и
др.), близкому к приводимому ниже, посвящены работы [1–6].

Основные результаты
1. Постановка задачи. Введем три декартовые системы координат, нача-

ло которых совместим с центром инерции спутника [1–3]. Система координат
𝑂𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) движется поступательно вместе с центром инерции: ось 𝑂𝑥1 па-
раллельна радиус вектору перигея орбиты, ось 𝑂𝑥2 – вектору скорости центра

c○Рачинская А. Л., 2014
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масс спутника в перигее, ось 𝑂𝑥3 – нормали к плоскости орбиты. Система ко-
ординат 𝑂𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) связана с вектором кинетического момента G. Ось 𝑂𝑦3
направлена по вектору кинетического момента G, ось 𝑂𝑦2 лежит в плоскости
орбиты (т.е. в плоскости 𝑂𝑥1𝑥2), ось 𝑂𝑦1 лежит в плоскости 𝑂𝑥3𝑦3 и направлена
так, что векторы y1, y2, y3 образуют правую тройку [1–3]. Оси системы коорди-
нат 𝑂𝑧𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) связаны с главными центральными осями инерции твердого
тела. Взаимное положение главных центральных осей инерции и осей 𝑂𝑦𝑖 опреде-
лим углами Эйлера. При этом направляющие косинусы 𝛼𝑖𝑗 осей 𝑧𝑖 относительно
системы 𝑂𝑦𝑖 выражаются через углы Эйлера 𝜙, 𝜓, 𝜃 по известным формулам [1].
Положение вектора кинетического момента G относительно его центра масс в
системе координат 𝑂𝑥𝑖 определяются углами 𝜆 и 𝛿.

Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в форме [2]:

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= 𝐿3,

𝑑𝛿

𝑑𝑡
=
𝐿1

𝐺
,

𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

𝐿2

𝐺 sin 𝛿
,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝐺 sin 𝜃 sin𝜙 cos𝜙

(︂
1

𝐴1
− 1

𝐴2

)︂
+
𝐿2 cos𝜓 − 𝐿1 sin𝜓

𝐺
,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝐺 cos 𝜃

(︂
1

𝐴3
− sin2 𝜙

𝐴1
− cos2 𝜙

𝐴2

)︂
+
𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓

𝐺 sin 𝜃
,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝐺

(︂
sin2 𝜙

𝐴1
+

cos2 𝜙

𝐴2

)︂
− 𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓

𝐺
𝑐𝑡𝑔𝜃 − 𝐿2

𝐺
𝑐𝑡𝑔𝛿.

(1)

Здесь 𝐿𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) – моменты внешних сил относительно осей 𝑂𝑦𝑖, 𝐺 –
величина кинетического момента, 𝐴𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) – главные центральные моменты
инерции относительно осей 𝑂𝑧𝑖.

Центр масс спутника движется по кеплеровскому эллипсу с эксцентрисите-
том 𝑒 и периодом обращения 𝑄. Зависимость истинной аномалии 𝜈 от времени 𝑡
дается соотношением

𝑑𝜈

𝑑𝑡
=
𝜔0(1 + 𝑒 cos 𝜈)2

(1− 𝑒2)3/2
, 𝜔0 =

2𝜋

𝑄
, (2)

где 𝜔0 – угловая скорость орбитального движения, 𝑒 – эксцентриситет орбиты.

Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты инерции
которого для определенности удовлетворяют неравенству 𝐴1 > 𝐴2 > 𝐴3, в пред-
положении, что угловая скорость 𝜔 движения спутника относительно центра масс
существенно больше угловой скорости орбитального движения 𝜔0, т.е. 𝜔0/𝜔 ∼
𝐴1𝜔0/𝐺 ≪ 1. В этом случае кинетическая энергия вращения тела велика по
сравнению с моментами возмущающих сил. Для такой модели возмущающего
момента вводится малый параметр 𝜀≪ 1 так, чтобы 𝜔0 = 𝜀 Ω0.

Проекции 𝐿𝑖 момента внешних сил на оси 𝑂𝑦𝑖 записываются в виде [2]. Здесь
приведена проекция на ось 𝑂𝑦1, на другие оси проекции имеют аналогичный вид
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𝐿1 =
3𝜔2

0 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
3

(1− 𝑒2)
3

3∑︁
𝑗=1

(𝛽2𝛽𝑗𝑆3𝑗 − 𝛽3𝛽𝑗𝑆2𝑗),

𝑆𝑚𝑗 =

3∑︁
𝑝=1

𝐴𝑝𝛼𝑗𝑝𝛼𝑚𝑝, 𝛽1 = cos (𝜈 − 𝜆) cos 𝛿,

𝛽2 = sin (𝜈 − 𝜆) , 𝛽3 = cos (𝜈 − 𝜆) sin 𝛿.

(3)

В некоторых случаях удобно наряду с переменной 𝜃 использовать в качестве
дополнительной переменной важную характеристику кинетическую энергию 𝑇 ,
производная которой имеет вид

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

2𝑇

𝐺
𝐿3 +𝐺 sin 𝜃

[︂
cos 𝜃

(︂
sin2 𝜙

𝐴1
+

cos2 𝜙

𝐴2
− 1

𝐴3

)︂
(𝐿2 cos𝜓 − 𝐿1 sin𝜓)+

+ sin𝜙 cos𝜙

(︂
1

𝐴1
− 1

𝐴2

)︂
(𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓)

]︂
.

(4)

Ставится задача исследовать решение системы (1) — (4) при малом 𝜀 на боль-
шом промежутке времени 𝑡 ∼ 𝜀−2. Для решения задачи будем применять метод
усреднения [7].

2. Процедура метода усреднения. Рассмотрим невозмущенное движение
(𝜀 = 0), когда моменты внешних сил равны нулю. В этом случае вращение твердо-
го тела является движением Эйлера—Пуансо. Величины 𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝑇 , 𝜈 обращаются
в постоянные, а 𝜙, 𝜓, 𝜃 – некоторые функции времени 𝑡. Медленными перемен-
ными в возмущенном движении будут 𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝑇 , 𝜈, а быстрыми – углы Эйлера
𝜙, 𝜓, 𝜃.

Рассмотрим движение при условии 2𝑇𝐴1 > 𝐺2 > 2𝑇𝐴2, соответствующем
траекториям вектора кинетического момента, охватывающим ось наибольшего
момента инерции 𝐴1 [8]. Введем величину

𝑘2 =
(𝐴2 −𝐴3)

(︀
2𝑇𝐴1 −𝐺2

)︀
(𝐴1 −𝐴2) (𝐺2 − 2𝑇𝐴3)

(︀
0 6 𝑘2 6 1

)︀
, (5)

представляющую собой в невозмущенном движении постоянный модуль эллип-
тических функций [9], описывающих это движение.

Для построения усредненной системы первого приближения подставим реше-
ние невозмущенного движения Эйлера—Пуансо [8] в правые части уравнений (1),
(4) и проведем усреднение по переменной 𝜓, а затем по времени 𝑡 с учетом зави-
симости 𝜙, 𝜃 от 𝑡 [2]. При этом для медленных переменных 𝛿, 𝜆, 𝑇 , 𝐺 сохраняются
прежние обозначения. В результате получим

𝑑𝛿

𝑑𝑡
= −3𝜔2

0 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
3

2𝐺 (1− 𝑒2)
3 𝛽2𝛽3𝑁

*,
𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

3𝜔2
0 (1 + 𝑒 cos 𝜈)

3

2𝐺 (1− 𝑒2)
3
sin 𝛿

𝛽1𝛽3𝑁
*,

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0,

𝑁* = 𝐴2 +𝐴3 − 2𝐴1 + 3

(︂
2𝐴1𝑇

𝐺2
− 1

)︂[︂
𝐴3 + (𝐴2 −𝐴3)

𝐾(𝑘)− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)𝑘2

]︂
.

(6)
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Здесь 𝐾(𝑘) и 𝐸(𝑘) полные эллиптические интегралы первого и второго рода
соответственно [9]. Из системы (6) видно, что величины кинетического момен-
та и кинетической энергии остаются постоянными, следовательно, постоянным
остается модуль эллиптических функций согласно (5).

3. Численный расчет годографа вектора кинетического момента.
Для численного расчета было проведено обезразмеривание уравнений системы
(6) и уравнения (2). Характерными параметрами задачи являются 𝐺0 – кине-
тический момент спутника в начальный момент времени 𝑡 = 0, Ω0 – величина
угловой скорости 𝜔 движения спутника относительно центра масс в начальный
момент времени без влияния малого параметра задачи. Безразмерные величины
определяются формулами 𝑡 = Ω0𝑡,

∼
𝐺 = 𝐺

𝐺0
,

∼
𝐴𝑖 =

𝐴𝑖Ω0

𝐺0
, 𝑁̃* = 𝑁*Ω0

𝐺0
,

∼
𝑇 = 𝑇

𝐺0Ω0
.

Система уравнений примет вид:

𝑑𝛿

𝑑𝑡
= −3𝜀2 (1 + 𝑒 cos 𝜈)

3

2𝐺̃ (1− 𝑒2)
3 𝛽2𝛽3𝑁̃

*,
𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

3𝜀2 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
3

2𝐺̃ (1− 𝑒2)
3
sin 𝛿

𝛽1𝛽3𝑁̃
*,

𝑑𝐺̃

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜈

𝑑𝑡
=
𝜀(1 + 𝑒 cos 𝜈)2

(1− 𝑒2)3/2
,

𝑁̃* = 𝐴2 +𝐴3 − 2𝐴1 + 3

(︃
2𝐴1𝑇

𝐺̃2
− 1

)︃[︂
𝐴3 + (𝐴2 −𝐴3)

𝐾(𝑘)− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)𝑘2

]︂
.

(7)

Первоначально исследование годографа вектора кинетического момента бу-
дем проводить для спутника с геометрией масс 𝐴1 = 8, 𝐴2 = 6, 𝐴3 = 5, который
совершает движение по круговой орбите (𝑒 = 0). Расчет будет первоначально
проводиться для параметра 𝜀 = 0.3. Задаются начальные условия 𝐺̃(0) = 1,
𝛿(0) = 𝜋/4, 𝑘2(0) = 0.9999. Для угла отклонения вектора кинетического мо-
мента относительно плоскости 𝑥1𝑥3 рассмотрим различные начальные значения
𝜆(0) = 0, 𝜋/4, 𝜋/2, что соответствует кривым 1, 2, 3 рис. 1 и 2. На рис. 1 пред-
ставлены графики изменения угла ориентации 𝜆, на рис. 2 – угла 𝛿. Из рисунка
видно, что изменение начального условия для функции угла 𝜆 приводит к па-
раллельному смещению графиков функции вдоль вертикали на величину 𝜆(0).

Рис. 1 Рис. 2

Согласно исследованиям, представленным на рис. 2, можно сделать вывод,
что характер изменения угла ориентации вектора кинетического момента отно-
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сительно вертикали носит периодический характер. Изменение начального зна-
чения функции 𝜆(𝑡) приводит к смещению графика функции 𝛿(𝑡) вдоль горизон-
тали вправо и вдоль вертикали вниз. Смещение графика функции 𝛿(𝑡) зависит
от величины 𝜆(0). Для 𝜆(0) = 𝜋/4 смещение по вертикали равно половине ам-
плитуды, а по горизонтали – 𝑃/8, где 𝑃 – период функции 𝛿(𝑡). Для 𝜆(0) = 𝜋/2
смещение по вертикали равно амплитуде, а по горизонтали – 𝑃/4.

Внесем изменения в начальные условия интегрирования системы (7): 𝐺̃(0) =
1, 𝜆(0) = 0, 𝑘2(0) = 0.9999 для различных значений 𝛿(0) = 𝜋/6, 𝜋/4, 𝜋/3, 𝜋/2,
2𝜋/3. Результат интегрирования представлен на рис. 3 и 4. Численное исследо-
вание показало, что функция 𝜆(𝑡) может как убывать, так и возрастать, т. е.
вращение вектора кинетического момента около вертикали может происходить
в разных направлениях. Направление поворота вектора G зависит от начально-
го значения 𝛿(0). Максимальная скорость увеличения угла 𝜆 наблюдается при
начальном условии 𝛿(0) = 𝜋/4, при этом поворот осуществляется по ходу часо-
вой стрелки. Минимальная скорость увеличения – для 𝛿(0) = 𝜋/2, вектор G в
этом случае совершает поворот около вертикали по ходу часовой стрелки с по-
стоянным отклонением от вертикали. На рис. 3 кривая 1 соответствует значению
𝛿(0) = 𝜋/4, кривая 2 и 3 – 𝛿(0) = 𝜋/6, 𝜋/3 соответственно, кривая 4 – 𝛿(0) = 2𝜋/3.

Рис. 3 Рис. 4

На рис. 4 представлен результат численного исследования поведения функ-
ции 𝛿(𝑡). Видно, что функция имеет одинаковый период колебаний, но разную
амплитуду. Причем при возрастании начального значения угла 𝛿(0) от 0 до 𝜋/2
амплитуда возрастает почти в два раза, а при дальнейшем увеличении 𝛿(0) ам-
плитуда функции 𝛿(𝑡) убывает.

Годограф вектора кинетического момента построен на сфере единичного ра-
диуса и имеет вид, представленный на рис. 5. Все кривые построены для на-
чального значения 𝜆(0) = 0. Кривые 1, 2, 3 построены для 𝛿(0) = 𝜋/6, 𝜋/4, 𝜋/3
соответственно. Видно, что отклонение вектора от вертикали носит периодиче-
ский характер. Во всех представленных расчетных случаях вектор G совершает
вращение около вертикали по ходу часовой стрелки. Из рис. 5 видно, что за счет
увеличения скорости изменения угла 𝜆 выпуклости годографа увеличивают свою
ширину. Однако сам характер годографа сохраняется во всех расчетных случаях.

Исследуем движение спутника на эллиптической орбите. Расчет проводил-
ся для различных эксцентриситетов: 𝑒 = 0.04473 — 1-й советский спутник, 𝑒 =
0.0487 — 3-й советский спутник и для эллиптических орбит различных эксцен-
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Рис. 5 Рис. 6

триситетов. Для эллиптических орбит первого и второго советских спутников
годограф вектора кинетического момента несущественно отличается от годогра-
фа круговой орбиты. На рис. 6 кривая 2 соответствует расчету эллиптической
орбиты с эксцентриситетом 𝑒 = 0.1 для 𝛿(0) = 𝜋/3. Расчет 2 показывает, что
кривая годографа уже не имеет чистого синусоидального вида, в отличие от
кривой 1 рис. 6, который построен для круговой орбиты (𝛿(0) = 𝜋/6). Увеличе-
ние эксцентриситета до величины 𝑒 = 0.421 — сильно эллиптическая орбита —
дает результат, представленный кривой 3 рис. 6. На кривой 3 явно выражены
гармоники годографа. Аналогичные результаты получены в [2].

Первые два уравнения системы (6) показывают, что характер изменения уг-
лов ориентации вектора кинетического момента 𝜆 и 𝛿 зависит от величины 𝑁*:

𝑁* = 𝐴2 +𝐴3 − 2𝐴1 +
3 (𝐴1 −𝐴3) (𝐴1 −𝐴2) 𝑘

2

𝐴1 (𝐴2 −𝐴3) +𝐴3 (𝐴1 −𝐴2) 𝑘2
×

×
[︂
𝐴3 + (𝐴2 −𝐴3)

𝐾(𝑘)− 𝐸(𝑘)

𝐾(𝑘)𝑘2

]︂
.

(8)

Данная величина может иметь разный знак, что определяется геометрией
масс спутника, величиной модуля эллиптических функций 𝑘2 и полными эллип-
тическими интегралами этой же переменной. На рис. 7 показано, что для любого
значения величины 𝑘2 можно найти такую геометрию масс твердого тела, что-
бы величина 𝑁* была равна нулю. Для данного исследования было проведено
обезразмеривание моментов инерции спутника 𝐴2 = 𝐴2

𝐴1
, 𝐴3 = 𝐴3

𝐴1
по величине

наибольшего момента инерции 𝐴1. Тогда для расчетов 𝐴1 = 1 и должно выпол-
няться неравенство 1 > 𝐴2 > 𝐴3.

Кривые, представленные на рис. 7, соответствуют разным значениям модуля
эллиптических функций: кривая 1 — для 𝑘2 = 0.9999, кривая 2 – 𝑘2 = 0.8, 3
и 4 — для 𝑘2 = 0.5 и 0.1 соответственно. Для геометрии масс, представленной
кривыми на рис. 7, углы ориентации 𝜆 и 𝛿 остаются постоянными величинами.
Таким образом, для любого значения величины 𝑘2 можно смоделировать спутник
c такой геометрии масс, что его вектор кинетического момента будет величиной
постоянной в системе координат 𝑂𝑦𝑖. Если геометрия масс соответствует квад-
ранту выше кривой рис. 7, то годограф вектора кинетического момента имеет
вид, представленный на рис. 8 кривой 1, для квадранта ниже кривая 2 рис. 8. Из
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Рис. 7 Рис. 8

рисунка видно, что меняется направление выпуклости синусоидальных кривых.
Численное исследование показало, что характер годографа существенным об-

разом зависит от величины модуля эллиптических функций 𝑘2.
На рис. 9 представлен результат численного исследования годографа вектора

кинетического момента для различных значений модуля эллиптических функ-
ций. На рис. 9 кривая 1 соответствует значению 𝑘2 = 0.9, кривая 2 – 𝑘2 = 0.8,

Рис. 9

кривые 3 и 4 – 𝑘2 = 0.5 и 𝑘2 = 0.01 соответственно. Расчет проводился на разных
временных интервалах, так как с уменьшением 𝑘2 существенно увеличивалась
скорость поворота вектора G около вертикали.

Заключение. Таким образом, в случае возмущенного движения динами-
чески несимметричного спутника в гравитационном поле по эллиптической ор-
бите исследован годограф вектора кинетического момента в трехмерном про-
странстве 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3, связанный с плоскостью орбиты спутника. Получено, что
вид годографа вектора кинетического момента зависит от эксцентриситета ор-
биты спутника, от величины модуля эллиптических функций и геометрии масс
твердого тела. Показано, что можно смоделировать спутник с такой геометрией
масс, для которого вектор кинетического момента будет величиной постоянной
в выбранной системе координат.

Автор благодарит Л. Д. Акуленко и Д. Д. Лещенко за полезные обсуждения.
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Чекурiн В. Ф., Постолакi Л. I. Варiацiйний метод однорiдних розв’язкiв
для осесиметричних задачах теорiї пружностi. Розвинено варiацiйний метод
однорiдних розв’язкiв для розв’язування осесиметричних задач теорiї пружностi для
пiвбезмежного та скiнченого цилiндрiв з ненавантаженою бiчною поверхнею. Як при-
клад застосування цього методу розглянута задача згинання товстого круглого диску
зосередженими силами, прикладеними до його торцевих поверхонь.
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однорiдних розв’язкiв, згинання круглого диску.

Чекурин В. Ф., Постолаки Л. И. Вариационный метод однородных ре-
шений для осесимметричных задач теории упругости. Развит вариационный
метод однородных решений для решения осесимметричных задач теории упругости для
полубесконечного и конечного цилиндров с ненагруженной боковой поверхностью. В ка-
честве примера применения этого метода рассмотрена задача изгиба толстого круглого
диска сосредоточенными силами, приложенными к его торцевым поверхностям.
Ключевые слова: упругий цилиндр, системы однородных решений, вариационный
метод однородных решений, изгиб круглого диска.

Chekurin V. F., Postolaki L. I. Variational method of homogeneous solutions

for axisymmetric elasticity problems. A variational method of homogeneous solutions

for solving of axisymmetric elasticity problems for semiinfinite and finite cylinders with free

lateral surface has been developed. As an example of application of the method the problem

for bending of the thick disk by concentrated forces applied to its end surfaces has been

considered.

Key words: elastic cylinder, the system of homogeneous solutions, the variational method

of homogeneous solutions, bending of the round disk.

Введение. Несмотря на значительные успехи методов численного анали-
за задач механики и широкий выбор сертифицированных высокоэффективных
программных сред, предназначенных для решения этих задач с использованием
метода конечных элементов [1], интерес к аналитическим методам все еще остает-
ся достаточно высоким. Об этом свидетельствуют, в частности, публикации [2–4].

Метод однородных решений применялся для решения плоских задач теории
упругости для прямоугольных областей [5,6]. Согласно этому методу решение за-
дачи представляется в виде разложения по полным системам собственных функ-
ций некоторых однородных задач плоской теории упругости (так называемыми
однородными решениями П.Ф. Папковича [6]). Поскольку эти задачи не являют-
ся самосопряженными, то их собственные функции образуют неортогональные

c○Чекурин В.Ф., Постолаки Л. И., 2014
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функциональные базисы, что затрудняет числовую реализацию задач. Только
для смешанных задач, когда на границе заданы нормальные перемещения и каса-
тельные напряжения или нормальные напряжения и касательные перемещения,
удается получить аналитические соотношения, выражающие коэффициенты раз-
ложения решения через функции краевых условий.

В работах [7, 8] был развит вариационный метод однородных решений для
плоских задач. По этому методу подчинение решения краевым условиям осу-
ществляется за квадратичной нормой. Это приводит к бесконечным системам
алгебраических уравнений относительно коэффициентов разложения искомых
решений, которую решали методом редукции. В работах [7,8] на конкретных при-
мерах исследована сходимость метода редукции и доказана эффективность вари-
ационного метода однородных решений для решения всех четырех типов краевых
задач плоской теории упругости для прямоугольной области – когда на противо-
положных сторонах заданные условия в напряжениях, перемещениях и смешан-
ного типа, а также для контактно-краевых задач для кусочно-однородного тела
прямоугольного сечения [9]. К тому же этот метод оказался весьма эффективным
для обратных задач [9, 10].

Для решения осесимметричных задач широкое применение получил метод пе-
рекрестной суперпозиции [2,11]. В монографии [12] предложен метод однородных
решений этих задач. Тут приведена система однородных решений осесимметрич-
ной задачи для цилиндра, на боковой поверхности которого заданы однородные
условия в напряжениях. Система получена исходя из представления Папковича –
Нейбера. Здесь для определения коэффициентов разложения искомого решения
по системе однородных решений использовано условие минимума функционала,
который определяет среднеквадратичное отклонение искомого решения от функ-
ций краевых условий в напряжениях, заданных на торце. В работе выполнены
некоторые вычисления для случая 𝑁 = 2, однако численный анализ решений
для конкретных условий нагрузки не проведен. В статье [13] система однород-
ных решений, полученная в [12], использована для реализации вариационного
метода решения осесимметричных задач теории упругости для полубесконечно-
го цилиндра и численного анализа сходимости этого метода.

В этой статье система однородных решений получена исходя из представле-
ния решения через функцию Лява. Проведено численное исследование эффек-
тивности применения этого метода для решения основных краевых задач теории
упругости для полубесконечного и конечного цилиндра с ненагруженной боко-
вой поверхностью, а также численное исследование сходимости метода редукции
в зависимости от условий нагружения.

Основные результаты
1. Системы однородных решений бигармонического уравнения в

цилиндрической системе координат. Рассмотрим класс осесимметричных
задач теории упругости для полубесконечного цилиндра: 0 6 𝑟 6 𝑎, 0 6 𝜃 6 2𝜋,
0 6 𝑧 6∞ (𝑟, 𝜃, 𝑧 — цилиндрические координаты), боковая поверхность которого
𝑎 = 1 свободна от нагрузок:

𝜎𝑟𝑟|𝜉=1 = 0, 𝜎𝑟𝑧|𝜉=1 = 0, (1)

а на торцевой поверхности 𝑧 = 0 задана одна из четырех систем условий (задачи
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I – IV):
𝜎𝑧𝑧|𝜁=0 = 𝜎(𝜉), 𝜎𝑟𝑧|𝜁=0 = 𝜏(𝜉), (2)

𝑢𝑧|𝜁=0 = 𝑢(𝜉), 𝑢𝑟|𝜁=0 = 𝑣(𝜉), (3)

𝜎𝑧𝑧|𝜁=0 = 𝜎(𝜉), 𝑢𝑟|𝜁=0 = 𝑣(𝜉), (4)

𝑢𝑧|𝜁=0 = 𝑢(𝜉), 𝜎𝑟𝑧|𝜁=0 = 𝜏(𝜉). (5)

Здесь 𝜉 ≡ 𝑟/𝑎, 𝜁 ≡ 𝑧/𝑎 – безразмерные координаты, 𝜎(𝜉), 𝜏(𝜉), 𝑢(𝜉), 𝑣(𝜉) – задан-

ные функции. Функция 𝜎(𝜉) удовлетворяет условию
1∫︀
0

𝜎(𝜉)𝜉𝑑𝜉 = 0.

Для решения этих задач используем функцию Лява 𝜒, которая удовлетворяет
однородному уравнению [12]:

∇2∇2𝜒 = 0, (6)

где ∇2 = 𝜕2

𝜕𝜉2 + 1
𝜉
𝜕
𝜕𝜉 +

𝜕2

𝜕𝜁2 – осесимметричный оператор Лапласа.
Компоненты тензора напряжений 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝜃𝜃, 𝜎𝑟𝑧 и вектора перемещений

𝑢𝑟, 𝑢𝑧 определяются через функцию 𝜒 следующим образом:

1

2𝜇
𝜎𝑧𝑧 =

𝜕

𝜕𝜁

(︂
(2− 𝜈)∇2𝜒− 𝜕2𝜒

𝜕𝜁2

)︂
,

1

2𝜇
𝜎𝑟𝑟 =

𝜕

𝜕𝜁

(︂
𝜈∇2𝜒− 𝜕2𝜒

𝜕𝜉2

)︂
,

1

2𝜇
𝜎𝜃𝜃 =

𝜕

𝜕𝜁

(︂
𝜈∇2𝜒− 1

𝜉

𝜕𝜒

𝜕𝜉

)︂
,

1

2𝜇
𝜎𝑟𝑧 =

𝜕

𝜕𝜉

(︂
(1− 𝜈)∇2𝜒− 𝜕2𝜒

𝜕𝜁2

)︂
,

𝑢𝑟 = − 𝜕2

𝜕𝜉𝜕𝜁
, 𝑢𝑧 =

𝜕2

𝜕𝜁2
+ 2(1− 𝜈)∇2𝜒.

Здесь 𝜇 и 𝜈 – модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала.
Решение уравнения (6) будем искать в виде

𝜒 = exp(−𝛾𝜁)𝑓(𝜉). (7)

Подставляя (7) в (6), получим уравнение на неизвестную функцию 𝑓(𝜉)

𝑓 𝐼𝑉 (𝜉) +
2

𝜉
𝑓 ′′′(𝜉) +

(︂
2𝛾2 − 1

𝜉2

)︂
𝑓 ′′(𝜉) +

(︂
2𝛾2 +

1

𝜉2

)︂
1

𝜉
𝑓 ′(𝜉) + 𝛾4𝑓(𝜉) = 0, (8)

решение которого имеет вид

𝑓(𝜉) = 𝜉(𝐴𝐽1(𝛾𝜉) +𝐵𝑌1(𝛾𝜉) + 𝐶𝑌0(𝛾𝜉) (𝐽0(𝛾𝜉)𝑌1(𝛾𝜉)− 𝐽1(𝛾𝜉)𝑌0(𝛾𝜉)))+

+𝐷𝜉
(︀
𝑌1(𝛾𝜉)(𝐽

2
0 (𝛾𝜉)− 1)− 𝐽0(𝛾𝜉)𝐽1(𝛾𝜉)𝑌0(𝛾𝜉)

)︀
. (9)

Здесь 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – неопределенные коэффициенты; 𝐽0(𝛾𝜉), 𝐽1(𝛾𝜉), 𝑌0(𝛾𝜉), 𝑌1(𝛾𝜉)
– функции Бесселя и Неймана нулевого и первого порядков соответственно.

Для обеспечения ограничености функции 𝑓(𝜉) в точке 𝜉 = 0 положим в фор-
муле (9) 𝐶 = 0, 𝐷 = 𝐵. Тогда формула (9) приобретает вид

𝑓(𝜉) = 𝜉𝐽1(𝛾𝜉)𝐴− 2

𝜋𝛾
𝐽0(𝛾𝜉)𝐵. (10)
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Такое представление решения, в отличие от используемого в литературе [14],
позволяет подчинить его двум краевым условиям на торцевой поверхности ци-
линдра.

Подставляя решение (10) в граничные условия (1), получаем однородную си-
стему уравнений относительно коэффициентов 𝐴 и 𝐵

((1− 2𝜈)𝐽0(𝛾)− 𝛾𝐽1(𝛾))𝐴+ 2
𝜋𝛾 (𝛾𝐽0(𝛾)− 𝐽1(𝛾))𝐵 = 0,

((2𝜈 − 2)𝐽1(𝛾)− 𝛾𝐽0(𝛾))𝐴− 2
𝜋𝐽1(𝛾)𝐵 = 0.

(11)

Условие совместности системы (11) приводит к трансцендентному уравнению
относительно 𝛾:

𝛾2
(︀
𝐽2
0 (𝛾) + 𝐽2

1 (𝛾)
)︀
+ 2(𝜈 − 1)𝐽2

1 (𝛾) = 0, (12)

полученному также в монографии [12], исходя из представления решения в форме
Папковича—Нейбера.

Единственным действительным корнем уравнения (12) является 𝛾 = 0, ко-
торый не представляет интереса для дальнейшего рассмотрения. Поэтому рас-
смотрим бесконечную последовательность комплексных корней 𝛾𝑘 = 𝛼𝑘 + 𝛽𝑘,
𝑘 = 1, ...,∞. Легко убедиться, что −𝛾𝑘, 𝛾𝑘 и −𝛾𝑘 (черта над буквой означает ком-
плексное сопряжение) также являются корнями этого уравнения. В дальнейшем
будем использовать две последовательности комплексно сопряженных корней с
положительной действительной частью, которые обеспечивают затухание реше-
ния с ростом 𝜁.

Уравнение (12) решали численно путем минимизации невязки. Получено 25
первых корней с точностью до пятого знака. Известны асимптотические пред-
ставления для действительной 𝛼𝑎𝑘 и мнимой 𝛽𝑎𝑘 частей корней 𝛾𝑘 [12]:

𝛼𝑎𝑘 = 𝜋𝑘 − ln(4𝜋𝑘)

4𝜋𝑘
+

1

2𝜋𝑘

(︂
1

4
− 2(1− 𝜈)

)︂
, 𝛽𝑎𝑘 =

1

2
ln(4𝜋𝑘). (13)

Относительная погрешность 𝛿𝛼𝑘 =
|𝛼𝑎

𝑘−𝛼𝑘|
𝛼𝑘

, 𝛿𝛽𝑘 =
|𝛽𝑎

𝑘−𝛽𝑘|
𝛽𝑘

определения корней
по формулам (13) уже при 𝑘 ≥ 10 не превышает 10−7 и 10−4 соответственно.

На рис. 1 приведены графики зависимости действительной 𝛼𝑘 (кривая 1) и
мнимой 𝛽𝑘 (кривая 2) частей корней 𝛾𝑘 от их номера 𝑁 и их асимптотические
значения 𝛼𝑎𝑘 (треугольники), 𝛽𝑎𝑘 (точки), вычисленные по формулам (13)(𝜈 =
0.25).

Из системы (11) получаем связь между постоянными 𝐴𝑘 и 𝐵𝑘:

𝐴𝑘 = 𝜅𝑘𝐵𝑘, 𝜅𝑘 =
2𝐽1(𝛾𝑘)

𝜋 ((2𝜈 − 2)𝐽1(𝛾𝑘)− 𝛾𝑘𝐽0(𝛾𝑘))
. (14)

В результате приходим к бесконечной системе однородных комплекснознач-
ных решений осесимметричной задачи теории упругости:

𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁), 𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁),

𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁), 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁),

𝑢𝑘𝑟(𝜉, 𝜁) ≡ 𝑢𝑘𝑟(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁), 𝑢𝑘𝑧(𝜉, 𝜁) ≡ 𝑢𝑘𝑧(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁),
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Рис.1

каждое из которых удовлетворяет граничные условия (1) и затухает при 𝜁 → ∞.
Здесь использованы обозначения

𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) = 2𝜇𝛾2𝑘

(︂
𝜅𝑘 (2(𝜈 − 2)𝐽0(𝛾𝑘𝜉) + 𝛾𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉))−

2

𝜋
𝐽0(𝛾𝑘𝜉)

)︂
,

𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) = 2𝜇𝛾2𝑘

(︂
𝜅𝑘 ((1− 2𝜈)𝐽0(𝛾𝑘𝜉)− 𝛾𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉)) + 2

𝛾𝑘𝜉𝐽0(𝛾𝑘𝜉)− 𝐽1(𝛾𝑘𝜉))

𝜋𝛾𝑘𝜉

)︂
,

𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) = 2𝜇𝛾𝑘

(︂
(1− 2𝜈)𝛾𝑘𝜅𝑘𝐽0(𝛾𝑘𝜉) +

2

𝜋𝜉
𝐽1(𝛾𝑘𝜉)

)︂
,

𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) = 2𝜇𝛾2𝑘

(︂
𝜅𝑘((2𝜈 − 2)𝐽1(𝛾𝑘𝜉)− 𝛾𝑘𝜉𝐽0(𝛾𝑘𝜉))−

2

𝜋
𝐽1(𝛾𝑘𝜉)

)︂
,

𝑢𝑘𝑟(𝜉) = 𝛾𝑘

(︂
𝜅𝑘𝛾𝑘𝜉𝐽0(𝛾𝑘𝜉) +

2

𝜋
𝐽1(𝛾𝑘𝜉)

)︂
,

𝑢𝑘𝑧(𝜉) = 𝜅𝑘𝛾𝑘 (𝛾𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉) + 4(1− 𝜈)𝐽0(𝛾𝑘𝜉))−
2

𝜋
𝛾𝑘𝐽0(𝛾𝑘𝜉).

Эта система соответствует последовательности {𝛾𝑘} корней уравнения (12).
Последовательности корней {𝛾𝑘} соответствует бесконечная система однородных
комплекснозначных решений

𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁), 𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁),

𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁), 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉, 𝜁) ≡ 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁),

𝑢𝑘𝑟(𝜉, 𝜁) ≡ 𝑢𝑘𝑟(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁), 𝑢𝑘𝑧(𝜉, 𝜁) ≡ 𝑢𝑘𝑧(𝜉) exp(−𝛾𝑘𝜁),

которые также удовлетворяют условия (1) и затухают на бесконечности.
Обе последовательности однородных решений образуют независимые полные

системы функций. Используя их, представим общее решение задач (2) – (5) в виде

𝜎𝑧𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉, 𝜁) +𝐵𝑘𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉, 𝜁)

)︀
, (15)
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𝜎𝑟𝑟(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉, 𝜁) +𝐵𝑘𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉, 𝜁)

)︀
, (16)

𝜎𝜃𝜃(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉, 𝜁) +𝐵𝑘𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉, 𝜁)

)︀
, (17)

𝜎𝑟𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉, 𝜁) +𝐵𝑘𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉, 𝜁)

)︀
, (18)

𝑢𝑟(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝑢𝑘𝑟(𝜉, 𝜁) +𝐵𝑘𝑢𝑘𝑟(𝜉, 𝜁)

)︀
+ 𝐶, (19)

𝑢𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉, 𝜁) +𝐵𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉, 𝜁)

)︀
. (20)

Здесь постоянная 𝐶 введена для учета перемещения цилиндра как абсолютно
жесткого тела.

Подчиняя полученное общее решение (15) – (20), путем надлежащего выбора
неопределенных коэффициентов 𝐵𝑘, 𝐵𝑘, любому из граничных условий (2) – (5)
получим решение соответствующей задачи I – IV.

2. Вариационный метод однородных решений для полубесконечно-
го цилиндра. В соответствии с подходом, предложенным в [7, 8], поставим в
соответствие каждой паре условий (2) – (5) квадратический функционал:

𝐹𝐼 =

1∫︁
0

[︁
(𝜎𝑧𝑧|𝜁=0 − 𝜎(𝜉))

2 − (𝜎𝑟𝑧|𝜁=0 − 𝜏(𝜉))
2
]︁
𝜉𝑑𝜉, (21)

𝐹𝐼𝐼 =

1∫︁
0

[︁
(𝑢𝑧|𝜁=0 − 𝑢(𝜉))

2 − (𝑢𝑟|𝜁=0 − 𝑣(𝜉))
2
]︁
𝜉𝑑𝜉, (22)

𝐹𝐼𝐼𝐼 =

1∫︁
0

[︁
(𝜎𝑧𝑧|𝜁=0 − 𝜎(𝜉))

2 − (𝑢𝑟|𝜁=0 − 𝑣(𝜉))
2
]︁
𝜉𝑑𝜉, (23)

𝐹𝐼𝑉 =

1∫︁
0

[︁
(𝑢𝑧|𝜁=0 − 𝑢(𝜉))

2 − (𝜎𝑟𝑧|𝜁=0 − 𝜏(𝜉))
2
]︁
𝜉𝑑𝜉. (24)

С использованием функционалов (21) – (24) граничные условия (2) – (5) мож-
но записать в слабой форме:

𝐹𝐼 (𝜎𝑧𝑧 |𝜁=0, 𝜎𝑟𝑧 |𝜁=0) → 𝑚𝑖𝑛, 𝐹𝐼𝐼 (𝑢𝑧 |𝜁=0, 𝑢𝑟 |𝜁=0) → 𝑚𝑖𝑛,

𝐹𝐼𝐼𝐼 (𝜎𝑧𝑧 |𝜁=0, 𝑢𝑟 |𝜁=0) → 𝑚𝑖𝑛, 𝐹𝐼𝑉 (𝑢𝑧 |𝜁=0, 𝜎𝑟𝑧 |𝜁=0) → 𝑚𝑖𝑛.

Подставляя представления (15) – (20) в функционалы (21) – (24), получим
квадратичные формы относительно коэффициентов разложения 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵1,
𝐵2, ..., необходимые условия минимума которых

𝜕𝐹𝑗
𝜕𝐵𝑚

= 0,
𝜕𝐹𝑗

𝜕𝐵𝑚
= 0,

𝜕𝐹𝐼𝐼
𝜕𝐶

= 0, 𝑗 = 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝑉, 𝑚 = 1, 2, ...
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приводят к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений

∞∑︁
𝑘=1

2∑︁
𝑝=1

𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘𝐵
𝑝
𝑘 = 𝐾𝑠

𝑚. (25)

Комплексные коэффициенты системы (25) 𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘, 𝐾
𝑠
𝑚 (𝑠, 𝑝 = 1, 2;𝑚 = 1, 2, ...)

зависят от заданных граничных условий (2) – (5) и выражаются формулами (26)
– (33) соответственно:

𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘 =
1

2

1∫︁
0

(𝜎𝑠𝑚𝑧𝑧𝜎
𝑝
𝑘𝑧𝑧 + 𝜎𝑠𝑚𝑟𝑧𝜎

𝑝
𝑘𝑟𝑧) 𝜉𝑑𝜉, (26)

𝐾𝑠
𝑚 =

1∫︁
0

(𝜎(𝜉)𝜎𝑠𝑚𝑧𝑧 + 𝜏(𝜉)𝜎𝑠𝑚𝑟𝑧) 𝜉𝑑𝜉, (27)

𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘 =
1

2

1∫︁
0

(𝑢𝑠𝑚𝑧𝑢
𝑝
𝑘𝑧 + 𝑢𝑠𝑚𝑟𝑢

𝑝
𝑘𝑟) 𝜉𝑑𝜉 −

1∫︁
0

𝑢𝑠𝑚𝑧𝜉𝑑𝜉

1∫︁
0

𝑢𝑝𝑘𝑧𝜉𝑑𝜉, (28)

𝐾𝑠
𝑚 =

1∫︁
0

(𝑢(𝜉)𝑢𝑠𝑚𝑧 + 𝑣(𝜉)𝑢𝑠𝑚𝑟) 𝜉𝑑𝜉 − 2

1∫︁
0

𝑢(𝜉)𝜉𝑑𝜉

1∫︁
0

𝑢𝑠𝑚𝑧𝜉𝑑𝜉, (29)

𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘 =
1

2

1∫︁
0

(𝜎𝑠𝑚𝑧𝑧𝜎
𝑝
𝑘𝑧𝑧 + 𝑢𝑠𝑚𝑟𝑢

𝑝
𝑘𝑟) 𝜉𝑑𝜉, (30)

𝐾𝑠
𝑚 =

1∫︁
0

(𝜎(𝜉)𝜎𝑠𝑚𝑧𝑧 + 𝑣(𝜉)𝑢𝑠𝑚𝑟) 𝜉𝑑𝜉, (31)

𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘 =
1

2

1∫︁
0

(𝑢𝑠𝑚𝑧𝑢
𝑝
𝑘𝑧 + 𝜎𝑠𝑚𝑟𝑧𝜎

𝑝
𝑘𝑟𝑧) 𝜉𝑑𝜉 −

1∫︁
0

𝑢𝑠𝑚𝑧𝜉𝑑𝜉

1∫︁
0

𝑢𝑝𝑘𝑧𝜉𝑑𝜉, (32)

𝐾𝑠
𝑚 =

1∫︁
0

(𝑢(𝜉)𝑢𝑠𝑚𝑧 + 𝜏(𝜉)𝜎𝑠𝑚𝑟𝑧) 𝜉𝑑𝜉 − 2

1∫︁
0

𝑢(𝜉)𝜉𝑑𝜉

1∫︁
0

𝑢𝑠𝑚𝑧𝜉𝑑𝜉, (33)

𝐶 =

1∫︁
0

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(−𝐵𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉, 0)−𝐵𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉, 0)) + 2𝑢(𝜉)

)︃
𝜉𝑑𝜉. (34)

В формулах (26) – (34) для упрощения записи использованы обозначения

𝜎1
𝑘𝑧𝑧 = 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉), 𝜎2

𝑘𝑧𝑧 = 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉), 𝜎1
𝑘𝑟𝑧 = 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉), 𝜎2

𝑘𝑟𝑧 = 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉),

𝜎1
𝑚𝑧𝑧 = 𝜎𝑚𝑧𝑧(𝜉), 𝜎2

𝑚𝑧𝑧 = 𝜎𝑚𝑧𝑧(𝜉), 𝜎1
𝑚𝑟𝑧 = 𝜎𝑚𝑟𝑧(𝜉), 𝜎2

𝑚𝑟𝑧 = 𝜎𝑚𝑟𝑧(𝜉),
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𝑢1𝑘𝑟 = 𝑢𝑘𝑟(𝜉), 𝑢2𝑘𝑟 = 𝑢𝑘𝑟(𝜉), 𝑢1𝑘𝑧 = 𝑢𝑘𝑧(𝜉), 𝑢2𝑘𝑧 = 𝑢𝑘𝑧(𝜉),

𝑢1𝑚𝑟 = 𝑢𝑚𝑟(𝜉), 𝑢2𝑚𝑟 = 𝑢𝑚𝑟(𝜉), 𝑢1𝑚𝑧 = 𝑢𝑚𝑧(𝜉), 𝑢2𝑚𝑧 = 𝑢𝑚𝑧(𝜉).

3. Исследование сходимости метода редукции. Ограничимся здесь ис-
следованием практической сходимости для нескольких характерных видов на-
грузки, приложенной к торцевой поверхности полубесконечного цилиндра. Оста-
новимся на следующих функциях правых частей для краевых условий (2) – (5):

𝜎(𝜉) = 𝜎0 arctan(𝑑(𝜉 − 𝜉0)), 𝜏(𝜉) = 0, 𝜉0 = 0.5, 𝑑 = 40,

𝑢(𝜉) = 0, 𝑣(𝜉) = 𝑣0𝜉,

𝜎(𝜉) = 𝜎0 arctan(𝑑(𝜉 − 𝜉0)), 𝑣(𝜉) = 0, 𝜉0 = 0.5, 𝑑 = 40,

𝑢(𝜉) = 0, 𝜏(𝜉) = 𝜏0.

Рис.2 Рис.3

Погрешности решения задач I–IV в зависимости от числа 𝑁 слагаемых, со-
храняемых в разложениях (15) – (20), будем оценивать по значениям соответству-
ющих функционалов, вычисленных на решении, полученном для выбранного 𝑁 :

𝜀𝐼 =
1

𝜎0

(︂
𝐹𝑁𝐼
2

)︂1/2

, 𝜀𝐼𝐼 =
1

𝑣0

(︂
𝐹𝑁𝐼𝐼
2

)︂1/2

,

𝜀𝐼𝐼𝐼 =
1

𝜎0

(︂
𝐹𝑁𝐼𝐼𝐼
2

)︂1/2

, 𝜀𝐼𝑉 =
1

𝜏0

(︂
𝐹𝑁𝐼𝑉
2

)︂1/2

.

Для иллюстрации сходимости метода редукции на рис. 2, 3 и 4, 5 для приме-
ра показаны зависимости нормированных значений напряжений 𝜎𝑧𝑧/𝜎0, 𝜎𝑟𝑧/𝜎0
и перемещений 𝑢𝑧/𝑣0, 𝑢𝑟/𝑣0 от координаты 𝜉 для задач I, II, полученных при
различных 𝑁 = 3, 5, 8 (кривые 1–3 соответственно). Кривые 4 на этих рисунках,
рассчитанные для 𝑁 = 20, совпадают с графиками заданных функций 𝜎(𝜉), 𝜏(𝜉)
и 𝑢(𝜉), 𝑣(𝜉) краевых условий (2) – (5).

Графики рис. 6 демонстрируют зависимости погрешностей 𝜀𝐼 , 𝜀𝐼𝐼 , 𝜀𝐼𝐼𝐼 и 𝜀𝐼𝑉
решения задач I–IV от числа 𝑁 (кривые 1, 2, 3 и 4 соответственно). Отметим,
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Рис.4 Рис.5

Рис.6

что уже при 𝑁 = 10 имеем достаточно высокую точность решения задач методом
редукции.

Поскольку приложенная нагрузка является самоуравновешенной, то напря-
жения быстро затухают с удалением от торцевой поверхности, что согласуется с
принципом Сен-Венана. На рис. 7 для примера приведены зависимости норми-
рованных напряжений 𝜎𝑟𝑟(0, 𝜁)/𝜎0 (кривая 1) и 𝜎𝑟𝑟(0, 𝜁)/𝜎0 (кривая 2), а на рис.
8 – 𝜎𝜃𝜃(1, 𝜁)/𝜎0, вычисленные для задачи I при 𝑁 = 15.

Из данных, приведенных на рис. 7, 8, следует, что полученные решения с
достаточной точностью можно использовать для конечных цилиндрических тел,
длина которых сравнима с их диаметром или больше.

4. Вариационный метод однородных решений для конечного цилин-
дра. Рассмотрим класс осесимметричных задач теории упругости для конечного
цилиндра: 0 6 𝑟 6 𝑎, 0 6 𝜃 6 2𝜋, −𝑏 6 𝑧 6 𝑏, боковая поверхность которого сво-
бодная от нагрузок, а на торцах цилиндра 𝜁 = ±𝑏 выполняются условия вида
(задачи V–VIII):

𝜎𝑧𝑧 |𝜁=±𝑏= 𝜎±(𝜉), 𝜎𝑟𝑧 |𝜁=±𝑏= 𝜏±(𝜉), (35)
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Рис. 7 Рис. 8

𝑢𝑧 |𝜁=±𝑏= 𝑢±(𝜉), 𝑢𝑟 |𝜁=±𝑏= 𝑣±(𝜉), (36)

𝜎𝑧𝑧 |𝜁=±𝑏= 𝜎±(𝜉), 𝑢𝑟 |𝜁=±𝑏= 𝑣±(𝜉), (37)

𝑢𝑧 |𝜁=±𝑏= 𝑢±(𝜉), 𝜎𝑟𝑧 |𝜁=±𝑏= 𝜏±(𝜉). (38)

Поскольку на торцах цилиндра 𝜁 = ±𝑏 заданы условия одного типа, то для
упрощения исходных задач удобно разложить каждую из них на две независимые
– симметрическую и антисимметрическую относительно срединной линии 𝜁 = 0.

Для решения этих задач используем функцию Лява 𝜒, которую примем в
виде:
— для симметрии:

𝜒 =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

𝐿𝑘 cosh(−𝛾𝑘𝜁)
(︂
𝜅𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉)−

2

𝜋𝛾𝑘
𝐽0(𝛾𝑘𝜉)

)︂
+

+
1

2

∞∑︁
𝑘=1

𝐿𝑘 cosh(−𝛾𝑘𝜁)
(︂
𝜅𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉)−

2

𝜋𝛾𝑘
𝐽0(𝛾𝑘𝜉)

)︂
, (39)

— для антисимметрии:

𝜒 =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

𝐿𝑘 sinh(−𝛾𝑘𝜁)
(︂
𝜅𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉)−

2

𝜋𝛾𝑘
𝐽0(𝛾𝑘𝜉)

)︂
+

+
1

2

∞∑︁
𝑘=1

𝐿𝑘 sinh(−𝛾𝑘𝜁)
(︂
𝜅𝑘𝜉𝐽1(𝛾𝑘𝜉)−

2

𝜋𝛾𝑘
𝐽0(𝛾𝑘𝜉)

)︂
. (40)

Здесь 𝐿𝑘 – неизвестные постоянные.
Тогда компоненты напряжений и перемещений для симметричных и анти-

симметричных задач (35) – (38) представляются формулами (41) – (46) и (47) –
(52) соответственно:

𝜎𝑧𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (41)
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𝜎𝑟𝑟(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (42)

𝜎𝜃𝜃(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (43)

𝜎𝑟𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (44)

𝑢𝑟(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝑢𝑘𝑟(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝑢𝑘𝑟(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (45)

𝑢𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (46)

𝜎𝑧𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (47)

𝜎𝑟𝑟(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑟(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (48)

𝜎𝜃𝜃(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝜃𝜃(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (49)

𝜎𝑟𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
, (50)

𝑢𝑟(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝑢𝑘𝑟(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝑢𝑘𝑟(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
+ 𝐶, (51)

𝑢𝑧(𝜉, 𝜁) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝐿𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁) + 𝐿𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁)

)︀
. (52)

В соответствии с подходом, предложенным в [7, 8], поставим в соответствие
каждой паре условий (35) – (38) квадратический функционал:

𝐹𝑉 =

1∫︁
0

[︁(︀
𝜎𝑧𝑧|𝜁=𝑏 − 𝜎+(𝜉)

)︀2 − (︀𝜎𝑟𝑧|𝜁=𝑏 − 𝜏+(𝜉)
)︀2]︁

𝜉𝑑𝜉, (53)

𝐹𝑉 𝐼 =

1∫︁
0

[︁(︀
𝑢𝑧|𝜁=𝑏 − 𝑢+(𝜉)

)︀2 − (︀𝑢𝑟|𝜁=𝑏 − 𝑣+(𝜉)
)︀2]︁

𝜉𝑑𝜉, (54)

𝐹𝑉 𝐼𝐼 =

1∫︁
0

[︁(︀
𝜎𝑧𝑧|𝜁=𝑏 − 𝜎+(𝜉)

)︀2 − (︀𝑢𝑟|𝜁=𝑏 − 𝑣+(𝜉)
)︀2]︁

𝜉𝑑𝜉, (55)
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𝐹𝑉 𝐼𝐼𝐼 =

1∫︁
0

[︁(︀
𝑢𝑧|𝜁=𝑏 − 𝑢+(𝜉)

)︀2 − (︀𝜎𝑟𝑧|𝜁=𝑏 − 𝜏+(𝜉)
)︀2]︁

𝜉𝑑𝜉. (56)

Из условий минимума квадратичных функционалов (53) – (56)

𝜕𝐹𝑗
𝜕𝐿𝑚

= 0,
𝜕𝐹𝑗

𝜕𝐿𝑚
= 0,

𝜕𝐹𝑉 𝐼
𝜕𝐶

= 0, 𝑗 = 𝑉, 𝑉 𝐼, 𝑉 𝐼𝐼, 𝑉 𝐼𝐼𝐼, 𝑚 = 1, 2, ...

приходим к решению бесконечной системы линейных алгебраических уравнений

∞∑︁
𝑘=1

2∑︁
𝑝=1

𝐶𝑠𝑝𝑚𝑘𝐿
𝑝
𝑘 = 𝐾𝑠

𝑚,

коэффициенты которой имеют вид (26) – (33) при следующих обозначениях для
случая симметрии:

𝜎1
𝑘𝑧𝑧 = 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁), 𝜎1

𝑘𝑟𝑧 = 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁),

𝑢1𝑘𝑟 = 𝑢𝑘𝑟(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁), 𝑢1𝑘𝑧 = 𝑢𝑘𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁),

𝜎2
𝑘𝑧𝑧 = 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁), 𝜎2

𝑘𝑟𝑧 = 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁),

𝑢2𝑘𝑟 = 𝑢𝑘𝑟(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁), 𝑢2𝑘𝑧 = 𝑢𝑘𝑧(𝜉) cosh(𝛾𝑘𝜁)

и для случая антисимметрии:

𝜎1
𝑘𝑧𝑧 = 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁), 𝜎1

𝑘𝑟𝑧 = 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁),

𝑢1𝑘𝑟 = 𝑢𝑘𝑟(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁), 𝑢1𝑘𝑧 = 𝑢𝑘𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁),

𝜎2
𝑘𝑧𝑧 = 𝜎𝑘𝑧𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁), 𝜎2

𝑘𝑟𝑧 = 𝜎𝑘𝑟𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁),

𝑢2𝑘𝑟 = 𝑢𝑘𝑟(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁), 𝑢2𝑘𝑧 = 𝑢𝑘𝑧(𝜉) sinh(𝛾𝑘𝜁).

Постоянная 𝐶 определяется через коэффициенты 𝐿𝑘 и 𝐿𝑘 как

𝐶 =

1∫︁
0

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(−𝐿𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉, 𝑏)− 𝐿𝑘𝑢𝑘𝑧(𝜉, 𝑏)) + 2𝑢(𝜉)

)︃
𝜉𝑑𝜉.

Пример.

Рис. 9

В качестве примера применения
разработанного вариационного подхо-
да рассмотрим задачу изгиба круглого
диска с помощью цилиндрических пу-
ансона и опоры (рис. 9). Нагрузка со-
здается одинаковыми по величине, но
противоположно направленными сила-
ми, приложенными к пуансону и опоре.
При этом граничные условия на тор-
цевых поверхностях диска для симмет-
ричной и антисимметричной задач име-
ют вид
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𝜎𝑧𝑧|𝜁=±𝑏 =
1

2
(𝐹1(𝜉) + 𝐹2(𝜉)) , 𝜎𝑟𝑧|𝜁=±𝑏 = 0,

𝜎𝑧𝑧|𝜁=±𝑏 =
1

2
(𝐹1(𝜉)− 𝐹2(𝜉)) , 𝜎𝑟𝑧|𝜁=±𝑏 = 0.

Здесь 𝐹1(𝜉) и 𝐹2(𝜉) поверхностные распределенние в узких окрестностях окруж-
ностей 𝑟 = 𝑟1 и 𝑟 = 𝑟2 силы, которые учитывают действие пуансона и опоры,
принимаемые в виде:

𝐹1(𝜉) = 𝜎0 exp

(︂
− sin(𝜉 − 𝑟1)

2

𝛿

)︂
, 𝐹2(𝜉) = 𝜓𝜎0 exp

(︂
− sin(𝜉 − 𝑟2)

2

𝛿

)︂
,

где 𝜓 =
1∫︀
0

exp
(︁

− sin(𝜉−𝑟1)2
𝛿

)︁
𝜉𝑑𝜉/

1∫︀
0

exp
(︁

− sin(𝜉−𝑟2)2
𝛿

)︁
𝜉𝑑𝜉, 𝜎0 и 𝛿 – параметры, опре-

деляющие величину приложенной нагрузки и ширину области ее действия.

Рис.10 Рис.11

Задачу решали методом редукции, принимая 𝑁 = 25. Для иллюстрации схо-
димости метода на рис. 10 и 11 показаны графики нормированных компонент
осевых напряжений 𝜎𝑧𝑧/𝜎0 на поверхностях 𝜁 = ±𝑏 для симметричной и анти-
симметричной задач, которые, как видно из рисунков, практически совпадают
при выбранном 𝑁 с приложенной нагрузкой.

На рис. 12 и 13, 14 и 15 для примера приведены графики распределений
нормированных компонент напряжений 𝜎𝑟𝑟/𝜎0, 𝜎𝜃𝜃/𝜎0 для симметричной и ан-
тисимметричной задач. Кривые 1 и 2 на рис. 10–15 представляют значения на-
пряжений на поверхностях 𝜁 = 𝑏 и 𝜁 = −𝑏 соответственно. Расчет произведен
для диска с отношением толщины 2𝑏 к радиусу 𝑎 равным 0.4 при действии нор-
мальных поверхностных сил, распределения которых определяются следующими
значениями параметров 𝑟1/𝑎 = 0.5, 𝑟2/𝑎 = 0.8, 𝛿/𝑎 = 0.04 (рис. 9).

Сравнивая результаты, представленные на рис. 12–15, можно сделать вывод о
существенном влиянии обжатия на напряженное состояние толстого диска, под-
вергаемого изгибу с помощью цилиндрических пуансона и опоры.
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Рис.12 Рис.13

Рис.14 Рис.15

Заключение. Разработан вариационный метод решения осесимметрич-
ных задач теории упругости для полубесконечного и конечного цилиндров. Ме-
тод базируется на разложении искомого решения бигармонического уравнения,
которому удовлетворяет функция Лява, по системам собственных функций за-
дачи для цилиндра с ненагруженной боковой поверхностью. Подход приводит
к решению бесконечных систем алгебраических уравнений. Путем проведения
численных экспериментов показано, что применение метода редукции к этим си-
стемам позволяет получать достаточно точные решения четырех основных типов
задач для полубесконечного цилиндра, на торце которого заданы самоуравнове-
шивающиеся поверхностные силы, нормальные и тангенциальные перемещения
либо смешанные условия.

Применение разработанного метода к задаче изгиба толстого диска с помо-
щью цилиндрических пуансона и опоры позволило получить аналитическое ре-
шение, которое отражает объемный характер напряженного состояния в зонах
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приложения сосредоточенной нагрузки и учитывает эффекты обжатия. Получен-
ные результаты можно применять, в частности, для оптимизации геометрических
параметров образцов и условий их нагружения при проведении статистических
испытаний хрупких листовых материалов на длительную прочность [15].
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ЗАКРИТТЯ ТРIЩИНИ, СПОЛУЧЕНОЇ ЗI ЩIЛИНОЮ,
В ПЛАСТИНI ЗА ЗГИНУ З РОЗТЯГОМ – СТИСКОМ

Шацький I. П. Закриття трiщини, сполученої зi щiлиною, в пластинi за
згину з розтягом – стиском. У двовимiрнiй постановцi розглядається мiшана зада-
ча про контактну взаємодiю берегiв наскрiзної трiщини, сполученої з вузькою щiлиною
на однiй прямiй, за сукупної дiї на пластину мембранного та згинального навантажень.
Береги щiлини не контактують. Явище закриття трiщини, зумовлене деформацiєю зги-
ну, враховується з використанням моделi контакту вздовж лiнiї. На пiдставi аналiти-
чного розв’язку задачi дослiджено розподiли стрибкiв перемiщення, кута повороту i
контактних реакцiй на розрiзi для довiльних спiввiдношень величин мембранного та
згинального навантажень.
Ключовi слова: пластина, щiлина, закриття трiщини, згин, розтяг, стиск.

Шацкий И. П. Закрытие трещины, соединенной со щелью, в пластине
при изгибе с растяжением – сжатием. В двумерной постановке рассмотрена сме-
шанная задача контактного взаимодействия берегов сквозной трещины, соединенной
с узкой щелью, при совокупном воздействии на пластину мембранной и изгибающей
нагрузок. Берега щели не контактируют. Явление закрытия трещины, вызванное де-
формацией изгиба, учитывается с использованием модели контакта вдоль линии. На
основании аналитического решения исследованы распределения скачков перемещения,
угла поворота и контактных реакций на разрезе для произвольных соотношений вели-
чин мембранной и изгибающей нагрузок.
Ключевые слова: пластина, щель, закрытие трещины, изгиб, растяжение, сжатие.

Shatskyi I. P. Closure of crack connected with a slit in a plate under bending

and tension – compression loads. The mixed problem of contact interaction of edges of

through crack connected with narrow slit in a plate under membrane and bending loadings

is considered in two-dimensional statement. The edges of slit are in no contact with each

other. The crack closure phenomenon caused by bending deformation is taken into account

using the model of contact along the line. The distributions of displacement and rotation

angle jumps as well as contact reactions on the cut have been studied on the basis of the

analytical solution for arbitrary correlation of values of membrane and bending loads.

Key words: plate, slit, crack closure, bending, tension, compression.

Вступ. Проблема контактної взаємодiї берегiв трiщин в тонких пластинах
успiшно вирiшується в рамках класичних теорiй плоского напруженого стану та
згину пластин на пiдставi моделi контакту вздовж лiнiї [1–7]. Зокрема, в пра-
цях [2, 4] побудовано аналiтичнi розв’язки задач комбiнованого розтягу–згину
безмежної пластини з прямолiнiйною контактною трiщиною. Складнiшу конфi-
гурацiю трiщиноподiбного дефекту, який складаться iз системи контактних трi-

c○Шацький I. П., 2014
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щин, сполучених зi спiввiсними щiлинами, в умовах рiвномiрного згину пластини
розглянуто в статтi [8].

Метою цiєї роботи є дослiдження напружено-деформованого стану пласти-
ни, послабленої трiщиною, вирощеною зi щiлини, за сукупної дiї мембранного та
згинального навантажень.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглянемо нескiнченну iзотропну пластину, яка в

декартових координатах займає область (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R2 × [−ℎ, ℎ], послаблену на-
скрiзним трiщиноподiбним дефектом, розташованим на вiдрiзку 𝐿 = (−𝑙, 𝑙) осi
абсцис. Структурно дефект складається iз вузької щiлини (−𝑙, 𝑏), яка за при-
пущенням не закривається за жодних умов, та вирощеної iз неї трiщини (𝑏, 𝑙)
з нульовою вiддалю мiж берегами, якi можуть контактувати. На нескiнченностi
перпендикулярно до лiнiї розрiзу пластина зазнає сукупної дiї рiвномiрно розпо-
дiлених нормальних зусиль 𝑛 i згинальних моментiв 𝑚; береги розрiзу та лицьовi
поверхнi пластини вiльнi вiд зовнiшнього навантаження. Дослiджуємо вплив роз-
рiзу i можливого контакту його берегiв на напружений стан пластини.

Аналiз закриття трiщини проводили у двовимiрнiй постановцi в рамках гiпо-
тез прямої нормалi на пiдставi моделi контакту вздовж лiнiї [1–7]. Враховуючи
симетрiю об’єкта та навантаження вiдносно осi абсцис, сформулювали мiшану
крайову задачу для пари бiгармонiчних операторiв на площинi з розрiзом:

ΔΔ𝜙 = 0, ΔΔ𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2∖𝐿; (1)

𝑁𝑦 = 0, 𝑀𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑏); (2)

𝑁𝑦 = 0, 𝑀𝑦 = 0, [𝑢𝑦] > ℎ|[𝜗𝑦]|, 𝑥 ∈ 𝐿1; (3)

[𝑢𝑦] = ℎ|[𝜗𝑦]| > 0, 𝑀𝑦 = ℎ𝑁𝑦sgn[𝜗𝑦], 𝑁𝑦 6 0, 𝑥 ∈ 𝐿2; (4)

[𝑢𝑦] = 0, [𝜗𝑦] = 0, 𝑁𝑦 ±𝑀𝑦/ℎ 6 0, 𝑥 ∈ 𝐿3; (5)

𝑁𝑥 = 0, 𝑁𝑥𝑦 = 0, 𝑁𝑦 = 𝑛, 𝑀𝑥 = 0, 𝑀𝑥𝑦 = 0, 𝑀𝑦 = 𝑚, (𝑥, 𝑦) → ∞. (6)

Тут 𝜙 – функцiя Ерi, 𝑤 – прогин пластини, Δ – оператор Лапласа; [𝑢𝑦], [𝜗𝑦] –
стрибки перемiщення та кута повороту нормалi на розрiзi; 𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦, 𝑁𝑦 – мем-
браннi зусилля; 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦, 𝑀𝑦 – моменти; 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 = (𝑏, 𝑙).

Пiд значеннями функцiй 𝑁𝑦, 𝑀𝑦 на (−𝑙, 𝑙) розумiємо пiвсуми їхнiх граничних
значень на берегах розрiзу. Самi ж функцiї при переходi через розрiз змiнюються
неперервно: [𝑁𝑦] = 0, [𝑀𝑦] = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙).

Рiвностi (2) – це умови вiльного краю для щiлини; рiвностi та нерiвностi (3)–
(5) вiдображають умови можливого контакту берегiв трiщини в рамках гiпотези
прямої нормалi.

2. Аналiтичний розв’язок Для побудови розв’язку крайової задачi (1)–
(6) використали метод сингулярних iнтегральних рiвнянь, зокрема, подання нор-
мальних зусиль i моментiв на лiнiї розрiзу через похiднi вiд функцiй стрибка
[9–11]:

𝑁𝑦(𝑥, 0) = 𝑛+
𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
, 𝑀𝑦(𝑥, 0) = 𝑚− 𝐷𝑎

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
, (7)
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де 𝐵 = 2𝐸ℎ, 𝐷 = 2𝐸ℎ3/(3(1 − 𝜈2)), 𝑎 = (3 + 𝜈)(1 − 𝜈); 𝐸 i 𝜈 – модуль Юнга i
коефiцiєнт Пуассона матерiалу пластини.

Структура розв’язку залежить вiд спiввiдношення величин мембранного та
згинального навантажень.

Нехай 𝑛 > 0, а абсолютна величина 𝑚 незначна. За вiдсутностi контакту
берегiв трiщини (𝐿1 = (𝑏, 𝑙), 𝐿2 = ∅, 𝐿3 = ∅) iз крайових умов (2), (3) приходимо
до двох сингулярних iнтегральних рiвнянь на всьому розрiзi:

𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= −𝑛, 𝐷𝑎

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= 𝑚, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙). (8)

Їх розв’язки, що задовольняють умовам

[𝑢𝑦](±𝑙) = 0, [𝜗𝑦](±𝑙) = 0, (9)

вiдомi [9–12]:

[𝑢𝑦](𝑥) =
4𝑛

𝐵

√︀
𝑙2 − 𝑥2, [𝜗𝑦](𝑥) = −4𝑚

𝐷𝑎

√︀
𝑙2 − 𝑥2. (10)

Iз нерiвностi в (3) встановлюємо дiапазон зовнiшнього навантаження, коли
контакт берегiв трiщини вiдсутнiй: Ω1 = {(𝑛, 𝑚) : 𝑛 > 𝜅|𝑚|/ℎ}, де 𝜅 = 3(1 +
𝜈)/(3 + 𝜈).

Якщо 𝑛 = 𝜅|𝑚|/ℎ, то береги трiщини 𝑦 = ±0, 𝑧 = −ℎsgn𝑚 дотикаються
одночасно по всiй довжинi дiлянки (𝑏, 𝑙).

Нехай 𝑛 < 𝜅|𝑚|/ℎ. Припустимо, що умови контакту вздовж лiнiї (4) вико-
нуються тепер на усiй трiщинi: 𝐿1 = ∅, 𝐿2 = (𝑏, 𝑙), 𝐿3 = ∅. Враховуючи, що
sgn[𝜗𝑦] = −sgn𝑀𝑦, перепишемо їх iнакше:

ℎ𝑁𝑦 = −|𝑀𝑦|, [𝑢𝑦]
′
= −ℎ[𝜗𝑦]′sgn𝑀𝑦, 𝑥 ∈ 𝐿2. (11)

Обернувши iнтегральнi оператори (7) за додаткових умов (9) та врахувавши
рiвностi (2), маємо:

𝐵

4
[𝑢𝑦]

′
(𝑥) = − 1

𝜋
√
𝑙2 − 𝑥2

⎧⎨⎩𝑛𝑥+

𝑙∫︁
𝑏

√︀
𝑙2 − 𝜉2𝑁𝑦(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉

⎫⎬⎭ ,

𝐷𝑎

4
[𝜗𝑦]

′
(𝑥) =

1

𝜋
√
𝑙2 − 𝑥2

⎧⎨⎩𝑚𝑥+

𝑙∫︁
𝑏

√︀
𝑙2 − 𝜉2𝑀𝑦(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉

⎫⎬⎭ . (12)

Пiдставляючи отриманий результат у новий варiант умов контакту (11), при-
ходимо до iнтегрального рiвняння щодо реактивного моменту:

1

𝜋

𝑙∫︁
𝑏

√︀
𝑙2 − 𝜉2𝑀𝑦(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉 = −𝜅𝑚− ℎ𝑛sgn𝑚

1 + 𝜅
𝑥, 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑙). (13)
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Розв’язуючи рiвняння (13), знайшли 𝑀𝑦, а потiм з умови (11) визначили
контактну силу. Пiдставляючи отриманий результат у спiввiдношення (12) та
iнтегруючи їх за умов (9), остаточно дiстали:

𝑀𝑦(𝑥) =
𝜅𝑚− ℎ𝑛sgn𝑚

1 + 𝜅

𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏),

𝑁𝑦(𝑥) = −𝜅|𝑚|/ℎ− 𝑛

1 + 𝜅

𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏);

[𝑢𝑦](𝑥) =
4

𝐵(1 + 𝜅)

(︁
𝜅(|𝑚|/ℎ+ 𝑛)

√︀
𝑙2 − 𝑥2−

−(𝜅|𝑚|/ℎ− 𝑛)
√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥)

)︁
,

[𝜗𝑦](𝑥) = − 4

𝐷𝑎(1 + 𝜅)

(︁
(𝑚+ ℎ𝑛sgn𝑚)

√︀
𝑙2 − 𝑥2+

+(𝜅𝑚− ℎ𝑛sgn𝑚)
√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥)

)︁
. (14)

Тут 𝐻(...) – одинична функцiя Гевiсайда.
Друга (силова) нерiвнiсть у (4) задовольняється. Вимагаючи виконання пер-

шої (кiнематичної) нерiвностi у виразi (4), отримуємо 𝑛+|𝑚|/ℎ ≥ 0. Таким чином,
крайовi умови контакту берегiв трiщини по лiнiї реалiзуються в областi наванта-
жень Ω2 = {(𝑛, 𝑚) : −|𝑚|/ℎ 6 𝑛 6 𝜅|𝑚|/ℎ}.

При 𝑛 = −|𝑚|/ℎ береги трiщини дотикаються на усiй висотi. Отож, в областi
Ω3 = {(𝑛, 𝑚) : 𝑛 6 −|𝑚|/ℎ} є сенс розглядати варiант крайових умов (5) на усiй
трiщинi, припустивши при цьому, що 𝐿1 = ∅, 𝐿2 = ∅, 𝐿3 = (𝑏, 𝑙). Задоволь-
нивши за допомогою подань (7) умови (2), (5), дiстанемо систему iнтегральних
рiвнянь, подiбну до (8), на укороченому розрiзi (щiлинi) завдовжки 𝑏+ 𝑙:

𝐵

4𝜋

𝑏∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= −𝑛, 𝐷𝑎

4𝜋

𝑏∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= 𝑚, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑏). (15)

За розв’язком рiвнянь (15) знайшли стрибки перемiщення i кута повороту
нормалi на розрiзi, а вiдтак за виразами (7) контактнi зусилля та момент:

[𝑢𝑦](𝑥) =
4𝑛

𝐵

√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥), [𝜗𝑦](𝑥) = −4𝑚

𝐷𝑎

√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥);

𝑁𝑦(𝑥) = 𝑛
𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏), 𝑀𝑦(𝑥) = 𝑚
𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏). (16)

Силова нерiвнiсть в умовах (5) пiдтверджується.
Таким чином, формули (10), (14), (16) дають розв’язок поставленої задачi

вiдповiдно в дiапазонах Ω1, Ω2, Ω3 комбiнованого навантаження.
3. Аналiз результатiв Граничнi переходи 𝑏 → 𝑙 та 𝑏 → −𝑙 призводять до

вiдомих результатiв вiдповiдно для щiлини [9–12] та контактної трiщини [2, 4] в
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пластинi пiд комбiнованим навантаженням. При 𝑛 = 0 дiстаємо картину закриття
трiщини, вирощеної з колiнеарної щiлини, в зiгнутiй пластинi [8].

Iз змiною спiввiдношення величин однорiдних навантажень тип крайових
умов змiнюється одночасно на всiй трiщинi.

За переважного розтягу увесь трiщиноподiбний дефект є вiдкритим, а розв’я-
зок поставленої задачi є суперпозицiєю розв’язкiв вiд розтягу та згину. Якщо
переважає згин, то на контактнiй трiщинi, що виходить iз щiлини, розкриття
зберiгається таким же, як i для контактної трiщини, що займає весь вiдрiзок
(−𝑙, 𝑙). Вплив щiлини виявляється лише в змiнi контактної реакцiї (у посилен-
нi контактної взаємодiї берегiв). У разi переважного стиску трiщина повнiстю
закрита, а на щiлинi – класична концентрацiя напружень вiд згину зi стиском.

Висновки. Модель контакту вздовж лiнiї усуває кiнематичну суперечнiсть,
пов’язану iз взаємним прониканням поверхонь трiщини пiд час згину пластини,
i тим самим дозволяє iстотно розширити дiапазон комбiнованих навантажень, в
якому отримуються коректнi аналiтичнi результати для трiщиноподiбних дефе-
ктiв зi складною структурою.
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