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PARAMETRICAL METHOD OF LOW-FREQUENCY HARMONICS 
SUPPRESSION IN RECTIFIER’S OUTPUT VOLTAGE UNDER 

SUPPLY VOLTAGE UNBALANCES (MATHEMATICAL MODEL, 
STUDY AND INDUSTRIAL APPLICATION) 

This paper deals with using an original and pure electronic 
method for low-frequency harmonic suppression with wide indus-
trial realization and application, in place of the usually heavy in-
ductive, low-frequency harmonic filters. One of the main applica-
tions was made for small land power supply units of onboard com-
plexes in ground-based air navigation when preflight ground 
check-service is made. The transport management at thousands of 
small provincial airports in the former country is still unfortunate. 
The same situation is in Northern and central Central Asia, North-
ern Caucasian and Trans-Caucasian Mountains, oriented to small 
civil and agricultural services airports, etc. Everywhere the phase 
and line voltage amplitude unbalance can reach between 10-15% at 
the settlement’s power tiny transformer or generator and there are 
thousands and thousands of such local «airports» [1, 6]. This paper 
has been editing by a native speaker, Ms. Rachel Alcorn — our 
sincere thanks.  

Key words: noise, adaptive methods, telemetry canals. 

Introduction.  Voltage disturbance is the most common type of 
power quality (PQ) degradation phenomenon [11–13]. Among the various 
types of voltage disturbances, voltage variation and unbalance occur fre-
quently because of different regular switching loads in the supply network 
[14–15]. The presence of nonlinear loads across the power system network 
also degrades the PQ. Thereby, slight changes in the convertors voltage or 
load make the operating parameters change. Applying varying voltages (or 
their angles), or simultaneous variation of both of them to a three-phase 
bridge AC-DC convertor can cause the variation of side-operating parame-
ters. In this case, it is necessary to study the operating performance under 
variable conditions. This paper presents the performance analysis of a 
three-phase bridge AC-DC convertor system for voltage variations using 
an experimental case study. In order to study the performance variations of 

© P. Ali Zada, N. Tuncay, B. Ozturk, C. Kivanc, H. A. Mamedov, S. A. Abdullaev, 2016 
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a three-phase AC-DC convertor system for voltage variations. Voltage 
unbalance has been interpreted and expressed mathematically as a voltage 
unbalance factor (VUF) in a number of ways [16]. The VUF as expressed 
by the IEC (International Electro technical Commission) is  

VUF = (VN / VP) * 100 % 
where VN and VP are magnitudes of negative and positive sequence voltage 
components. 

As discussed, there will be infinite possibilities of voltage combina-
tions that will satisfy a VUF. This can be reduced to a unique case by con-
sidering the complex nature of the sequence components which is the 
complex voltage unbalance factor (CVUF) defined as the ratio of the nega-
tive sequence voltage phasor to the positive sequence voltage phasor, and 
it is expressed as CVUF = KV ے V, where KV is the ratio of magnitudes nega-
tive sequence voltage to the positive sequence voltage and V = (N –P) is the 
phase angle by which the negative sequence component leads the positive 
sequence component. 

For most AC-DC convertor systems, it is quite difficult to measure 
the individual phase voltages, as the neutral point is often not externally 
available. Since all calculations are computed on a per-phase basis, to cal-
culate the voltage unbalance factor (KV), a definite relationship must exist 
between the magnitudes of the KV computed using line and phase voltage 
values. Voltage variations and unbalance can be classified into balanced 
over voltage (BOV), balanced under voltage (BUV), unbalanced over 
voltage (UBOV), unbalanced under voltage (UBUV) and unbalanced 
equal voltage (UBEV); and by making use of the upper limit of voltage 
variations, the ambiguity among voltage combinations that lead to the cal-
culation of CVUF can be greatly reduced.  

This paper deals with an original and pure electronic method with its 
wide industrial realization and application for suppression rectifier’s low-
frequency harmonics due to the different types of the voltage unbalances 
mentioned above. 

Body. The transportation management at thousands of small provincial 
airports is still unfortunate in Northern and central Siberia oil fields service, 
Ural, Turkey, Central Asia, Northern Caucasian and Transcaucasia Mountains, 
oriented to small airports or of distant agricultural services, etc.  

Their converters often are fed through the weak three-phase airfield 
network, or from the settlement’s autonomous diesel generator with a lim-
ited power supply. Besides, there are some random-fluctuation regimes 
that lead to a rising asymmetry (unbalance) of phases and lines’ voltage 
amplitudes in the feeding network. 

The generally recognized upper limit for running any motor or gen-
erator with unbalanced voltages is usually around 5% — Table 1, (10% 
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[10]). However, the allowable nameplate power of an electrical machine 
must be de-rated according to the following table for voltage unbalances 
1% and greater [9] (extrapolated from the curve www.epri.com: «Power 
Plant Electrical Reference Series», Volume 6 Motors): 

Table 1 
Motors output as a function of unbalance in the supplied voltage 

Voltage Unbalance Output De-Rating 
1% 98% 
2% 96% 
3% 92% 
4% 85% 
5% 76% 

  
Fig. 1. Motors output as a function of unbalance in the supplied voltage 

Phase voltage unbalance should be less than one percent for proper 
motor operation. If any three phase unit (a motor, rectifier, transformer 
etc) must be operated with a phase unbalance of greater than one percent, 
then the unit should be de-rated according to the presented table. A unit 
should not be operated at all where phase unbalance is greater than five 
percent. (http://cipco.apogee.net/mnd/mspupha.asp). 

From the other point of view, it is known that under such voltage un-
balance conditions (even up to 10%, for distant wilderness places) the low-
frequency harmonic components appear in the rectifier load voltage and 
current output spectrums. They penetrate into the onboard network electri-
cal motors or electronic devices, dramatically decreasing their output 
power and this may cause a reason for auto-oscillations or other undesir-
able processes [1–9, 11] only because of ineffective filtering of their low-
frequency harmonics. In addition, these harmonics may become a source 
of interference for the airport’s other ground service apparatuses.  
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Therefore, the problem of low-frequency harmonic suppression is 
very important, but the practical realization of low frequency filters (in 
particularly the inductive ones) clashes with the problem of the mobile 
rectifier’s overall mass and dimensions, a converter’s stability under cer-
tain conditions, its efficiency and other difficulties.  

There are many well-known ways to improve the filtration efficiency 
of a thyristor voltage rectifier (TVR). One of these ways is the transition to 
multi-pulse rectifiers (3, 6, 12, 18, 24, etc.). The pulse frequency of such 
rectifiers is equal to f * N, where N is the pulses-number of the rectified 
voltage (3, 6, 12, 18, 24, etc.) and f is the frequency of the supply voltage. 
When the asymmetry of phase voltage amplitude has taken place, the influ-
ence of low frequency harmonic components are increased significantly in 
these rectifiers — usually by frequency 2f Hz pulsations appear in the recti-
fier’s output voltage — about 10% of its maximum value (proportional to 
the level of the phase or line voltage amplitude unbalance). These pulsations 
can make the spectrum of output voltage harmonics even worse than the 
spectrum of 2- or 3- pulse rectifiers. The application of passive or resonant 
filters results in a considerable increase of the mobile rectifier’s weight and 
size. Moreover as the onboard apparatuses work with sharply variable loads, 
there are output voltage fluctuations and possible voltage surge and over-
loads in these rectifier filters. Therefore, the passive and resonant filters are 
rarely applied for suppressing and smoothing the low-frequency harmonics 
in the ground service thyristor voltage rectifiers at small airports.  

This paper outlines an untraditional [2, 3, 8], but a pure electronic 
approach to the suppression of low-frequency harmonics without the use 
of any additional low-pass filters with heavy inductors or big capacitors.  

There is a rapidly growing interest in these so-called parametric methods 
for suppressing harmonics in the rectified voltage. They are simple for techni-
cal realization and efficient in practice. For the effective work on the paramet-
ric methods, it is necessary to find and technically understand the connection 
between the asymmetry characterizing main parameters and the level of the 
generated-additionally low-frequency harmonics. 

Theoretically the rectifier semiconductor valve system can be de-
scribed by the nonlinear, non-homogeneous (dissimilar) differential equa-
tions with periodically and discretely changing coefficients and perturbing 
functions by changing their amplitude and frequency: 
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 (1) 

or in matrix form [A].s[Y] = F(t, ω) + [B]·[Y]. 
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The equations (1) are the generalized mathematical model of the 
semiconductor valve converter in which the models of a semiconductor 
valve and its control system are taken into consideration. Thus, this model 
allows us to investigate the semiconductor valve converters at any interval 
of the discreteness. However, its application for analyzing the harmonic 
composition of the rectified voltage takes a lot of time to calculate, as it is 
necessary to determine the conditions of the valves at each interval of the 
discreteness that is bound with the joint decision of the control system and 
electromagnetic process equations in the converter itself  
 T T

B BA Z Ai A E , (2) 
where T — the matrix transposition symbol; A, ZB and EB — the matrix of 
the connections, resistances and electromotive forces branches matrixes; and 
i — the connection current matrix in accordance with the graph of the dia-
gram. The problem is simplified considerably if the angle of bias   show-
ing the switching point’s bias in asymmetric modes is brought relative to the 
switching points of the symmetric modes (fig. 2) in the model. In this case it 
isn’t necessary to conduct the work to find the switch-on/off moments of the 
valves at each interval of the discreteness or to solve the equation in full 
volume, but it may limit the mathematical model of the rectifier describing 
the voltage envelope. In this case, the equation of the mathematical model, 
for example, bridge thyristor rectifier for the continuous current mode can be 
written in the following way:   : 60I ib I      electric degrees from 

natural switching points. Thus, the non-symmetrical three-phase voltages 
can be written in the following way: 

 

   
   
   

1 1

2 2

3 3
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where U1m = 1, U2m > U1m, U3m = U1m. Then the equations of the output 
voltage envelope in the interval of the discreteness λ = 2π / m, correspond-
ing to the symmetric mode taking into account Δαib for the asymmetric 
modes, will be the following: 
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 (4.6) 

The advantages of these equations (4.1–4.6) are that both r  and 

ib  enter in each interval of the discreteness. On the one hand, r  de-
fines the degree of asymmetry of the output voltage curve; on the other 
hand, it defines the asymmetry of the control angles which appear.  

Additionally, the equations (2) follow the idea that by means of 

r changing at each interval of the discreteness, this may compensate for 

the influence of ib  and fix the same values of r  at the intervals when 
the low-frequency pulse components will be: 

   130 sin120 sin120 .ib i iarcctg U U        (5) 

Thus, the equation (2) makes us think that if it may be receiving the 
information about current value of ib  in each interval of the discrete-
ness, then by means of bringing the correction in the control angles, it may 
influence the output voltage spectrum structure as far as possible.  

The way of practically carrying out the given algorithm consists of 
the following steps. First, the crossing point of the phase voltage across 
zero and natural switching point in each interval of the discreteness is 
measured, and then the control angle correction in the same interval ac-
cording to received results is formulized.  

The block diagram of the implemented method and voltage diagrams 
show the efficiency of the correction as presented in fig. 2 and fig. 3a, 3b, 
respectively.  
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Fig. 2. The block diagram of the realized method 

S1 — the First Synchronizer to synchronize the work of the Converter of the 
Slot to the Voltage (CSV) in each interval of the discreteness; S2 — the Sec-
ond Synchronizer interrupting the work of CSV in the natural switching points 
(when equal to the line voltages). The time-slot between the synchronous 
pulses S1 and S2 is proportional to the measured voltage. In the capacity of 
CSV usually a Saw-Tooth Oscillator (STO) is used, the start of which is syn-
chronized with S1 while the ending is synchronized with S2.  

CSV output voltage is sent to the input of the Selection and Storage De-
vice (SSD). The pulses with the output of S1 simultaneously enter the control-
ling input of SSD after each interval of the discreteness. These pulses allow 
the instantaneous value of the voltage corresponding to the ending of the in-
terval between the moments of the synchronous pulses S1 and S2 in SSD to be 
recorded. The voltage kUc enters one of the Adder’s (A) inputs with the SSD 
output, another input, the controlling voltage Ucnt, is presented.  

There is algebraic summation Ucnt and kUc in the Adder and its sum 
U  Ucnt – kUc enters the Comparator block (C) with the adder’s output. 
The Comparator block sets the corrected control angle, gives the signal 
throw Impulse Distributor (ID) and Impulse Former (IF) for switching the 
Rectifier’s Thyristor (RT) off at the proper instant of the current period. 
Next period (in 60 el. degrees) the process is repeated and corrected signal 
feeds the next value etc. 

Thus, in one period 6 correcting signals are formed which set corrected 
control angles accordingly. The value of correcting signal (voltage) Uc is de-
fined in each synchronizing time period in the following way: 
as c ibt     , the amplitude dependence and t  are changing linearly, 

then cU tg t  , where φ — is the tilt angle of the CSV output voltage (saw-

tooth voltage in our case). In one turn, 2 1s st t t    is the time interval be-

tween two synchronous signals from S2 and S1. And ts1 can be decomposed 
into two components, one of which is constant and corresponds to the sym-
metric mode ts1h, but another changes depending on the asymmetry of the sup-
ply voltages — Δts1. Therefore: 1 1 1s s h st t t    and after substituting this 

expression into the equation Uc the following expression was received  
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  2 1 1 ,c s s h s ch cU tg t t tg t U U         (6) 

where Uch — the constant component, which corresponds to the symmetric 
mode.  

 
Fig. 3. Correction efficiency shown in the voltage diagrams 

It may be compensated with entering a bias voltage in the control 
voltage Ucnt in the adder A. ΔUc is the variable component of the correc-
tion voltage which is proportional to the supply voltage phase increment of 
the amplitude changing. Thus, it can be considered as proportionality 
U ≡ ΔU. The coefficient k is defined as the ratio ic ib   , where 

Δαic — the angle increment in asymmetry. The system provides the full 
compensation of the switching moments changing (the control angles), 
that is, the constancy of the control angle in linearly scanning voltages of 
CSV and equal increasing speed of this voltages ( 1k  ) the method al-
lows changing k in any intervals to promote better correction and therefore 
better the smoothing of the output voltage. 

The worst nonsymmetrical feeding case happens when phases A and 
C are 12% lower than phase B. The results of comparing the converter 
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output DC voltage spectrogram for the two cases — with and without the 
application of the electronic method mentioned above of low-frequency 
harmonic suppression in output DC voltage — are presented in Table 2.   

 
Fig. 4. Nonsymmetrical feeding of the converter  

(A and C phases are 10% lower): the DC output voltage spectrograms 

Table 2 

Voltage unbalances influence on low harmonic amplitudes (mainly 100 Hz) 
Unbalance Case 10% 100Hz 200Hz 300Hz 400Hz 500Hz 600Hz

1. The method is not applied 9.2% 1.9% 3.9% 3.9% 1.8% 0.22%
2. The method is applied 0.85% 1.7% 0.41% 0.62% 0.21% 0.43%
Output de-rating (times) 1/2 10.82↓ 1.11↓ 9.5↓ 6.3↓ 8.6↓ 0.51↑ 

Not wanting to overburden the paper with comments to the other un-
balance cases (5% and 7.5%) DC output voltage spectrogram’s photo re-
sults, it is best to confine the final remarks about these two cases: the per-
centage of 100Hz harmonic and output de-rating (times) are 1.27% (3.61) 
for 5%, and 2.53% (7.2) for 7.5% unbalance cases, respectively. All these 
results confirm the efficiency of the method proposed and allow us to re-
ject the use of the usually heavy inductive low-frequency-harmonic filters.  
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The thorough studies of the DC converter model, [7] and laboratory 
experiments have shown (table 2) the sensitivity and the almost linear pro-
portionality between the phase-, voltage-amplitude unbalances and the low 
harmonic of the converter output voltage (100Hz amplitudes before and 
after applying the method). The other harmonics up to 600Hz are not too 
sensitive to the applied voltage unbalance and are usually suppressed by 
little traditional RLC filters.  

Conclusion. The ground power supplies must completely correspond 
to the characteristics of the onboard power supplies during the ground ser-
vice and maintenance of aircrafts’ onboard complexes. If low-frequency 
harmonics appear in the output of the ground power supplies, it means that 
there is an amplitude asymmetry of the feeding voltages and their suppres-
sion is bound with well-known difficulties. Therefore, it is important to 
solve this question. This paper presented the simple mathematical model 
of the m-phase rectifier and its output voltage curves taking into account 
the real instant value of asymmetry in each interval of the discreteness. In 
addition, the description of the correction arrangement way is given, which 
allows the rectifier output voltage smoothing considerably increasing or, in 
other words, the ability of suppressing the converter’s low-frequency volt-
age harmonics. It simultaneously raises the speed of the control system 
and the possibility of forming the necessary rectifier output characteristics. 
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У статті розглядається використання оригінального і чисто елек-
тронного методу низькочастотного зниження рівня гармонік для 
широкої промислової реалізації та застосування в якості індуктив-
них низькочастотних фільтрів гармонік. Одним з основних застосу-
вань методу було здійснено для невеликих блоків живлення борто-
вих комплексів наземного базування повітряної навігації при прове-
денні передпольотної наземної перевірки та обслуговування. Управ-
ління транспортом у великій кількості невеликих провінційних ае-
ропортів проводилося невдало. Та ж ситуація спостерігається в пів-
нічній і центральній частині Середньої Азії, Північного Кавказу і 
Закавказьких гір, які орієнтовані на невеликі аеропорти цивільних і 
сільськогосподарських послуг і т.д. Скрізь в локальних аеропортах 
дисбаланс фази і амплітуди напруги в лініях може досягати 10-15% 
при включенні живлення невеликого трансформатора поселення або 
генератора [1, 6]. Висловлюємо подяку за редагування статті пані 
Рейчел Алкорн. 

Ключові слова: шум, адаптивні методи, телеметричний канал 
зв’язку. 
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Українська інженерно-педагогічна академія, м. Харків 

ЗАСТОСУВАННЯ ДИВІДІРІАЛЬНОГО  
ТА МУЛЬТИГРАЛЬНОГО ЧИСЛЕНЬ В ДОСЛІДЖЕННІ 
ЕКОНОМІКИ СІЛЬСЬКОГО ГОСПОДАРСТВА УКРАЇНИ 

У статті наведено основні поняття дивідіріального та му-
льтигрального числень, розглянуто виробничу функцію зі 
змінними коефіцієнтами еластичності. Розроблено математич-
ні моделі виробничих функцій для дослідження економіки 
сільського господарства України. 

Ключові слова: дивідіріальне числення, мультигральне 
числення, виробнича функція, коефіцієнт еластичності, ВВП 
сільського господарства, основні засоби, оборотні активи. 

Вступ. Застосування економіко — математичного моделювання 
відіграє велику роль при дослідженні й прогнозуванні економічних 
систем різного рівня. Оскільки на результат виробництва має вплив 
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багато факторів, тому важливо проводити дослідження, яким чином 
якісно та кількісно ці фактори впливають на кінцевий результат, тоб-
то рівень випуску. Для цього застосовують економіко-математичне 
моделювання за допомогою виробничих функцій. 

Уперше поняття виробничої функції з’явилося в 30-х роках 
ХХ століття. Американські вчені Джордж Кобб та Пітер Дуглас в 
своїй статті [1, с. 151–160] використали дані американської легкої 
промисловості за 24 роки, та на їх основі побудували виробничу функ-
цію, яка потім отримала назву «виробнича функція Кобба-Дугласа». 
Ця функція має вигляд: 

 Y AL K  . (1) 
У цій виробничій функції основними факторами, що вплива-

ють на випуск продукції Y  вважаються K  — основний капітал та 
L  — робоча сила. Параметри ,A  ,    задовольняють таким 

умовам: 0,A   , 0,    1   . Коефіцієнти ,   відобража-

ють вклад праці та капіталу у виготовлення продукту [2, с. 6]. В 
своїх дослідженнях Кобб і Дуглас методом найменших квадратів 
визначили всі вказані параметри і функція Кобба-Дугласа набула 
такого вигляду: 

 0,75 0,251,01Y L K . (2) 
З теоретичної і практичної точок зору важливими є наступні 

властивості виробничої функції Кобба-Дугласа: 

 функція  ,Y F K L  неперервна; 

 функція  ,Y F K L  двічі диференційовна по аргументах K  i L ; 

 виробництво неможливе при відсутності принаймні одного ресур-
су, тобто    0, ; ,0; 0F L t F K t  . 

Як правило, вважають, що виробнича функція (1) — одноpіднa по 
аргументах К i L, тобто icнyє таке 0   (міра однорідності), що для до-

вільного 0   справедливо:    , ; , ;F K L t F K L t   . Досить часто 

вважають, що виробнича функція (1) є лінійно-однорідною, тобто, що 
пропорційне збільшення витрат факторів приводить до зростання випус-
ку в тій же пропорції. У цьому випадку 1   [3, с. 211–212]. 

Величина      показує, що при збільшенні ,K  L  в   

разів об’єм продукції зростає у   разів. Завдяки цьому коефіці-
єнт однорідності   називають ще коефіцієнтом ефективності ви-

робництва. 
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Параметри ,   функції Кобба-Дугласа є частинними коефіціє-

нтами еластичності: 

1) частинний коефіцієнт еластичності продукту по фондах 

 1
K

Y K K
E A L K

K Y AL K
 

  
   


, (3) 

2) еластичність продукту по праці 

 1
L

Y L L
E A L K

L Y AL K
 

  
   


. (4) 

Ці коефіцієнти еластичності відображають відсоток приросту 
обсягу випуску продукції при збільшенні витрат ресурсу на 1%. 

Для функції Кобба-Дугласа коефіцієнти ,   постійні й не за-

лежать від обсягу факторів ,K L .  

Також важливою характеристикою для виробничих функцій є 
ефект заміщення ресурсів. Ця числова характеристика показує на 
яку величину 2x  зменшиться обсяг витрат другого ресурсу, якщо 

збільшити обсяг витрат першого ресурсу на 1x , щоб при цьому об-

сяг випуску Y  залишився незмінним. Тобто гранична норма 
1 2x xS  

заміни одного ресурсу іншим — це величина, що показує який об-
сяг ресурсу вивільняється при збільшенні витрат ресурсу — замін-
ника на одиницю. 

 
1 2

2

1
x x

x
S

x
  . (5) 

Тоді еластичність заміни ресурсів показує, на скільки відсотків 
повинно змінитись співвідношення ресурсів (при Y const ), при 
зміненні граничної норми заміни на 1% [2, с. 12–16]: 

 1 2

1 2

1 2

2

1

2

1

.
x x

x x
x x

x
Sx

xS
x



   
  


 (6) 

Актуальність. Основною особливістю виробничої функції Ко-
бба-Дугласа є те, що вона має сталі коефіцієнти еластичності ,  . 

Але при більш детальному дослідженні [див. 4, зокрема аналіз да-
них, що використовувалися] виявляється, що частинні коефіцієнти 
еластичності виробничої функції Кобба-Дугласа можуть бути функ-
ціями від обох факторів L  та K . Тоді в нагоді стає теорія дивіді-

ріального та мультигрального числень, оскільки дивідіра 2-го ро-
ду — це еластичність.  
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Введемо позначення дивідіри та мультиграла. 

Означення 1. Якщо існує границя 

     
 

1

0 0

:
lim lim

x

x x

f x xf x x f x

f xx



   

   
   

   
, 

то будемо її називати дивідірою першого роду від функції  f x  у 

точці x  і позначати так: 

 
     

0

:
: lim

x

f x f x x f x

dx x


 

 
  


. (7) 

Означення 2. Операцію, яка дозволяє по дивідірі першого роду 
функції  f x  знайти її первісну, тобто функцію  F x  із властивістю 

   F x
f x

dx


  , назвемо невизначеним мультигралом першого 

роду від функції  f x  і позначатимемо так:  

        :
dx F x

f x F x C f x
dx

n 
    ,  .C const  (8) 

Означення 3. Якщо існує границя 

         
 

     
 

1

1

1 1
1

1

: :
lim lim limlog

:

ln ln
lim ,

ln

h
x x h h

h

f x hf x f x f x h f x

f xx x h

f x h f x x f x

h f x

  



 
     

 
 

 

 

назвемо її дивідірою другого роду від функції  f x  у точці x  і поз-

начимо її так: 

 
     

1

:
: lim

h

f x f x h f x

x h



 


   . (9) 

Означення 4. Операцію, обернену до 
f

x




 , назвемо невизна-

ченим мультигралом другого роду від функції  f x  і позначимо так 

( C const ): 

          :f x F x
x f x x F x C f x

x
n n 
 


       (10) 

Основні властивості дивідір та мультигралів наведено в табли-
цях 1 та 2. 
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Таблиця 1 

Зіставлення властивостей похідної 
dy

dx
 і дивідір 

y

dx

 ,
y

x




  

Похідна Дивідіра 1-го роду Дивідіра 2-го роду 
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Продовження таблиці 1 
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dy dx
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Властивості дивідір першого роду: 

     1
,Y

dY t
Y t

dt



  

     1
K

dK t
K t

dt



  і 

     1
L

dL t
L t

dt



  

темпи випуску продукції, праці і капіталу відповідно. 

Економічна інтерпретація дивідір другого роду. Нехай  D P  — 

попит на продукцію в залежності від ціни P . Тоді еластичність попиту 

від ціни  
 

   P

dD P
P

dPE D E P
D P

   [5, с. 37, 46, 57, 63, 115–122, 139–144]. 

Таблиця 2 

Зіставлення властивостей інтеграла  
b

a

f x dx  і мультигралів 

 
b dx

a
f xn , 

 b f x
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Продовження таблиці 2 

,
b b

a a

f dx f dx

const

c c

c





   

 
b dxс

a

b
dx

a

f

f

n

cn



 
  
 

 

b

a

b

a

с f
x

с f
x

n

cn







 
  
 

 

 
b

a

b b

a a

f g dx

f dx g dx

 

 



 
 

 

:

b

a

b b

a a

f g dx

f dx g dx

n

n n

  

  

 

 

:

b

a

b b

a a

x f g

x f x g

n

n n



 

  

  

   

   

   

b
b

a
a

f x dx F x

f x dx F x

F b F a

 

  

 





   

 

     :

dx

b
dx

a

b

a

f x F x

f x

F x F b F a

n

n

 

 

 

   

 

     :

f x

b

a

b

a

x F x

f x
x

F x F b F a

n

n





 

 

 

Середнє арифметичне 

 
 

1

b

a

f x dx

M f
b a





 

Середнє геометричне 
b

dx

a
a

f x
M

b a

n
 


 

Середнє логарифмічне 

 

:

b

a
L

f x
x

M
b a

n
  

b

a

b

a

b

a

f g dx

f g

g f dx

  

  

  





 

 
b dx

a

b
b

a
a

f g

f g g f dx

n  

    

 

ln:

ln

: ln

b
f

a

bbf f g

a a

b

a

b
b

a
a

g

g f

e f d g

g f e g df

n

n









 

 





Таким чином, властивість дивідіри 2-го роду — еластичність 
функції можемо застосовувати для дослідження і виробничих функ-
цій, оскільки вони містять таке поняття, як еластичність заміни. 

Постановка задачі. Розглянемо виробничу функцію зі змінними 
коефіцієнтами еластичності, яка моделює виробничий процес в галузі 
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сільського господарства України. Побудуємо залежність випуску 
продукції від оборотних активів та основних засобів сільського гос-
подарства, а також залежність випуску продукції від кількості пра-
цюючих та основних засобів.  

Математична модель 1. Нехай виробнича функція зображуєть-
ся в наступному вигляді: 

      1
, , , ,

1, , , , f O V a g O V bCY O V C a b e O V   , (11) 

      
0 0

, ,
M N

im i m
i m

f O V a a O V 
 

   ; (12) 

      
0 0

, ,
M N

im i m
i m

g O V b b O V 
 

  ; (13) 

  i
i O O  ;   m

m V V  , 

де Y  — ВВП сільського господарства України, V  — основні засоби 
сільського господарства, O  — оборотні активи сільського господар-
ства, 1, ,im imC a b  — невідомі параметри (коефіцієнти), ,M N  — пара-
метри, покладемо 1, 1M N  . 

Теорема 1. Для знаходження невідомих 1, ,im imC a b  з умов  

      
1

, , , ,
1, , , , ,p p p pf O V a g O V bC

p p p p pY O V C a b e O V    (14) 

методом найменших квадратів  

    2

1
, ,1

ln , , , , ln min
im im

Q

p p p p
A a bp

j C Y O V C a b Y


    

матриця невідомих коефіцієнтів 1 00 10 01 00 10 01C C a a a b b b     зна-

ходиться за формулою:   1
1TC B B B Y


    , де B  — матриця з Q  

рядками наступного вигляду:  

       1 ln ln ln ln ln ln ,
T

p p p p p p p p p p pB O O O O V V V O V V     

а 1 lnp pY Y  , 1,p Q , що отримується, якщо  

  00 10 01, ,f O V a a a O a V   ;   00 10 01, ,g O V b b b O b V   . 

Для аналізу сільського господарства України використовувались 
статистичні дані за 2004–2013 р. [6, 7].  

При проведенні обчислювального експерименту отримали такі 
значення невідомих коефіцієнтів: 1 27,11C  , 00 3,366a  , 10 0,128a  , 

01 0,023a  , 00 9,197b   , 10 0,166b   , 01 0,026b  . Таким чином, 
виробнича функція має вигляд:  
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 27,11 3,366 0,128 0,023 9,197 0,166 0,026 .O V O VYz e O V           (15) 
Також було обчислено виробничу функцію зі сталими коефіціє-

нтами: 

 0,521 0,3263,78 .Yc O V    (16) 
Отримані функції відображено на графіках (рис. 1, рис. 2). 

Рис. 1. Функція зі змінними  
коефіцієнтами еластичності (15) 

Рис. 2. Функція за сталими  
коефіцієнтами (16) 

Для функції зі змінними коефіцієнтами середньоквадратичне ві-
дхилення — 1 0,029  , а для функції зі сталими коефіцієнтами — 

2 0,042  . 
Таким чином, підтверджено, що функція зі змінними коефіцієн-

тами  , ,f O V a ,  , ,g O V b  дає краще наближення. 

Математична модель 2. Нехай виробнича функція зображуєть-
ся в наступному вигляді: 

      1
, , , ,

1, , , , f L K a g L K bCY L K C a b e L K   , (17) 

      
0 0

, ,
M N

im i m
i m

f L K a a L K 
 

  ; (18) 

      
0 0

, ,
M N

im i m
i m

g L K b b L K 
 

  ; (19) 

  i
i L L  ;   m

m K K  , 

де Y  — ВВП сільського господарства України, K  — основні засоби 
сільського господарства, L  — кількість найманих працівників, 

1, ,im imC a b  — невідомі параметри (коефіцієнти), ,M N  — параметри, 

покладемо 1, 1M N  . 
Згідно з теоремою 1 проведено обчислювальний експеримент. 

Отримали такі значення коефіцієнтів: 1 29,089C  , 00 23,818a   , 

10 7,391a   , 01 0,046a  , 00 12,302b   , 10 695,b  , 01 0,014b  . 
Відповідно, виробнича функція: 
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 29,089 23,818 7,391 0,046 12,302 5,69 0,014 .L K L KYz e L K            (20) 
За цими ж даними виробнича функція зі сталими коефіцієнтами: 

 0,779 0,912,374 .Yc L K    (21) 
Для цих функцій маємо такі графіки: 

 

Рис. 3. Виробнича функція зі змінними 
коефіцієнтами (20) 

Рис. 4. Функція зі сталими  
коефіцієнтами (21) 

Бачимо, що виробнича функція зі змінними коефіцієнтами краще 
наближує функцію, ніж зі сталими коефіцієнтами. Це підтверджують і 
значення середньоквадратичного відхилення. Для функції (20) середньо-
квадратичне відхилення 3 0,047  , а для функції (21) — 4 0,057  . 

Висновки. Таким чином, в даній роботі ми стверджуємо, що, 
взагалі кажучи, виробничі функції зі змінними частинними коефіціє-
нтами еластичності дозволяють більш точно відновлювати взає-
мозв’язок між обсягом виробленої продукції та факторами, що впли-
вають на нього. Крім того, враховуючи, що дивідіра другого роду — 
це коефіцієнт еластичності обсягу виробництва в залежності від фак-
торів, які впливають на обсяг виробництва (коефіцієнт еластичності 
попиту в залежності від ціни) або еластичність заміни факторів, то 
доцільно виробничі функції будувати з використанням дивідіріально-
го та мультигрального числень, як найбільш природно пов'язаних із 
досліджуваними економічними процесами. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ  
НЕІЗОТЕРМІЧНОЇ БАГАТОФАЗНОЇ ФІЛЬТРАЦІЇ  
В СИСТЕМІ ПАРАЛЕЛЬНИХ СВЕРДЛОВИН  

ЗА ТЕХНОЛОГІЄЮ ТЕРМОГРАВІТАЦІЙНОГО ДРЕНАЖУ 

У роботі розвинуто методи комплексного аналізу матема-
тичного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації на 
випадок витіснення нафти теплоносієм з використанням групи 
паралельних свердловин за технологією термогравітаційного 
дренажу. 

Ключові слова: математичне моделювання, неізотерміч-
на фільтрація термогравітаційний дренаж, квазіконформні 
відображення. 

Вступ. Тепловий вплив на пласт змінює основні фільтраційні 
параметри процесу: в’язкість флюїду, капілярні сили, реологічні вла-
стивості агентів, і т.п. [6]. Найбільш ефективними є технології нагні-
тання в пласт різних робочих агентів — теплоносіїв, з метою підтри-
мки пластового тиску [1, 4–6]. При цьому за рахунок переносу течією 
тепла здійснюється розігрів зон пласта між свердловинами в зв’язку з 
чим знижується в’язкість нафти в цих зонах і, тим самим, покращу-
ється гідродинамічний зв'язок між ними [6, 7]. 

© А. Я. Бомба, С. В. Ярощак, В. І. Бойцов, 2016
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Однією із таких технологій є термогравітаційний дренаж, при 
застосуванні якої на висоті 4-6 метрів, одна над одною, буриться пара 
паралельних горизонтальних свердловин — нагнітальна та експлуа-
таційна. Проте в більшості випадків продуктивний пласт має неодно-
рідну будову, в результаті чого буріння лише однієї пари свердловин 
призводить до неконтрольованого виходу теплоносія за межі ділянки, 
що призводить до збільшення його витрат. Тому доцільним є буріння 
групи горизонтальних свердловин (рис. 1) [4]. 

У роботі розвинуто методи [2] комплексного аналізу математич-
ного моделювання ізотермічної багатофазної фільтрації на випадок 
витіснення нафти теплоносієм з використанням групи паралельних 
свердловин за технологією термогравітаційного дренажу [7, 8]. На 
основі методів квазіконформних відображень та поетапної фіксації 
характеристик середовища і процесу розроблено числовий алгоритм 
розв’язування відповідних крайових задач. 

Загальна постановка задачі. Розглянемо задачу двофазної неі-
зотермічної фільтрації при витісненні нафти теплоносієм (зокрема, 
водою) з використанням групи паралельних свердловин за технологі-
єю термогравітаційного дренажу. Вважається, що динамічні в’язкості 
фаз змінюється зі зміною температури, рух рідини — повільний та 
відбувається без фазових переходів. 

 
Рис. 1. Поперечний переріз пласта з групою паралельних свердловинам  

Відповідні закон руху та рівняння нерозривності течії, записані 
відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації ( , , )x y t  , згідно з 

[1, 7, 9] представимо у вигляді: 
  
 
l

l
l

kk s
grad

T
 





, 0l

l
s

div
t

 


 



, 1,2l  , 1 2 1s s  , 

де l


, ( )l T  — вектор швидкості та коефіцієнт в’язкості для l -тої 

фази, ( , , )T x y t  — температура; ( , )k x y  — коефіцієнт абсолютної 

проникності ґрунту;  
1 1( )k k s ,  

2 2 ( )k k s  — відносні фазові прони-

кності ( 2s s );   — коефіцієнт пористості ґрунту; ( , , )ls x y t  — на-
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сиченість пористого середовища відповідною фазою в точці 

( , ) zx y G   у момент часу t  (тут і надалі час t  та інші величини вимі-

рюються в одиницях СІ), zG  — область поперечного перерізу пласта 

(рис. 1). В зв’язку з існуючою симетрією області zG , для спрощення 

викладок розглядатимемо елемент zG  ( z x iy  ), що містить поло-

вину нагнітальної та половину експлуатаційної свердловини (рис. 2). 
З урахуванням сумарної швидкості 1 2   

  
 фільтраційної те-

чії, маємо: 
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,  ,k s T grad 


, (1) 

 ( , ) 0
s

gradf s T
t

 
 




, (2) 

де 


 
21

1 22 1

( ) ( )
( , )

( ) ( ) ( ) ( )

T k s
f s T

T k s T k s


 




, 
 

1 2

1 2

( ) ( )
( , )

( ) ( )

kk s kk s
k s T

T T 
  . 

 
Рис. 2. Елемент поперечного перерізу пласта  

та відповідна область комплексного квазіпотенціалу  

Вважаємо, що на контурах нагнітальної *L  та експлуатаційної 
*L  свердловин підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпо-

тенціали позначимо: *  та * ), а інші ділянки границі області zG  є 
еквіпотенціальними лініями та лініями течії, вздовж яких, мають міс-
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0 }y h  , { : 0, 0 } EF z y x d    , d EF , { : 0, 0 } FG z x y a    , 

a GF , b BC , *L  { :z cos( )x r   , (sin( ) 1)y h b r      , 

}
2 2

    , *L  { :z cos( )x r   , (sin( ) 1)y a r     , }
2 2

    ; 

r  — радіус свердловин. Початковий розподіл насиченості в пласті і її 
значення на нагнітальній свердловині позначимо відповідно через 

( , ,0) ( , )s x y s x y   та 
*

*L
s s . 

Для опису процесу перерозподілу тепла між фазами та скелетом, 
приймемо однотемпературну модель [6], згідно з якою є миттєвою 
передача тепла від флюїду до скелету і в зворотному напрямку. Та-
ким чином, для розрахунку теплового поля використовуватимемо 
наступне рівняння: 

 1 1 1 2 2 2
( )

[( ) ] 0
C s T

div c c T
t

   
  


 

, (3) 

де 1 1 2 2 3 3( ) (1 ) (1 )C s c s c s c         — об’ємна теплоємність 

пористого середовища, lc , l  ( 1,3l  ) — питома теплоємність і гус-
тина для нафти, води і скелету пласта. Використовуючи формули для 
визначення швидкостей руху нафти та води [3]: 1 (1 ( , ))f s T   

 
, 

2 ( , )f s T  
 

 і співвідношення (1), рівняння (3) перепишемо так: 
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gradf s T
t

 


 


   , (4) 

де  ( ) ( )T s C s T s T       , ( , )f s T   1 1( , )f s T c T   , 2 2c    

1 1c , 1 1c  1
3 3( 1) c   . Як бачимо, спрощений запис рівняння 

(4) (для відшукання теплового поля) є аналогічним до рівняння (2) 
(для відшукання поля насиченості), що в свою чергу є передумовою 
для використання розроблених в роботах [2, 9] алгоритмів роз-
в’язання ізотермічних задач багатофазної фільтрації. 

Для відшукання поля температури вважатимемо заданим його 
розподіл в початковий момент часу ( , ,0) ( , )T x y T x y   та значення 
температури на контурах області:  

*
*0, 0, 0, 0, 0, 0, .

L
BC CD DE EF FG AH

T T T T T T
T T

n n n n n n

     
      

     
 (5) 

Метод комплексного аналізу. Аналогічно до [2], ввівши функцію 
течії  , комплексно спряжену до  , задача на побудову гідродинаміч-

ної сітки, відшукання фільтраційної витрати та інших характерних філь-
траційних параметрів за знайденими (фіксованими у даний момент часу) 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

30 

полями насиченості та температури зводиться до задачі на квазіконфор-
мне відображення      , i ,z x y x y       однозв’язної області 

zG  на відповідну область комплексного квазіпотенціалу G : 

   , , , , ( , )  zk s T k s T x y G
x y y x

      
   

   
, 

 
*

*L
  , *

*
L

  , 0
AH

  , 
BC CD DE EF FG

Q
   

 , (6) 

 
s k f s s

t s x x y y

 


      
         

, 
*

* 0
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L t
s s s s x y


    (7) 
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t x x y y

 

     

         

 
, 

*
*L

T T , 
0

( , )
t

T T x y


  , (8) 

де 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x y    , { :G   *     , 0 Q  , 

*

y x
L

Q dx dy     — невідома витрата.  

Обернену до (6) крайову задачу на квазіконформне відображен-

ня      , ,z z x iy        області G  на zG , а також, як наслі-

док, рівняння для дійсної  ,x x    і уявної  ,y y    частин 

характеристичної функції течії запишемо у вигляді: 

  , , , ,
y x x y

k k G 
   
   

   
   

 (9) 

   , 0, , x Q b x Q h    , *, C     , 

   , , 0 , y Q h x Q d    , ,C D     , 

   , , 0 , x Q d y Q h    ,  ,D E   , 

   , 0, 0 , y Q x Q d    ,  ,E F   , 

   , 0, 0 , x Q y Q a    , ,F G     , 

   ,0 0, 2 ,0 2 x a r y h b r       , *
*,      , 

 *, cos( )x r    ,    *, sin( ) 1y h b r       , 

 *, cos( )x r    ,    *, sin( ) 1y a r      , 

 ,
2 2

      
,  0,Q  , (10) 
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Використавши підхід запропонований в [2, 9] задачі для відшу-
кання насиченості та температури (7)–(8) перепишемо так: 
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, (14) 

 * * * *( ( , ), ( , ), )T x y t s T          ,  0,Q  , 

 ( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))T x y s x y T x y                   , 

  0,Q  , *
*,      , (15) 

де рівняння (12) та (14) є фактично просторово одновимірними, адже 
змінна   тут фігурує як параметр. 

Алгоритм розв’язування відповідної крайової задачі представи-
мо у вигляді наступної послідовності етапів: за заданими геометрією 
області фільтрації та початковими і граничними умовами розрахову-
ється поле потенціалу швидкості за поточними полями насиченості та 
температури; перераховується поле насиченості (за знайденими філь-
траційними характеристиками згідно з (12) знаходимо перерозподіл 
насиченості); розраховується поле температури (за знайденими філь-
траційними характеристиками та перерахованим полем насиченості 
згідно з (14) знаходимо перерозподіл температури); перевіряються 
умови зупинки роботи алгоритму [8] при невиконанні яких перехо-
димо до повторного уточнення відповідних величин алгоритму. 

Різницевий аналог задачі та алгоритм її розв’язання будуємо 
аналогічно як в роботі [7]. 

Числові експерименти. Проведемо числові розрахунки при на-

ступних значеннях параметрів моделі: * 0  , * 1  , 1 800  , 

1 1880c  , 2 1000  , 2 4200c  , 3 2200  , 3 1800c  , 0.2  , 

1 2  , 2 1  , * 1s  , 0 ( , ) 0s x y  , * 90T  , 0 ( , ) 30T x y  , 0.01  , 

38n  , 35m  , * 1k  , 2
1( ) (1 )k s s  , 2

2 ( )k s s , що описують про-

цес витіснення.  
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На рисунку (рис. 3) представлені поля насиченості при витіс-
ненні нафти водою у випадках ізотермічного (а, в) та неізотермічного 
(б, г), відповідно, процесів фільтрації в момент часу 1.260t  (а, б), 

1.260t   (в, г) та відстані 5HA  .  

     
         )а                             )б                          )в                            )г  

 
Рис. 3. Поля насиченості водою при ізотермічному (а, в) 

 та неізотермічному (б, г) процесах фільтрації 

За підрахунками (згідно формул з [3]) об’єм нафти, яка знаходи-
лась у цих елементах симетрії до початку витіснення — 19.171нV  , 
а об’єм добутої нафти та її залишок у модельному пласті за час про-
тікання процесу, відповідно, становить: при 1.260t  : 0.132внV  , 

19.038злV   (у випадку ізотермічної фільтрації), 0.401внV  , 

18.770злV   (у випадку неізотермічної фільтрації); при 6.610t  : 

0.446внV  , 18.725злV   (у випадку ізотермічної фільтрації), 

1.337внV  , 17.834злV   (у випадку неізотермічної фільтрації).  

Висновок. Комплексний підхід до математичного моделювання 
ізотермічної багатофазної фільтрації узагальнено на випадок витіснення 
нафти теплоносієм з використанням групи паралельних свердловин за 
технологією термогравітаційного дренажу. Розроблено числовий алго-
ритм розв’язування відповідних крайових задач. Цей алгоритм є підґру-
нтям для розв’язання більш складної задачі, а саме: задачі оцінки дина-
міки зміни зон прогріву пласта паром, коли мають місце фазові переходи 
породжені охолодженням та конденсацією пару.  
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ВИБІР ОПТИМАЛЬНИХ ПЛАНОВИХ  
ПАРАМЕТРІВ ЕКСПОРТНОЇ ДІЯЛЬНОСТІ СУБ’ЄКТА 

ГОСПОДАРЮВАННЯ З ВИКОРИСТАННЯМ  
СТАТИСТИЧНИХ ТА ІНТЕГРАЛЬНИХ МЕТОДІВ 

У статті запропоновано розв’язання задачі оптимізації плано-
вих параметрів експортної діяльності з використанням комплекс-
ного підходу, який включає статистичні методи та динамічні мо-
делі. Для знаходження точки оптимального співвідношення ви-
трат на експортну діяльність та рівня ефективності такої діяльно-
сті використано ідентифікацію об'єкта господарювання диферен-
ціальним рівнянням другого порядку, яке розв'язується рекурент-
ною схемою на основі z-перетворення. 

Ключові слова: експортна діяльність, ідентифікація си-
стеми, інтегральні методи, планові параметри, витрати, 
статистичні методи, z-перетворення. 

Вступ. Здійснення експортної діяльності суб’єкта господарю-
вання можливе через вирішення менеджментом підприємства низки 
завдань, серед яких — ефективне поточне планування витрат на кож-
ній стадії залучення до зовнішнього ринку. 

Одним з найважливіших етапів технології поточного планування 
витрат на експортну діяльність є вибір, формування і затвердження сис-
теми планових параметрів. Така система охоплює ключові види витрат 
на експортну діяльність відповідно до розробленої матриці [1, с. 14–26] 
та рівень ефективності експортної діяльності та описується соціально-
економічними і техніко-технологічними характеристиками. До основних 
економічних показників експортної діяльності належать: витрати на екс-
портну операцію; витрати, які пов’язані з післяреалізаційним обслуго-
вуванням експортної продукції; прибуток від експортної діяльності; рі-
вень ефективності експортної діяльності; обсяг виробництва та реалізації 
експортної продукції тощо. Соціальні показники експортної діяльності 
включають витрати на утримання експортного підрозділу, торгових 
представників, філій та дочірніх компаній тощо. Основні техніко-
технологічні показники експортної діяльності охоплюють витрати, 
пов’язані з винахідництвом та раціоналізацією; витрати на утримання 
засобів праці та рівень ефективності їх використання [2]. 

Планування експортної діяльності може базуватися як на експерт-
них оцінках, так і на математичних методах прогнозування, а вдале по-
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єднання різних методів є фактором підвищення ефективності капіталов-
кладень. Якщо метод експертних оцінок має суб’єктивний характер, то 
математичні методи дають змогу внести фактор об’єктивності в процес 
прийняття рішень в економічній діяльності. Тому планування з викорис-
танням методів математичного прогнозу є важливим і актуальним. 

У процесі аналізу економічної діяльності підприємств висловле-
но гіпотезу про можливість її опису з використанням комплексного 
підходу, який включає застосування статистичних методів та опису 
поведінки динамічною моделлю, а саме — динамічною ланкою дру-
гого порядку. Перевірка цієї гіпотези з метою формування оптималь-
ного співвідношення між плановими показниками експортної діяль-
ності підприємства є метою даної статті. 

Аналіз останніх досліджень. Застосування математичних методів 
для аналізу економічних систем є доволі поширеною практикою. Зокрема, 
широко використовуються статистичні методи дослідження, а саме: диск-
римінантний аналіз, кореляційні матриці, кореляційно-регресійний аналіз, 
функції описової статистики тощо. Серед авторів, які займались питання-
ми дослідження можливостей застосування статистичних методів в еко-
номіці в цілому та при плануванні й оцінюванні витрат зокрема доцільно 
виділити праці В. Боровікова [3], С. Васена [9], Ф. Гарпа [6], Д. Лінда [7], 
В. Маршала [9], С. Мхітаряна [4], Г. Ньювенхіса [8], Р. Фещура [5] та ін. 

Основними математичними методами для ідентифікації динаміч-
них систем є класичні способи теорії автоматичного керування [11, 12]: 

 ідентифікація за часовими характеристиками, при цьому можливі 
варіанти за видами вхідних збурень: 

 стандартизоване збурення (стрибкоподібний сигнал у випадку 
аналізу за перехідною характеристикою, синусоїда, лінійно на-
ростаючий сигнал тощо); 

 довільний сигнал; 

 ідентифікація за частотними характеристиками системи; 
 ідентифікації за стохастичними характеристиками. 

Наприклад, аналіз кризового стану російської економіки здійс-
нено з використанням динамічних моделей [10]. 

У випадку економічних систем потрібно у процесі ідентифікації 
враховувати дискретний характер даних в економіці (наприклад, що-
місячні чи поквартальні дані витрат), що викликає потребу у відпові-
дних математичних методах для дискретних систем [11–13]. 

У статті запропоновано застосування комплексного підходу до 
ідентифікування економічної системи з використанням статистичних 
методів та динамічної моделі. 

Задачею досліджень є ідентифікування економічної системи як 
динамічної ланки за умови оптимального співвідношення планових 
параметрів на основі використання інтегральних методів. 
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Виклад основного матеріалу. Сукупність статистичних методів 
реалізується через послідовне виконання трьох підетапів з викорис-
танням програмного забезпечення Statistica, а саме: 

 аналізування результатів дискримінантного аналізу, яке відбува-
ється з використанням масиву вихідної інформації, для визначен-
ня змінних, що ввійшли у дискримінантну модель, та ідентифіку-
вання впливу цих змінних на рівень дискримінації; визначення 
змінних, що не ввійшли у дискримінантну модель; 

 дослідження щільності взаємозв’язку між обсягами витрат на експо-
ртну діяльність та рівнем ефективності експортної діяльності; побу-
дову кореляційної матриці, у якій наводяться коефіцієнти парної ко-
реляції, що дають змогу ідентифікувати ті витрати на експортну дія-
льність, вплив яких на формування ефективності експортної діяльно-
сті є найсуттєвішим. Також доцільним на даному підетапі є предста-
влення залежності рівня ефективності експортної діяльності від клю-
чових витрат такої діяльності в усіх можливих комбінаціях; 

 аналізування стадій залучення до зовнішнього ринку, притаманних 
певному суб’єкту господарювання, за допомогою сформованих ма-
сивів даних щодо витрат на експортну діяльність та рівня ефективно-
сті такої діяльності для кожної з стадій, з метою визначення основних 
параметрів описової статистики, які включають середнє значення, 
дисперсію та інтервальні оцінки для заданого рівня вірогідності, а та-
кож для побудови функції ефективності експортної діяльності від 
ключових витрат на експортну діяльність у можливих комбінаціях. 

Слід зазначити, що вибір релевантної кореляційної залежності від-
бувається на підставі її оцінювання за певними критеріями адекватності. 
Вихідні дані для подальших розрахунків містять інформацію щодо вели-
чини витрат та рівня ефективності експортної діяльності з урахуванням 
стадій залучення ПАТ «ДЗАК» до зовнішнього ринку і наведені у табл. 
1. Для аналізування результатів дискримінантного аналізу (підетап 1) 
використовувалась матриця виникнення витрат на експортну діяльність 
за стадіями залучення до зовнішнього ринку [14, с. 832–844]. 

Таблиця 1 

Зведена таблиця рівня ефективності експортної діяльності  
з урахуванням стадій залучення ПАТ «ДЗАК» до зовнішнього ринку* 

Роки  
(№ квар-
талу) 

Стадія залучення 
до зовнішнього 

ринку

Згруповані витрати 
на експортну  
діяльність 

Ефективність екс-
портної діяльності, 

коефіцієнт
2003 (І) 1 1 258,29 -0,1200
2003 (ІІ) 1 771,40 -0,0900
2003 (ІІІ) 1 769,13 -0,0800
2003 (IV) 1 767,64 -0,0600 
2004 (І) 1 2 577,20 -0,0040 
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Продовження таблиці 1 

2004 (ІІ) 1 2 378,63 -0,0040 
2004 (ІІІ) 1 2 134,61 -0,0030 
2004 (IV) 1 1 428,39 -0,0020 
2005 (І) 2 6 631,50 0,0200 
2005 (ІІ) 2 7 022,95 0,0200 
2005 (ІІІ) 2 3 312,92 0,0100 
2005 (IV) 2 2 061,79 0,0100 
2006 (І) 2 8 107,87 0,0400 
2006 (ІІ) 2 9 257,88 0,0300 
2006 (ІІІ) 2 10 087,82 0,0300 
2006 (IV) 2 5 614,07 0,0200 
2007 (І) 3 37 318,69 0,0800 
2007 (ІІ) 3 29 298,79 0,0700 
2007 (ІІІ) 3 15 330,45 0,0500 
2007 (IV) 3 19 292,09 0,0400 
2008 (І) 3 42 982,45 0,1100 
2008 (ІІ) 3 17 072,94 0,0900 
2008 (ІІІ) 3 14 866,22 0,0700 
2008 (IV) 3 30 400,70 0,0600 
2009 (І) 4 15 742,20 0,2100 
2009 (ІІ) 4 6 278,24 0,1800 
2009 (ІІІ) 4 10 381,57 0,1400 
2009 (IV) 4 1 659,88 0,1200 
2010 (І) 4 5 684,44 -0,0012 
2010 (ІІ) 4 5 868,05 -0,0010 
2010 (ІІІ) 4 5 140,24 -0,0008 
2010 (IV) 4 1 492,07 -0,0007 
2011 (І) 4 8 818,52 0,0007 
2011(ІІ) 4 7 775,32 0,0006 

2011 (ІІІ) 4 7 217,45 0,0005 
2011 (IV) 4 6 321,41 0,0004 

*Примітка: сформовано авторами з використанням програмного забез-
печення MS Excel. 

Умовні позначення: 1 — стадія початкового залучення; 2 — ста-
дія нарощення експортної діяльності; 3 — стадія сформованості екс-
портної діяльності; 4 — стадія скорочення експортної діяльності. 

Початковою вихідною інформацією є дані для проведення дис-
кримінантного аналізу, а саме: витрати, що використовуються для 
побудови дискримінантних функцій (функцій класифікації) з ураху-
ванням стадії залучення до зовнішнього ринку. 

На підставі інформації, представленої у табл. 1, і результатів 
дискримінантного аналізу одержуємо інформацію щодо змінних, які 
ввійшли у дискримінантну модель, а саме: Var1 — витрати на вироб-
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ництво експортної продукції; Var15 — витрати на утримання експорт-
ного відділу, торгових представників, філій та дочірніх компаній; 
Var17 — витрати на сертифікацію експортної продукції; Var13 — ви-
трати на розрахунково-касове обслуговування, вплив яких є несуттє-
вим, тому дані витрати не враховуватимуться у подальших розрахун-
ках; Var12 — витрати на транспортування експортної продукції; 
Var11 — витрати на реєстрацію експортної діяльності, підготовку, 
оформлення та укладання зовнішньоторговельного контракту. 

Не менш важливим є визначення змінних, що не увійшли в дис-
кримінантну модель, та їх характеристик, а саме: Var8 — витрати на під-
готовку експортної продукції до відвантаження; Var10 — витрати на роз-
робку експортного плану та Var21 — ефективність експортної діяльності. 

Наступним кроком є дослідження щільності взаємозв’язку між об-
сягами витрат на експортну діяльність та рівнем ефективності експорт-
ної діяльності з метою визначення найбільш суттєвих витрат серед виок-
ремлених, тобто тих витрат на експортну діяльність, що були включені у 
дискримінантну модель. Встановлення щільності взаємозв’язку є мож-
ливим шляхом побудови кореляційної матриці за допомогою модуля 
Basic Statistics (основної статистики) програмного забезпечення Statistica. 

У кореляційній матриці наводяться середні значення змінних з ура-
хуванням усіх стадій залучення до зовнішнього ринку (Means); стандар-
тне відхилення (середнє квадратичне відхилення — Standard deviation), 
що показує розсіювання індивідуальних значень вищенаведених показ-
ників від їх середньої величини; та коефіцієнти парної кореляції, що да-
ють змогу визначити як корелюють обрані змінні (витрати на експортну 
діяльність) та рівень ефективності експортної діяльності. Застосування 
коефіцієнтів парної кореляції при плануванні витрат на експортну діяль-
ність є доречним, оскільки їх використання дозволяє зменшити розмір-
ність витрат на експортну діяльність та визначити лінійну статистичну 
залежність між величинами. Зменшення розмірності є можливим за ра-
хунок наявності високих коефіцієнтів кореляції, введення яких у модель 
є недоцільним з огляду на їх мультиколінеарність за умови наявності у 
матриці значень, що є більшими за 0,8. 

На підставі наведеної вище інформації можна зробити висновок 
про існування декількох комбінацій кореляції змінних та рівня ефек-
тивності на кожній зі стадій залучення до зовнішнього ринку, прита-
манних ПАТ «ДЗАК», а саме: 
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З вищенаведених комбінацій видно, що з рівнем ефективності 
експортної діяльності корелюють лише змінні Var4, Var15, Var11, що 
відповідають витратам на виробництво експортної продукції; витра-
там на утримання експортного відділу, торгових представників, філій 
та дочірніх компаній; а також витратам на реєстрацію експортної дія-
льності, підготовку, оформлення та укладання зовнішньоторговель-
них контрактів. Усі інші змінні (Var12, Var17) не враховуватимуться у 
подальших розрахунках щодо визначення кореляційної залежності 
рівня ефективності експортної діяльності від витрат такої діяльності, 
оскільки характеризуються відсутністю щільного зв’язку з рівнем 
ефективності експортної діяльності. 

Таким чином, остаточні комбінації кореляції витрат на експорт-
ну діяльність та рівнем ефективності такої діяльності, які будуть ви-
користовуватись для подальших розрахунків, включають: 

4 15 21

4 11 21

15 11 21

;

;

.

Var Var Var

Var Var Var

Var Var Var

 

 
 

 

Виявлені ймовірні комбінації кореляції змінних та рівня ефектив-
ності представлені за допомогою програмного забезпечення Statistica 
шляхом побудови діаграм розсіювання (Scatterplot), що відображають у 
тривимірному просторі співвідношення трьох змінних за абсолютними 
їх значеннями. Економічна інтерпретація побудованих діаграм полягає 
у виявленні взаємозв’язків між двома ключовими видами витрат на 
експортну діяльність та рівнем ефективності такої діяльності з вищена-
ведених комбінацій з метою ідентифікування мінімального / максима-
льного рівня ефективності з досліджуваної сукупності вихідних даних 
як перетину між відповідними числовими даними. Застосування діаг-
рам розсіювання сприяє формуванню об’єктивних висновків щодо на-
слідків змін рівня ефективності експортної діяльності залежно від змі-
ни двох ключових видів витрат на експортну діяльність та виявлення 
лінійного зв’язку між досліджуваними змінними. 

Перша комбінація описує співвідношення витрат на виробницт-
во експортної продукції (вісь х), витрат на утримання експортного 
відділу, торгових представників, філій та дочірніх компаній (вісь у) та 
рівня ефективності експортної діяльності (вісь z). Кількість точок на 
діаграмі тотожна кількості випадків з урахуванням стадій залучення 
до зовнішнього ринку ПАТ «ДЗАК», а кожна точка відображає спів-
відношення цих показників за абсолютними їх значеннями (рис. 1). 
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Рис. 1. Вікно результатів основної статистики щодо  

побудови діаграм розсіювання ПАТ «ДЗАК»  
з урахуванням стадій залучення до зовнішнього ринку  

*Примітка: сформовано авторами з використанням програмного забез-
печення Statistica. 

З вищенаведеної діаграми можна зробити висновок, що мінімальна 
точка є характерною для першого випадку, який відображає стадію по-
чаткового залучення ПАТ «ДЗАК» до зовнішнього ринку, з дотриман-
ням наступного співвідношення змінних згідно з таблицями вихідних 
даних, а саме: х = 734,49 тис. грн.; у = 226,64 тис. грн.; z = –0,12. Макси-
мальна точка досягається за умови такого співвідношення: 
х = 15087,44 тис. грн.; у = 42,18 тис. грн.; z = 0,21, притаманного для ста-
дії скорочення експортної діяльності підприємства (25 випадок). Отже, 
для ПАТ «ДЗАК» з 1 по 25 випадок включно рівень ефективності експо-
ртної діяльності зростав, що відповідно свідчить про оптимізацію певних 
складових витрат на експортну операцію; сукупність випадків (26-36) 
свідчить про спад рівня ефективності експортної діяльності та перехід на 
стадію скорочення експортної діяльності підприємства. 

Аналогічно проводиться аналіз двох наступних комбінацій. Мак-
симальна точка співвідношення витрат на виробництво експортної 
продукції (вісь х), витрат на реєстрацію експортної діяльності, підгото-
вку, оформлення та укладання ЗТК (вісь у) та рівня ефективності екс-
портної діяльності (вісь z) досягається за умови такого співвідношення: 
х = 15087,44 тис. грн.; у = 25,52 тис. грн.; z = 0,21, притаманного для 
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стадії скорочення експортної діяльності підприємства (25 випадок). 
Для співвідношення витрат на утримання експортного відділу, торго-
вих представників, філій та дочірніх компаній (вісь х), витрат на реєст-
рацію експортної діяльності, підготовку, оформлення та укладання 
ЗТК (вісь у) та рівня ефективності експортної діяльності (вісь z) мак-
симальна точка досягається за умови такого співвідношення: 
х = 42,18 тис. грн.; у = 25,52 тис. грн.; z = 0,21, притаманного для стадії 
скорочення експортної діяльності підприємства (25 випадок). 

Функції ефективності експортної діяльності ПАТ «ДЗАК» буду-
вались для кожної стадії залучення до зовнішнього ринку. 

З метою ідентифікації першої стадії залучення до зовнішнього 
ринку з огляду на повільне зростання обсягів реалізації експортної 
продукції у грошовому вираженні для аналізування ключових показ-
ників експортної діяльності та виявлення залежності між ними слід 
використати лінійну модель виду: 
 0 1 1 2 2 ... ,m my b b x b x b x        (1) 

де y  — рівень ефективності експортної діяльності; 0 1 2, , , mb b b b  — 

невідомі параметри; 1 2, , mx x x  — ключові витрати на експортну дія-
льність на певній стадії залучення до зовнішнього ринку;    — зна-
чення випадкової величини. 

Результати оцінювання лінійної регресії для стадії початкового 
залучення ПАТ «ДЗАК» до зовнішнього ринку за фазами виробничо-
го циклу наведені у табл. 2. 

Таблиця 2 

Результати оцінювання лінійної регресії для стадії  
початкового залучення ПАТ «ДЗАК» до зовнішнього ринку  

за фазами виробничого циклу* 

№ 
з/п Одержані рівняння регресії 

Коефі-
цієнт 
детер-
мінації

Крите-
рій Фі-
шера

Рівень 
вірогі-
дності

Критерій 
Дарбіна- 
Уотсона 

(DW) Fрозр
1. y = – 0,0744 + 6,7 · 10–5x4 – 0,0003x15 0,9524 24,41 0,02 1,077
2. y = 0,0021 + 0,000021x4 – 0,0021x11 0,9947 232,17 0,01 2,617
3. y = 0,0322 + 0,0001x15 – 0,0029x11 0,9897 119,20 0,01 2,446

*Примітка: сформовано авторами з використанням програмного забез-
печення Statistica. 

Умовні позначення: y  — рівень ефективності експортної діяль-

ності; 4x  — витрати на виробництво експортної продукції; 11x  — 
витрати на реєстрацію експортної діяльності, підготовку, оформлення 
та укладання ЗТК; 15x  — витрати на утримання експортного відділу, 
торгових представників, філій, дочірніх компаній. 
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З вищенаведеної таблиці можна зробити наступні висновки: 

 оцінювання побудованих кореляційних залежностей у трьох ви-
падках за коефіцієнтом детермінації та рівнем вірогідності свід-
чить про точність та значущість трьох лінійних моделей; 

 розрахований коефіцієнт критерія Дарбіна-Уотсона свідчить про ни-
зьку автокореляцію залишків, придатність для прогнозування та ви-
сокий рівень адекватності для ПАТ «ДЗАК» на стадії початкового 
залучення до зовнішнього ринку другої та третьої функціональної за-
лежності. Однак, для прийняття оптимальних управлінських рішень 
слід вибрати одну залежність з урахуванням найвищого коефіцієнта 
детермінації, що притаманний для другої функціональної залежності. 

Отже, для початкової стадії залучення ПАТ «ДЗАК» до зовніш-
нього ринку притаманним є наступна функціональна залежність рівня 
ефективності експортної діяльності від витрат такої діяльності: 
 4 110,0021 0,000021 0,0021 .y x x    (2) 

З метою ідентифікації другої стадії залучення до зовнішнього 
ринку з огляду на зростання обсягів реалізації експортної продукції у 
грошовому вираженні наростаючими темпами для аналізування клю-
чових показників експортної діяльності та виявлення залежності між 
ними слід використати квадратичну модель. 
 2 2 2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 ... ,m m m my b b x b x b x b x b x b x         (3) 

де y — рівень ефективності експортної діяльності; 0 1 2, , , mb b b b  — неві-

домі параметри; 1 2, , mx x x  — ключові витрати на експортну діяльність. 
Результати оцінювання нелінійної регресії для стадії нарощення 

експортної діяльності ПАТ «ДЗАК» за фазами виробничого циклу 
наведені у табл. 3. 

Таблиця 3 

Результати оцінювання нелінійної регресії для стадії нарощення екс-
портної діяльності ПАТ «ДЗАК» за фазами виробничого циклу* 

№ 
з/п 

Одержані рівняння регресії 

Коефі-
цієнт 
детер-
мінації

Крите-
рій 

Фішера

Рівень
віро-
гід-
ності

Критерій 
Дарбіна- 
Уотсона 

(DW) Fрозр

1. 

5
4 15

5 2 5 5 2
4 4 15 15

0,1205 2,1 10 0, 037

2,9 10 1,1 10 2 10

y x x

x x x x



  

    

     
0,8747 8,15 0,03 1,977 

2. 

5
4 11

5 2 5 2
4 4 11 11

0,1208 2 10 0, 0125

2,9 10 3,8 10 0, 0002

y x x

x x x x



 

    

    
0,8746 8,13 0,03 1,617 

*Примітка: сформовано авторами з використанням програмного забез-
печення Statistica. 
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Одержані результати двох перших кореляційних залежностей за 
першими трьома критеріями свідчать про точність та значущість побу-
дованих квадратичних моделей. Однак, для прийняття оптимальних 
управлінських рішень на практиці слід застосовувати першу кореляційну 
залежність, виходячи із наближення критерія Дарбіна-Уотсона до 2. 

Отже, для стадії нарощення експортної діяльності ПАТ «ДЗАК» 
притаманною є така функціональна залежність рівня ефективності 
експортної діяльності від витрат такої діяльності:  

 
2

4 15 4

2
4 15 15

0,1205 0,000021 0,037 0,000029

0,000011 0,00002

y x x x

x x x

    

 
 (4) 

Третя стадія залучення до зовнішнього ринку характеризується пі-
ком експортної діяльності і передбачає стабілізацію основних показників 
такої діяльності, тому логічним для виявлення залежності рівня ефекти-
вності експортної діяльності від ключових витрат такої діяльності з ура-
хуванням трьох комбінацій слід застосовувати лінійну залежність. 

Результати оцінювання лінійної регресії для стадії сформованос-
ті експортної діяльності ПАТ «ДЗАК» за фазами виробничого циклу 
наведені у табл. 4. 

Таблиця 4 

Результати оцінювання лінійної регресії для стадії сформованості 
експортної діяльності ПАТ «ДЗАК» за фазами виробничого циклу * 

№ 
з/п Одержані рівняння регресії 

Коефі-
цієнт де-
термінації

Крите-
рій 

Фіше-
ра

Рівень 
вірогід-
ності 

Крите-
рій Да-
рбіна- 
Уотсона 

(DW) Fрозр

1. 4 150,0219 0, 000013 0, 0011y x x   0,6694 2,03 0,23 0,8475 

2. 4 110,0219 0, 000013 0, 0038y x x   0,6689 2,02 0,23 0,8476 

3. 15 110,0037 0,8219 2, 7351y x x   0,8432 6,15 0,04 1,3086 

*Примітка: сформовано авторами з використанням програмного забез-
печення Statistica. 

З вищенаведеної табл. слід зробити наступний висновок: резуль-
тати оцінювання двох перших побудованих кореляційних залежнос-
тей свідчать про недоцільність їх використання на практиці. Для тре-
тьої залежності виконується необхідне співвідношення і, отже, побу-
дована лінійна залежність є придатною для прогнозування та адеква-
тною для використання. 

Отже, для стадії сформованості експортної діяльності ПАТ 
«ДЗАК» притаманною є така кореляційна залежність рівня ефектив-
ності експортної діяльності від витрат: 
 15 110,0037 0,8219 2,7351y x x   . (5) 
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Для стадії скорочення експортної діяльності притаманним є за-
стосування квадратичних моделей з огляду на швидке скорочення 
обсягів реалізації експортної продукції. Результати оцінювання квад-
ратичної регресії для стадії скорочення експортної діяльності ПАТ 
«ДЗАК» за фазами виробничого циклу наведені у табл. 5. 

Таблиця 5 

Результати оцінювання нелінійної регресії для стадії скорочення  
експортної діяльності ПАТ «ДЗАК» за фазами виробничого циклу * 

№ 
з/п 

Одержані рівняння регресії 

Коефі-
цієнт 
детер-
мінації

Крите-
рій Фі-
шера 

Рівень
вірогід-
ності 

Критерій 
Дарбіна- Уот-
сона (DW) 

Fрозр 

1. 

4

2
15 4

2
4 15 15

0, 0152 0, 00005

0, 0093 0,000026

0, 000035 0, 0001

y x

x x

x x x

   

  

 

 0,7757 5,14 0,02 1,997 

2. 

4

2
11 4

2
4 11 11

0, 076 0,000046

0, 0108 0, 000036

0, 000024 0, 000041

y x

x x

x x x

   

  

 

 0,6736 6,11 0,02 0,804 

3. 

15

2
11 15

2
15 1111

0, 0387 0, 0012

0, 0186 0, 0003

0, 0011 0, 0017

y x

x x

x x x

   

  

 

 0,3412 2,03 0,19 0,619 

*Примітка: сформовано авторами з використанням програмного забез-
печення Statistica. 

Виходячи з одержаних результатів на стадії скорочення експор-
тної діяльності ПАТ «ДЗАК» потрібно застосовувати першу кореля-
ційну залежність з огляду на найвищий коефіцієнт детермінації та 
наближеність критерія Дарбіна-Уотсона до 2, а саме: 

 
2

4 15 4

2
4 15 15

0,0152 0,00005 0,0093 0,000026

0,000035 0,0001 .

y x x x

x x x

     

 
 (6) 

У той же час розв'язання задачі знаходження оптимального спів-
відношення планових параметрів можна звести до задачі опису підп-
риємства як динамічної ланки, що є традиційним у теорії автоматич-
ного керування. Для перевірки даної гіпотези прийнято в першому 
наближенні, що для підприємства достатнім є опис динамічною лан-
кою другого порядку (диференціальним рівнянням другого порядку). 
У такому випадку потрібно здійснити ідентифікацію об'єкта господа-
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рювання як динамічної ланки, що може бути реалізовано за допомо-
гою відомих методів теорії автоматичного керування. 

Використання оптимізаційних функцій для реалізації процедури 
ідентифікації динамічних систем є достатньо ресурсоємною задачею, 
прискорити розв’язання якої можна за допомогою застосування ефе-
ктивних методів числового моделювання (у випадку даної задачі — 
знаходження числового розв'язку диференціального рівняння другого 
порядку). Крім потреби в методах швидкісного моделювання потріб-
но відзначити ще одну особливість даної задачі — усі дані стосовно 
вхідних і вихідних величин є дискретними і рівномірно розподілени-
ми в часі (щоквартальні дані значень витрат і рентабельності). Суку-
пність згаданих факторів для ефективного розв’язування поставленої 
задачі спонукає до застосування інтегральних методів, переваги яких 
відомі [15], зокрема, інтегрального перетворення для дискретних сис-
тем, відомого як z-перетворення [16]. 

На першому етапі досліджень диференціальне рівняння другого 
порядку з використанням відображення за Лапласом зводиться до 
еквівалентної передатної функції, якою запропоновано описати ди-
наміку об’єкта господарювання: 

 
2

2 1 02 2
2 1 0

d r dr B
a a a r B

dtdt a s a s a
   

 
, (7) 

де ai — коефіцієнти диференціального рівняння; r — рентабельність 
підприємства; B — витрати на діяльність підприємства. 

Застосування z-перетворення для розрахунку динаміки системи дає 
можливість отримати прості та водночас ефективні моделювальні реку-
рентні рівняння на основі методі відображення нулів та полюсів [17, 19]. 
Основною ідеєю цього методу є відповідність відображень за Лапласом 
в z-область за допомогою процедури дискретизації (відображення в дис-
кретну область позначені верхнім індексом «зірочка»): 

 
дискретизація

*

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

s R z R
 

    , (8) 

де Ri — i-ий корінь чисельника/знаменника передатної функції сис-

теми (її нулі/полюси); *
iR  — i-ий корінь чисельника/знаменника дис-

кретної передатної функції, що відповідає відображенню в дискретну 

область * iR h
iR e   (дискретні нулі/полюси), де h є періодом (кроком) 

дискретизації. 
У результаті неперервна передатна функція може бути перепи-

сана як дискретна передатна функція з періодом дискретизації h вна-
слідок процедури дискретизації: 
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, (9) 

де K — коефіцієнт передачі неперервної системи на нульовій частоті; 
K* — коефіцієнт передачі дискретної системи на нульовій частоті; m — 
порядок чисельника передатної функції системи; n — порядок знамен-
ника передатної функції системи; Zi — i-й корінь чисельника передатної 

функції системи (її нуль); *
iZ  — i-й корінь чисельника дискретної пере-

датної функції системи (її дискретний нуль); Pj — j-й корінь знаменника 

передатної функції системи (її полюс); *
jP  — j-й корінь знаменника дис-

кретної передатної функції системи (її дискретний полюс). 
Останнім етапом процедури знаходження дискретної передатної 

функції є встановлення однакового коефіцієнту передачі на нульовій 
частоті для неперервної та дискретної систем: 

 
*

*1 1

0 1
*

1 1
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. (10) 

Після елементарних перетворень одержимо: 
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. (11) 

Для ланки другого порядку, що описана відповідним диференці-
альним рівнянням, використання відображення нулів та полюсів не-
перервної ланки в одиничне коло дає змогу отримати пару дискрет-

них полюсів: 
 2 1

h

Te
    

. Після алгебричних перетворень отримано 
відповідну дискретну передатну функцію ланки другого порядку та 
рекурентну моделюючу формулу на її основі [17, 19]: 

 2 2 1

1 1

1 1

2 1

(1 ) ,i i i i

A B

T s Ts z A B z

y y A y B x A B

 

 

 
 

    
        

 (12) 

де 22 cos 1
h

T h
A e

T




    
 

, 
2

h

TB e


 . 

Така рекурентна формула окрім абсолютної стійкості є швидко-
діючою (лише 4 операції додавання/віднімання та 3 операції множен-
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ня, тому що коефіцієнти рекурентної формули можуть бути поперед-
ньо розраховані). Отримані з її допомогою значення рентабельності 
підприємства порівнюють з табличними в оптимізаційній процедурі, 
що дає, в результаті, можливість знайти значення коефіцієнтів шука-
ного диференціального рівняння. 

Результати проведених розрахунків для різних підприємств ві-
дображені на рис. 2. Побічним наслідком ідентифікації виявився 
ефект згладжування значень щоквартальної рентабельності. 
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Рис. 2. Ідентифікація економічної системи ПАТ «ДЗАК» 

Графічне відображення характеристик економічної системи зо-
середжує увагу менеджменту на поступовому зростанні рентабельно-
сті (рівня ефективності) експортної діяльності з 1 до 24 випадку, що 
відповідає 1, 2 і 3 стадіям залучення до зовнішнього ринку. 25-й ви-
падок відповідає максимальному значенню рівня ефективності і роз-
починає стадію скорочення. 

У результаті застосування компексного підходу до розв’язання пос-
тавленої задачі керівництво суб’єкта господарювання матиме змогу сво-
єчасно впливати на величину ключових витрат на експортну діяльність 
на кожній стадії залучення до зовнішнього ринку, що, відповідно, сприя-
тиме одержанню вищого рівня ефективності експортної діяльності. 

Висновки. Задачу оптимізування планових параметрів експортної 
діяльності підприємства доцільно розв’язувати з використанням компле-
ксного підходу, який базується на використанні сукупності статистичних 
та інтегральних методів. Прийняття управлінських рішень щодо здійс-
нення експортної діяльності підприємства неможливе без об’єктивно 
сформованої системи планових параметрів для кожної стадії залучення 
до зовнішнього ринку з урахуванням фаз циклу виготовлення продукції, 
що сприятиме реалізації стратегії експортної діяльності суб'єкта госпо-
дарювання. Обмеженням множини значень встановлених параметрів 
повинно виступати співвідношення між рівнем ефективності експортної 
діяльності та ключовими витратами такої діяльності. Застосування інте-
гральних методів розширює можливості менеджменту підприємства 
щодо прогнозування результатів експортної діяльності та узгодження 
стратегічних завдань із заходами поточного планування. 
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ПІДХОДИ ДО ПОБУДОВИ СКАЛЯРНИХ ДИНАМІЧНИХ 
МОДЕЛЕЙ РОЗПОДІЛЕНИХ ЛАНОК КЕРОВАНИХ 

ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ 

Розглядається задача отримання спрощених моделей, які 
задовольняють критеріям адекватності і точності по відно-
шенню до базової моделі. Отримані моделі забезпечують умо-
ви їх застосування при створенні програмних засобів обробки 
інформації, в тому числі вбудованих у технічні системи з під-
вищеними вимогами до ресурсних затрат і швидкодії. 

Ключові слова: об’єкти з розподіленими параметрами, 
спрощені скалярні динамічні моделі, моделювання ланок елек-
тромеханічних систем. 

Вступ. Електромеханічні системи широко використовуються в 
машинобудуванні, енергетиці, при видобутку корисних копалин, в 
металургії, на транспорті тощо. Оскільки під час функціонування 
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електромеханічних систем спостерігається значне споживання елект-
ричної енергії, протягом багатьох років інтенсивно ведуться роботи 
щодо покращення їх енергетичних характеристик. Актуальними та-
кож залишаються задачі удосконалення динамічних характеристик 
шляхом використання систем автоматичного керування. В залежності 
від поставленої задачі автоматизована система керування повинна 
забезпечувати необхідні режими функціонування електромеханічної 
системи з контролем швидкості, потужності, механічного моменту, 
частоти тощо. Зараз для сучасних електромеханічних систем наміти-
лась стійка тенденція зростання вимог щодо точності відпрацювання 
складних рухів виконавчих механізмів при умові збільшення швид-
кості їх переміщення [1]. Це стало можливим з появою потужних на-
півпровідникових силових перетворювачів та високоточних цифро-
вих систем керування із вбудованими моделями об’єктів керування, 
які поклали початок розвитку мехатронних систем.  

Для забезпечення високої точності відпрацювання керуючих впли-
вів, при збереженні високої швидкодії, виникає задача врахування в мо-
делях виконавчих механізмів ефекту розподіленості параметрів за прос-
торовою координатою. Використання традиційного підходу до матема-
тичного опису ланок з розподіленими параметрами у вигляді диференці-
альних рівнянь з частинними похідними супроводжується значними 
труднощами, оскільки числова реалізація таких моделей вимагає вели-
ких обчислювальних ресурсів, що є проблематичним для вбудованих 
систем автоматичного керування, які функціонують в режимі реального 
часу. Тому набуває актуальності задача спрощення моделей розподіле-
них ланок із врахуванням їх ефективної числової реалізації. 

Аналіз існуючих методів спрощення складних математичних 
моделей дає змогу визначитись з вибором підходу і методів 
розв’язування дослідницьких задач. Важливою особливістю задачі, 
що розв’язується, є визначення очікуваних результатів, а саме — 
отримання спрощених моделей, які задовольняють критеріям адеква-
тності і точності по відношенню до базової моделі, і, разом з тим, які 
забезпечують умови застосовності при створенні програмних засобів 
обробки інформації, в тому числі «вбудованих» у технічні системи з 
підвищеними вимогами до ресурсних затрат і швидкодії. 

Отже, актуальною залишається задача побудови за заданими базо-
вими моделями спрощених математичних моделей динаміки ланок із 
розподіленими параметрами у вигляді звичайних диференціальних рів-
нянь, інтегральних операторів (динамічних моделей явного вигляду) та 
передатних функцій, як найбільш поширених в теперішній час видів 
моделей в широкій практиці технічних досліджень і розробок. Цілком 
очевидно, що для розв’язання таких задач необхідні вибір або побудова 
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ефективних методів спрощуючого перетворення базових моделей, при-
чому саме структурно-спрощуючих методів, оскільки повинні виконува-
тись апроксимаційні або еквівалентні перетворення з отриманням моде-
лей динаміки об’єктів із розподіленими параметрами, які вже відносять-
ся до принципово інших класів математичних описів. Невід’ємною час-
тиною досліджень є розробка і апробація програмних засобів, що реалі-
зують отримані спрощені динамічні моделі. 

Структурні (структурно-функціональні) моделі. Найбільш 
часто системи автоматичного керування та інші технічні системи, в 
тому числі мехатронні, відображаються за допомогою структурно-
функціональних моделей. 

Функціональна схема електромеханічної системи мехатронного 
типу приведена на рис. 1. Вона включає три підсистеми: 1 —
 інформаційну, 2 — енергоелектронну і 3 — електромеханічну.  

Інформаційна підсистема містить систему керування, контролю і 
діагностики (СККД), набір сенсорних пристроїв (НСП), локальний інте-
рфейс (ЛІ) та зовнішній інтерфейс (ЗІ). Енергоелектронна підсистема 
включає силовий напівпровідниковий перетворювач (СНП) і силовий 
блок живлення (СБЖ). Електромеханічна підсистема містить виконав-
чий механізм (ВМ) і електромеханічний перетворювач (ЕМП). Слід від-
значити, що в деяких мехатронних системах функціональні блоки мо-
жуть відрізнятись від приведених на схемі. Так, наприклад, електроме-
ханічний перетворювач може бути конструктивною ланкою виконавчого 
механізму, або в деяких мехатронних системах може бути відсутній зов-
нішній інтерфейс, якщо не передбачається робота в складі групи при-
строїв з централізованим управлінням. 

СКК

НСП 

СБЖ 

СНП ЕМП ВМ 

ЛІ 

ЗІ 

1 32

 
Рис.  1. Електромеханічна система мехатронного типу 

Особливістю мехатронних систем є те, що вони охоплюють ши-
рокий клас задач завдяки універсальності комп’ютеризованих систем 
керування, контролю та діагностики. В залежності від задачі керу-
вання та особливостей виконавчого механізму (об’єкта керування) в 
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мехатронній системі можуть використовуватись різні за адекватністю  
моделі. Це приводить до різних шляхів отримання та корегування 
спрощених математичних моделей за відомою базовою моделлю. 

Принцип спрощення і корегування математичних моделей. 
Задачі спрощення і корегування математичних моделей припускають, 
що є відома деяка математична модель об’єкта 
 Y = L(A)X, (1) 
де L(A) — у загальному випадку деякий відомий оператор. У випадку 
корегування задача полягає в уточненні числових параметрів 
A = (a1, …, as) математичної моделі, виходячи з даних про функціону-
вання об’єкта. Дана задача відома також як задача оцінювання парамет-
рів математичної моделі або задача параметричної ідентифікації. 

До необхідності корегування математичної моделі можуть приз-
водити наступні випадки. Математична модель, отримана аналітич-
ним способом, часто включає ряд числових параметрів, які потребу-
ють подальшого уточнення або визначення на діючому об’єкті. В 
іншому випадку для об’єкта зі структурою, яка змінюється з часом, 
може бути прийнята математична модель зі сталими параметрами, з 
якими вона задовольняє вимогам точності для інтервалу (t0, t0 + T], а 
для наступного інтервалу (t0 + T, t0 + 2T] у зв’язку із зміною структури 
об’єкта може виникнути необхідність уточнення цих параметрів. 

Для задач корегування або оцінювання параметрів математичної 
моделі важливим є характер взаємозв’язку між вихідними змінними 
Y(t) і оцінюваними параметрами A. Характер цього зв’язку визнача-
ється як вихідною математичною моделлю, так і обраною функцією 
неузгодженості або якості математичної моделі 
 0( ) ( ) ( )A Y t L A X   , (2) 

де Y0(t) — вектор виходів об’єкта,   — знак норми вектор-функції. З 

точки зору оцінювання параметрів математична модель називається 
лінійною, якщо δ(A) лінійна відносно параметрів. Тому математична 
модель може бути нелінійною в звичайному сенсі і лінійною віднос-
но оцінюваних параметрів. Оскільки задача оцінювання параметрів A 
формулюється як екстремальна задача пошуку 

 *( ) min ( )
a

A A 


 , (3) 

де  — допустима множина векторів A, то складність алгоритмів по-

шуку точки мінімуму *A   буде визначатися властивостями δ(A). 
На практиці функцію δ(A), зазвичай, вибирають так, щоб δ(A) була 
лінійною відносно A або зводилася до лінійної задачі визначення A. 
Для того, щоб точка мінімуму A* була єдиною, бажано, щоб δ(A) була 
опуклою або хоча б унімодальною функцією. 
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Задачу корегування математичної моделі Y(t) = L(A0) X(t)
 
можна 

поставити як задачу уточнення вихідних числових параметрів A0 за X, 

Y, які належать заданій області D, до таких значень A , для яких 
критерій якості δ(A) задовольняє умові 

 ( )A   , (4) 
де Δ — необхідна точність. Для задачі корегування параметрів A0 
суттєвим є те, що при використанні ітераційних алгоритмів пошуку 
A  в якості початкового наближення параметрів A слід брати лише 

A = A0, тому що, зазвичай, достатньо вести пошук в околі вихідних 
значень A0. Крім того, ітераційні алгоритми можна завершувати не по 
досягненню точки мінімуму функції δ(A), а в точці A , в якій викону-
ється (4). Проте не виключено, що навіть у точці глобального міні-
муму A* не буде досягнуто необхідної точності, тобто (A*) > . Це 
вказує на те, що вибрана структура математичної моделі погано опи-
сує реальний об’єкт і необхідно для підвищення точності моделі шу-
кати її в іншому класі. Можливий також випадок, коли необхідна то-
чність буде досягнута при тому ж L(A), але при зміні обмежень D, Θ. 

Задачу корегування параметрів A математичної моделі статики 
 0( , )Y f X A  (5) 
можна сформулювати наступним чином. За спостережуваними в ста-

тичному режимі на об’єкті значеннями ( )X   і ( )
0Y   та відповідним 

значенням моделі ( ) ( )
0( , )Y f X A   необхідно уточнити вихідні чис-

лові параметри A0 таким чином, щоб справджувалась (4). Задачу ко-
регування математичної моделі статики нерідко можна звести до 
розв’язання системи лінійних або нелінійних рівнянь. Якщо, напри-
клад, математична модель статики записується у вигляді 
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де ( )ij X  — задані координатні функції, або шляхом перетворення 

змінних її можна звести до такого вигляду, то за відсутності обме-
жень на A і за умови, що функція неузгодженості математичної моде-
лі має вигляд 
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де задані вагові коефіцієнти 0jq  , необхідна умова мінімуму 
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 приводить до n систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
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Проте при корегуванні параметрів не завжди вдається математи-
чну модель звести до лінійного вигляду відносно A, і у цих випадках 
та у випадку функції  (7) необхідна умова мінімуму призводить до 
нелінійної відносно A системи рівнянь. Часто виявляється, що замість 
розв’язування нелінійної системи прийнятніше розв’язувати безпосе-
редньо задачу мінімізації (3). 

У динаміці корегування параметрів математичної моделі (1) здійс-
нюється за спостережуваними значеннями входів X(t) і виходів Y0(t) 
об’єкта на деякому проміжку часу [t0, t0 + T] і значеннями Y(t) математи-
чної моделі на цьому ж проміжку за таким ж значень входів X(t). Зазви-
чай припускається, що в початковому стані Y0 та Y співпадають. 

На практиці розповсюджені математичні моделі динаміки, що 
описується системою диференціальних рівнянь 

 0( , , , )
dY

F t X Y A
dt

 , 
0

0
t tY Y  , (9) 

де параметри A0 необхідно корегувати. Ця задача навіть для лінійних 
диференціальних рівнянь є доволі складною. Наприклад, у випадку 
одного лінійного диференціального рівняння 

 0 ( ) ( )
dy

a y t x t
dt

  , 0(0)y y , (10) 

для якого розв’язок можна записати в явному вигляді 

 0 0 ( )0
0

0

( , ) ( )
t

a t a ty t a y e x e d    , (11) 

задача коригування одного параметра a0 на основі критерію 

2
0

0

min ( , ) ( )
T

a
y t a y t dt    є лінійною задачею. 

Нелінійної задачі вдається позбутися, якщо експеримент поставле-

ний так, що крім Y0(t) вимірюється також і 0dY

dt
. Тоді для математичної 

моделі, заданої системою рівнянь виду (10), а також для систем неліній-
них диференціальних рівнянь, в праві частини яких A входить лінійно: 
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j
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  , 1,j n  (12) 

задачу визначення A можна звести до системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь. Для цього функція якості моделі береться у вигляді 
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і всі її похідні по aij прирівнюються до нуля. До лінійної системи зво-
диться задача і тоді, коли Y0(t) не вимірюється, а визначається чисе-
льними методами за наближеними експериментальними даними 
Y0(tv). Цей підхід не можна вважати задовільним без належної обере-
жності, оскільки чисельне диференціювання наближених експериме-
нтальних даних може бути причиною великих похибок. 

У випадку впливу на об’єкт деякого вектора завад, коли вхідні і 
вихідні величини доцільно розглядати як випадкові, корегування па-
раметрів моделі за спостережуваними X(v), Y(v) можна провести, базу-
ючись на алгоритмах теорії оцінок математичної статистики або за 
допомогою процедур стохастичної апроксимації. 

У задачі спрощення математичної моделі вважається, що вихід-
на математична модель відома із надлишковою точністю, причому 
використання цієї моделі пов’язане із певними труднощами — склад-
ністю алгоритмів, неприйнятним часом їх реалізації та ін. Для прак-
тичного застосування більш доцільно мати не лише точну, але і прос-
ту для реалізації математичну модель. Тому виникає задача за раху-
нок зниження точності отримати, базуючись на вихідній математич-
ній моделі, спрощену математичну модель об’єкта. 

Питання спрощення математичної моделі можна розв’язувати на 
різних етапах моделювання. Дійсно, нехай ступінь адекватності ма-
тематичної моделі M об’єкту O характеризується функцією 1(O, M), 
а точність чисельної реалізації математичної моделі M у вигляді про-
грами P — функцією 2 ( , ).M P  Будемо вважати, що функція неузго-

дженості ( , )O P  результатів, виміряних на об’єкті O і розрахованих 
програмою P, задовольняє нерівність 
 1 2( , ) ( , ) ( , )O P O M M P      , (14) 

де число ε може бути збільшене. З (14) випливає, що ( , )O P  можна 
збільшити двома шляхами: зробити спрощуючі допущення, гіпотези і 
припущення про фізичний процес, і тим самим перейти від матема-
тичної моделі M процесу до більш грубої математичної моделі M1; 
взяти більш «грубі», а значить, і простіші чисельні методи реалізації 
алгоритмів математичної моделі M у вигляді програми P1. 

Таким чином, надмірна точність математичної моделі M дає мо-
жливість перейти до простіших математичних моделей процесу M1 і 
простіших чисельних методів для її реалізації. Природно, що такий 
перехід у кожному конкретному випадку повинен здійснюватися із 
врахуванням специфіки математичної моделі. 
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Методи перетворення динамічних моделей. В практиці розв’я-
зування рівнянь із частинними похідними досить поширеними є ті чи 
інші прийоми спрощення вихідних залежностей. У тому числі методи 
апріорного подання форми (структури) шуканого розв’язку, такі як 
методи Фур’є, Гальоркіна та ін. Сюди ж слід віднести метод розді-
лення змінних або розщеплення, тобто метод аналітичного подання 
шуканої функції двох і більше змінних у вигляді добутку функцій 
одного аргументу. Відомі також методи кускового наближення функ-
цій та ряд інших методів. Вказані методи можуть служити основою 
для структурного спрощення моделей об’єктів із розподіленими па-
раметрами. Проте слід зазначити, що при використанні цих методів, 
як правило, ставиться за мету отримання спрощеної моделі для пода-
льшого її самостійного застосування в якості основи функціонування 
комп’ютеризованих систем технічного призначення, таких як систе-
ми вимірювання, контролю, діагностики, керування, а також сучас-
них і перспективних систем моніторингу, які інтенсивно розвивають-
ся. Завдання, поставлені за мету, відносились, як було сказано вище, 
до отримання чисельного результату для конкретної обчислювальної 
задачі. Таким чином, напрямок досліджень, який розглядається, пот-
ребує подальшого розвитку шляхом пошуку і створення ефективних 
методів спрощення моделей об’єктів із розподіленими параметрами, 
розробки відповідних алгоритмів та програмних засобів моделювання. 

При моделюванні динамічних об’єктів важливим методом вияву 
можливостей чисельної реалізації є представлення моделей в різних 
еквівалентних та апроксимаційних формах. Використання еквівален-
тних форм динамічних моделей стає розповсюдженим підходом. Зок-
рема, при дослідженні систем управління можуть бути застосовані 
часові моделі у вигляді диференціальних, інтегральних, інтегро-
диференціальних рівнянь; операторні у вигляді передатних функцій; 
частотні у вигляді амплітудно-частотних характеристик і т. п., які 
використовуються для аналізу різних властивостей заданої системи. 
Часто отримання моделі, виходячи з її фізичних властивостей, зручне 
в одній формі, а її чисельна реалізація в іншій, еквівалентній вихід-
ній. Для еквівалентного (аналітичного) перетворення динамічних 
моделей можна виділити наступні методи: методи перетворення ди-
ференціальних моделей в інтегральні, що включають в себе методи 
перетворення з розщепленням, послідовного інтегрування, старшої 
похідної; метод перетворення диференціального рівняння n-го поряд-
ку до системи диференціальних рівнянь першого порядку; метод пе-
ретворення диференціальної моделі в модель у вигляді передатних 
функцій; метод перетворення інтегро-диференціальних моделей в 
інтегральні моделі; методи на основі фундаментальної системи 
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розв’язків, старшої похідної, послідовного інтегрування; метод пос-
лідовного диференціювання для еквівалентного перетворення інтег-
ро-диференціальної моделі в диференціальну модель. 

Спрощення складної моделі завжди ґрунтується на деякій близь-
кості або еквівалентності складної і спрощеної моделей. У зв’язку з 
тим, що оцінка близькості моделей суттєвим чином визначається ці-
лями дослідження системи і специфікою складної моделі, класифіка-
ція методів спрощення моделей є достатньо складною. Достатнє уяв-
лення про різноманіття способів і прийомів спрощення математичних 
моделей дає їх розгляд з точки зору простору змінних, в якому відбу-
вається спрощення моделі. Відповідно двом основним просторам, які 
використовуються при аналізі систем, маємо дві наступні множини 
підходів до спрощення моделей. 

1. Побудова спрощеної моделі за критерієм близькості показни-
ків якості вихідної і спрощеної моделі в просторі зображень. При цьо-
му отримують: канонічні форми редукційних моделей, в яких зберіга-
ються визначені власні значення вихідної системи, або задаються деякі 
полюси і зберігаються декілька марковських параметрів і (або) часових 
моментів; спрощені моделі зі збереженням домінантних власних зна-
чень, полюсів або нулів вихідної моделі; спрощені моделі, що отриму-
ються інтерполяцією Коші передатної функції W(p) системи; апрокси-
мацією передатної функції W(p) системи поліномами Гурвіца, непере-
рвними дробами (апроксимація Паде), поліномами Чебишева, формами 
Кауера, — з контролем положення полюсів, нулів, сталих часу, часо-
вих границь та (або) моментних характеристик перехідного процесу 
спрощених моделей. До методів перетворення в просторі зображень 
відносять частотні методи спрощення моделей, що використовують: 
перетворення змінних в комплексній площині, причому на високих 
частотах s — площина перетворюється в область всередині одиничного 
кола, а нові передатні функції перетворюються до модифікованих по-
ліномів Чебишева; мінімізацію інтеграла від різниці дійсних і уявних 
частотних характеристик вихідної і спрощеної моделей у визначеному 
інтервалі частот; мінімізацію вагової міри відхилень частотних реакцій 
вихідної і спрощеної моделей на всьому діапазоні частот; квадратично-
амплітудну частотну характеристику і методи Чебишева при апрокси-
мації передатної функції ланцюговими дробами. 

2. Побудова спрощеної моделі за критерієм близькості показ-
ників якості складної і спрощеної моделі в просторі станів. В цю 
множину методів спрощення моделей входять всі методи, які ґрун-
туються на операціях над змінними в просторі станів. Різноманіття 
використовуваних показників якості систем обумовлює багаточисе-
льність способів спрощення цієї групи. Значна їх кількість ґрунтуєть-
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ся на мінімізації різноманітних мір відхилень перехідних процесів, 
імпульсних і перехідних характеристик або деяких функціоналів від 
різниці вихідних координат складної і спрощеної моделей тощо. 

При постановці і розв’язанні задачі спрощення моделей як у прос-
торі зображень, так і в просторі станів не можна обійтися без інженер-
них, евристичних прийомів спрощення, що враховують специфіку кон-
кретної задачі дослідження системи і відомості про порівняльну важ-
ливість факторів (або фрагментів), отримані в результаті попереднього 
досвіду використання спрощеної моделі. Прикладом такого роду еври-
стичного прийому при спрощенні математичного опису електроенер-
гетичних систем є використання того факту, що в складних системах 
вплив збудження по мірі віддалення від місця його виникнення змен-
шується в силу розсіювання енергії та інших причин. 

Інженерний підхід використовується також і при спрощенні мо-
делі, що отримується при послідовному нехтуванні деякими фрагме-
нтами в початковій моделі і оцінці їх значимості. Інженерним ж спо-
собом в більшості випадків визначається і допустима похибка при 
спрощенні математичних моделей. Відзначимо деяку складність цієї 
задачі при врахуванні похибок вхідної інформації і потрібної точнос-
ті отриманих результатів. 

Як при використанні будь-яких методів спрощення, що не вра-
ховують параметричну чутливість моделей, після спрощення вихідної 
моделі описаними в [2–4] алгебраїчними методами також необхідна 
оцінка точності отриманої спрощеної моделі із врахуванням збурень 
параметрів системи. 

Системний підхід при спрощенні моделей має на увазі не тільки 
задовільну точність спрощеної моделі, що отримується, але й задово-
лення інших вимог, пов’язаних з її практичним застосуванням. Такими 
вимогами можуть бути спрощення обладнання і підвищення надійнос-
ті — при апаратній реалізації спрощення моделі, мінімізація машинно-
го часу і об’єму пам’яті, що використовується — при програмній реалі-
зації. Робота [5] може бути наведена в якості прикладу реалізації тако-
го підходу при розв’язанні задачі підвищення точності моделювання і 
спрощення обладнання, що використовується, при створенні спеціалі-
зованого обчислювального обладнання для апроксимації залежностей 
між заданими векторами вхідних і вихідних координат системи. 

Підхід до визначення допустимої похибки спрощення моделей 
неперервних процесів із врахуванням похибок вимірювання вхідних і 
вихідних координат системи і повної обчислювальної похибки визна-
чення вихідних координат моделі поданий у [6]. 

Для прикладу розглянемо спосіб структурного спрощення мате-
матичної моделі об’єкта з розподіленими параметрами. Математич-
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ний опис об’єкта з розподіленими параметрами задано у прямокутній 
області G з границею Г{α < x < β; t0 < t < t0 + l} у вигляді диференціа-
льного рівняння із частинними похідними 
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з граничними умовами 
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  (16) 

де φ0(t), φl(t), ψ0(x), ψT (x) — задані функції. 
Застосувавши метод прямих до рівнянь (15)–(16), отримаємо сис-

тему з n звичайних лінійних диференціальних рівнянь другого порядку 
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 (17) 

де xk = x0 + kh, (k = 0, 1, 2, ..., n), 
1

l
h

n



, xk(t) = u(t, xk).  

Нехтуючи у (17) членами O(h2) та позначивши через Uk(t) на-
ближені значення розв’язку u(t, x) на прямій x = xk для їх визначення, 
отримаємо систему рівнянь 

 1 12
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 (18) 

Використовуючи граничні умови на Г, маємо: 
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 (19) 

Отримана модель у вигляді системи диференціальних рівнянь 
(18) з граничними умовами (19) апроксимує з точністю до O(h2) ди-
ференціальне рівняння (15) з граничними умовами (16). Слід відзна-
чити, що за допомогою методу прямих, по суті, проводиться деком-
позиція вихідної моделі на n структурних елементів, кожен з яких 
реалізує диференціальне рівняння другого порядку.  

Отже, на основі проведеної декомпозиції здійснюється побудова 
структурних моделей об’єктів з розподіленими параметрами. При 
цьому слід враховувати, що заміна моделі з нескінченною кількістю 
степенів свободи скінченновимірною приводить до розходжень зна-
чень їх власних частот. Для оцінки точності апроксимаційної моделі 
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можна скористатися визначенням величини відмінності власних час-
тот вихідної та апроксимаційної моделі. 

Висновки. Розглянуті способи отримання спрощених моделей 
дають змогу задовольнити критерії щодо адекватності і точності по 
відношенню до базової моделі, а також забезпечити умови їх застосо-
вності при створенні програмних і апаратних засобів обробки інфор-
мації з підвищеними вимогами до ресурсних затрат і швидкодії. 
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СПОСОБИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 
ВОЛЬТЕРРА І РОДУ З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ В ЗАДАЧАХ 
ВІДНОВЛЕННЯ ВХІДНИХ СИГНАЛІВ ДИНАМІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

Розглянуто два способи розв’язання рівнянь Вольтерра І 
роду з виродженим ядром: чисельно-аналітичний, що зводить 
задачу до розв’язання еквівалентного диференційного рівнян-
ня, та структурно-алгоритмічний, що дозволяє застосовувати 
засоби системи Simulink. В обох випадках досягається висока 
швидкодія алгоритмів розв’язування. 

Ключові слова: інтегральне рівняння Вольтерра, виро-
джене ядро, регуляризація, швидкодіючі алгоритми. 

Вступ. Інтегральні рівняння Вольтерра І роду використовуються в 
актуальних технічних задачах відновлення сигналу. Процес розв’язання 
таких рівнянь пов’язаний з їх некоректністю та складностями у випадку 
ядра довільного вигляду. Розглянемо два способи розв’язання, що до-
зволяють подолані вказані труднощі. 

Чисельно-аналітичний спосіб. Одним з методів розв’язання ін-
тегральних рівнянь Вольтерра І роду 

      , ,
x

a

K x s y s ds f x  (1) 

де  ,K x s  і  f x  — задані ядро і права частина, — постійна нижня 

межа інтегрування, є аналітичний перехід до рівнянь другого роду [1], 
що можливо у деяких окремих випадках. Іншим способом перетворення 
рівняння (1) є приведення його до диференційного рівняння a . 

Розглянемо випадок виродженого ядра 

      
1

, ,
m

i i
i

K x s x s 


   (2) 

до якого можуть бути приведені довільні ядра шляхом апроксимації [2].  
Рівняння (1) з виродженим ядром (2) набирає вигляду 

        
1

xm

i i
i a

x s y s ds f x 


   (3) 

і допускає такі перетворення. 

© Д. А. Верлань, Ю. О. Фуртат, 2016 
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Виділимо з суми (2) доданок     ,q qx s  виходячи з умови 

   0; 0q qx s    ніде в області зміни , :x s  

              '

1

x xm

q q i i
ia a

x s y s ds x s y s ds f x   


    (4) 

позначимо 

            '

1

1
, 0,

xm

i i
q i a

V x x s y s ds V a
x

 
 

    (5) 

де '  означає        
1

.
m

i i q q
i

x s x s   


  

Тоді рівняння (4) перепишеться у вигляді виразу 

          1
,

x

q
qa

s y s ds V x f x
x




   (6) 

диференціювання якого дає: 

  
     

 
.

q

q

f x x V x
y x

x





     (7) 

Підстановка (7) в (5) приводить до інтегрального рівняння дру-
гого роду відносно  V x  

         '

1

1
1

m

i i
q q i

V x x x
x x

 
  

 
  

  
  

 
         '

1

1 xm

i i q
q i a

x V s s s ds
x

  
 

      (8) 

           '

1

.
xm

q i i q q
i a

x x s s f s s ds    


          

Після заміни 

          , 0
x

i q i
a

V s s s ds W x W a        (9) 

або 

        i i qW x V x x x       (10) 

переходимо до шуканого диференціального рівняння відносно 

  :iW x  
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           '

1

1
1

m
i

j j
q q ji q

W x
x x

x xx x
 

   

  
       

   

 
     '

1

1 m

j j
q j

x W x
x


 

   (11) 

           '

0

1 xm

j i q q
q j a

x x x f s s ds
x

   
 

         , 

при .i q  

Практично для пошуку розв’язку вихідного рівняння (3) досить 
обчислити тільки функцію   ,iW x  так як з формули (10) 

   
   

i

i q

W x
V x

x x 


   

, 

і  y x  знаходяться з (7). 

Тобто задача зведена до розв’язання звичайного диференційного 
рівняння І порядку, яке можна розв’язувати штатними комп’ютерни-
ми засобами систем математичного моделювання (MATLAB та ін.), 
що забезпечують необхідну швидкодію. 

Перевагою описаного способу є можливість цілеспрямованого ви-
бору доданка    .q qx s   Такий вибір відповідає одній з форм регуля-

ризації, зазвичай неминучою при вирішенні рівнянь першого роду. 

Приклад. Для розв’язання рівняння 

    3

1

2 1
x

s x y s ds x    

введемо позначення 

      
1

, 1 0.
x

x y s ds V x V   (12) 

Тоді вихідне рівняння перепишеться у вигляді 

    3

1

2 1
x

y s ds V x x    

або після диференціювання в вигляді 

    3 1
,

2 2

V x
y x x

x


   (13) 

звідки, використовуючи (13), отримуємо 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

64 

   
1

3 1
.

2 2

x V s
V x x s ds

s

 
   

 
  

Далі, за допомогою заміни 

      2
1

1
, 1 0

x

W x V s ds W
s

   (14) 

переходимо до диференціального рівняння 

   1 3 3 1
,

2 2
W x W x x

x x
     

розв’язок якого 

  3 1
2 .

2
W x x x

x
     

 

З виразу (15) отримуємо 

     2 23 1V x x W x x x    

і за формулою (14) остаточно маємо 

   3 2 1 .y x x   

Структурно-алгоритмічний спосіб. Розглянемо задачу розв’язан-
ня рівняння (1) з виродженим ядром вигляду (2). Шляхом перетворень 
введемо в рівняння параметр регуляризації   наступним чином. Вико-

наємо еквівалентне перетворення рівняння (3) до вигляду 

            
1

.
xm

i i
i a

y x x s y s ds y x f x 


     (15) 

Апроксимуємо рівняння (15) виразом 

              
1

1 , 1,
xm

i i
i a

y x x s y s ds y x f x   


         (16) 

(  y x  — наближений розв’язок), або виразом 

              
1

1 .
xm

i i
i a

y x x s y s ds y x f x  


         (17) 

Наближене рівняння (17) відносно  y x  з параметром регуляриза-

ції   може бути віднесене до рівняння Вольтерра ІІ роду, що дає мож-

ливість при його розв’язанні використати засоби системи Simulink. 
Структура засобів Simulink для розв’язання рівняння (17), що 

побудована відповідно до методу, визначеного в роботах [3;4], наве-
дена на рис. 1. 
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Рис. 1. Структура розв’язуючої схеми 

Такий спосіб дозволяє отримувати наближений розв’язок рів-
няння (1) шляхом швидкодіючого алгоритму, що реалізується вказа-
ною структурою. 

Висновок. Таким чином, в роботі розглянуті способи отримання 
швидкодіючих алгоритмів для розв’язання інтегрального рівняння (1) 
з можливістю комп’ютерної реалізації даної моделі динамічного 
об’єкта в режимі реального часу. 
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Two methods of solving Volterra equations of the 1st kind with dis-
tributed core are considered: numerical-analytical, which reduces the prob-
lem to solving an equivalent differential equation, and structural-
algorithmic, that allows to utilize the Simulink system means. In both 
cases, high performance of solution algorithms is achieved. 
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ОБЧИСЛЮВАЛЬНА ТЕХНОЛОГІЯ НА ОСНОВІ МЕТОДІВ 
КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ ТА СУМАРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ  
ДЛЯ ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ЗАДАЧ З ВІЛЬНИМИ МЕЖАМИ 

Розроблену на основі синтезу числових методів комплексного 
аналізу та сумарних зображень методику математичного моделю-
вання фільтраційних процесів (процесів витіснення нафти) поши-
рено на безнапірний рух нафти у нафтоносному пласті-колекторі. 
Створено обчислювальну технологію розв'язування крайових за-
дач для розрахунку фільтраційного режиму у криволінійних, об-
межених лініями течії і еквіпотенціальними лініями, областях з 
вільною (невідомою) ділянкою межі. Розроблений алгоритм ав-
томатично вирішує проблему вибору вузлів і побудови динаміч-
ної сітки, знаходження невідомої ділянки межі, обчислення пов-
ної витрати і розрахунку поля величини швидкості. 

Ключові слова: математичне моделювання, числові ме-
тоди комплексного аналізу, квазіконформні відображення, 
методи сумарних зображень, фільтраційний процес, нафто-
носний пласт, область з вільною межею. 

Вступ. У попередніх роботах (див., напр. [1]) розроблено мето-
дику математичного моделювання квазіідеальних процесів витіснен-
ня вуглеводнів із нафтогазових пластів з використанням LEF-пластів. 
У цій роботі розглядається безнапірний рух рідини (нафти) у нафто-
носному пласті-колекторі, де п'єзометрична поверхня є вільною по-
верхнею. Задачі безнапірного руху (з вільними межами), здебільшого 
вивчаються у гідродинаміці та гідротехніці при розрахунках процесів 
фільтрації через ґрунтові греблі, притоку води до дрен, свердловин 
тощо. У видобуванні нафти безнапірний рух зустрічається значно 
рідше, ніж напірний, в основному, при шахтній чи кар'єрній розробці 
родовищ. Але розв'язування задач з вільними межами є значно скла-
днішим, ніж у випадках повністю заданих меж. На сьогоднішній день 
розроблені підходи до розв'язування таких задач лише для окремих 
випадків чи для геометрично простих областей. Окрім цього, ви-
вчення безнапірного руху рідини має велике практичне значення, 
оскільки такий рух є аналогічним до фільтрації газу [2–3]. 

Для математичного опису таких процесів і розв'язання відповід-
них задач використано розроблену раніше методику [4–6], яка базуєть-
ся на синтезі числових методів комплексного аналізу (конформних та 
квазіконформних відображень) [7] і сумарних зображень Г. М. Поло-
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жого [8]. При цьому, розв'язування задачі зводиться до обернення кон-
формного (квазіконформного) відображення даної криволінійної фізи-
чної області на відповідну область комплексного потенціалу з невідо-
мим параметром. Координати вузлів динамічної сітки розраховуються 
за числово-аналітичними формулами сумарних зображень, що дозво-
ляє на кожному ітераційному кроці враховувати вплив усіх граничних 
вузлів і, тому, прискорює досягнення спряженості шуканих гармоніч-
них функцій, а також дає змогу розпаралелити обчислювальний про-
цес. В результаті розв'язування задачі автоматично вирішується про-
блема визначення вузлів розрахункової сітки та побудови динамічної 
сітки, знаходження невідомої ділянки межі області і координат точки 
перетину її з заданою ділянкою та значення потенціалу (напору) у цій 
точці, обчислення повної фільтраційної витрати. 

Постановка задачі. Розглядається квазіідеальний процес у наф-
тоносному пласті (LEF-пласті [1]), який має залишкові підошовні 
поклади нафти, тиск над якою є атмосферним (тобто, надлишковий 
тиск дорівнює нулю). Для спрощення моделі вважатимемо процеси 
плоско-паралельними і розглядатимемо не просторову, а плоску за-
дачу. Така задача зводиться до розв'язування крайової задачі дивер-
гентного типу для криволінійної, обмеженої лініями течії та еквіпо-
тенціальними лініями, LEF-області з вільною межею. 

Область фільтрації будемо розглядати як криволінійну область 

zG  у комплексній площині  z x iy  , що обмежена кривими 

  *: , 0 AB z f x y  ,   *
*: , 0 DA z f x y  ,   *

0 : , 0, B C z f x y   

*Cy y y  ,   *: , 0 CD z f x y  , Cy y , 0BB  — вільна (невідо-

ма) межа (крива депресії), ,B Cy y  — задані ординати точок B  і C  

відповідно, *x , *y  — шукані координати точки 0B  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема LEF-області з вільною межею (а)  

і відповідної їй області комплексного потенціалу (б) 
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Як і в [1, 4–6], процес руху нафти описуватимемо рівнянням руху 
gradf   


 (законом Дарсі) та рівнянням нерозривності div 0 


, 

де ( , ) i ( , )x yx y x y   


 — швидкість фільтрації, f н    — кое-

фіцієнт фільтрації,   — коефіцієнт проникності пласта, н  — динаміч-

на в'язкість нафти в пластових умовах, а для потенціалу швидкості 

 ,x y   задані умови: *AB
  , *

CD
  , 

0

0
BB C DAn n

  
 

 
, 

0
( )BB g y  ,  *

* *H y y f x    ( n  — зовнішня нормаль до відповід-

ної ділянки межі області,  g y  — деяка монотонно спадна функція: 

    *
* *,g H g y   , H  — ефективна товщина пласта). 

Задача на конформне відображення ( ) ( , )z x y     ( , )i x y  

області zG  на відповідну область комплексного потенціалу 

 :G i      *
* ,    0 Q   ( ( , )x y   — функція 

течії комплексно спряжена до ( , )x y  ) з невідомим параметром — 

повною фільтраційною витратою y x
AB

Q dx dy     — має вигляд: 

 

 *
*

2 2

* * * * *

*
*

, , ( , ) ,

, , , 0, ,

( , ) ( , ) ( , ) ,

grad ( ( , ), ( , )) grad( ( , ) ( ( , ))) 0,

grad ( ( ,0), ( ,0)) grad( ( ,0) ( ( ,0))) 0,

grad ( (

f f z

AB CD BC AD BC

x y

x y G
x y y x

g y Q

x y x y x y

x y y f x

x y y f x

x

    

      

  

        

    

 

   
   

   

    

 

  

  
* * * * *, ), ( , )) grad( ( , ) ( ( , ))) 0,

grad ( ( , ), ( , )) grad ( ( , ), ( , )) 0 ,

y y f x

x Q y Q x Q y Q

      
     











   
  

 (1) 

Використовуючи формули переходу 
1 y

x J




 


 
, 

1 x

y J




 
 

 
, 

1 y

x J




 
 

 
, 

1 x

y J




 


 
, 

x y x y
J

   
   

 
   

, обернену до (1) 

задачу на конформне відображення ( ) ( , )z z x     ( , )iy    об-

ласті G  на zG  отримаємо аналогічно [1, 7] і можемо звести її до 

вигляду: 
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*
*

*
*

* 1
*

*
*

1
0, 0, ( , ) ,

( , ) ( ( , )), ( , ) ( ( , )), 0 ,

( , 0) ( ( , 0)), ( , ) ( ), ,

0, 0,

f
f

x x
Lx Ly G

y f x y f x Q

y f x y Q g

fx y x y f

x x



   

  
    

        

      

   

 
 

 


 

      
             

   

   

      
                 

 *
*

0

2 2

0

0, 0,

, , .

Q

Q
f f f

x y

fx y x y x y

x

y x x y
Q d

J J J


     

  
  

   














                            
                           



 (2) 

Різницевий аналог задачі (2) при  g y y   отримаємо аналогіч-

но до [1], визначивши у G  ортогональну сітку   , :i jG
    

,i i       0, 1;i m   j j    , 0, 1;j n   ,
1m

 


 


 

,
1

Q

n 


 , Nm n , де /      — конформний інваріант. При 

цьому, диференціальні рівняння, крайові умови і умови ортогональності 
ліній динамічної сітки до відповідних ділянок межі області апроксимує-
мо різницевими рівняннями: 

1, ,2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1

1 2,

, 1, 2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1

1 2,

1, , , 1,

1 2, 1 2,

( )
( ( ) ( ))

( )
0, ( ( ) ( ))

( ) ( )
0 , 1, , 1,

i j i j
i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j
i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j

i j i j

x x
x x x x

x x
y y y y

y y y y
i m j

  


  


 


   




   



 

 


    


     

 
    

 


 


 
,n

 (3) 

 

*

*
0, * 0, 1, 1,

*
,0 ,0 , 1

( ), ( ), 0, 1,

( ), , 0, 1,

j j m j m j

i i i n i

y f x y f x j n

y f x y i m

 



   

    
 (4) 

*

* 0, 1, 0, 1, 0,

1, , 1, , 1,

'( )( ) ( ) 0,

'( )( ) ( ) 0, 0, 1,

j j j j j

m j m j m j m j m j

f x y y x x

f x y y x x j n  
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 *
* ,0 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0'( , )( ) ( ) 0,i i i i i if x y y y x x     (5) 

1, 1 , 1 1, 1 , 1 , , 1 , , 1( )( ) ( )( ) 0, 0, 1,i n i n i n i n i n i n i n i nx x y y x x y y i m                

де , , ,( , ), ( , ), ( , )i j i j i j i j i j f i jx x y y          , 

, 1 2 , 1 , , 1 ,(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      , 

, 1 2 , , 1 , , 1(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      , 

1 2, 1, , 1 ,(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      , 

1 2, , 1, , 1,(0.5( ), 0.5( ))i j f i j i j i j i jx x y y      . 

Конформний інваріант   отримаємо на підставі умови «конфо-
рмної подібності в малому» відповідних елементарних чотирикутни-
ків двох областей [7]: 

 
,

,

,, 0

1

( 1)( 1)

m n
i j

i ji jm n







   , (6) 

       
       

2 2 2 2

1, , 1, , 1, 1 , 1 1, 1 , 1

,
2 2 2 2

, 1 , , 1 , 1, 1 1, 1, 1 1,

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

x x y y x x y y

x x y y x x y y


       

       

      


      

, 

а невідому фільтраційну витрату Q наближено обчислюємо за фор-
мулою: 

 1n
Q  


   . (7) 

Різницеві формули для визначення компонент вектора швидкос-
ті мають вигляд: 

 
 

 
 

1
, , 1, 1, 1, 1,,

1
0, 0, 1, 0, 1, 0,0,

1
, 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1, 1

1,

, 2 ( , ), 1, , 1, ,

, 2 ( , ), 1, ,

, ( , ), 1, ,

, 2

x y i j i j i j i j i j i ji j

x y j j j j j jj

x y i n i n i n i n i n i ni n

x y mm j

J y y x x i m j n

J y y x x j n

J y y x x i m







  

  

  

  


   




         



     

    

    

 1
1, 1, 1, , 1, ,( , ), 1, ,j m j m j m j m j m jJ y y x x j n


     

 

 

 
 

 

1
,0 ,0 1,0 1,0 1,0 1,0,0

1
0,0 0,0 1,0 0,0 1,0 0,00,0

1
0, 1 0, 1 1, 1 0, 1 1, 1 0, 10, 1

, ( , ), 1, ,

, ( , ),

, ( , ),

x y i i i i i ii

x y

x y n n n n n nn

J y y x x i m

J y y x x

J y y x x







  

  

  


   




     

    

   

   

 (8) 

 
 

1
1, 1 1, 1 1, 1 , 1 1, 1 , 11, 1

1
1,0 1,0 1,0 ,0 1,0 ,01,0

, ( , ),

, ( , ),

x y m n m n m n m n m n m nm n

x y m m m m m mm

J y y x x

J y y x x
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де  

, 1, 1, , 1 , 1 , 1 , 1 1, 1,( )( ) ( )( )i j i j i j i j i j i j i j i j i jJ x x y y x x y y             , 

0, 1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 1, 0,( )( ) ( )( )j j j j j j j j jJ x x y y x x y y         , 

, 1 1, 1 1, 1 , 1 , , 1 , 1, 1 1, 1( )( ) ( )( )i n i n i n i n i n i n i n i n i nJ x x y y x x y y                , 

1, 1, , 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, ,( )( ) ( )( ),m j m j m j m j m j m j m j m j m jJ x x y y x x y y                 

,0 1,0 1,0 ,1 ,0 ,1 ,0 1,0 1,0( )( ) ( )( )i i i i i i i i iJ x x y y x x y y         , 

0,0 1,0 0,0 0,1 0,0 0,1 0,0 1,0 0,0( )( ) ( )( )J x x y y x x y y      , 

0, 1 1, 1 0, 1 0, 1 0, 0, 1 0, 1, 1 0, 1( )( ) ( )( )n n n n n n n n nJ x x y y x x y y            , 

1, 1 1, 1 , 1 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 , 1( )( ) ( )( ),m n m n m n m n m n m n m n m n m nJ x x y y x x y y                    

1,0 1,0 ,0 1,1 1,0 1,1 1,0 1,0 ,0( )( ) ( )( )m m m m m m m m mJ x x y y x x y y            . 

Алгоритм числового розв’язання. Алгоритм розв’язання різ-
ницевої задачі (3)–(8) побудуємо з використанням методу сумарних 
зображень. Формули сумарних зображень, що є розв’язками рівнянь 
(3) при const  , мають вигляд: 

 

 

 

2
, , 1, ,0 , , 1

1 1

2
, , 1, ,0 , , 1

1 1

,

,

1, , 1, ,   

i t
k

k k

i t
k

k k

n m
i i

i j j k k k k k k t n k t n
k t

n m
i i

i j j k k k k k k t n k t n
k t

x p a b p x p x

y p c d p y p y

i m j n


 


 

  

  






 


 

 
     

 
     

 

 

   (9) 

де елементи матриці , , 1

n

j k j k
P p


     обчислюються як 

,
2

sin ,
12 1

j k
jk

p
nn





 а елементи діагональних матриць 

1

ni i
k

k
 


    , 

1

ni i
k

k
 


     визначаються із формул 2 1,k k k      

2 1k k k     , 21 (1 cos )
1k

k

n

   


.  

Системи рівнянь для обчислення , , ,k k k ka b c d  мають вигляд: 

(0)*
, 0,

1

11 1 *
, 1,

1

,

( ) , 1, ; 

n

k k j k j k
j

n
mm m

k k k k j k m j k
j

a b p x S

a b p x S k n 
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*(0)*
, 0,

1

* 11 1 *
, 1,

1

,

( ) , 1, ,

n

k k j k j k
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n
mm m

k k k k j k m j k
j

c d p y S

c d p y S k n 



 





  



    





 

де *
,j kp ( , 1,j k n ) — елементи матриці *P , оберненої до Р,  
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 , 1,k n . 

В алгоритмі (аналогічно до [1, 7]) будемо поетапно фіксувати 
значення параметрів   (або Q), координат граничних та внутрішніх 

вузлів сітки G
 , використовуючи ідеї методу блочної ітерації. Задає-

мо кількості m та n вузлів розбиття сіткової області G
 , параметр  , 

що характеризує точність наближення розв’язку відповідної різнице-
вої задачі та бажаний рівень конформності відображення * , почат-

кові наближення координат граничних вузлів    0 0
0, 0,, ,j jx y  

   0 0
1, 1,, ,m j m jx y      0 0

, 1 , 1, ,i n i nx y      0 0
,0 ,0,i ix y . Обчислюємо методом сумар-

них зображень (9) відповідні початкові наближення координат внут-

рішніх вузлів     0 0
, ,,i j i jx y , 1, , 1,i m j n   і знаходимо за формулами 

(6), (7) початкові наближення  (0) (0) (0)
, ,,i j i jx y   конформного інварі-

анту   та повної витрати Q. Далі уточнюємо координати граничних 

вузлів (4), (5) (даний граничний вузол на k-ому кроці підправляємо за 
умов, що фіксованими є навколишні та відповідні приграничні [7]). 

Нове наближення координат внутрішніх вузлів  ( 1) ( 1)
, ,,i j i jx y k k  

( 0, 1, k  — номер кроку ітерації) знову проводимо за формулами 
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сумарних зображень (9), які, на відміну від сіткових ітераційних ме-
тодів, дозволяють відразу (за один крок без організації внутрішнього 
ітераційного процесу) отримати прийнятний розв'язок. Після цього, 
знову уточнюємо   та Q . Наприкінці кожної ітерації перевіряємо 

виконання умов стабілізації координат граничних вузлів. Визначаємо 

величину    2 2( ) ( 1) ( ) ( 1)
, , , ,

,
max i j i j i j i j

i j
S x x y y    k k k k  зміщення вузлів 

на границі за проведену k-ту ітерацію; якщо вона більша за  , то пе-
реходимо до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо 

ступінь конформності 2 2
1 2     отриманого відображення облас-

ті комплексного потенціалу на фізичну область, де 1 2,   — нев’язки 

апроксимацій умов Коші-Рімана: 
1, 1

(1) (1)
1 , , 1, 1, , 1 , 1

, 1
max , ( ) ( );

n m

i j i j i j i j i j i j
i j

x x y y   
 

   


      

1, 1
(2) (2)

2 , , 1, 1, , 1 , 1
, 1

max , ( ) ( )
n m

i j i j i j i j i j i j
i j

y y x x   
 

   


     . 

Результати розрахунку. Проведено розрахунки за описаним ал-

горитмом для областей (1)
zG :   , : 0 , 0AD x y x l y    , 

  *, : ,CD x y y x l l x x     ,   , :AB x y  0, 0x y H    

(рис. 2) і (2)
zG :   , : 0 , 0AD x y x l y    ,   , : 0AB x y x  , 

0 y H  ,   , :CD x y *0,y l x x    (рис. 3).  

 

Рис. 2. Динамічна сітка в області (1)
zG  (а) і поверхня величини швидкості 

відносно відповідної області комплексного потенціалу (б) 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

74 

 

Рис. 3. Динамічна сітка в області (2)
zG  (а) і поверхня величини швидкості 

відносно відповідної області комплексного потенціалу (б) 

При розбитті областей 70 20m n   , точності наближення 
510  , модельних параметрах елемента пласта-колектора 10H  м, 

l  20 м і заданих 
23 мм10 Па сf   , * 0  , * 1  , знайдено значе-

ння фільтраційних витрат 
3м0,023501 добуQ   і 

3м0,022982 добуQ   та координати точки С —  23.946, 1.986  і 

 23.423, 0  для областей (1)
zG  і (2)

zG  відповідно. 

Висновки. Таким чином, розроблений раніше конструктивний під-
хід до математичного моделювання нелінійних квазіідеальних фільтра-
ційних процесів поширено на випадок безнапірного руху нафти у нафто-
вому пласті. Запропоновано методику розв'язання крайових задач для 
криволінійних областей з вільною межею, обмежених лініями течії і ек-
віпотенціальними лініями, на основі синтезу числових методів конфор-
мних відображень та сумарних зображень. Побудований алгоритм за-
безпечує можливість автоматичного розрахунку динамічної сітки, обчи-
слення повної фільтраційної витрати, знаходження невідомої ділянки 
межі і координат точки перетину її із заданою ділянкою та значення по-
тенціалу (напору) у цій точці. Проведено числові розрахунки характер-
них параметрів фільтрації у модельному пласті-колекторі. Поєднання 
методів комплексного аналізу (обернень конформних відображень) і 
формул сумарних зображень для наближення внутрішніх вузлів дозво-
лило покращити існуючі алгоритми розв'язання такого класу задач. 
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The developed methodology of mathematical modeling filtration proc-
esses (processes of oil displacement) on the basis of syntheses of the nu-
merical methods of complex analysis and summary representations was ex-
tended to the free-flow movement of oil in the oil reservoir. The computa-
tional technology of decision of the boundary value problems for the calcu-
lation the mode of filtration in curvilinear domains bounded by lines of 
flow and equipotential lines with a free (unknown) border was created. 
Constructed algorithm automatically solves the problem of choice of units 
and the construction of a dynamic grid, finding the unknown border, calcu-
late the total flow and calculate the field values of speed. 
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ПАРАЛЕЛЬНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА ОСНОВІ ГІБРИДНИХ СКІНЧЕННО-

ГРАНИЧНОЕЛЕМЕНТНИХ АПРОКСИМАЦІЙ  

Розглядається використання паралельних обчислень при 
розв’язуванні задач теорії пружності методом декомпозиції 
області. Формулюється гетерогенна числова модель. В одній 
частині підобластей використовуються апроксимації методу 
скінченних елементів, а в іншій — прямого методу граничних 
елементів. Для розв’язування системи лінійних рівнянь розро-
блено паралельний алгоритм на основі методу спряжених гра-
дієнтів. Наведено результати апробації запропонованого під-
ходу на модельному прикладі.  

Ключові слова: метод декомпозиції області, паралельні 
обчислення, метод скінченних елементів, метод граничних 
елементів, паралельний метод спряжених градієнтів. 

Вступ. Серед сучасних числових методів розв’язання крайових за-
дач математичної фізики найпоширенішими є метод скінченних різниць, 
метод скінченних елементів (МСЕ) і метод граничних елементів (МГЕ). 
Кожен із методів має свої характерні переваги та недоліки, що зумов-
люють область його застосування. Відтак для розв’язування задач, які 
містять підобласті з різними фізико-механічними чи геометричними ха-
рактеристиками та властивостями, доцільно використовувати комбіно-
вані методи скінченних та граничних елементів у рамках однієї чисель-
ної моделі, що поєднує переваги обох методів. Окрім того, однією із ос-
новних вимог до сучасних чисельних алгоритмів є можливість їх ефек-
тивного розпаралелювання та організації розподілених обчислень. По-
будові такого підходу присвячена дана робота. 

Постановка задачі. Розглядається крайова задача в області  . 
Область   представляється як об’єднання pn  підобластей, тобто 

1 2 , , , , 1, 
pn i j pi j i j n           . Пропонується 

для розв’язування задачі використовувати у частині підобластей 
,i MCEi I   — МСЕ, а в іншій групі підобластей ,i МГЕi I   — МГЕ. 

Поділ області   на підобласті i  зумовлюється специфікою задачі 

(наявність локальних неоднорідностей, зон концентрацій напружень і 

© К. О. Гомон, І. І. Дияк, 2016
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т. п. ) і відповідно віднесення їх до конкретної групи з майбутнім ви-
користанням МСЕ чи МГЕ. Для побудови комбінованої чисельної 
схеми розв’язування крайової задачі на основі МСЕ і МГЕ необхідно 
сформулювати відповідну гетерогенну модель [1, 3]. 

Формулювання задачі для гетерогенної моделі. Нехай 
2R   — обмежена область з Ліпшицевою границею    . 

D N    , де D  і N  — частини границі, на яких задані кінема-

тичні та статичні граничні умови, відповідно. Розглядається змішана 
крайова задача лінійної теорії пружності: 

     0u u grad divu         у  , (1) 

 
D

u g


 , (2) 

  
N

p u h


 , (3) 

де u  — поле переміщень,   — Лапласіан,   і   — сталі Ляме, 

     2
N

ij j
u

p u x divu rotu n
n

   



    


 — оператор зусиль, 

, ,  D N D N        n  — вектор одиничної зовнішньої  

нормалі до  . 
Для простоти викладу та побудови гетерогенної чисельної схеми 

вважатимемо, що область   розбивається тільки на дві підобласті, а 
саме F  — підобласть, у якій розв’язок знаходиться МСЕ і B  — 

підобласть, у якій розв’язок знаходиться МГЕ. C  — спільна грани-

ця підобластей F  і B , на якій задаються умови нерозривності 

u u
C B C F    , p p 0

C B C F
   

   (рис. 1). 

 
Рис. 1. Декомпозиція області на підобласті для застосування МСЕ і МГЕ 

Введемо позначення: 
F

Fu u


 , 
B

Bu u


 , BD B D    

BN B N    , FD F D    , FN F N    . 

Енергетичний простір пробних функцій позначимо 
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     1 1 : 0 при     D F F F F FDH v H v x      . (4) 

Зазначимо, що  1
Bu H   , її слід  1 2

Bu H  , а 

 1 2
Bp H    — простору, спряженому до  1 2

BH  . Скалярний 

добуток у  1 2
BH  , або відношення двоїстості між  1 2

BH   і 

 1 2
BH   , запишемо у вигляді 

  , , ,
B

p u p u d


   (5) 

де  ,   — скалярний добуток в nR . 

Уведемо також підпростір  

    0

1 2 1 2: : ,1 0 , 0 ,B BH H r           

де r  — радіус-вектор точки. 
Уведемо простір мортарних функцій 

        1 2 1

1 2 1: , : : inf
B

B B H H
u H w w x w H i w w

 
            

і простір-добуток 

       1 1 2, : ,F F B F Cw w H H w w x          (6) 

з нормою 

      1

1, : inf , , , ,F F F BH
w w w w H w w x i w w x


        . 

Простір пробних функцій визначимо як 

     1, : 0,D F F F BDv v v H i v x        . (7) 

Оскільки   — оператор задачі Ляме є симетричний та додат-
новизначений, то слабке формулювання для гетерогенної чисельної 
схеми можна записати так:  

знайти  

       1 2 1 2
,, ,F B B B Bu u u p H H      (8) 

при  
 , , ,F FD BDu g x u g x    , (9) 

що задовольняє варіаційне рівняння  ,F Dv v   

  , ,
F B

FN BN

F F B Fa u v p v hv d hvd 
 

       , (10) 

умови спряження  
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   0

B

B Bu u d


     для  1 2
0B BH     (11) 

та граничне інтегральне рівняння 

  1 2
0

1
, , ,

2 B

B

B B B B B BI K u Vp H   




      
 

 (12) 

У рівнянні (12) V  і K  — граничні інтегральні оператори пруж-
ного простого та подвійного шару, відповідно. 

Постановка задачі (8)–(12) дозволяє використовувати апроксимації 
МСЕ і МГЕ у відповідних підобластях. Для розв’язування цієї задачі у 
роботах [1, 3, 4] розроблено паралельні та послідовні ітераційні алгорит-
ми методу декомпозиції області (МДО), досліджено збіжність ітерацій-
них схем, продемонстрована їх ефективність на модельних задачах.  

Метод розв’язування. Незважаючи на велику кількість різних 
формулювань гібридних гранично-скінченноелементних методів у 
численних наукових публікаціях, відомо два основні способи реаліза-
ції МДО, тобто методів поділу області без налягання підобластей. 
Прямі методи [5] передбачають формування єдиної глобальної сис-
теми рівнянь для всієї області і їх, у свою чергу, можна поділити на 
дві підгрупи. У першому випадку підобласть для МГЕ трактується як 
один скінченний суперелемент (макроелемент). Рівняння МГЕ, які 
пов’язують переміщення і зусилля, перетворюють у рівняння зв’язку 
між силами та переміщеннями, як у МСЕ. У другому підході, шляхом 
відповідних перетворень, записують рівняння для підобласті МСЕ у 
вигляді, подібному до рівнянь МГЕ. Результуюча матриця системи 
лінійних рівнянь (СЛАР) при цьому втрачає властивість розрідженос-
ті і, у загальному випадку, симетричності. Альтернативою прямим 
методам є побудова ітераційних алгоритмів [1, 4], в яких рівняння 
для підобластей розв’язують окремо. У ітераційному процесі, грани-
чні умови на спільній межі підобластей оновлюються, до тих пір по-
ки не виконається умова збіжності. У [1, 4] досліджено ефективність 
застосування паралельних і послідовних ітераційних схем МДО для 
розв’язування різних задач, а також проведено аналіз їх збіжності. 

У даній роботі розглядається підхід паралельної реалізації МДО 
на pn  процесорах, суть якого полягає у формуванням єдиної глоба-

льної системи рівнянь для всієї області де підобласті для МГЕ трак-
туються як окремі скінченні суперелементи. У випадку послідовного 
алгоритму всі етапи розв’язування виконуються послідовно: введення 
вхідних даних; побудова сітки МСЕ чи МГЕ; обчислення локальних 
(елементних) матриць; формування матриць системи 
 ,Ax b  (13) 
розв’язування системи лінійних алгебричних рівнянь (13). 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

80 

У запропонованому підході глобальна система рівнянь для всієї 
області не формується. Алгоритм грунтується на представленні мат-
риць і векторів для всієї області через локальні матриці та вектори 
для підобластей з використанням булевих матриць зв’язності, які ві-
дображають співвідношення між локальними степенями вільності та 
незалежними невідомими для всієї області.  

Позначимо через iA  матрицю жорсткості, ix  — вектор невідо-

мих, ib  — вектор правих частин підобласті i  без вкладів з сусідніх 

підобластей, а через iA , ix , ib  ті ж величини, але з вкладами з сусід-
ніх підобластей у глобальніо розподіленому форматі. Також допус-
тимо, що нумерація невідомих у підобласті здійснена від 1 до in , а 
N  — розмірність системи (13). Глобальну матрицю жорсткості A  

можна представити, використовуючи булеву матрицю in N
iC   

(матрицю зв’язності), формулою 

 
1

.
pn

T
i i i

i

A C A C


    (14) 

Аналогічно глобальні вектори x  і b  можна представити через 

глобально розподілені вектори ix  і ib  

 , ,i i i ix C x b C b   (15) 

або через локально розподілені вектори xi  і bi
  

1 1

x C x , b C b
p pn n

T T
i i i i

i i 
    .   (16) 

Відповідно локально розподілені вектори ix  і ib , використову-
ючи формули (15), (16), можна перетворити у глобально розподілені 
вектори ix  і ib  за формулами 

 
1 1

, .
p pn n

T T
i i i i i i i i

i i

x C C x b C C b
 

     (17) 

Необхідно відзначити, що саме обчислення за формулами (17) 
вимагають комунікації між процесорами, тобто здійснення обміну між 
процесорами частинами векторів ix  і ib , які необхідні для обчислення 

xi  і bi . Позначимо процедуру перетворення ix  у ix  і ib  у ib  як  

 ,i i

i i i ix x b b
 
 

    . (18) 

Паралельний алгоритм розв’язування системи лінійних рів-
нянь методом спряжених градієнтів. Наступним етапом, який вима-
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гає розпаралелення обчислень між pn  процесами, є розв’язування 

системи лінійних рівнянь. Подамо алгоритм на основі методу спря-
жених градієнтів (МСГ), який не вимагає побудови глобальної мат-
риці жорсткості та дає можливість ефективно використовувати пара-
лельні обчислення. Основні кроки алгоритму: 

1.1. Вибрати початкове наближення 0 ( 1, )i px i n  і точність об-

числення 0  . 

1.2. Обчислити 0 0
i i i ir b A x   . 

1.3. Перетворити 0ri  у 0 i

i ir x



   . Для цього здійснюється пе-

ресилка між процесорами тих частин векторів 0
ir , які роблять вклад у 

сусідні області з подальшим їх сумуванням. 
1.4. Задати 0 0

i ip r   і 0k   (номер ітерації). 

1.5. Обчислити 0

2
r . Для цього використовуються елементи ве-

ктора 0
ir . Ті частини вектора, які належать декільком областям i  

враховуються тільки один раз. 

2.1. Обчислити скалярний добуток  
1

,
pn

k k
k i i

i

r p


   . Для цього 

кожний процес обчислює  ,k k
i ir p . Дальше проводиться сумування 

результатів з усіх процесів з відправкою на процес з номером 0, а 
потім розсилка k  на усі процеси. 

2.2. Обчислити k k
i i iq A p  .  

2.3. Аналогічно до кроку 2.1 обчислити  
1

,
pn

k k
k i i

i

q p


   . 

2.4. Обчислити k
k

k





 . 

2.5. Обчислити нове наближення 1k k k
i i k ix x p   . 

2.6. Обчислити 1k k k
i i k ir r q     . 

2.7. Аналогічно до кроку 1.3 обчислити 1k
ir
 . 

2.8. Обчислити 1

2

kr   (аналгічно до кроку 1.5). 

2.9. Здійснити перевірку збіжності 1 0

2 2

kr r   . Якщо 

«так», то припинити алгоритм, інакше продовжити обчислення. 
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3.1. Обчислити  1

1

,
pn

k k
k i i

i

g r q



   .  

3.2. Обчислити k
k

k

g



 . 

3.3. Обчислити 1 1k k k
i i k ip r p   . 

3.4. Збільшити k  на одиницю і перейти до кроку 2.1. 

Тестовий приклад. Апробація запропонованого підходу до роз-
паралелення обчислень у методі декомпозиції області проводилась на 
кластері Львівського національного університету імені Івана Франка, 
який складається з 14 обчислювальних вузлів і сервера. Обчислюва-
льні вузли — AMD® Athlon II 2х із частотою 2,9 ГГц, 8 Гб ОЗП, 
500 Гб HDD. GPU — Nvidia GTS450 (CUDA 2.1). Операційна систе-
ма: Scientific Linux 6.2 (ядро 3.6.6). Усі обчислювальні вузли для об-
міну даними між паралельними процесами користувацьких задач 
об’єднані мережею Ethernet 1 Гбіт/с.  

Дослідження проводились на одному (послідовний алгоритм), двох 
і чотирьох вузлах. Для цього область   розбивалась на дві ( 2pn  ) і 

чотири підобласті ( 4pn  ). Розбиття всієї області і кожної підобласті 

здійснювалось таким чином, щоб розмірність СЛАР була однаковою у 
всіх трьох випадках, тобто для послідовного алгоритму, паралельного на 
двох процесорах і паралельного на чотирьох процесорах. У таблиці 1 
наведено результати обчислень для різної кількості розбиття на елемен-
ти. У першому стовбці таблиці наведено розмірність СЛАР, стовбці таб-
лиці 4 і 6 містять відношення часу обчислення на одному процесорі до 
відповідного часу на кожному з двох або чотирьох процесорів, тобто 
ефективність використання паралельних обчислень. 

Таблиця 1 

Результати обчислень 
розмір-
ність 
СЛАР 

послідовний 
алгоритм 

(час) 

2
процесори 

(час) 

2 процесори 
(прискорен-

ня) 

4
процесори 

(час) 

4 процесори 
(прискорен-

ня) 
1 268 1.49 0.51 2.92 0.38 3.96
7 132 142.99 38.24 3.74 14.46 9.89
14 300 884.45 227.24 3.89 60.28 14.67

 

Висновки. Запропонована гетерогенна числова модель дозволяє 
використовувати в одній частині підобластей апроксимації методу 
скінченних елементів, а в іншій — прямого методу граничних еле-
ментів. Такий підхід особливо ефективний у випадку наявності у за-
дачі локальних неоднорідностей. Розроблений паралельний алгоритм 
розв’язування СЛАР на основі методу спряжених градієнтів дозволяє 
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не формувати глобальну матрицю у МДО, що значно скорочує зага-
льний час розрахунку задачі. Як видно з результатів таблиці 1 у за-
лежності від розміру задачі та структури сітки зменшення часу об-
числень становило від 3-4 до 10-14 разів. 
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The parallel computing for solving the problems of elasticity by domain 
decomposition method is used. The heterogeneous numerical model is formu-
lated. We use the finite element method in one of the subdomains and a direct 
boundary element method in another. Parallel algorithm based on conjugate 
gradient method is developed for solving a system of linear equations. The re-
sults of testing the proposed approach for modeling example are considered. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОШИРЕННЯ 
ЗАБРУДНЕННЯ В РІЧКАХ ПРИ ПРОМИВКАХ  

ІЗ ВОДОСХОВИЩ 

Розглянуто проблему математичного моделювання проце-
сів поширення забруднень в річках при промивках із водосхо-
вищ. Розроблено балансову двошарову модель динаміки руху 
потоку при промивці. Створено програмний комплекс, що ре-
алізує моделювання процесів промивки р. Інгулець водами з 
Карачунівського водосховища. 

Ключові слова: забруднення річки, промивка із водосхо-
вища, балансова модель, донні відкладення, якість води для 
зрошення, витрата води. 

Вступ. Водогосподарська ситуація гірничорудних підприємств 
Кривбасу характеризується надлишком зворотних вод. Щорічно в Крив-
басі відкачується майже 18-20 млн. м3 кар’єрних вод та 20-22 млн м3 
шахтних вод з мінералізацією від 5 до 96 г/л. Шахтні води є переважно 
хлоридними водами з високим вмістом хлорид-, натрій-, сульфат-, маг-
ній-, та кальцій-іонів, що перевищують ГДК для поверхневих вод [1]. 

Найбільшими забруднювачами басейну р. Інгулець являються: го-
ловна притока р. Саксагань; хвостосховища, які знаходяться біля р. Інгу-
лець; ставки, зокрема балка Свистуново. В залежності від виду забруд-
нювачів здійснюється формалізація їх впливу на об’єкт (безпосереднє 
змішування потоків, поширення забруднень через ґрунтові води та ін.). 

У хвостосховищах в басейні р. Інгулець складаються відходи 
збагачення залізних та уранових руд. Крім того, вони виконують ва-
жливу водорегулюючу функцію, оскільки є найважливішою складо-
вою ланкою системи оборотного водопостачання комбінатів [2].  

Проблема хвостосховищ полягає в тому, що в них скидаються 
також і високомінералізовані шахтні води, внаслідок чого мінералі-
зація води у водоймах хвостосховищ збільшується. Ці води утворю-
ють небезпеку виникнення потужних гідрохімічних аномалій, які 
мають негативний вплив на прилеглу територію і поверхневі води. У 
Криворізькому басейні розташовані наступні хвостосховища (рис. 1): 

© П. І. Ковальчук, О. С. Демчук, Р. Ю. Коваленко, 2016
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Північного гірничо-збагачувального комбінату (ПівнГЗК), Централь-
ного гірничо-збагачувального комбінату (ЦГЗК), хвостосховище Ми-
ролюбівське Інгулецького гірничо-збагачувального комбінату 
(ІнГЗК) та об’єднане хвостосховище Новокриворіжського (НкГЗК) та 
Південного (ПівдГЗК) гірничо-збагачувальних комбінатів [1].  

Через ґрунтові води розчини мігрують із хвостосховищ у прито-
ки р. Інгулець або в саму річку. Цим самим вони являються дифузни-
ми джерелами забруднення поверхневих вод. Математичне моделю-
вання інфільтрації забруднюючих речовин у річку здійснюється на 
основі моделі [3] із розв’язанням оберненої задачі визначення інтен-
сивності впливу дифузного джерела забруднень. 

З метою поліпшення ситуації Держводагентство України органі-
зовує проведення промивання русла р. Інгулець за рахунок подачі 
води по каналу Дніпро-Інгулець (60–65 млн. м3). Це у деякій мірі по-
ліпшує хімічний склад води у р. Інгулець, але повністю не вирішує 
проблему одержання задовільної якості води для зрошення. 

Ставиться задача сценарного аналізу різних варіантів промивки 
й вибору найбільш оптимального з них, що забезпечить необхідну 
якість води для здійснення зрошення на Інгулецькій зрошувальній 
системі (рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема басейну р. Інгулець з її притоками та розташуванням  

основних хвостосховищ у Криворізькому басейні 

Математична модель динаміки забруднення річки при про-
мивці з водосховища. Із системи рівнянь Сен-Венана, що описує 
нестаціонарний рух рідини у відкритих руслах, матимемо: 

 1 1 ,
y Q

b q
t x

 
 

 
 (1) 

де  1 ,y x t  — глибина води (у верхньому шарі);  1 ,Q x t  — витрати 

води в руслі (верхній шар);  ,q x t  — розподілений боковий притік; 

 b y  — ширина потоку по вільній поверхні води. 
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Це рівняння з координатою t , як нестаціонарне, розглядається 

вздовж руху хвилі по x . Після проходження хвилі 1 0
y

t





 і дане рів-

няння стає стаціонарним: 1Q
q

x





 з постійною витратою 1Q . 

Фізична модель може бути представлена різницевим рівнянням: 
 1

1 1 .i iQ Q q x     (2) 
 

Коли потік із Карачунівського водосховища з витратою 1Q  про-
ходить по р. Інгулець, він піднімає мул, який рухається зі швидкістю 

2 1v v  і витратою 2Q . 
Перенесення і взаємодія верхнього шару води з нижнім (з мулом 

і високою концентрацією забруднюючих речовин) описується систе-
мою диференціальних рівнянь: 

     

     

1 1 1
1

2

, ; (3)

, , (4)

u u u
a x v x S f x t

t x x x
S S

v x x S d x t
t x





          
     
  

 

де ,u S  — концентрації забруднюючих речовин у верхньому і ниж-
ньому шарах відповідно; 1 2,v v  — швидкість руху води у верхньому та 

нижньому шарах;  a x  — коефіцієнт дифузії;  x  — інтенсивність 

вимивання забруднень з нижнього шару. 
Рівняння (3) та (4) в різницевій формі матимуть вигляд: 

   

 

   

1 2 21 1
1 1 1

1

1
2 1 2

, ;

.

n n n n
n n n ni i i i
i i i i

n
i i n

n n n n n
i i i i i

u u u u
u u a x v u a x v u

x x x

S f x t

S S x S v S v S
x



 



  





                            

    
 


 (5) 

Балансова модель динаміки руху потоку при промивці 
р. Інгулець водами Карачунівського водосховища. Побудуємо 
різницеві балансові моделі, виходячи з наступних міркувань. Після 
випуску води з Карачунівського водосховища в р. Інгулець відбува-
ються три процеси: 

1) витіснення солонуватих вод у р. Дніпро (у нижній течії р. Інгулець); 
2) переміщення водних мас у двох шарах — придонному і поверхне-

вому; 
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3) часткове змішування двох водних потоків — придонного і повер-
хневого, після чого встановлюються нові концентрації солей в 
обох шарах. 

У відповідності з рівняннями (1), (3) та (4), які описують загаль-
ний вигляд нестаціонарного руху рідини та переносу забруднень, для 
вивчення промивки р. Інгулець імпульсним методом [4] розроблено 
балансову модель. 

Пропонується балансова камерна модель (336 комірок з кроком 
1 км., 337-а комірка — стік в Дніпро). Тоді рівняння переміщення 
(витіснення) водних мас мають вигляд: 

 для верхнього шару: 

     1
1 11n n n n n

i i i i iW r W q r W q
      , (6) 

де n
iW , 1

n
iW   — об’єми води в -й момент часу в i -й та  1i  -й ко-

мірці; n
iq , 1

n
iq   — об’єми води в n -й момент часу в i -й та  1i  -й 

комірці, що надходять з приток або фільтруються з ґрунтовими вода-

ми; 1n
iW   — водні ресурси в i -й комірці в  1n  -й момент часу; 

r  — коефіцієнт що залежить від швидкості потоку: при 0r  , водні 

маси з i -й комірки переходять цілком в  1i  -й комірку, при 

1r   — повністю стояча вода, 0 1r   — частина води залишається 

в i -й комірці, інша частина надходить з  1i  -ї комірки; 0 1r  ; 

1,...,336; 0,02i r   (взято в сценарії). 

 для нижнього шару: 

   1
1 11 ,n n n n n

i i i i iD D p D p  
       (7) 

де n
iD , 1

n
iD   — водні ресурси, що надходять з i -ї та  1i  -ї комірок; 

n
ip , n

ip  — водні ресурси, які надходять в нижній шар з приток або 

фільтруються з ґрунту;   — коефіцієнт швидкості руху води, при 

1   — стояча вода; 0   — все надходить з  1i  -ої комір-

ки; 0 1  ; 0, 25   (взято в сценарії). 

Процеси перемішування нижнього та верхнього шарів відбува-
ються в такій послідовності: спочатку відбувається перетік води, а 
потім змінюються концентрації забруднюючої речовини в результаті 
змішування. 

Концентрація в  1n  -й момент часу в i -й комірці в результаті 

змішування у верхньому шарі знаходиться за формулою: 
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1

1

1 1 1

1

1 1
,i i

n
i

n n n n n n n n n n n n
i i i q i i i q i i i i

n
i

U

rW U rq C r W U r q C D S D U

W

 




  




      


 (8) 

де змішуються у верхній частині потоку: n n
i irW U  — водні ресурси 

n
irW  з концентрацією n

iU  в i -й комірці (в n -й момент часу); 

i

n n
i qrq C  — водні ресурси n

irq , які поступили з притоки чи з ґрунтових 

вод з концентрацією 
i

n
qC  в i -й комірці;   1 11 n n

i ir W U   — водні ресу-

рси   11 n
ir W   з концентрацією 1

n
iU   в i -й комірці;  

111
i

n n
i qr q C

  — 

водні ресурси,   11 n
ir q  , що надійшли з  1i  -ої комірки в дану 

комірку з притоки чи з ґрунтових вод з концентрацією 
1i

n
qC


. 

Між верхнім і нижнім шаром іде водообмін: з нижнього шару 
надходять у верхній водні ресурси n

iD  з концентрацією n
iS  і опус-

каються в нижній шар — n
iD  з концентрацією n

iU . 

Концентрація в  1n  -й момент часу в -й комірці нижнього 

шару знаходиться за формулою: 

   
1
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n
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де змішуються в нижній частині потоку: n n
i iD S  — водні ресурси n

iD  

з концентрацією n
iS , що залишились в i -й комірці; n n

i ip R  — водні 

ресурси n
ip  з концентрацією n

iR , що надходять із ґрунту з ґрунтовими 
водами або з притоку річки (   — коефіцієнт, при 0  , швидкість 
потоку зростає, при 1  , швидкість потоку зменшується до нуля); 

  1 11 n n
i iD S    — водні ресурси, що надійшли з  1i  -ї комірки з кон-

центрацію 1
n
iS  ;   1 11 n n

i ip R    — водні ресурси   11 n
ip   з концент-

рацією 1
n
iR  , що надходять в  1i  -у комірку з притоку або з ґрунтових 

вод; n n
i iD S  — водні ресурси n

iD  з концентрацією n
iS , що надхо-

дять вверх, у верхній шар (знак «мінус» означає убування з нижнього 
шару); n n

i iD U  — водні ресурси, що надходять з верхнього шару в ниж-

ній з концентрацією n
iU  (яка у верхньому шарі). 
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Тобто, процес промивки полягає в тому, що більш солона вода під-
німається у верхній шар, а менш солона опускається в нижній шар. 

Натурне та теоретичне обґрунтування промивки р. Інгулець 
дніпровською водою. Існуючий регламент промивки р. Інгулець 
полягає в тому, що весною, в залежності від погодних умов року, 
проводиться промивка великими витратами (15–20 м/с) води р. Інгу-
лець, яка триває кілька діб. Поступова витрата води зменшується до 
5 м/с і залишається сталою протягом вегетаційного періоду. Як пока-
зує характеристика основних забруднювачів р. Інгулець, їх специфіч-
ний вплив полягає в тому, що вони забруднюють річку протягом 
всього року. Так, в період з листопада по лютий забруднення скида-
ються у великих кількостях відповідно до Регламенту скидів зворот-
них, високомінералізованих шахтних вод у річки Інгулець і Сакса-
гань. У вегетаційний період (з березня по жовтень кожного року) час-
то відбуваються аварійні скиди забруднень та неорганізовані скиди з 
дифузних джерел, хвостосховищ та ставків. В цей час за рахунок не-
організованих викидів через ґрунтові води, загальна мінералізація 
води, а також її значення по окремих показниках зростають. 

Для обґрунтування імпульсного методу промивки відбирались про-
би води біля головної насосної станції Інгулецької зрошувальної системи 
(рис. 1) до проведення промивок і під час промивки з різних глибин (1 м 
і 3 м від поверхні). Оцінювання здійснювалось за екологічними та агро-
номічними критеріями якості води для зрошення. Встановлено, що в 
результаті промивки вміст показника аніон-хлору (Cl-) зменшується, а, 
отже, промивка сприяє поліпшенню якості води, категорія якості якої 
змінюється від «непридатної» до «обмежено придатної» (рис. 2). 

 
Рис. 2. Динаміка якості води для зрошення в точці водозабору Інгулецької 
зрошувальної системи за показником аніон-хлору в процесі промивки  

р. Інгулець з Карачунівського водосховища 
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В результаті аналізу процесу промивки зафіксовано швидке покра-
щення (за 1–2 доби) показників якості води для зрошення, що важливо 
для оцінки ефективності варіанту управління та побудови моделей про-
мивки забруднених вод. Проте при зниженні інтенсивності промивки з 
24 м3/с до 10 м3/с, а в подальшому і до 5 м3/с, концентрація дещо підви-
щилася, хоча залишилася в межах другого класу, тобто є обмежено при-
датною. Підвищення концентрації пояснюється впливом антропогенних 
джерел забруднення в басейні р. Інгулець, які діють як дифузні неоргані-
зовані джерела, впливу яких не можна запобігти. Отже, в певний момент 
часу потрібен ще один імпульс промивки, який знизить величину аніону-
хлору та інших показників якості води для зрошення [5]. 

Проведене теоретичне дослідження та комп’ютерний експеримент 
показали аналогічний хід динаміки в часі аніон-хлору (Cl-) (рис. 2) в 
процесі промивки р. Інгулець з Карачунівського водосховища.  

Висновки.  

1. Математичне моделювання процесів забруднення в річках при про-
мивках із водосховищ дозволяє провести сценарний аналіз різних ва-
ріантів промивки та вибрати найбільш ефективний з них, що забез-
печить водою необхідної якості Інгулецьку зрошувальну систему. 

2. В подальшому необхідно встановити біля забору на Інгулецьку 
зрошувальну систему моніторинговий контроль за якістю води бі-
ля забору на зрошення і, в міру потреби, подавати імпульс проми-
вки дніпровською водою з Карачунівського водосховища. 
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The problem of mathematical modeling of river pollution processes 
under leaching from reservoirs is devoted. Balance two-layer model of the 
dynamics of the flow during flushing is developed. Software package that 
implements the simulation of river Ingulets washing processes from Kara-
chunevske water reservoir is created. 

Key words: river pollution, flushing of the reservoir, balance model, 
sediment, water quality for irrigation, water consumption. 
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ЕФЕКТИВНІ ЗА ШВИДКОДІЄЮ АЛГОРИТМИ  
ОБЧИСЛЕННЯ ОЦІНОК ВЗАЄМНО КОРЕЛЯЦІЙНИХ  
ФУНКЦІЙ ПОСЛІДОВНОСТЕЙ РІЗНОЇ ДОВЖИНИ 

Запропоновані ефективні за швидкодією алгоритми секці-
онування для обчислення оцінок взаємно кореляційних функ-
цій стаціонарних ергодичних випадкових процесів послідов-
ностей різної довжини, у випадку, коли одна з них суттєво до-
вша за іншу; отримані оцінки їх основних характеристик. 

Ключові слова: оцінка взаємно кореляційних функцій, «не-
прямий» алгоритм, алгоритми секціонування, оцінка евклідо-
вої норми, похибка заокруглення. 

Вступ. Із появою алгоритму швидкого перетворення Фур’є 
(ШПФ) [1], було розроблено ряд обчислювальних алгоритмів прис-
кореного розв’язання деяких задач цифрової обробки сигналів. Побу-
довані і обґрунтовані ефективні за швидкодією алгоритми обчислен-
ня таких оцінок ймовірнісних характеристик: оцінок згорток, кореля-
ційних функцій, спектральних щільностей стаціонарних випадкових 
процесів, виявлення прихованих періодичностей [2] та інші, які ба-
зуються на використанні ШПФ.  

Одне з найбільш важливих застосувань алгоритму ШПФ пов’язане 
з використанням теореми про дискретну згортку двох функцій [2]. Такий 
підхід дозволяє в багатьох випадках суттєво зменшити обсяг обчислю-
вальних витрат і відповідно оцінки похибок заокруглення. 

Застосування теореми про дискретну згортку для обчислення 
оцінок авто- та взаємно кореляційних функцій дозволяє будувати 
«швидкі», тобто ефективні за швидкодією алгоритми. 

© О. М. Коломис, Л. В. Луц, 2016 
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Оцінки взаємно кореляційних функцій випадкових послідовнос-
тей ( )x n  і ( )h n , 0, 1n N  , має вигляд 

 
1

0

1
( ) ( ) ( ),

N l

m

R l h m x m l
N

 



   0, 1l L  . (1) 

Швидкі алгоритми обчислення (1) можна віднести до двох основ-
них груп: «непрямого» алгоритму та алгоритмів секціонування з різними 
способами вибору секцій, в залежності від значень N  та L . В роботах 
[2–4] наведено ряд таких алгоритмів, отримані оцінки їх якості та обґру-
нтована їх ефективність за точністю та швидкодією. В даній статті про-
довжуються дослідження, пов’язані з побудовою ефективних за швид-
кодією алгоритмів обчислення (1) і використовуються представлені в 
цих роботах результати для побудови «швидких» алгоритмів обчислення 
(1) у випадку, коли послідовності ( )x n , 10, 1n N   та ( )h m , 

20, 1m N  , різної довжини 1N  та 2N  відповідно, причому 1 2N N , 
тобто, коли одна з них суттєво довша за іншу. В цьому випадку послідо-
вність ( )R l , 0, 1l L  , має довжину 1 2L N N   відліків і оцінка вза-
ємно кореляційної функції має вигляд 
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   (2) 

де 1 2M N N  , 2M  , 0   — ціле, 0, 1l L  . Нехай 1 2N N . 
Розглянемо ряд ефективних за швидкодією алгоритмів обчислення (2). 

1. «Непрямий» алгоритм. Цей алгоритм базується на викорис-
танні теореми про дискретну згортку двох послідовностей ( )h n  та 

( )x n , 1 20, 1n N N   , які містять по 1 2( )N N  відліків, що дося-
гається доповненням кожної з двох послідовностей відповідним чис-
лом нульових відліків. Після цього можна знайти 1 2( )N N  — точ-
кові дискретні перетворення Фур’є (ДПФ) доповнених послідовнос-
тей, перемножити їх та виконати обернене ДПФ (ОДПФ) добутку. В 
результаті отримаємо шукану оцінку взаємно кореляційної функції 

( )y l  0, 1l M   вигляду (2). 
Таким чином, покроковий опис алгоритму має вигляд: 

Крок 1. Формуємо послідовності  
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де 1 2M N N  , 2M  , 0   — ціле. 
Додавання нулів в (3) пов’язане з усуненням міжперіодичної ін-

терференції. 
Крок 2. Обчислимо ДПФ послідовності ( )h n  та ( )x n , 

0, 1,n M   з використанням алгоритму ШПФ: 
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де 0, 1,q M   2i M
NW e  . 

Крок 3. Обчислимо добуток 

 ( ) ( ( )) ( ),R q H q X q  
 

 0, 1,q M   (6) 
де * — означає комплексно спряжену величину. 

Крок 4. Обчислимо ОДПФ добутку ( )R q


, 0, 1,q M   з вико-
ристанням алгоритму ШПФ та отримаємо шукане значення оцінки 
взаємно кореляційної функції (2) 
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Зауваження. Для практичних застосувань важливо зауважити, що 
ДПФ можна виконувати за довільною кількістю відліків L , яка задово-
льняє умові 1 2L N N  . В цьому випадку на відміну від (3), послідов-

ності ( )h n  та ( )x n  доповнюються іншою кількістю нульових відліків. 

Доцільно вибирати L  рівним степеню двійки і не менше за 1 2N N . 
В багатьох практичних задачах необхідно обчислювати оцінку 

взаємно кореляційної функції двох скінченних послідовностей, коли 
одна з них суттєво довша за іншу (напр., 1 2N N ) і в цьому випадку 

вибір 1 2L N N   та використання непрямого алгоритму не завжди 

ефективне. По-перше, перед обчисленням ( )R n  вигляду (2) треба 

мати всю довшу послідовність ( )x n , 10, 1n N  . По-друге, оскільки 
обробка починається тільки після прийому всієї послідовності, то 
результат отримується з великою затримкою. Крім того, при занадто 
великих 1 2( )N N  обчислення ДПФ значно ускладнюється. Від пе-
релічених недоліків вільні алгоритми секціонування обчислення оці-
нки взаємно кореляційної функції. Вони ґрунтуються на розбитті до-

вгої послідовності ( )x n , 10, 1n N  , на невеликі секції та обчислен-
ні часткових оцінок взаємно кореляційних функцій, з яких потім фо-

рмується шукана оцінка ( )R l , 0, 1l M   [4, 5]. 
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2. Алгоритми секціонування. Розглянемо два алгоритми секці-
онування, які відрізняються способом розбиття довшої послідовності 
на секції, а також способом формування шуканої вихідної оцінки вза-
ємно кореляційної функції ( )R l  вигляду (2) із часткових взаємно ко-
реляційних функцій і ґрунтуються на результатах робіт [4, 5]. 

Алгоритм 1. Основна ідея алгоритму 1 полягає в тому, що з до-
вшої послідовності ( )x n , 10, 1n N  , формуються короткі суміжні 
секції, які не перекриваються. Ці секції формується таким чином, що 
часткові оцінки кореляційних функцій цих секцій мають певні ділян-
ки перекриття і тому їхні відліки на цих ділянках потрібно додати. 

Визначимо довжину секції в 2 3N N N   відліків послідовнос-

тей ( )h m , 20, 1m N   та ( )x n , 10, 1n N  , де 3N  — деяке число. 

В [5] пропонується вибирати його таким чином, щоб 3N  було того ж 

порядку, що і 2N . Нехай 3 2N N , 2N  , 0   — ціле. 
Наведемо покроковий опис алгоритму 1 обчислення (2). 

Крок 1. Сформуємо послідовність 
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Крок 2. Обчислимо ДПФ послідовності (8) з використанням ал-
горитму ШПФ: 
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Крок 3. Розділимо послідовність ( )x n , 0, 1n M   на суміжні 

секції довжиною 2 3N N N  . Кожну секцію k , 0, 1k p  , сфор-
муємо наступним чином: 

 3
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( ), 0, 1,
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0, , 1.

x n n N
x n

n N N

   
 

 (10) 

3

2 3

0 , 0, 1,
( )

( ( 1) ), , 1,
k

n N
x n

x n k N n N N

   
   

 

де 1, 1k p  , 1

3

M
p

N
  — ціле, 1 1M N  і таке, щоб 1

3

M
p

N
  було 

ціле. Якщо 1 1M N , то визначимо ( ) 0x n   для 1 1, 1n N M  . 

Крок 4. Обчислимо ДПФ послідовностей ( )kx n , 0, 1n N   з 

використанням алгоритму ШПФ: 
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Крок 5. Обчислимо добуток 

( ) ( ( )) ( ),k kR q H q X q 
  

 0, 1kq N  .  (12) 

Крок 6. Обчислимо ОДПФ сигналу ( )kY q


 і знайдемо значення 

оцінок часткової взаємно кореляційної функції на k -ій секції  
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Крок 7. Довжина кожної із часткових оцінок взаємно кореляційних 
функцій ( )kR n  дорівнює 3 2N N N   відліків, тобто існує ділянка до-

вжиною 2N  відліків, на якій k-a і  k a -а часткові оцінки взаємно ко-

реляційних функцій перекриваються, тому їх відліки на ділянці треба до-
дати. Отже, із отриманих значень ( )kR n  формуємо послідовність ( )R l : 

 ( ) ( )pR l r l , 10, 1l M  , (14) 

де 0 0( ) ( )r l y l , 0, 1l N  , 

1 2 3

1 2 3 2 3 2 3

( ) , 0, 1,
( )

( ) ( ), , ( 1) 1,

k
k

k k

r l l k N N
r l

r l y l kN N l k N N k N N





    
       

 

де 1,k p . 
Крок 8. Для отримання кінцевого результату кроки 3–7 повторюємо 

р разів, поки не вичерпаються всі М елементів , 0, 1nx n M  .  

Зауваження. Для спрощення алгоритму 1 доцільно вибирати 

3 2N N . В цьому випадку суміжні секції довжиною 32N N  фор-
муються наступним чином 

 3

3 3 3

0, 0, 1,
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( ( 1) ), , 2 1,
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n N
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x n k N n N N

   
   

 (15) 

а послідовність ( )R l  із отриманих значень ( )kR l  визначається спів-
відношеннями (14), де  

 1 3

1 3 3 3

( ) , 0, ( 1) 1,
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( ) ( ( 1) ), ( 1) , ( 2) 1,

k
k

k k

r l l k N
r l

r l y l k N l k N k N





    
      

 (16) 

де 1,k p . 
Алгоритм 2. Основна ідея алгоритму 2, на відміну від алгоритму 1 

полягає в тому, що в даному випадку перекриваються вхідні, а не вихідні 
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секції, а помилкові відліки часткових оцінок кореляційних функцій, 
пов’язані з усуненням міжперіодної інтерференції, відкидаються. Решта 
відліків накопичуються і з них формується кінцевий результат.  

Наведемо покроковий опис запропонованого алгоритму 2: 
Кроки 1–2 співпадають з кроками 1–2 алгоритму 1.  
Крок 3. З вхідної послідовності , 0, 1nx n M  , формуємо пе-

рекриваючі секції довжиною 2 3N N N   таким чином: 

 3( ) ( )kx n x kN l  , (17) 

де 0, 1n N  , 0, 1k p  , 
3

M
p

N

 
  
 

. 

Побудовані таким чином секції перекриваються одна з одною на 
ділянках довжиною 2( 1)N   відліків (в нашому випадку 3 2N N ), 
причому ділянки перекриття знаходяться в кінці секції. 

Кроки 4–6 співпадають з кроками 4–6 алгоритму 1. 
Крок 7. Останні 2( 1)N   відліків кожної із послідовностей ( )kR l , 

0, 1,l N   відкидаємо (вони хибні), а решта приєднуємо до істинних від-

ліків послідовності 1( )kR l  і т. д. В результаті отримаємо шукану оцінку 

взаємно кореляційної функції ( )R l , 0, 1l M  . Тобто, у обчисленої 

оцінки ( )kR l  зберігаємо тільки 3N  перших компонент і отримаємо 

    3 ,kR kN l R l   30, 1,l N   0, 1k p  . (18) 

Крок 8. Кроки 3–7 повторюємо ( 1)p   разів, поки не вичерпаємо 

всі M  елементів , 0, 1nx n M  . 
В роботах [2, 4] наведені оцінки евклідової норми похибки заокруг-

лення обчислення ( )R l , 0, 1l M  , «непрямим» алгоритмом та алго-
ритмами секціонування. Ці оцінки можуть буди використані для отри-
мання відповідних оцінок похибок заокруглення представлених в статті 
«швидких» алгоритмів обчислення оцінок взаємно кореляційних функ-
цій з урахуванням особливостей задання інформаційного оператора 

1 2( , , )N N L  , параметрів алгоритмів (наприклад, значень 3,M N ) та 
запропонованих способів формування коротких секцій та обчислення 

( )R l , 0, 1l M   з часткових оцінок ( )kR l , 0, 1k p  . Отже, мають 
місце теореми [4]. Наведемо їх без доведення 

Теорема 11. Оцінка евклідової норми похибки заокруглення об-

числення ( )R l , 0, 1l M   «непрямим» алгоритмом з використан-

                                                           
1 Для теорем 1, 2 виконується умова 2 0,1N    
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ням ШПФ при 2 , 0M     — ціле для режиму з плаваючою ко-

мою з   розрядами в мантисі числа має вигляд 

 ( ) 8 1,06 2заокр E E EE
fl R R M x h           , (19) 

де (*)fl  — означає результат обчислення виразу, розміщеного в ду-

жках, на ПК, 
E

  — евклідову норму, 2 , 0M     — ціле. 

Теорема 2. Для похибки заокруглення запропонованих алгорит-

мів секціонування 1 та 2 обчислення ( )R l , 0, 1l M   з використан-
ням ШПФ для режиму з плаваючою комою з   розрядами в мантисі 

числа, з точністю до величини другого порядку малості відносно 2   
справедлива оцінка [2, 6] 

 1,06 8 max 2заокр k k IE E Ek

M
N X H R

N
              

 
, (20) 

де 
 

0

max ( )
M N

kI j k

R R j


  , 1
1 2 2N N N    , 1 0   — ціле. 

Розглянемо питання про обсяг обчислювальних витрат, необхід-
них для чисельної реалізації запропонованих алгоритмів. Справедли-
ва теорема. 

Теорема 3. Загальний обсяг обчислювальних витрат, необхідний 
для реалізації запропонованих алгоритмів обчислення ( )R l , 

0, 1l M  , як функцію довжини секції S , можна оцінити виразом 

 1 2 2 1 2 1( ) (1 2 )(3 2 ) log 2 ( 2 ) ( )Q S p S S pS t p S         , (21) 

де 1 2,   — час виконання на ПК операції додавання та множення 
відповідно, 

 
, для непрямого алгоритму,

, для алгоритмів секціонування,

M
S

N


 


 (22) 

 

1, для непрямого алгоритму,

, для алгоритмів секціонування,
p M

N


  
  

 (23) 

 , 3 1

0, для непрямого алгоритму,

, для алгоритму 1,

0, для алгоритму 2.
p st N 


 



 (24) 

Доведення. Відомо [2], що число дійсних операцій множення для 
обчислення ДПФ S  компонентних значень за допомогою ШПФ дорів-
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нює 22 logS S , а число дійсних додавань дорівнює 23 logS S . Таким 

чином загальна кількість арифметичних операцій при обчисленні ДПФ 
дорівнює 1 2 2(3 2 ) logS S  . ШПФ в запропонованих алгоритмах за-

стосовується при реалізації кроків 2, 4 та 6, тобто (2 1)p   разів, отже 

 1 1 2 2( , ) (1 2 )(3 2 ) logt s p p S S    . (25) 

Далі для реалізації кроку 5 в наведених алгоритмах необхідно 
виконати 
 2 1 2( , ) 2 (2 4 )t p s ps     (26) 

арифметичних операцій. 
Позначимо ( , )t p s  — кількість арифметичних операцій, які реа-

лізуються на кроці 6, розглянутих алгоритмів. Очевидно, що ( , )t p s  

визначається співвідношенням (24). 
Підсумовуючи співвідношення (24)–(26), отримуємо оцінку (21), 

як суму кількості обчислювальних витрат, необхідних для чисельної 
реалізації кожного кроку алгоритмів. 

Теорема 3 доведена. 

Висновки. Робота присвячена розробці ефективних за швидкодією 
алгоритмів обчислення оцінок взаємно кореляційних функцій: «непря-
мого» та двох алгоритмів секціонування, кожний з яких має свою об-
ласть ефективного застосування, в залежності від постановки задачі та 
особливостей задання сіткового інформаційного оператора та наведено 
їх покроковий опис. Наведені оцінки евклідової норми похибки заокруг-
лення представлених «швидких» алгоритмів обчислення оцінок взаємно 
кореляційних функцій з урахуванням особливостей задання. 
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The effective by fast-acting algorithms for calculating the estimations 
of cross-correlation functions of sequences of different length and spectral 
density of stationary ergodic random processes are developed, and the 
analysis of their quality is performed; estimates of their basic characteris-
tics are obtained. 

Key words: estimation of cross-correlation function, the «indirect» algo-
rithm, sectioning algorithms, evaluation of Euclidean norm, rounding error. 
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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВПЛИВУ  
КОНТАКТНОЇ ЗОСЕРЕДЖЕНОЇ ФІЛЬТРАЦІЇ  

ВЗДОВЖ ВОДОВОДУ НА ПОЛОЖЕННЯ ДЕПРЕСІЙНОЇ 
ПОВЕРХНІ В ГРУНТОВІЙ ГРЕБЛІ 

Побудовано математичну модель фільтраційної консоліда-
ції тіла ґрунтової греблі при наявності зони контактного роз-
миву вздовж водоводу. Сформульована слабка постановка 
крайової задачі та знайдено її чисельний розв’язок методом 
скінченних елементів. Досліджено вплив контактної зосере-
дженої фільтрації вздовж водоводу в греблі на положення де-
пресійної поверхні. 

Ключові слова: фільтраційна консолідація, ґрунтова гребля, 
депресійна поверхня, метод скінченних елементів, FreeFem++. 

Вступ. Для пропуску води із верхнього б’єфу в нижній в ґрунто-
вих греблях широко використовують водоводи, наявність яких може 
бути причиною аварій і пошкоджень. Водовід в тілі греблі має суттє-
вий вплив на характер фільтрації в навколотрубній зоні. Зокрема, 
можуть розвинутися небезпечні фільтраційні деформації, викликані 
контактною зосередженою фільтрацією вздовж водоводу з розмивом 
ґрунтів, підйомом депресійної поверхні [1]. Навіть при справній ро-
боті водоводу може відбуватися суфозійний розмив ґрунту в навко-
лотрубній зоні тіла греблі контактною зосередженою фільтрацією 
[10]. Тому, дослідженню впливу водоводу на процеси фільтрації в 
тілі ґрунтової греблі слід приділяти серйозну увагу. Це актуально на 
етапі проектування з метою здійснення прогнозних розрахунків для 
недопущення критичних та аварійних ситуацій в процесі експлуатації 
гідротехнічної споруди. 

© Н. В. Медвідь, 2016 
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Вихідні передумови. Відомо чимало випадків аварій та пошко-
джень ґрунтових гребель, викликаних ерозією ґрунту та утворенням 
зосереджених шляхів фільтрації [8], в тому числі пов’язаних з наявні-
стю водоводу в тілі греблі. 

Серед таких аварій і пошкоджень варто згадати, що руйнування 
греблі Кюддов в Німеччині відбулося по причині контактної зосередже-
ної фільтрації вздовж водоводу [4]. Також подібні руйнування декількох 
ґрунтових гребель внаслідок посиленої фільтрації вздовж водоводу ста-
лося у Воронезькій області [5]. Відома аварія на ґрунтовій греблі в Став-
ропольському краї, яка сталася внаслідок контактної зосередженої філь-
трації в навколотрубній зоні при неякісно виконаній зворотній засипці 
трубчастого водовипуску [3]. В Тульській області в 1982 році внаслідок 
суфозії ґрунту та зосередженої фільтрації виникла порожнина на низо-
вому схилі греблі [4]. На ґрунтовій греблі South Fork в США в результаті 
суфозійного розмиву ґрунту зосередженою фільтрацією в навколотруб-
них зонах утворились зони вимиву [2]. Тому, аналіз роботи ґрунтової 
греблі з водоводом і наслідки можливих аварій має важливе значення 
для забезпечення нормальної роботи як нових гребель, що проектують-
ся, так і гребель, які уже введені в експлуатацію. 

Постановка задачі та її математична модель. Фізична поста-
новка задачі полягає в наступному. В тілі греблі наявний водовід. В 
результаті виникнення зосередженої фільтрації вздовж водоводу там 
утворюється зона вимиву (рис. 1). Зона вимиву являє собою порож-
нину, яка сполучена з верхнім б’єфом і заповнена рідиною. 

 
Рис. 1. Тіло ґрунтової греблі та зона вимиву вздовж водоводу 
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Математична модель тривимірної задачі фільтраційних процесів 
в тілі ґрунтової греблі з водоводом містить наступне рівняння [6]:  

 ( ( , )) , ,
h

K h X t X
t

 
    

  (1) 

де K  — тензор коефіцієнтів фільтрації; ( , )h X t  — напір в поровій 

рідині. 
Вказане рівняння доповнюється наступними граничними умовами: 

1 0 2

3 4 5

0

1 0 1 2

3 4 5

( ,0) ( ), ,

( ) , , ( ) ( ) , ,

( , ) 0, ,

h X h Х X

h X y X h X H X X

u n X

  

  

 

    

   

 

де 0 1( ), ( )h X H X  — відомі функції; n  — вектор напрямних косину-

сів зовнішньої нормалі; ( , );u K h X t    u  — вектор швидкості фі-

льтрації. 
З математичної точки зору товщиною порожнини вздовж стінок 

водоводу нехтуємо і її присутність відображається в математичній 
моделі заданням граничних умов виду:  

( , ) ,
p

h X t y 
 

де y  — вертикальна координата поверхні порожнини. Поки що роз-

міри порожнини вважаємо незмінними. В результаті присутності зо-
середженого шляху фільтрації вздовж водоводу, депресійна поверхня 
в тілі греблі буде змінювати своє положення. Ціль роботи — прогно-
зування зміни положення депресійної поверхні засобами математич-
ного моделювання. 

Вільна межа 0  (крива депресії) описується співвідношенням [7]: 

0
( , ) ( ( , )) | 0X t y h X t    , 

і на ній задається кінематична гранична умова [7]: 

0
( , ) |u n

t







, 

де   — пористість ґрунту греблі. При цьому має бути відомим поча-
ткове положення вільної поверхні. 

Чисельне розв’язування. Для відшукання наближеного 
розв’язку поставленої крайової задачі використано метод скінченних 
елементів (МСЕ). 

Слабке формулювання крайової задачі полягає в наступному. Дом-
ножимо рівняння (1) та початкову умову для напорів на пробну функцію 
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Наближений розв’язок для напорів знаходимо у вигляді: 

( )

1

( , ) ( ) ( ),
n

h
j j

j

h X t a t N X


 
 

а ( )v X  покладається рівною кожній ( ) ( ), 1,h
iN X i n . Тут 

( ) ( )h
jN X  — 

базисні вектор-функції, ( )ja t  — невідомі коефіцієнти. Отримаємо 

задачу Коші 

( ) 0,
dA

M L A t
dt

   
 (0) (0) , 0,M A F t    

де 1 2 , 1 , 1( ( ), ( ),..., ( )) , ( ) , ( ) ,T n n
n ij i j ij i jA a t a t a t M m L l   
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Розіб’ємо часовий проміжок на m рівних частин з кроком 
T

m
  . Наближений розв’язок задачі Коші отримаємо за допомогою 

лінеаризованої неявної різницевої схеми 
( 1) ( )

( 1)

(0) (0) (0)

0,

, 0,1,..., 1.

j j
jA A

M L A

M A F j m






   

   

 

Результати чисельного експерименту. Задача розв’язана в се-
редовищі FreeFem++, яке являє собою програмне забезпечення для 
розв’язування крайових задач для диференціальних рівнянь МСЕ [9]. 
Проведено ряд чисельних експериментів, результати яких відображе-
но на рис. 2–7. 
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Рис. 2. Розподіл напорів в ґрунтовій греблі з водоводом без  

контактної зосередженої фільтрації через 10 років при 0.001 /K м доба  

 
Рис. 3. Розподіл напорів в ґрунтовій греблі з водоводом  

та контактною зосередженою фільтрацією вздовж водоводу  
через 1 рік при 0.001 /K м доба  
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Рис. 4. Розподіл напорів в ґрунтовій греблі з водоводом та контактною  

зосередженою фільтрацією вздовж водоводу через 10 років при 
0.001 /K м доба  

 
Рис. 5. Розподіл напорів в ґрунтовій греблі з водоводом та контактною  

зосередженою фільтрацією вздовж водоводу через 10 років при 
0.01 /K м доба  
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Рис. 6. Розподіл напорів в ґрунтовій греблі з водоводом та контактною 

 зосередженою фільтрацією вздовж водоводу через 10 років при 
0.1 /K м доба  

 
Рис .7. Розподіл напорів в ґрунтовій греблі з водоводом та контактною  

зосередженою фільтрацією вздовж водоводу через 10 років при 
1 /K м доба  

Висновки. Наявність зони контактного розмиву вздовж водоводу 
суттєво впливає на положення депресійної поверхні в околі водоводу. 
При цьому, депресійна поверхня піднімається і максимальна різниця між 
положеннями вільних меж в греблях при наявності та відсутності водо-
воду через 1 рік складає майже 0,03 м, а через 10 років ця різниця скла-
дає вже 0,22 м при коефіцієнті фільтрації 0.001 м/ добаK  . При 
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0.01 м/ добаK  через 10 років ця різниця складає 0,25 м, при 

0.1 м/ добаK   — 0,33 м, а при 1 м/ добаK   0,39 м. Підняття рівня ві-

льної поверхні може негативно позначитися на стійкості ґрунтової греблі. 
Нехтувати впливом наявності водоводу в тілі ґрунтової греблі не можна. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВПЛИВУ АДСОРБЦІЇ 
(ДЕСОРБЦІЇ) ТА НЕІЗОТЕРМІЧНИХ УМОВ НА ПРОЦЕСИ 
ФІЛЬТРАЦІЙНОЇ КОНСОЛІДАЦІЇ ЗАСОЛЕНИХ ГРУНТІВ  

В ОДНОВИМІРНОМУ ВИПАДКУ 

Побудовано математичну модель одновимірної задачі фі-
льтраційної консолідації ґрунту з урахуванням впливу адсорб-
ції (десорбції) і неізотермічних умов. Чисельний розв’язок ві-
дповідної крайової задачі знайдено методом скінченних різ-
ниць. Наведено результати чисельних екскрементів.  

Ключові слова: консолідація, засолений ґрунт, адсорбція, 
десорбція, неізотермічний режим. 

Вступ. Однією із задач класичної механіки грунтів є задача фі-
льтраційної консолідації водонасиченого грунту. Вона полягає у ви-
значенні динаміки зміни надлишкових напорів в поровій рідині пори-
стого середовища. Причиною виникнення цих надлишкових напорів 
є прикладені навантаження на грунтове середовище у вигляді цивіль-
них та промислових споруд, або власна вага грунту у випадку будів-
ництва гідротехнічних об’єктів. Сам процес розсіювання надлишко-
вих напорів в ґрунті призводить до зближення частинок ґрунту і, в 
результаті, до ущільнення ґрунтової основи під впливом прикладено-
го навантаження. Такі процеси математично досить повно описані в 
роботах [1, 3, 7]. Крім того, в роботах [2, 5] класичні математичні 
моделі фільтраційної консолідації доповнені та вдосконалені шляхом 
урахування впливу тепло-солепереносу.  

Мета та наукова новизна статті полягає у побудові математич-
ної моделі консолідації засолених ґрунтів з урахуванням впливу про-
цесів адсорбції (десорбції) та температури, а також чисельне 
розв’язання відповідної крайової задачі. Елементи таких досліджень 
наведено в роботах [2, 6, 8]. Також із вищевказаного напрямку потрі-
бно відзначити роботу [9]. 

Математична модель задачі. Математична модель одновимір-
ної задачі консолідації ґрунту в області   під впливом миттєво при-
кладеного незмінного у часі зовнішнього навантаження з урахуван-
ням впливу адсобції та неізотермічних умов на основі робіт [4, 5] 
може бути описана наступною крайовою задачею:  

© О. Р. Мічута, 2016 
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де [0; ]x l , 0t  ; 1( )T t , 2 ( )T t , 0 ( )h x , 0 ( )c x , 0 ( )T x  — задані функції. 

Тут використані наступні позначення: ( , )h x t p   — надлишковий 

напір; p  — надлишковий тиск в поровому розчині; ( , )c x t  — концент-

рація порового сольового розчину; ( , )T x t  — температура; ( , )N x t  — 

концентрація солей в твердій фазі; k , D , TD ,  ,  ,   — коефіцієнти 
фільтрації, конвективної дифузії, термодифузії, хімічного осмосу, ефек-
тивної теплопровідності вологого грунту, термічного осмосу;   — гус-

тина порового розчину; c  — питома теплоємність порового розчину; 

Tc  — об’ємна теплоємність вологого ґрунту; u  — швидкість фільтрації 

сольового розчину; v  — швидкість руху твердих частинок ґрунту; t  — 
час;   — питома вага сольового розчину; n — пористість ґрунту; e – 

коефіцієнт пружної ємності шару грунту; 1 ,  T  — кінетичні коефі-

цієнти; mC  — концентрація граничного насичення в рідкій фазі. 
Закон (6) є узагальненим законом Дарсі-Герсеванова на випадок 

руху сольових розчинів [7]. В ньому враховується вплив на швид-
кість фільтрації осмотичних явищ, які мають місце в нерівномірно 
засолених ґрунтах при наявності градієнта температури. В роботі [5] 
був прийнятий закон, який дозволяв враховувати або лише нормаль-
ні, або лише аномальні хімічні осмотичні явища. Врахувати ж одно-
часно наявність аномальної та нормальної хімічної осмотичної фільт-
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рації дозволяє прийняття залежності в законі (6) коефіцієнта хімічно-
го осмосу   від концентрації розчинених солей c . В даній роботі 
було враховано залежність коефіцієнта фільтрації як від концентрації 
розчинених солей так і від температури. 

Вважається, що верхня та нижня межі масиву ґрунту дреновані. 
Концентрація порового сольового розчину, як і температура, на обох 
межах є відомою. Причому, верхня межа змочена концентрованим 
сольовим розчином. 

Чисельне розв’язання крайової задачі. Числовий розв’язок ви-
щенаведеної крайової задачі (1)–(7) знайдемо методом скінченних різ-

ниць. Для цього покриємо область 
0 0[0; ] [0; ]tQ l t   рівномірною сіт-

кою з кроками xh  та   відповідно по змінній x  та часу t . Нехай 1m  — 

кількість кроків по просторовій змінній, 1n  — кількість кроків по часу. 

Для дискретизації рівняння (1) використаємо неявну різницеву 
схему, а для рівняння (2), (4) — монотонну різницеву схему Самарсь-
кого. В результаті отримаємо наступний скінченнорізницевий аналог 
диференціальних рівнянь (1)–(5): 
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Для знаходження напору ( , )h x t  з різницевого рівняння (12) 
використаємо метод прогонки [10]. Для цього зведемо дане рівняння 
до прогоночного вигляду 

( 1) ( 1)( 1) ( ) ( 1)
1 1
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Умови стійкості прогонки i i ic a b   виконуються. Значення 

напорів на часовому шарі ( 1)j   послідовно знаходимо, використо-
вуючи співвідношення 
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Для знаходження концентрації ( , )c x t  з різницевого рівняння (9) 
використаємо метод прогонки [10]. Для цього зведемо дане рівняння 
до прогоночного вигляду 

( 1) ( 1)( 1) ( ) ( 1)
1 1
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Легко бачити, що умови стійкості прогонки i i ic a b   вико-

нуються. Значення концентрації на часовому шарі ( 1)j   послідовно 
знаходимо, використовуючи співвідношення 
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Для знаходження температури ( , )T x t  з різницевого рівняння 
(10) використаємо метод прогонки. Для цього зведемо дане рівняння 
до прогоночного вигляду 
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Неважко показати, що умови стійкості прогонки i i ic a b   

виконуються. Значення температури на часовому шарі ( 1)j   послі-

довно знаходимо, використовуючи співвідношення 
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Для початкових умов отримаємо наступні скінченнорізницеві 
аналоги: 

(0)
0 ( )i xh h ih , (0)

0 ( )i xc c ih , (0)
0 ( )i xT T ih , 10,i m . 

Граничні умови другого роду в (7) апроксимуємо з точністю 

 2o h   аналогічно до роботи [10]. 

Результати чисельних експериментів. Дослідження оцінки 
впливу наявності процесів адсорбції та десорбції на процес консолі-
дації ґрунту в неізотермічних умовах для даної одновимірної задачі 
проведено на тестовому прикладі. В зв’язку з цим розглянуто задачу 
фільтраційної консолідації шару глинистого ґрунту товщиною 

20 мl   з наступними вихідними даними: 

20.002м добаD  , 4
2 2

кг
10

м доба
 


, 0.4n  , 4 -1

1 6,5 10 доба   , 

55 10e
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0 ( ) 240( ) 40,
x x

N x
l l

     
 

 

3
2

кг2 10
м

   , 0
0 4T C , 5 52.8 10 м / кг доба    , 

кДж108 м град доба    , 5 22.8 10 м / град доба    , 

3
кг1100
м

  , кДж4, 2 кг градс   , 3
Дж796

м градТс 


, 

0
1( ) 30T t С . 

У випадку сталого коефіцієнта фільтрації 0.001м доба .k   

На верхню межу ґрунту рівномірно прикладається зовнішнє на-

вантаження інтенсивністю 4
2 2

кг
20 10

м доба
q  


. При проведенні 

числових експериментів в законі (6) знехтувано швидкістю руху тве-
рдих частинок ґрунту.  

Виходячи з експериментальних наступних даних, врахована 
залежність концентрації граничного насичення солі від темпера-
тури: 
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Таблиця 1 

Залежність концентрації граничного насичення  
кам’яної солі від температури 

Т , C  0…19 20…24 25…29 30…39 40…50 

  л
гТCm ,

 
357 359 360 361 364 

Прийнята наступна залежність коефіцієнта фільтрації від конце-
нтрації сольового розчину [4, 5]: 

5 4 3 2

5 4 3 2 1 0( ) ,
m m m m m

c c c c c
k c a a a a a a

C C C C C

         
                   

         
 

де, 5 0,042557151a  , 4 0,12857957a   , 3 0,140291508a  , 

2 0,0643274a   , 3
1 9,345668647 10a   , 0 0,0010339a  . 

Рис. 1. Концентрація солей  
у рідкій фазі 

Рис. 2. Концентрація солей  
в твердій фазі 

Рис. 3. Розподіл температури Рис. 4. Розподіл надлишкових напорів

Отже, урахування дії не чистої води, а сольового розчину може 
значно змінити прогнозні розрахунки просідання будівель на засоле-
них ґрунтах. Крім того, урахування наявності адсорбції (десорбції) та 
залежності коефіцієнта фільтрації від концентрації солей в твердій 
фазі та температури значно впливає і на розподіл надлишкових напо-
рів в засоленому ґрунті — напори розсіюються повільніше. 
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Висновки. В роботі досліджено вплив адсорбції (десорбції) та 
температури на розподіл надлишкових напорів. При проведенні і 
аналізі чисельних експериментів виявлено, що неізотермічні умови та 
врахування залежності коефіцієнта фільтрації від концентрації солей 
в твердій фазі та температури може значно змінити прогнозні розра-
хунки просідання ґрунту та розподіл надлишкових напорів в ньому. 
Подальші дослідження будуть стосуватися двовимірної задачі. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ТЕРМОМЕХАНІКИ  
КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ ЕЛЕКТРОПРОВІДНИХ ТІЛ  
ЗА ДІЇ ІМПУЛЬСНИХ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ ПОЛІВ 

Запропоновано математичну модель дослідження термонап-
руженого стану, несучої здатності і властивостей контактного 
з’єднання складових тіл кусково-однорідного електро-провідного 
тіла за дії імпульсних електромагнітних полів. Записано вихідні 
співвідношення термомеханіки такого тіла у переміщеннях і на-
пруженнях. Сформульовано крайові умови на ключові функції як 
на зовнішніх поверхнях тіла, так і на поверхнях з’єднань його 
складових тіл. Як приклад наведено результати числових дослі-
джень несучої здатності довгого біметалевого порожнистого ци-
ліндра за електромагнітної дії в режимі з імпульсним модулівним 
сигналом за використання частот електромагнітного поля поза 
околом резонансних та рівних першій резонансній частоті. 

Ключові слова: математична модель, термомеханіка, кус-
ково-однорідне електропровідне тіло, імпульсне електромагнітне 
поле, несуча здатність, властивості контактного з’єднання. 

Вступ. Елементами конструкцій сучасних машин і механізмів є ку-
сково-однорідні електропровідні тіла (КОЕТ), які за експлуатації цих 
пристроїв зазнають впливу різних фізико-механічних полів, зокрема ім-
пульсних електромагнітних полів (ЕМП) [1, с. 14–15; 10, с. 211–213].  

У літературі розглянуто математичні моделі однорідних і кусково-
однорідних тіл за нестаціонарних силових і теплових навантажень [4, с. 
43–50, 125-160; 5, с. 117–131; 6, с. 437, 548; 9, с. 115–168] та наявні мате-
матичні моделі термомеханіки однорідних електропровідних тіл за дії 
ЕМП різних типів [2; 3, с. 23–40; 8, с. 34–46; 12, с. 27–41]. Дана модель 
враховує адіабатичність процесів нагріву та деформування електропро-
відного тіла імпульсним ЕМП (ІЕМП), що експериментально спостеріга-
ється за дії ІЕМП різних типів, зокрема з модуляцією амплітуди в режи-
мах з імпульсним модулівним сигналом (РІМС) та згасної синусоїди 
(РЗС) і поодинокого електромагнітного імпульсу (ЕМІ). Такі ІЕМП ши-
роко використовують в технологіях імпульсної електромагнітної оброб-
ки матеріалів [1, с. 13–14]. В рамках цієї моделі досліджено термомеха-
нічну поведінку і несучу здатність однорідних електропровідних тіл ка-
нонічної форми за дії розглядуваних характерних типів ІЕМП. Крім тем-
ператури, зумовленої джоулевим теплом, досліджено додатковий склад-
ник температури, створений нагрівом електропровідного тіла внаслідок 
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його об’ємної деформації за рахунок дії об’ємної пондеромоторної сили. 
Отримано, що цей складник температури є нехтовним за дії ЕМІ та за 
дій в РІМС і РЗС при використанні частот несучих електромагнітних 
коливань поза околом резонансних частот ЕМП і складає на першій ре-
зонансній частоті 10-20 % від величини складника температури, зумов-
леного джоулевим теплом. 

Аналіз отриманих якісних та кількісних результатів деформування 
однорідних електропровідних тіл ІЕМП характерних типів на основі 
розглядуваної моделі підтверджує раціональність її використання для 
визначення термонапруженого стану однорідних електропровідних тіл 
за дії ІЕМП з модуляцією амплітуди радіочастотного діапазону.  

Розрахункова модель. При розгляді КОЕТ виникає питання вра-
хування електромагнітного, теплового і механічного контактів між 
складовими тілами та впливу цього контакту на розподіл фізико-
механічних полів в кожному складовому тілі. Тому розрахункова мо-
дель визначення термонапруженого стану (ТНС) КОЕТ за дії ІЕМП 
складається з трьох етапів [7]. На першому етапі в кожному n - му 
складовому тілі КОЕТ зі співвідношень Максвелла визначається не-
стаціонарне ЕМП, яке описується вектором напруженості магнітного 

поля ( )nH


, та зумовлені ним джоулеві тепловиділення ( )nQ  і пондеро-

моторні сили ( )nF


 за врахування заданих граничних умов на зовнішніх 
поверхнях тіл та умов ідеального електромагнітного контакту на пове-
рхнях їх розділу. На другому етапі з рівняння теплопровідності, в яко-

му джоулеві тепловиділення ( )nQ  є об’ємними джерелами тепла, ви-

значається нестаціонарне температурне поле ( )nT  в кожному n -му 
складовому тілі КОЕТ за умов конвективного теплообміну з довкіллям 
на зовнішніх поверхнях та ідеального теплового контакту на поверхнях 
з’єднання складових тіл. На третьому етапі з рівнянь динамічної тер-
мопружності за знайденими температурою ( )nT  та пондеромоторною 

силою  nF


 визначаємо вектор переміщень  nU


 та тензор динамічних 

напружень  n  в кожному n -му складовому тілі КОЕТ. 
Для оцінки несучої здатності КОЕТ визначаємо інтенсивності 

( )n
i  сумарних напружень      n n Q n F     

(зумовлених як джоу-
левим теплом, так і пондеромоторними силами) [11, с. 463] в кожно-
му n -му складовому тілі, які обчислюються за формулою [5, с. 183] 

 ( ) ( ) 2 ( )
2 1(3 ( ) ( )) / 2n n n

i I I    
 (1) 

і порівнюємо їх величину з межею пружного деформування ( )n
d  мате-

ріалу n - го тіла. Тут ( )( )n
jI   — j-й інваріант тензора напружень. 
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КОЕТ втрачає несучу здатність в цілому, якщо її втрачає хоча б 
одне зі складових тіл, тобто в n -му складовому тілі  

    max n n
i d  . (2) 

Ця умова відповідає умові Губера-Мізеса [5, с. 65; 6, с. 437] по-
чатку пластичності для ізотропного тіла , згідно якої пластичні дефо-
рмації виникають тоді, коли інтенсивність напружень i  досягає ме-

жі плинності матеріалу d  при його розтягу. 
У технічних пристроях, елементами конструкцій яких є КОЕТ, 

важливим також є збереження властивостей контактного з’єднання їх 
складових тіл. Для оцінки межі збереження цих властивостей вели-

чини інтенсивностей напружень  *n
i  в складових тілах на поверхні 

контакту n -го і ( n +1)-го складових тіл порівнюються з межею міц-

ності  n
M  n -го контактного з’єднання. Якщо 

    *n n
i M  , (3) 

то властивості n -го контактного з’єднання зберігаються. Зауважимо, 

що величини  n
d  та  n

M  для використовуваних в техніці матері-
алів складових тіл КОЕТ відомі з експериментів. 

Вихідні співвідношення термомеханіки КОЕТ за дії ІЕМП. 
Сформулюємо вихідні фізичні та математичні положення і запишемо 
вихідні співвідношення для кількісного опису параметрів, що харак-
теризують електромагнітні, теплові та механічні процеси в КОЕТ за 
дії ІЕМП з модуляцією амплітуди. Такі ЕМП задаються значеннями 

вектора напруженості магнітного поля    ,nH r t
 

 на зовнішніх пове-

рхнях складових шарів КОЕТ у вигляді 

           0
0, , , sinn n n

s s s nH r t H r t H r t t   
    

. (4) 

Тут        0 *
* 0,n n

s sH r t H t H r
  

 — модульована амплітуда; 

  *
0

n
sH r

 
 — амплітуда несучого сигналу;  *H t  — безрозмірна фун-

кція імпульсного характеру зміни в часі t  сигналу, який модулює 
амплітуду електромагнітних коливань (амплітуду несучого сигналу), 
і задовольняє умови  * 1H t   при 0, it t   ,  * 0 0H  ,  * 0iH t  ; 

  — частота несучого сигналу; it  — час тривалості електромагніт-

ної дії; n  — початкова фаза, r


 і  n
sr


 — радіус-вектори точок об'єму 

V  і зовнішніх поверхонь nS  складових шарів КОЕТ.  
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Приймаємо, що параметри  , it ,   *
0

n
sH r

 
,  *H t  є такими, 

що діюче імпульсне ЕМП належить до класу імпульсних «неруйнів-
них» ЕМП, дія яких ще не приводить до виникнення ударних хвиль (з 
імпульсом довжиною менше часток секунди ( 0,01 cit  ) і з найбіль-
шим значенням напруженості магнітного поля на поверхнях тіла 

7
max 10H  А/м. 
Матеріали складових шарів КОЕТ вважаються однорідними ізо-

тропними недіелектричними неферомагнітними, для яких електроме-

ханічні та термоелектричні ефекти неістотні, вектори індукцій  nD


 і 
 nB


 паралельні до векторів напруженостей електричного  nE


 та 

магнітного  nH


 полів, а струми провідності  nj


 паралельні до  nE


. 
Приймаємо, що матеріальні рівняння електродинаміки в кожному  
n -му шарі мають вигляд 

    n n
nD E

 
,    n n

nB H
 

,    n n
nj E


, (5) 

де 0 *n n   , 0 *n n   , *n , *n  — відносні електрична і магнітна 

проникливості, n  — коефіцієнт електропровідності матеріалу n -го 

складового шару, 0 , 0  — відповідно електрична і магнітна сталі. 
За таких припущень вплив імпульсного ЕМП на процеси тепло-

провідності та деформування в електропровідному тілі, як і у відомих 
в літературі моделях для квазіусталених ЕМП [12, с. 33–44], врахову-
ємо через зумовлені цим полем фізичні чинники — джоулеві тепло-
виділення і пондеромоторні сили 

      n n n
nQ E E
 

,      n n n
n nF E H  

  
. (6) 

Ці фактори призводять до виникнення нестаціонарних температур-

них та механічних полів. Пондеромоторні моменти      * ** n nn
E MM M M 

  
, 

де      * n n n
EM P E 

 
 — електричні моменти, (      * n n n

MM M B 
 

 — маг-

нітні моменти;      n n nP D E 
 

,      
0

n n n
nM B H 

  
 — відповід-

но вектори поляризації і намагнічування) внаслідок паралельності век-
торів індукцій і напруженостей електричного та магнітного полів є рівні 
нулю. В такому наближенні і за сталих характеристик матеріалу (зокре-
ма, рівних середнім значенням у розглядуваному інтервалі зміни темпе-
ратур) вихідні співвідношення для кількісного опису параметрів, що 
характеризують електромагнітні, теплові та механічні процеси в тілах за 
імпульсної електромагнітної дії , формулюємо за три етапи, згідно виб-
раної розрахункової схеми. 
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На першому етапі визначаємо параметри ЕМП в n -му складовому 
шарі КОЕТ. За ключову функцію вибираємо вектор напруженості магні-

тного поля    ,nH r t
 

. Нехтуючи струми зміщення для тривалостей 

фронтів імпульсної електромагнітної дії більших, ніж 610 с і частот еле-

ктромагнітних коливань менших, ніж 810 Гц, на основі співвідношень 
Максвелла і закону Ома за прийнятих припущень [11, с. 416–421] 

    n nrotH j
 

,  n
n

H
rotE

t
 

 



,    n n

nj E


 (7) 

отримуємо рівняння для визначення    ,nH r t
 

 в n -му складовому тілі  

  
 

0
n

n
n n

H
H

t
  

  



,   0ndiv H 


 (8) 

за крайових умов  

           *
* 0,n n n

s sH r t H t H r
  

 (9) 

на зовнішніх поверхнях  n
sr r

 
 n -го тіла та умов ідеального елект-

ромагнітного контакту, який на поверхні nr r
 

 з’єднання n -го і 

 1n  -го складових тіл КОЕТ запишеться у вигляді 

    1n nH H 
 

, ( ) ( 1)n n nrotH k rotH


 
 (10) 

та нульових початкових умов 

    ,0 0nH r 
 

. (11) 

Тут   — оператор Лапласа, 1
n

n nk    .  

Питомі густини джоулевого тепла  ( ) ,nQ r t


 і пондеромоторних 

сил  ( ) ,nF r t
 

 визначаються за формулами  

     2( ) ( )1
, ,n n

n

Q r t rotH r t



 

, (12) 

      ( ) ( ) ( ), , ,n n n
nF r t rot H r t H r t  

  
. (13) 

На другому етапі за знайденим розподілом джоулевого тепла 

 ( ) ,nQ r t


 визначається температура  ( ) ,nT r t


 в n -му шарі КОЕТ з 

рівняння теплопровідності  

  
   1 n n

n

n n

T Q
T

t 


   


 (14) 

з урахуванням умов конвективного теплообміну з довкіллям 
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     0
n

n n
s

T
H T T

n


  


 (15) 

на зовнішніх поверхнях  n
sr r

 
 n -го тіла, умов  

    1n nT T  , ( ) ( 1)n n ngrad T k grad T
  (16) 

ідеального теплового контакту на поверхні nr r
 

 з’єднання n -го і 

 1n  -го складових тіл КОЕТ та початкових умов 

    ,0 0nT r 


. (17) 

Тут  nT  — відхилення температури від початкової  
0

nT , К; 
   n nT n n grad T  


; n


 — вектор нормалі до зовнішньої поверхні 
 n

sr r
 

;  nT  — задана постійна температура довкілля зовні n -го 

тіла; *n n nH H   — відносний коефіцієнт тепловіддачі; *nH  — ко-

ефіцієнт тепловіддачі з поверхонь n -го тіла; 1
n

n nk   ; n , n  — 
коефіцієнти температуро- і теплопровідності матеріалів n -го тіла. 

На третьому етапі за відомими виразами температури  ( ) ,nT r t


 і 

пондеромоторної сили  ( ) ,nF r t
 

 визначається термонапружений 

стан КОЕТ з рівнянь незв’язаної динамічної задачі термопружності, 
записаних для n -го тіла 

   
 n

n n
n

u
div F

t
  

 



, 

        1
2

1 2 1 2
n n n nn n

n jj n
n n

G e e T I
 

 
 

           

 
, (18) 

        1

2
n n n ne Def u u u    

   
. 

Тут     nn
ije e

 — тензор деформацій; Def  — деформатор; 


 — 

оператор Гамільтона;  ijI 


 — одиничний тензор; ij  — символ 

Кронекера;  nu
 

,  nu 


 — діадний добуток векторів 


 і  nu


; n , 

n  — коефіцієнти лінійного теплового розширення і Пуассона; 

 2 1n n nG E    — модуль зсуву; nE  — модуль Юнга; n  — гус-

тина матеріалу n -го тіла. Всі теплофізичні та фізико-механічні хара-
ктеристики матеріалів складових тіл вважаються постійними. 
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Рівняння (18) розв’язуються за відповідних крайових (теплових і 
механічних) та початкових умов. За початкові умови переважно за-

дають значення вектора переміщень  nu


, швидкості  nu t 


 та тем-

ператури  nT  у всій області кожного n -го складового тіла в почат-
ковий момент часу при 0t  . Якщо ці функції дорівнюють нулю, то 
початкові умови мають вигляд 

    ,0 0n
iu r 


, 

   ,0
0

n
iu r

t







,    ,0 0nT r 


, 1,3i  . (19) 

Залежно від вигляду крайових умов, система рівнянь (18) 
розв’язується в переміщеннях або в напруженнях. Якщо визначаль-

ними функціями задачі термопружності є температура  ( ) ,nT r t


 і 

тензор напружень  ( ) ,n r t 
, то отримуємо систему 

          
2

*2

1 nn n n nn n
n n

n n

Def div F T I
E Et

 
    

  
     

    

  
, (20) 

а у випадку визначальних функцій  ( ) ,nT r t


 і    ,nu r t
 

 — систему 

 

     

     

2

2

2 11

1 2

2 1
.

1 2

n
n n n

n n

n nnn n

n n

u
grad div u

E t

E
grad T F

E

 





  
    

  


 





 (21) 

Тут     1*
n nI  

. Рівняння (20) розв’язуємо за крайових умов  

   0n n 


, (22) 

що відповідають відсутності на зовнішніх поверхнях  n
sr r

 
 складових 

тіл силового навантаження, та умов ідеального механічного контакту  

    1n n   
,         1 1n n n nndiv F k div F     

  
 (23) 

на поверхні nr r
 

 з’єднання n -го і  1n  -го складових тіл КОЕТ, та 

за початкових умов 
   ,0 0n r 


, 

 
           *,0 ,0 ,01

0
2

n n n
n

n
n n

r T r r
I

G t r E t

 

      
   
 

    
 (24) 

при 0t  . Тут 1
n

n nk    . 
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Рівняння (21) в переміщеннях розв’язуємо за крайових умов 

 
       1

0
1 2 1 2

n n nn nn

n n

Def u div u T I n
 

 

       
     

  
, (25) 

що відповідають умовам (22), записаним відносно вектора перемі-

щень  nu


, на вільних від силового навантаження зовнішніх поверх-

нях  n
sr r

 
, та умов ідеального механічного контакту  

    1n nu u 
 

, (26) 

       

       1 1 11 11

1 1

1

1 2 1 2

1

1 2 1 2

n n nn nn

n n

n n nn nn n
E

n n

Def u div u T I

k Def u div u T I

 
 

 
 

   

 

 
   

   
       

     

 

 
 

на поверхні nr r
 

 з’єднання n -го і  1n  -го складових тіл КОЕТ, а 

також початкових умов 

    ,0 0nu r 
 

, 

   ,0
0

nu r

t






 
, (27) 

при 0t  . Тут    1 11 1n
E n n n nk E E     . 

За знайденим вектором переміщень  nu


 визначаємо тензор на-

пружень  n  в n -му тілі зі співвідношення 

 
         1

2
1 2 1 2

n n n nn nn
n

n n

G Def u div u T I
 


 

       
     

 
. (28) 

Для оцінки вкладу джоулевого тепла  ( ) ,nQ r t


 і пондеромото-

рних сил  ( ) ,nF r t
 

 на термонапружений стан КОЕТ тензор напру-

жень  n  і вектор переміщень  nu


 подаємо у вигляді суми двох 
складників 

      n Q n F n     
,      n Q n F nu u u 
  

 (29) 
зумовлених відповідно джоулевим теплом і пондеромоторною силою 

 nF


. Складники  Q n ,  Q nu


 визначаємо з рівнянь (20)–(21) при 
( ) 0nF 


, а складники  F n  і  F nu


 — з цих рівнянь при   0nT  . 
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За знайденими сумарними векторами переміщень  nu


 і тензо-

рами напружень  n  з врахуванням формули (28) для знайдених 

переміщень  nu


 визначаємо за формулою (1) інтенсивності напру-
жень в n -му складовому тілі КОЕТ та на основі виконання нерівнос-
тей (2) і (3) досліджуємо несучу здатність та збереження властивос-
тей контактного з’єднання. 

Чисельний аналіз. На основі запропонованої математичної мо-
делі досліджено термонапружений стан і несучу здатність довгого 
біметалевого порожнистого циліндра, виготовленого з нержавної 
сталі Х18Н9Т та міді з радіусами: внутрішнім 0 8 ммr  , поверхні 

з’єднання 1 9 ммr   і зовнішнім 2 10 ммr   за електромагнітної дії в 

РІМС тривалістю 310 cit
  поза околом резонансних частот ЕМП 

при 4
* 6.28 10 1/ с     і на першій резонансній частоті при 

5
1 2.32 10 1r c    . 

На рис. 1, 2 показано зміну в часі інтенсивностей напружень 
 n
i  на поверхні з’єднання 1r r

 
 складових шарів біметалевого ци-

ліндра при *   (рис. 1) і при 1r   (рис. 2). Лінії 1 на рис. 1, а 

також рис.2, а відповідають сталевому, а лінії 2 на рис. 1 та 
рис. 2,б — мідному шарам. 

 

Рис. 1. Зміна в часі інтенсивностей напружень 
 n
i  при *   
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а) 
 

 б) 

Рис. 2. Зміна в часі інтенсивностей напружень 
 n
i  при 1r   

На рис. 3 подано залежності максимальних значень max
i  інтен-

сивностей напружень в складових шарах циліндра на поверхні їх 
з’єднання за різних тривалостей дії в РІМС від величини 0H  — мак-

симального значення напруженості магнітного поля на зовнішніх 
поверхнях циліндра за розглядуваної електромагнітної дії. 

 
а)  б) 

Рис. 3. Залежності максимальних значень max
i   

інтенсивностей напружень від величини 0H  

Залежності max
i  для тривалостей 310it c , 210 c  дії в РІМС, 

приведені на рис. 3,а, відповідають частоті *  , а на рис. 3,б — 

частоті 1r  . Суцільні лінії на рис. 3,а відповідають першому, ста-

левому, а штрихові — другому, мідному, шарам. 



Серія: Технічні науки. Випуск 13 

125 

Висновки. Записані співвідношення математичної моделі КОЕТ 
дають можливість визначення термонапруженого стану і несучої зда-
тності КОЕТ за дії зовнішніх ІЕМП. На основі отриманих в роботі 
залежностей максимальних значень інтенсивностей напружень в роз-
глядуваному біметалевому циліндрі від амплітудно-частотних харак-
теристик електромагнітної дії в РІМС встановлено: 

а) за частоти електромагнітних коливань несучого сигналу поза око-
лом резонансних частот несуча здатність та властивості контакт-
ного з’єднання розглядуваного циліндра зберігаються; 

б) за частоти електромагнітних коливань, рівний першій резонансній 
частоті ЕМП розглядуваний біметалевий циліндр втрачає несучу 
здатність і властивості контактного з’єднання за тривалості 

37 10it c  . 
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A mathematical model of analyzing a thermal stress state, load capac-
ity, and properties of contact connection of components of piecewise ho-
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mogenous conducting body under the influence of pulsed electromagnetic 
fields. The initial ratios of the thermodynamics of the body during move-
ment and stresses have been recorded. The boundary conditions on key 
functions on both outside surfaces of the body and on contact surfaces be-
tween its components have been formulated. An example of numerical 
analysis of the load capacity of a long bimetallic empty cylinder under the 
influence of an electromagnetic field with pulsed moduling signal on the 
first resonance frequency and beyond resonance frequencies.  

Key words: mathematical model, thermomechanics, piecewise ho-
mogenous conducting body, pulsed electromagnetic field, load capacity, 
properties of the contact connection. 
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ИНТЕРВАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ В СИСТЕМЕ 
БИЗНЕС-ПРОЦЕССОВ ОРГАНИЗАЦИИ 

Рассмотрена задача оптимального распределения инвестици-
онных ресурсов между отдельными бизнес-процессами организа-
ции. Учтена интервальная неопределенность экспертных оценок, 
характерная для отраслевого экспертного опроса. Предложен ин-
тервальный вариант матричной модели оценки уровня относи-
тельной эффективности иерархической системы бизнес-про-
цессов в организации, который позволил свести задачу оптималь-
ного распределения ресурсов к задаче линейного программирова-
ния с интервально заданной целевой функцией. Предложена ин-
тервальная модификация аппарата нормированных диаграмм в 
качестве графоаналитического средства анализа. 

Ключевые слова: интервальная оптимизационная мо-
дель, распределение ресурсов, эффективность бизнес-
процессов, задача линейного программирования. 

Введение. Проблема эффективного стратегического управления 
организацией чрезвычайно многогранна и многослойна. Сложность 
объекта управления, противоречивость внутренних многосвязных 
процессов неизбежно порождает массу моделей и методов, призван-
ных решать задачу управления таким объектом в условиях неопреде-
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ленности, причем как внешней, так и внутренней [1]. Их число обу-
словлено многовариантностью способов формализации отдельных 
функций и свойств организации [2]. Практическое применение таких 
моделей, как правило, характеризуется жестко ограниченным запа-
сом времени на моделирование, недостатком квалификации или ин-
формации для эффективного моделирования, слабой надежностью 
при работе с нечеткими данными, а также межуровневой несогласо-
ванностью между лицами, принимающими решение. 

В сложившейся повышается роль специализированных инфор-
мационных технологий стратегического управления организацией 
[3], которые призваны не только реализовывать современные эффек-
тивные модели и методы, но и расширять их возможности для работы 
с разными типами данных, в том числе и в интервальной форме. 

Анализ последних публикаций и постановка проблемы. Со-
гласно [4], система бизнес-процессов организации может быть пред-
ставлена функциональными областями деятельности (например, ор-
ганизационная структура управления, система управления, марке-
тинг, система организации производства, персонал предприятия, 
снабжение, сбыт и т.д. [5]). Актуальной задачей при выбранном спо-
собе формализации является обоснованный выбор варианта опти-
мального распределения инвестиционных ресурсов между отдельны-
ми бизнес-процессами организации. 

В работе [6] предложен матричный метод оценки уровня отно-
сительной эффективности иерархической системы бизнес-процессов 
в организации, формализующий иерархическую структуру бизнес-
процессов, и позволяющий оценивать эффективность структуры лю-
бого порядка и размерности. 

В работе [7] разработан оптимизационный механизм выбора стра-
тегий повышения конкурентоспособности организации, обеспечиваю-
щий оптимальное распределение ресурсов между объемами мероприя-
тий по повышению эффективности отдельных бизнес-процессов, а также 
предложен аппарат нормированных диаграмм в качестве графоаналити-
ческого средства анализа относительной эффективности системы биз-
нес-процессов. Он позволил свести поставленную задачу к классической 
задаче линейного программирования (ЗЛП) [8]. 

Адаптация разработанного инструментария к работе с интер-
вальными данными — актуальная научно-практическая задача, ре-
шение которой позволит расширить границы практической примени-
мости предложенных моделей и методов. 

Большое количество публикаций, посвященных решению ЗЛП с 
интервально заданными параметрами, предопределено двумя основ-
ными факторами. Во-первых, интервальная форма данных — доволь-
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но простая форма учета естественной неопределенности данных, 
обусловленной как неточностью знаний о значениях показателей ре-
альных систем, так и нестационарностью, т.е. изменчивостью этих 
показателей во времени [9]. Во-вторых, задача в интервальной поста-
новке различными способами к группе детерминированных, которые 
благополучно решаются классическими методами, например [10, 11]. 

Основная часть. Используя обозначения и логику, принятые в 
[6], опишем методику оценки уровня относительной эффективности 
иерархической системы бизнес-процессов в организации с учетом 
интервальной неопределенности данных. 

Система бизнес-процессов организации может быть охарактери-
зована составной матрицей X  следующей структуры 
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где 
11 11 12 1, , ...,   lX x x x    , 

22 21 22 2, , ...,   lX x x x    , …, nX   

1 2, , ...,   
nn n nlx x x     — набор векторов эффективности n  бизнес-

процессов организации, каждый из которых состоит из компонент 
относительных показателей эффективности соответствующего биз-
нес-процесса; 1l , 2l , …, nl  — размерности векторов 1X , 2X , …, nX ; 

kX  — вектор максимальной размерности из набора 1X , 2X , …, nX , 
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Элемент ijx  трактуется как относительная эффективность j -й 

компоненты i -го бизнес-процесса, и определяется путем сравнения с 
аналогичными бизнес-процессами организаций-конкурентов. Исходя из 
этого, их значения ограничены интервалом  0, 1ijx  , причем верхняя 

граница соответствует максимальной эффективности j -й компоненты 
i -го бизнес-процесса среди всей группы оцениваемых организаций. 

Пусть каждый из n  бизнес-процессов в организации характери-
зуется вектором-столбцом коэффициентов относительной значимо-
сти компонент бизнес-процесса 

 1 2, , ...,   
i

T

i i i ilA                   , 1,i n , (2) 
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где ,ij ij ij         
 — интервальный коэффициент относительной 

значимости j -й компоненты i -го бизнес-процесса, причем 

 0,1ij    . Очевидно, что свойство точечных оценок 
1

1
il

ij
j




 , 

1,i n  для интервально заданных коэффициентов не выполняется, но 
в рамках решаемой задачи этот факт не является значимым. 

Природа интервальной формы коэффициента ij    обусловлена 

механизмом его получения, а именно процедурой интервального 
оценивания. Наряду с согласованной точечной оценкой на различных 
этапах исследования может быть использована оценка интервальная. 
Идея использования данных такого типа состоит в естественном же-
лании исследователя учесть неопределенность, выраженную подоб-
ным образом, в решении задачи. К примеру, в случае единственности 
решения ЗЛП в интервальной постановке, исследователь получает, 
помимо самого решения, еще и гарантию того факта, что оно оста-
нется неизменным при любом сочетании интервальных коэффициен-
тов модели. При этом ширина интервалов предполагается малосуще-
ственной по сравнению с серединой соответствующих интервалов, 
так как в противном случае задача фактически будет поставлена в 
общем виде и не сможет быть решена по определению. 

Набор векторов (3) может быть представлен в виде составной 
матрицы интервальной матрицы  A , составленной аналогично X : 
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, (3) 

где kA    — интервальный вектор максимальной размерности из на-

бора (2). 
Произведение матриц  X A  — квадратная матрица размером 

n n , которая содержит в главной диагонали интервальную оценку 
относительной эффективности каждого из n  бизнес-процессов в ор-
ганизации: 
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Определим  B  как интервальную матрицу размером n n , со-

держащую в главной диагонали интервальные оценки относительных 
коэффициентов значимости бизнес-процессов 
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, (5) 

где ,i i i         — интервальная оценка относительного коэффи-

циента значимости i -го бизнес-процесса в организации, причем 

 0,1i    . 

Матрица   X A B  содержит в главной диагонали интервальные 

оценки взвешенных относительных эффективностей всех бизнес-
процессов в организации: 
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. (6) 

Интервальную оценку комплексной относительной эффективно-
сти бизнес-процессов в организации можно найти, определив след 
интервальной матрицы   X A B : 
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, X A B
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 (7) 

Таким образом, значение комплексной относительной эффек-
тивности бизнес-процессов в организации можно представить не то-
чечно, а в интервальной форме, что на данном этапе исследования 
позволит учесть неопределенность экспертного оценивания. 
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Предположим, что существует набор стратегий, состоящих из 
отдельных мероприятий, направленных на совершенствование биз-
нес-процессов по накопительному принципу. 

Рассматриваемая задача с такими допущениями может быть 
сведена к ЗЛП в интервальной форме. 

Набор элементов главной диагонали матрицы (6) представим в 
виде нормированной диаграммы для интервальных оценок (рис. 1). 

 
Рис. 1. Нормированная диаграмма интервальной  

оценки эффективности бизнес-процессов в организации 

Интервальная оценка комплексной относительной эффектив-
ность бизнес-процессов в организации, согласно (7), ограничена сле-
ва площадью фигуры E  (сумма площадей заштрихованных прямо-

угольников на рис. 1) и справа площадью фигуры E  (сумма площа-
дей заштрихованных прямоугольников на рис. 1). Именно эта оценка 
может выступать функционалом в ЗЛП, которую в данном случае 
можно формализовать в стандартной форме в соответствии с и вве-
денными выше обозначениями. 

Пусть Q  — вектор материальных, информационных, техноло-

гических, кадровых и других ресурсов, предназначенных для повы-
шения конкурентоспособности организации: 
 1 2, , ...,  mQ q q q    , (8) 
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где m  — количество видов ресурсов; а ijc  — объем ресурса i -го 

вида, необходимое для повышения на 1% эффективности j -го биз-

нес-процесса (табл. 1). 

Таблица 1 

Исходные данные для ЗЛП в стандартной форме 

Вид  
ресурса 

Запас  
ресурса 

Кол-во единиц ресурса на 1% роста 
эффективности бизнес-процесса (БП) 

БП1 БП2 … БПn-1 БПn 
1 q1 c11 c12 … c1n–1 c1n 
2 q2 c21 c22 … c2n–1 c2n 

… … … …  … … 
1m   qm–1 cm–11 cm–12 … cm–1n–1 cm–1n 

m  qm cm1 cm2 … cmn–1 cmn 

В качестве целевой функции используем интервальную функцию 
прироста комплексной эффективности бизнес-процессов в организации: 

    
1

0,01 max
n

j j j j
j

Z E X A y


          , (9) 

где jy  — объем мероприятий, направленных на повышение эффек-

тивности j -го бизнес-процесса. 

Окончательно, интервальная ЗЛП в стандартной форме будет 
выглядеть следующим образом: обеспечить максимальное значение 
интервальной целевой функции (9) при ограничениях 
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Очевидно, что имеет место ЗЛП с линейной интервально-
заданной функцией. 

Согласно [9], интервальную задачу (9)–(10) можно свести к двум 
детерминированным задачам следующего вида. 

Нижняя граничная задача: 
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  (11) 

Верхняя граничная задача: 
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  (12) 

Решение задачи (9)–(10) составляется из решений ее нижней и 
верхней граничных задач в следующем виде: 

       *
maxmaxmax

, ,н вY M y M y Z Z Z      , (13) 

где  нM y ,  вM y  — множества точек  1,..., ny y y  решений 

нижней и верхней граничной задачи, maxZ , maxZ  — полученные 

максимальные значения целевых функций этих задач. 
В качестве точки решения в (13) берется любая точка из пересе-

чения множеств  нM y ,  вM y , а в качестве максимального значе-

ния целевой функции  max
Z  интервал от максимума целевой функ-

ции нижней граничной задачи maxZ  до максимума целевой функции 

верхней граничной задачи maxZ . 
Преимуществом подобного подхода к решению интервальной 

задачи условной оптимизации заключается в возможности примене-
ния традиционных, хорошо разработанных методов решения детер-
минированных задач оптимизации [9]. 

Решение ЗЛП  * * * *
1 2, , ...,  nY y y y  отражает оптимальное соот-

ношение между объемами мероприятий по повышению эффективно-
сти отдельных бизнес-процессов в организации при любых парамет-
рах системы внутри заданных интервалов. 

Пример. Рассмотрим плоскую задачу перераспределения ресур-
сов для реализации двух альтернативных стратегий относительно 
двух рассматриваемых бизнес-процессов в организации [7] (табл. 2). 

Таблица 2 

Интервальные относительные коэффициенты  
значимости бизнес-процессов организации 

Бизнес-процесс Интервальные относительные 
коэффициенты значимости Значение 

Маркетинг [β1] [0,34; 0,36]
Система организации 
производства [β2] [0,64; 0,66] 

Пусть используется три вида ресурсов: 1q  — финансовый (грн.), 

2q  — кадровый резерв (чел/час) и 3q  — производственно-
технологический (% загрузки оборудования). 
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Запасы ресурсов и их удельное количество на 1% роста эффек-
тивности бизнес-процессов в эквиваленте денежных единиц, пред-
ставлены в табл. 3. 

Таблица 3 

Исходные данные для плоской ЗЛП (пример) 

Вид ресурса Резерв ресурса 
Удельное количество ресурса на 1% 

роста эффективности
БП1 БП2

q1 20 2 5
q2 40 8 5
q3 30 5 6

На основании табл. 2 указанным в (5) способом формируем мат-
рицу  B : 

   
 

0,34;0,36 0
B

0 0, 64;0, 66

 
  
  

. 

Структура бизнес-процессов, оценки их относительной эффек-
тивности и значимости представлены в табл. 4. 

Таблица 4 

Структура и характеристики бизнес-процессов 

Б
и
зн
ес

-п
ро
ц
ес
с 

Компоненты бизнес-процесса 

Относи-
тельная 
эффек-
тив-
ность 
компо-
ненты 

ijx  

Интерваль-
ный относи-
тельный ко-
эффициент 
значимости 
компоненты 

ij    

1.
 М

ар
ке
ти
нг

 1.1 Система организации маркетинга 1 [0,17; 0,19] 
1.2 Система исследования рынка 0,9 [0,17; 0,19]
1.3 Ассортиментная политика 0,8 [0,15; 0,17]
1.4 Ценовая политика 0,8 [0,15; 0,17]
1.5 Коммуникационная политика 0,7 [0,15; 0,17]
1.6 Распределительная политика 0,8 [0,15; 0,17]

2.
 С
ис
те
м
а 
ор
га
ни
за
ци
и 

пр
ои
зв
од
ст
ва

 

2.1 Численность занятых в производстве 0,8 [0,9; 0,11] 
2.2 Основные используемые технологии 0,8 [0,11; 0,13]
2.3 Инновации в производственном процессе 0,8 [0,11; 0,13]
2.4 Степень овладения существующими 
технологиями 0,8 [0,12; 0,14] 

2.5 Технико-технологическая база предприятия 0,9 [0,14; 0,16]
2.6 Система планирования производства 0,8 [0,13; 0,15]
2.7 Система обеспечения качество продукции 0,8 [0,13; 0,15]
2.8 Производительность труда 0,7 [0,9; 0,11]
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На основании данных из табл. 4 сформируем согласно (1) и (2) 
векторы iX  и iA   : 

 1 1 0,9 0,8 0,8 0,7 0,8X  , 

 2 0,8 0,8 0,8 0,8 0,9 0,8 0,8 0,7X  , 

 

 
 
 
 
 
 

1

0,17;0,19

0,17;0,19

0,15;0,17

0,15;0,17

0,15;0,17

0,15;0,17

A

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

,  

 
 
 
 
 
 
 
 

2

0,09;0,11

0,11;0,13

0,11;0,13

0,12;0,14

0,14;0,16

0,13;0,15

0,13;0,15

0,09;0,11

A

 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
  

. 

Сформируем из них матрицы X  и  A  согласно (1) и (3): 

1 0,9 0,8 0,8 0,7 0,8 0 0
X

0,8 0,8 0,8 0,8 0,9 0,8 0,8 0,7

 
  
 

, 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

0,09;0,110,17;0,19

0,11;0,130,17;0,19

0,11;0,130,15;0,17

0,12;0,140,15;0,17
A

0,14;0,160,15;0,17

0,13;0,150,15;0,17

0,13;0,150

0,09;0,110

 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

. 

Произведение матриц  X A  согласно (4): 

     
   
0,788;0,888 0,575;0,675

X A
0,767;0,865 0,741;0,869

 
  
  

. 

Произведение матриц   X A B  согласно (6): 

      
   
0,26792;0,31968 0,368;0, 4455

X A B
0, 26078;0,3114 0, 47424;0,57354

 
  
  

. 
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Интервальная оценка комплексной относительной эффективно-
сти бизнес-процессов в организации согласно (7): 

       X A B 0,74216;0,89322E tr  . 

Нормированная диаграмма эффективности будет выглядеть сле-
дующим образом (рис. 2). 

 
Рис. 2. Нормированная диаграмма эффективности  
двух бизнес-процессов в организации (пример) 

Запишем интервальную целевую функцию согласно (9): 

     
   

1

2

0,01 0,34;0,36 0,788;0,888

0,01 0,64;0,66 0,741;0,869 max,

Z y

y

    

    
 

и ограничения согласно (11): 

1 2

1 2

1 2

1

2

2 5 20,

8 5 40,

5 6 30,

0,

0. 

y y

y y

y y

y

y

 
    
 
 

 

Для решения нижней (11) и верхней (12) задачи воспользуемся 
симплекс-методом, реализованном в пакете simplex системы компью-
терной алгебры Maple (рис. 3). 
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Рис. 3. Графическое изображение ограничительных условий  

с использованием графических средств MAPLE 

Полученное оптимальное решение  * * *
1 2

30 40
, ,

13 13
  Y y y

    
 

, 

   0,021;0,025Z   отображает пропорции на выделение ресурсов на 

соответствующие стратегии при любом сочетании исходных данных 
в границах заданных интервалов. 

Таким образом, в рассмотренной задаче оптимального распре-
деления инвестиционных ресурсов между отдельными бизнес-
процессами организации учтена интервальная неопределенность экс-
пертных оценок, характерная для отраслевого экспертного опроса. 

Выводы. Рассмотрена задача оптимального распределения ин-
вестиционных ресурсов между отдельными бизнес-процессами орга-
низации. Учтена интервальная неопределенность экспертных оценок, 
характерная для отраслевого экспертного опроса. Предложен интер-
вальный вариант матричной модели оценки уровня относительной 
эффективности иерархической системы бизнес-процессов в органи-
зации, который позволил свести задачу оптимального распределения 
ресурсов к задаче линейного программирования с интервально за-
данной целевой функцией. Предложена интервальная модификация 
аппарата нормированных диаграмм в качестве графоаналитического 
средства анализа. 
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Черкаський державний технологічний університет, м Черкаси 

ДЕЯКІ АЛГОРИТМИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ВОЛЬТЕРРИ I-го РОДУ  

У ЗАДАЧІ ВІДНОВЛЕННЯ СИГНАЛІВ 

Досліджено можливість розв’язання задачі відновлення сиг-
налів із застосуванням інтегральних рівнянь Вольтерри першого 
роду. Показано, що використання багатокрокових алгоритмів при 
розв’язанні рівнянь Вольтерри першого роду дає змогу отримува-
ти більш точний результат порівняно з методами, що базуються 
на застосуванні простих квадратурних формул. 

Ключові слова: відновлення сигналів, інтегральні рівняння 
Вольтерри I-го роду, багатокрокові алгоритми. 

Вступ. Задача відновлення вхідних впливів полягає в тому, що 
за заданою моделлю динамічного об’єкту 
 Ay f  (1) 
і експериментально отриманому вихідному сигналі y визначається 
вхідний сигнал f. Оператор A відображає динамічні властивості об'єк-
та і може бути представлений у вигляді диференціального оператора, 
що є, наприклад, сумою операцій диференціювання, тобто модель (1) 
є диференціальним рівнянням. Якщо ж оператор A є інтегральним 
оператором довільної складності (зокрема, сумою операцій інтегру-
вання різної кратності), то (1) є інтегральним рівнянням. Можливе 
змішане подання оператора A у вигляді комбінації диференціальних 
та інтегральних операторів, тобто в цьому випадку (1) є інтегро-
диференціальним рівнянням. 

Постановка задачі. Розв’язання задачі відновлення полягає в 
отриманні і чисельної реалізації оператора, зворотного оператору A, 
тобто в застосуванні співвідношення 

 1( )y A f  , (2) 

де y  і f  − відповідно, обтяжені завадами (похибками) вхідний і ви-
міряний вихідний сигнали. 

Реалізацію оператора 1A
 в реальних технічних системах викону-

ють комп'ютерними засобами, тобто програмно або апаратно (спеціалі-
зованими обчислювачами). Структура системи об'єкт — блок обробки 
вихідного сигналу з помилкою в f наведена на рис. 1. Ця система з пев-
ним наближенням вирішує задачу відновлення вхідного сигналу, дина-
мічно спотвореного перетворювальними властивостями об'єкта 

© О. О. Ситник, 2016
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Рис. 1. Загальна схема реалізації завдання відновлення вхідного впливу 

Розглянуту схему обробки вихідного сигналу широко застосо-
вують у системах реєстрації сигналів (вимірювальних системах) і в 
більш складних системах обробки інформації, таких як системи конт-
ролю, діагностики, управління, тобто в системах, що працюють у 
реальному часі. Труднощі, що виникають при цьому, визначаються 
некоректністю математичної задачі звернення оператора A, тобто 
принципово нестійкою задачею розв’язання рівняння (1). Для успіш-
ного розв’язання задачі відновлення необхідно застосовувати методи 
регуляризації [1, 2] і розробляти стійкі і точні алгоритми їх чисельної 
реалізації. Вибір методу регуляризації і якість розроблюваних чисе-
льних алгоритмів істотно залежать від властивостей кожної конкрет-
ної розв'язуваної задачі, зокрема від застосованого виду математичної 
моделі динамічного об'єкта. Прийнятий у даній роботі підхід ґрунту-
ється на застосуванні інтегральних динамічних моделей, тобто в цьо-
му випадку залежність (1) є інтегральним рівнянням. 

Основним видом інтегральної моделі задачі відновлення вхідного 
сигналу динамічного об'єкта є рівняння Вольтерри I роду, що збігається 
за структурою з оператором Вольтерри. Відмінність полягає в тому, що 
оператор Вольтерри є моделлю явного виду, описує «пряму» задачу ана-
лізу і призначений для визначення реакції ( )y t  об'єкта на вхідний вплив 

( )x t . Та сама модель забезпечує визначення вхідного сигналу ( )x t  за 

відомою реакцією ( )y t , однак при цьому необхідно розв’язувати інтег-

ральне рівняння щодо функції ( )x t , що входить під знак інтеграла. 
Непараметричні моделі динамічних об'єктів у формі інтегральних 

операторів і рівнянь є самостійним видом математичного опису задач 
динаміки. На відміну від параметричних моделей, для формування яких 
як вихідні дані використовують задані параметри об'єкта, непараметрич-
ні динамічні моделі формуються на основі заданих динамічних характе-
ристик об'єкта або його елементів. Динамічні характеристики являють 
собою функціональні залежності, які можуть бути отримані у вигляді 
експериментальних даних або в аналітичному вигляді. Застосування 
непараметричних динамічних моделей дає змогу розширити коло ефек-
тивно розв'язуваних дослідних і проектних задач. 

Основним підходом до реалізації інтегральних моделей є мож-
ливість використання квадратурних алгоритмів відновлення вхідних 
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впливів на основі розв’язання рівнянь Вольтерри I роду. Такий підхід 
є ефективним, його застосовують на практиці. Однак при цьому ви-
никають певні труднощі, викликані низкою особливостей у застосу-
ванні квадратурних алгоритмів розв᾿язання і пов'язані з некоректніс-
тю зазначеної задачі, що має особливості [3]. 

У цій роботі пропонується до розгляду використання багатокро-
кових алгоритмів розв’язання інтегральних рівнянь Вольтерри I роду, 
які дають змогу отримувати високу точність результатів під час 
розв’язання задачі відновлення. 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо лінійне інтегральне 
рівняння I роду типу Вольтерра 

        
0

, , 0,
x

K x t t dt f x x T     (3) 

з ядрами 
  , 0K x x x     і  0 0f   (4) 

і 
        , 0, , 0 , 0 0 0.xK x x K x x x f f        (5) 

Як відомо з теорії інтегральних рівнянь, якщо права частина 

 f x  і ядро задовольняють певним умовам гладкості, то розв’язок 

 x  задачі (3) існує, є єдиним і, отже, задача (3) коректна за спеціа-

льно обраною парою просторів. Однак задача розв’язання рівняння 

(3) за наближено заданими функціями    , ,f x K x t   є некоректною. 

Відомі різні регуляризаційні алгоритми (р.а.) для стійкого 
розв’язання рівняння (3) [1, 4]. У [5] показано, що при використанні 
однокрокових методів, що ґрунтуються на найпростіших формулах 
прямокутників, породжуються регуляризаційні алгоритми, в яких 
параметром регуляризації є крок дискретизації. Однак однокрокові 
методи мають низький порядок збіжності. Задача побудови стійких 
методів високого порядку точності є нетривіальною. 

У роботах [6, 7] для чисельного розв’язання задачі (3), (4) запро-
понована загальна схема побудови лінійних багатокрокових методів, 
заснована на використанні формул типу Адамса. Взявши за основу ці 
роботи, розглянемо задачу стійкої побудови каркасів наближених 
розв'язків інтегральних рівнянь Вольтерра I роду. 

1. Алгоритми для випадку K (x, x) ≠ 0. Введемо на [0, T] рівномірну 

сітку , 0,1,..., 1ix ih i n   , де  / 1h T n   і позначимо через h
i  на-

ближення до точного розв’язання  ix  в точці ix . Важливий клас чи-
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сельних методів наближеного розв’язання рівняння Вольтерри отримує-
мо через дискретизацію в (3) за допомогою сімейства квадратурних фо-
рмул, тобто через заміну (3) на систему рівнянь з трикутною матрицею 

    
1

1, 1 1
0

, , ,...,
i

h
i v i v v i

v

h K x x f x i q n 


  


  , (6) 

де , 0,1,...,h
s s q   — задані початкові значення, а 1,i v   — ваги ква-

дратурної формули. 
При конструюванні багатокрокових методів високої точності не 

всі інтерполяційні квадратурні формули придатні, наприклад, типу 
Сімпсона і Грегорі. Багатокрокові збіжні методи мають вигляд (6), 
вони побудовані в роботі [9], де використано модифікації інтерполя-
ційних формул і циклічно різні квадратурні формули відповідно. 

На відміну від методу (6), багатокрокові збіжні методи, заснова-
ні на використанні «екстраполяційних» формул типу Адамса, побу-
довані в [6, 7]. Загальна форма запису багатокрокових методів, що 
використовують ці формули, має вигляд: 

    1, 1 1
0

, , ,...,
i

h
i v i v v i

v

h K x x f x i q n   


  , (7) 

де 0 1,...,h h
q    — задані початкові значення, а 1,i v   — ваги квадрату-

рної формули. 
Для вибору ваги 1,i v   будемо розглядати такі квадратурні фор-

мули: 

 

       

         

11

00 0 0

1 1, 1
0 0

.

q ji
x xx qi

v v
j q v

qi i

q v j v j i v v i
j q v v

y t dt y t dt y t dt h a y x

r y h b y x r y h y x R y



 

   
  

   

 
      

 

   

  
 (8) 

Тут va  — ваги квадратурної формули Ньютона-Котеса з 1q   вузлом, а 

ваги vb  можуть бути знайдені єдиним способом із системи рівнянь 

   0

0

1
, 0,1,..., , 0 1

1

q
j

v
v

b v j q
j

   
 . (9) 

При такому виборі ваги        12 3
1 1 ,qq q

j j qr y h y x C O h 
    де 

   
1

0

1
1 ... 1 ,

!qC a a a q da
q

     а    2q
qr y O h 

 
і, отже, метод має 

похибку апроксимації    1
1

q
iR y O h 
  . 
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Перейдемо до збіжності методу (7) з довільним параметром q. 
Як і при розв’язанні диференціальних рівнянь, властивості стійкості 
методів розв’язання інтегральних рівнянь можна пов'язати з характе-
ристичним поліномом 

 
0

.
q

q v
v

v

b   


   

Будемо вважати, що метод (7) задовольняє сильну кореневу умову, якщо 
всі корені полінома знаходяться точно всередині одиничного кола. 

Умову збіжності формулюємо таким чином. Нехай 

        2
, , ,0

q
K x t C x t t x T


      ,  

 , 0 ,K x x x        1 ,qx C    0 0f    

і початкові значення задані з точністю  1qO h  . Тоді, якщо метод (7), 

заснований на формулі (8), задовольняє сильну кореневу умову, то 
він збігається з порядком 1q  , тобто 

   1

0
max .h q

i i
i n

x O h  

 
   

Використовуючи критерій Рауса-Гурвіца [11], неважко показати, 
що метод (7) задовольняє сильну кореневу умову для 0,1,...,5q  . 
Метод не задовольняє, починаючи з 6q  . 

Методи виду (7), що використовують квадратурні формули (8), 
вимагають спеціальних процедур для початку обчислень. Для обчис-

лення початкових значень h
s  з точністю  O h  можна скористатися 

неявним методом типу Рунге-Кутта, запропонованим у [8]. 

2. Побудова багатокрокових методів для випадку  , 0K x x  . 

Розглянемо випадок  , 0K x x  ,  , 0x t x
K x t x 


    . У [7] пока-

зано, що для розв’язання таких класів задач може бути застосований 
метод, що ґрунтується на квадратурних формулах, непридатних у 
стандартному випадку, таких, як формула Сімпсона і Грегорі I і II 
порядку. Збіжні методи ґрунтуються на комбінації формули Сімпсона 
з правилом 3/8, побудовані також у [9]. Покажемо, що можна уза-
гальнити методи (7) для розв’язання задач (3), (5) і далі побудуємо 
збіжні методи високого порядку точності, які ґрунтуються на інтер-
поляційних формулах типу Адамса. 

Щоб визначити, які квадратурні формули породжують збіжні 
методи, розглянемо модельну задачу 

      
0

0, 0.
x

x t t dt x     (10) 
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Застосовуючи метод (7), заснований на формулі (8) до (10), 

отримаємо , 0 1,h
s s q     

    1 1
0 0

0.
q qi

h
v i v v v i j v j v

v j q v

h a x x h b x x    
  

      (11) 

З (11) нескладно отримати різницеве рівняння q-го порядку з постій-
ними коефіцієнтами 

    0 1 1
1

1 1 0.
q

h h h
i v v i v q i q

v

b v b v b qb     


       

Таким чином, збіжність методу (7) буде залежати від нулів полінома 

       1 1
0 1

1

1 1 .
q

q q v
v v q

v

b v b v b qb     




      (12) 

Нехай    3, ,qK x t C 
   , 0,K x x    , 0 ,xK x x x      

   1 ,qx C      0 0 0f f    і початкові умови , 0 1h
s s q     

задані з точністю  qO h . Тоді, якщо метод (7), заснований на форму-

лі (8), задовольняє сильну кореневу умову, то він збігається з поряд-
ком q, тобто 

   
0
max .h q

i i
i n

x O h 
 

 
 Визначимо максимальний порядок точності методу (7). Вважаючи 

в (12)  0 11 3 / 2, 1/ 2q b b    , одержимо характеристичне рівняння 
23 2 1 0,     

корені якого знаходяться точно всередині одиничного кола. При 

 0 1 22 23 /12, 16 /12, 5 /12q b b b     , матимемо 
3 223 32 31 10 0, 1, 1,2,3.i i        

 
Проте, вже при  0 1 23 55 / 24, 59 / 24, 37 / 24,q b b b    

 
3 9 / 24b    корені рівняння 

4 3 255 118 170 110 27 0         
не знаходяться всередині одиничного кола. 

Таким чином, багатокроковий метод (7), заснований на формулі 
(8), відповідає сильній кореневій умові для 1,2q   і, отже, максима-

льно можливий порядок точності методу (7) дорівнює двом. 

3. Для побудови методів високої точності розглянемо інтерпо-
ляційну формулу типу Адамса  
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11

00 0

1

1 1, 1
1 0

.

q ji

j

x xx qi

v v q
j q vx

qi i

v j v j i v v i
j q v v

y t dt y t dt y t dt h a y x r y

h b y x r y h y x R y



 



   
  

       
  

      
  

   

  



 (13) 

Тут va  — ваги квадратурної формули Ньютона-Котеса з 1q 
 
вуз-

лом, а ваги vb визначаються однозначно із системи рівнянь [9]  

  
1

1
, 0,1,..., 1.

1

q
j

v
v

b v j q
j

   
  (14) 

При такому виборі ваг, маємо 

       23 1
1 2 ,qq q

j j qr y h y x C O h 
  

 
де 

         
0

2
1

1

1
1 ... , .

1 !
q

q qC a a a q da r y O h
q






   
 


 

Отже,    2
1

q
iR y O h 
 

 
 

Формула (13), де ваги vb  визначаються формулою (14), відпові-

дає квадратурній формулі Грегорі [10]. Очевидно, що використання 
формули Грегорі (13) щодо функції      ,y t K x t t  через умову 

 , 0K x x   призводить до трикутної системі рівнянь виду (7) для 

наближеного знаходження h
i . 

Знову застосовуючи метод (7), заснований на формулі (13), що-
до задачі (10) можна з'ясувати, що збіжність методу буде залежати 
від нулів полінома 

        1
1

0

1 1 .
q

q v
v v q

v

v b v b qb    



      (15) 

Нехай   2 ,qx C      4, ,qK x t C 
   , 0K x x  ,  ,xK x x   

0 ,k x         0 0 0f f    і початкові значення , 0,1,...,h
s s   

1q   задані з точністю  qO h . Можна показати що, якщо всі корені 

полінома (15) знаходяться точно всередині одиничного кола, то ме-
тод (17), заснований на формулі (13), збігається з порядком q, тобто 

   
0
max .h q

i i
i n

x O h 
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Таким чином, метод (7), заснований на формулі Грегорі q -го 

порядку, збігається зі швидкістю  qO h , якщо початкові значення 

задані з точністю  qO h . 

У табл. 1 виписані характеристичні рівняння для 1,...,5q  . 

Таблиця 1 

Результати аналізу збіжності методу 
Поря-
док 
точ-
ності 

Вид характеристичного рівняння 

q = 1
 

13θ2 – 2θ + 1 = 0
q = 2

 
14θ3 – 5θ2 + 4θ – 1 = 0

q = 3
 

299θ4 – 176θ3 – 194θ2 – 96θ + 19 = 0
q = 4

 
317θ5 – 266θ4 + 374θ3 – 276θ2 – 109θ – 18 = 0

q = 5
 

84199θ6 – 92922θ5 + 157973θ4 – 155852θ3 + 92193θ2 – 30426θ – 1315 = 0

Стійкість багатокрокового методу щодо збурень вихідних 
даних. У більшості додатків інтегральних рівнянь Вольтерри замість 

f  і K  задані наближення f  і K  такі, що ,
c

f f    

c
K K   . Потрібно за даними f  і K  відновити стійкий каркас 

наближених розв’язків задач (3), (4) або (3), (5). Проведемо аналіз 
стійкості багатокрокового методу щодо збурень вихідних даних. 

Розглянемо випадок, коли ядро задано точно, а замість точної 

правої частини f  задана безперервна функція f  така, що 

      .
cc

f x f x x     

Спочатку перейдемо до дослідження стійкості наближеного 
розв’язку задачі (3), (4), отриманого методом (7), що ґрунтується на 
формулі (8). 

Нехай каркас наближеного розв’язку знаходиться з трикутної 
системи рівнянь 

    1, 1 1
0

, ,..., ,
i

i v i v v i
v

h K x x f x i q n   


    (16) 

де 0 1,...,h h
q    — задані початкові значення, 1,i v   — ваги квадратур-

ної формули. 

Знайдемо оцінку похибки методу (16). Вважаючи  i i ix      

і записуючи рівняння помилки у вигляді 
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1, 1, 1 1
0 0

,
qi i

v i v i v i j v j v i i
v j q v

h a K h b K R        
  

     

можна показати, що 

 1
1 2

0
max ,q

i
i n

c h c
h

  

 
   (17) 

де ic  — постійні незалежні від h . 
З оцінки (17) видно, що перший доданок характеризує точність 

методу, зменшується зі зменшенням h , а другий доданок, пов'язаний 
з похибкою вихідних даних, навпаки, зростає. 

З (17), вибираючи  
1

2qh    , знаходимо 

  
1

2max ( ).

q

q
i i

i
x O  


   (18) 

Нехай виконані умови збіжності та    
c

f x f x   . Тоді ба-

гатокроковий метод, заснований на формулі (18) для 1, 2,...,5q  , 

породжує р.а., причому справедлива оцінка (18), якщо  
1

2qh     . 

У роботах [5, 6] показано, що метод, заснований на формулі се-
редніх прямокутників, дає порядок збіжності за  , що дорівнює 2/3. 
У той самий час, метод, заснований на формулі (18), може давати 
найвищий порядок збіжності, що дорівнює 6/7. 

Для того, щоб побудувати стійкий розв’язок задачі (3), (5), вико-
ристовуємо метод, заснований на формулі (13). При цьому оцінка 
похибки методу має вигляд 

   1 2 1 22
max , , .q

i i
i

x c h c c c const
h

       (19)  

Таким чином, для досить малого  , вибираючи  
1

2qh    , мати-

мемо оцінку похибки р.а. 

  2

0
max ( ), 1,..., 4.

q

q
i i

i n
x O q   

 
    

Числові результати. 

Приклад 1. Як приклад розглянемо задачу [6], 

   
0

cos 1 cos , 0 2,
x

x t t dt x x      
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яка має розв’язок  x x  . У табл. 2 наведено максимальні похибки 

розв’язків для h , що дорівнює 0.1, 0.05, 0.025, 0.02. 

Таблиця 2 

Залежність максимальної похибки розв’язку від кроку дискретизації 
q h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.02 
1 8,1·10–3 2·10–3 5,1·10–4 3,3·10–4

2 1,6·10–3 2,1·10–4 2,8·10–5 1,4·10–5

3 1,9·10–4 1,2·10–5 8·10–7 3,3·10–7

4 1,9·10–5 6,1·10–7 2,1·10–8 6,9·10–9

5 2,6·10–6 4,5·10–8 1,1·10–9 3,9·10–10

Результати табл. 2 показують 1q  -й порядок збіжності методу, 

але для 4,5q   помітний ефект машинного округлення. 

Приклад 2. Розглянемо задачу [7] 

     
0

1 0,5 sin cos , 0 2
x

t x xe t dt x x x e x       , 

яка має розв’язок   1 sinx x   . У табл. 3 наведено максимальні 

похибки розв’язку. 

Таблиця 3 

Порівняння максимальних похибок розв’язку  
різними методами задачі відновлення 

Метод h = 0,1 h = 0,05 h = 0,025 h = 0,02 
А 
Б 

4,9·10–2

2,1·10–2 
2,4·10–2

1·10–2 
1,2·10–2

5,3·10–3 
9,9·10–3

4,2·10–3 

В 
Г 

7,4·10–3

1,4·10–5 
2·10–3

1,1·10–6 
5,4·10–4

1,8·10–7 
3,5·10–4

1·10–7 

Д 
Е 

1,1·10–5

4,8·10–7 
1,6·10–6

1,8·10–8 
2,2·10–7

1,6·10–8 
1,2·10–7

3,9·10–8 

З табл. 3 видно, що методи типу А — метод з 1q  , Б — Гре-

горі І порядку, мають перший порядок збіжності, В — метод з 
2q  , Г − Грегорі ІІ порядку, — другий порядок, Д — Грегорі ІІІ 

порядку — третій порядок, Е — Грегорі ІV порядку — четвертий 
порядок збіжності. 

Висновок. Аналіз багатокрокових квадратурних алгоритмів дав 
змогу встановити, що, виходячи з їх умов стійкості, можуть бути 
отримані можливості ефективного застосування квадратурних фор-
мул високого порядку точності, що підтверджують обчислювальні 
експерименти під час розв’язання модельних задач.  
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ОЦІНЮВАННЯ ІНФОРМАТИВНИХ ПАРАМЕТРІВ  
УСТАЛЕНИХ ЗОРОВИХ ВИКЛИКАНИХ ПОТЕНЦІАЛІВ  
З ВИКОРИСТАННЯМ ЇХ РОЗКЛАДІВ ЗА БАЗИСАМИ 

ДИСКРЕТНИХ ОРТОГОНАЛЬНИХ ПОЛІНОМІВ 

Використовуючи метод ортогонального перетворення за 
базисами дискретних ортогональних поліномів Чебишева, Ла-
гера, Кравчука, отримано оцінки спектрів математичного спо-
дівання усталених зорових викликаних потенціалів. При аналі-
зі спектру відібрано оптимальний ортонормований дискретний 
базис для подальшого отримання інформативних параметрів 
для діагностики зорової системи людини. 

Ключові слова: інформативні параметри, усталений зо-
ровий викликаний потенціал, ортогональний розклад, дискре-
тні ортогональні поліноми, діагностика, зорова система. 

Вступ. Зорова система людини виконує чи не одну із найбільших 
ролей при світосприйнятті та опрацюванні інформації. За даними 
«Центру медичної статистики МОЗ України» приблизно 300 тис. людей 
лише в нашій державі страждають від різноманітних форм порушення 
зору. В сучасному світі, який майже не щодень дивує різноманітними 
новітніми технологіями, уже не достатньо використовувати суб’єктивні 
методи для діагностики. Оскільки, процент помилок при таких методах є 
достатньо великим, тому зростає актуальність у побудові інформаційної 
технології для діагностики, яка би забезпечила достовірну оцінку стану 
зорової системи людини у комплексі (око і весь зоровий тракт). Перше, 
що є необхідним, для побудови такої системи, це правильне обрання 
інформаційного сигналу та відповідної методики його реєстрації, насту-
пним кроком є побудова адекватної математичної моделі сигналу та 
отримання інформативних параметрів для достовірної діагностики. 

Лазерна біометрія, авторефрактокератометрія, пневмотономет-
рія — це ті методи, які офтальмологи використовують на даний час 
при діагностиці складних захворювань зору [1]. Проте ці методики не 
є придатними для дослідження зорової системи в цілому і їх не мож-
ливо застосувати для виявлення порушень у дітей раннього віку та 
новонароджених. Метод зорових викликаних потенціалів використо-
вується у медичній діагностиці для оцінки: діяльності зорового нер-
ву, стадії розвитку амбліопії, сліпоти (отриманої внаслідок порушен-
ня роботи кори головного мозку), патології зору при захворюваннях 
альбінізмом, гостроти зору у дітей [2, c. 419]. 

© М. А. Стадник, 2016
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Зоровий викликаний потенціал (ЗВП) — це електрична реакція 
зорових відділів кори головного мозку людини на зовнішнє подраз-
нення (світловий спалах, просторово-структуровані стимули). За час-
тотою стимуляції розрізняють ЗВП фазові (transient, 1-4 Гц) та уста-
лені (steady-state, 5-30 Гц). На даний час, усталені ЗВП (уЗВП) вико-
ристовуються для оцінки зорової системи, а також дозволяють визна-
чити зорову увагу, робочу пам'ять, ритми мозку, бінокулярну конку-
ренцію, є одним із сигналів, на базі яких виконується прийняття рі-
шень у нейро-комп’ютерному інтерфейсі. 

Основна теорія виникнення ЗВП полягає в тому, що ЗВП є су-
мою багатьох компонент, що генеруються різними нейронами мозку 
[3, c. 692], при цьому на графіку вони будуть відображатися відпові-
дними екстремумами. Внаслідок цього, найпоширенішою методикою 
в офтальмологічній практиці є вимірювання та аналіз амплітудно-
часових характеристик екстремумів отриманих реалізацій ЗВП: оці-
нювання часових інтервалів між сусідніми екстремумами та перети-
нів нульової лінії, кутових коефіцієнтів [4]. Цей метод є досить таки 
суб’єктивним, оскільки немає чіткого розмежування між нормою та 
патологією. Тому виникає завдання, що і відображає основну мету 
написання статті, — пошук та оцінювання інформативних парамет-
рів, які би з найменшою похибкою і максимальною завадостійкістю 
сформували множини станів в нормі та при захворюваннях для пода-
льшого прийняття рішення діагностики.  

Математична модель. На основі останніх робіт та теорій елект-
рогенезису у статті [5, 6] подано детальне обґрунтування математич-
ної моделі усталеного ЗВП (у ЗВП) у вигляді лінійного періодичного 
випадкового процесу (ЛПВП) ( ), ( ; )t t    , що зображується на-
ступним чином: 

 1( ) ( , ) ( ), ( , )t t d t    



    , (1) 

де 1( ), ( , ),      P 1(0) 0 1    — узагальнений неоднорідний 

пуассонівський процес; ( )( )( , ) sin( ( )( )) ( )tt e t U t           – 

ядро ЛВП, де ( )U s  — функція Хевісайда; ( ) 0    та ( ) 0    — 
коефіцієнт затухання та частота імпульсу, що виникає у зоровій корі у 
момент часу  . 

При цьому виконуються наступні умови для зображення (1): 

( , ) 0t    при t  , 2 ( , ) ,t d t  




   , ( , ) ( , )t T t T      , а 

також 1( )   — пуассонівський процес із незалежними T -пе-

ріодичними приростами, де 0T   — період процесу (1).  
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Усталений ЗВП є сумою імпульсів, що генеруються у відповідь на 
дію породжуючого процесу 1( ), ( , ),      стрибки якого виника-

ють у послідовні пуассонівські моменти часу і дорівнюють випадковим 
величинам, що відображають значення амплітуди імпульсів. 

Оцінювання ймовірнісних характеристик. У статті [4] детально 
пояснено та обґрунтовано те, що лінійний періодичний випадковий 
процес (1) є T-періодичним за Слуцьким [7, c. 132, 8], тобто послідо-
вність скінченно вимірних функцій розподілу  

 1 2 1 2, ,..., ; , ,...,n nF x x x t t t , 1 2, ,..., ( , )nt t t     

цього процесу задовольняє умову:  

 1 2 1 2 1 2 1, ,..., ; , ,..., ( , ,..., ; ,n n nF x x x t t t F x x x t T  2 ,..., ),nt T t T  1,2,3...n  .  

Для оцінювання ймовірнісних характеристик періодичного про-
цесу необхідно перш за все отримати оцінку періоду, що є базовим 
параметром для усіх періодичних процесів. Для цього було застосо-
вано відомий метод -серій, що представлений у статті [7, c. 130–

134]. Внаслідок цього було отримано асимптотично незсунену та ко-
нзистентну оцінку періоду Т випадкового процесу (1). 

Моментні функції ЛПВП (1) є також є періодичними за сукупні-
стю аргументів. Зокрема, для математичного сподівання ( )tM  та 

кореляційної функції 1 2( , )R t t  такого процесу виконуються наступні 

співвідношення [6]:  ( )t t T  M M , 1 2 1 2( , ) ( , )R t t R t T t T   . 

Позначимо через ( )kl k t lT     — k-ту  -серію вхідної пос-

лідовності t (реалізації електроенцефалографічного сигналу зареєст-

рованого над зоровими відділами мозку), при 0, 1,k L l Z   , 

1
T

L
t

 


, t  — крок дискретизації. 

Оскільки,  -серії є сукупністю впорядкованих за часом відліків 

процесу ( ),t  взятих через період T і є стаціонарними та стаціонарно 

зв’язаними випадковими послідовностями, то для оцінювання мате-
матичного сподівання ( )tM  можна застосувати добре розроблений 

математичний апарат статистичного аналізу стаціонарних випадко-
вих послідовностей.  

Для отримання оцінки дискретизованого математичного споді-
вання ( )M k t   (будемо аналізувати математичне сподівання лише 

на одному періоді, оскільки, як було вказано вище, воно є періодич-
ним) на інтервалі [0, )T  використаємо статистику: 
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1
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, 0, 1,

m

k kl
l

M k L
m





  


 (2) 

деm  — кількість циклів процесу, який досліджується. Статистика (2) 
є незсуненою і конзистентною оцінкою відліків математичного спо-
дівання [7]. 

На рис. 1 наведено приклад реалізації оцінки математичного 
сподівання уЗВП отриманого при стимуляції світловими спалахами із 

частотою 10 Гц ( 0.1c, 1 / 510c, 30, 0,51T t m k     ). 

 
Рис. 1. Реалізація оцінки математичного сподівання уЗВП 

Для знаходження інформативних параметрів досліджуваного си-
гналу, скористаємося відомим методом ортогонального перетворен-
ня, в результаті якого отримаємо спектр розкладу.  

Метод ортогонального перетворення. Метод ортогональних 
перетворень для задачі ідентифікації інформативних параметрів мо-
жна сформулювати наступним чином [9, с. 48–51]. 

Нехай маємо вектор 

0

1

2

1

,

L

z

z

Z z

z 

 
 
 
 
 
 
 
 


 де ( ), 0, 1kz k t k L   M  та 

деяку іншу матрицю B  розмірністю L L  із елементами 
, , 0, 1nkb n k L  . Рядки чи стовпці матриці B  утворюють ортонор-

мований базис у L -вимірному дійсному евклідовому просторі LR . 
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Тоді дискретне ортогональне перетворення вектора M  зобразимо у 
наступному вигляді: 
 .C BZ  (3) 

Вектор 

0

1

2

1L

c

c

c

c 

 
 
 
 
 
 
 
 

C



 називається спектром вектора M  за ортоно-

рмованим базисом, заданим рядками матриці B  в просторі LR . 
Обернене до дискретного перетворення (3) зобразимо у наступ-

ному вигляді: 
 .Z CB  (4) 

Для отримання оцінки спектру C  скористаємося статистикою 

,C BZ
 

де 

0

1

2

1L

z

z

z

z 

 
 
 
 
 
 
 
 

Z




 




 — вектор, елементи якого отримані за допо-

могою статистики (2). 
Для виконання будь-якого ортогонального перетворення необ-

хідно вибрати ортогональний базис серед множини усіх базисів (кла-
сичних, поліноміальних), на основі якого і буде здійснено розклад 
вхідного сигналу. 

Ортогональні базисні функції. Ортогональний розклад вектора 
Z (4) представимо у розгорнутому вигляді: 

 
1

0

, 0, 1.
L

k n nk
n

z c b k L



    (5) 

Слід також зазначити, що кожен n -ий рядок матриці являє со-

бою функцію дискретного аргументу , 0, 1nkb k L  . Сукупність з 

1L  цих функцій утворює ортогональний базис в LR . 
В якості ортогональних поліноміальних базисних функцій будемо 

досліджувати дискретні ортогональні базиси Чебишева, Кравчука та 
Лагера, оскільки вони є найбільш дослідженими і значно простішими 
при реалізації [10]. Для їх побудови у загальному випадку використову-
ють відповідні ортонормовані поліноми та рекурентні співвідоношення. 

Ортогональні функції Чебишева на скінченному інтервалі 
0, 1L   співпадають із ортонормованим поліномами Чебишева дис-
кретного аргументу і визначають наступною формулою[10, c. 47–78]: 
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Коефіцієнти ортогонального розкладу визначаються із наступ-
ного виразу: 

 
1

2 2 2
0

2 1
, 0, 1.

( 1) ( )

N

k k nk
n

k
c z t k L

L L L k






   

 


 (7) 

Ортогональний базис функцій Лагера дискретного аргументу 
має наступний вигляд: 
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( )U n  — функція Хевісайда; 0   — параметр. 
Ортогональну систему функцій Кравчука на скінченому інтер-

валі отримуємо за допомогою наступного виразу: 
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норма полінома Кравчука.  

Вибір дискретного ортогонального базису та його використан-
ня для оцінювання інформативних параметрів. Для отримання реалі-
зацій уЗВП використовувався цифровий електроенцефалограф DX-NT-
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32 (виробництво м. Харків, Україна), з такими характеристиками: вхід-
ний опір підсилювачів — 20 МОм, коефіцієнт дискримінації синфазної 
завади — 100 дБ, частотний діапазон — 0,05–70 Гц, частота дискретиза-
ції — 512 Гц, квантування по рівню — 10 біт, стимуляція — світлодіодні 
лампочки (три). Інформаційно-вимірювальна система дозволяє встанов-
лювати частоту стимуляції в діапазоні 1–30 Гц. Для накладання електро-
дів використовувалася міжнародної системи 10–20. Протокол дослі-
дження виконувався згідно стандарту із залученням 20 людей (8 чолові-
ків, 12 жінок) за їхньої згоди. 

Згідно вище написаних теоретичних відомостей було обчислено 
оцінки математичного сподівання уЗВП (використовуючи статистику 
(2)), отриманих при наступних частотах стимуляції: 7, 10, 12 Гц. Од-
на із них представлена на рисунку 1.  

Наступним було виконано завдання ортогонального розкладу за 
дискретними ортонормованими базисними функціями Чебишева, 
Лагера, Кравчука, використовуючи відповідно наступні зображення 
(5), (6), (8), (9). Спектри коефіцієнтів розкладу за відповідними бази-
сами уЗВП при частоті стимуляції 10 Гц зображено на рисунках 2–4. 

При подальшій діагностиці дуже важливо використовувати таку 
кількість складових розкладу, які би несли достатньо корисної інфо-
рмації для діагностики. 

Для ідентифікації діагностичних параметрів скористаємося рів-
ністю Парсеваля, яка стверджує, що сума квадратів коефіцієнтів ор-
тогонального розкладу дорівнює енергії сигналу E , тобто: 

 
1 1

2 2

0 0

.
L L

k k
k k
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    (10) 

 
Рис. 2. Реалізація оцінки спектру уЗВП  

(частота стимуляції 10 Гц) за базисом Чебишева 
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Рис. 3. Реалізація оцінки спектру уЗВП 

(частота стимуляції 10 Гц) за базисом Кравчука 

 
Рис. 4. Реалізація оцінки спектру уЗВП 

(частота стимуляції 10 Гц) за базисом Лагера 

Використовуючи зображення на рис. 2–4 можна зробити висно-
вок, що лише кілька перших коефіцієнтів розкладу (5) вносять знач-

ний енергетичний вклад в повну енергію вектораZ


. Внаслідок цього, 
саме вони і є інформативними та використовуватимуться в подаль-
шому для діагностики. 

Для знаходження кількості коефіцієнтів розкладу, які будуть ви-
користовуватися в якості інформативних введемо статистику, отри-
ману на основі (10): 
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де 0c  — елемент спектру, що характеризує постійну складову сигна-

лу і через те не може бути інформативним.  
На основі статистики (11) було здійснено розрахунок кількості спе-

ктральних складових n по кожній із досліджуваних систем ортогональ-
них функцій дискретного аргументу, які вносять енергетичний вклад в 

повну енергію вектораZ


, тобто 0.99.nI 


 На основі отриманих резуль-

татів сформовано таблицю 1, що відображає залежність кількості коефі-
цієнтів розкладу, частоти стимуляції та обраного ортогонального базису. 

Таблиця 1 

Кількість складових ортогонального розкладу  
для відображають 99% енергії сигналу у ЗВП 

Кількість складових ортогонального 
розкладу за функціями дискретного 

аргументу 

Частота стимуляції при  
реєстрації усталених ЗВП, Гц 

7 10 12 
Чебишева 9 7 7 
Кравчука 27 20 21 
Лагера 17 17 18 

Аналізуючи таблицю 1, зауважимо, що лише 7-9 коефіцієнтів розк-
ладу за базисом Чебишева складають 99% енергії, що є значно менше в 
порівнянні з іншими досліджуваними, тому можна стверджувати про 
доцільність використання саме цього ортогонального базису. 

В подальших досліджень необхідно вирішити наступні завдан-
ня: дослідити відповідність між обраними ідентифікаційними пара-
метрами та офтальмологічними захворюваннями, що в значній мірі є 
завданням медичних працівників; розробити критерій прийняття рі-
шення для діагностики зорової системи. 

Висновки. На основі проведених досліджень можна зробити на-
ступні висновки: 

 здійснено розклад математичного сподівання уЗВП за базисами 
дискретних ортогональних поліномів Чебишева, Кравчука і Лаге-
ра, що дозволяє отримати множину параметрів для виявлення із 
них інформативних; 

 для оцінювання кількості інформативних параметрів використано 
статистику, яка відображає енергетичний вклад компонентів орто-
гонального розкладу в повну енергію сигналу; 
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 на основі аналізу спектру розкладу математичного сподівання у 
ЗВП за ортонормованим базисом Чебишева оцінено інформативні 
параметри — 7–8 складових спектру, що будуть в подальшому 
використані для діагностики. 

 збільшення частоти стимуляції при реєстрації уЗВП призводить 
до зменшення кількість складових ортогонального розкладу за ба-
зисами дискретних ортогональних поліномів, що несуть корисну 
інформацію. 
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The spectrum estimations of steady-state visual evoked potential’s 
mathematical expectation were calculated by method orthogonal transfor-
mation that uses Chebyshev, Laguerre, Kravchuk discrete orthogonal poly-
nomials. The discrete orthonormal basis as the best basis for obtaining fur-
ther information parameters for the diagnostics of the human visual system 
was selected by using spectrum analysing.  
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NUMERICAL SIMULATION OF DYNAMIC  
OBJECT BASED ON CONVOLUTION OPERATIONS 

A recursive digital filter construction method is considered for 
simulation of inertial element as a typical component of complex 
dynamic object. New computational formulas are obtained. Their 
high accuracy as compared to traditional ones is shown. Decompo-
sition of initial model of simulated object by convolution opera-
tions with several typical exponential kernels is proposed instead of 
traditional operations of integration and differentiation. 

Key words: mathematical model, transfer function, Volterra 
integral operator, convolution operator, digital filter. 

Introduction. A wide range of control system units can be described 
with acceptable accuracy as a linear stationary dynamic object with 
lumped parameters. There are several mathematical descriptions of such 
an object. Common higher order linear differential equation is its tradi-
tional mathematical model. 

Well-known software packages for simulation of continuous objects 
(SPSCO), such as MATHLAB, SIMULINK, CC, PSPACE, MCAP, 
SIGNAL, EURIKA, MATCAD, as well as domestic SPSCO, DISPAS, are 
based on computational solution of differential equations. They have li-
mited accuracy and low tolerance to noise interference or rapidly changing 
signals, that is especially evident while solving inverse problems of sys-
tems dynamics, in particular signal recovery problem [1]. 

In Laplace image space, traditional differential model of continuous 
object is associated with rational fractional transfer function that can be 
decomposed into partial fractions. Then, on the basis of the convolution 
theorem and tables of Laplace transform basic functions one can pass to 
the originals. As a result, we obtain an equivalent linear integral equation 
based on convolution operator with a complex kernel in the form of super-
position of exponential and power functions. 

Integrated mathematical model has a number of advantages as com-
pared to the differential one [1, 2]. In particular, when it is used, accuracy 
of numerical simulation of the object under investigation is enhanced. The 

© Jo Sterten, 2016



Серія: Технічні науки. Випуск 13 

161 

algorithms obtained are characterized by deeper parallelization. The last of 
these properties is very important for simulation of an object in real time, 
when the computation should be completed during the step of discretiza-
tion of input and output signals. 

Digital filtration techniques. Application ofdigital filters seems to 
be very promising for simulation of continuous objects.The simplest and 
most common technique is to synthesize a transversal digital filter with 
finite high-order impulse response (usually one or two hundred units). 
This leads to emergence of technical difficulties. Advantage of this me-
thod consists in simplicity of organization of computer-aided calculation 
of transversal filters [3]. Very promising perspective stems from develop-
ment of recursive digital filters [4] with simple technical implementation 
(usually they have low orders — one, two or three units) and high level of 
computational process parallelization. 

Traditionally, an analog prototype is used for development of a re-
cursive digital filter. It means formally that with equivalent algebraic ma-
nipulations, operator of primary continuous mathematical model can be 
reduced to a form suitable for realization in analog integrators, that are 
replaced thereafter with digital ones. 

Image F(p) of continuous original function f(t) according to defini-
tion of integral Laplace transform can be find as follows: 

0

( ) exp( ) ( ) ,F p pt f t dt


   

where t is argument of the original function (as a rule, it is time); p is a 
mapping function argument (frequency or spatial coordinate) [5]. 

It is convenient to use this transformation, as well as Fourier trans-
form, for spectral analysis of harmonic signals. Infinitely long in time sine 
waves are transformed in images into infinitely narrow by spatial coordi-
nate spectral lines. Dynamic operations of differentiation or integration, 
complicated in the originals, are reduced to simple multiplication opera-
tions in images. This method makes possible significant simplification of 
analytical calculations of complex dynamical system response to an arbi-
trary continuous input signal. Sometimes performance of reverse trans-
formation for transition to the originals causes significant difficulties. 

Image F(z) of the original discrete function f(nh) according to defini-
tion of Jury discrete transform (z-transform) is found as follows: 

0

( ) ( ) ,n

n

F z f nh z





   

where n is argument of the original function (formally it is number h of 
discretization step); z is argument of the image function [5]. 
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It is very convenient to use Jury transform when developing recurrence 
formulas for numerical determination of values of the original function in 
equidistant sampling nodes. It is enough to calculate value of the function in 
some start nodes. Digital filters do work on this principle. They make it possi-
ble to simulate complex dynamic objects in real time, i.e. to calculate response 
of such an object to an arbitrary input signal. Next output signal value is de-
termined from several input and output values of the object in previous discre-
tization time points. Simplicity of inverse transformation that leads to recur-
rence formulas is an important advantage of Jury transform. 

From the formulas that determine Laplace transform and Jury trans-
form formally follows that z = exp(–ph), or p = (1/h)ln(z). Substitution of 
continuous differentiation operator p with finite difference expression 
leads to an infinite series. As a rule, truncation of the logarithm expansion 
into Laurent series is used. Thus bilinear z-transform, that uses the first 
two terms of expansion into Laurent series, is widely used: ln(z) =  
=2 (z – 1) / (z + 1). Hence p = (2 / h) (z – 1) / (z + l). This method of recur-
sive digital filter synthesis is also called Tustin's method [3]. 

This is how traditional digital filter synthesis method for simulation of 
continuous dynamic object is built [3]. Its main drawback consists in low ac-
curacy of calculation of the output signal of simulated dynamic object in dis-
cretization nods, caused by incorrect substitution of continuous operator with 
discrete one. This is because the source model of dynamic object has been 
defined as a rational fractional transfer function, i.e. as an initial decomposi-
tion of continuous operator of object on differentiation stage. 

However, primary continuous operator of dynamic object can be 
represented as a decomposition of rational fraction expression into partial 
fractions. It corresponds in the originals to decomposition of continuous 
operator into several convolution operations with several type kernels (ex-
ponential, exponential power and exponential trigonometric) [6]. Analog 
model of dynamic object can be developed without integrators, solely on 
inertial and oscillation elements [7]. 

It should be noted that integration is a subcase of convolution opera-
tion, when kernel is a singular constant function [2, 5]. 

Convolution method. Replacement of continuous convolution oper-
ator with finite difference expression can be performed more accurately. 
Kernel of convolution operator is often an exponential function, that leads 
to very low orders of difference equation of the desired digital filter. Let's 
prove a simple but important theorem. 

Theorem. Continuous operator 1 / (Tp + 1) in Laplace image space is 
associated with discrete operator (l – g) z / (z – g), g = exp (–h / T)) in  
z-image space. 

Proof. Output signal Υ of inertial element is related with input signal 
X by a simple equation in Laplace images 
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 ( ) ( ) ( ), ( ) 1 / 1 ,Y p V p X p V p Tp    

where Τ is inertial element time constant. Product of two functions in im-
ages is associated in originals with convolution of two functions, that is 
reduced to the problem of realization of Volterra integral operator: 

 
0

( ) ( ) .
t

y t V t s x s ds   

Convolution operation is formally defined for infinite integration 
limits. However, since the argument of signal is time and not a spatial 
coordinate, and kernel V(t) = 0 for t < 0, one can choose finite integration 
limits. Signal start (t = 0) can be taken as a reference-starting point, upper 
limit of integration will be variable here. 

Let's find kernel function V(f) in originals according to Laplace 
Transform Table. Let's reduce the V(p) function in images to tabular style: 

( ) (1/ ) / ( (1/ )).V p T p T   
Its parallel in the originals  

( ) (1/ ) exp( / ).V t T t T   
Consequently, passage of signal through inertial element in the origi-

nals is associated with operation of the signal function convolution with 
kernel in the form of exponential function. 

Let's discretize time t at increments of h, and move on to discrete 
convolution: 

0

( ) (( ) ) ( ) .
n

k

y nh n k h x kh h


   

Keep in mind that the value ds in continuous operator is associated 
with increment of h in discrete operator. Thus, ν(nh) = (h / T) exp(–(nh/T)). 
In z-images we obtain  

( ) ( ) ( ), ( ) ( / ) / ( ), exp( / ).Y z V z x z V z h T z z g g h T      
Let's move on to discrete originals through the shift theorem: 

1

1

1

( )( ) ( / ) ( ),

( )(1 ) ( / ) ( ),

( ) ( ) ( / ) ( ),

( / ) , ( ), ( ).n n n n n

Y z z g h T zx z

Y z gz h T x z

Y z gz Y z h T x z

y gy h T x y y nh x x nh





 

 

 
   

 

Let's perform correction of digital filter static balance mode for the 
case уn = уn–1 = хп with T  0. As a result, we obtain a working formula for 
numerical simulation of inertial element: 

1 (1 ) .n n ny gy g x    

Next value of discrete output signal is calculated from the current 
value of input signal and one of the previous values of the output signal. 
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Coming back to z-images, we get V(z) = (1 – g) z / (z – g). Thus, from Lap-
lace images we can pass to z-images through the following substitution: 

1/ ( 1) (1 ) / ( ), exp( / ).Tp g z z g g h T       
The theorem is proven. 

Accuracy of simulation of the primary continuous operator depends 
solely on length of the filter order grid and according to [6] does not de-
pend on discretization increment (unlike Tustin's method). The validity of 
this statement can be verified by analyzing disparity between calculations 
of inertial element transient response obtained with digital filtering formu-
la and analytical formula y(t) = 1 – exp (–t / T). 

If Tustin's method is used, significant dynamic error is observed in 
numerical simulation of continuous object. Magnitude of this error de-
creases with decrease of discretization increment. Computational formula 
structure is more complex [2]. 

Concepts of direct current static transmission factor for continuous 
and discrete transfer functions are substantially different. In the first case, 
this value is equal to one (constant), and in the second case it is close to 
zero and has not physical, but mathematical meaning. In order to ensure 
equal levels of input and output signals of dynamic object in equilibrium 
state, this value can be chosen in such a way that its discrete transfer func-
tion shall be equal to one for z = 1. This condition ensures physical equali-
ty to one of transmission factor of continuous object discrete model. 

Conclusions and generalization. If input signals used are smoother 
than a jump, minor error in numerical simulation of inertial element output 
signal can emerge as compared to analytical calculation. However, this 
error can be eliminated with additional weak transversal filtering. In this 
case, signal averaging in several adjacent points is actually performed in 
accordance with high-order quadrature formulas. 

Thus, convolution method can be considered the most efficient method 
for synthesis of recursive digital filter to simulate linear stationary object with 
lumped parameters. Structure of its recurrence computational formulas is 
simpler than traditional one, and accuracy of numerical simulation of object is 
higher, even with error down to zero with respect to analytical calculation. 

Depending on the kind of roots (simple, multiple, complex conjugate) of 
denominator polynomial of the primary rational fractional (in Laplace images) 
transfer function of the channel we get several kinds of partial fractions. We 
restricted ourselves to the case of one simple root, since all cases of complex 
roots generally can be reduced to it. Thus, the case of multiple root corres-
ponds to a serial connection of several identical inertial elements [1], and the 
case of complex conjugate roots corresponds to loop joint of two inertial ele-
ments [7]. Parameters of each elementary unit of dynamic objects can have 
functional dependences on time or input signal amplitude, that allows for si-
mulation of nonstationary or nonlinear objects respectively. 
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Thus, it may be concluded that instead of common integration or dif-
ferentiation operations for development of dynamic models of continuous 
objects it makes sense to use more complex operations in the form of con-
volutions with exponential power kernels. It improves accuracy of numeri-
cal simulation of continuous objects. 

A recursive digital filter construction method is considered for simula-
tion of inertial element as a typical component of complex dynamic object. 
New computational formulas are obtained. Their high accuracy as compared 
to traditional ones is shown. Decomposition of initial model of simulated ob-
ject by convolution operations with several typical exponential kernels is pro-
posed instead of traditional operations of integration and differentiation. 
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Розглянуто метод побудови рекурсивного цифрового фільтра для 
імітації ланки — типового елементу складного динамічного об’єкта. 
Отримано нові розрахункові формули. Показано їх високу точність 
порівняно з традиційними та доцільність декомпозиції вихідної моде-
лі об’єкта, що імітується, за операціями згортки з декількома типови-
ми експоненціальними ядрами замість традиційних операцій інтегру-
вання та диференціювання. 

Ключові слова: математична модель, передатна функція, інте-
гральний оператор Вольтерри, оператор згортки, цифровий фільтр. 
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МОДЕЛЬ НАДІЙНОСТІ ДЛЯ АНАЛІЗУ ПРИЧИН 
НЕПРАЦЕЗДАТНОСТІ НАСОСНОГО ВУЗЛА  

ІЗ ПОЛЕГШЕНИМ КОВЗНИМ РЕЗЕРВУВАННЯМ 

Запропоновано математичну модель надійності насосного 
вузла із полегшеним ковзним резервуванням. Така модель на-
дійності адекватно враховує вплив коефіцієнта навантаження 
для розподільника, який вмикає резервний насос, на ймовірні-
сні характеристики причин непрацездатності насосного вузла. 
Для визначення характеристик надійності застосовано динамі-
чне дерево відмов та марковську модель. 

Ключові слова: модель надійності, ковзне резервування, 
дерево відмов, марковська модель, причина непрацездатності. 

Вступ. На підприємствах харчової, хімічної та переробної промис-
ловості використовують насосні вузли, призначені для перекачування 
робочого середовища. Для підвищення надійності насосних вузлів засто-
совують ковзне резервування. В цьому випадку група основних насосів 
резервується одним чи декількома насосами, кожний з яких може замі-
нити будь-який із насосів основної групи у випадку його відмови. Для 
вмикання резервного насоса замість непрацездатного насоса з основної 
групи в системі встановлений гідравлічний розподільник. За незатребу-
ваного резервного насоса гідравлічний розподільник перебуває у полег-
шеному режимі. Після вмикання ним насоса він переходить у наванта-
жений режим роботи. У результаті постає проблема формування мате-
матичної моделі надійності, яка адекватно враховуватиме вплив зміни 
навантаження розподільника на ймовірнісні характеристики надійності, 
а саме на причини непрацездатності такої системи 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Для побудови моделей 
надійності насосних вузлів виділяємо такі підходи. У працях [1, 2] 
застосовують дерева відмов, які базуються на логіко-ймовірнісному 
методі. Недолік такого підходу полягає у тому, що він не забезпечує 
адекватне врахування явищ, пов’язаних зі зміною навантаження, а 
також не розрізняє катастрофічні і некатастрофічні відмови елемен-
тів. У працях [3, 4] використовують моделі надійності, які ґрунтують-
ся на імітаційному моделюванні за методом Монте-Карло. Недоліком 
цього підходу є те, що одержані результати спотворені флуктуаціями, 
амплітуда яких для робочого діапазону параметрів співмірна із зна-
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ченнями досліджуваних характеристик. У працях [5, 6] використову-
ють марковські моделі надійності, які базуються на аналізі простору 
станів. Основним недоліком таких моделей є обмеження експоненці-
альним розподілом, а також висока трудомісткість їх побудови.  

Для розв’язання поставленої проблеми використано підхід, який 
ґрунтується на поєднанні динамічних дерев відмов та марковських 
моделей надійності. Для послаблення обмеження експоненціальним 
розподілом застосовано розщеплення простору станів на основі тен-
зорного аналізу [7–9], яке забезпечило врахування довільних розпо-
ділів і «запам’ятовування» передісторії напрацювання елементів сис-
теми за навантаженням. 

Завдання дослідження: 

 математично описано надійність системи на основі динамічного 
дерева відмов; 

 побудовано модель станів та подій і розщеплену однорідну мар-
ковську модель системи; 

 визначено ймовірнісні характеристики причин непрацездатності 
системи. 

Опис системи та її динамічне дерево відмов. Насосний вузол скла-
дається із основної і резервної груп елементів (рис. 1). До основної групи 
входять насоси 1 та 2, які з’єднані між собою паралельно. До резервної 
групи входять розподільник 3 та насос 4, які сполучені між собою послі-
довно. Подача усіх трьох насосів 1, 2 та 4 однакова і становить для кож-
ного із них половину від сумарної подачі насосного вузла. 

 
Рис. 1. Функціональна схема насосного вузла 

Система функціонує таким чином. Насоси 1 і 2 перекачують ро-
боче середовище, поділяючи сумарну подачу порівну, а розподільник 
3 і насос 4 у цей час перебувають у резерві. У такому режимі наван-
таження насосів 1 і 2 номінальне, розподільника 3 — полегшене, а 
насоса 4 — відсутнє. Втрата працездатності системи може розвива-
тись двома шляхами. Перший шлях полягає у тому, що настає непра-
цездатність одного із насосів основної групи, внаслідок якої розподі-
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льник вмикає резервний насос. У такому режимі навантаження пра-
цездатного насоса із основної групи, а також навантаження обох еле-
ментів резервної групи номінальне. Другий шлях полягає у тому, що 
настає непрацездатність розподільника, яка унеможливлює подальше 
вмикання резервного насоса. У такому режимі навантаження обох 
насосів із основної групи залишається номінальним, а резервного 
насоса — відсутнє. Якщо у першому чи другому випадку до завер-
шення ремонтування непрацездатного елемента настає відмова ще 
одного елемента, то це викликає відмову усієї системи.  

Формалізуємо надійність системи динамічним деревом відмов, 
яке подано на рис. 2а, а відповідна йому структурна схема надійнос-
ті — на рис. 2б. Динамічне дерево відмов є математичною моделлю, 
яка описує умову непрацездатності системи та умови зміни наванта-
ження між її елементами на основі блоків, які позначають логічні 
операції та операції відношення. 

 
Рис. 2. Динамічне дерево відмов (а)  

та структурна схема надійності (б) насосного вузла 

Непрацездатність системи позначено блоком «Вершина подій». 
Вважаємо, що така подія є катастрофічною, тобто поки вона не відбу-
лась, ремонтування елементів системи можна виконати стільки разів, 
скільки у цьому виникає потреба, а якщо вона наступила, то подальше 
ремонтування не розглядаємо. Відновлений елемент за експлуатацій-
ними характеристиками вважаємо аналогічним новому, а інші елемен-
ти системи такими, що мають попереднє напрацювання. Непрацездат-
ність системи настає, якщо відбулось три події, що описує блок «Опе-
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ратор 1», тип якого задано логічною операцією І. Зауважимо, що ці 
події є сумісними, і, якщо настала одна із них, то це спрощує настання 
двох інших. Перша подія наступає внаслідок відмови хоча б одного 
насоса 1 чи 2 із основної групи, що описує блок «Оператор 2», тип яко-
го задано логічною операцією АБО. Непрацездатність цих насосів опи-
сують блоки «Базова подія 1» та «Базова подія 2», а напрацювання їх 
до відмови вважаємо розподіленим за законом Вейбулла із параметра-
ми α1 і β1 та α2 і β2. Друга подія наступає внаслідок відмови насоса 1 
або групи резервних елементів, що описує блок «Оператор 3», тип яко-
го задано логічною операцією АБО. Третя подія наступає внаслідок 
відмови насоса 2 або групи резервних елементів, що описує блок 
«Оператор 4», тип якого задано логічною операцією АБО. Непрацезда-
тність групи резервних елементів відбувається у разі відмови розподі-
льника 3 або резервного насоса 4, що описують для другої події блок 
«Оператор 5», а для третьої блок «Оператор 6», тип яких задано логіч-
ною операцією АБО. Непрацездатність елементів резервної групи опи-
сують блоки «Базова подія 3» та «Базова подія 4», а напрацювання їх 
до відмови вважаємо розподіленим за законом Вейбулла із параметра-
ми α3 і β3 та α4 і β4. Тривалість ремонтування елементів системи вважа-
ємо розподіленою експоненціально із параметром µ. 

У системі відбувається два динамічні процеси, які полягають 
у зміні навантаження елементів резервної групи залежно від стану еле-
ментів основної групи. Для опису цих процесів введемо у структуру ди-
намічного дерева відмов блок «Оператор 7», який є повторювачем логі-
чного сигналу, і задамо у ньому, а також у блоці «Оператор 2» умови 
зміни навантаження. Якщо на вхід блоку «Оператор 7» подається логіч-
ний сигнал ХИБНО, тобто група основних елементів працездатна, то 
інтенсивність процесу напрацювання розподілювача 3, заданого блоком 
«Базова подія 3», вважаємо нижчою від номінальної в k разів. З іншого 
боку, якщо на вхід блока «Оператор 2» поступає логічний сигнал 
ХИБНО, що так само означає працездатність групи основних елементів, 
то інтенсивність процесу напрацювання резервного насоса 4, заданого 
блоком «Базова подія 4», вважаємо рівною нулю. 

Модель станів та подій. На основі поданого вище динамічного 
дерева відмов системи згідно із формалізованими правилами [10] 
складено модель станів та подій. Така модель є математичним опи-
сом станів, в яких може перебувати система, та подій, які у ній мо-
жуть відбуваються, у проекційному зв’язку до процесів, що у ній 
протікають. Граф такої моделі подано на рис. 3, а її параметри у табл. 
1. У моделі станів та подій процес напрацювання для насоса 1 позна-
чено як P1, для насоса 2 — P2, для розподільника 3 — P3 та для резер-
вного насоса 4 — P4. 
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Рис. 3. Граф станів та переходів насосного вузла 

Таблиця 1 

Параметри моделі станів та подій насосного вузла 
Опис станів  Опис подій 

Поч. 
стан 

Графічний
опис стану

Коефіцієнти  
масштабування y 

Назва
події 

Заверш.
процес 

Кін. 
стан.

P1/P5 P2/P6 P3/P7 P4 

S9 1 / 0 1 / 0 k / 0 0 1 
T1 P1 S8 
T2 P2 S7 
T3 P3 S5 

S8 0 / 1 1 / 0 1 / 0 1 1 

T4 P2 S6 
T5 P3 S4 
T6 P4 S2 
T7 P5 S9 

S7 1 / 0 0 / 1 1 / 0 1 1 

T8 P1 S6 
T9 P3 S3 
T10 P4 S1 
T11 P6 S9 

S6 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 — — — — 

S5 1 / 0 1 / 0 0 / 1 0 1 
T12 P1 S4 
T13 P2 S3 
T14 P7 S9 

S4 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 0 — — — 

S3 
 

0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 0 — — — 

S2 
 

0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 0 — — — 

S1 
 

0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 0 — — — 

Процеси ремонтування для насосів 1 та 2 позначено як P5 та P6, а 
для розподільника 3 — P7. Відмова резервного насоса 4 призводить од-
разу до катастрофічної відмови, тому процес його ремонтування не зада-
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ємо. На рис. 3 працездатні стани системи позначені колом, яке зафарбо-
ване білим, а непрацездатні стани — колом, яке зафарбоване сірим. Сис-
тема перебуває у дев’яти станах, із яких чотири відповідають працездат-
ності — S5, S7–S9. Для даної системи кожній причині непрацездатності 
системи відповідає один непрацездатний стан. Зокрема, причині С1, яка 
полягає у непрацездатності насосів 2 і 4, відповідає стан S1; причині C2, 
яка полягає у непрацездатності насосів 1 і 4, — S2; причині C3, яка поля-
гає у непрацездатності насоса 2 і розподільника 3, — S3; причині C4, яка 
полягає у непрацездатності насоса 1 і розподільника 3, — S4 та причині 
C5, яка полягає у непрацездатності насосів 1 і 2, — S6. У системі відбува-
ється чотирнадцять подій, із яких вісім спричиняють катастрофічну від-
мову — T4–T6, T8–T10, T12 та T13. Параметрами станів є значення коефіці-
єнтів масштабування для процесів P1–P7 та логічна функція y, яка набу-
ває значення «1», якщо система працездатна, та «0» — якщо ні. Параме-
трами подій є назва початкового стану, назва процесу, який завершився, 
та назва кінцевого стану. 

Марковська модель. Ґрунтуючись на моделі станів та подій си-
стеми, згідно із формалізованими правилами [10] формуємо розщеп-
лену однорідну марковську модель. Така модель є множиною мат-
риць, які задають інтенсивності переходів між фазами A, початкові 
ймовірності фаз p(0), а також зв’язок C функцій ймовірності фаз із 
характеристиками надійності системи. Марковську модель подають 
системою рівнянь Колмогорова-Чепмена: 

p( ) A p( ),

y( ) C p( ).

d
t t

dt
t t




 

де t — час; p(t) — вектор, що містить функції ймовірності фаз; y(t) — 
вектор, який містить функції ймовірності причин непрацездатності. 

Для досліджуваної системи марковська модель є такою: 
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Компоненти марковської моделі системи формуємо на основі 
допоміжних марковських моделей процесів її елементів. Параметри 
марковських моделей процесів визначаємо згідно із критерієм рівно-
сті першого і центрованого другого моментів фактичного розподілу 
процесу та його допоміжної марковської моделі. Вважаємо, що для 
процесу P1{α1, β1} параметри його допоміжної марковської моделі 
становлять {A1, p1(0), C1}, для P2{α2, β2} — {A2, p2(0), C2}, для P3{α3, 
β3} — {A3, p3(0), C3}, для P4{α4, β4} — {A4, p4(0), C4}, для P5{µ} — 
{A5, p5(0), C5}, для P6{µ} — {A6, p6(0), C6} та для P7{µ} — {A7, p7(0), 
C7}. Відповідно до вказаних параметрів компоненти марковської мо-
делі усієї системи обчислено згідно із поданими нижче формулами, 
зокрема для працездатного стану S13: 
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де  — оператор тензорного множення; E1–E7 — одиничні матриці, 
розмірність яких дорівнює розмірності матриць A1–A7. 

Для працездатного стану S8: 
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Для працездатного стану S7: 
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Для працездатного стану S5: 
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Для подій T1, T8 та T12, спричинених завершенням процесу P1: 

1 8 12 1 1 2 3 4 5 6 7A A A p C E E E E E E .T T T          

Для подій T2, T4 та T13, спричинених завершенням процесу P2: 

2 4 13 1 2 2 3 4 5 6 7A A A E p C E E E E E .T T T          

Для подій T3, T5 та T9, спричинених завершенням процесу P3: 

5 9

3 5

1 2 3 3 4 5 6 7A A E E p C E E E E ,

A A .

T T

T Tk

       


 

Для подій T6 та T10, спричинених завершенням процесу P4: 

6 10 1 2 3 4 4 5 6 7A A E E E p C E E E .T T         

Для події T7, спричиненої завершенням процесу P5: 

7 1 2 3 4 5 5 6 7A E E E E p C E E .T         

Для події T11, спричиненої завершенням процесу P6: 

11 1 2 3 4 5 6 6 7A E E E E E p C E .T         

Для події T14, спричиненої завершенням процесу P7: 

14 1 2 3 4 5 6 7 7A E E E E E E p C .T         

У матриці C одиничний вектор-рядок I має розмірність, яка до-
рівнює добутку розмірностей усіх матриць інтенсивності переходів 
A1–A7. Цю матрицю складено так, щоб п’ять її рядки відповідали 
ймовірнісним характеристикам причин непрацездатності системи C1–
C5. Одержана модель містить 144 рівняння. 

Ймовірнісні характеристики системи. Значення параметрів для 
елементів системи взято такими: α1 =…= α4 = 10 000 год., β1 = 
= β2 = β4 = 1.2 та β3 = 1.1, інтенсивність відновлення µ = 0.02 1/год. На 
основі розщепленої однорідної марковської моделі обчислено ймо-
вірнісні характеристики причин непрацездатності системи. На рис. 4 
подано сімейство кривих ймовірнісних характеристик для різних зна-
чень коефіцієнта навантаження k. Цей коефіцієнт вказує, наскільки 
зменшується інтенсивність напрацювання розподільника у режимі 
очікування порівняно із номінальним режимом. Коефіцієнт може на-
бувати значення у межах від 0 до 1. Значення 0 означає, що у режимі 
очікування навантаження розподільника відсутнє, а значення 1 — що 
у режимі очікування його навантаження є номінальним. Штрихові 
криві 1 і 2 відповідають ймовірності непрацездатності системи вна-
слідок причин С1, за якої непрацездатні насоси 2 і 4, та С2, за якої 
непрацездатні насоси 1 і 4. Суцільні криві 3–8 — ймовірності непра-
цездатності системи внаслідок причини С3, за якої непрацездатні на-
сос 2 і розподілювач 3, та С4, за якої непрацездатні насос 1 і розподі-
лювач 3. 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

174 

 
Рис. 4. Криві ймовірнісних характеристик  
причин непрацездатності насосного вузла 

Штрих-пунктирні криві 9 і 10 — ймовірності непрацездатності 
системи внаслідок причини C5, за якої непрацездатні насоси 1 та 2. 
Криві 1, 3 і 9 відповідають значенню k = 0; крива 4 — k = 0.2; крива 
5 — k = 0.4; крива 6 — k = 0.6; крива 9 — k = 0.8; а криві 2, 8 та 10 — 
k = 1. Як видно із рис. 4 зі збільшенням коефіцієнта k у досліджува-
них межах ймовірнісні характеристики непрацездатності системи 
внаслідок причин С1, С2 та C5 незначно спадають у діапазонах, обме-
жених кривими 1 і 2 та кривими 9 і 10. Ймовірнісні характеристики 
непрацездатності системи внаслідок причини С3 і С4 різко зростають 
у діапазоні, обмеженому кривими 3 і 8. Це означає, що залежно від 
значення коефіцієнта k та досліджуваного часового інтервалу віднос-
ний внесок причин непрацездатності змінюється. Зокрема, для напра-
цювання 8 000 год та для k = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8} домінуючою при-
чиною непрацездатності є C5, а для k = 1.0 на перше місце виходять 
C3 та C4. Для напрацювання 4 000 год. описана вище тенденція збері-
гається, окрім значення k = 0.8, за якого C3 та C4 домінують над C5. 

Висновки. Розроблено математичну модель надійності насос-
ного вузла із полегшеним ковзним резервуванням. Одержана модель 
призначена для кількісного аналізу причин непрацездатності такої 
системи. Надійність насосного вузла математично описано динаміч-
ним деревом відмов, в якому задано логічні умови зміни навантажен-
ня розподільника залежно від стану насосів основної групи. Ймовір-
нісні характеристики насосного вузла визначено за марковською мо-
деллю, в якій на основі тензорних виразів розщеплення простору ста-
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нів, враховано вплив перерозподілу навантаження між елементами 
системи, тривалість напрацювання до відмови яких розподілено за 
законом Вейбулла. За допомогою такої моделі проаналізовано, як 
впливає зміна коефіцієнта навантаження розподільника на причини 
непрацездатності системи. Кількісно показано, що зі збільшенням 
коефіцієнта навантаження розподільника у режимі очікування непра-
цездатність системи внаслідок відмови одного із насосів основної 
групи та розподільника із другорядної причини стає домінуючою.  

Подальші дослідження скеровані на розроблення моделі надій-
ності насосного вузла із перехресним перерозподілом навантаження 
між елементами такої системи. 
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The mathematical reliability model for pump unit with reduced sliding 
redundancy is suggested. This reliability model adequately takes into ac-
count impact of load-sharing coefficient of directional control valve that 
reserve pump turn on failure cause probability characteristics of pump unit. 
For reliability characteristics determination dynamic fault tree and Markov 
model are used. 

Key words: reliability model, sliding redundancy, fault tree, Markov 
model, failure cause. 
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ПЕРЕДИСКРЕТИЗАЦІЯ ЗОБРАЖЕНЬ  
ЗАСОБАМИ МАШИННОГО НАВЧАННЯ  

У роботі розроблено метод передискретизації зображень з 
цільовим коефіцієнтом зменшення засобами машинного на-
вчання. Подано алгоритмічну реалізацію процедури синтезу 
матриці вагових коефіцієнтів синаптичних зв’язків, що лежить 
в основі процесу передискретизації. Підібрано оптимальні па-
раметри нейронних мереж машини геометричних перетворень 
для роботи в режимі навчання при розв’язанні поставленої за-
дачі. Наведено числові та графічні результати передискрети-
зації за розробленим методом на різних зображеннях. 

Ключові слова: зображення, передискретизація, машинне 
навчання. 

Вступ. Топологічні підходи в задачах передискретизації зображень, 
зокрема з цільовим коефіцієнтом зменшення, передбачають використан-
ня різноманітних скінченних покриттів відкритими множинами. Це дає 
можливість будувати різноманітні вектори ознак, що характеризувати-
муть елемент визначеної на зображенні топології. Існування в просторі 
ознак значної кількості векторів, іноді також великої розмірності, є ваго-
мим аргументом для використання чи розробки методів машинного на-
вчання в задачах обробки цифрових зображень.  

Аналіз попередній досліджень і постановка задачі. У роботах [1, 
2] розв’язано задачу передискретизації цифрових зображень засобами 
машинного навчання, зокрема з використанням нейроподібних структур 

© Р. О. Ткаченко, І. В. Ізонін, Д. А. Батюк, 
Р. В. Сидоренко, В. І. Прострельчук, 2016
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машини геометричних перетворень (НПС МГП). Вибір цього інструмен-
тарію для практичної реалізації методу обґрунтовується високою швид-
кодією роботи, а також достатньою надійністю процедури навчання 
НПС [3]. 

У роботі [4] описано нейромережеву технологію зменшення масш-
табу зображень, алгоритмічна реалізація якої передбачає виконання 
трьох основних етапів: 1) попередня обробка пари вхідних зображень 
високої і низької роздільної здатності; 2) реалізація процедури навчання, 
зокрема з використанням графічного інтерфейсу func*net Express [3]; 3) 
застосування навченої НПС МГП для розв’язання поставленої задачі. 

У цій роботі ми пропонуємо розв’язувати задачу передискретизації 
цифрових зображень із заданим коефіцієнтом зменшення шляхом вико-
ристання вагових коефіцієнтів синаптичних зв’язків, отриманих під час 
навчання нейроподібної структури МГП з багатьма виходами. 

Метод передискретизації зображень засобами машинного на-
вчання. Як і у [4] перший етап методу передбачає необхідність 
диз’юнктивної декомпозиції пари зображень (високої та низької розділь-
ної здатності) на однакову кількість фреймів (квадратних областей фун-
кції інтенсивності зображення). Слід відмітити, що розмірність фрейму 
із зображення низької роздільної здатності повинна бути в m разів мен-
шою за розмірність фрейму із другого зображення навчальної пари. Та-
ким чином m — визначатиме коефіцієнт зменшення у процедурі переди-
скретизації зображень, , 0m N m  . Із відповідних векторів, отриманих 

із обох зображень пари формуємо вектори  
1

m
A  і 1A  для зображень ви-

сокої та низької РЗ відповідно, а з них — матрицю навчальних даних M: 
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, (1) 

де  
1dim( )

m
A  визначатиме кількість входів НПС МГП, а 1dim( )A  — 

кількість виходів нейроподібної структури МГП. 
Оскільки алгоритм навчання НПС МГП відомий, тому на ньому 

зупинятися не будемо. Реалізацію процедури навчання нейроподіб-
них структур детально описано у [3, 4]. 

Третій етап методу ми модифікуємо наступним чином. Для цього 
використаємо лінійну структуру НПС МГП, включаючи лінійні функції 
активації, а також лінійні значення синаптичних зв’язків між нейронами. 
Використання саме цих значень обґрунтовано при розв’язанні задачі 
збільшення масштабу зображень [1]. Це дозволяє нам використати 
принципи лінійної суперпозиції і перейти від початкових схем до еквіва-
лентних схем НПС МГП. Цей процес, а також повторюваність розв’язку, 
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яка забезпечується перевагами використовуваного алгоритму навчання 
НПС, дозволяють отримати матрицю вагових коефіцієнтів синаптичних 
зв’язків з навченої НПС МГП. ЇЇ застосування забезпечує реалізацію 
процедури передискретизації зображень з цільових коефіцієнтом змен-
шення, без використання НПС МГП на стадії застосування. Така перева-
га суттєво зменшить як часові так і обчислювальні ресурси, необхідні 
для реалізації процесу передискретизації набору зображень.  

Процедура синтезу матриці вагових коефіцієнтів синаптич-
них зв’язків між нейронами. Алгоритмічна реалізація процедури 
синтезу матриці вагових коефіцієнтів синаптичних зав’язків з НПС 
МГП з багатьма виходами для розв’язання поставленої задачі перед-
бачає виконання наступних кроків: 
1) процедура навчання НПС МГП на парі зображень згідно методи-

ки, описаної вище; 
2) отримання матриці коефіцієнтів ,i j  площини відгуку на основі 

навченої НПС:  
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де k — змінна, що визначає розмірність фрейму для зображення низь-
кої РЗ, , 0k N k  . 

Матрицю (2) отримуємо шляхом тестування НПС МГП матри-
цею тестових сигналів T: 
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де Е — одинична діагональна матриця, 2 2dim( ) ( ) ( )E km km  . 
3) на основі (2) будуємо матрицю вагових коефіцієнтів синаптичних 

зв’язків еквівалентної схеми лінійної НПС МГП: 
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4) використовуючи W, отримуємо шуканий фрейм Pi,j  
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зображення низької РЗ із відповідного фрейму  
,
m

i jP  зображення ви-

сокої РЗ, де  
, ,, :

m
a b i ja b c P  . 

5) застосовуючи (9) до усіх вхідних фреймів, отримаємо шукане зо-
браження. 
Моделювання роботи методу. Процедура навчання НПС МГП 

для розв’язання задачі передискретизації зображень з цільовим кое-
фіцієнтом зменшення з використанням засобів машинного навчання 
передбачає наявність навчальної пари зображень високої/низької РЗ. 
З цією метою для усіх експериментів, представлених у роботі вико-
ристовувалася пара зображень, яку приведено на рис. 1а. (на рис. 1 
приведено лише зображення низької РЗ). У режимі моделювання ро-
боти методу використовувалися зображення, наведені на рис. 1 б, в, г. 
Слід відмітити, що масштаб усіх зображень з рис. 1 зменшено з ме-
тою представлення у роботі.  

    
а)   б)   в)   г) 
Рис. 1. Еталонні зображення з РЗ 252 252  пікселів:  

а) навчальне; б), в), г) — тестові 
Параметри НПС МГП наступні: 

1) кількість входів —  
1dim( )

m
A ; 

2) прихованих шарів — 1; 

3) кількість нейронів прихованого шару рівне  
1dim( )

m
A ; 

4) кількість виходів НПС — 1dim( )A ; 
5) лінійне значення синаптичних зв’язків між нейронами. 

Дослідження впливу розмірів фрейму на якість передискре-
тизованих зображень. Метою експерименту є пошук таких значень 
розмірів фрейму (k´k), яке б забезпечувало найкращий результат. 
Найкращий результат тут визначається з використанням наступних 
показників якості цифрових зображень: середньоквадратичне відхи-
лення (MSE), універсальний індекс якості зображень (UIQ), співвід-
ношення пікового сигналу до шуму (PSNR), а також індексу структу-
рної подібності отриманого та еталонного зображень (SSIM). Зміну 
значень вищеперерахованих показників при зміні значення розмірів 
фрейму для тестових зображень зведено в табл. 1.  
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Таблиця 1 
Значення показників якості цифрових зображень при зміні k  

m = 2
Зоб-
раже-
ння з 
рис.2 

Співвідношення 
k´k для зображень 

високої/низької РЗ 

UIQ MSE SSIM PSNR 

К-сть ней-
ронів при-
хованого 
шару НПС

б) 2´2 — 1´1 0,9062 32,3548 0,9314 33,0314 4 

в) 4´4 — 2´2 0,7226 164,515 0,7627 25,9687 16 

г) 6´6 — 3´3 0,5233 398,4017 0,5694 22,1276 36 

д) 8´8 — 4´4 0,4178 569,2429 0,4551 20,5778 64 

е) 12´12 — 6´6 0,2945 772,7581 0,3417 19,2504 144 

Як видно з табл. 1 найкращий результат по усім чотирьом пока-
зникам якості отримано для випадку найменшого значення k. Задля 
візуальної оцінки отриманих результатів, на рис. 2 наведено ряд пе-
редискретизованих зображень з коефіцієнтом зменшення m = 2 при 
зміні цього показника.  

   
а)   б)   в)  

    
г)   д)   е) 

Рис. 2. Результати передискретизації з m=2 при зміні k: а) еталон;  
б) 2´2 — 1´1; в) 4´4 — 2´2; г) 6´6 — 3´3; д) 8´8 — 4´4; е) 12´12 — 6´6 

Як видно з рис. 2, при збільшенні розмірів фрейму, якість пере-
дискретизованих зображень суттєво зменшується. Такі ж результати 
отримано і при зменшенні інших тестових зображень. Саме тому, у 
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подальших дослідженнях буде використовуватися найменше значен-
ня розміру фреймів.  

Дослідження впливу параметрів НПС МГП на якість резуль-
туючих зображень. Цей експеримент передбачає пошук таких значень 
параметрів НПС, при яких отримується найкращий результат. При цьо-
му збільшувалася кількість нейронів прихованого шару [1:4] при вико-

нанні процедури навчання для фреймів, розміром 2´2 — 1´1. Результа-

ти роботи нейроподібної структури при розв’язанні поставленої задачі в 
цьому випадку представлено в табл. 2.  

Таблиця 2 

Значення показників якості цифрових зображень  
при зміні кількості нейронів прихованого шару НПС МГП 

m
 =

 2
 

Зображен-
ня з рис.1 

SSIM MSE UIQ PSNR 
Кількість нейронів в 
прихованому шарі 

НПС МГП 
б) 0,99 6,29 0,95 40,14 

1 нейрон в) 0,93 61,25 0,93 30,26 
г) 0,98 9,26 0,97 38,47 
б) 0,97 15,63 0,91 36,19 

2 нейрона в) 0,84 166,03 0,83 25,93 
г) 0,95 26,15 0,93 33,96 
б) 0,96 20,35 0,89 35,05 

3 нейрона в) 0,76 281,84 0,75 23,63 
г) 0,93 31,12 0,91 33,20 
б) 0,96 19,84 0,89 35,16 

4 нейрона в) 0,78 255,59 0,77 24,06 
г) 0,93 32,35 0,91 33,03 

На рис. 3 графічно наведено результати цього експерименту для 
зображень з рис. 1.  
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Рис. 3. Значення PSNR при зміні кількості нейронів  
в прихованому шарі з m = 2 (для зображення с рис.1б) 
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Вибір в прихованому шарі лише одного нейрону дозволило нам 
додатково підвищити ефективність роботи розробленого методу, зок-
рема щодо якості передискретизації зображень з коефіцієнтом змен-
шення — 2 по усім чотирьом показникам. 

Висновки. Розроблено новий метод передискретизації зобра-
жень з цільовим коефіцієнтом зменшення з використанням засобів 
машинного навчання. Особливістю розробленого методу є висока 
якість передискретизації зображень одного класу при зменшенні об-
числювальних та часових ресурсів його роботи. Окрім цього, засто-
сування інструментарію НПС МГП надає можливість швидкого ав-
томатичного перенавчання. Це забезпечує можливість використання 
методу у системах технічного зору при передискретизації сценарних 
зображень, тип яких швидко змінюється. 
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In this paper, the method of image oversampling with a target coefficient of 
decrease based on machine learning is developed. Posted implementation of al-
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ДОСЛІДЖЕННЯ ІМІТАЦІЙНОЇ МОДЕЛІ  
ТЕПЛОВОГО РЕЖИМУ СКЛОВАРНОЇ ПЕЧІ 

Робота присвячена дослідженню імітаційної моделі тепло-
вого режиму роботи скловарної печі. На базі математичної мо-
делі отримано імітаційну модель скловарної печі. Наведені 
отримані результати імітаційного моделювання у вигляді тем-
пературного розподілу у декількох перерізах скловарної печі. 
Проведена перевірка на адекватність котра показала відповід-
ність розробленої моделі реальному об’єкту. 

Ключові слова: скловарна піч, математична модель, Flu-
ent, температурні поля. 

Вступ. Скло є матеріалом, який широко застосовується прак-
тично в усіх сферах людської діяльності — у промисловості та сіль-
ському господарстві, у будівництві та на транспорті, у побуті та ме-
дицині — завдяки своїм унікальним якостям: прозорості, твердості, 
хімічній стійкості до активних хімічних реагентів, відносній дешеви-
зні виробництва. Без нього неможливо виготовити оптичні прилади, 
телевізори, космічні кораблі та інше. Попри успіхи у створенні нових 
матеріалів широкого призначення, скло залишається одним із най-
більш поширених матеріалів, що застосовуються на практиці. 

Скловарна піч є основним агрегатом заводу із виготовлення скля-
них виробів. У скловарній печі одержують скломасу шляхом плавлення 
суміші шихти та склобою. В залежності від того, яка саме скляна проду-
кція виготовляється, скловарні печі можуть мати різноманітні конструк-
ції, а шихта може відрізнятись хімічним складом. Також від наймену-
вання виробів залежить і тепловий режим роботи скловарної печі, який є 
визначальним для забезпечення необхідної якості виробів. 

Постановка задачі. Щоб забезпечити безперервне функціону-
вання скловарної печі у потрібному технологічному режимі, який 
забезпечував би високу якість готової продукції, необхідна ефективна 
система керування процесом скловаріння. Розробка такої системи 
керування пов’язана із значними труднощами, викликаними необхід-
ністю проведення досліджень на працюючій печі, що, як правило, 
призведе до відхилення технологічного режиму від регламентного і, 
як результат, може призвести до отримання бракованої продукції та, 
як крайній випадок, до виникнення аварійних ситуацій, а значить, 
суттєвих втрат виробництва, що є неприпустимим. 

© В. С. Цапар, О. А. Жученко, 2016 
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Для того, щоб уникнути цього, єдиною альтернативою фактично 
є проведення дослідження скловарної печі та її системи керування, 
використовуючи метод математичного моделювання. 

Отже, виникає актуальна науково-технічна задача створення і дос-
лідження імітаційної моделі теплового режиму роботи скловарної печі. 

Виклад основного матеріалу. Скловарна піч — складний техно-
логічний об’єкт. У печі одночасно відбуваються хімічні та фізичні пере-
творення, паралельно протікають всі три види теплообміну, при чому як 
у газовому середовищі, так і у рідкій скломасі. Процес скловаріння хара-
ктеризується багатьма взаємно пов’язаними між собою параметрами, які 
впливають як один на одного, так і на кількість та якість готової продук-
ції в цілому. У зв’язку з цим імітаційне моделювання скловарної печі з 
урахуванням усіх фізико-хімічних процесів, які в ній відбуваються — 
неймовірно складна науково-технічна задача. Як показав аналіз відомих 
математичних та імітаційних моделей [1, с. 136–172; 2, с. 450–459; 3, 
с. 129–137], дана задача ще не повністю розв’язана.  

За основу імітаційної моделі взято математичну модель наведену у 
[4, с. 32–37]. Розробка імітаційної моделі теплового режиму роботи 
скловарної печі проводилась у програмному пакеті ANSYS FLUENT. 

Першим етапом розробки імітаційної моделі теплового режиму 
роботи скловарної печі є розробка геометрії об’єкта що моделюється. 
За допомогою ANSYS FLUENT була розроблена спрощена геометри-
чна модель скловарної печі. 

Для чисельного розв’язку даної моделі необхідно розбити її на 
кінцеві об’єми. У даній роботі було використано розбиття за допомо-
гою тетраедрів із стороною 8*10^-2 м, зважаючи на геометричні роз-
міри печі 9*15*2,6 м, дане розбиття є достатньо детальним, подальше 
зменшення призводить до значного зростання часу обчислень. 

У результаті моделювання були отримані наступні температу-
рні розподіли, котрі наведені на рис. 1–4. 

 
Рис. 1. 3D модель температурного розподілу у скловарній печі 
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Рис. 2. Температурний розподіл у газовому просторі скловарної печі 

 
Рис. 3. Температурний розподіл у скломасі 

 
Рис. 4. Температурний розподіл поперечного перерізу  
скловарної печі на відстані 5м від початку печі 
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Дослідження адекватності імітаційної моделі. Отримана мо-
дель дозволяє визначати динаміку зміни температури у будь якій то-
чці даної печі. Для оцінки працездатності даної моделі було проведе-
но дослідження її адекватності. 

Для проведення подальших досліджень системи керування 
процесу скловаріння методом імітаційного моделювання викорис-
тання математичної моделі цього процесу замість самого процесу 
можливе при умові адекватності моделі реальному об'єкту в усіх 
режимах роботи, що досліджуються. Для об’єктивного вирішення 
питання про адекватність чи неадекватність необхідно мати кіль-
кісну оцінки ступеня адекватності моделі реальному об'єкту, яка 
може бути різною у залежності як від конкретного завдання, так і 
від ступеня вивченості та формалізації об'єкта управління, що роз-
глядається [5].  

У даній роботі скористаємося двома статистичними критеріями 
для перевірки адекватності імітаційної моделі скловарної печі — 
критерієм Стьюдента та критерієм Фішера. 

Для перевірки на адекватність розробленої імітаційної моделі 
було проведено спостереження за двома вихідними змінними, що 
безпосередньо вимірюються на діючій печі Гостомельського склова-
рного заводу, протягом 100 годин: 

Ts1 — температура у точці «Склепіння 1». 
Tpr — температура у точці «Проток». 
В результаті спостережень було отримано по 100 значень для 

кожної змінної, відповідні часові ряди зображені на рис. 5–6. 
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1.49 10

3

1.5 10
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1.51 10
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1.52 10
3
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N  
Рис. 5. Часовий ряд значень температури у точці  

«Склепіння 1» під час експерименту 
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Рис. 6. Часовий ряд значень температури у точці 

 «Проток» під час експерименту 

Визначаємо точкові оцінки математичних сподівань 
Для температури у точці «Склепіння 1»: _T 1 1508.43.M s   

Для температури у точці «Проток»: _T 1496.75.M pr   
Визначимо точкові оцінки дисперсій. 
Для температури у точці «Склепіння 1»: 2 _ 1 20.3.S Ts   
Для температури у точці «Проток»: 2 _ 16.27.S Tpr   

Визначимо точкові оцінки середніх квадратичних відхилень. 
Для температури у точці «Склепіння 1»: _ 1 4.5.S Ts   
Для температури у точці «Проток»: _ 4.03.S Tpr   

Та ж сама процедура була проведена і з математичною моделлю 
печі, в результаті чого було отримано по 100 відгуків моделі для ко-
жної змінної, відповідні часові ряди зображені на рис. 7–8. 
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Рис. 7. Часовий ряд значень температури  
у точці «Склепіння 1» під час моделювання 
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Рис. 8. Часовий ряд значень температури у точці  

«Проток» під час моделювання 

Визначаємо точкові оцінки математичних сподівань. 
Для температури у точці «Склепіння 1»: 

_T 1_ mod 1508.91.M s   

Для температури у точці «Проток»: 
_T _ mod 1497.21.M pr   

Визначимо точкові оцінки дисперсій 
Для температури у точці «Склепіння 1»: 

2 _ 1_ mod 18.65.S Ts   

Для температури у точці «Проток»: 
2 _ 16.19.S Tpr   

Визначимо точкові оцінки середніх квадратичних відхилень 
Для температури у точці «Склепіння 1»: 

_ 1 4.5.S Ts   

Для температури у точці «Проток»: 
_ 4.02.S Tpr   

Для перевірки адекватності за першим способом для температу-
ри у точці «Склепіння 1», визначимо величину t. 

_ 1 _ 1_ mod
1.02

1 1 ( 1) 2 _ 1 ( 1 1) _ 1_ mod

1 1 2

M Ts M Ts
t

N S Ts N S Ts

N N N N


 

          

 

За таблицею двосторонньої критичної області критерію Стьюде-
нта було визначено його критичне значення tkr = 1.6849. 

t < tkr. 
Для перевірки адекватності за першим способом для температу-

ри у точці «Проток», визначимо величину t. 
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_ _ _ mod
1.01.

1 1 ( 1) 2 _ ( 1 1) _ _ mod

1 1 2

M Tpr M Tpr
t

N S Tpr N S Tpr

N N N N


 

          

 

За таблицею двосторонньої критичної області критерію Стьюде-
нта було визначено його критичне значення tkr = 1.6849. 

t < tkr. 
Для перевірки адекватності за другим способом для температури 

у точці «Склепіння 1», визначимо величину вибіркового значення 
критерію Фішера. 

2 _T 1 20.48
1.008,

2 _ 1_ 20.3

S s
F

S Ts g
    

де 2 _T 1_gS s  — дисперсія генеральних сукупностей відгуків моделі  

Використовуючи інформацію про степені вільності kбільш, kменш і рі-
вень значущості визначають критичне значення цього критерію Fkr=1,69. 

F < Fkr. 
Для перевірки адекватності за другим способом для температури у 

точці «Проток», визначимо величину вибіркового значення критерію 
Фішера. 

2 _T 16.41
1.008,

2 _ _ 16.27

S pr
F

S Tpr g
    

де 2 _T _gS pr  — дисперсія генеральних сукупностей відгуків моделі  

Використовуючи інформацію про степені вільності kбільш, kменш і 
рівень значущості визначають критичне значення цього критерію 
Fkr = 1,69. 

F < Fkr. 
Отримані результати дослідження наведені у таблиці 1. 

Таблиця 1 
Результати перевірки адекватності математичної моделі 

Критерії 
Вихідні змінні (температури у точках):

Ts1 Tpr

Фішера 1,008 1,008
Стьюдента 1,02 1,01

Табличні значення критеріїв адекватності для обсягу вибірки 
n = 100 та рівня значущості 0,05: Fkr = 1,69, tkr = 1,6849. 

Оскільки для усіх досліджуваних величин розрахункове значен-
ня критерію Стьюдента менше за критичне, то можна зробити висно-
вок, що модель, яку ми отримали адекватна реальному об’єкту за гі-
потезою про близькість математичних сподівань кожної k-ї компоне-
нти моделі та реальної системи. 
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Оскільки для усіх досліджуваних величин розрахункове значення 
критерію Фішера менше за критичне, то можна зробити висновок, що 
модель, яку ми отримали адекватна реальному об’єкту за гіпотезою про 

однорідність двох дисперсій 2,s
kS  і 2,g

kS  для кожної k-ї компоненти. 

Висновок. Досліджена у роботі імітаційна модель теплового 
режиму роботи скловарної печі дозволяє проводити дослідження сис-
тем керування без ризику значних економічних втрат. Дослідження 
на адекватність показало можливість застосування даної імітаційної 
моделі для розробки реальних систем керування із необхідною точні-
стю. В подальшому планується розробка імітаційних моделей основ-
них різновидів скловарних печей. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ТОНКИХ НАПІВПРОНИКНИХ 
ВКЛЮЧЕНЬ НА ПРОЦЕСИ ФІЛЬТРАЦІЙНОЇ КОНСОЛІДАЦІЇ 

ҐРУНТІВ В ДВОВИМІРНОМУ ВИПАДКУ 

Сформовано математичну модель фільтраційної консолі-
дації ґрунтів із врахуванням наявних тонких напівпроникних 
включень. Для чисельного розв’язання двовимірної задачі ви-
користано метод скінченних елементів. Проведено ряд чисе-
льних експериментів та виявлено вплив теплосолеперенесення 
на розподіл надлишкових напорів у неоднорідних ґрунтах. 

Ключові слова: фільтраційна консолідація, умови спря-
ження, напівпроникне включення, метод скінченних елементів. 

Вступ. У природі ґрунт є неоднорідним пористим середовищем, в 
якому твердий скелет може містити тонкі неоднорідності [6, 11, 12]. На-
півпроникне включення здатне спрацьовувати як природний фільтр: 
пропускати воду і лише частково пропускати хімічні елементи, асоційо-
вані в ній. Глинисті ґрунти володіють властивостями напівпроникних 
мембран [15]. При цьому в природних геологічних неоднорідних форма-
ціях спостерігаються стрибки напорів при переході через тонкі вклю-
чення з глинистих ґрунтів. Звідси виникає необхідність враховувати на-
півпроникні властивості таких включень при побудові математичних 
моделей фільтраційних процесів в такого роду ґрунтових масивах для 
підвищення їх (математичних моделей) адекватності. 

Актуальність дослідження процесів фільтрації, фільтраційної 
консолідації, теплосолеперенесення в неоднорідних середовищах 
зумовлюється необхідністю визначення стійкості гідротехнічних, 
промислових та цивільних споруд [8], в основах яких залягають ґрун-
ти із напівпроникними включеннями. Також велике значення набуває 
дослідження процесів ущільнення основ поверхневих накопичувачів 
промислових і побутових стоків. В них глини використовуються як 
матеріал протифільтраційних екранів. 

Дослідженню процесів в неоднорідних пористих середовищах при-
свячені праці таких авторів, як І. В. Сергієнко, В. В. Скопецький, 
В. С. Дейнека, T. J. S. Keijzer, М. Р. Петрик, Є. І. Воробієв [6, 10-12, 15-16].  

У роботі А. Я. Бомби [1] досліджено фільтраційні процеси у неод-
норідному анізотропному середовищі (тріщинувато-пористих ґрунтах). 
У роботі В. М. Булавацького [2] розглянуті некласичні моделі процесу 

© Ю. В. Чуй, П. М. Мартинюк, 2016 
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фільтраційної консолідації деформівних пористих середовищ в умовах 
релаксаційної фільтрації порової рідини з урахуванням закону Дарсі. 

У працях [13–14] побудовано математичні моделі, перша з яких 
описує процес напірної фільтрації в середовищі з тонкими каналами, 
а друга — процес напірної фільтрації у пористому середовищі з 
включеннями. Контакт між тілом і включенням є ідеальним, наяв-
ність додаткових джерел, стоків, неізотермічних, хіміко-біологічних 
чи міжфазних процесів не передбачається. 

У роботі [9] моделювання фільтраційних потоків в області, яка 
містить непроникну межу, межу заданого тиску і напівпроникне 
включення зведено до розв’язування інтегральних рівнянь. При цьо-
му під напівпроникним включенням розуміється ціла підобласть, в 
якій розміщено ґрунт з іншими фільтраційними характеристиками. В 
[4] побудовано математичні моделі фільтраційної консолідації ґрун-
тів в умовах теплосолеперенесення при наявності тонких включень, 
які володіють властивостями напівпроникних мембран. 

Однак до цього часу залишилось невирішеним ряд проблем. Зо-
крема, не враховано вплив процесів теплосолеперенесення на фільт-
раційну консолідацію у ґрунтах із напівпроникними включеннями 
для двовимірного випадку. Цим і визначається ціль даної статті. 

Постановка проблеми та її математична модель. Нехай зада-
но область   , яка складається з однорідного ґрунту та містить тонкі 
напівпроникні включенням. Не зменшуючи загальності будемо вва-
жати, що таке включення одне ( *  на рис. 1). 

Математична модель двовимірної задачі процесу фільтраційної 
консолідації ґрунту в області   з урахуванням впливу перенесення 
солей в неізотермічному режимі буде описуватись наступною крайо-
вою задачею [3, 4]:  

  (1 )(1 )
[ ) , ( , ) , 0,

2

e h
div K h c T x y t

a t

  


  
       


 (1) 

 
Рис. 1. Досліджувана область ґрунту з напівпроникним включенням 
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           (13) 
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             (14) 

  ,  ,c T Tq uc D c D T q c uT c T          (15) 

            0 0 0, , 0 , ,  , , 0 , ,  , , 0 , ,h x y h x y c x y c x y T x y T x y    (16) 

де h  — напір; c  — концентрація; T  — температура; 
( , , )K K c T e  — коефіцієнт фільтрації;   — коефіцієнт хімічного 

осмосу;   — коефіцієнт термічного осмосу;   — питома вага поро-
вої рідини; e  — коефіцієнт пористості ґрунту;   — коефіцієнт біч-
ного тиску ґрунту; a  — коефіцієнт стисливості ґрунту; u  — вектор 
швидкості фільтрації; D  — коефіцієнт конвективної дифузії; TD  — 

коефіцієнт термодифузії; mC  — концентрація граничного насичення; 

1  — коефіцієнт швидкості масообміну; n  — пористість ґрунту; 
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  — коефіцієнт ефективної теплопровідності вологого ґрунту;   — 

густина порового розчину; c  — питома теплоємність порового роз-

чину; Tc  — об’ємна теплоємність ґрунту; d  — товщина напівпро-

никного включення; 
*

k , 
* , 

* , 
*

D , 
*

TD , 
*  — характеристи-

ки напівпроникного включення * ; n  — певним чином зорієнтова-
ний вектор напрямних косинусів нормалі до напівпроникного вклю-
чення;  0 ,h x y ,  0 ,c x y ,  0 ,T x y , 1H , 2H , 1c , 2c , 1T , 2T  — задані 

функції; 1 2 3 4 5 6             — межа області  . 

Чисельний розв’язок крайової задачі методом скінченних 
елементів (МСЕ). Нехай 0H  — простір вектор-функцій 

       1 2 3, ( , ; , ; , )s x y s x y s x y s x y , кожна із компонент  1 , ,s x y  

 2 , ,s x y   3 ,s x y  яких належать простору Соболєва  1
2W   окрім 

точок межі Г  та включення * , і набуває нульових значень на тих 

межах області  , де, відповідно для функцій  , , ,h x y t   , , ,c x y t  

 , ,T x y t  задані граничні умови першого роду. 

Домножуючи рівності (1)–(3) та кожну з початкових умов (16) 
на функції      1 2 3 0( , ; , ; , )s x y s x y s x y H  та проінтегрувавши одер-

жані рівності по області Щ, після застосування формули Остроград-
ського-Гауса, врахувавши граничні умови (5)–(10) та умови спряжен-
ня (11)–(14), отримаємо 

 

       

     
* * *
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1 1
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      2 0 2, ,0 , ( , ) , ,c x y s x y dxdy c x y s x y dxdy
 

∬ ∬  (20) 
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c s dxdy c T s dxdy T c
t d d
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∬ ∬

∬

 (21) 

      3 0 3, ,0 , ( , ) , .T x y s x y dxdy T x y s x y dxdy
 

∬ ∬  (22) 

Наближений узагальнений розв’язок задачі шукаємо у вигляді 

                  1 2

1 1

, , ; , , ; , , ( , ; , ;
n n

i i j j
i j

h x y t c x y t T x y t a t N x y b t N x y
 

  
 

 

     3

1

, ),
n

S s
s

r t N x y

  

де   (1) ;0;0 ;i
iN N   (2)0; ;0 ;j

jN N   (3)0;0; ,k
kN N  , ,1i n  

1, , j n  1,k n  — базисні вектор-функції скінченновимірного підп-

ростору 0 0M H , які розривні на включенні [6, 11, 12]. 

Для розв’язання задачі методом скінченних елементів покриємо 
область скінченноелементною (наприклад, трикутною) сіткою із по-
двійною нумерацією вузлів на включенні. 

Підставляючи вигляд наближеного розв’язку в рівності (17)–
(22), отримаємо задачу Коші для системи нелінійних диференціаль-

них рівнянь відносно вектора         ; ;U t A t B t R t  

      (1) (1) (1) (1) (1) ,
dA

M L A t G B t G R t F
dt

      (23) 

    (2) (2) (2) (2) ,
dB

M L B t G R t F
dt

    (24) 

  (3) (3) (3) ,
dR

M L R t F
dt

    (25) 

 (1) (0) (1) (2) (0) (2) (3) (0) (3), , ,M A F M B F M R F      (26) 

де 
(1) (1) (1) (1) (1) (1)

0, 0, ,ij i j i i jm N N dxdy f f h N dxdy
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   (1) (1) (1) * (1) (1)

*

1 (1 ) 1
,

2ij j i j i

e
l K N N dxdy k N N d

a d
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2ij j i j i
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g v N N dxdy v N N d
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 ∬  

Наближений розв’язок системи нелінійних диференціальних 
рівнянь (23)–(25) отримаємо за допомогою схеми Кранка-
Ніколсона [7] 
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     2 1/2 1/2(2) ,j jG R F    

 
   

       
1

1 1 1/2 1/2 1/2( ) ( , )
j j

j j jA A
M L B R A




  

   

     1 1/2 1/2(1) ,j jG B F    

де 0

1

t

m
  , 10,1, 2,..., 1,j m   ( )jA  — значення елементів при ,t j  

10, 1;j m   ( 1/2) ( 1) ( )1
( )

2
j j jA A A   . Аналогічні позначення сто-

суються інших векторів та матриць.  
Отримана схема є нелінійною відносно шуканих функцій на ча-

сових шарах 1( 1), 0, 1j j m   . Тому для її розв’язування потрібно 

застосовувати ітераційні методи. Для уникнення цього можна вико-
ристати схему предикатом-коректор [11]. 

Результати чисельних експериментів. Розглянемо прямокутну 
область ґрунту з координатами вершин (–20 м; 0 м), (20 м; 0 м), 
(20 м; 10 м), (–20 м; 10 м) , із напівпроникним включенням у формі 
ламаної лінії, яка проходить через точки (–12 м; 5 м), (2 м; 6 м), (12 м, 

5 м)  з параметрами: 0.7e  , 0.75  , 
26 м5.12 10  нa   , 

4 -110  доба  , 52 10  мq   , 
55

11 22
м2.8 10  кг доба      , 

26
11 22

м2.8 10  град доба      , 
2

11 22
м0.02 добаD D  , 

* 7 м6 10  добаk   , 
* 55 м10 кг доба

   , 
* 26 м10 град доба

   , 

0.2 мd  , г350 літрmC  , 
* 2м0.0002 добаD  , 0.1  , 

3
кг1100 
м

  , кДж4.2 кг градc   , 3
кДж2137 

м градTc 


, 

-1
1 0 доба  , кДж108 м град доба    , 

* кДж108 м град доба
    , 

1 8 мH  , 2 2 мH  , 1
г350 літрс  , 0

1 30 СT  , 0
г5 літрс  , 

0
1 20 СT  , 10 діб  . Експериментальні залежності для коефіцієнта 

фільтрації та їх апроксимації взято з роботи [5]. 
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Рис. 2. Розподіл напорів при t = 3600 діб з урахуванням  

теплосолеперенесення (м) 

 
Рис. 3. Розподіл концентрації солей при t = 3600 діб  

з урахуванням теплосолеперенесення (г/літр) 

 
Рис. 4. Розподіл температури при t = 3600 діб  
з урахуванням теплосолеперенесення (℃ ) 



Серія: Технічні науки. Випуск 13 

199 

 
Рис. 5. Розподіл напорів при t = 3600 діб 

 без урахування теплосолеперенесення (м) 

 
Рис. 6. Різниця розподілів напорів при t = 3600 діб  

без врахування та з урахуванням впливу перенесення солей (м) 

З вищенаведених графіків (рис. 2–6) видно, як впливає тепло-
солеперенесення на розподіл напорів, зокрема в околі розміщення 
напівпроникного включення. В даному випадку, якщо враховувати 
процес теплосолеперенесення, то процес фільтраційної консолідації 
прискорюється (поле надлишкових напорів розсіюється швидше. На 
включенні спостерігається стрибок напорів, причому спочатку він 
від’ємний, а на часовому шарі t = 3600 діб він стає додатнім і з часом 
збільшується, наприклад, для вузла (–11,5; 5,5) стрибок напору на 
часовому проміжку t = 3600 діб дорівнює 0,419 м. При збільшенні 
параметра  , який відповідає за ступінь ідеальності напівпроникно-
го включення, стрибок напору збільшується. Це можна пояснити тим, 
що чим більше  , тим менше проходить солей через напівпроникне 
включення, тобто солі більше накопичуються над верхньою межею 
включення і зростає вплив осмотичної фільтрації. 
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Висновки. Отже, нами сформовано математичну модель фільт-
раційної консолідації для ґрунтів з напівпроникними включеннями в 
двовимірному випадку. Показано вплив тапломасоперенесення та 
параметрів напівпроникного включення на розподіл напорів, солей та 
температури. Проведено ряд чисельних експериментів.  

В подальшому планується розгляд даної задачі у тривимірній 
постановці, проведення теоретичних досліджень якісних характерис-
тик отриманих наближених розв’язків. 
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ПОБУДОВА МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ  
ОБЧИСЛЕННЯ ФАЗОВИХ ТРАЄКТОРІЙ ЛІТАЛЬНИХ  

АПАРАТІВ В УМОВАХ ЗАХИСНИХ МАНЕВРІВ  

Розглядаються задачі побудови математичних моделей для 
обчислення та оптимізації фазових траєкторій ЛА із оптимізо-
ваними маневрами.  

Ключові слова: оптимальне керування, моделювання ди-
намічних систем. 

Вступ. Математично-комп’ютерні методи моделювання і опти-
мізації є ефективним інструментарієм для підвищення надійності та 
ефективності керованих систем. Математична модель керованого ЛА 
включає залежність його траєкторії від кутів атаки та ковзання і від 
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швидкісних напорів та сили тяги, що визначається як реактивною 
витратою палива так і термодинамічними параметрами атмосфери. 
Збурення атмосфери та геометричні деформації ЛА призводять до 
локальних відхилень кутів атаки, відхилень вектора тяги реактивного 
двигуна та похибок датчиків навігаційної системи. Основні труднощі 
у побудові оптимального керування пов’язані із нелінійністю керова-
них систем, їх великою розмірністю, фазовими обмеженнями, непов-
нотою даних про параметри моделей та наявністю реальних збурень. 
Це змушує спрощувати постановку оптимізаційної задачі за допомо-
гою апроксимації шуканих керувань у адекватно вибраних спроще-
них класах параметричних функцій. Успішному відшуканню адеква-
тного класу параметричної функції керування допомагає поглиблене 
теоретичне дослідження властивостей оптимального керування у 
конкретній задачі. Наприклад, побудова оптимального керування 
зводиться до розв’язання відповідно спрощеної оптимізаційної задачі 
відшукання оптимальних значень параметрів керування у вибраному 
класі параметричних функцій. Методами розв’язуючих операторів 
задача побудови оптимального керування зводиться до простіших 
задач оптимізації керувань, які не включають фазових траєкторiй ке-
рованих системи. Для обчислення траєкторії керованого ЛА можуть 
одночасно використовуватися декілька систем координат. Для розрахун-
ку траєкторії польоту ракет із великою дальністю польоту використову-
ють геоцентричні системи координат. Для розрахунку руху ЛА на АДТ 
використовують зв'язані з Землею топоцентричні системи координат, 
початок яких знаходиться на поверхні Землі. Для обчислення аеро-
динамічних сил і моментів використовують зв'язану систему коор-
динат, яка жорстко зв'язана з характерними елементами конструкції 
ЛА і переміщується разом з ними. Початок зв'язаної системи координат 
збігається з центром мас ЛА, а осі спрямовані вздовж характерних елемен-
тів її конструкції. Швидкісна система координат належить до напівзв'яза-
них систем координат, являє собою прямокутну праву систему відліку, за 
допомогою якої визначають траєкторію польоту ЛА, при дії на нього аеро-
динамічних сил у щільних шарах атмосфери. На практиці вважають, що 
початок швидкісної системи координат збігається з центром мас ЛА.  

Керування складними системами в реальних умовах неповних 
даних здійснюється за допомогою оптимізації математичних моде-
лей, оптимізації стратегій керування та підвищення тактико-
технічних характеристик ЛА [1–4]. Прикладом підвищення тактико-
технічних характеристик є розробка бойових ракет MIM-104 та 
ERINT для високо мобільної системи «Patriot» РАС-3, яка спроможна 
одночасно виявляти понад 100 повітряних цілей, неперервно супро-
воджувати вісім із них і одночасно здійснювати підготовку початко-



Серія: Технічні науки. Випуск 13 

203 

вих даних для пуску та наведення на кожну ціль до трьох керованих 
ракет ERINT або MIM-104 із дальністю перехоплення аеродинаміч-
них цілей до 80 км., балістичних цілей до 24 км на висотах до 24 км. і 
на швидкостях понад 2200 м/сек. До задач оптимального керування 
ЛА належить відшукання керувань, які максимізують ймовірність 
досягнення цілей на заданих термінальних множинах.  

Постановка задачі. Побудова оптимізованих траєкторій вклю-
чає розв’язання ряду задач оптимального керування. У задачі 1 пот-
рібно знайти керування 0 1 ( ), [ , ]t tu Tt  , яке максимізує відхилення  

1( , ) ( , ( ))F u c c x T  

фазового стану ЛА 1( )x T  у перший момент 1T  часу досягнення висо-

ти радіо горизонту 1h H  при заданих обмеженнях  

1 0( )   V T V   

на швидкість 1( )V T  для вектора c  із координатами 1 cos ,c   

3 sin ,c   та 0ic   для всіх інших значень i , для випадково вибра-

ного значення кута  , рівномірно розподіленого на інтервалі [0, 2 ] , 

та для значенням у момент часу t  фазового стану ( )x t , що визнача-

ється трьома координатами центру мас ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  і трьома коор-

динатами вектора швидкості  
( ) / ( ), ( ) / ( ), ( ) / ( )  x y zdx t dt V t dy t dt V t dz t dt V t    

в інерційній системі координат із початком координат у точці старту, 
віссю OX направленою на горизонт цілі, віссю OY направленою вверх 
вертикально до площини горизонту та віссю OZ перпендикулярною 
до площини (OX, OY), що доповнює систему до правої. Значення ви-
соти радіо горизонту 1H  визначається тим, що на висотах 1h H  ЛА 

залишається непомітним для радіолокаторів.  
Максимізація ( , )F u c  для заданого значення V0 здійснюється 

при обмеженнях  

1 1 01    ( )  ( ) .,  V Ty T H V     

У задачі 2 для заданого F0 максимізуємо 1( )yV T  при обмеженнях 

1 1 0   ( ,( ) , , )y T H F u c F   1 1( ) 0,   ( ) 0.x zV T V T   

У задачі 3 знаходимо керування на інтервалі часу 1 2[ , ]t T T  для 

досягнення у момент 2t T  випадково вибраного із заданої терміна-

льної множини X2 стану xT. 
У задачах оптимальної швидкодії потрібно знайти керування, 

яке переводить керовану систему із заданого початкового фазового 
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стану x(0) у заданий термінальний стан x(T) = y(T) за мінімальний час 
T > 0, де y(t) може бути ціллю рухомою. 

Результати дослідження. Труднощі практичного розв’язання та-
ких задач пов’язані із складними фазовими обмеженнями та складними 
обмеженнями на допустимі керування, що визначаються аеродинаміч-
ними характеристиками ракети і фізичними параметрами атмосфери та 
задаються таблицями даних натурних спостережень. Необхідний для 
побудови алгоритмів оптимального керування вектор прискорення 

( ) / ( ( ) / , ( ) / , ( ) / )  x y zdV t dt dV t dt dV t dt dV t dt   

обчислюється за сумарною силою тяги двигуна ЛА та сил аеродина-
мічного опору ( ) ( ( ), ( ), ( ))x y zF t F t F t F t  визначених у швидкісній 

системі координат, що задається віссю OX1 у напрямку вектора шви-
дкості ( )V t , віссю OY2 направленою вертикально вверх та віссю OZ3 

перпендикулярною до площини (OX1, OY1), що доповнює систему 
координат до правої системи.  

Для обчислення траєкторій над поверхнею Землі використовуєть-
ся геоцентрична система із початком координат у центрі мас Землі, а 
для обчислення траєкторій ракет між планетами Сонячної системи ви-
користовують геліоцентричну систему координат із початком коор-
динат у центрі мас Сонця. У геоцентричній абсолютній системі віссю 

0 0O Y  є вісь обертання Землі спрямована на північ, вісь 0 0O Z  лежить 

у площині екватора і спрямована на точку весняного рівнодення, а 
вісь О0Х0 перпендикулярна до осі О0Y0 і спрямована на схід. 

Значення сумарної сили ( )F t на ділянках траєкторії у атмосфері 

залежить від атмосферного розподілу тиску, щільності і температури 
атмосфери, кутів ( ( ), ( ))t t   орієнтації ЛА відносно швидкісної сис-

теми координат, кутів ( ( ), ( ))t t   орієнтації швидкісної системи ко-

ординат відносно вибраної інерційної системи координат, матриці 
( )M t  переходу від швидкісної до інерційної системи координат,  

11 12cos( ( )) cos( ( )), cos( ( ))sin( ( )), M t t M t t       

13 21 22 22sin( ( )), sin( ( )), cos( ( )), 0,M t M t M t M       

31 32 33sin( ( )) cos( ( )), sin( ( ))sin( ( )), cos( ( )),  M t t M t t M t        

маси ( )m t  ракети та сили земного тяжіння ( ),G t   

   1( ) cos( ( )) cos( ( )) – ,xF t t t P t C t   
2 2 1/2

2( ) cos( ( ))sin( ( )) ( ) ( ) ( ) / ( ( ) ( )) ,yF t t t P t C t t t t       
2 2 1/2

2( ) sin( ( )) ( ) – ( ) ( ) / ( ( ) ( )) ,zF t t P t C t t t t        
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       ( ) / / .TdV t dt M t F t m t G t    

Для обчислення траєкторій ЛА за заданими керуваннями вико-
ристовується інерційна стартова система координат OXYZ із почат-
ком координат у точці старту (на поверхні Землі), віссю OX направ-
леною на лінію горизонту у напрямку на ціль (на термінальну точку), 
віссю OY направленою вертикально вверх і віссю OZ, яка доповнює 
інерційну систему координат до правої системи.  

Нехай ЦМ ЛА знаходиться у точці з координатами (x,y,z) в інер-
ційній системі координат OXYZ, а вектор швидкості ЛА (Vx,Vy,Vz) = 
= ( , , )x y z    дорівнює вектору OD


, визначеному точкою D із коорди-

натами  
(Vx,Vy,Vz) = ( , , )x y z    

у стартовій системі координат OXYZ. Проекцію точки D на площину 
OXZ позначимо точкою A, проекцію на площину OXY — точкою C, а 
проекцію на координатну вісь OX — точкою B. Кут між вектором 
OD


 і площиною OXY позначимо через , а кут між вектором OC


 і 
площиною OXZ позначимо через . У такому випадку координати 
вектора швидкості (Vx, Vy, Vz) у стартовій системі координат обчис-
люються за формулами: 

Vz = z  = – DC = – OD·sin = – V sin, 
Vx = x = OB = OC·cos = OD·cos·cos = V cos cos,·  
Vx = y  = BC = OC·sin = OD·cos·sin = V sin cos.  

Аеродинамічні сили і моменти, які визначають фазову траєкторію 
ЛА, обчислюються у швидкісній системі координат, визначеній одинич-
ними ортами 1x, 1y, 1z. Очевидно, орт 1x є нормованим вектором швидко-

сті, 1x
OD

OD


 , із визначеними у стартовій системі координатами:  

sin
1 sin ,z x z

ODOD CD
pr pr

OD OD OD




 
    

 
    

cos s
1 cos s ,x x x

OD coOD OB
pr pr co

OD OD OD

 
 

 
    

 
  

sin cos
1 sin cos .y x y

ODOD BC
pr pr

OD OD OD

 
 

 
    

 
    

Отже, за відомих значень кутів   і  координати вектора 1x об-
числюються за формулою 
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1x =  cos s ,sin cos , sin
T

co       . 

Орт 1y визначаємо як направлений вверх перпендикулярний до 
прямих OD та OC одиничний вектор 1y, заданий у стартовій системі 
координатами  

1 sin ,x ypr  


 

1 cos ,y ypr 


 

1 0,z ypr 


 

тобто,  

1y = ( sin , s ,0)Tco  , 
а орт 1z доповнює швидкісну систему координат до правої системи, 
тобто визначається у стартовій системі координатами  

1z =  cos sin ,sin sin ,cos
T       . 

Беручи до уваги, що вектор прискорення V  дорівнює вектору 

рівнодійної сили F = (Fx, Fy, Fz), поділеної на масу m, 
F

V
m

  отриму-

ємо систему диференціальних рівнянь, що описує рух центра мас ЛА 
у стартовій системі координат:  

x = Vx, y = Vy, z = Vz, 

x
x

F
V

m
 , y

y

F
V

m
 , z

z
F

V
m

 . 

Для абсолютного значення швидкості V = 2 2 2
x y zV V V   знай-

демо похідну  

 
'

'
2 2 2 1 y yx x z z

x y z

V FV F V F
V V V V

V m m m

 
         

 
  

= 
cos cos sin cos sinx y zF F F

m

     
. 

Використовуючи залежності ,
y

x

VCB
arctg arctg

OB V
    знаходи-

мо похідну 

   

'

2 2

cos sin
.

coscos cos sin cos

y x x y

y x

F V F V
F FCB m marctg

OB m VV V

 


   

             
  

Аналогічно знаходимо похідну  
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' '

2 2 2

2 2 2 2
/ 1 /z z

z x y

x y x y

V V
arctg V V V

V V V V


   
                  

  

sin cos sin sin cos
.x y zF F F

m V

          
 


 

За законом всесвітнього тяжіння на тіло масою m на висоті h над 

поверхнею Землі діє гравітаційна сила 
2( )З

GMm
mg

R h



, де M — маса 

Землі, а значення гравітаційної сталої G = g0 r
2 / M обчислюється із 

формули 0 2
З

GM
g

R
  із відомим значенням гравітаційного прискорен-

ня g0 на поверхні Землі. Звідси випливає, що гравітаційна складова 
прискорення у точці з координатами (x, y, z), заданими у стартовій 
системі координат, обчислюється за формулою 

0

x

y

z

g

g g

g

 
 

  
 
 

 2
0

2 2 2 3/2( ( ) )
З

З
З

x
g R

y R
x y R z

z

 
         
 

. 

Координати вектора сили тяги двигуна  

cos cos

sin cos

sin

x ДУ

y ДУ

ДУz

F P

F P

PF

 
 



   
   

   
     

 

визначаються у швидкісній системі координат за значенням РДУ сили 
тяги двигуна і за значеннями кутів   і   орієнтації ЛА відносно век-

тора швидкості. Значення сили тяги двигуна залежить від технічних ха-
рактеристик двигуна, пального, швидкості та фізичних характеристик 
атмосфери (температури, тиску і густини повітря на висоті польоту h),  

     ДУ h a a SP a aP P P S P h I G t S P h        , 

де величиною 

 SPP I G t     

позначають значення сили тяги головного двигуна в вакуумі, а вели-
чиною hP  позначають силу тяги головного двигуна в атмосфері на 

висоті h, Sa — площа сопла,  aP h  — тиск атмосфери на висоті h, 

SPI  — питомий імпульс, G  — вагова секундна витрата ДУ. Значення 
перелічених величин, а також значення аеродинамічних сил  
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nN C q S   , 

xT C q S    
задаються табличними залежностями від багатьох факторів, зокрема, 
від сили швидкісного напору q = ρ * V2 / 2 [кгс/м2], залежної від гус-
тини атмосфери ρ на висоті h та від атмосферної швидкості V, визна-
ченої в одиницях (махах)  

M = V / a, 
де 20.0463a T , T — температура атмосфери в Кельвінах, a — 
швидкість звуку в повітрі при температурі Т, а значення координат 
Ax, Ay, Az  вектора аеродинамічних сил  

x xA C q S    , ,y nA C q S      .z nA C q S       

залежать від повітряної швидкості, геометричних розмірів ЛА, кутів орі-
єнтації ЛА відносно вектора швидкості, фізичних параметрів атмосфери, 
площі міделевого перерізу S та аеродинамічних коефіцієнтів xC  і nC , 

          2 2 2
0 , , , ,x x x nC C M G C M H B M G C M G         . 

Значення міделевої площі S і значення аеродинамічних коефіці-
єнтів xC  і nC  оцінюються експериментально за даними натурних 
спостережень.  

Координати вектора сумарних сил f = F + A у швидкісній систе-
мі координат обчислюються за формулами  

cos cos ,x ДУ xf P C q S        

sin cos ,y ДУ nf P C q S          

sin ,z ДУ nf P C q S         

а сумарна сила Fsum у стартовій системі координат обчислюється за 
формулами 

Fsum = 1xfx + 1yfy + 1zfz + gm 

 

sin  

sin
x

cos cos

cos f

 
 



 
   
 
 

 

 0

sin   sin

 sin  sin .

0 cos

V
y z

cos

c f f g mo M fs g

  
  



   
          
   



   

 

Із використанням матриці переходу  

0

 cos sin  sin

sin  cos sin  sin

sin c s0 o

V

cos cos

cosM
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прискорення ЛА обчислюється за формулою 

0 ,
V

sumF M f
V g

m m
    

а математична модель для обчислення фазової траєкторії (x(t), y(t), 
z(t), Vx(t), Vy(t), Vz(t)) визначається системою диференційних рівнянь 

x =Vx, y =Vy, z =Vz 

cos cos sin cos sin
,
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Беручи до уваги, що вектор похідних ( , , )V     обчислюється за 

формулами  

1 2

 cos sin  cos sin

sin

cos cos

 sin sin  i c

0

s n os

x

y

z

cos

m m m
cos

c

V F

F M M F
mV mV

F

m m

os

m

 




  

 
 

    

 
 

    
          
        

 
 








 

1 2 0 1 2 0 1 2( ) .V VM M M f gm M M M f M M gm     

із матрицями  

 
 

1

1
1

1

0 0

0 cos

0

0

0

,M

m

m

mV

V









 
 
 
 
 
 

 

2

 cos sin  cos sin

sin

 sin sin  sin co

0 ,

s

cos

cos

cos

M

    
 

    

 
   
 
 


  

а також беручи до уваги, що добуток матриць 2 0
VM M  є одиничною 

матрицею, маємо 
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і отримуємо робочу модель  
x = V cos cos, y  = V sin cos, z  = – V sin, 
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підсистеми для обчислення фазової траєкторії  
(x(t), y(t), z(t), V(t), ( ), ( )t t  )  

у фазовому просторі (x, y, z, V, ,  ). 

Висновки. Отже, повна робоча модель для обчислення фазової 
траєкторії ЛА за заданими функціями керування задається системою 
диференціальних рівнянь і таблицями даних для обчислення всіх ае-
родинамічних сил і моментів.  

x = Vx, y = Vy, z = Vz, 
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Vx = x = V cos cos, 
Vx = y  = V sin cos, 

Vz = z  = – V sin. 
За допомогою методів внутрішньої точки [2] будуються приско-

рені алгоритми обчислення оптимального керування ( )optu t   

( ( ), ( ))opt optt t   та оптимізованих опорних траєкторій при наявних 
технічних обмеженнях 

max  , max  ,  

 max max ,K q        max   ,  

 max max K q      , max   , 

 max max K q      , max    

за таблично заданими допустимими граничними значеннями  
     max max, ,     .  , , K q K q K q     

У загальній постановці оптимізаційні задачі зводяться до відшу-
кання керування u U  із заданої множини U  допустимих керувань 

,U яке максимізує ймовірність переведення заданої керованої системи  

( )
( ( ), ( ))

dx t
f x t u t

dt
  

із допустимої множини початкових фазових станів 0
0( )x t X  на мно-

жину фінальних станів ( ) f
fx t X  при наявності фазових обмежень 

( ) 0x  , де множина 0X  визначається перетином термінальної мно-

жини 0( , (0))X t x  із заданою множиною 0{   ( ) 0| }x x  , а множина fX  

є множиною фазових станів ( )fx t , для яких існує допустиме керування, 

що переводить керовану систему із стану ( )fx t  у заданий стан 

( ) Tx T x  із ймовірністю ( ( ))fp x t . У випадку задачі переслідування 

керування u  обчислюється за критерієм мінімізації часу T  досягнення 

нерівності ( ) || ( )i ix T y T    для стану  ( )iy T  переслідуваної системи  

( )
( ( ), ( ))

dy t
g y t v t

dt
  

із допустимими керуваннями ( ) { | ( ) 0}Vv t V v g v   . У цьому випа-

дку обчислюється екстремальне керування u  як розв’язок оптиміза-
ційної задачі 
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( ) ( )
inf max uv

u U v V
T T

   
 , min{ | ( ) ( ), }uv i iT t x t y t i I   . 
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