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Про стiйкiсть руху за Лагранжем в
обмеженiй задачi трьох тiл ∗

We explore the Lagrange stability in the circular restricted three-body
problem (for mass points). In case of the planar three-body problem
we prove a theorem on the Lagrange stability of the infinitesimally
small particle.

Дослiджується стiйкiсть за Лагранжем у круговiй обмеженiй за-
дачi трьох тiл (матерiальних точок). У випадку плоскої задачi
трьох тiл доводиться теорема про стiйкiсть за Лагранжем нескiн-
ченно малої частки.

1. Вступ. Розглянемо обмежену задачу трьох тiл, коли, як вiдо-
мо [1, 2], маса m3 третього тiла настiльки мала порiвняно з масами
двох iнших тiл (m1 ≥ m2 ≫ m3), що її впливом на рух тiл з масами
m1 i m2 можна знехтувати. В подальшому зупинимось на круговiй
обмеженiй задачi, коли iснує iнтеграл Якобi. У цьому випадку Хiлл
показав, що якщо стала рiвня h̃ iнтеграла Якобi вiд’ємна i |h̃| пере-
вищує деяку критичну величину h∗ > 0, то область можливих рухiв
малої частки можна зобразити як об’єднання двох областей: областi
ωH обмежених рухiв за координатами (областi Хiлла) i областi ωnc
рухiв без зiткнень, тобто ω = ωH

∪
ωnc, причому ωH

∩
ωnc = Ø. У

зв’язку з визначенням областей Хiлла див. також [3].
На жаль, рухи, якi належать областi ωH i якi в подальшому на-

зиватимемо стiйкими за Хiллом, можуть супроводжуватися зiткнен-
нями (переважно небажаними) матерiальних точок i, таким чином,
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можуть бути необмеженими за швидкостями. У цьому зв’язку акту-
альним є питання про обмеженiсть рухiв за координатами в обла-
стi ωnc, де немає зiткнень i рух вiдповiдає умовi дистальностi [4].
Це особливо цiкаво у зв’язку з роботою автора [5], де дослiджується
загальний випадок задачi трьох тiл i проглядається зв’язок мiж ди-
стальнiстю руху i його обмеженiстю. Як ми покажемо нижче, дiйсно,
при h̃ < 0, коли значення |h̃| достатньо велике i як наслiдок ωnc ̸= ∅,
дистальнi рухи, що належать областi ωnc, при додатковiй умовi, що
кругова задача є плоскою, стiйкi за Лагранжем.

Розглядаючи в подальшому лише випадок кругової обмеженої за-
дачi трьох тiл, тобто вважаючи, що вектори r1 i r2, як розв’язки
задачi двох тiл, вiдповiдають круговим орбiтам точок з масами m1,
m2 i переходячи до вiдносних довжин векторiв [6]:

ρi =
ri

|r12|
, (1.1)

де |r12| = |r12|0 = const, приходимо до рiвнянь руху у формi:

ρ12
′′ = − ρ12

|ρ12|3
,

ρ3
′′ = −(1− µ)

ρ13

|ρ13|3
− µ

ρ23

|ρ23|3
.

(1.2)

Тут ρij = ρj − ρi (i, j = 1, 2, 3), штрих означає диференцiювання за
безрозмiрним часом

τ =

√
G(m1 +m2)

|r12|03/2
t,

де G > 0 – гравiтацiйна стала, а

µ =
m2

m1 +m2
, 0 < µ ≤ 1

2
.

Скористаємося далi системою координат, що обертається з одини-
чною кутовою швидкiстю навколо осi, перпендикулярної до площини
обертання двох масивних тiл m1 i m2. Тодi друге векторне рiвняння
системи (1.2) набуває вигляду [1]:

x′′ − 2y′ =
∂U

∂x
,
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y′′ + 2x′ =
∂U

∂y
, (1.3)

z′′ =
∂U

∂z
,

де

U =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1− µ

|ρ13|
+

µ

|ρ23|
, (1.4)

ρ2
13 = (x− µ)2 + y2 + z2, ρ2

23 = (x+ 1− µ)2 + y2 + z2, (1.5)

(x, y, z)T = r, (x̃, ỹ, z)T = ρ3 r2 = ρ2
3, (1.6)

причому (x, y, z) – координати малої частки вiдносно системи коор-
динат, що обертається, а (x̃, ỹ, z) – її координати вiдносно iнерцiйної
системи координат. Для системи (1.3) iснує iнтеграл Якобi

2T − 2U = 2h, 2T = x′
2
+ y′

2
+ z′

2
, h = const. (1.7)

Поряд з рiвняннями руху у формi (1.3) будемо також використо-
вувати отриманi в роботi [6] рiвняння вiдстаней:

ρ213
′′
= 2E13 +

2

ρ13
+

+µ

[
2

ρ13
+ (ρ223 − ρ213 − 1) +

1

ρ23

(
1− ρ213
ρ223

− 1

)]
,

ρ223
′′
= 2E23 +

2

ρ23
+

+(1− µ)

[
2

ρ23
+ (ρ213 − ρ223 − 1) +

1

ρ13

(
1− ρ223
ρ213

− 1

)]
,
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E′
13 = −µ

[
(ρ213)

′
(
1− 1

ρ313

)
− (ρ223)

′
(
1− 1

ρ323

)
+

+2y

(
1− 1

ρ323

)]
,

E′
23 = (1− µ)

[
(ρ213)

′
(
1− 1

ρ313

)
− (ρ223)

′
(
1− 1

ρ323

)
+

+2y

(
1− 1

ρ313

)]
,

(1.8)

2y′ = E23 − E13 + ρ213 − ρ223 +
2

ρ23
− 2

ρ13
,

де

E13 = v213 −
2

ρ13
, E23 = v223 −

2

ρ23
, v13 = ρ′

13, v23 = ρ′
23. (1.9)

Тут, як i в рiвняннях (1.2), (1.3), штрих означає диференцiювання
за безрозмiрним часом τ . Система рiвнянь (1.8) є системою з надли-
шковими координатами [6]. Хоч далi використовуватимемо не всi її
рiвняння, однак вважаємо за потрiбне подати цю систему у повному
виглядi.

Характерною ознакою системи рiвнянь (1.8) є те, що вона, на вiд-
мiну вiд системи (1.3), вiднесена до iнерцiйної системи вiдлiку з по-
чатком в центрi мас двох масивних тiл.

2. Про властивостi руху в обмеженiй круговiй задачi трьох
тiл. Встановимо деякi кориснi спiввiдношення, якi будуть нам по-
трiбнi при дослiдженнi руху в областi ωnc. Цi спiввiдношення хара-
ктеризують зв’язок мiж векторами, пов’язаними з малою часткою
в iнерцiйнiй системi вiдлiку, i координатами малої частки вiдносно
системи координат, яка обертається.

Твердження 1. У випадку обмеженої кругової задачi трьох тiл
справедлива рiвнiсть

ρ23ρ
′
13 − ρ13ρ

′
23 = −x′ − 2ρ′

3ρ12. (2.1)
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Доведення. Розглянемо спочатку кожен з виразiв ρ23ρ
′
13 i ρ13ρ

′
23

окремо. Зауважуючи, що

ρ12 + ρ23 − ρ13 = 0, (2.2)

для першого з них маємо

ρ23ρ
′
13 = (ρ13 − ρ12)ρ

′
13 == ρ13ρ

′
13 − ρ12(ρ

′
3 − ρ′

1). (2.3)

Оскiльки
ρ12ρ

′
1 = −µρ12ρ

′
12 = −µ

2
(ρ2

12)
′ = 0,

то рiвнiсть (2.3) можемо переписати у виглядi

ρ23ρ
′
13 =

1

2
(ρ2

13)
′ − ρ12ρ

′
3. (2.4)

Аналогiчно отримуємо

ρ13ρ
′
23 =

1

2
(ρ2

23)
′ + ρ12ρ

′
3. (2.5)

Вiднiмаючи тепер вiд рiвностi (2.4) рiвнiсть (2.5), маємо

ρ23ρ
′
13 − ρ13ρ

′
23 =

1

2
(ρ2

13 − ρ2
23)

′ − 2ρ12ρ
′
3, (2.6)

а оскiльки згiдно з [6] виконується рiвнiсть

x =
ρ2
23 − ρ2

13 − 1 + 2µ

2
, (2.7)

то на пiдставi (2.6) i (2.7) робимо висновок про справедливiсть твер-
дження 1. �

Твердження 2. У випадку обмеженої кругової задачi трьох тiл
справедливi рiвностi

x′ = y − ρ12ρ
′
3, (2.8)

y′ = −x− ρ′
12ρ

′
3. (2.9)

Доведення. Згiдно з лемою 1 з работи [6] маємо

2ρ23ρ13
′ = (ρ2

23)
′ − 2y. (2.10)
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Також вiдповiдно до [6] справедлива рiвнiсть

ρ23ρ13
′ + ρ13ρ23

′ = (ρ13ρ23)
′ =

1

2
(ρ2

13 + ρ2
23)

′. (2.11)

Вiднiмемо вiд рiвностi (2.10) рiвнiсть (2.11). В пiдсумку, враховуючи
(2.7), приходимо до рiвностi

ρ23ρ
′
13 − ρ13ρ

′
23 = x′ − 2y. (2.12)

Якщо вiдняти тепер вiд рiвностi (2.12) рiвнiсть (2.1), то отримаємо
(2.8).

Перепишемо останнє рiвняння системи (1.8) у виглядi

y′ =
1

2
(v223 − v213) +

1

2
(ρ213 − ρ223). (2.13)

Беручи до уваги, що

v223 − v213 = (ρ′
3 − ρ′

2)
2 − (ρ′

3 − ρ′
1)

2 = −2ρ′
12ρ

′
3 + ρ′2

2 − ρ′2
1 , (2.14)

а
ρ′2
2 − ρ′2

1 = 1− 2µ,

з врахуванням (2.7) на пiдставi (2.13) робимо висновок про справе-
дливiсть рiвностi (2.9). Твердження 2 доведено. �

Твердження 3. У випадку обмеженої кругової задачi трьох тiл
зразу обидвi координати x i y є обмеженими або необмеженими.

Доведення. Припустимо супротивне, що, наприклад, координата
x обмежена, а координата y – нi. Тодi, оскiльки y – необмежена, iснує
така послiдовнiсть {τk} (k = 1, 2, 3, . . . ), що

lim
k→∞

τk = ∞ (2.15)

i виконується принаймнi одна з рiвностей:

lim
k→∞

y(τk) = +∞, (2.16)

lim
k→∞

y(τk) = −∞. (2.17)

Без обмеження загальностi розгляду надалi вважатимемо, що вико-
нується рiвнiсть (2.16). Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй точцi τk
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послiдовностi {τk} сегмент τ1,2k = [τk1, τk2], який задовольняє такi ви-
моги: 1)τk2−τk1 = δ, де δ - достатньо мале фiксоване число; 2)сегмент
τ1,2k мiстить точку τk.

Згiдно зi структурою системи (1.3) її розв’язки є неперервними
на τ1,2k i диференцiйованими на (τk1, τk2), отже до них можна засто-
сувати теорему про середнє [7]. У вiдповiдностi з останньою маємо
рiвнiсть

x(τk2)− x(τk1) = (τk2 − τk1)x
′(τ∗k ) = δx′(τ∗k ), τ∗k ∈ (τk1, τk2), (2.18)

яку, враховуючи рiвнiсть (2.8), можемо переписати у виглядi

x(τk2)− x(τk1) = δ [y(τ∗k )− ρ12(τ
∗
k )ρ

′
3(τ

∗
k )] . (2.19)

Другий доданок у квадратних дужках правої частини рiвностi (2.19)
є обмеженим, а перший доданок згiдно з рiвнiстю (2.16) i тим фа-
ктом, що сегмент τ1,2k є достатньо малим околом точки τk, прямує до
нескiнченностi при k → ∞. Оскiльки лiва частина рiвностi (2.19) є
обмеженою незалежно вiд значення τ , то приходимо до суперечностi,
звiдки випливає справедливiсть твердження 3. �
3. Теорема про стiйкiсть руху за Лагранжем. Як вже зазна-
чалося у вступi, далi нас цiкавитиме характер руху малої частки в
областi ωnc. Для безпосереднього дослiдження цього руху скориста-
ємось першими двома рiвняннями системи (1.8). Для цього, беручи
до уваги рiвнiсть (2.7), перепишемо їх у виглядi

ρ213
′′
= 2E13 +

2

ρ13
+ µ

[
2

ρ13
+ 2x− µ+

1

ρ23

(
1− ρ213
ρ223

− 1

)]
,

ρ223
′′
= 2E23 +

2

ρ23
+

+(1− µ)

[
2

ρ23
− 2x− 2 + µ+

1

ρ13

(
1− ρ223
ρ213

− 1

)]
.

(3.1)

Зауважимо, що система (3.1), як складова частина системи (1.8), по-
в’язана з iнерцiйною системою вiдлiку, у якiй швидкiсть малої частки
в областi ωnc є обмеженою.

Теорема. У випадку плоскої кругової задачi трьох тiл рух ρ3(τ)
малої частки, що належить областi ωnc, є стiйким за Лагранжем.
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Доведення. Припустимо, що при виконаннi умов теореми дослi-
джуваний рух ρ3(τ) є нестiйким за Лагранжем. Тодi iснує така по-
слiдовнiсть {τk} (k = 1, 2, 3, . . . ), що

lim
k→∞

τk = ∞, lim
k→∞

ρ3(τk) = ∞, ρ3(τk) = |ρ3(τk)| (3.2)

i як наслiдок

lim
k→∞

ρ13(τk) = ∞, lim
k→∞

ρ23(τk) = ∞. (3.3)

Оскiльки виконується рiвнiсть (3.2), а обмежена кругова задача є
плоскою, то з врахуванням твердження 3 має мiсце принаймнi одна
з рiвностей

lim
k→∞

x(τk) = +∞, (3.4)

lim
k→∞

x(τk) = −∞. (3.5)

Без обмеження загальностi розгляду вважатимемо, що виконується
рiвнiсть (3.4).

Згiдно з умовою теореми, оскiльки розглядуваний рух в областi
ωnc є дистальним, швидкiсть малої частки в ωnc є обмеженою. То-
дi на пiдставi рiвностi (3.4) можемо стверджувати, що iснує такий
достатньо великий номер s, що при k ≥ s виконується нерiвнiсть

ρ223
′′ |τ∈{τk}≤ −δ, ∀k ≥ s, 0 < δ = const. (3.6)

В свою чергу обмеженiсть швидкостi малої частки тягне за собою
iснування послiдовностi промiжкiв часу τ зростаючої довжини

{Tj} = [τs+j − τnj ], τs+j ∈ {τk}, j = 1, 2, 3, . . . ,

τnj < τs+j , n1 < n2 < n3 . . . , (3.7)

на яких виконується нерiвнiсть

ρ223
′′ ≤ −δ, ∀τ ∈ {Tj}. (3.8)

Зауважимо, що в основi iснування послiдовностi промiжкiв часу {Tj}
лежить дуже проста iдея: чим бiльшою є вiдстань, тим i бiльшим є
час, необхiдний, щоб пройти цю вiдстань малою часткою, оскiльки її
швидкiсть обмежена.
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Таким чином, обмеженiсть швидкостi малої частки в областi ωnc
дозволяє нам вiд нерiвностi (3.6), справедливої для послiдовностi то-
чок, перейти до нерiвностi (3.8), що має мiсце для послiдовностi вiд-
рiзкiв, довжина яких зростає.

Iнтегруючи (3.8), отримуємо нерiвнiсть

ρ223
′ |ττ1≤ −δ(τ − τ1), τ > τ1, [τ1, τ ] ⊆ {Tj}, (3.9)

яку в подальшому переписуємо у виглядi

ρ223
′ |τ≤ ρ223

′ |τ1 −δ(τ − τ1). (3.10)

Iнтегруючи нерiвнiсть (3.10), одержуємо

ρ223 |ττ1≤ ρ223
′ |τ1 (τ − τ1)−

δ

2
(τ − τ1)

2. (3.11)

Покладемо в нерiвностi (3.11) τ1 = τnj , τ = τs+j i перепишемо її у
виглядi

ρ223 |τ=τs+j −ρ223 |τ=τnj
≤

≤ (τs+j − τnj )

{
ρ223

′ |τ=τnj
−δ
2
(τs+j − τnj )

}
. (3.12)

Доданки
ρ223 |τ=τnj

, ρ223
′ |τ=τnj

(3.13)

в нерiвностi (3.12) вiдповiдають таким обмеженим моментам часу
τ = τnj , що величини ρ13(τnj ) i ρ23(τnj ) досягають в них критичного
значення, при якому

ρ223
′′ |τ=τnj

≤ −δ.

Отже вибiр величин (3.13) у нерiвностi (3.12) завжди можна здiйсни-
ти таким чином, щоб вони були обмеженими.

Довжина промiжка [τs+j − τnj ] при j → ∞ вiдповiдно до (3.2) i
визначенням моментiв часу τnj прямує до нескiнченностi. Таким чи-
ном, права частина нерiвностi (3.12) прямує до мiнус нескiнченностi.
Навпаки, згiдно з рiвнiстю (3.3) лiва частина нерiвностi (3.12) при
j → ∞ прямує до плюс нескiнченностi. Приходимо до суперечностi,
яка дозволяє зробити висновок про справедливiсть теореми. 2

Зауважимо, що запропонований вище пiдхiд можна застосувати i
для просторової обмеженої задачi трьох тiл, однак у цьому випадку
на його пiдставi можемо лише говорити про обмеженiсть руху малої
частки в областi ωnc тiльки вiдносно координат x i y.
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