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Представлено новий метод знаходження хвильової функцiї для опису нестацiонарного ту-
нелювання частинки через одномiрний потенцiальний бар’єр Альбрехта з дисипативною ком-
понентою, що будується на основi хвильових пакетiв. Дослiджено роль дисипативних ефектiв
при тунелюваннi на основi аналiзу проникностi прямокутного бар’єра на прикладi задачi за-
хоплення α-частинки ядром 44Ca.
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I. ВСТУП

Квантування систем iз силами тертя є однiєю з
фундаментальних проблем квантової фiзики. Наявнi
пiдходи, розробленi з намаганням увести дисипацiю
у квантову фiзику, можна роздiлити на двi групи.
До першої групи можна внести методи, спрямованi
на безпосереднє розв’язання рiвняння Шрединґера з
намаганням (при отриманнi розв’язкiв) якнайбiльш
коректно зберегти всi принципи квантової механiки
та квантовi властивостi дослiджуваних систем. Од-
нак найпростiшi спроби реалiзувати формалiзм таким
способом для опису реалiстичних квантових систем
натрапляють на суттєвi складнощi. Чим можна пояс-
нити, що робiт з цiєї давньої та практично нерозв’я-
заної проблеми досить мало.

До другої групи можна вiднести методи, спрямова-
нi на опис дисипативних властивостей реалiстичних
систем, що знайшли своє природне застосування в за-
дачах ядерної фiзики. Ядерна дисипацiя в цьому на-
прямку являє собою перетворення енерґiї колективно-
го руху в ядрах до енерґiї внутрiшнiх одночастинко-
вих збурень. Початок розвитку цього напрямку мож-
на пов’язати з появою праць Святецького (Swiatecki)
ще в 1969 роцi [1,2], якi привертали суттєву увагу до-
слiдникiв до останнього часу. Однак сам формалiзм
починається з уведення рiзного типу спрощень, на-
ближень, неквантових узагальнень початкових кван-
тових рiвнянь. Щоб розробити формалiзм, потрiбно
вiдходити вiд початкового рiвняння Шрединґера та
стандартної квантової механiки.

На початку розвитку методiв другої групи диси-
пативнi ефекти в ядерних реакцiях вивчали за до-
помогою класичних рiвнянь руху, що описують зi-
ткнення iндивiдуальних нуклонiв у ядерному середо-
вищi зi в’язкiстю з пiдключенням сил тертя [3–18].
Але з роками, класичнi представлення ядерної ди-
сипацiї отримували точнiше квантове формулюван-
ня. Iнтенсивно удосконавлювалися моделi захоплен-
ня, злиття, подiлу, глибоконепружних зiткнень важ-
ких йонiв на основi використання рiвнянь Ланжеве-
на (Langevin) [19–28] (тут знайшли своє мiсце мето-

ди Монте-Карло (Monte-Carlo), формалiзм Фоккера–
Планка (Fokker–Planck), моделi квантової молекуляр-
ної динамiки та багато iнших). На сьогоднi такий
напрямок теорiї iнтенсивно розробляють для опису
утворення та властивостей надважких елементiв (на-
приклад, див. [29]). Застосовують сучаснi квантовi
пiдходи на основi теорiї Хартрi–Фока (Hartree–Fock
theory) з рiзними видами параметризацiї взаємодiй
Скирма (Skyrme), де для опису дисипативних про-
цесiв застосовуються квазiкласичнi та напiвкласич-
нi пiдходи (наприклад, формалiзм розподiлiв Вiґне-
ра [31, 32], моделi флуктацiйно-дисипативних траєк-
торiй (fluctuation-dissipation trajectory models) з рiз-
ного типу фолдiнґ-розрахунками [33], моделi класич-
них дисипативних траєкторiй [34].).

Привабливою перевагою методiв останньої групи є
можливiсть уводити характеристики, фiзичний змiст
яких стає достатньо простим та ясним у класично-
му наближеннi (з квантової механiки). До цiєї групи
можна включити пiдходи, спрямованi на опис диси-
пативних ефектiв у подiлi ядер, фiзицi важких йонiв,
синтезi надважких ядер. Цей напрямок набув своєї
популярностi, кiлькiсть праць є справдi вражаючою.
На сьогоднi для роботи в цьому напрямку розробленi
спецiальнi чисельнi методи (наприклад, див. [37, 38]).

Тут можна вiдокремити незалежний пiдхiд, що вве-
ли Калдейра (Caldeira) та Леґґетт (Leggett) у [39,40].
Вiн спрямований на опис системи броунiвських час-
тинок у середовищi за допомогою гармонiчних осци-
ляторiв, на яку згодом накладається канонiчне кван-
тування. Цей формалiзм iнтенсивно застосовували до
широкого ряду задач, включаючи системи з зовнiш-
нiм середовищем (systems coupled with environment),
такi, як дифузiя мюонiв у металах, рух електронiв у
бiологiчних та хiмiчних системах, радiацiйне загасан-
ня (radiation damping) та iнше.

У цiй статтi свiй iнтерес ми спрямуємо на першу
групу методiв, щоб побудувати повнiстю квантовий
апарат для опису дисипативних процесiв у кванто-
вiй фiзицi. Ми очiкуємо, що такий пiдхiд забезпе-
чить найточнiше збереження квантових властивос-
тей при описi дисипативних систем. Як ми вважа-
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ємо, найбiльш широко вiдомий (та, можливо, най-
перший серед створених) пiдхiд у цiй групi — це
формалiзм на основi гамiльтонiанiв Калдiрола–Канаї
(Caldirola–Kanai) [41,42] (див. також iнтенсивнi дослi-
дження [43–48], узагальнення [49–55]). Серед iнших
пiдходiв можна видалити побудову нелiнiйних (неер-
мiтових, non-hermitian) гамiльтонiанiв з операторами
Костiна (Kostin) [56], Альбрехта (Albrecht) [57], Хассе
(Hasse) [58], лiнiйних (ермiтових) гамiльтонiанiв Ґi-
зiна (Gisin) [59], Екснера (Exner) [60], Полiхронако-
са (Polychronakos) та Тзанi (Tzani) [61]. У цiй статтi
ми виберемо напрямок Альбрехта, у формалiзмi якого
потенцiал iз дисипативною компонентою визначаємо
на основi усереднення за хвильовими пакетами [57]:

V (x) = V0(x) + γ W (x),

W (x) = (x − 〈x〉) [cp + (1 − c) 〈p〉] − i~c

2
,

(1)

де V0(x) — потенцiал стандартного стацiонарного рiв-
няння Шрединґера, γ та c — довiльнi дiйснi парамет-
ри, 〈x〉 та 〈p〉 — усередненi координата та iмпульс, де
усереднення виконується по координатi x з викорис-
танням хвилевих пакетiв, що базуються на розв’язках
рiвняння Шрединґера з потенцiалом V (x). Ця влас-
тивiсть видiляє пiдхiд Альбрехта серед iнших своєю
пiдвищеною складнiстю в математичному формулю-
ваннi та комп’ютерних розрахунках. Але саме тому
ми вважаємо, що пiсля вдалої побудови такого фор-
малiзму для визначення хвилевої функцiї бiльшiсть
iнших пiдходiв цiєї групи можна далi буде розв’язати
на основi подiбних, уже знайдених iдей. Вiдповiдно
до [57], при c > 0 бiльшiсть потенцiалiв V дає зага-
саючi розв’язки та не локалiзує основного стану, тодi
як випадок c = 0 зберiгає основнi стани. Щоб зрозумi-
ти, як побудувати пiдхiд для знаходження розв’язкiв
рiвняння за довiльного параметра c, у цiй працi ми
спершу розберемося з найпростiшим випадком c = 0.

Основи такого формалiзму покладено в роботах
[62, 63]. Але перед тим, як застосувати такий форма-
лiзм для складних реалiстичних ядерних задач, по-
трiбно було б довести його до рiвня розрахункiв про-
никностей бар’єрiв простої форми з наявнiстю диси-
пативної компоненти в потенцiалi взаємодiї та проана-
лiзувати основнi властивостi методу. Деякi загальнi
властивостi тунелювання з включеною дисипативною
компонентою в потенцiалi можна дослiдити в задачi
тунелювання через найпростiший одномiрний бар’єр
прямокутної форми. Знаходження розв’язку такої за-
дачi — мета цiєї працi. Ми будемо припускати, що як
наступний крок у такому напрямку дослiджень цей
пiдхiд можна вдосконалити для роботи з реалiстич-
ними бар’єрами для задач ядерної фiзики, де напря-
мок дослiджень треба спрямувати саме на бар’єри до-
вiльної форми (де можна застосувати метод багато-
разових внутрiшнiх вiдбиттiв, який, за нашою оцiн-
кою, є найточнiшим у знаходженнi розв’язку таких
задач [64–70]).

Для дослiджень ми вiзьмемо потенцiальнi бар’є-
ри iз задач ядерної фiзики. Тут найглибше вивче-
нi та вiдтестованi потенцiали взаємодiй мiж фраґ-

ментами малої маси та ядрами. Придатними канди-
датами для таких фраґментiв можуть бути прото-
ни та α-частинки. Тут прояв дисипативних ефектiв
у α-ядерних реакцiях є вагомiшим. Найiнтенсивнi-
ше та найглибше α–ядернi взаємодiї вивчали в за-
дачах α-розпаду ядер (див. експериментальнi дослi-
дження [71–82], рiзнi мiкроскопiчнi моделi [83–96],
макроскопiчнi кластернi моделi [97–111], моделi подi-
лу [112, 113]) та розсiяння α-частинок на ядрах [114–
118]. α-розпади ядер характеризуються перiодами на-
пiврозпаду, що визначаються на основi формування
α-частинки у внутрiшнiй просторовiй областi ядра, її
подальших (квантових) осциляцiй та вильоту назовнi
з тунелюванням через бар’єр. α-захват характеризує-
ться перерiзами, що визначаються на основi проник-
ностей бар’єра за рiзних значень кутового моменту та
процесами злиття α-частинки з ядром, де саме й про-
являються дисипативнi ефекти. Вiдповiдно до такої
логiки, α-захват є найцiкавiшою реакцiєю, що саме
ми й вибираємо для аналiзу в цiй статтi. Зазначимо,
що фiзика процесiв злиття при α-захопленнi дослi-
джена найменш глибоко [102–105], тому будь-яка нова
iнформацiя могла б бути корисною. Оцiнки ймовiр-
ностей захоплення α-частинок використовують, опи-
суючи ядернi реакцiї в зiрках [111,117,119].

На сьогоднi найбiльш поширений пiдхiд до визна-
чення перерiзiв α-захоплення заснований на розра-
хунках проникностi бар’єрiв без включення процесiв
злиття (наприклад, див. [102]). У лiтературi можна
знайти, що визначення ймовiрностей злиття являє со-
бою серйозну та давню загадку, незважаючи на дов-
гу iсторiю дослiджень реакцiй захоплення. Тут Глас
(Glas) та Мосел (Mosel) застосували пiдхiд рiзкого об-
рiзання кутових моментiв (sharp angular momentum
cutoff approach) [120, 121], який широко застосовува-
ли до останнього часу (наприклад, див. [122, 123]).
Еберхард та iн. (Eberhard et al) запропонували фор-
мулу, що дає деяку iнформацiю про злиття при α-
захопленнi на основi порiвняння розрахункових пере-
рiзiв з експериментальними даними за деяких обра-
них енерґiй [124]. У [125] ми показали, що включення
процесiв злиття в задачу дозволяє суттєво полiпшити
узгодженiсть мiж теорiєю та експериментом. Експе-
риментально цi реакцiї не дослiдженi достатньо гли-
боко: ми маємо данi вимiрiв для α-захоплення ядрами
40Ca, 44Ca [124], 59Co [126], 208Pb [127], 209Be [127].

II. МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ ХВИЛЬОВОЇ
ФУНКЦIЇ НЕСТАЦIОНАРНОГО РIВНЯННЯ

ШРЕДИНҐЕРА З ПОТЕНЦIАЛОМ
АЛЬБРЕХТА

У цьому роздiлi ми коротко розглянемо метод ви-
значення хвильової функцiї для нестацiонарного рiв-
няння Шрединґера з потенцiалом Альбрехта [62, 63].
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A. Рiвняння Шрединґера з дисипативною
компонентою

Розгляньмо нестацiонарне рiвняння Шрединґера:

i ~
∂

∂t
Ψ(x, t) =

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ V (x, t)

)

Ψ(x, t), (2)

у якому потенцiал має деяку залежнiсть вiд часу. Роз-
гляньмо хвильову функцiю, залежну вiд часу, у ви-
глядi iнтеґрала Фур’є:

Ψ(x, t) =

E0
∫

0

g(E) e−iEt/~ ϕ(E, x) dE, (3)

де ϕ (E, x) — компонента хвильової функцiї, що не
залежить вiд часу t, g(E) — ваговий фактор у формi
ґаусiана

g(E) = A e−a2(k−k̄)2 , (4)

де A та a — сталi, k̄ — значення iмпульсу, щодо яко-
го локалiзується пакет. Пiдставляючи хвильову фун-
кцiю (3) у вираз (2), отримаємо:

E0
∫

0

g(E) e−iEt/~ ϕ(E, x) EdE

= − ~
2

2m

E0
∫

0

g(E) e−iEt/~
∂2ϕ(E, x)

∂x2
dE

+

E0
∫

0

g(E) V (x, Ē, t) e−iEt/~ ϕ(E, x) dE. (5)

Застосуймо обернене Фур’є-перетворення до цього
рiвняння. Лiва частина матиме вигляд

1

2π

∫

dt eiE′t/~

E0
∫

0

g(E) e−iEt/~ ϕ(E, x) E dE

= ~

E0
∫

0

g(E) ϕ(E, x) δ(E′ − E) E dE

= ~ g(E′) E′ ϕ(E′, x), (6)

а права частина перетвориться як

− 1

2π

~
2

2m

∫

dt eiE′t/~

E0
∫

0

g(E) e−iEt/~
∂2ϕ(E, x)

∂x2
dE +

1

2π

∫

dt eiE′t/~

E0
∫

0

g(E) V (x, Ē, t) e−iEt/~ ϕ(E, x) dE

= − ~
3

2m
g(E′)

∂2ϕ(E′, x)

∂x2
+

1

2π

E0
∫

0

dE g(E) ϕ(E, x)

∫

V (x, Ē, t) ei(E′−E)t/~ dt. (7)

Об’єднуючи цi частини, ми одержимо таке рiвнян-
ня:

~ g(E′) E′ ϕ(E′, x) = − ~
3

2m
g(E′)

∂2ϕ(E′, x)

∂x2

+
1

2π

E0
∫

0

dE g(E) ϕ(E, x)

∫

V (x, Ē, t) ei(E′−E)t/~ dt.

(8)

За c = 0 дисипативна компонента WA(x) має ви-

гляд:

WA(x) = 〈p〉(x − 〈x〉). (9)

Визначимо усереднення як

〈p〉 =

∫

Ψ∗(x, t)

(

− i ~
∂

∂x

)

Ψ(x, t) dx,

〈x〉 =

∫

Ψ∗(x, t) x Ψ(x, t) dx,
(10)

звiдки отримаємо дисипативну компоненту

WA(x, t) = −i~

∫

dx1

∫

dx2

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4g(E1)g(E2)g(E3)g(E4)

× ei(E1−E2+E3−E4)t/~

(

x − x2

)

ϕ∗(E1, x1)
∂ϕ(E2, x1)

∂x1
ϕ∗(E3, x2) ϕ(E4, x2) (11)

та розрахуємо повний потенцiал
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V (x, t) = V0(x) − i ~ γ

∫

dx1

∫

dx2

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4 g(E1) g(E2) g(E3) g(E4)

× ei(E1−E2+E3−E4)t/~

(

x − x2

)

ϕ∗(E1, x1)
∂ϕ(E2, x1)

∂x1
ϕ∗(E3, x2) ϕ(E4, x2). (12)

Ураховуючи цi перетворення, ми знайдемо другий складник правої частини (8):

1

2π

E0
∫

0

dE g(E) ϕ(E, x)

∫

V (x, Ē, t) ei(E′−E)t/~ dt = ~ g(E′) ϕ(E′, x) V0(x) −

−i ~
2γ ·

∫

dx1

∫

dx2

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4 g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E′′)

×
(

x − x2

)

ϕ∗(E1, x1)
∂ϕ(E2, x1)

∂x1
ϕ∗(E3, x2) ϕ(E4, x2) ϕ(E′′, x), (13)

де

E′′ = E′ + E1 − E2 + E3 − E4. (14)

Отже, рiвняння (8) перетворюється до наступного (при E ′ → E)

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x) − E

)

ϕ(E, x) = i~γ

∫

dx1

∫

dx2

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4

×g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E′′)

g(E)

(

x − x2

)

ϕ∗(E1, x1)
∂ϕ(E2, x1)

∂x1
ϕ∗(E3, x2) ϕ(E4, x2) ϕ(E′′, x). (15)

Ми знайшли нове рiвняння без часу, яке залежить вiд дисипативного параметра γ. Якщо цей параметр
прямує до нуля, тодi рiвняння (14) перетвориться до стацiонарного рiвняння Шрединґера зi стацiонарним
потенцiалом V0(x) без дисипативної компоненти WA(x), тобто ми отримаємо стацiонарний процес.

B. Метод послiдовних наближень

Припускаючи параметр γ достатньо малим, ми будемо шукати роз’язок невiдомої функцiї ϕ(x) у виглядi

ϕ(x) = ϕ0(x) + γ ϕ1(x), (16)

де ϕ0(x) — хвильова функцiя стацiонарного рiвняння Шрединґера з потенцiалом V0(x) за енерґiї E0. Пiдстав-
ляючи розв’язок (16) у рiвняння (15), ми отримаємо нове рiвняння, що до членiв за γ1 має вигляд:

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x) − E

)

(

ϕ0(E, x) + γ ϕ1(E, x)
)

= i ~ γ ·
∫

dx1

∫

dx2

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4

× g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E′′)

g(E)

(

x − x2

)

ϕ∗
0(E1, x1)

∂ϕ0(E2, x1)

∂x1
ϕ∗

0(E3, x2) ϕ0(E4, x2) ϕ0(E
′′, x). (17)

Перепишiмо окремо компоненти за рiзних ступенiв γ у (17) (позначення E = E0):

γ0 :

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x) − E0

)

ϕ0(E0, x) = 0,

γ1 :

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x) − E0

)

ϕ1(E0, x) = i ~

∫

dx1

∫

dx2

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4

× g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E′′)

g(E0)

(

x − x2

)

ϕ∗
0(E1, x1)

∂ϕ0(E2, x1)

∂x1
ϕ∗

0(E3, x2) ϕ0(E4, x2) ϕ0(E
′′, x), (18)

де

E′′ = E0 + E1 − E2 + E3 − E4. (19)
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Перше рiвняння в отриманiй системi (18) — це то-
тожнiсть згiдно з умовами задачi. Друге рiвняння ви-
значає невiдому функцiю ϕ1 на основi заданої функцiї
ϕ0. Це диференцiйне рiвняння другого порядку, для
його розв’язку можна застосувати чисельнi методи.

C. Точний роз’вязок для корекцiї ϕ1

Для того щоб знайти розв’язки рiвнянь (18), нам
потрiбно знати корекцiю ϕ1, яка невiдома. Перепишi-
мо праву частину другого рiвняння за γ1 як

f (E0, x) = i

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4

× g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E′′)

g(E0)
(20)

×ϕ0(E
′′, x)

{

x I1(E3, E4) − I2(E3, E4)
}

· I3(E1, E2),

де

I1(E1, E2) =

∫

ϕ∗
0(E1, x) ϕ0(E2, x) dx,

I2(E1, E2) =

∫

ϕ∗
0(E1, x) ϕ0(E2, x) x dx,

I3(E1, E2) =

∫

ϕ∗
0(E1, x)

∂ϕ0(E2, x)

∂x
dx,

(21)

та рiвняння (18) за γ1 матимуть такий вигляд:
(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+V0(x)−E0

)

ϕ1(E0, x) = ~ f(E0, x). (22)

Домножуючи це рiвняння злiва на хвильову функцiю
ϕ0(x), отримаємо:

− ~
2

2m

∂

∂x

[

ϕ2
0(x)

∂

∂x

ϕ1(x)

ϕ0(x)

]

= ~ ϕ0(x) f(x). (23)

Ураховуючи, що функцiї ϕ0(x) та f(x) вiдомi, ми про-
iнтеґруємо це рiвняння за dx:

− ~
2

2m
ϕ2

0(x)
∂

∂x

ϕ1(x)

ϕ0(x)
= ~

∫

ϕ0(x) f(x) dx + C1, (24)

та одержимо:

∂

∂x

ϕ1(x)

ϕ0(x)
= − 2m

~

1

ϕ2
0(x)

{
∫

ϕ0(x) f(x) dx+C1

}

. (25)

Iнтеґруючи це рiвняння за dx ще раз, отримаємо точ-
ний розв’язок для функцiї ϕ1:

ϕ1(x) = −ϕ0(x) (26)

×
{

2m

~

∫

1

ϕ2
0(x)

[
∫

ϕ0(x) f(x) dx + C1

]

dx + C2

}

.

Використовуючи сталi C1 та C2, можна деформува-
ти корекцiю ϕ1 до цiєї хвильової функцiї ϕ0 (тобто
ми створили метод явної деформацiї повної хвильової
функцiї, що могло би бути цiкавим при пошуках но-
вих квантових систем з заданими властивостями). Як
було показано в роботi [62], у вузлах хвильової функ-
цiї ϕ0(x) ї ї корекцiя ϕ1 має вигляд:

ϕ1(x) = −ϕ0(x)

{

2m

~

∫

f(x)

2 ϕ′
0(x)

dx + C2

}

. (27)

Отже, корекцiя ϕ1(x) прямує до нуля у вузлах, i на
цiй основi вона не має розбiжностей.

III. ТУНЕЛЮВАННЯ КРIЗЬ ПРЯМОКУТНИЙ
БАР’ЄР

Тепер ми розгляньмо одномiрну задачу тунелюван-
ня частинки з масою m у напрямку осi x через пря-
мокутний потенцiйний бар’єр. Позначмо область I за
x < 0, область II за 0 < x < a та область III за x > a
вiдповiдно. Стацiонарна хвильова функцiя для такого
процесу тунелювання така:

ϕ0(x) =







eikx + AR e−ikx при x < 0,
α eξx + β e−ξx при 0 < x < a,
AT eikx при x > a,

(28)

де k = 1
~

√
2mE, ξ = 1

~

√

2m(V1 − E), E — повна енер-
ґiя частинки. Амплiтуди AT , AR, α та β можна ви-
значити, якщо використати умови неперервностi хви-
льової функцiї та її похiдної на кожнiй межi бар’єра.
Ми маємо (наприклад, див. [64, 65, 67–70]):

AT =
i4kξ e−ξa−ika

Fsub
, α =

2k (iξ − k) e−2ξa

Fsub
,

AR =
k2
0 D−

Fsub
, β =

2k (iξ + k)

Fsub
,

(29)

де

Fsub = (k2 − ξ2) D− + 2ikξD+,
D± = 1 ± e−2ξa,

k2
0 = k2 + ξ2 =

2mV1

~2
.

(30)

Пiдставляючи у (3) хвилю ϕinc(k, x), що падає на ба-
р’єр, а також хвилю, що пройшла ϕtr(k, x) або вiдбиту
хвилю ϕref(k, x) вiд хвильової функцiї ϕ(k, x), що да-
на (28), ми вiдповiдно отримаємо пакет, що падає на
бар’єр або пакет, що вiдбився чи пройшов.

На основi таких розв’язкiв тепер ми можемо знай-
ти iнтеґрали I1, I2 та I3. Такi розрахунки являють
собою математично складну проблему вони наведенi
в Додатку А. Отже, ми отримаємо такi розв’язки:
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I1(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f11(E1, E2) + f12(E1, E2),

I2(E1, E2) = f
(+)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k2+k1

+ f
(−)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k2−k1

+ f22(E1, E2),

I3(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f31(E1, E2) + f32(E1, E2),

(31)

де

f11(E1, E2) = π
(

A∗
T, 1 AT, 2 + A∗

R, 1 AR, 2 + 1
)

,

f12(E1, E2) =
α∗

1α2 e(ξ1+ξ2)a − β∗
1β2 e−(ξ1+ξ2)a − α∗

1α2 + β∗
1β2

ξ1 + ξ2
−

−
i (A∗

R, 1 − AR, 2)

k1 + k2
+

{

i
(

A∗
T, 1 AT, 2 ei(k2−k1)a + A∗

R, 1 AR, 2 − 1
)

k2 − k1

+
α2 β∗

1 e(ξ2−ξ1)a − α∗
1 β2 e−(ξ2−ξ1)a − α2 β∗

1 + α∗
1 β2

ξ2 − ξ1

}
∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

+ a ·
{

α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

,

(32)

f
(+)
21 (E1, E2) = i π (AR, 2 − A∗

R, 1),

f
(−)
21 (E1, E2) = i π (A∗

T, 1 AT, 2 − A∗
R, 1 AR, 2 − 1),

f22(E1, E2) =
1

(ξ1 + ξ2)2

{

[

(ξ1 + ξ2) a − 1
]

α∗
1 α2 e(ξ1+ξ2)a

−
[

(ξ1 + ξ2) a + 1
]

β∗
1 β2 e−(ξ1+ξ2)a + α∗

1 α2 + β∗
1 β2

}

+
A∗

R, 1 + AR, 2

(k1 + k2)2
+

a2

2
·
{

α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

+

{

1

(ξ2 − ξ1)2

(

[

(ξ2 − ξ1) a − 1
]

α2 β∗
1 e(ξ2−ξ1)a

−
[

(ξ2 − ξ1) a + 1
]

α∗
1 β2 e−(ξ2−ξ1)a + α2 β∗

1 − α∗
1 β2

)

+

+
A∗

T, 1 AT, 2

(k2 − k1)2

(

[i(k2 − k1) a − 1] ei(k2−k1)a + 1
)

+
A∗

T, 1 AT, 2 − A∗
R, 1 AR, 2 + 1

(k1 − k2)2

}∣

∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

,

(33)

f31(E1, E2) = π ik2 (A∗
T, 1 AT, 2 − A∗

R, 1 AR, 2 + 1),

f32(E1, E2) =
ξ2

ξ1 + ξ2

[

α∗
1 α2 e(ξ1+ξ2)a + β∗

1 β2 e−(ξ1+ξ2)a − α∗
1 α2 − β∗

1 β2

]

+
k2 (A∗

R, 1 + AR, 2)

k1 + k2
+ a ·

{

ξ2 β∗
1 α2 − ξ2 α∗

1 β2 − ik2 A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

−

−
{

k2

(

A∗
T, 1 AT, 2 ei(k2−k1)a − A∗

R, 1 AR, 2 − 1
)

k2 − k1

− ξ2

(

α2 β∗
1 e(ξ2−ξ1)a + α∗

1 β2 e−(ξ2−ξ1)a − α2 β∗
1 − α∗

1 β2

)

ξ2 − ξ1

}
∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

.

(34)
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Використовуючи отриманi розв’язки для iнтеґралiв, тепер ми знайдемо функцiю f(E0, x), яка визначена у (20).
Її обчислення наведено в Додатку Б та розв’язок має такий вигляд:

f(E0, x) =
i

g(E0)

~

m
J1(E0)

{

x
~

m
g(E0) ϕ0(E0, x) · J2(E0)

+ x · J3(E0, x) +
2 ~

m
g(E0) ϕ0(E0, x)

×
(

[

g2(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

]∣

∣

∣

E3=E0

E3=0
− J4(E0)

)

− J5(E0, x)

}

+
i

g(E0)
·
{

x · ~

m
· J6(E0, x) · J2(E0) + x · J7(E0, x)

+
2 ~

m
· J6(E0, x) ·

[

g2(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

]
∣

∣

∣

E3=E0

E3=0

− 2 ~

m
· J6(E0, x) · J4(E0) − J8(E0, x)

}

,

(35)

де розрахунки iнтеґралiв J1(E0) . . . J8(E0, x) наведено у (Б.15) та (Б.16) у Додатку Б.

A. Проблема iнтерференцiї мiж хвилею, що падає
на бар’єр, та вiдбитою хвилею

Повну хвильову функцiю ϕtotal у першiй областi
x < 0 можна переписати як суму хвилi ϕinc, що падає
на барьер, та вiдбитої хвилi ϕref :

ϕtotal = ϕinc + ϕref , (36)

звiдки ми отримаємо повний потiк:

j (ϕtotal) =
i~

2m

[

(

ϕinc + ϕref

)

∇
(

ϕ∗
inc + ϕ∗

ref

)

− h. c.
)

]

= jinc + jref + jmixed, (37)

де

jinc =
i~

2m

(

ϕinc∇ϕ∗
inc − h. c.

)

,

jref =
i~

2m

(

ϕref∇ϕ∗
ref − h. c.

)

,

jmixed =
i~

2m

(

ϕinc∇ϕ∗
ref + ϕref∇ϕ∗

inc − h. c.
)

.

(38)

Тут компонента jmixed описує iнтерференцiю мiж хви-
лею, що падає на бар’єр, та вiдбитею хвилею у пер-
шiй областi за x < 0 (далi ми будемо називати її змi-
шаною компонентою вiд повного потоку або просто
потоком змiшування (flux of mixing)). З умови збе-
реження повного потоку jtotal ми отримаємо потiк jtr
для хвилi, що пройшла через бар’єр, та:

jinc = jtr − jref − jmixed, jtr = jtotal = const. (39)

Звiдси можна бачити, що потiк змiшування вносить
невизначенiсть у знаходження проникностi та вiдбит-
тя за однiєї i тiєї ж вiдомою повною хвильовою фун-
кцiєю.

Ми визначимо коефiцiєнти проникностi, вiдбиття
та змiшування так:

T =
jtr
jinc

, R =
jref
jinc

, M =
jmixed

jinc
. (40)

Тодi з формул (39) та (40) одержимо (jtr та jref на-
правленi у протилежних напрямках, а jinc та jtr — в
однаковому напрямку):

|T | + |R| − M = 1. (41)

Звiдси ми бачимо, що умова |T | + |R| = 1 має сенс у
квантовiй механiцi тiльки тодi, коли немає iнтерфе-
ренцiї мiж хвилею, що падає на бар’єр, та вiдбитою
хвилею, тобто

jmixed = 0. (42)

B. Проникнiсть

Припускаючи коефiцiєнт γ достатньо малим, ми бу-
демо шукати розв’язок для невiдомої функцiї ϕ(x) як

ϕ(x) = ϕ0(x) + γϕ1(x) = ϕ0(x)
{

1 + γ φ(x)
}

, (43)

де

φ(x) =
ϕ1(x)

ϕ0(x)
(44)

= − 2m

~2

∫

1

ϕ2
0(x)

[
∫

ϕ0(x) f(x) dx + C1

]

dx + C2.

Знайдемо потiк, що пройшов через бар’єр:
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jtr =
i~

2m

(

ϕtr∇ϕ∗
tr − h. c.

)

=
i~

2m

(

ϕtr,0 ∇ϕ∗
tr,0 + γ ϕtr,0 ∇ϕ∗

tr,0

(

φtr + φ∗
tr

)

+ γ2 ϕtr,0 ∇ϕ∗
tr,0 |φtr|2

+ γ |ϕtr,0|2 ∇φ∗
tr + γ2 |ϕtr,0|2 φtr ∇φ∗

tr − c. c.
)

. (45)

Забираючи всi компоненти при γ2, отримаємо для потоку, що пройшов через бар’єр, такий вираз:

jtr = jtr,0 + γ ·
{

jtr,0
(

φtr + φ∗
tr

)

+
i~

2m
|ϕtr,0|2

(

∇φ∗
tr − h. c.

)

}

(46)

та вiдповiдний вираз для проникностi:

T =
jtr,0
jinc

+ γ ·
{

jtr,0
(

φtr + φ∗
tr

)

+
i~

2m
|ϕtr,0|2

(

∇φ∗
tr − h. c.

)

} 1

jinc

= T0 + γ ·
{

T0

(

φtr + φ∗
tr

)

+
i~

2m

1

jinc
|ϕtr,0|2

(

∇φ∗
tr − h. c.

)

}

.

(47)

Перепишiмо його в такому виглядi:

T = T0 + γ · ∆T, (48)

де

∆T = T0

(

φtr + φ∗
tr

)

+
i~

2m

1

jinc
|ϕtr,0|2

(

∇φ∗
tr − h. c.

)

.

(49)
Пiдставляючи сюди компоненту хвильової функцiї
вiдповiдно до хвилi, що пройшла через бар’єр:

ϕtr,0 = AT eikx,

(50)

∇ϕtr,0 = ik AT eikx, ∇ϕ∗
tr,0 = − ik A∗

T e−ikx,

одержимо

i~

2m
|ϕtr,0|2 = i

jtr,0
2k

. (51)

Тепер ми перепишiмо розв’язок (49) так:

∆T = T0

{

φtr + φ∗
tr +

i

2k

(

∇φ∗
tr − h. c.

)

}

= T0

{

2<(φtr) +
1

k
∇=(φtr)

}

. (52)

Отже, ми отримали такий вираз для проникностi:

T = T0 + γ · ∆T, ∆T = T0

{

2<(φtr) +
1

k
∇=(φtr)

}

,

T = T0 · δT, δT = 1 + γ
{

2<(φtr) +
1

k
∇=(φtr)

}

.

(53)
Будемо називати ∆T дисипативною корекцiєю про-
никностi.

IV. АНАЛIЗ

Вивчатимемо прояв та властивостi дисипативних
сил при тунелюваннi через прямокутний бар’єр у
задачi захоплення α-частинки ядром. Для аналiзу

ми виберемо ядро 44Ca, на яке налiтає α-частинка
з наступним захопленням. Для опису взаємодiї мiж
α-частинкою та ядром будемо використовувати пiд-
хiд [102], де параметри α-ядерного потенцiалу здобу-
тi з орiєнтацiєю на реакцiї α-захоплення. Визначимо
межi бар’єра з внутрiшньою та зовнiшньою точками
повороту R1 та R2 для потенцiалу за параметриза-
цiї [102] при енерґiї налiтаючої α-частинки 5 МеВ.
Отримаємо R1 = 8.128 фм та R2 = 10.650 фм; висота
бар’єра — Vmax = 6.168 МеВ (ми маємо орбiтальний
момент l = 0).

Данi про вплив дисипацiї на процеси тунелювання
лiпше отримати на основi характеристик, якi не за-
лежать вiд дисипативного параметра γ (тому що цей
параметр може змiнюватися довiльно i вiн не визна-
чає властивостей дисипативних процесiв, що можуть
виникати при тунелюваннi через бар’єр, див. (1)). Та-
ку iнформацiю надає нам дисипативна корекцiя ∆T
до проникностi або її вiдношення до проникностi без
дисипацiї ∆T/T0.

На рис. 1 ми подаємо результати наших розрахун-
кiв останньої характеристики залежно вiд енерґiї α-
частинки. Аналiзуючи отриманi результати, ми роби-
мо такi висновки:

• У повнiй областi енерґiй дисипативна корекцiя
∆T негативна. Звiдси випливає, що включення
дипативного члена WA типу Альбрехта в потен-
цiал (1) знижує проникнiсть бар’єра. Цей ре-
зультат природний, але вiн отриманий на основi
нетривiальних розрахункiв на основi розробле-
ного методу, що вказує на його ефективнiсть.

• Ми виявляємо чiткий мiнiмум у залежностi ди-
сипативної корекцiї ∆T/T0 вiд енерґiї налiтаю-
чої α-частинки при E = 5.27 МеВ, де вплив
дисипативних сил на процеси тунелювання по-
винен бути максимальним (є також iнший але
суттєво менший мiнiмум у цiй залежностi за
E = 2.22 МеВ). Iз зростанням енерґiї вплив ди-
сипативних сил зменшується.
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• Зi зменшенням енерґiї α-частинки (починаючи
з 5.27 МеВ), що вiдповiдає зниженню енерґе-
тичних рiвнiв тунелювання глибше пiд бар’єр,
дисипативна корекцiя ∆T/T0 зменшується. Це
вказує на ослаблення впливу дисипативних сил
на процес тунелювання.

• Загальна залежнiсть дисипативної корекцiї
∆T/T0 вiд енерґiї α-частинки має осциляцiйний
характер. Можна пояснити таку поведiнку хви-
льовою природою процесiв тунелювання пiд ба-
р’єром (де бiльшiсть характеристик має гармо-
нiчний характер змiни вiд енерґiї).

Рис. 1. Вплив дисипативної компоненти на проникнiсть бар’єра для α-захоплення ядром 44Ca. (а) Дисипативна
корекцiя до проникностi ∆T/T0, визначена першою формулою у (53). (б) Проникнiсть T0 — бар’єра без включення
дисипативних сил (тобто без дисипативної компоненти WA у потенцiалi (1)).

V. ВИСНОВКИ

У цiй статтi представлено новий метод знаходжен-
ня хвильової функцiї для квантових систем у полi
одномiрного потенцiалу Альбрехта з дисипативною
компонентою, що визначається на основi хвильових
пакетiв. Iнтенсивнiстю впливу дисипативних сил та-
кого типу на процеси тунелювання можна управляти
завдяки довiльному параметру γ. Для частинки, що
тунелює через прямокутний бар’єр, метод визначає

проникнiсть у залежностi вiд дисипативного парамет-
ра γ. Проаналiзовано загальнi властивостi дисипатив-
них ефектiв при тунелюваннi на прикладi захоплен-
ня α-частинки ядром 44Ca. Ми встановили, що вклю-
чення дисипативної компоненти в потенцiал Альбрех-
та зменшує проникнiсть бар’єра; вплив дисипативних
сил такого типу на процес тунелювання має осциля-
цiйний характер залежно вiд енерґiї α-частинки, ма-
ючи свiй максимум.

ДОДАТОК А: РОЗРАХУНКИ IНТЕҐРАЛIВ I1, I2 ТА I3

У цьому додатку ми будемо шукати iнтеґрали I1, I2 та I3, що визначенi у (21). Передусiм запишiмо перший
iнтеґрал:

I1(E1, E2) =

+∞
∫

0

e−i(k2−k1)x dx + A∗
R, 1

+∞
∫

0

e−i(k1+k2)x dx

+ AR, 2

+∞
∫

0

ei(k1+k2)x dx + (A∗
T, 1AT, 2 + A∗

R, 1AR, 2)

+∞
∫

0

ei(k2−k1)x dx

+
i A∗

T, 1 AT, 2

k2 − k1

(

ei(k2−k1)a − 1
)

∣

∣

∣

∣

k1 6=k2

− a A∗
T, 1 AT, 2

∣

∣

∣

∣

k1=k2

+

{

α∗
1 α2

ξ1 + ξ2
e(ξ1+ξ2)a − β∗

1 β2

ξ1 + ξ2
e−(ξ1+ξ2)a − α∗

1α2 − β∗
1β2

ξ1 + ξ2

}
∣

∣

∣

∣

ξ1 6=−ξ2

+

{

α2 β∗
1

ξ2 − ξ1
e(ξ2−ξ1)a − α∗

1 β2

ξ2 − ξ1
e−(ξ2−ξ1)a − α2 β∗

1 − α∗
1 β2

ξ2 − ξ1

}
∣

∣

∣

∣

ξ1 6=ξ2

+ a ·
{

α∗
1 α2 + β∗

1 β2

}

∣

∣

∣

ξ1=−ξ2

+ a ·
{

α∗
1 β2 + β∗

1 α2

}

∣

∣

∣

ξ1=ξ2

.

(А.1)
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Згiдно з означенням дельта-функцiї, ми маємо таку властивiсть:

+∞
∫

0

eikx dx = π δ(k) + i
{

π δ(k) +
1

k

}

∣

∣

∣

∣

k 6=0

. (А.2)

Друга компонента у правiй частинi цього виразу виникає за k 6= 0. Отже, ми маємо

+∞
∫

0

e−i(k2∓k1)x dx = π δ(k1 ∓ k2) + i
{

π δ(k1 ∓ k2) ±
1

k1 ∓ k2

}

∣

∣

∣

∣

k1 6=k2

,

+∞
∫

0

ei(k1±k2)x dx = π δ(k1 ± k2) + i
{

π δ(k1 ± k2) ±
1

k1 ± k2

}

∣

∣

∣

∣

k1 6=−k2

.

(А.3)

Для виконання наступних розрахункiв ми зафiксуємо дельта-функцiю так:

δ (α 6= 0) = 0. (А.4)

Тепер ми знайдемо iнтеґрал (А.1) (ми маємо тiльки позитивi значення для ki та ξi):

I1(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f11(E1, E2) + f12(E1, E2), (А.5)

де

f11(E1, E2) = π
(

A∗
T, 1 AT, 2 + A∗

R, 1 AR, 2 + 1
)

,

f12(E1, E2) =
α∗

1 α2 e(ξ1+ξ2)a − β∗
1 β2 e−(ξ1+ξ2)a − α∗

1 α2 + β∗
1 β2

ξ1 + ξ2

−
i (A∗

R, 1 − AR, 2)

k1 + k2
+

{

i
(

A∗
T, 1 AT, 2 ei(k2−k1)a + A∗

R, 1 AR, 2 − 1
)

k2 − k1

+
α2 β∗

1 e(ξ2−ξ1)a − α∗
1 β2 e−(ξ2−ξ1)a − α2 β∗

1 + α∗
1 β2

ξ2 − ξ1

}
∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

+ a ·
{

α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

.

(А.6)

Для другого iнтеґрала I2 маємо:

I2(E1, E2) = −
+∞
∫

0

e−i(k2−k1)x x dx − A∗
R, 1

+∞
∫

0

e−i(k1+k2)x x dx

− AR, 2

+∞
∫

0

ei(k1+k2)x x dx − A∗
R, 1 AR, 2

+∞
∫

0

ei(k2−k1)x x dx

+

a
∫

0

{

α∗
1 α2 e(ξ1+ξ2)x + α2 β∗

1 e(ξ2−ξ1)x + α∗
1 β2 e−(ξ2−ξ1)x + β∗

1 β2 e−(ξ1+ξ2)x
}

x dx

+ A∗
T, 1 AT, 2

+∞
∫

0

ei(k2−k1)x dx − A∗
T, 1 AT, 2

a
∫

0

ei(k2−k1)x dx.

(А.7)
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Окремо знайдiмо суму всiх власних iнтеґралiв:

I
(1)
2 (E1, E2) =

1

(ξ1 + ξ2)2

{

[

(ξ1 + ξ2) a − 1
]

α∗
1 α2 e(ξ1+ξ2)a

−
[

(ξ1 + ξ2) a + 1
]

β∗
1 β2 e−(ξ1+ξ2)a + α∗

1 α2 + β∗
1 β2

}

+
a2

2
·
{

α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

+

{

1

(ξ2 − ξ1)2

(

[

(ξ2 − ξ1) a − 1
]

α2 β∗
1 e(ξ2−ξ1)a

−
[

(ξ2 − ξ1) a + 1
]

α∗
1 β2 e−(ξ2−ξ1)a + α2 β∗

1 − α∗
1 β2

)

+
A∗

T, 1 AT, 2

(k2 − k1)2

(

[i(k2 − k1) a − 1] ei(k2−k1)a + 1
)

}∣

∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

(А.8)

та запишiмо суму всiх невласних iнтеґралiв:

I
(2)
2 (E1, E2) = −

+∞
∫

0

e−i(k2−k1)x x dx − A∗
R, 1

+∞
∫

0

e−i(k1+k2)x x dx

− AR, 2

+∞
∫

0

ei(k1+k2)x x dx − (A∗
T, 1 AT, 2 − A∗

R, 1 AR, 2)

+∞
∫

0

ei(k2−k1)x x dx.

(А.9)

Для наступних розрахункiв ми будемо використовувати властивiсть

+∞
∫

0

eikxx dx = −i
∂

∂k

+∞
∫

0

eikx dx = −i
∂

∂k

[

π δ(k) +
i

k

∣

∣

∣

∣

k 6=0

]

= −iπ
∂

∂k
δ(k) − 1

k2

∣

∣

∣

∣

k 6=0

, (А.10)

за допомогою якої ми обчислюємо iнтеґрали (А.9):

I
(2)
2 (E1, E2) = i π (AR, 2 − A∗

R, 1)
∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k1+k2

+ i π (A∗
T, 1 AT, 2 − A∗

R, 1 AR, 2 − 1)
∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k2−k1

+
A∗

R, 1 + AR, 2

(k1 + k2)2
+

A∗
T, 1 AT, 2 − A∗

R, 1 AR, 2 + 1

(k1 − k2)2

∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

,

(А.11)

де ми врахували властивiсть:

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=−k1

= − ∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=+k1

. (А.12)

Сумуючи I
(1)
2 та I

(2)
2 , ми знайдемо остаточний iнтеґрал I2:

I2(E1, E2) = f
(+)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k2+k1

+ f
(−)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k2−k1

+ f22(E1, E2),
(А.13)
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де

f
(+)
21 (E1, E2) = i π (AR, 2 − A∗

R, 1),

f
(−)
21 (E1, E2) = i π (A∗

T, 1 AT, 2 − A∗
R, 1 AR, 2 − 1),

f22(E1, E2) =
1

(ξ1 + ξ2)2

{

[

(ξ1 + ξ2) a − 1
]

α∗
1 α2 e(ξ1+ξ2)a

−
[

(ξ1 + ξ2) a + 1
]

β∗
1 β2 e−(ξ1+ξ2)a + α∗

1 α2 + β∗
1 β2

}

+
A∗

R, 1 + AR, 2

(k1 + k2)2
+

a2

2
·
{

α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

+

{

1

(ξ2 − ξ1)2

(

[

(ξ2 − ξ1) a − 1
]

α2 β∗
1 e(ξ2−ξ1)a

−
[

(ξ2 − ξ1) a + 1
]

α∗
1 β2 e−(ξ2−ξ1)a + α2 β∗

1 − α∗
1 β2

)

+

+
A∗

T, 1 AT, 2

(k2 − k1)2

(

[i(k2 − k1) a − 1] ei(k2−k1)a + 1
)

+
A∗

T, 1 AT, 2 − A∗
R, 1 AR, 2 + 1

(k1 − k2)2

}∣

∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

.

Тепер ми обчислимо останнiй iнтеґрал I3:

I3(E1, E2) = i k2

+∞
∫

0

e−i(k2−k1)x dx + i k2 A∗
R, 1

+∞
∫

0

e−i(k1+k2)x dx

− ik2AR, 2

+∞
∫

0

ei(k1+k2)xdx+ ik2(A
∗
T, 1AT, 2−A∗

R, 1AR, 2)

+∞
∫

0

ei(k2−k1)xdx

−
k2 A∗

T, 1 AT, 2

k2 − k1

(

ei(k2−k1)a − 1
)

∣

∣

∣

∣

k1 6=k2

− i k2 a A∗
T, 1 AT, 2

∣

∣

∣

∣

k1=k2

+ ξ2

{

α∗
1 α2

ξ1+ξ2
e(ξ1+ξ2)a +

β∗
1 β2

ξ1+ξ2
e−(ξ1+ξ2)a − α∗

1α2 + β∗
1β2

ξ1 + ξ2

}∣

∣

∣

∣

ξ1 6=−ξ2

+ ξ2

{

α2 β∗
1

ξ2−ξ1
e(ξ2−ξ1)a +

α∗
1 β2

ξ2−ξ1
e−(ξ2−ξ1)a − α2β

∗
1 + α∗

1β2

ξ2 − ξ1

}∣

∣

∣

∣

ξ1 6=ξ2

+ ξ2 a ·
{

α∗
1 α2 − β∗

1 β2

}

∣

∣

∣

ξ1=−ξ2

+ ξ2 a ·
{

β∗
1 α2 − α∗

1 β2

}

∣

∣

∣

ξ1=ξ2

.

(А.14)

Використовуючи властивiсть (А.10), отримаємо:

I3(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f31(E1, E2) + f32(E1, E2), (А.15)

де

f31(E1, E2) = π ik2 (A∗
T, 1 AT, 2 − A∗

R, 1 AR, 2 + 1),

f32(E1, E2) =
ξ2

ξ1 + ξ2

[

α∗
1 α2 e(ξ1+ξ2)a + β∗

1 β2 e−(ξ1+ξ2)a − α∗
1 α2 − β∗

1 β2

]

+
k2 (A∗

R, 1 + AR, 2)

k1 + k2
+ a ·

{

ξ2 β∗
1 α2 − ξ2 α∗

1 β2 − ik2 A∗
T, 1 AT, 2

}

∣

∣

∣

E1=E2

−
{

k2

(

A∗
T, 1 AT, 2 ei(k2−k1)a − A∗

R, 1 AR, 2 − 1
)

k2 − k1

− ξ2

(

α2β
∗
1 e(ξ2−ξ1)a + α∗

1β2 e−(ξ2−ξ1)a − α2β
∗
1 − α∗

1β2

)

ξ2 − ξ1

}

∣

∣

∣

∣

E1 6=E2

.
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ДОДАТОК Б: РОЗРАХУНКИ ФУНКЦIЇ F (E0, X)

Використовуючи розв’язки для iнтеґралiв I1, I2 та I3, отриманi в Додатку А, тепер шукатимемо функцiю
f(E0, x). Iз (20) цю функцiю можна переписати так:

f(E0, x) = i

E0
∫

0

dE3

E0
∫

0

dE4
g(E3) g(E4)

g(E0)

{

x
[

δ(k3 − k4) f11(E3, E4) + f12(E3, E4)
]

−
[

f
(+)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

+ f
(−)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4−k3

+ f22(E3, E4)
]}

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2 g(E1) g(E2) g(E′′) ϕ0(E
′′, x)

×
[

δ(k1 − k2) · f31(E1, E2) + f32(E1, E2)
]

.

У цьому виразi спершу ми проiнтеґруємо за dE1 та dE2:

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2 g(E1)g(E2)g(E′′) ϕ0(E
′′, x)

[

δ(k1 − k2) f31(E1, E2) + f32(E1, E2)
]

=
~

m

E0
∫

0

g(E1) dE1

E2=E0
∫

E2=0

g(E2) g(E′′) ϕ0(E
′′, x) f31(E1, E2) · δ(k1 − k2) k2 dk2

+

E0
∫

0

g(E1) dE1

E0
∫

0

g(E2) g(E′′) ϕ0(E
′′, x) f32(E1, E2) dE2.

(Б.1)

Тут хвильовi числа k1 та k2 визначаються як ki = 1
~

√
2mEi, тобто вони є додатними за будь-якої енерґiї. Для

наступних розрахункiв ми введемо визначення умовно нормованої дельта-функцiї вiдповiдно до виразу:

x2
∫

x1

f(a − x) δ(x) dx =

{

f(a) при x1 ≤ a ≤ x2,

0 при a < x1 або a > x2.
(Б.2)

Таке визначення можна переписати коротшою формулою:

x2
∫

x1

f(a − x) δ(x) dx = f(a)

∣

∣

∣

∣

x1≤a≤x2

. (Б.3)

Тепер ми перетворимо iнтеґрали в (Б.1) так:

E0
∫

0

dE1

E0
∫

0

dE2 g(E1)g(E2)g(E′′)ϕ0(E
′′, x)

[

δ(k1 − k2) f31(E1, E2) + f32(E1, E2)
]

=
~

m

{

g(E′)ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

E0
∫

0

g2(E1) f31(E1, E1)k1dE1

+

E0
∫

0

g(E1) dE1

E0
∫

0

g(E2) g(E′′) ϕ0(E
′′, x) f32(E1, E2) dE2

(Б.4)
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та отримаємо таку формулу для функцiї f :

f(E0, x) =
i

g(E0)

E0
∫

0

g2(E1) f31(E1, E1) k1 dE1

E0
∫

0

dE3 g(E3)

×
E0
∫

0

dE4 g(E4)

{

x ·
[

δ(k3 − k4) · f11(E3, E4) + f12(E3, E4)
]

−
[

f
(+)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

+ f
(−)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4−k3

+ f22(E3, E4)
]

}

· ~

m

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

+
i

g(E0)

E0
∫

0

dE1 g(E1)

E0
∫

0

dE2 g(E2) f32(E1, E2)

×
E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) g(E′′) ϕ0(E
′′, x)

×
{

x ·
[

δ(k3 − k4) · f11(E3, E4) + f12(E3, E4)
]

− f22(E3, E4)

− f
(+)
21 (E3, E4)

∂δ(k)

∂k

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

− f
(−)
21 (E3, E4)

∂δ(k)

∂k

∣

∣

∣

∣

k=k4−k3

}

.

(Б.5)

Ми бачимо, що цей вираз має досить складний вигляд. Щоб його розрахувати, передусiм шукатимемо перший
iнтеґрал:

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4)

{

x ·
[

δ(k3 − k4) · f11(E3, E4) + f12(E3, E4)
]

−
[

f
(+)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

+ f
(−)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4−k3

+ f22(E3, E4)
]

}

· ~

m

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

= x · ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) δ(k3 − k4) f11(E3, E4) ·
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

+ x · ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) f12(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

− ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4)

{

f
(+)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

}

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

− ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) · f (−)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4−k3

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

− ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) f22(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

.

(Б.6)
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Перший iнтеґрал у цьому виразi дорiвнює

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

g(E4) f11(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

× δ(k3 − k4) dE4 =
~

m
g(E0) ϕ0(E0, x) ·

E0
∫

0

g2(E3) f11(E3, E3) k3 dE3.

(Б.7)

Другий iнтеґрал у виразi (Б.6) практично скорочується та тому його далi потрiбно знаходити чисельно. Тепер
розгляньмо третiй iнтеґрал (без коефiцiєнта нормування):

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4)

{

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

}

·
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}

∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

dE4

=
~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4)

{

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

}

·
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}

∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

k4 dk4.

(Б.8)

Ми маємо властивiсть:

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

=
∂k4

∂k

∂

∂k4
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

+
∂k3

∂k

∂

∂k3
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

=
∂

∂k4
δ(k4 + k3) +

∂

∂k3
δ(k4 + k3).

(Б.9)

Тодi перепишiмо (Б.8) так:

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) ·

{

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4+k3

} {

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}

∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

dE4

=
~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k4
δ(k4 + k3)

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

k4 dk4

+
~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)
∂

∂k3

E0
∫

0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) · δ(k4 + k3)

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

k4 dk4 = 0.

(Б.10)

Отже, цей iнтеґрал дорiвнює нулевi (згiдно з умовою задачi, енерґiя має тiльки додатнi значення). Для чет-
вертого iнтеґрала у виразi (Б.6) ми знаходимо (без коефiцiєнта нормування):

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

g(E4) f
(−)
21 (E3, E4)

{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

·
{

∂

∂k
δ(k)

∣

∣

∣

∣

k=k4−k3

}

dE4

= − 2 ~

m
g(E0) ϕ0(E0, x)

E0
∫

0

g(E3)
∂

∂k3

{

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

}

dE3.

(Б.11)

Цей iнтеґрал можна проiнтеґрувати частинами:

= − 2 ~

m
g(E0) ϕ0(E0, x)

E0
∫

0

g(E3)
∂

∂k3

{

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

}

dE3

= − 2 ~

m
g(E0) ϕ0(E0, x) ·

{

[

g2(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

]∣

∣

∣

E3=E0

E3=0

−
E0
∫

0

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

∂g(E3)

∂k3
dE3

}

.

(Б.12)
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Тодi права частина формули (Б.6) матиме вигляд:

x · ~
2

m2
g(E0) ϕ0(E0, x) ·

E0
∫

0

g2(E3) f11(E3, E3) k3 dE3

+ x · ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) f12(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

+
2 ~

2

m2
g(E0) ϕ0(E0, x) ·

{

[

g2(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

]∣

∣

∣

E3=E0

E3=0

−
E0
∫

0

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

∂g(E3)

∂k3
dE3

}

− ~

m

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) f22(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

.

(Б.13)

Тепер ми знаходимо функцiю f :

f(E0, x) =
i

g(E0)

~

m
J1(E0)

{

x
~

m
g(E0) ϕ0(E0, x) · J2(E0) + x · J3(E0, x)

+
2 ~

m
g(E0) ϕ0(E0, x)

(

[

g2(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

]
∣

∣

∣

E3=E0

E3=0
− J4(E0)

)

− J5(E0, x)

}

+
i

g(E0)
·
{

x · ~

m
· J6(E0, x) · J2(E0) + x · J7(E0, x)

+
2 ~

m
· J6(E0, x) ·

[

g2(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

]
∣

∣

∣

E3=E0

E3=0

− 2 ~

m
· J6(E0, x) · J4(E0) − J8(E0, x)

}

,

(Б.14)

де

J1(E0) =

E0
∫

0

g2(E1) f31(E1, E1) k1 dE1,

J2(E0) =

E0
∫

0

g2(E3) f11(E3, E3) k3 dE3,

J3(E0, x) =

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) f12(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

,

J4(E0) =

E0
∫

0

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

∂g(E3)

∂k3
dE3,

(Б.15)
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J5(E0) =

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4 g(E4) f22(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E3−E4

,

J6(E0, x) =

E0
∫

0

dE1 g(E1)

E0
∫

0

dE2 g(E2) f32(E1, E2)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E1−E2

,

J7(E0, x) =

E0
∫

0

dE1 g(E1)

E0
∫

0

dE2 g(E2) f32(E1, E2)

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4

× g(E4) f12(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}∣

∣

∣

E′=E0+E1−E2+E3−E4

,

J8(E0, x) =

E0
∫

0

dE1 g(E1)

E0
∫

0

dE2 g(E2) f32(E1, E2)

E0
∫

0

dE3 g(E3)

E0
∫

0

dE4

× g(E4) f22(E3, E4)
{

g(E′) ϕ0(E
′, x)

}
∣

∣

∣

E′=E0+E1−E2+E3−E4

.

(Б.16)
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TUNNELING THROUGH THE ALBRECHT’S BARRIERS WITH DISSIPATIVE TERMS

S. P. Maydanyuk
Institute for Nuclear Research of the National Academy of Sciences of Ukraine

Kyiv, UA–03680, Ukraine

We present a new method for the determination of the wave function for a particle tunneling through one-
dimensional Albrecht potential barriers with a dissipative term constructed on the basis of evolving non-stationary
wave packets. The intensity of the influence of the dissipative forces of such a type on the tunneling process can
be controlled via an arbitrary parameter γ. The properties of the dissipative forces in tunneling are investigated
in the task of capture of the α-particle by the nucleus 44Ca with the rectangular barrier (whose parameters
were extracted from modern approaches for the description of the interaction between the α-particle and nucleus
without any dissipation in this α-capture reaction).

Understanding the influence of dissipation on the tunneling processes can be better obtained on the basis of
the characteristics which are not dependent on the arbitrary dissipative parameter γ. A dissipative correction ∆T
of the penetrability without dissipation T0 or its ratio to the penetrability without dissipation ∆T/T0 provides
such information. We performed calculations of this characteristic in dependence on the energy of the α-particle,
and we conclude:

• The dissipative correction ∆T is negative, i.e. the inclusion of a dissipative term WA of Albrecht type into
the potential suppresses barrier penetrability. This result is natural, but it was obtained on the basis of the
developed method.

• We observe the presence of clear minimum in dependence of the dissipative correction ∆T/T0 on the energy
of the incident α-particle at E = 5.27 MeV where the influence of the dissipative forces on the tunneling
processes is maximal. At a further increase of the energy the role of the dissipative forces is decreased.

• At decreasing of the energy of the α-particle (from 5.27 MeV) the dissipative correction ∆T/T0 is decreased.
This indicates at the suppression of the influence of the dissipative forces on the tunneling process deeply
under the barrier.

• A general dependence of the dissipative correction ∆T/T0 on energy of the α-particle has an oscillatoric
character. We can explain such a behavior by the wave nature of the tunneling processes under the barrier
(where most of characteristics have a harmonic energy dependence).
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