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Вивчено умовнi симетрiї (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння стрижня, що iлюструє
нову теорему про лiнiйнi оператори редукцiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь з час-
тинними похiдними.

Для лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними iснують добре розвинутi
методи побудови їх аналiтичних розв’язкiв, зокрема, метод роздiлення змiнних, рiзнома-
нiтнi iнтегральнi перетворення, ряди Фур’є та їх узагальнення. У той же час дослiдження
симетрiй таких рiвнянь є важливим насамперед для розвитку нових методiв самого симет-
рiйного аналiзу.

У цiй роботi дослiджено оператори редукцiї (якi називають також некласичними або
умовними симетрiями) (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння стрижня зi сталими коефiцiєн-
тами utt+λuxxxx = 0, λ > 0, для невiдомої функцiї u двох незалежних змiнних t й x. Це рiв-
няння описує поперечнi коливання еластичного стрижня i є спецiальним випадком рiвняння
балки (рiвняння Ейлера–Бернуллi). Лiївськi симетрiї та загальна проблема еквiвалентностi
для класу рiвнянь Ейлера–Бернуллi дослiджувалися в роботах [1–3]. Без обмеження загаль-
ностi, за допомогою масштабних перетворень за змiнною t або x, можна покласти λ = 1,
тобто достатньо розглядати рiвняння

utt + uxxxx = 0. (1)

Деякi простi розв’язки цього рiвняння наведено в [4, § 9.2.2]. Його максимальною алгеброю
лiївської iнварiантностi є алгебра g = 〈∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, u∂u, h(t, x)∂u〉, де h = h(t, x) —
довiльний розв’язок рiвняння (1).

У п. 1 доведено теорему про лiнiйнi оператори редукцiї загальних лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними. Наступнi два пункти одночасно iлюструють
i формулювання, i доведення теореми. Опис сингулярних операторiв редукцiї рiвняння (1)
у п. 2 є вичерпним. На противагу цьому у п. 3 знайдено лише частковi випадки регулярних
операторiв редукцiї рiвняння (1).

© В. М. Бойко, Р.О. Попович, 2013
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1. Лiнiйнi оператори редукцiї лiнiйного рiвняння. Наведемо спочатку необхiднi
поняття i результати теорiї умовних симетрiй згiдно з [5–9]. Розглянемо загальне диферен-
цiальне рiвняння r-го порядку L вигляду L(x, u(r)) = 0 для невiдомої функцiї u вiд неза-
лежних змiнних x = (x1, . . . , xn). Тут через u(r) позначено множину всiх похiдних функцiї u
вiдносно x порядку не вище нiж r, включаючи u як похiдну нульового порядку. Будь-яке
векторне поле Q у розшарованому просторi n незалежних змiнних x i однiєї залежної змiн-
ної u має вигляд Q = ξi(x, u)∂i+η(x, u)∂u, де коефiцiєнти ξi й η — гладкi функцiї змiнних x
та u. Диференцiйовну функцiю першого порядку Q[u] = η − ξiui називають характеристи-
кою векторного поля Q.

Тут i нижче iндекс i змiнюється вiд 1 до n; за iндексами, що повторюються, йде пiдсумо-
вування; α = (α1, . . . , αn) — мультиiндекс, αi ∈ N∪{0}, |α| = α1+· · ·+αn; δi — мультиiндекс,
i-та компонента якого дорiвнює 1, а всi iншi компоненти нульовi. Нижнi iндекси у функцiй
позначають диференцiювання за вiдповiдними змiнними, ∂i = ∂/∂xi й ∂u = ∂/∂u. Змiн-
на uα простору струменiв r-го порядку Jr = Jr(x|u) вiдповiдає похiднiй ∂|α|u/∂xα1

1 · · · ∂x
αn
n ,

а ui ≡ uδi . Розгляд йде в рамках локально гладкого пiдходу. Тодi рiвняння L можна iн-
терпретувати як алгебраїчне рiвняння у просторi струменiв Jr i ототожнити з многовидом
його розв’язкiв у Jr:

L = {(x, u(r)) ∈ J
r | L(x, u(r)) = 0}.

Символ Q(r) використано для позначення многовиду, який визначено всiма диференцiаль-
ними наслiдками характеристичного рiвняння Q[u] = 0 в Jr, тобто

Q(r) = {(x, u(r)) ∈ J
r | Dα1

1 · · ·D
αn
n Q[u] = 0, αi ∈ N

⋃
{0}, |α| < r},

де Di = ∂xi + uα+δi∂uα — оператор повної похiдної за змiнною xi.
Диференцiальне рiвняння L називається умовно iнварiантним вiдносно векторного по-

ля Q, якщо виконується критерiй умовної iнварiантностi Q(r)L(x, u(r))|L∩Q(r)
= 0 [5, 6, 9],

де Q(r) — стандартне продовження векторного поля Q r-го порядку [10]. При цьому Q на-
зивають оператором умовної симетрiї (або Q-умовної симетрiї, або некласичної симетрiї
i т. д.) рiвняння L.

Рiвняння L є умовно iнварiантним вiдносно векторного поля Q тодi i лише тодi, коли
анзац, побудований за Q, редукує L до диференцiального рiвняння з n − 1 незалежними
змiнними [9]. Тому оператори умовної симетрiї рiвняння L коротко називають операторами
редукцiї цього рiвняння.

Оператори редукцiї Q̃ й Q еквiвалентнi, Q̃ ∼ Q, якщо вони вiдрiзняються на множник,
який є ненульовою функцiєю змiнних x й u: Q̃ = λQ, де λ = λ(x, u) 6= 0. Оператори
редукцiї Q̃ й Q еквiвалентнi вiдносно групи точкових перетворень G, якщо iснує g ∈ G, для
якого оператори Q i g∗Q̃ еквiвалентнi в звичайному сенсi, де g∗ — вiдображення, iндуковане
перетворенням g на множинi векторних полiв.

Розглянемо тепер лiнiйне диференцiальне рiвняння r-го порядку L вигляду

L[u] :=
∑

|α|6r

aα(x)uα = 0

з невiдомою функцiєю u незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn), де коефiцiєнт aα з |α| = r
є ненульовим.
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Серед лiївських симетрiй лiнiйних диференцiальних рiвнянь особливу роль вiдiграють
симетрiї, асоцiйованi з лiнiйними диференцiальними операторами першого порядку, що
дiють на u = u(x). Якщо n > 2 i r > 2 або n = 1 i r > 3, то iз системи визначальних рiв-
нянь SDE(L) на коефiцiєнти векторних полiв з максимальної алгебри iнварiантностi gmax

рiвняння L випливає, що ξiu = 0 i ηuu = 0. Iншими словами, кожне таке векторне поле
можна зобразити у виглядi

Q = ξi(x)∂i + (η1(x)u+ η0(x))∂u, (2)

причому iз системи SDE(L) додатково випливає, що η0 є довiльним розв’язком рiвняння L.
Векторнi поля η0(x)∂u, де η0 пробiгає множину розв’язкiв рiвняння L, утворюють iдеал ал-
гебри gmax i генерують точковi перетворення, що асоцiйованi з лiнiйним принципом суперпо-
зицiї. Якщо хоча б один з коефiцiєнтiв ξi або η1 є ненульовим, з точнiстю до еквiвалентностi
в gmax, породженої приєднаними дiями елементiв iз iдеалу, можна покласти в (2) η0 = 0.

Метою подальшого розгляду є розширення останнього твердження на оператори редук-
цiї вигляду (2), якi будемо називати лiнiйними операторами редукцiї. Варто зауважити,
що загальнi умови, при яких лiнiйне диференцiальне рiвняння допускає лише оператори
редукцiї, еквiвалентнi лiнiйним, на сьогоднi невiдомi.

Додатково слiд нагадати, що векторне поле Q називають (слабо) сингулярним для ди-
ференцiального рiвняння L: L[u] = 0, якщо iснує диференцiйовна функцiя L̃ = L̃[u] по-
рядку менше r i ненульова диференцiйовна функцiя λ = λ[u] порядку не вище r такi, що
L|Q(r)

= λL̃|Q(r)
. Iнакше Q є (слабо) регулярним векторним полем для L. Векторне поле Q

ультрасингулярне для рiвняння L, якщо це рiвняння задовольняє будь-який розв’язок хара-
ктеристичного рiвняння Q[u] := η − ξiui = 0. Властивостi сингулярних операторiв редукцiї
описанi в [5, 7].

Теорема 1. Нехай лiнiйне диференцiальне рiвняння L допускає оператор редукцiї Q
вигляду (2). Тодi коефiцiєнт η0 допускає зображення η0 = ξiζ0i − η1ζ0, де ζ0 = ζ0(x) —
розв’язок рiвняння L. Отже, з точнiстю до еквiвалентностi, породженої дiєю групи лiїв-
ських симетрiй рiвняння L на множинi операторiв редукцiї цього рiвняння, коефiцiєнт η0

можна покласти рiвним нулю. Будь-яке векторне поле вигляду ξi∂i + (η1u+ ξiζi− η
1ζ)∂u,

де ζ = ζ(x) — довiльний розв’язок рiвняння L, є оператором редукцiї рiвняння L.
Доведення. Оскiльки Q є оператором редукцiї, то хоча б один iз коефiцiєнтiв ξi не

є нульовим. Розглянемо векторне поле Q̂ = ξi(x)∂i+ η
1(x)u∂u. Нехай X1(x), . . . , Xn−1(x) —

функцiонально незалежнi розв’язки рiвняння ξivi = 0, i нехай U(x) ненульовий розв’язок
рiвняння ξivi + η1v = 0. Введемо позначення X = (X1, . . . ,Xn), тодi компоненти X та
функцiя U(x)u будуть функцiонально незалежними як функцiї змiнних (x, u). Це означає,
що замiна змiнних T : x̃ = X(x), ũ = U(x)u добре визначена.

Виконаємо цю замiну змiнних i подамо всi об’єкти i спiввiдношення в нових змiнних
(x̃, ũ). Так, векторне поле Q̂ збiгається з генератором зсувiв вiдносно змiнної x̃n, Q̂ = ∂x̃n ,
i тому Q = ∂x̃n + η̃0(x̃)∂ũ, де η̃0(x̃) = U(x)η0(x), а характеристичне рiвняння асоцiйоване
з векторним полем Q у нових змiнних має вигляд ũx̃n = η̃0. Замiна змiнних T також зберiгає
лiнiйнiсть рiвняння L, яке набуває вигляду

L̃[ũ] =
∑

|α|6r

ãα(x̃)ũα = 0, (3)

де кожен з коефiцiєнтiв ãα виражається через коефiцiєнти aα
′
, |α′| > |α| та похiднi функ-

цiй Xi i U . Змiнна ũα у просторi струменiв Jr вiдповiдає похiднiй ∂|α|ũ/∂x̃α1
1 · · · ∂x̃

αn
n . З точ-
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нiстю до ненульового множника, коефiцiєнт ãα
0
, де |α0| = r, можна зробити тотожно рiв-

ним 1.
Позначимо первiсну функцiї η̃0 за змiнною x̃n через ζ̃0: η̃0 = ζ̃0x̃n . Розглянемо окремо два

випадки в залежностi вiд того, чи є оператор редукцiї Q ультрасингулярним для рiвняння L,
i покажемо, що в кожному з цих випадкiв iснує первiсна ζ̃0 функцiї η̃0, яка задовольняє
зображення (3) рiвняння L у нових змiнних, тобто L̃[ζ̃0] = 0.

Припустимо, що оператор редукцiї Q є ультрасингулярним для рiвняння L. Оскiльки
властивiсть ультрасингулярностi не залежить вiд замiни змiнних, кожен розв’язок харак-
теристичного рiвняння ũx̃n = η̃0 задовольняє зображення L̃[ũ] = 0 рiвняння L у нових
змiнних, тобто

∑

|α|6r,αn 6=0

ãαη̃0α−δn +
∑

|α|6r,αn=0

ãαũα = 0,

де похiднi ũα з αn = 0 не зв’язанi. Розщеплюючи за ними, одержуємо систему рiвнянь
ãα = 0, де α пробiгає множину мультиiндексiв з |α| 6 r i αn = 0, i рiвняння на коефiцiєнт η̃0:

∑

|α|6r,αn 6=0

ãαη̃0α−δn :=
∑

|α|6r,αn 6=0

ãαζ̃0α = 0.

Отже, пiдсумовування у рiвняннi (3) насправдi йде лише за мультиiндексами α, в яких
αn 6= 0, а тому функцiя ζ̃0 задовольняє це рiвняння.

Припустимо тепер, що оператор редукцiї Q не є ультрасингулярним для рiвняння L.
Оскiльки r-те продовження Q визначають як Q(r) = ∂x̃n +

∑
|α|6r

η̃0α(x̃)∂ũα , то в цьому випадку

з критерiю умовної iнварiантностi отримуємо

Q(r)L̃[ũ] =
∑

|α|6r

(ãαx̃n ũα + ãαη̃0α) = 0 (4)

для всiх точок простору струменiв Jr, де L̃[ũ] = 0 i ũα′ = η̃0α′−δn з |α′| 6 r i αn > 0.
Оскiльки ãα

0
= 1, диференцiйовна функцiя Q(r)L̃[ũ] не залежить вiд похiдної ũα0 , а тому

умова L̃[ũ] = 0 не є суттєвою при переходi на многовид L
⋂
Q(r). Враховуючи, що похiднi ũα

з αn = 0 не є зв’язаними, розщеплення умови (4) за ними дає систему рiвнянь ãαx̃n = 0, де α
пробiгає множину мультиiндексiв з |α| 6 r i αn = 0, як необхiдну умову того, що рiвняння L
допускає оператор редукцiї Q. Тодi на многовидi Q(r) маємо

Q(r)L̃[ũ] =
∑

|α|6r,αn=0

ãαx̃nũα +
∑

|α|6r,αn 6=0

ãαx̃nũα +
∑

|α|6r

ãαη̃0α =

=
∑

|α|6r,αn 6=0

ãαx̃n η̃
0
α−δn +

∑

|α|6r

ãαη̃0α =

=
∑

|α|6r,αn=0

ãαx̃n ζ̃
0
α +

∑

|α|6r,αn 6=0

ãαx̃n ζ̃
0
α +

∑

|α|6r

ãαζ̃0α+δn =

(
∑

|α|6r

ãαζ̃0α

)

x̃n

= 0.

Проiнтегрувавши останню рiвнiсть за змiнною x̃n, отримаємо, що функцiя ζ̃0 = ζ̃0(x) за-
довольняє неоднорiдне лiнiйне рiвняння

L̃[ζ̃0] :=
∑

|α|6r

ãαζ̃0α = g(x1, . . . , xn−1) (5)
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для деякої гладкої функцiї g = g(x1, . . . , xn−1). Оскiльки в цьому випадку оператор редук-
цiї Q не є ультрасингулярним для рiвняння L, то iснує мультиiндекс α з |α| 6 r i αn =
= 0 такий, що ãα 6= 0. Тодi рiвняння (5) має частковий розв’язок h, який не залежить
вiд змiнної x̃n, тобто h = h(x1, . . . , xn−1)

1. Функцiя ζ̃0 − h також є первiсною для η̃0 за
змiнною x̃n i одночасно задовольняє вiдповiдне однорiдне лiнiйне рiвняння, тобто L̃[ζ̃0 −
− h] = 0. Таким чином, без обмеження загальностi можна вважати, що первiсна ζ̃0 сама
є розв’язком рiвняння (3), тобто L̃[ζ̃0] = 0.

Виконавши обернену замiну змiнних у рiвностi η̃0 = ζ̃0x̃n = Q̂ζ̃0 i ввiвши у розгляд
функцiю ζ0 = ζ̃0/U , яка задовольняє рiвняння L у старих змiнних (x, u), отримаємо Uη0 =
= ξi(Uζ0)i = Uξiζ0i + (ξiUi)ζ

0 = U(ξiζ0i − η1ζ0), тобто η0 = ξiζ0i − η1ζ0. Тут врахова-
но, що ξiUi = −η

1U . Вiдображення, породжене точковим перетворенням симетрiї x = x,
u = u− ζ0(x) рiвняння L на множинi операторiв редукцiї рiвняння L, переводить векторне
поле Q у векторне поле Q̂, в якому коефiцiєнт η0 є нульовим. Це означає, що Q̂ є операто-
ром редукцiї рiвняння L. Застосовуючи аналогiчне вiдображення, породжене перетворен-
ням точкової симетрiї x = x, u = u + ζ(x) з довiльним розв’язком ζ = ζ(x) рiвняння L,
отримуємо, що будь-яке векторне поле вигляду ξi∂i + (η1u + ξiζi − η1ζ)∂u є оператором
редукцiї рiвняння L. Теорему доведено.

Анзац, побудований для невiдомої функцiї u за векторним полем Q, має вигляд

u =
1

U(x)
ϕ(ω1, . . . , ωn−1) + ζ0(x),

де ϕ — iнварiантна залежна змiнна, ω1 = X1(x), . . . , ωn−1 = Xn−1(x) — iнварiантнi неза-
лежнi змiннi, i приводить до такого редукованого рiвняння:

∑

|α|6r,αn=0

ãα(ω1, . . . , ωn−1)
∂|α|ϕ

∂ωα1
1 · · · ∂ω

αn−1

n−1

= 0.

Очевидно, що вигляд редукованого рiвняння не залежить вiд параметр-функцiї ζ0(x), тобто
пiдстановка будь-якого розв’язку рiвняння L замiсть ζ0(x) приводить до того ж редукова-
ного рiвняння.

2. Сингулярнi оператори редукцiї рiвняння стрижня. Для лiнiйного рiвняння
стрижня (1) оператори редукцiї мають загальний вигляд

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

де коефiцiєнти τ , ξ й η — гладкi функцiї змiнних (t, x, u), причому (τ, ξ) 6= (0, 0). Аналогiчно
еволюцiйним рiвнянням, векторне поле Q сингулярне для рiвняння (1) тодi i лише тодi,
коли коефiцiєнт τ тотожно рiвний нулю. Зауважимо, що векторнi поля, слабо сингулярнi
для цього рiвняння, також є сильно сингулярними для нього. Тодi ξ 6= 0, а тому, зважаючи
на звичайну еквiвалентнiсть операторiв редукцiї, можемо покласти ξ = 1. Iншими словами,
для вичерпного опису сингулярних операторiв редукцiї лiнiйного рiвняння стрижня (1)
достатньо розглянути векторнi поля вигляду

Q = ∂x + η(t, x, u)∂u.

1Якщо n > 2, то для гарантованого iснування класичних роз’язкiв необхiдно припускати, що всi функцiї
є аналiтичними. У випадку n = 2 або для конкретних лiнiйних рiвнянь можна вимагати меншу гладкiсть
функцiй.
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Многовид L
⋂
Q(4) визначається рiвняннями ux = η, uxx = ηx + ηηu, uxxx = (∂x + η∂u)

2η,
uxxxx = (∂x + η∂u)

3η, utt = −uxxxx = −(∂x + η∂u)
3η. З критерiю умовної iнварiантностi

випливає, що ηtt+2ηtuut+ ηuuu
2
t − ηu(∂x+ η∂u)

3η+ (∂x+ η∂u)
4η = 0. Збираючи коефiцiєнти

при рiзних степенях незв’язної похiдної ut i розщеплюючи вiдносно них, отримуємо систему
трьох визначальних рiвнянь для коефiцiєнта η:

ηuu = 0, ηtu = 0, ηtt − ηu(∂x + η∂u)
3η + (∂x + η∂u)

4η = 0.

Таким чином, на вiдмiну вiд (1 ± 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь, для кожного з яких
є лише одне визначальне рiвняння на коефiцiєнт η сингулярних операторiв редукцiї, еквi-
валентне у певному сенсi вихiдному еволюцiйному рiвнянню, знаходження операторiв ре-
дукцiї для лiнiйного рiвняння стрижня не є “no-go” проблемою. З рiвнянь ηuu = 0 i ηtu = 0
для коефiцiєнта η маємо η = η1(x)u+ η0(t, x), де η1 = η1(x) i η0 = η0(t, x) — гладкi функцiї
вiдповiдних змiнних. Згiдно з теоремою 1, з точнiстю до еквiвалентностi, що породжується
максимальною лiївською групою симетрiї Gmax лiнiйного рiвняння стрижня на множинi
операторiв редукцiї цього рiвняння, можна покласти η0 = 0.

Покажемо це також за допомогою прямих обрахункiв. Пiсля пiдстановки виразу для η
в останнє визначальне рiвняння i додаткового розщеплення за степенями u отримуємо сис-
тему ∂x(∂x+η

1)3η1 = 0, η0tt−η
1η03+η04 = 0, де функцiї η03 i η04 визначаються рекурентним

спiввiдношенням η00 := η0 i η0k = η0,k−1
x + η0(∂x + η1)k−1η1, k = 1, 2, 3, 4. Виконаємо ди-

ференцiальну пiдстановку

η1 =
θx
θ
, η0 = ζx −

θx
θ
ζ,

де θ = θ(x) i ζ = ζ(t, x) — новi невiдомi функцiї. Iндукцiєю можна довести, що

η0k =
∂k+1ζ

∂xk+1
−
ζ

θ

dk+1θ

dxk+1
, k = 1, 2, . . . .

Отже, диференцiальна пiдстановка редукує систему для η1 i η0 до системи для θ i ζ:
(
θxxxx
θ

)

x

= 0, ζttx −
θx
θ
ζtt −

θx
θ
ζxxxx +

θxθxxxx
θ2

ζ + ζxxxxx −
θxxxxx
θ

ζ = 0.

Iнтегруючи один раз перше рiвняння, отримуємо лiнiйне звичайне диференцiальне рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами θxxxx = κθ, де κ — стала iнтегрування. Друге рiвняння можна
записати як

(
ζtt + ζxxxx

θ

)

x

−

(
θxxxx
θ

)

x

ζ = 0, звiдки
(
ζtt + ζxxxx

θ

)

x

= 0.

Iнтегруючи останнє рiвняння за x, отримуємо рiвняння ζtt + ζxxxx = ρ(t)θ, де ρ — глад-
ка функцiя змiнної t. Функцiю ζ визначено з точнiстю до перетворень ζ̃ = ζ + σθ, де
σ — довiльна гладка функцiя змiнної t. Справдi, ζ̃tt + ζ̃xxxx = ρθ + σttθ + σκθ = 0, якщо
σtt+κσ = −ρ. Iншими словами, можна вважати, що функцiя ζ задовольняє лiнiйне рiвнян-
ня стрижня (1). Тому вiдображення, що породжується точковим перетворенням симетрiї
t = t, x = x, u = u − ζ(t, x) рiвняння (1) на множинi операторiв редукцiї цього рiвняння,
переводить векторне поле Q у векторне поле такого самого вигляду, де ζ = 0, i звiдси η0 = 0.
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Твердження 1. З точнiстю до еквiвалентностi за перетвореннями симетрiї, пов’я-
заними з лiнiйним принципом суперпозицiї, множину сингулярних операторiв редукцiї лi-

нiйного рiвняння стрижня вичерпують векторнi поля вигляду Qs = ∂x+
θx
θ
u∂u, де функцiя

θ = θ(t, x) задовольняє звичайне диференцiальне рiвняння θxxxx = κθ для деякої сталої κ.
Анзац, побудований за оператором редукцiї Q, має вигляд u = θ(x)ϕ(ω), де ω = t —

iнварiантна незалежна змiнна, ϕ — iнварiантна залежна змiнна, i дає редуковане рiвняння
ϕωω + κϕ = 0. Вiдзначимо, що оператор редукцiї Qs пов’язаний з роздiленням змiнних
у лiнiйному рiвняннi стрижня (1). Вiн еквiвалентний деякому оператору лiївської симетрiї
лише за умови θx/θ = const.

3. Регулярнi оператори редукцiї рiвняння стрижня. Для таких операторiв коефi-
цiєнт τ не є нульовим. З точнiстю до звичайної еквiвалентностi операторiв редукцiї можна
покласти τ = 1, тобто

Q = ∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u.

Суттєвими серед рiвнянь, що визначаються многовидом L
⋂
Q(4), є рiвняння

ut = η − ξux, utx = ηx + ηux − ξxux − ξuu
2
x − ξuxx,

utt =−uxxxx = ηt + ηu(η− ξux)− (ξt + ξu(η− ξux))ux− ξ(ηx + ηux− ξxux− ξuu
2
x− ξuxx).

Збираючи коефiцiєнти при uxxuxxx в умовi, що випливає з критерiю умовної iнварiантностi,
отримуємо рiвняння ξu = 0. Iншi члени з uxxx дають рiвняння ηuu = 0 i ηxu = 3ξxx/2. Таким

чином, маємо ξ = ξ(t, x), η = η1(t, x)u + η0(t, x), де η1 :=
3

2
ξx + γ(t) i γ = γ(t) — гладка

функцiя. Iншi визначальнi рiвняння зводяться до вигляду

2ξtξ + 5ξxxx + 4ξ2ξx = 0, (6)

ξtt + ξxxxx + 2(η1ξ)t + 2ξtξx − 4η1xxx + 8ξξxη
1 − 4ξξ2x = 0, (7)

η1tt + η1xxxx + 2η1η1t − 2ξtη
1
x + 4ξx(η

1
t + η1η1 − ξη1x) = 0, (8)

η0tt + η0xxxx + 2η0η1t − 2ξtη
0
x + 4ξx(η

0
t + η1η0 − ξη0x) = 0, (9)

де всi η1 слiд замiнити на 3ξx/2 + γ(t).
Аналогiчно сингулярним операторам редукцiї, з теореми 1 знову маємо, що з точнiстю

до еквiвалентностi, породженої максимальною групою лiївських симетрiй Gmax лiнiйного
рiвняння стрижня на множинi операторiв редукцiї цього рiвняння, можна покласти η0 = 0.

Покажемо, що пряме доведення цього факту не є тривiальним. Дiйсно, нехай функцiя ζ
визначається спiввiдношенням η0 = ζt + ξζx − η

1ζ. Виконавши пiдстановку цього спiввiд-
ношення для η0 у рiвняння (9) та врахувавши рiвняння (6)–(8) i ηxu = 3ξxx/2, отримуємо
таке рiвняння для функцiї ζ:

(∂t + ξ∂x − η
1 + 4ξx)(ζtt + ζxxxx) = 0,

тобто ζtt + ζxxxx = h(t, x), де функцiя h = h(t, x) задовольняє рiвняння

ht + ξhx + (−η1 + 4ξx)h = 0.
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Функцiю h = h(t, x) можна вважати рiвною нулю. Дiйсно, функцiя ζ визначається з точ-
нiстю до доданка, що є розв’язком рiвняння gt + ξgx − η1g = 0. Кожен такий розв’язок
можна зобразити g = g0(t, x)ϕ(ω), де g0 — фiксований розв’язок цього ж рiвняння, ϕ —
довiльна функцiя вiд ω, i ω = ω(t, x) — несталий розв’язок рiвняння ωt + ξωx = 0. Тодi
χ = ω4

x задовольняє рiвняння χt + ξχx + 4ξxχ = 0. Таким чином, функцiя h допускає
зображення h = g0ω4

xψ(ω) з деякою гладкою функцiєю ψ вiд ω. Вищезгаданi визначальнi
рiвняння означають, що векторне поле ∂t + ξ∂x + η1u∂u є оператором редукцiї рiвняння
utt + uxxxx = 0. Звiдси маємо gtt + gxxxx = g0ω4

xϕωωωω + · · · = g0ω4
x(ϕωωωω + · · · ), де вираз

у дужках залежить лише вiд ω i через (· · · ) позначено члени, що мiстять похiднi вiд ϕ
лише порядку менше, нiж чотири. Це означає, що анзац g = g0(t, x)ϕ(ω) редукує рiвняння
gtt + gxxxx = h до звичайного диференцiального рiвняння ϕωωωω + · · · = ψ, яке безперечно
має деякий розв’язок ϕ0 = ϕ0(ω). Вiднiмаючи вiдповiдну функцiю g = g0ϕ0 вiд функцiї ζ,
занулимо функцiю h.

Таким чином, без обмеження загальностi можна вважати, що функцiя ζ задовольняє
початкове рiвняння (1). Тодi вiдображення, породжене точковим перетворенням симетрiї
t = t, x = x, u = u − ζ(t, x) рiвняння (1) на множинi операторiв редукцiї цього рiв-
няння, переводить векторне поле Q у векторне поле того ж вигляду, де ζ = 0, а тому
η0 = 0.

Отже, вивчення регулярних операторiв редукцiї лiнiйного рiвняння стрижня (1) зве-
дено до розв’язання перевизначеної системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (6)–(8)
для функцiй ξ = ξ(t, x) i γ = γ(t). (Нагадаємо, що η1 := 3ξx/2 + γ(t).) Побудова загаль-
ного розв’язку цiєї системи виявилася непередбачувано складною задачею. Тому нижче
розглянуто лише частковi випадки регулярних операторiв редукцiї, що виникають при на-
кладеннi додаткових обмежень на функцiї ξ i γ. Зокрема, складнi i громiздкi обчислення
в Maple показали, що кожен регулярний оператор редукцiї рiвняння (1) з γ = 0 еквiва-
лентний оператору лiївської симетрiї цього рiвняння. Аналогiчний результат справедливий
i при сукупностi обмежень ξxx = 0 i ξ 6= 0. Регулярних операторiв редукцiї, для яких ξt = 0
i ξx 6= 0, взагалi немає.

Припустимо, що ξ = 0. Тодi рiвняння (6) i (7) стають тотожностями i коефiцiєнт η1

допускає зображення η1 = γ(t). З рiвняння (8) отримуємо єдине звичайне диференцiальне
рiвняння γtt+2γγt = 0 для функцiї γ, проiнтегрувавши яке один раз, знаходимо γt+γ2 = −κ,
де κ — стала iнтегрування. Звiдси γ = ϕt/ϕ, де ϕ = ϕ(t) — розв’язок лiнiйного звичайного

диференцiального рiвняння ϕtt + κϕ = 0. Вiдповiдний оператор редукцiї Qr = ∂t +
ϕt
ϕ
u∂u

дає анзац u = ϕ(t)θ(ω), де ω = x — iнварiантна незалежна змiнна i θ — iнварiантна залежна
змiнна. Вiдповiдне редуковане рiвняння має вигляд θωωωω = κθ, тобто, як i для сингуляр-
ного оператора редукцiї Qs з твердження 1, регулярний оператор редукцiї Qr пов’язаний
з роздiленням змiнних у лiнiйному рiвняннi стрижня (1). Цей оператор можна розглядати
як регулярний вiдповiдник оператора Qs. Регулярний оператор Qr еквiвалентний деякому
оператору лiївської симетрiї лише за умови ϕt/ϕ = const.

Основним результатом роботи є теорема 1 про лiнiйнi оператори редукцiї загального
лiнiйного диференцiального рiвняння з частинними похiдними. Як приклад, що iлюструє
теорему, дослiджено некласичнi симетрiї лiнiйного рiвняння стрижня. Наступним кроком
є узагальнення отриманих результатiв на багатовимiрнi модулi редукцiї, породженi лiнiй-
ними векторними полями.

Дослiдження пiдтримано Австрiйським науковим фондом (FWF), проект P25064.
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Условные симметрии линейного уравнения стержня

Изучены условные симметрии (1+1)-мерного линейного уравнения стержня, что иллюст-
рирует новую теорему о линейных операторах редукции линейных дифференциальных урав-
нений в частных производных.

V.M. Boyko, R.O. Popovych

Conditional symmetries of the linear rod equation

Conditional symmetries of the (1+1)-dimensional linear rod equation are studied, which illustrates
a new theorem on linear reduction operators of linear partial differential equations.
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УДК 515.168.3

Д.В. Болотов

Топология плоских слоений коразмерности один

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Борисенко)

Описана топологическая структура замкнутых ориентируемых многообразий, допус-
кающих плоские трансверсально ориентируемые слоения коразмерности один.

Будем называть слоение F на римановом многообразии M плоским, если все слои F в ин-
дуцируемой метрике имеют нулевую секционную кривизну. Если секционная кривизна
(кривизна Риччи) слоев неотрицательна, то F есть слоение неотрицательной кривизны
(неотрицательной кривизны Риччи). Многообразие и слоение предполагаются минимум
C2-гладкими. В [1] автором были классифицированы все замкнутые трехмерные ориенти-
руемые многообразия, допускающие трансверсально ориентируемые слоения неотрицатель-
ной кривизны. Мы покажем, что трансверсально ориентируемое слоение неотрицательной
кривизны на ориентируемом трехмерном многообразии плоское тогда и только тогда, когда
многообразие является торическим расслоением или полурасслоением (теорема 4). Затем
мы частично обобщим этот результат на многомерный случай (теорема 5).

Используя результаты [2] о структуре слоения в окрестности компактного слоя с абе-
левой голономией, автор доказал [3], что трансверсально ориентируемое слоение коразмер-
ности один неотрицательной кривизны Риччи на замкнутом ориентируемом многообразии
является слоением почти без голономии. Это означает, что нетривиальной голономией мо-
гут обладать только компактные слои. Вместе с глубокими результатами С.П. Новикова [4]
и X. Иманиши [5] это позволило доказать следующую теорему, для формулировки которой
напомним некоторые определения.

Насыщенным множеством слоеного многообразия M называется подмножество M , яв-
ляющееся объединением слоев.

Подмножество B ⊂ M многообразия M со слоением F коразмерности один назовем
блоком, если B — насыщенное множество, являющееся многообразием с краем.

Блок B называется собственным, если все внутренние слои B некомпактны, диффео-
морфны типичному слою L, и каждый слой L ⊂ B является вложенным подмногообразием
в B.

Блок B называется плотным, если все внутренние слои B диффеоморфны типичному
слою L и всюду плотны в B.

Назовем блок B исключительным, если он гомеоморфен K × I, где K является ком-
пактным слоем слоения, и слой K × 0 является предельным для множества компактных
слоев в B.

Теорема 1 [3]. Пусть F — трансверсально ориентируемое слоение коразмерности один
неотрицательной кривизны Риччи на замкнутом ориентируемом римановом многообра-
зии M . Тогда F является слоением почти без голономии и выполнена одна из следующих
возможностей:

© Д.В. Болотов, 2013
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1. Все слои всюду плотны и M является расслоением над S1.
2. F содержит компактный слой и M можно разбить конечным числом компактных

слоев на блоки одного из следующих типов:
А) исключительный блок;
B) плотный блок;
С) собственный блок.
Для B или C имеем:

ĩntB ≃ L̃× R, (1)

где L — типичный внутренний слой блока B. При этом фундаментальная группа B опи-
сывается групповым расширением

1→ π1(L)→ π1(B)
φ
→ Zk → 0. (2)

Более того, k > 1 и k = 1 тогда и только тогда, когда блок собственный.
3. Если F — слоение неотрицательной секционной кривизны, то граница каждого блока

имеет максимум две компоненты связности.
Говорят, что многообразие имеет кокомпактную группу изометрий, если оно содержит

компактное подмножество, образ которого под действием группы изометрий заметает все
многообразие. Нам понадобится следующий результат.

Теорема 2 [6]. Пусть (M,F) — слоеное полное риманово многообразие. Предположим,

что существует изометрическое накрытие p : L̂ → L слоя L
i
→֒ M , имеющее коком-

пактную группу изометрий. Если L′ ⊂ L, то существует последовательность изометрий
gi : L̂ → L̂ такая, что последовательность отображений i ◦ p ◦ gi : L̂ → M сходится
равномерно на компактных множествах к отображению f : L̂ → M , чей образ является
слоем L′, а индуцированное отображение на образ p′ : L̂ → L′ является изометрическим
накрытием.

Плоские слоения на трехмерных многообразиях. В [1] автору удалось классифи-
цировать все ориентируемые замкнутые многообразия, допускающие трансверсально ори-
ентируемые слоения неотрицательной кривизны. Для формулировки результата приведем
некоторые определения.

Скрученным I-расслоением над бутылкой Клейна называется единственное, с точностью
до послойного гомеоморфизма, ориентируемое многообразие с краем, гомеоморфное тоталь-
ному пространству расслоения над бутылкой Клейна со слоем отрезок.

Торическое полурасслоение — это многообразие, полученное склейкой по общей границе
двух скрученных I-расслоений над бутылкой Клейна.

Призматическое пространство — это сферическая форма, двулистно накрываемая лин-
зовым пространством, допускающая ровно две различные структуры расслоения Зейферта.

Теорема 3 [1]. Пусть M3 — гладкое замкнутое ориентируемое риманово многообразие
размерности 3, а F — трансверсально ориентируемое слоение неотрицательной кривизны
коразмерности 1 на этом многообразии. Тогда M3 гомеоморфно многообразию одного из
следующих типов:

1) торическое расслоение над окружностью;
2) торическое полурасслоение;
3) S2 × S1;
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4) RP 3#RP 3;
5) линзовое пространство Lp/q;
6) призматическое пространство.
Каждое из перечисленных многообразий для некоторой метрики допускает слоение

неотрицательной кривизны.
Отметим, что пространство, стоящее под нечетным номером, двулистно накрывает про-

странство, стоящее под следующим четным номером.
Этот результат можно уточнить следующим утверждением.
Теорема 4. Трансверсально ориентируемое слоение F коразмерности один неотрица-

тельной кривизны на замкнутом ориентируемом трехмерном многообразии M плоское
тогда и только тогда, когда M есть торическое расслоение или полурасслоение.

Доказательство. Пусть F — плоское слоение на M . Тогда M асферично (см. [7, 8]).
В теореме 3 асферическим многообразиям отвечают только случаи 1 и 2, поэтому M есть
торическое расслоение или полурасслоение.

Теперь предположим, что слоение неотрицательной кривизны обладает слоем L, кото-
рый не является плоским. Если L компактен, то из ориентируемости слоения1 следует, что
он гомеоморфен S2. Тогда, по теореме стабильности Риба, M есть S2-расслоение над S1,
следовательно, M не асферично. Если L некомпактен, то он гомеоморфен R2 и

∫
R2

Kds <∞

(см. [9]). Это означает, что на бесконечности кривизна K стремится к нулю, так как K яв-
ляется ограничением непрерывной функции, заданной на компактном многообразии, и по-
этому является равномерно непрерывной на L. Покажем, что L не может принадлежать
плотному блоку. В этом случае к любой точке x ∈ L сходится последовательность то-
чек xk ∈ L (в M), принадлежащая некоторому трансверсальному отрезку, проходящему
через x. Поэтому последовательность {xk} является замкнутым изолированным подмно-
жеством в L, так как все точки принадлежат разным локальным слоям расслоенной коор-
динатной окрестности Ux. Отсюда следует, что xk → ∞, а K(xk) → 0. По непрерывности
получаем, что K(x) = 0. А так как точка x взята произвольно, K ≡ 0. Следовательно,
L — собственный слой, принадлежащий собственному блоку B (см. [1]). В этом случае, по
теореме 1, B является расслоением над S1 со слоем L. Так как L гомеоморфен R2, блок B
гомотопически эквивалентен окружности. Из [4] следует, что B есть рибовская компонен-
та. В [1] доказывается, что если F имеет рибовскую компоненту, то M получено склейкой
либо двух полноториев, либо полнотория и скрученного I-расслоения над бутылкой Клей-
на. В любом случае мы получим одно из многообразий 3–6, не являющееся асферическим.
Осталось заметить, что торические расслоения и полурасслоения допускают плоские слое-
ния [1]. Теорема доказана.

Плоские слоения на многообразиях большей размерности. Следующей теоремой
мы обобщим некоторые свойства плоских слоений на случай большей размерности.

Теорема 5. Пусть F — плоское трансверсально ориентируемое слоение коразмерности
один на замкнутом ориентируемом многообразии. Тогда выполнена одна из следующих
возможностей.

1. F не содержит компактные слои. Тогда F является слоением без голономии со всюду
плотными слоями, изометричными риманову произведению S × Ek, а само многообразие
гомеоморфно расслоению над S1.

1
F ориентируемо, так как M ориентируемо, а F трансверсально ориентируемо.
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2. F содержит компактные слои. Если dimM > 5, то все компактные слои гомео-
морфны между собой, а само многообразие или его двулистное накрытие гомеоморфно
расслоению над окружностью со слоем, гомеоморфным компактному слою слоения.

Доказательство. Докажем п. 1 теоремы. Из теоремы 1 следует, что F есть слоение без
голономии со всюду плотными слоями. В [4] доказывается, что все слои диффеоморфны
типичному слою L и M̃ ∼= L̃×R. В этом случае имеется действие ρ : π1(M)→ Diff(R) фунда-
ментальной группы π1(M) на R, причем ядро этого действия совпадает с фундаментальной
группой типичного слоя. В [6] доказывается, что почти все слои слоения неотрицатель-
ной кривизны со всюду плотными слоями являются римановым произведением души S
(компактного вполне геодезического и вполне выпуклого подмногообразия) на евклидов

фактор Ek. Пусть L
i
→֒ M такой слой. Заметим, что подгруппа параллельных перено-

сов в Iso(L) кокомпактна в Iso(L). Так как L всюду плотен, то, по теореме 2, существует
последовательность параллельных переносов fi : L→ L такая, что последовательность ото-
бражений i ◦ fi : L → M сходится равномерно на компактных множествах к отображению
f : L → M , чей образ является наперед заданным слоем L′, а f : L → L′ является изомет-
рическим накрытием.

Всякий замкнутый путь φ : S1 → L свободно гомотопен любому замкнутому пути fk ◦φ.
Последовательность путей {fk ◦φ} сходится к замкнутому пути f ◦φ, свободно гомотопному
fk ◦ φ в M для больших k, так как для больших k отображение fk близко к f . Поэтому
существует гомотопия Ft, соединяющая замкнутые пути φ и f ◦ φ. Вспомним, что любое
накрытие, в частности f , индуцирует мономорфизм f∗ : π1(L, y0)→ π1(L

′, f(y0)) фундамен-
тальных групп. Покажем, что на самом деле f∗ — изоморфизм. Рассмотрим коммутативную
диаграмму, индуцируемую включениями iL : L→M , iL

′
: L′ →M и накрытием f : L→ L′:

π1(M,f(y0))
iL

′
∗←−−−− π1(L

′, f(y0))

ψαiL∗

x

π1(L, y0)

�
�
�
��*

f∗

где α : I → M обозначает путь Ft(y0), а ψα : π1(M,y0) → π1(M,f(y0)) — изоморфизм
фундаментальных групп, соответствующий пути α, который соединяет отмеченные точ-
ки y0 и f(y0). Но iL

′

∗ (π1(L
′, f(y0)) = ψαi

L
∗ (π1(L, y0))

∼= Ker ρ. Поэтому f∗ — изоморфизм,
а f : L → L′ — изометрический диффеоморфизм.

Докажем п. 2. Отметим, что для слоений коразмерности один неположительной кривиз-
ны, в частности для плоских слоений, гомоморфизм i∗ : π1(L) → π1(M), индуцированный
включением, инъективен для любого слоя L. Более того, оказывается, что M̃ гомеоморф-
но Rn, а слои поднятого слоения F̃ гомеоморфны Rn−1 [7].

Из (1) следует, что всякий блок B имеет гомотопический тип K(π, 1)-пространства.
Пусть K ∈ ∂B. Тогда имеем cdπ1(K) = n − 1 и cdπ1(B) > cdπ1(K), так как i∗ : π1(K) →
→ π1(B) — мономорфизм, индуцированный вложением i : K → B (здесь cdG обозначает
когомологическую размерность группы G). Отсюда cdπ1(B) = n − 1, так как B является
многообразием с краем, поэтому стягивается на n − 1-остов.

Напомним, что PD-группой G называется группа с двойственностью Пуанкаре. На гео-
метрическом языке это означает, что K(G, 1) пространство гомотопически эквивалентно
конечному CW — комплексу, чьи гомологии и когомологии удовлетворяют изоморфизму
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двойственности Пуанкаре. В частности G есть PD-группа, если G есть фундаментальная
группа замкнутого многообразия.

Из работы [10] следует, что π1(B) является PD-группой, так как является расширением
PD-группы посредством PD-группы (см. (2)) (заметим, что слой гомотопически эквива-
лентен своей душе [11]). Теорема Штребеля [12] гласит, что подгруппа Γ′ бесконечного
индекса PD-группы Γ имеет cd Γ′ < cd Γ. Отсюда следует, что образ i∗(π1(K)) является
коконечной подгруппой в π1(B). На самом деле индекс i∗(π1(K)) в π1(B) не превосходит
двух, так как если он больше двух, то можно показать, что существует конечнолистное
накрытие B с плоским поднятым слоением, являющееся блоком с более чем двумя ком-
понентами связности границы, что противоречит п. 3 теоремы 1. Если i∗ — изоморфизм
фундаментальных групп, то i : K → B — гомотопическая эквивалентность. Поэтому число
связных компонент ∂B равно двум, иначе мы имели бы i∗(Hn−1(K)) = 0 в Hn−1(B) при том,
что гомотопическая эквивалентность должна индуцировать изоморфизм групп гомологий,
а из ориентируемости слоения следует, что Hn−1(K) 6= 0. Если число связных компонент ∂B
равно двум, то i∗ : π1(K)→ π1(B) — эпиморфизм, так как в противном случае, как и выше,
блок B имел бы конечнолистное накрытие с большим, чем два числом компонент связности
границы. Но i∗ : π1(K) → π1(B) — мономорфизм, как отмечалось в начале доказательства
п. 2 теоремы, поэтому вложение i : K → B является гомотопической эквивалентностью. Мы
заключаем, что индекс i∗(π1(K)) в π1(B) равен двум тогда и только тогда, когда ∂B имеет
одну компоненту связности. В этом случае B имеет двулистное накрытие с двумя компо-
нентами связности границы, вложение каждой из которых в блок является гомотопической
эквивалентностью.

Ф.Т. Фаррел и В.К. Хсианг доказали, что группа Уайтхеда Wh(π1(K)) = 0 для любо-
го замкнутого плоского риманова многообразия K [13]. Поэтому если B — блок с двумя
компонентами связности границы, то по теореме об s-кобордизме B ∼= K × I (см. [14], если
dimK > 5, и [15], если dimK = 4). Отсюда при условии, что все блоки имеют две компо-
ненты связности границы, M гомеоморфно расслоению над S1 со слоем K. В случае, если
имеется блок с одной компонентой связности границы, M можно представить в виде объе-
динения двух блоков A и B, пересекающихся по компактному слою K. Из вышедоказанного
следует, что π1(M) = π1(A) ∗ π1(K)π1(B). В этом случае существует двулистное накрытие
M → M , соответствующее подгруппе π′ ∈ π1(M) индекса два, такое, что A и B подни-
маются в M в блоки A и B, имеющие две общие компоненты связности границы, каждая
из которых гомеоморфна K. Поэтому все блоки в двулистном накрытии M гомеоморфны
K × I и M является расслоением над S1, что и требовалось доказать.

Автор выражает благодарность проф. А.А. Борисенко за внимание к работе.
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Д.В. Болотов

Топологiя плоских шарувань ковимiрностi один

Описано топологiчну структуру замкнених орiєнтовних многовидiв, що допускають плоскi
трансверсально орiєнтовнi шарування ковимiрностi один.

D.V. Bolotov

Topology of flat codimension one foliations

We describe the topological structure of closed oriented manifolds admitting flat transversally orien-
ted codimension one foliations.
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УДК 517.98

Член-кореспондент НАН України М. Л. Горбачук, В. М. Горбачук

Зображення груп лiнiйних операторiв у банаховому

просторi степеневими рядами

Для довiльної C0-групи та аналiтичної C0-пiвгрупи лiнiйних операторiв у банаховому
просторi встановлюється iснування щiльної у цьому просторi множини, на елемен-
тах якої задану групу або пiвгрупу можна зобразити у виглядi степеневого ряду для
експоненти вiд її генератора. Даються умови, за яких цей степеневий ряд є цiлою опе-
ратор-функцiєю експоненцiального типу.

Нехай {U(t)}t>0 — C0-пiвгрупа лiнiйних операторiв у банаховому просторi B з нормою ‖ · ‖
над полем C комплексних чисел, тобто:

(i) ∀ t, s ∈ R+ = [0,∞) : U(t + s) = U(t)U(s);
(ii) U(0) = I (I — одиничний оператор в B);
(iii) ∀x ∈ B : U(t)x → x при t → 0.
Якщо сiм’я лiнiйних операторiв U(t) в B, задана на всiй дiйснiй осi R, задовольняє

умови (i)–(iii) на R, то {U(t)}t∈R визначає C0-групу.
Позначимо через A генератор пiвгрупи {U(t)}t∈R+ (групи {U(t)}t∈R):

Ax = lim
t→0

U(t)x− x

t
, D(A) =

{
x ∈ B | ∃ lim

t→0

U(t)x− x

t

}

(D(·) — область визначення оператора).
Як вiдомо, оператор A замкнений i D(A) = B. Вiн є неперервним тодi i тiльки тодi,

коли U(t) → I (t → 0) в рiвномiрнiй операторнiй топологiї. У цьому випадку

∀x ∈ B : U(t)x =

∞∑

k=0

tkAkx

k!
(1)

i U(t) допускає продовження до цiлої B-значної функцiї експоненцiального типу.
Якщо ж оператор A не є неперервним, то постають такi питання:
1. Чи iснує щiльний в B пiдпростiр B1 такий, що рiвнiсть (1) здiйснюється для кожного

x ∈ B1?
2. Чи знайдеться в B пiдпростiр B0, щiльний в B i такий, що для будь-якого x ∈ B0

вектор-функцiя U(t)x є цiлою експоненцiального типу?
Перше питання тiсно пов’язане з проблемою розв’язностi задачi Кошi для рiвняння

y′(t) = Ay(t) у рiзних класах аналiтичних вектор-функцiй, а друге — з можливiстю на-
ближеного розв’язання цiєї задачi методом степеневих рядiв. Нижче цi проблеми розгля-
даються у випадках, коли A є генератором C0-групи або аналiтичної C0-пiвгрупи лiнiйних
операторiв в B.

1. Нехай A — довiльний замкнений, щiльно заданий в B лiнiйний оператор. Множину
таких операторiв позначимо через E(B), а через L(B) — множину всiх обмежених на B
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лiнiйних операторiв. Вектор x ∈ C∞(A) =
∞⋂
n=1
D(An) називається цiлим для оператора A,

якщо ряд у правiй частинi (1) збiгається в C. Очевидно, що x ∈ C∞(A) є цiлим вектором
оператора A ∈ E(B) тодi i тiльки тодi, коли

∀α > 0 ∃ c = c(x) > 0: ‖Anx‖ 6 cαnnn (∀n ∈ N0 = {0}
⋃
N)

(скрiзь у подальшому пiд c розумiтимемо сталу, вiдповiдну до розглядуваної ситуацiї). Для
оператора A ∈ L(B) будь-який вектор x ∈ B є цiлим. Що ж до необмежених операторiв,
то серед них є такi, для яких жоден вектор, вiдмiнний вiд нульового, не є цiлим.

Будемо говорити, що цiлий вектор x оператора A ∈ E(B) має скiнченний порядок, якщо
iснує число γ ∈ (−∞, 1) таке, що, починаючи з деякого номера n0 = n0(x),

∀n > n0 : ‖Anx‖ 6 nnγ.

Точну нижню межу p(x) таких γ назвемо порядком вектора x. Тип s(x) вектора x порядку
p(x) визначається як

s(x) = inf{α > 0: ‖Anx‖ 6 αnnp(x) (n > n0)}.

Вважатимемо, що цiлий вектор x оператора A порядку p(x) має мiнiмальний тип, якщо
s(x) = 0, нормальний — за умови, що 0 < s(x) <∞, i максимальний — при s(x) =∞.

Для числа β покладемо

G{β}(A) =
⋃

α>0

Gα
β(A) при 0 6 β < 1;

G(β)(A) =
⋂

α>0

Gα
β(A) при 0 < β 6 1,

де

Gα
β(A) = {x ∈ C

∞(A) | ∃ c = c(x) > 0: ‖Anx‖ 6 cαnnnβ (n ∈ N0)} —

банахiв простiр вiдносно норми

‖x‖Gα
β (A)

= sup
n∈N0

‖Anx‖

αnnnβ
.

Якщо x — цiлий вектор оператора A порядку p i скiнченного типу, то x ∈ G{p}(A). Елементи
простору G{0}(A) називаються цiлими векторами експоненцiального типу оператора A.

У просторах G{β}(A) i G(β)(A) вводиться топологiя iндуктивної та, вiдповiдно, проек-
тивної границi просторiв Gα

β(A) (див [1, 2]):

G{β}(A) = ind lim
α→∞

Gα
β(A), G(β)(A) = proj lim

α→0
Gα
β(A).

Зауважимо, що простiр G{β}(A) є регулярною iндуктивною границею, а тому послiдовнiсть
xn ∈ G{β}(A) збiгається до x у цьому просторi тодi i тiльки тодi, коли iснує α > 0 таке, що
xn ∈ Gα

β(A) i xn → x (n → ∞) у цьому банаховому просторi. Збiжнiсть у просторi G(β)(A)
рiвносильна збiжностi в Gα

β(A) для довiльного α > 0.
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B-значна вектор-функцiя f(λ) називається цiлою в G{β}(A) (G(β)(A)), якщо вона є цiлою
у банаховому просторi Gα

β(A) з деяким (будь-яким) α. Для оператора A ∈ L(B) маємо
G{0}(A) = B.

У конкретному випадку, коли B = C([a, b]), −∞ < a < b < ∞, а

Ax(t) = x′(t), D(A) = C1([a, b]),

C∞(A) є не що iнше, як множина всiх нескiнченно диференцiйовних на [a, b] функцiй,
G(1)(A) (G{0}(A)) — простiр усiх неперервних на [a, b] функцiй, що допускають продов-
ження до цiлих (цiлих експоненцiального типу) функцiй.

2. У даному вище прикладi простiр G{0}(A) є щiльним в C([a, b]). Але це, взагалi ка-
жучи, не так у випадку довiльного замкненого A. Неважко навести приклад оператора
A ∈ E(B), для якого G(1)(A) = {0}. Проте якщо A — генератор C0-групи, то має мiсце
таке твердження.

Теорема 1. Нехай A — генератор C0-групи {U(t)}t∈R в B. Тодi

∀ β ∈ (0, 1) : G{β}(A) = G(β)(A) = B.

За умови, що спектр σ(A) оператора A є дiйсним i мажоранта його резольвенти M(δ) =
= sup

|Imλ|>δ>0
‖Rλ(A)‖ задовольняє умову Левiнсона

1∫

0

ln lnM(δ) dδ <∞, (2)

маємо G{0}(A) = B.
Будемо називати генератор A C0-групи {U(t)}t∈R неквазiаналiтичним, якщо

∞∫

−∞

ln ‖U(t)‖

1 + t2
dt <∞. (3)

Як показано в [3], спектр неквазiаналiтичного A лежить на дiйснiй осi, а для його резоль-
венти виконується нерiвнiсть (2). Вiдмiтимо також, що умова (3) є близькою до необхiдної.
Це пiдтверджує такий приклад.

П р и к л ад 1 . Нехай B = L2(R, τ
2(t)dt), де вимiрна локально обмежена функцiя τ(t) > 1, t ∈ R,

задовольняє умови: 1) ∀ t, s ∈ R : τ(t + s) 6 τ(t) · τ(s); 2)

∞∫

−∞

ln τ(t)

1 + t2
dt = ∞. Тодi оператор

(Ax)(t) = −x′(t),

D(A) = {x(t) ∈ C(R) | x(t) абсолютно неперервна i x(t), x′(t) ∈ L2(R, τ
2(t)dt)},

породжує C0-групу (U(t)x)(s) = x(s − t), для якої ‖U(t)‖ 6 τ(t). Покажемо, що для будь-якого
α > 0 Gα

0 (A) = {0}.
Припустимо, що це не так. Тодi iснують α > 0 та 0 6≡ x(t) ∈ L2(R, τ

2(t)dt) такi, що x ∈ Gα

0 (A),
тобто

∞∫

−∞

|x(n)(t)|2 dt 6

∞∫

−∞

|x(n)(t)|2τ2(t) dt < (cαn)2 (n ∈ N0),
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а отже, x(t) ∈ L2(R) допускає продовження до цiлої функцiї експоненцiального типу. З нерiвностi
2 ln+ |x(t)| < |x(t)|

2 випливає, що

∞∫

−∞

ln+ |x(t)|

1 + t2
dt <∞,

звiдки (див. [4, с. 315])

∞∫

−∞

| ln |x(t)||

1 + t2
dt <∞.

Покладемо тепер y(t) = τ(t)x(t). Оскiльки

|y(t)|2 = exp

(
2(1 + t2)

1 + t2
ln |y(t)|

)
>

2(1 + t2)

1 + t2
ln |y(t)| >

ln |y(t)|

1 + t2
=

ln |x(t)|

1 + t2
+

ln |τ(t)|

1 + t2
,

то
∞∫

−∞
|y(t)|2 dt = ∞, що суперечить включенню x(t) ∈ L2(R, τ

2(t)dt).

Нагадаємо, що цiла вектор-функцiя f(λ) має скiнченний порядок росту, якщо для до-
статньо великих |λ| виконується нерiвнiсть ‖f(λ)‖ 6 exp(|λ|γ) з деяким γ > 0. Точна нижня
межа ρ = ρ(f) таких γ називається порядком f(λ). Пiд типом вектор-функцiї f(λ) поряд-
ку ρ розумiється число

σ(f) = inf{a > 0: ‖f(λ)‖ 6 exp(a|λ|ρ)}.

Якщо σ(f) = 0, то тип f(λ) вважається мiнiмальним, а при 0 < σ(f) < ∞ — нормальним.
Якщо ж ρ(f) 6 1, то f(λ) називається цiлою вектор-функцiєю експоненцiального типу.

Як зазначалося вище, у випадку, коли генератор A C0-групи (C0-пiвгрупи) U(t), t ∈
∈ R(t ∈ R+) обмежений, вектор-функцiя U(t)x є цiлою експоненцiального типу для довiль-
ного x ∈ B. Це, взагалi кажучи, не так, якщо A не є обмеженим. Але для C0-груп має мiсце

Теорема 2. Нехай {U(t)}t∈R — C0-група лiнiйних операторiв в B з генератором A.
Для того щоб U(t)x допускала продовження до цiлої вектор-функцiї в B, необхiдно i до-
статньо, щоб x ∈ G(1)(A). Вектор-функцiя U(t)x є цiлою скiнченного порядку ρ i нормаль-
ного (мiнiмального) типу σ тодi i тiльки тодi, коли вектор x є цiлим для оператора A
порядку p i нормального (мiнiмального) типу s, пов’язаних з ρ i σ спiввiдношеннями

ρ =
1

1− p
, σ =

(se)ρ

ρe
.

Бiльш того, якщо x ∈ G(β)(A) з β ∈ (0, 1](G{β}(A) з β ∈ [0, 1)), то ряд у правiй части-
нi (1) збiгається у просторi G(β)(A)(G{β}(A)) в усiй комплекснiй площинi i визначає цiлу
вектор-функцiю у цьому просторi.

З теорем 1, 2 випливає, що для C0-групи {U(t)}t∈R з генератором A у просторi B зазна-
чена вище проблема, асоцiйована з питанням 1, завжди має розв’язок, а B1 = G(1)(A) —
максимальний простiр, на якому ця проблема є розв’язною, тобто, якщо ряд у правiй час-
тинi (1) збiгається для довiльного t ∈ R+, то x ∈ G(1)(A) i його сума дорiвнює U(t)x для
всiх t ∈ C. Що стосується питання 2, то, як показує приклад 1, проблема, пов’язана з ним,
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не завжди є розв’язною — iснують C0-групи {U(t)}t∈R, для яких вектор-функцiя U(t)x є цi-
лою експоненцiального типу лише при x = 0. Але якщо {U(t)}t∈R задовольняє умову (3),
то є така множина B0 : B0 = B, а саме B0 = G{0}(A), на елементах x якої U(t)x допускає
продовження до цiлої вектор-функцiї експоненцiального типу.

3. Припустимо тепер, що A — генератор C0-пiвгрупи {U(t)}t∈R+ . Неважко навести при-
клад, коли множина тих x ∈ D(A), на якiй ряд в (1) збiгається до U(t)x на R+, складається
лише з нуля. Проте якщо {U(t)}t∈R+ є аналiтичною, вiдповiдь на питання 1 є позитивною.

Нагадаємо (див. [5]), що C0-пiвгрупа {U(t)}t∈R+ називається аналiтичною з кутом θ ∈
∈ (0, π/2], якщо оператор-функцiя U(t) визначена в секторi Sθ = {z ∈ C : | arg z| < θ},
є аналiтичною в цьому секторi i має там такi властивостi:

1) ∀ z1, z2 ∈ Sθ : U(z1 + z2) = U(z1)U(z2);
2) ∀x ∈ B : U(z)x є аналiтичною в Sθ;
3) ∀x ∈ B : ‖U(z)x − x‖ → 0 при z → 0 у будь-якому замкненому пiдсекторi з Sθ.
Аналiтична з кутом θ пiвгрупа {U(t)}t∈R+ називається обмеженою, якщо оператор-функ-

цiя U(z) є обмеженою в кожному секторi Sϕ з ϕ < θ.
Теорема 3. Нехай {U(t)}t∈R+ — обмежена аналiтична C0-пiвгрупа з кутом θ 6 π/2

у банаховому просторi B i A — її генератор. Тодi G(γ)(A) = B для довiльного γ > 1−2θ/π.
У випадку, коли θ = π/2, iснують обмеженi аналiтичнi з кутом θ = π/2 C0-пiвгрупи, для
яких G{0}(A) = {0}. Але за умови (2) маємо G{0}(A) = B.

Ця теорема дає змогу сформулювати вiдповiдi на поставленi вище запитання 1, 2 для
аналiтичних пiвгруп.

Теорема 4. Нехай {U(t)}t∈R+ — обмежена аналiтична C0-пiвгрупа з кутом θ 6 π/2
у банаховому просторi B i A — її генератор. Тодi вiдповiдь на запитання 1 є позитивною,
а саме B1 = G(1)(A), i цей простiр є максимальним, на якому ряд у правiй частинi (1)
збiгається при t ∈ R. Якщо θ = π/2 i виконується умова (2), тодi розв’язною є i проблема,
пов’язана з питанням 2. У цьому випадку B0 = G{0}(A).

Варто зазначити, що умова (2), що фiгурує у цiй теоремi, є близькою до необхiдної
в тому розумiннi, що iснують аналiтичнi пiвгрупи з кутом θ = π/2, для яких B0 = {0}.

4. Зупинимося коротко на iсторичних аспектах розглянутих вище проблем.
Виходячи з формули Тейлора, Ж.Л. Лагранж (див. [6]) у 1772 р. записав формулу

x(t+ s) = exp

(
t
d

ds

)
x(s) =

∞∑

0

tnx(n)(s)

n!
, (4)

в якiй, як бачимо, група зсувiв U(t)x(s) = x(t + s) зображується у виглядi експоненти вiд
її генератора — оператора диференцiювання. I хоча формула (4) не була обгрунтована,
вiн використовував її з великою майстернiстю. Ця формула привела його до низки нових
теорем, доведення яких важко собi уявити без її iснування. Для осмислення ж цього ре-
зультату у випадку довiльного лiнiйного оператора A, тобто усвiдомлення того, а що ж
саме треба розумiти пiд etA, знадобилось майже два столiття — i це стало одним iз най-
важливiших досягнень математичного аналiзу середини XX ст. Так, у випадку, коли A —
лiнiйний оператор у просторi B = C, тобто Ax = ax, a ∈ C, Л. Ейлер [7] (1728 р.) дав два
визначення експоненти:

eta =

∞∑

0

(ta)n

n!
та eta = lim

n→∞

(
1 +

at

n

)n
.
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У 1821 р. А.Л. Кошi [8] дав означення U(t) = eta як розв’язок функцiонального рiвняння

U(t+ s) = U(t)U(s), (5)

а точнiше, встановив, що якщо U(t) — неперервний розв’язок рiвняння (5), то iснує єдине
a ∈ C таке, що U(t) = eta. У подальшому цей факт був поширений на випадок довiльних
оператора з L(B) i оператор-функцiї U(t), неперервної в рiвномiрнiй операторнiй топологiї
(див., наприклад, [5]). Що стосується C0-груп i C0-пiвгруп з необмеженим генератором,
а саме вони найчастiше зустрiчаються в задачах математичної фiзики (прикладом є група
зсувiв у формулi Лагранжа), то М. Стоуном [9] (1932 р.) на основi операцiйного числення
для самоспряжених операторiв було встановлено, що сiм’я {U(t)}t∈R унiтарних операторiв
у гiльбертовому просторi H утворює C0-групу тодi i тiльки тодi, коли iснує самоспряжений
оператор A в H такий, що

∀ t ∈ R : U(t) = eitA =

∞∫

−∞

eitλdEλ

(Eλ — розклад одиницi оператора A). Оскiльки для самоспряженого оператора A простори

G{0}(A) = {E∆x : x ∈ H,∆ — компакт в R} та

G(1)(A) =

{
x ∈ H | ∀α > 0:

∞∫

−∞

eαλ d(Eλx, x) <∞

}

є щiльними в H, то, беручи до уваги теореми 3, 4, робимо висновок, що для довiльної
C0-групи унiтарних операторiв в H проблеми, асоцiйованi з питаннями 1, 2, вирiшуються
позитивно.

У зв’язку зi сказаним вище А.М. Колмогоров поставив задачу: довести для будь-якої
C0-групи {U(t)}t∈R лiнiйних операторiв у банаховому просторi B iснування щiльної в Bмно-
жини B1, на елементах якої ця група зображується рядом (1). У випадку, коли {U(t)}t∈R
є обмеженою, ця проблема була розв’язана I. М. Гельфандом [10]. Варто зазначити, що сфор-
мульована у п. 2 теорема 2 не тiльки розв’язує поставлену задачу для довiльної C0-групи,
але й описує максимальну множину B1, на елементах якої ряд (1) збiгається до U(t) при
t ∈ R.

Робота виконана за пiдтримки спiльного українсько-росiйського проекту НАН України i Ро-
сiйського фонду фундаментальних дослiджень (проект № 01/01-12).
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Член-корреспондент НАН Украины М. Л. Горбачук, В.М. Горбачук

Представление групп линейных операторов в банаховом
пространстве степенными рядами

Для произвольной C0-группы и аналитической C0-полугруппы линейных операторов в ба-
наховом пространстве устанавливается существование плотного в этом пространстве
множества, на элементах которого заданную группу или полугруппу можно представить
в виде степенного ряда для экспоненты от ее генератора. Приводятся условия, при которых
этот степенной ряд является целой оператор-функцией экспоненциального типа.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine M. L. Gorbachuk, V.M. Gorbachuk

Representation of groups of linear operators on a Banach space by
means of power series

For an arbitrary C0-group, as well as an arbitrary analytic C0-semigroup of linear operators on
a Banach space, the existence of a dense set in this space, on elements of which the given group
or semigroup may be represented in the form of a power series for the exponential function of
its infinitesimal generator, is established. The conditions are found, under which this power series
determines an entire operator-function of exponential type.
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УДК 512.544

О.Ю. Дашкова

Модули над групповыми кольцами обобщенно

разрешимых групп

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Пусть A — RG-модуль такой, что R — коммутативное кольцо, A/CA(G) не являет-
ся нетеровым R-модулем (соответственно A/CA(G) не является артиновым R-моду-
лем, A/CA(G) не является минимаксным R-модулем), CG(A) = 1, G — гипер(локально
разрешимая) группа. Описаны свойства гипер(локально разрешимой) группы G такой,
что любая собственная подгруппа H группы G, для которой A/CA(H) не является не-
теровым R-модулем (соответственно A/CA(H) не является артиновым R-модулем,
A/CA(H) не является минимаксным R-модулем), конечно порождена.

Пусть F — поле, A — векторное пространство над полем F , GL(F,A) — группа всех F–
автоморфизмов векторного пространства A. Группа GL(F,A) и ее подгруппы называются
линейными группами. Линейные группы являются одним из старейших объектов исследо-
вания алгебры. Конечномерные линейные группы изучены достаточно хорошо. В случае,
когда размерность dimFA векторного пространства A над полем F бесконечна, ситуация
кардинально другая. Бесконечномерные линейные группы исследовались мало. Это направ-
ление исследования является достаточно новым и требует решения ряда важных вопро-
сов. Вместе с тем бесконечномерные линейные группы играют важную роль в различных
областях математики и ее приложениях. Исследование бесконечномерных линейных групп
возможно лишь при наложении дополнительных ограничений на рассматриваемые группы.
Примером таких ограничений являются различные условия конечности. Одним из важных
условий конечности является финитарность линейной группы. Напомним, что группа G на-
зывается финитарной, если для любого элемента g группы G фактор-пространство A/CA(g)
конечномерно. Начало исследованию финитарных линейных групп было положено Ж. Дье-
донне [1]. Им были впервые рассмотрены финитарные преобразования бесконечномерного
векторного пространства. Следует отметить, что в данном направлении исследования по-
лучено много важных результатов [2, 3].

Условие финитарности является лишь одним из условий конечности, налагаемым на бе-
сконечномерные линейные группы. В [4] были введены в рассмотрение антифинитарные ли-
нейные группы. Пусть G 6 GL(F,A), A(wFG) — фундаментальный идеал группового коль-
ца FG, augdimF (G) = dimF (A(wFG)). Линейная группа G называется антифинитарной,
если каждая собственная подгруппа H группы G, для которой размерность augdimF (H)
бесконечна, конечно порождена. В [4] исследовались антифинитарные локально разреши-
мые линейные группы.

Если G — подгруппа группы GL(F,A), то A можно рассматривать как модуль над груп-
повым кольцом FG. В теории модулей существует ряд обобщений понятия конечномерного
векторного пространства. Это модули, обладающие конечным композиционным рядом, ко-
нечно порожденные модули, нетеровы модули, артиновы модули. Естественным обобщением
классов артиновых и нетеровых модулей является класс минимаксных модулей ([5, гл. 7]).

© О.Ю. Дашкова, 2013
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Определение 1. Пусть A — модуль над кольцом R. Модуль A называется мини-
максным, если он обладает конечным рядом подмодулей, каждый фактор которого яв-
ляется либо нетеровым R-модулем, либо артиновым R-модулем.

Б.А.Ф. Верфриц ввел в рассмотрение артиново-финитарные группы автоморфизмов
модуля M над кольцом R и нетерово-финитарные группы автоморфизмов модуля M над
кольцом R, являющиеся аналогами финитарных линейных групп [6–8]. Группа автоморфиз-
мов F1 AutRM модуля M над кольцом R называется артиново-финитарной, если A(g − 1)
является артиновым R-модулем для любого элемента g ∈ F1 AutRM . Группа автоморфиз-
мов F AutRM модуля M над кольцом R называется нетерово-финитарной, если A(g − 1)
является нетеровым R-модулем для любого элемента g ∈ F AutRM . Б.А.Ф. Верфриц ис-
следовал связь между группами F1 AutRM и F AutRM [8]. Эти группы имеют достаточно
подобную структуру, особенно в случае коммутативных колец. В связи с этим естественно
возник вопрос о том, не является ли один из этих классов групп подклассом другого. Дан-
ный вопрос был решен отрицательно Б.А.Ф. Верфрицем на примере кольца целых чисел [9].

При изучении модулей над групповыми кольцами с различными условиями конечности
важную роль играет понятие коцентрализатора подгруппы в модуле A, введенное в [10].

Определение 2 [10]. Пусть A — RG-модуль, где R — кольцо, G — группа. Если H 6 G,
то фактор-модуль A/CA(H), рассматриваемый как R-модуль, называется коцентрализато-
ром подгруппы H в модуле A.

Автором рассматривается аналог антифинитарных линейных групп в теории модулей
над групповыми кольцами. Далее всюду изучается RG-модуль A такой, что CG(A) = 1.

Определение 3. Пусть A — RG-модуль, где R — кольцо, G — группа. Будем гово-
рить, что группа G является AFN-группой, если любая собственная подгруппа H груп-
пы G, коцентрализатор которой в модуле A не является нетеровым R-модулем, конечно
порождена. Группа G является AFA-группой, если любая собственная подгруппа H груп-
пы G, коцентрализатор которой в модуле A не является артиновым R-модулем, конеч-
но порождена. Группа G является AFM-группой, если любая собственная подгруппа H
группы G, коцентрализатор которой в модуле A не является минимаксным R-модулем,
конечно порождена.

В работе изучаются модули над групповыми кольцами с коммутативным кольцом ска-
ляров. В частности, рассматривается случай дедекиндова кольца скаляров. Напомним,
что кольцо R называется дедекиндовым кольцом, если выполняются следующие условия:
1) R — область целостности; 2) R — нетерово кольцо; 3) каждый ненулевой простой идеал
кольца R является максимальным идеалом; 4) кольцо R целозамкнуто.

В [11–13] исследовались локально разрешимые AFN-, AFA-, AFM-группы. Структура
этих групп описывается в теореме 1.

Теорема 1 [13]. Пусть A — RG-модуль, G — локально разрешимая группа. Справед-
ливы следующие утверждения:

1) если G — AFM-группа, R = Z — кольцо целых чисел, то группа G гиперабелева;
2) если G — AFN-группа, R — коммутативное нетерово кольцо с единицей, то груп-

па G гиперабелева;
3) если G — AFA-группа, R — дедекиндово кольцо, то группа G гиперабелева.
Назовем рядом вида (1) возрастающий ряд нормальных подгрупп группы G

〈1〉 = L0 6 L1 6 L2 6 · · · 6 Lγ 6 · · · 6 Lδ = G

такой, что каждый фактор Lγ+1/Lγ , γ < δ, гиперабелев.
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В случае, когда R является произвольным коммутативным кольцом, имеет место сле-
дующая теорема.

Теорема 2 [12]. Пусть A — RG-модуль, R — коммутативное кольцо, G — локально
разрешимая AFN-группа. Тогда группа G обладает рядом вида (1).

Естественным обобщением локально разрешимых групп являются гипер(локально раз-
решимые) группы. Напомним, что группа G называется гипер(локально разрешимой), если
G обладает возрастающим рядом нормальных подгрупп

〈1〉 = L0 6 L1 6 L2 6 · · · 6 Lγ 6 · · · 6 Lδ = G

таким, что каждый фактор Lγ+1/Lγ , γ < δ, локально разрешим.
При изучении гипер(локально разрешимых) AFA-, AFN- и AFM-групп важную роль

играют леммы 1 и 2.
Лемма 1. Пусть A — RG-модуль, G — гипер(локально разрешимая) группа. Имеют

место следующие утверждения:
1) если G — AFM-группа, R = Z — кольцо целых чисел и коцентрализатор группы G

в модуле A является минимаксным R-модулем, то группа G гиперабелева;
2) если G — AFN-группа, R — коммутативное нетерово кольцо с единицей и коцентра-

лизатор группы G в модуле A является нетеровым R-модулем, то группа G гиперабелева;
3) если G — AFA-группа, R — дедекиндово кольцо и коцентрализатор группы G в мо-

дуле A является артиновым R-модулем, то группа G гиперабелева.
Лемма 2. Пусть A — RG-модуль, G — гипер(локально разрешимая) AFN-группа, R —

коммутативное кольцо. Если коцентрализатор группы G в модуле A является нетеровым
R-модулем, то группа G обладает рядом вида (1).

Свойства гипер(локально разрешимых) AFA-, AFN- и AFM-групп описываются теоре-
мами 3 и 4.

Теорема 3. Пусть A — RG-модуль, G — гипер(локально разрешимая) группа. Спра-
ведливы следующие утверждения:

(1) если G — AFM-группа, R = Z — кольцо целых чисел, то группа G обладает рядом
вида (1);

(2) если G — AFN-группа, R — коммутативное нетерово кольцо с единицей, то груп-
па G обладает рядом вида (1);

(3) если G — AFA-группа, R — дедекиндово кольцо, то группа G обладает рядом ви-
да (1).

Теорема 4. Пусть A — RG-модуль, R — коммутативное кольцо, G — гипер(локально
разрешимая) AFN-группа. Тогда группа G обладает рядом нормальных подгрупп

〈1〉 = L0 6 L1 6 L2 6 · · · 6 Lγ 6 · · · 6 Lδ = G

таким, что каждый фактор Lγ+1/Lγ , γ < δ, имеет ряд вида (1).
Следует отметить, что как в случае локально разрешимых AFN-групп, так и в случае

гипер(локально разрешимых) AFN-групп, структура рассматриваемых групп существенно
зависит от структуры кольца R. Это связано с тем, что структура группы автоморфизмов
конечно порожденного модуля над произвольным коммутативным кольцом значительно
сложнее, чем структура группы автоморфизмов конечно порожденного модуля над комму-
тативным нетеровым кольцом ([14, гл. 13]).
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Модулi над груповими кiльцями узагальнено розв’язних груп

Нехай A — RG-модуль такий, що R — комутативне кiльце, A/CA(G) не є нетеровим R-мо-
дулем (вiдповiдно A/CA(G) не є артиновим R-модулем, A/CA(G) не є мiнiмаксним R-моду-
лем), CG(A) = 1, G — гiпер(локально розв’язна) група. Описано властивостi гiпер(локально
розв’язної) групи G такої, що кожна власна пiдгрупа H групи G, для якої A/CA(H) не є не-
теровим R-модулем (вiдповiдно A/CA(H) не є артиновим R-модулем, A/CA(H) не є мiнi-
максним R-модулем), скiнченно породжена.

O.Yu. Dashkova

Modules over group rings of generalized soluble groups

Let A be an RG-module, where R is a commutative ring, A/CA(G) is not a Noetherian R-module
(respectively, A/CA(G) is not an Artinian R-module, and A/CA(G) is not a minimax R-module),
CG(A) = 1, G is a hyper(locally soluble) group. We describe the properties of a hyper(locally soluble)
group G such that each proper subgroup H of G, for which A/CA(H) is not a Noetherian R–module
(respectively, A/CA(H) is not an Artinian R-module, and A/CA(H) is not a minimax R-module)
is finitely generated.
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УДК 512.544

Л.А. Курдаченко, I. Я. Субботiн, В.А. Чупордя, К.О. Гринь

Про деякi питання теорiї фаззi-груп

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В. П. Моторним)

Довiльну фаззi-групу можна розглядати як сукупнiсть її фаззi-точок. Запропоновано
“точковий” пiдхiд до вивчення структури довiльної фаззi-групи, визначеної на абст-
рактнiй групi. Розглянуто нормальнi, зростаючi та переставнi фаззi-пiдгрупи довiльної
фаззi-групи, отримано їх характеристики та властивостi.

Нехай G — група, на якiй задана мультиплiкативна бiнарна операцiя. Одиничний елемент G
позначатимемо через e, щоб уникнути плутанини з числом 1. Нагадаємо, що фаззi-групою
на G називається вiдображення γ : G → [0, 1], яке задовольняє такi умови:

(FSG 1) γ(xy) > γ(x) ∧ (y) для довiльних x, y ∈ G;
(FSG 2) γ(x−1) > γ(x) для довiльних x ∈ G

(див., наприклад, [1, 1.2]). У росiйськомовнiй лiтературi використовується термiн нечiтка
група, але, на наш погляд, вiн не зовсiм вiдображає суть, тому ми вважаємо за краще
використовувати кальку з англiйського термiну.

Тут i далi якщо W є пiдмножиною [0, 1], то ∧W позначає найбiльшу нижню границю W ,
а ∨W — найменшу верхню границю W . У випадку, коли W = {a, b}, замiсть ∧W (вiдповiдно
∨W ) будемо писати a ∧ b (вiдповiдно a ∨ b).

Якщо γ, κ — фаззi-групи на G та γ ⊆ κ, то говоритимемо, що γ є фаззi-пiдгрупою κ
i позначатимемо це символом γ � κ.

Якщо Y — пiдмножина G та a ∈ [0, 1], то через χ(Y, a) позначатимемо функцiю, визна-
чену за правилом

χ(Y, a) =

{
a, якщо x ∈ Y,

0, якщо x /∈ Y.

Якщо H — пiдгрупа G, то χ(H, a) — фаззi-група на G. Якщо Y = {y}, то замiсть
χ({y}, a) використовуватимемо коротший запис χ(y, a); χ(y, a) називається фаззi-точкою.

Нехай L — пiдгрупа G i γ — фаззi-група на G. Визначимо функцiю L|γ : G → [0, 1] за
правилом

L|γ(x) =

{
γ(x), якщо x ∈ L,

0, якщо x /∈ L.

Якщо x, y — довiльнi елементи G, то не важко перевiрити, що L|γ(xy) > L|γ(x)∧L|γ(y).
Звiдси випливає, що L|γ буде фаззi-групою на G.

Теорiя фаззi-груп, як i iнших алгебраїчних фаззi-структур, виникла зразу пiсля виник-
нення теорiї фаззi-множин. У рамках цiєї теорiї працювало досить багато алгебраїстiв, отри-
мано дуже багато рiзноманiтних результатiв. Деякi з них були зiбранi в книзi [1]. Але це,
скорiше, механiчне зiбрання, результати не систематизовано, їх подання досить хаотичне.
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З нашої точки зору, однiєю з головних задач теорiї фаззi-груп є вивчення алгебраїчних влас-
тивостей довiльних фаззi-груп, якi визначенi на абстрактнiй групi G. Тут отримано цiлий
масив результатiв, якi стосуються будови найбiльшої фаззi-групи χ(G, 1). Але мiж χ(G, 1)
та довiльною фаззi-групою на G iснує велика вiдмiннiсть. Якщо λ — фаззi-пiдгрупа фаз-
зi-групи γ, яка визначена на G, має деякi властивостi по вiдношенню до γ, то вона далеко
не завжди має тi ж самi властивостi по вiдношенню до χ(G, 1), i навпаки. Якщо розглядати
довiльну фаззi-групу γ як множину своїх фаззi-точок, то вона є напiвгрупою з одиницею
вiдносно операцiї множення фаззi-множин. I якщо множина тих елементiв найбiльшої фаз-
зi-групи χ(G, 1), якi мають оберненi, є досить великою (усi фаззi-точки χ(g, 1), g ∈ G, мають
оберненi), що дає можливiсть застосування природної дiї групи G на χ(G, 1), то цього вже не
скажеш про довiльну фаззi-групу, у якої множина елементiв, що мають оберненi, може бути
дуже малою. Це i пояснює таку велику рiзницю мiж кiлькiстю результатiв про структуру
фаззi-групи χ(G, 1) та структуру довiльної фаззi-групи, що визначена на тiй самiй групi G.
Нашою метою якраз i є розпочати систематичне вивчення будови довiльної фаззi-групи,
визначеної на абстрактнiй групi G. Почнемо з необхiдних та достатнiх умов для того, щоб
фаззi-множина була фаззi-групою. Дуже корисним виявився нижченаведений “точковий”
критерiй. Але спочатку нагадаємо визначення добутку фаззi-множин.

Нехай µ, ν — фаззi-множини на групi G, визначимо операцiю • за таким правилом:

(µ • ν)(x) =
∨

y,z∈G, yz=x

(µ(y) ∧ ν(z)).

Зазначимо, що (µ • ν)(x) =
∨
y∈G

(µ(y) ∧ ν(y−1x)) =
∨
z∈G

(µ(xz−1) ∧ ν(z).

В книзi [1] для позначення цiєї операцiї використовується символ ◦, тобто той символ, що
стандартно використовується для позначення добутку функцiй. Щоб уникнути будь-яких
непорозумiнь, ми використовуватимемо для операцiї множення фаззi-множин iнший сим-
вол.

Твердження 1. Нехай G — група. Фаззi-множина γ, визначена на G, тодi i тiльки
тодi є фаззi-групою, коли виконуються такi двi умови:

(FSG 3) з включень χ(x, a), χ(y, b) ⊆ γ випливає, що χ(x, a) • χ(y, b) ⊆ γ для всiх x, y ∈
∈ Supp(γ);

(FSG 4) χ(x, a) ⊆ γ тягне за собою χ(x−1, a) ⊆ γ для кожного x ∈ Supp(γ).
Розглянемо тепер iнше важливе поняття. Нехай γ, κ — фаззi-групи на групi G i κ � γ.

Будемо говорити, що κ є нормальною фаззi-пiдгрупою γ, якщо κ(yxy−1) > κ(x) ∧ γ(y),
для всiх елементiв x, y ∈ G [1, 1.4]. Ми позначатимемо це таким чином: κ E γ. Для цього
поняття ми також отримали “точковий” критерiй, який уточнює твердження 3 роботи [2].

Твердження 2. Нехай G — група, γ, κ — фаззi-групи на G та κ � γ. Якщо κ —
нормальна фаззi-пiдгрупа γ, то χ(x, γ(x)) • κ • χ(x−1, γ(x)) = κ для кожного елемента
x ∈ G. Навпаки, якщо χ(x, γ(x))•κ•χ(x−1 , γ(x)) � κ для кожного x ∈ G, то κ — нормальна
фаззi-пiдгрупа в γ.

Нехай γ, κ — фаззi-групи на групi G. Будемо говорити, що γ та κ можна переставити,
якщо γ • κ = κ • γ. Слiд зауважити, що у загальному випадку добуток двох фаззi-груп не
є фаззi-групою. Має мiсце таке твердження: добуток двох фаззi-груп γ та κ буде фаззi-гру-
пою тодi i тiльки тодi, коли γ • κ = κ • γ (див., нарпиклад, [1, 4.3]). Якщо κ � γ, то будемо
говорити, що κ є переставною в γ, якщо λ • κ = κ • λ для кожної λ � γ.
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Як ми побачимо далi, важливим прикладом переставних фаззi-пiдгруп є нормальнi фаз-
зi-пiдгрупи γ. У теорiї абстрактних груп властивостi переставних пiдгруп вивчаються до-
сить довгий час. Iснує великий масив статей, в яких отриманi змiстовнi результати. Багато
з них вiдображенi в монографiї [3]. Для переставних фаззi-пiдгруп ситуацiя кардинально
вiдрiзняється. Як i для багатьох iнших властивостей, вивчення переставних фаззi-пiдгруп
проводилось тiльки в χ(G, 1). У роботах [4–7] та [1, 4.3] можна знайти деякi початковi ре-
зультати для випадку, коли група G є скiнченною. Вивчення переставних фаззi-пiдгруп
χ(G, 1), коли G є довiльною (не обов’язково скiнченною), було iнiцiйовано в [8, 9]. У да-
нiй роботi ми починаємо вивчати переставнiсть у довiльнiй фаззi-групi. Наведений нижче
результат дає iнформацiю про структуру добутку γ • κ.

Теорема 1. Нехай G — група, γ, κ — фаззi-множини на G. Тодi

γ • κ =
⋃

y∈Supp(γ),z∈Supp(κ)

χ(y, γ(y)) • χ(z, κ(z)).

Наслiдок. Нехай G — група.
Якщо γ, λ, κ — фаззi-множини на G, причому λ ⊆ κ, то γ • λ ⊆ γ • κ та λ • γ ⊆ κ • γ.

Якщо γ, λa — фаззi-множини на G, a ∈ A, то γ•
( ⋃
a∈A

λa

)
=
⋃
a∈A

(γ•λa) та
( ⋃
a∈A

λa

)
•γ =

=
⋃
a∈A

(λa • γ).

Нижчеподаний результат дає “точковий” критерiй для переставностi фаззi-пiдгрупи в до-
вiльнiй фаззi-групi.

Теорема 2. Нехай G — група та γ — фаззi-група на G. Якщо κ � γ, то κ буде пе-
реставною в γ тодi i тiльки тодi, коли χ(〈x〉, γ(x)) • κ = κ • χ(〈x〉, γ(x)) для кожного
x ∈ Supp(γ).

Нехай λ — фаззi-множина на G, a ∈ [0, 1]. Покладемо

La(λ) = {x | x ∈ G i λ(x) > a}.

Пiдмножина La(λ) називається a-рiвнем λ. Нагадаємо, що якщо γ — фаззi-група на G,
то або La(γ) є пiдгрупою в G, або La(γ) = ∅. За допомогою рiвнiв можна дати таку харак-
теризацiю фаззi-групи: γ є фаззi-групою на G тодi i тiльки тодi, коли La(γ) є пiдгрупою G
для кожного a 6 γ(e) (див., наприклад, [1, тeoрeма 1.2.6]).

За допомогою поняття рiвня отримуємо такий критерiй переставностi.
Теорема 3. Нехай G — група та γ — фаззi-група на G. Якщо κ � γ, то κ є переставною

в γ тодi i тiльки тодi, коли La(κ) є переставною пiдгрупою в La(γ), для кожного a 6 γ(e).
Зазначимо, що ця теорема є суттєвим узагальненням головного результату статтi [8],

у якiй були отриманi умови переставностi фаззi-пiдгрупи в χ(G, 1) за деяких додаткових
обмежень (так званий sup-property).

Наслiдок 1. Нехай G — група i γ — фаззi-група на G. Якщо її фаззi-пiдгрупа κ є пе-
реставною в γ, то Supp(κ) є переставною пiдгрупою в Supp(γ).

Наслiдок 2. Нехай G — група i γ — фаззi-група на G. Якщо її фаззi-пiдгрупа κ є нор-
мальною в γ, то κ є переставною пiдгрупою в γ.

Нехай γ — фаззi-група на G, а µ — фаззi-множина на G та µ ⊆ γ. Нагадаємо, що
фаззi-пiдгрупа, породжена µ, це перетин всiх фаззi-пiдгруп γ, що мiстять у собi µ. Цю
фаззi-пiдгрупу позначатимемо через 〈µ〉. Ми вже зазначали вище, що у випадку, коли γ,

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 35



κ — такi фаззi-групи, для яких γ •κ = κ•γ, то їх добуток γ •κ = κ•γ також є фаззi-групою.
Але на вiдмiну вiд абстрактних груп γ • κ та 〈γ, κ〉 не обов’язково збiгаються.

Наслiдок 3. Нехай G — група i γ — фаззi-група на G. Якщо її фаззi-пiдгрупи λ, κ є пе-
реставними в γ, то 〈λ, κ〉 є переставною пiдгрупою в γ.

Як i для абстрактних груп, для фаззi-груп має мiсце тотожнiсть Дедекiнда.
Теорема 4. Нехай G — група, γ, κ, λ — фаззi-групи на G. Припустимо, що κ � γ та

κ • λ = λ • κ. Тодi γ
⋂
(κ • λ) = κ • (γ

⋂
λ) та γ

⋂
〈κ, λ〉 = 〈κ, γ

⋂
λ〉.

Наслiдок. Нехай G — група i γ — фаззi-група на G. Тодi решiтка всiх нормальних
фаззi-пiдгруп γ є модулярною.

У випадку, коли γ = χ(G, 1), останнє твердження було отримано в роботах [10, 11].
Теорема 5. Нехай G — група та γ — фаззi-група на G. Пiдгрупа L з Supp(γ) переставна

в Supp(γ) тодi i тiльки тодi, коли L|γ переставна в γ.
Наслiдок 1. Нехай G — група i γ — фаззi-група на G. Кожна фаззi-пiдгрупа з γ

переставна в γ тодi i тiльки тодi, коли кожна пiдгрупа Supp(γ) є переставною в Supp(γ).
Цей результат є суттєвим узагальненням теореми 3.2 роботи [8].
Наслiдок 2. Нехай G — група i γ — фаззi-група на G. Якщо кожна фаззi-пiдгрупа з γ

переставна в γ, то G є групою одного з таких типiв:
(I) G — абелева група.
(II) G = ×p∈Π(G)Gp, де Gp — силовська p-пiдгрупа G, яка задовольняє такi умови:

(i) якщо p 6= 2, то Gp = Bp〈ap〉, де Bp — нормальна абелева пiдгрупа експоненти pk,
та iснує таке натуральне число t, що t = 1 + pm, m 6 k 6 m + d, де pd = |Gp/Bp| та
a−1
p bap = bt для всiх b ∈ Bp;

(ii) якщо p = 2, то або Gp — дедекiндова група, або Gp = Bp〈ap〉, де Bp — нормальна
абелева пiдгрупа експоненти pk, та iснує таке натуральне число t, що t = 1+pm, 2 6 m 6

6 k 6 m + d, де pd = |Gp/Bp| та a−1
p bap = bt для всiх b ∈ Bp.

В обох випадках Gp є нiльпотентною та обмеженою.
(III) G мiстить у собi таку нормальну абелеву перiодичну пiдгрупу T , що G/T — вiльна

вiд скруту та локально циклiчна. Бiльш того, кожна пiдгрупа T є G-iнварiантною.
Нехай γ, κ — фаззi-групи на G та κ � γ. Визначимо нормалiзатор Nγ(κ) фаззi-пiд-

групи κ в γ як об’єднання всiх фаззi-точок χ(x, a) ⊆ γ, якi задовольняють таку умову:
χ(x−1, a) • κ • χ(x, a) = κ.

Теорема 6. Нехай G — група, γ, κ — фаззi-групи на G та κ � γ. Тодi нормалiзатор
Nγ(κ) буде фаззi-пiдгрупою γ.

Твердження 2 показує, що κ є нормальною фаззi-пiдгрупою у своєму нормалiзаторi
Nγ(κ).

Нехай γ — фаззi-група на G. Будемо говорити, що γ задовольняє нормалiзаторну умову,
якщо Nγ(κ) 6= κ для будь-якої фаззi-пiдгрупи κ з γ.

Теорема 7. Нехай G — група та γ — фаззi-група на G. Якщо γ задовольняє нормалi-
заторну умову, то її носiй Supp(γ) також задовольняє нормалiзаторну умову. Зокрема,
Supp(γ) є локально нiльпотентною групою.

Нехай γ — фаззi-група на G. Її фаззi-пiдгрупа κ називається зростаючою пiдгрупою в γ,
якщо iснує зростаючий ряд

κ = κ0 E κ1 E · · · κα E κα+1 E · · · κβ = γ.

Теорема 8. Нехай G — група та γ — фаззi-група на G. Кожна фаззi-пiдгрупа γ є зрос-
таючою тодi i тiльки тодi, коли γ задовольняє нормалiзаторну умову.
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Л.А. Курдаченко, И. Я. Субботин, В.А. Чупордя, Е.А. Гринь

О некоторых вопросах теории фаззи-групп

Произвольную фаззи-группу можна рассматривать как совокупность ее фаззи-точек. Пред-
ложен “точечный” подход к изучению структуры произвольной фаззи-группы, определенной
на абстрактной группе. Рассмотрены нормальные, возрастающие и перестановочные фаз-
зи-подгруппы произвольной фаззи-группы, получены их характеристики и свойства.

L.A. Kurdachenko, I. Ya. Subbotin, V. A. Chupordya, K.O. Grin

On some questions in the theory of fuzzy groups

It is possible to consider an arbitrary fuzzy group as the union of its fuzzy points. The authors
propose a “point” approach to the study of the structure of an arbitrary fuzzy group defined on an
abstract group. Normal, ascendant, and permutable fuzzy subgroups of an arbitrary fuzzy group are
considered, and their characteristics and properties have been obtained.
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П. I. Неєежмаков, С. I. Зуб, С.С. Зуб

Грiд-технологiя для завдань метрологiї

Розглядаються рiзнi варiанти використання прилад-елемента IE в межах iснуючої
грiд-технологiї при вирiшеннi завдань метрологiї, якi для своєї реалiзацiї потребують
використання iнформацiйних технологiй. Показано, що грiд IE є оптимальним середо-
вищем для ефективного розв’язання задач метрологiї, що вимагають найвищого рiв-
ня безпеки при передачi, зберiганнi та обробцi даних вимiрювань. Розкриваються новi
можливостi з вiдстежування результатiв вимiрювань та забезпечення високого рiвня
надiйностi цих результатiв.

Розглянемо новi можливостi, якi надає кiбернетика та її новий iнструмент грiд для розв’я-
зання задач метрологiї.

У глобалiзованому свiтi метрологiчна дiяльнiсть має забезпечити простежуванiсть вимi-
рiвань в географiчно рознесених регiонах, а також високу мiру довiри до даних вимiрювань
у глобальних мережах [1].

Координацiя та керування процесами вимiрювань, що часто роздiленi великими вiдста-
нями, вимагають пiдтримки з боку сучасних iнформацiйних технологiй. Вважається, що та-
ку пiдтримку можуть забезпечити технологiї iнтернету. Проте в цiй системi не передбачена
можливiсть керування вимiрювальними та обчислювальними процесами, а данi, що пере-
даються, постiйно знаходяться пiд загрозою фальсифiкацiї i, навiть, незворотної втрати.

Проблеми дистанцiйної взаємодiї з приладами, а також захисту даних вимiрювань у гло-
бальних мережах вирiшуються [2–4], але цi рiшення завжди мають частковий характер,
вони пристосованi для розв’язання конкретної задачi та вимагають значних спецiальних
зусиль. Чи є вихiд? Вiдповiдь позитивна. Одним з новiтнiх iнструментiв, який втiлює в собi
останнi досягнення в областi кiбернетичної науки, є грiд. Вiн забезпечує просторово розпо-
дiлене операцiйне середовище з гнучким, безпечним та скоординованим розподiлом ресурсiв
для виконання завдань у вiртуальних органiзацiях (ВО) [5], що динамiчно утворюються.
Його було створено для керування та обмiну науковими даними, а також для забезпечення
їх колективного використання [6].

На фiзично тому самому устаткуваннi (тобто на тих самих елементах телекомунiкацiй,
якi використовує iнтернет) може функцiонувати якiсно нова система глобальних розподiле-
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них обчислень, яка забезпечує найвищий можливий на сьогоднi рiвень безпеки, що виключає
навiть такi хворобливi явища, як вiруси та хакерськi атаки.

Iснує багато реалiзацiй цiєї концепцiї в США та Євросоюзi. Проте в останнi роки лiди-
руюче мiсце серед реалiзацiй грiд-концепцiї займає gLite middleware.

Рiч у тому, що саме gLite middleware використовується для обслуговування найскладнi-
шої фiзичної (водночас вимiрювальної) установки, що була створена людством, — Великого
адронного коллайдера (Large Hadron Collider — LHC) в CERN (Європейська рада з ядерних
дослiджень) [7]. Там вперше зiткнулися з проблемою обмеженостi обчислювальних ресурсiв
для обробки колосального обсягу iнформацiї, що народжується в експериментах на LHC.

На прес-конференцiї в CERN, де було повiдомлено про вiдкриття бозона Хiггса, гене-
ральний директор CERN Рольф-Дiтер Хойер заявив: “Без всесвiтньої мережi розподiлених
обчислень ми не змогли б отримати необхiднi нам результати. Обчислювальнi потужностi
i мережа, якi були задiянi CERN, стали дуже важливою частиною дослiджень”.

Структура класичного грiду, що базується на gLite middleware, досить добре вiдома [8, 9].
Зараз gLite middleware набуває широкого поширення не лише для завдань фiзики високих
енергiй, але i для вирiшення складних завдань механiки твердого тiла [10], бiологiї, меди-
цини та в iнших галузях науки i технiки.

Безпека в грiд. Особливе значення для метрологiї має виключення ненавмисних або
навмисних спотворень даних — результатiв вимiрювань, що передаються по мережах та
зберiгаються на вiддалених пристроях.

Слiд пiдкреслити, що безпека є складовою самого пiдгрунтя грiд. Її складовими є як
спецiальнi протоколи безпечної передачi даних, такi, як GSIFTP, Secure RFIO, Gsidcap, так
i система авторизацiї, яка, в свою чергу, є багаторiвневою та забезпечує глибоке розмежу-
вання прав доступу до ресурсiв грiд.

Таким чином, система безпеки грiд має всi вiдомi на сьогоднi засоби криптографiї та
забезпечена стрункою системою авторизацiї та розподiлу прав, що спирається на електроннi
сертифiкати.

Грiд-елемент для засобiв вимiрювальної технiки. Як вже вiдзначалося, LHC
є найскладнiшою не лише фiзичною, але i вимiрювальною установкою, що створена люд-
ством. Здавалося б, на цьому прикладi вирiшенi всi завдання зi зв’язку засобiв вимiрю-
вальної технiки (ЗВТ) та грiд. Але це не зовсiм так. LHC Computing Grid Project (LCG)
та його наступник gLite middleware створювалися паралельно з налаштуванням детекто-
рiв LHC. Тому обробка даних детекторiв є не програмним, а скорiш апаратно-програм-
ним рiшенням, що було можливим лише для розробникiв LCG/gLite. Але сьогоднi все
частiше “рядовi” користувачi грiд потребують iнтеграцiї ЗВТ з грiд для побудови iнфор-
мацiйно-вимiрювальних систем з пiдвищеним захистом даних, що передаються на зна-
чнi вiдстанi, а також для дистанцiйного доступу до ЗВТ, в принципi, з будь-якого сайту
в грiд.

Для вирiшення цих завдань був iнiцiйований проект Grid Enabled Remote Instrumenta-
tion with Distributed Control and Computation (GRIDCC) [11]. Мета проекту — використан-
ня можливостей грiд щодо безпечної дистанцiйної спiльної роботи команди дослiдникiв iз
забезпечення монiторингу та керування даними ЗВТ, якi генеруються та зберiгаються на
розподiленому науковому устаткуваннi, з застосуванням традицiйних ресурсiв грiд.

В рамках цього проекту розроблено спецiальний iнструмент, так званий IE (або при-
лад-елемент), який успiшно застосовується рiзними науковими колаборацiями для дистан-
цiйної взаємодiї мiж ЗВТ та середовищем грiд.
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Рис. 1. Архiтектура проекту GridCC

Як видно з рис. 1 [12], GridCC iстотно розширює можливостi традицiйного грiду, ком-
поненти якого розташованi в правому нижньому кутi рисунка.

Вiдносно новим елементом є VCR (вiртуальний диспетчерський пункт), який забезпечує
багатокористувацький iнтерфейс, що розрахований на спiльну роботу групи дослiдникiв зi
складною iнформацiйно-вимiрювальною системою з розподiлом функцiй.

Ключовим елементом GridCC є, звичайно, сам IE. Значок елемента зберiгання даних
(SE) всерединi IE показує, що IE розроблявся на основi SE та унаслiдував його властивостi.
Таким чином, IE, як програмний модуль, є сервером, а його взаємодiя з елементом SE може
здiйснюватися традицiйним для класичного грiд чином.

IE складається iз пов’язаного набору сервiсiв, якi i забезпечують всю функцiональнiсть
для конфiгурацiї, керування та монiторингу вимiрювальних приладiв, що знаходяться за
IE iнтерфейсом, який забезпечує їх взаємодiю з грiдом.

IE забезпечує такi функцiональнi вимоги: унiфiковану модель вимiрювального приладу;
стандартний грiд-доступ до приладiв; можливiсть взаємодiї мiж рiзними приладами, що
належать рiзним iнститутам у ВО.

Користувач IE може мати одну з таких ролей: спостерiгач, оператор або адмiнiстратор.
При розробцi абстрактної моделi ЗВТ була введена така класифiкацiя ЗВТ: dummy

instrument; smart instrument; smart instrument in an adhoc network.
Унiфiкована модель ЗВТ має бути задана за допомогою опису на мовi iнструкцiй, засно-

ванiй на XML [12]. Таким чином, ЗВТ в грiд представляється своєю моделлю i є грiд-сер-
вiсом, який “надає послуги” з вимiрювання вiдповiдних величин.

З рис. 2 видно, що мiж грiд та ЗВТ знаходиться IE. З одного боку, ми бачимо набори
датчикiв, ЗВТ або групу ЗВТ, якi використовують наявнi в них засоби керування i фiзично
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Рис. 2. Схема iнтеграцiї ЗВТ в грiд

пiдключенi до комп’ютера з встановленим IE. З iншого боку, користувач через грiд має
доступ до IE через безпечний Web-iнтерфейс.

Грiд та деякi задачи метрологiї. Розглянемо проблемнi питання метрологiї, в яких
застосування грiд може привести до iстотного пiдвищення ефективностi метрологiчної
дiяльностi.

1. Довгострокове зберiгання та передача даних вимiрювань, а також завантаження нових
версiй програмного забезпечення (ПЗ) ЗВТ є предметом уваги законодавчої метрологiї, яка
встановлює цiлком певнi вимоги до цих процесiв. В документi WELMEC 7.2 “Настанова
з програмного забезпечення” Європейськiй кооперацiї в областi законодавчої метрологiї
(WELMEC) цi вимоги сформульованi в розширеннях (extension) L, T, D.

Грiд був спецiально створений для вирiшення подiбних завдань, оскiльки при розробцi
iнструментарiю грiд було поставлено за мету не допустити жодних спотворень або втрат
даних експерименту. Тому застосування грiд та його компонента IE автоматично вирi-
шує завдання законодавчої метрологiї, сформульованi в розширеннях L, T, D Настанови
WELMEC 7.2.

2. Дистанцiйнi звiрення. Сучаснi iнформацiйнi технологiї у багатьох випадках дозво-
ляють дистанцiйно звiряти ЗВТ [3, 4]. Iснують мiжнароднi програми з синхронiзацiї часу,
навiгацiї та в iнших сферах, в яких використовуються дистанцiйнi звiрення. Грiд здатний
вивести цi пiдходи на абсолютно новий рiвень як якiсно, так i кiлькiсно, забезпечуючи
бiльшу продуктивнiсть обробки та одночасний захист даних вимiрювань.

3. Ключовi звiрення еталонiв. Такi звiрення часто є тривалими, трудомiсткими та затрат-
ними процедурами. Грiд може надати ефективнiшi iнструменти порiвняно iз звичайним:
iнтернет для виконання дистанцiйних звiрень нацiональних еталонiв, проведення унiфiко-
ваних обчислювальних процедур, безпечного обмiну iнформацiєю.

Велика частина роботи, а в деяких випадках i вся, може бути виконана дистанцiйно. Цi
можливостi особливо перспективнi в свiтлi неминучого переходу на еталони, що базуються
на квантових ефектах i у зв’язку з майбутнiм перевизначенням основних одиниць Мiжна-
родної системи SI.

4. Прилади iз вбудованою ОС. Складнiсть ПЗ ЗВТ постiйно зростає. Все бiльше за-
стосування знаходять ЗВТ iз вбудованою ОС Linux. Деякi з них пiдпадають пiд вимоги
законодавчої метрологiї. Складнiсть тестування таких систем та проблеми захисту даних
вимiрювання — актуальне завдання. Мають бути виконанi вказанi вище вимоги L, T, D
Настанови WELMEC 7.2, що для таких систем є новим i непростим завданням [13].
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Наявнi iнструменти грiд у поєднаннi з прилад-елементом IE надають всi можливостi
для ефективного та безпечного вживання ЗВТ iз вбудованою ОС Linux.

Як iнший пiдхiд до розв’язання задач вимiрювань з використанням складного ПЗ ми
пропонуємо використовувати концепцiю “тонких клiєнтiв”. Iнакше кажучи, прилади повиннi
мати мiнiмальне ПЗ, що забезпечує iнтеграцiю приладу в систему грiд, а складна оброб-
ка “сирих” даних повинна виконуватися в середовищi грiд. Вибiр пiдходу залишається за
розробниками вимiрювального приладу.

5. Еталонне ПЗ. Одним з основних методiв дослiдження ПЗ ЗВТ є його порiвняння
з “еталонним” ПЗ. В той самий час поняття “еталонного” ПЗ не є достатньо визначеним.
Крiм того, порiвняння може вiдбуватися як за результатами виконання коду, так i через
буквальний збiг коду.

Грiд в перспективi може надати поняттю “еталонного” ПЗ прозоре i бiльш прийнятне
значення та виконувати порiвняння на новому, вищому рiвнi. На наш погляд, провiднi на-
цiональнi метрологiчнi iнститути можуть поставити i виконати завдання створення сховища
(repository) еталонного метрологiчного ПЗ як одного з ресурсiв грiд за аналогiєю з gLite
middleware repositories [8]. Саме таке ПЗ й повинно використовуватися при ключових звi-
реннях еталонiв.

6. Еталоннi тестовi данi. Разом iз попереднiм завданням актуальною проблемою є ство-
рення грiд-ресурса “еталонних” тестових даних або, ширше, тестових завдань [14]. Подiбнi
завдання впродовж декiлькох рокiв застосовувалися для тестування кластерiв, що входять
у систему комп’ютерного забезпечення експериментiв на LHC на базi грiд.

7. Smart Electrical Grid. Останнiм часом велику увагу привертають так званi розум-
нi лiчильники, що дозволяють економити енергоресурси. Як наголошується в [15], однiєю
з найважливiших цiлей Європейської науково-дослiдної програми з метрологiї (EMRP —
European Metrology Research Programme) “є вдосконалення метрологiчної iнфраструктури
в Європi для забезпечення успiшної реалiзацiї проекту iнтелектуальних силових електри-
чних мереж”. У словосполученнi “Smart Electrical Grid” термiн “Grid” означає силову еле-
ктричну мережу, яка, на нашу думку, також може керуватися та обслуговуватися через грiд.

Вiдзначимо, що наявна реалiзацiя концепцiї грiд — gLite middleware — разом з IE надає
повний набiр iнструментiв для створення програм, що вирiшують перерахованi завдання
в цiй сферi [12].

Таким чином, ряд актуальних завдань метрологiї вимагає адекватної пiдтримки на осно-
вi найсучаснiших iнформацiйних технологiй. Такою технологiєю, що вiдповiдає глобальним
викликам часу i являє новий етап розвитку кiбернетичних систем, за нашим переконанням,
є грiд. Створення компонента грiд IE робить цю систему оптимальним середовищем для
ефективного монiторингу, керування i обслуговування вимiрювальних ресурсiв, що забезпе-
чує найвищий рiвень безпеки передачi, зберiгання та обробки даних вимiрювань, вiдкриває
новi можливостi для забезпечення метрологiчної простежуваностi та високого рiвня довiри
до результатiв вимiрювань.
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Грид-технология для задач метрологии

Рассматриваются различные варианты использования приборного элемента IE в рамках су-
ществующей грид-технологии при решении метрологических задач, которые для своей реа-
лизации требуют применения информационных технологий. Показано, что грид IE являет-
ся оптимальным окружением для эффективного решения задач измерений, которые тре-
буют наивысшего уровня безопасности при передаче, хранении и обработке данных измере-
ний. Раскрываются новые возможности по отслеживанию результатов измерений и обес-
печению высочайшего уровня надежности этих результатов.
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P. I. Neyezhmakov, S. I. Zub, S. S. Zub

Grid technology for metrology tasks

The article describes the variety of possible IE applications within the available grid technology
for those metrology tasks, where IT support is required. The IE grid becomes an optimal envi-
ronment, which can be used to effectively perform measurement tasks which have the highest level
of measurement data transfer, storage, and processing safety, revealing new opportunities to trace
measurement results and to ensure a high level of reliability of these results.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 43



УДК 519.6:539.3

А.Н. Максимец

Поиск программных инвариантов в виде полиномов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины С.И. Ляшко)

Представлено решение проблемы поиска инвариантов программ в виде полиномиальных
зависимостей методом верхней аппроксимации. Этот итерационный метод, с успе-
хом примененный к программам над абсолютно свободными алгебрами и векторными
пространствами данных, адаптирован для кольца полиномов. Множество инвариантов
в этом случае представляется в виде идеала кольца полиномов. Решены задачи о соот-
ношениях и о пересечении множеств инвариантов с использованием базисов Гребнера
при условии невырожденности оператора присваивания.

1. После прорыва в теории верификации, связанного с появлением теории индуктивных
утверждений Флойда–Хоара–Дейкстры [1] в 70-х гг. (Вегбрейт, 1974, 1975; Герман и Вег-
брейт, 1975; Кац и Манна, 1976; Куазот и Куазот, 1976; Сузуки и Ишихата, 1977; Дер-
шовицем и Манна, 1978), наступил тихий период в этой области. Оживление последова-
ло с изучением средств автоматического доказательства теорем (САДТ) и верификации
моделей программ вместо исходных программ. Все перечисленные подходы формальных
доказательств свойств программы используют утверждения, которые истинны во время
выполнения программы в качестве входных данных. Проблема поиска таких увтерждений
(инвариантов) остается особенно актуальной и по сей день.

Исследования в этой области велись и в СССР, особенно в Киеве и Новосибирске, в 70-х
и 80-х гг. прошлого столетия. В результате были разработаны эффективные алгоритмы
генерации инвариантов для программ. Проводились исследования следующих алгебр дан-
ных: абсолютно свободная алгебра данных [4, 12], группы, полугруппы, абелевы группы
и абелевы полугруппы, векторное пространство [3], кольцо многочленов [9, 10].

Программа представлена в виде U–Y -схемы на алгебре многочленов. В данной работе
итерационные алгоритмы, удачно примененные для абсолютно свободных алгебр и вектор-
ных пространств, адаптипрованы для полиномиальных пространств [7].

Инвариант U–Y -схемы в состоянии — это утверждение, которое верно для любого дос-
тижимого состояния памяти U–Y -схемы. Термин “состояние” далее обозначает состояние
(узел) U–Y -схемы. Рассматриваемый подход строит базис инвариантых соотношений для
каждого состояния программы, учитывая переданные соотношения на вход U–Y -схемы.

Эта работа была вызвана схожими работами по генерации инвариантов в виде полиноми-
номов с использованием базисов Гребнера (Мюллер-Олм и Зайдель, 2004; Санкаранараянан,
2004; Родригес-Карбонелл и Капур, 2007). Рассмотренный итерационный метод позволяет
генерировать более широкое множество инвариантов, что аргументирует его применение.

2. Обозначения. Пусть A — U–Y -схема над памятью [5] и R = {r1, . . . , rm} — мно-
жество переменных, которое определено на алгебре данных (D,Ω); K(Ω, Eq) — класс ал-
гебр, который включает в себя алгебру (D,Ω) [2]. Рассмотрим кольцо многочленов (D,Ω)
и алгебру термов T (Ω, R) на R из класса K(Ω, Eq).
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Определение 1 (алгебраическое соотношение). Алгебраическим соотношением Ψ на-
зывается соотношение вида

∧
i
pi(r1, . . . , rm) = 0, где каждый pi ∈ ℜ[r1, . . . , rm]. Степень

соотношения — это максимальная степень среди степеней многочленов, которые состав-
ляют соотношение.

Определение 2 (идеал). Множество I ⊆ ℜ[r1, . . . , rn] называется идеалом тогда и толь-
ко, когда:

1) 0 ∈ I;
2) если p1, p2 ∈ I, то p1 + p2 ∈ I;
3) если p1 ∈ I и p2 ∈ ℜ[r1, . . . , rn], то p1p2 ∈ ℜ[r1, . . . , rn].
Идеалом, порожденным множеством многочленов N (обозначается ((N))), называется

минимальный идеал, содержащий N . Это равносильно ((N)) = {g1p1 + · · · + gmpm | g1, . . .,
. . . , gm ∈ R[r1, . . . , rn], p1, . . . , pm ∈ P}. Идеал I считается конечно порожденным, если су-
ществует конечное множество N , так, что I = ((N)). Знаменитая теорема Гильберта утвер-
ждает, что все идеалы в ℜ[r1, . . . , rn] являются конечнопорожденными. В результате ал-
гебраические соотношения можно рассматривать как порождающие идеалы и наоборот.
Любой идеал определяет многообразие, которое является множеством общих нулей всех
полиномов, которые он содержит.

Определение 3 (пересечение идеалов). Множество K является пересечением идеалов
I = {f1, . . . , fl} и J = {g1, . . . , gm}, если

K =

{
s(r1, . . . , rn) | s(r1, . . . , rn) =

l∑

i=1

pifi =

m∑

j=1

qjgj , p1, . . . , pl, q1, . . . , qm ∈

∈ ℜ[r1, . . . , rn]

}
.

Теорема 1 (пересечение идеалов). Пусть I и J — идеалы в R[r1, . . . , rn]

I
⋂
J = (tI + (1− t)J)

⋂
ℜ[r1, . . . , rn], (1)

где t ∈ R — новая введенная переменная [6].
Доказательство. Заметим, что tI + (1 − t)J является идеалом в ℜ[r1, . . . , rn, t]. Для

доказательства истинности равенства мы докажем включение в обе стороны.
Пусть f ∈ I

⋂
J . Поскольку f ∈ I, то tf ∈ tI. Аналогично f ∈ J следует (1−t)f ∈ (1−t)J .

Получаем, что f = tf + (1 − t)f ∈ tI + (1 − t)J и I, J ⊂ ℜ[r1, . . . , rn].
Чтобы доказать включение в обратную сторону, допустим f ∈(tI+(1−t)J)

⋂
ℜ[r1, . . . , rn].

Тогда f(r) = g(r, t) + h(r, t), где g(r, t) ∈ tI и h(r, t) ∈ (1 − t)J . Сначала рассмотрим ва-
риант t = 0. Исходя из того, что каждый элемент из tI умножается на t, g(r, 0) = 0,
f(r) = h(r, 0) и f(r) ∈ J . Рассмотрим вариант t = 1, тогда f можно представить в виде
f(r) = g(r, t)+h(r, t). Каждый элемент (1−t)J умножается на 1−t и в результате h(r, 1) = 0.
В этом случае f(r) = g(r, 1) и f(r) ∈ I. Исходя из того, что f принадлежит I и J , f ∈ I

⋂
J .

Получаем I
⋂
J ⊃ (tI + (1 − t)J)

⋂
ℜ[r1, . . . , rn], что и завершает доказательство.

Пусть A = {a0, a1, . . . , a∗} — множество вершин U–Y -схемы; Nai — базис соотношений
в вершине ai на текущем шаге метода; Na0 , Na1 , . . . , Na∗ — базисы соотношений в вершинах
U–Y -схемы; U — множество условий в виде u = (p(r1, . . . , rn) = 0), где p(r1, . . . , rn) ∈
∈ ℜ[r1, . . . , rn]; Y — множество операторов присваивания в виде ri := p(r1, . . . , rn), где
p(r1, . . . , rn) ∈ ℜ[r1, . . . , rn].
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3. Метод верхней аппроксимации. Рассмотрим псевдокод метода верхней аппрок-
симации(МВА) с [2].

Вход: U–Y-схема A, N0 — базис инвариантов в вершине a0.
Выход: Na0 , Na1 , . . . , Na∗ — базисы инвариантов для каждой вершины.

Na0 := N0

ToVisit.push(a0)

Visited := {}

while ToVisit 6= ∅ do

c := ToVisit.pop()

Visited := Visited
⋃

c

for all (c, y, a′) do

if Not a′ in Visited then

Na′ := ef(Na′ , y)

ToVisit.push(a′)

end if

end for

end while

ToVisit := A/{a0}

while ToVisit 6= ∅ do

c := take from ToVisit

if Nc 6= ∅ then

N := Nc

forall (a′, y, c) do

N := N
⋂
ef(Na′ , y)

end for

if (N 6= Nc) then

Nc := N

ToVisit := ToVisit
⋃
{a | for every (c, y, a)}

end if

end if

end while

Для применения метода для алгебры данных в виде кольца полиномов нужно решить
три задачи: задача о соотношениях (ef(. . .)), пересечении (

⋂
) и стабилизации.

46 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №9



Рис. 1. U–Y -программа УМН (x, y)

Задача о соотношениях. Для данного базиса соотношений M и оператора присваи-
вания y ∈ Y построить базис соотношений ef(M,y), которые истинны после выполнения
оператора присваивания.

В работе рассмотрен частный случай, когда оператор присваивания обратимый. В этом
случае равенство, которое представляет присваивание r′i = p(r1, . . . , rn), можно предста-
вить в виде ri = p′(r1, . . . , r

′
i, . . . , rn), где r′i — новое значение переменной. Заменив старую

переменную ее значением относительно нового значения переменной, получим базис соот-
ношений, справедливый после выполнения оператора присваивания.

Задача пересечения. По заданным базисам множеств соотношений I и J построить
базис множества соотношений I

⋂
J . Согласно теореме 1 о пересечении идеалов, пересечение

можно построить, используя формулу (1).
Задача стабилизации. Доказать, что процесс работы метода построения базисов соо-

тношений конечен. Исследование этой задачи не представлено в данной работе.
4. Реализация. Рассмотрим U–Y -программу из рис. 1. На этой программе мы проде-

монстрируем роботу алгоритма, считая алгебру данных кольцом полиномов [8]. Применяя
алгоритм МВА к этой U–Y -программе, получаем нижеприведенную цепочку вычислений
и инвариантные соотношения.

На первом этапе алгоритма МВА генерируем начальные множества соотношений. Сна-
чала множествам соотношений для всех состояний программы присваивается значение 1

(∀P : P
∗⋂
1 = P ), при этом ToVisit= {a0}.

Далее рассматриваем состояние a0 из ToVisit, фиксируя Visited= {a0}. Из состояния a0
есть один переход (a0, 1, y = (u := x; z := 0), a1).

Анализируя этот переход, множеству соотношений Pa1 присваиваем

Pa1 := ef(Pa0 , y) = ef(1, (u := x, z := 0)) = {u− x = 0, z = 0}.

При этом ToVisit = {a1}.
Переходим к состоянию a1 из ToVisit, фиксируя Visited = {a0, a1}. Из состояния a1 есть

два перехода (a1, (u 6= 0), (u := u − 1; z := z + y), a1), (a1, (u = 0), ε, a∗). Исходя из a1 ∈
Visited, рассмотрению подлежит только переход из a1 в a∗.

Анализируя переход (a1, (u = 0), ε, a∗), находим целесообразным заменить этот переход
следующим переходом (a1, 1, u := 0, a∗). То есть заменить обязательное условие перехода
оператором присваивания. Множеству соотношений Pa∗ присваиваем:

Pa∗ := ef(Pa1 , y) = ef({u− x = 0, z = 0}, {u := 0}) = {x = 0, z = 0}.
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При этом ToVisit = {a∗}.
Переходим к состоянию a∗ из ToVisit, фиксируя Visited = {a0, a1, a

∗}. Нет переходов
из состояния a∗. Исходя из ToVisit = ∅, первый этап МВА заканчиваем. Переходим ко
второму этапу алгоритма.

На втором этапе алгоритма мы на каждом шаге итерации генерируем соотношения для
состояний. После пересекаем множества соотношений с полученными на предыдущем шаге.
При инициализации ToVisit = A/{a0} = {a1, a

∗}.
Переходим к состоянию a1 из ToVisitP = Pa1 = {u − x = 0, z = 0}. В состояние a1 есть

два перехода (a0, 1, (u := x; z := 0), a1), (a1, (u 6= 0), (u := u − 1; z := z + y), a1).
Анализируя переход (a0, 1, (u := x; z := 0), a1), множеству соотношений P присваиваем

P := P

∗⋂
ef(Pa0 , y) := P

∗⋂
ef(1, (u := x; z := 0)) =

= {u− x = 0, z = 0}

∗⋂
{u− x = 0, z = 0} = {u− x = 0, z = 0}.

Анализируя переход (a1, (u 6= 0), (u := u− 1; z := z + y), a1), множеству соотношений P
присваиваем

P := P

∗⋂
ef(Pa1 , y) := P

∗⋂
ef({u− x = 0, z = 0}, (u := u− 1; z := z + y)) =

= {u− x = 0, z = 0}

∗⋂
{u+ 1− x = 0, z − y = 0} =

= {z + (u− x)y = 0, z(y − z) = 0, zx− zu− z = 0, (u− x)2 + u− x = 0}.

Исходя из P 6= Pa1 , присваиваем

Pa1 := {z + (u− x)y = 0, z(y − z) = 0, zx− zu− z = 0, (u− x)2 + u− x = 0}

и ToVisit := ToVisit
⋃
{a1, a

∗} = {a1, a
∗}.

Переходим к состоянию a∗ из ToVisit, фиксируя Visited = {a1} и P = Pa∗ = {x = 0, z =
= 0}. В состояние a∗ есть один переход (a1, 1, u := 0, a∗).

Анализируя переход (a1, 1, u := 0, a∗), множеству соотношений P присваиваем:

P := P

∗⋂
ef(Pa1 , y) = P

∗⋂
ef({z + (u− x)y = 0, z(y − z) = 0, zx− zu− z = 0,

(u− x)2+ u− x= 0}, u := 0)= P

∗⋂
{xy− z= 0, zy− z2= 0, zx− z= 0, x2− x= 0}=

= {x = 0, z = 0}

∗⋂
{xy − z = 0, zy − z2 = 0, zx− z = 0, x2 − x = 0} =

= {z(x− 1) = 0, z(y − z) = 0, (x2 − x)u = 0, (xy − z)u = 0}.

Исходя из P 6= Pa∗ , присваиваем Pa∗ := {z(x − 1) = 0, z(y − z) = 0, (x2 − x)u = 0, (xy −
− z)u = 0}.
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Переходим к состоянию a1 из ToVisit, фиксируя Visited = ∅ и P = Pa1 = {z+(u−x)y =
= 0, z(y − z) = 0, zx − zu − z = 0, (u − x)2 + u − x = 0}. В состояние a1 есть два перехода
(a0, 1, (u := x; z := 0), a1), (a1, (u 6= 0), (u := u − 1; z := z + y), a1).

Анализируя переход (a0, 1, (u := x; z := 0), a1), множеству соотношений P присваиваем:

P := P

∗⋂
ef(Pa0 , y) := P

∗⋂
{u− x = 0, z = 0} = {z + (u− x)y = 0, z(y − z) = 0,

zx− zu− z = 0, (u− x)2 + u− x = 0}
∗⋂
{u− x = 0, z = 0} =

= {(x− u)y − z = 0, zy − z2 = 0, zx− zu− z = 0, (u− x)2 + u− x = 0}.

Анализируя переход (a1, (u 6= 0), (u := u− 1; z := z + y), a1), множеству соотношений P
присваиваем

P := P

∗⋂
ef(Pa1 , y) := P

∗⋂
ef(Pa1 , (u := u− 1; z := z + y)) = {xy − uy − z = 0, . . .}.

Исходя из P 6= Pa1 , присваиваем

Pa1 := {xy − uy − z = 0, . . .} и ToVisit := ToVisit
⋃
{a1, a

∗} = {a1, a
∗}.

Переходим к состоянию a∗ из ToVisit, фиксируя Visited = {a1} и P = Pa∗ = {z(x −
− 1) = 0, z(y − z) = 0, (x2 − x)u = 0, (xy − z)u = 0}. В состояние a∗ есть один переход
(a1, 1, u := 0, a∗).

Анализируя этот переход, множеству соотношений P присваиваем: P := P
∗⋂
ef(Pa1 , u :=

= 0) := P
∗⋂
{xy − z = 0, . . .} = {xy − z = 0, . . .}.

Исходя из P 6= Pa∗ , присваиваем Pa∗ := {xy − z = 0, . . .}.
Выполняя действия по алгоритму, мы заметили, что с каждой новой итерацией размер-

ность базисов Pa1 и Pa∗ остается неизменной, так же, как и один из многочленов этих
базисов. Это многочлен xy−uy− z = 0 в a1 и xy− z = 0 в a∗. Как мы видим из постановки
задачи, инвариант z = xy подтверждает правильность программы. В этом примере работа
автоматического доказчика не понадобилась.

Таким образом, в работе представлены теоретические обоснования и реализация метода
верхней аппроксимации для программ над кольцами полиномов. Инварианты программ
приведены в виде идеалов. Идеалы, в свою очередь, задаются базисами Гребнера, операции
над которыми удовлетворяют требованиям по применению МВА, изложенным в [2]. Метод
реализован в программном коплексе Maple, который содержит мощные инструменты для
символьных вычислений. Приведен пример функционирования разработанного метода.
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О.М. Максимець

Пошук програмних iнварiантiв у виглядi полiномiв

Наведено рiшення проблеми пошуку iнварiантiв програм у виглядi полiномiальних залеж-
ностей методом верхньої апроксимацiї. Цей iтерацiйнний метод, вдало застосований для
програм з абсолютно вiльними алгебрами i векторними просторами даних, адаптований для
кiльця полiномiв. Множина iнварiантiв в цьому випадку являє собою iдеал кiльця полiномiв.
Розв’язанi задачi про спiввiдношення i про перетин множин iнварiантiв з використанням
базисiв Грьобнера при умовi невиродженостi оператора присвоювання.

O.M. Maksymets

Polynomial invariants generation of programs

A solution of the polynomial invariant generation problem for programs is presented. The itera-
tion upper approximation method which was successfully applied to free algebras is adopted for
a polynomial ring. The set of invariants is interpreted as an ideal over a polynomial ring. The
solutions of the relationship and intersection problems are proposed. An intersection of Gröbner
bases is applied to solve the intersection problem. The inverse obligatory is applied to solve the
relationship problem.
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УДК 519.21,519.217,519.718

I. В. Малик

Збiжнiсть у схемi усереднення

диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального
типу

(Представлено академiком НАН України В. С. Королюком)

Розглянуто достатнi умови збiжностi за ймовiрнiстю випадкових процесiв, що опи-
суються диференцiально-функцiональними рiвняннями нейтрального типу з випадко-
вими операторами. Достатнi умови сформульовано в термiнах коефiцiєнтiв вихiдного
рiвняння.

Вивченню стохастичних диференцiальних рiвнянь, в тому числi i стохастичних диферен-
цiально-функцiональних рiвнянь, присвячена велика кiлькiсть робiт, наприклад [1, 2, 7–10].
Особлива увага придiляється збiжностi випадкових процесiв у рiзних схемах [2–4, 7] та
асимптотичнiй поведiнцi випадкових процесiв. Серед даних робiт варто вiдзначити робо-
ту [2], де розглянуто умови слабкої збiжностi для марковських, напiвмарковських процесiв,
напiвмарковських випадкових еволюцiй у схемi усереднення та дифузiйної апроксимацiї
в евклiдвому просторi Rd.

На ймовiрнiсному базисi (Ω, F,ℑ, P ) [5], де ℑ := {Ft, t > 0} — потiк σ-алгебр, задано
сiм’ю випадкових процесiв xε(t) := x(t, ε, ω), t > 0, ε ∈ (0, ε0), де xε(t) — сильний розв’язок
диференцiально-функцiонального рiвняння (ДФР) в R1 з випадковими операторами [7]

dDεxεt = Lεxεtdt (1)

та задовольняє невипадкову початкову умову

x0 = ϕ, (2)

де для ψ ∈ C([−h,∞)) визначенi випадковi оператори:

Dεψt := ψ(t)−

0∫

−h

D(t, ψ(t − s), ε−1s, ω) ds,

Lεψt :=

0∫

−h

L(t, ψ(t − s), ε−1s, ω) ds,

ψt := {ψ(t + s), s ∈ [−h, 0]}, 0 < h < ∞. Тут D, L : R+ × R1 × R+ × Ω → R1 — вимiрнi
вiдображення, що задовольняють глобальну умову Лiпшица за другим аргументом м. н.
з деякою константою l:

|D(t, ψ1, s)−D(t, ψ2, s)|+ |L(t, ψ1, s)− L(t, ψ2, s)| 6 l‖ψ1 − ψ2‖, (3)

де ‖ · ‖ — рiвномiрна норма на [−h, 0].
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Для вiдображення D будемо також вимагати таку умову [10]:

sup
ε∈(0,ε0),t∈R+,‖ϕ‖=1

0∫

−h

|D(t, ϕ(s), ε−1s, ω)| ds < 1, (4)

яка є необхiдною умовою iснування розв’язку задачi (1), (2). При умовах (3) та (4) для
∀ ε ∈ (0, ε0) м. н. iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) [7, 10].

Припустимо, що при фiксованих t ∈ R+ та x ∈ R1 випадковi процеси D, L є стацiонар-
ними за третiм аргументом:

D(t, x) := ED(t, x, s, ω);L(t, x) := EL(t, x, s, ω).

Зауважимо, що при виконаннi умов (3) та (4) iснує єдиний розв’язок рiвняння

dDx0t = Lx0t dt (5)

за початковою умовою (2), де

Dψt := ψ(t) +

0∫

−h

D(t, ψ(s)) ds, Lψt :=

0∫

−h

L(t, ψ(s)) ds.

Сформулюємо достатнi умови збiжностi за ймовiрнiстю сiм’ї випадкових процесiв xε(t),
t > 0, визначенi ДФР (1).

Теорема 1. Нехай:
1) ϕ ∈ C([−h, 0]) та виконується умова склеювання в точцi 0: lim

t→0+
xε(t) = ϕ(0);

2) D(t, ψ, s, ω), L(t, ψ, s, ω) — вимiрнi за всiма змiнними, ергодичнi стацiонарнi процеси
за s при фiксованих t та ψ;

3) D, L задовольняють умову Лiпшица (3);
4) E|D(t, x, s, ω)| + E|D(t, x, s, ω)| < ∞; E|D(t, x, s, ω)|, |D(t, x, s, ω)|, E|L(t, x, s, ω)|,

|L(t, x, s, ω)| — рiвномiрно iнтегровнi за t при фiксованих s, x.
Тодi для ∀T > 0 та ∀ δ > 0 має мiсце спiввiдношення

lim
ε→0

P
{

sup
t∈[0,T ]

|xε(t)− x0(t)| > δ
}
= 0, (6)

де x0(t), t > 0 — розв’язок задачi Кошi (5), (2).
Доведення. Розглянемо рiзницю |xε(t)−x0(t)|, скориставшишись iнтегральним подан-

ням розв’язкiв xε(t), t ∈ [0, T ], ε ∈ [0, ε0) та означенням Dε, D:

|xε(t)− x0(t)| =

∣∣∣∣∣

0∫

−h

(D(t, xε(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))) ds +

+

t∫

0

0∫

−h

(L(s, xε(s+ s1), ε
−1s1, ω)− L(s, x

0(s+ s1))) ds1ds

∣∣∣∣∣ 6
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6

0∫

−h

|D(t, xε(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))| ds+

+

t∫

0

0∫

−h

|L(s, xε(s + s1), ε
−1s1, ω)− L(s, x

0(s + s1))| ds1ds 6

6

0∫

−h

|D(t, xε(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)| ds+

+

0∫

−h

|D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))| ds +

+

t∫

0

0∫

−h

|L(s, xε(s + s1), ε
−1s, ω)− L(s, x0(s+ s1), ε

−1s1, ω)| ds1ds+

+

t∫

0

0∫

−h

|L(s, x0(s+ s1), ε
−1s1, ω)− L(s, x

0(s+ s1))| ds1ds 6

6 l(T, h) sup
t∈[0,T ]

|xε(t)− x0(t)|+Ψε(t, ω),

де l(T, h) < ∞,

Ψε(t, ω) :=

0∫

−h

|D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−D(t, x0(t+ s))| ds +

+

t∫

0

0∫

−h

|L(s, x0(s+ s1), ε
−1s, ω)− L(s, x0(s+ s1))| ds1ds. (7)

Згiдно з нерiвнiстю Гронуолу–Белмана, отримаємо

sup
t∈[0,T ]

|xε(t)− x0(t)| 6 sup
t∈[0,T ]

Ψε(t, ω)e
lT = Ψε(T, ω)e

lT .

Отже, для доведення твердження теореми (6) достатньо показати, що за ймовiрнiстю
виконується спiввiдношення

lim
ε→0

Ψε(T, ω) = 0. (8)

Для доведення (8) розглянемо випадковi процеси

Dm(t, x, s, ω) :=

{
D(t, x, s, ω), якщо |D(t, x, s, ω)| < m;

m× sign(D(t, x, s, ω)), якщо |D(t, x, s, ω)| > m.
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Lm(t, x, s, ω) :=

{
L(t, x, s, ω), якщо |L(t, x, s, ω)| < m;
m× sign(L(t, x, s, ω)), якщо |L(t, x, s, ω)| > m.

Dm := EDm, Lm := ELm.

Згiдно з означенням Ψε(t, ω) (див. (7)), отримаємо

Ψε(t, ω) 6 Ψ1
ε(t, ω) + Ψ2

ε(t, ω) + Ψ3
ε(t, ω),

де

Ψ1
ε(t, ω) :=

0∫

−h

|D(t, x0(t+ s), ε−1s, ω)−Dm(t, x
0(t+ s), ε−1s, ω)| ds +

+

t∫

0

0∫

−h

|L(s, x0(s + s1), ε
−1s1, ω)− Lm(s, x

0(s+ s1), ε
−1s1, ω)| ds1ds,

Ψ2
ε(t, ω) :=

0∫

−h

|Dm(t, x
0(t+ s), ε−1s, ω)−Dm(t, x

0(t+ s))| ds +

+

t∫

0

0∫

−h

|Lm(s, x
0(s+ s1), ε

−1s1, ω)− Lm(s, x
0(s+ s1))| ds1ds,

Ψ3
ε(t, ω) :=

0∫

−h

|D(t, x0(t+ s))−Dm(t, x
0(t+ s))| ds +

+

t∫

0

0∫

−h

|L(s, x0(s + s1))− Lm(s, x
0(s+ s1))| ds1ds.

Доведемо, що за ймовiрнiстю виконуються спiввiдношення

lim
ε→0

Ψi
ε(T, ω) = 0, i = 1, 2, 3.

Згiдно з умовою 4 теореми 1 та теоремою Лебега про граничний перехiд пiд знаком
iнтеграла [6],

lim
m→∞

Ψ3
ε(t, ω) = 0. (9)

Розглянемо Ψ1
ε(T, ω). Зауважимо, що згiдно з умовою 4 теореми 1, справедлива нерiв-

нiсть

sup
ε∈(0,ε0),m∈R+

EΨ1
ε(T, ω) <∞.
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Тому

lim
m→∞

EΨ1
ε(T, ω) = 0.

Враховуючи, що Ψ1
ε(T, ω) > 0 м. н, отримаємо

lim
ε→0

Ψ1
ε(T, ω) = 0 (10)

за ймовiрнiстю.
Розглянемо доданок Ψ2

ε(T, ω). Згiдно з умовою 1 теореми 1, можна стверджувати, що ви-
падковi процеси xε(t), ε > 0 є неперервними м. н. на [0, T ]. Тому можна вибрати константу c:

c := 1 + max
{
T, sup

t∈[−h,T ]
|x0(t)|

}
<∞.

Для |x(t)| 6 c, t ∈ [0, T ], використовуючи умову ергодичностi 2 теореми 1 [2, 4, 5, 8],
отримаємо спiввiдношення для процесiв Dm(t, x, s, ω) та Lm(t, x, s, ω):

lim
ε→0

E

0∫

−h

Dm(t, x
0(t+ s), ε−1s, ω) ds =

0∫

−h

Dm(t, x
0(t+ s)) ds,

lim
ε→0

E

t∫

0

0∫

−h

Lm(s, x
0(s+ s1), ε

−1s1, ω) ds1ds =

t∫

0

0∫

−h

Lm(s, x
0(s+ s1)) ds1ds.

Скориставшись даними спiввiдношеннями, отримаємо

lim
ε→0

EΨ2
ε(T, ω) = lim

ε→0

( 0∫

−h

E|Dm(t, x
0(t+ s), ε−1s, ω)−Dm(t, x

0(t+ s))| ds +

+

t∫

0

0∫

−h

E|Lm(s, x
0(s+ s1), ε

−1s1, ω)− Lm(s, x
0(s+ s1))| ds1ds

)
= 0.

Тодi, використовуючи невiд’ємнiсть Ψ2
ε(T, ω), одержуємо

lim
ε→0

Ψ2
ε(T, ω) = 0. (11)

З умов (9)–(11) одержуємо спiввiдношення (8), а отже, i твердження теореми 1 (6).
Теорема 1 доведена.
Зауваження 1. Випадковi процеси D(t, x, s), L(t, x, s) за s при фiксованих t ∈ R+ та

x ∈ R1 можуть бути стацiонарними як в широкому, так i у вузькому розумiннi [7].
У данiй роботi розглянуто достатнi умови збiжностi зi ймовiрнiстю сiм’ї випадкових

процесiв, що описуються ДФР (1) за умов, що накладаються на випадковi оператори вiдпо-
вiдних ДФР. Результати даної роботи можна узагальнити на випадок нескiнченної пiслядiї
з вiдповiдними викладками. Теорема 1 дозволяє також моделювати розв’язок ДФР (5) за
початковою умовою (2), використовуючи за наближення розв’язок задачi (1), (2) при до-
статньо малих ε.

Автор висловлює щиру вдячнiсть за увагу до даної роботи та цiннi поради проф. В.К. Ясинсь-
кому та акад. НАН України В.С. Королюку.
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Сходимость в схеме усреднения дифференциально-функциональных
уравнений нейтрального типа

Рассмотрены достаточные условия сходимости по вероятности случайных процессов, опи-
сываемых дифференциально-функциональными уравнениями нейтрального типа со случай-
ными операторами. Достаточные условия сформулированы в терминах коэффициентов ис-
ходного уравнения.

I. V. Malyk

Convergence in the averaging scheme for differential-functional
equations of neutral type

We consider sufficient conditions for the convergence in probability of stochastic processes described
by differential-functional equations of neutral type with random operators. The sufficient conditions
are formulated in terms of the coefficients of the original equation.
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К аэроупругому взаимодействию пластин

с безвихревым идеальным газовым потоком

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Е. Божко)

Предлагается метод исследования динамического взаимодействия пластин с течением
идеального несжимаемого газа. Получена система сингулярных интегральных уравнений
относительно перепада давлений, которая используется для решения задач аэроупругос-
ти пластин. Разработана численная процедура решения полученной системы сингуляр-
ных интегральных уравнений.

Для исследования аэроупругости пластин в потоке потенциальной жидкости большинство
исследователей применяют сингулярные интегральные уравнения относительно плотности
циркуляции [1–6]. При такой постановке задачи предполагается, что с задней кромки плас-
тинки сходят свободные вихри, образуя вихревой след за пластинкой. Этот вихревой след
является нестационарным и влияет на колебания пластинки. При исследовании динамики
пластин в такой постановке приходится исследовать длительный переходный процесс, что
приводит к значительным вычислительным затратам [7]. Более эффективным можно счи-
тать подход, в котором сингулярное интегральное уравнение записывается относительно
перепада давления на поверхности пластинки. Так как перепад давления вне поверхности
пластинки равен нулю, нет необходимости учитывать вихревой след за пластинкой. В такой
постановке задачу о механических колебаниях можно решать как стационарную и предпо-
лагать, что давление на поверхности пластинки меняется по°гармоническому закону. То-
гда для оценки динамической устойчивости определяются характеристические показатели.
Более того, в такой постановке задачи для исследования флаттера пластинки могут при-
меняться хорошо зарекомендовавшие себя методы нелинейной динамики, такие как метод
гармонического баланса, метод продолжения, нелинейные нормальные формы. Именно та-
кой подход предлагается в данной работе.

Исследуем изгибные колебания прямоугольной пластинки в потоке газа (рис. 1). Ее попе-
речные перемещения описываются функцией w(x, y, t), которая удовлетворяет следующему
уравнению:

h2

12

(
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4

)
+

1− ν2

E

(
ρ
∂2w

∂t2
+ c

∂w

∂t
+

∆p(x, y, t)

h

)
= 0, (1)
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Рис. 1. Эскиз системы

где h — толщина пластинки; E, ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона; ρ — плотность
материала пластинки; ∆p(x, y, t) — перепад давления на пластинке. Рассматривается кон-
сольная пластина, занимающая область Λ = {(x, y) ∈ [0, a] × [0, b]}. Ее граничные условия
таковы:

w(x, 0) =
∂w(x, 0)

∂y
= 0,

y = b; Qy +
∂Myx

∂x
=My = 0,

x = 0, x = a, Mx = Qx +
∂Mxy

∂y
= 0,

где Qx, Qy — поперечные силы; Mx, My, Mxy — изгибающие и крутящие моменты. Коле-
бания пластинки разложим по собственным формам колебаний так:

w(x, y, t) =

N1∑

j=1

qj(t)ψj(x, y), (2)

где qj(t) — обобщенные координаты; ψj(x, y) — собственные формы колебаний.
Предположим, что на границе области устойчивости колебания пластинки близки к мо-

ногармоническим:

qj(t) ≈ γj cos(ωt) + δj sin(ωt), j = 1, . . . , N1. (3)

Предполагается, что пластинка обтекается потоком безвихревого, идеального, несжима-
емого газа. На значительном удалении от пластинки поток движется с постоянной ско-
ростью U∞ вдоль оси x. Проекции скорости потока на координатные оси обозначим через
ũ(x, y, z, t); ṽ(x, y, z, t); w̃(x, y, z, t). Параметры потока определяются потенциалом скоростей
ϕ(x, y, x, t) и функцией давления p(x, y, z, t). Отметим, что потенциал скоростей и функция
давления удовлетворяют уравнению Лапласа. Рассмотрим граничные условия для этого
уравнения. Потенциал скоростей удовлетворяет условию Зоммерфельда: lim

x2+y2+z2→∞
gradϕ =

= 0. На поверхности пластинки выполняется условие непротекания газа:

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂w

∂t
+ U∞

∂w

∂x
. (4)
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Вне пластинки на плоскости z = 0 и на ее границе перепад давлений равен нулю: ∆p|∂S = 0,
где ∆p(x, y, t) — перепад давления на пластинке; ∂S — граница рассматриваемой пластинки.

Возмущения в параметрах потока, вызванные колебаниями пластинки, выражаются че-
рез аэродинамические производные так [1]:

ϕ(x, y, z, t) =

N1∑

j=1

[ϕ
(0)
j (x, y, z)qj(t) + ϕ

(1)
j (x, y, z)q̇j(t)], (5)

p(x, y, z, t) =

N1∑

j=1

[p
(0)
j (x, y, z)qj(t) + p

(1)
j (x, y, z)q̇j(t)]. (6)

Заметим, что функции ϕ(0)
j (x, y, z), ϕ(1)

j (x, y, z), p(0)j (x, y, z), p(1)j (x, y, z) удовлетворяют урав-
нениям Лаплаcа:

∇2ϕ
(k)
j = 0, ∇2p

(k)
j = 0, k = 0, 1, j = 1, . . . , N1. (7)

Индекс j указывает номер формы колебаний, которая индуцирует перепад давления.
Разложения (5), (6) введем в граничное условие (4). В результате получим граничные усло-
вия для первого уравнения из (7), которые не зависят от времени:

∂ϕ
(0)
j

∂z

∣∣∣∣
z=0

= U∞
∂ψj
∂x

,
∂ϕ

(1)
j

∂z

∣∣∣∣
z=0

= ψj . (8)

Отметим, что для уравнений (7) выполняются все граничные условия, рассмотренные
выше. Решение уравнения (7) представим таким образом [6]:

p
(k)
j (x, y, z) =

1

4π

∫∫

S

∆p
(k)
j (x1, y1)

[
∂

∂z1

(
1

r

)]

z1=0

dx1dy1, (9)

где r =
√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2; S — область, занимаемая срединной поверх-

ностью пластинки; ∆p
(k)
j (x1, y1) = p

(k)
j (x1, y1, z1)|Z1=0+ − p

(k)
j (x1, y1, z1)|Z1=0− — аэродина-

мические производные перепада давлений на поверхности пластинки; x1, y1, z1 — перемен-
ные интегрирования. Значения аэродинамических производных давления предполагаются
различными на сторонах пластинки и различными будут значения аэродинамических про-
изводных давления в верхнем и нижнем полупространстве.

Воспользуемся уравнением Бернулли

p(x, y, z) = −ρ∞

(
∂ϕ(x, y, z)

∂t
+ U∞

∂ϕ(x, y, z)

∂x

)
, (10)

где ρ∞ — плотность газа. Соотношения (5), (6) введем в уравнение (10) и воспользуем-
ся предположением о моногармоническом характере колебаний пластинки (3), из которого
следует q̈j = −ω

2qj. В результате получим следующую систему уравнений в частных про-
изводных:

U∞

∂ϕ
(0)
j

∂x
− ω2ϕ

(1)
j = −

p
(0)
j

ρ∞
, U∞

∂ϕ
(1)
j

∂x
+ ϕ

(0)
j = −

p
(1)
j

ρ∞
. (11)
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Для решения системы (11) применим метод вариаций произвольных постоянных. Решение
этой системы представим так:

ϕ
(0)
j (x, y, z) = B

(1)
j (x, y, z) exp

(
i
ω

U∞
x

)
+B

(2)
j (x, y, z) exp

(
−i

ω

U∞
x

)
,

ϕ
(1)
j (x, y, z) =

i

ω
B

(1)
j (x, y, z) exp

(
i
ω

U∞
x

)
−
i

ω
B

(2)
j (x, y, z) exp

(
−i

ω

U∞
x

)
,

(12)

где i — мнимая единица. Соотношения (12) введем в (11), в результате получим:

2U∞ρ∞
∂B

(1)
j (x, y, z)

∂x
= [iωp

(1)
j (x, y, z) − p

(0)
j (x, y, z)] exp

[
−i

ω

U∞
x

]
,

2U∞ρ∞
∂B

(2)
j (x, y, z)

∂x
= −[iωp

(1)
j (x, y, z) + p

(0)
j (x, y, z)] exp

[
i
ω

U∞
x

]
.

(13)

Произведем интегрирование соотношений (13), используя условие Зоммерфельда. Ре-
зультат введем в (12) и получим

ϕ
(1)
j (x, y, z) = −

1

U∞ρ∞ω
×

×

x∫

−∞

[
ωp

(1)
j (ξ, y, z) cos

(
ω

U∞
(ξ − x)

)
+ p

(0)
j (ξ, y, z) sin

(
ω

U∞
(ξ − x)

)]
dξ,

ϕ
(0)
j (x, y, z) =

1

U∞ρ∞
×

×

x∫

−∞

[
−p

(0)
j (ξ, y, z) cos

(
ω

U∞
(ξ − x)

)
+ ωp

(1)
j (ξ, y, z) sin

(
ω

U∞
(ξ − x)

)]
dξ.

(14)

Теперь решения (9) введем в уравнения (14), а результат подставим в (8). Получим следую-
щую систему сингулярных интегральных уравнений:

4πU2
∞ρ∞

∂ψj(x, y)

∂x
= −ω

∫∫

S

∆p
(1)
j (x1, y1)KS(x− x1, y − y1) dx1dy1 +

+

∫∫

S

∆p
(0)
j (x1, y1)KC(x− x1, y − y1) dx1dy1,

4πU∞ρ∞ωψj(x, y) = ω

∫∫

S

∆p
(1)
j (x1, y1)KC(x− x1, y − y1) dx1dy1 +

+

∫∫

S

∆p
(0)
j (x1, y1)KS(x− x1, y − y1) dx1dy1,

(15)
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где

KC(x− x1, y − y1) = −

x−x1∫

−∞

cos
ω(λ+ x1 − x)

U∞

[λ2 + (y − y1)2]3/2
dλ;

KS(x− x1, y − y1) = −

x−x1∫

−∞

sin
ω(λ+ x1 − x)

U∞

[λ2 + (y − y1)2]3/2
dλ.

(16)

Введем безразмерные переменные и параметры:

χ =
ωa

U∞
; λ =

λ

a
; x1 =

x1
a
; y1 =

y1
b
; x =

x

a
; y =

y

b
;

r =
a

b
; τ = ωt; ϑi =

qi
h
; KS =

aKS

b3
; KC =

aKC

b3
;

∆p
(1)
j =

ωa∆p
(1)
j

ρ∞U2
∞

; ∆p
(0)
j =

a∆p
(0)
j

ρ∞U2
∞

,

(17)

где χ — число Струхаля. Система сингулярных интегральных уравнений (15) в безразмер-
ных переменных принимает следующий вид:

∫∫

S

[
∆p

(1)
j (x1, y1)KC(x− x1, y − y1) + ∆p

(0)
j (x1, y1)KS(x− x1, y − y1)

]
dx1dy1 =

= ψj(x, y)
4πχ

r2
,

∫∫

S

[
−∆p

(1)
j (x1, y1)KS(x− x1, y − y1) + ∆p

(0)
j (x1, y1)KC(x− x1, y − y1)

]
dx1dy1 =

=
∂ψj(x, y)

∂x

4π

r2
.

(18)

Теперь уравнение (17) продифференцируем по x и введем в уравнение (18). В результате
получим следующее сингулярное интегральное уравнение:

∫

S

∆p
(1)
j (x1, y1)dx1dy1

[r2(x− x1)
2 + (y − y1)

2]3/2
= −

8πχ

r2
∂ψj(x, y)

∂x
. (19)

Продифференцируем уравнение (18) по x и результат введем в (17). Получим следующее
сингулярное интегральное уравнение:

∫∫

S

∆p
(0)
j (x1, y1)dx1dy1

[r2(x− x1)
2 + (y − y1)

2]3/2
=

4π

r2

[
χ2ψj(x, y)−

∂2ψj(x, y)

∂x2

]
. (20)
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Итак, получена система сингулярных интегральных уравнений относительно аэродина-
мических производных (19), (20). Подчеркнем, что уравнения (20) не зависят от уравнений
(19). Поэтому каждое из этих уравнений может решаться независимо. Эта система уравне-
ний имеет достаточно простой вид и может быть решена с помощью классического метода
дискретных вихрей [1].

Сингулярные интегральные уравнения (19), (20) решаются независимо. Численный ме-
тод их решения одинаков. Рассмотрим метод их решения на примере первого сингуляр-
ного интегрального уравнения (19). Пластинку разобьем на n вертикальных полос и N
горизонтальных. В результате пластинка разбивается на nN прямоугольников. Вершины
этих прямоугольников имеют следующие координаты: xk = khx; k = 1, . . . , n; yp = phy;
p = 1, . . . , N . Область прямоугольника с номером k + n(p − 1) определим так: Sk+n(p−1) =

= {(x, y) ∈ R2|xk−1 < x < xk; yp−1 < y < yp}. Центр тяжести этого прямоугольника обозна-

чим через (ξk, ηp). Размеры прямоугольников настолько малы, что функции ∆p
(1)
j (x1, y1)

и ∆p
(0)
j (x1, y1) предполагаются имеющими постоянные значения на этом прямоугольнике.

Предположим, что эти значения равняются значениям этих функций в центрах тяжести
прямоугольников, которые обозначим так:

∆p
[k+n(p−1)]
0,j = ∆p

(0)
j (ξk, ηp); ∆p

[k+n(p−1)]
1,j = ∆p

(1)
j (ξk, ηp).

Интеграл в (19) представим в виде суммы интегралов по каждому из прямоугольни-
ков Sk+n(p−1). На прямоугольниках функции ∆p

(1)
j (x1, y1) являются постоянными и выхо-

дят за знак интегрирования. Теперь точно удовлетворим уравнениям (19) в коллакацион-
ных точках (ξl, ηm); l = 1, . . . , n; m = 1, . . . , N . В результате получим систему линейных

алгебраических уравнений относительно ∆p
[µ]
1,j; µ = 1, . . . , nN , которую представим таким

образом:

n∑

k=1

N∑

p=1

Al+n(m−1),k+n(p−1)∆p
[k+n(p−1)]
1,j = −8πχ

∂ψj(xl, ym)

∂x
;

l = 1, . . . , n; m = 1, . . . , N,

Al+n(m−1),k+n(p−1) =

√
(ηm − yp)2 + r2(ξl − xk−1)2

(ηm − yp)(ξl − xk−1)
−

√
(ηm − yp)2 + r2(ξl − xk)2

(ηm − yp)(ξl − xk)
+

+

√
(ηm − yp−1)2 + r2(ξl − xk)2

(ηm − yp−1)(ξl − xk)
−

√
(ηm − yp−1)2 + r2(ξl − xk−1)2

(ηm − yp−1)(ξl − xk−1)
.

(21)

Итак, решение сингулярного интегрального уравнения (19) сведено к системе линейных
алгебраических уравнений (21).

Соотношения (2) и (6) введем в (1) и применим метод Галеркина. В результате полу-
чим линейную динамическую систему относительно обобщенных координат q1, q2, . . .. Эта
динамическая система относительно безразмерных переменных и параметров имеет вид

N1∑

j=1

Rij(χ
2q′′j + αχ2q′j + χ2

1Ω
2
jqj) + ε

N1∑

j=1

(Aijqj +Bijq
′
j) = 0; i = 1, . . . , N1. (22)
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Параметры Rij представляются в виде двойных интегралов с подынтегральными функция-
ми в виде произведения форм колебаний. Коэффициенты Aij и Bij представляются в ви-
де двойных интегралов, подынтегральные функции которых содержат аэродинамические
производные (5), (6). Они определяются из решения системы линейных алгебраических
уравнений (21).

Устойчивость положения равновесия пластины сводится к устойчивости тривиального
состояния равновесия динамической системы (22). Для исследования устойчивости состоя-
ния равновесия системы (22) определим характеристические показатели.

Исследуем динамическую устойчивость консольной пластины. Сторона x = 0 защемле-
на, все остальные стороны свободны. На значительном удалении от пластинки поток газа
движется с постоянной скоростью U∞ вдоль оси x. Аэроупругость такой пластинки подро-
бно исследовалась в работе [7]. Эта пластина имеет следующие численные значения пара-
метров: b = 0,127; r = 2,12; ρ∞ = 1,43 кг/м3; ν = 0,3; h = 0,39 · 10−3 м; E = 70,56 · 109 Па;
ρ = 2,84 · 103 кг/м3.

Для расчета собственных форм колебаний пластины ψj(x, y) применяется метод Релея–
Ритца. Исследуем потерю динамической устойчивости пластинки. Для этого определяет-
ся скорость потока U∞, соответствующая бифуркации Хопфа. Более того, определяется
частота колебаний, соответствующая этой скорости, ω. В численных расчетах число сте-
пеней свободы системы (22) принимается N1 = 6. Была найдена численно критическая
скорость потока U∞ и частота колебаний пластинки ω, соответствующая этой скорости,
U∞ = 30,52 м/с; ω = 124 рад/с. Значения этих же параметров опубликовано в [7]:
U∞ = 29,5 м/с; ω = 141,3 рад/с. Итак, значения, представленные здесь и в работе [7],
близки.

Таким образом, в данной работе предложен новый подход к исследованию аэроупру-
гих колебаний пластин. В основном, для исследования аэроупругих колебаний применяют-
ся гиперсингулярные интегральные уравнения относительно плотности циркуляции. При
использовании этих уравнений приходится учитывать след, сходящий с задней кромки
пластинки. В этом случае изучается длительный переходной процесс и не удается исследо-
вать устойчивость состояния равновесия расчетом характеристических показателей. Так-
же предлагается другой подход, который основывается на гиперсингулярных интеграль-
ных уравнениях относительно аэродинамических производных перепада давления. Тогда
нет необходимости учитывать след, сходящий с задней поверхности пластинки, и удается
исследовать потерю устойчивости равновесного состояния пластинки расчетом характерис-
тических показателей.
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К.В. Аврамов

До аероупружної взаємодiї пластин з безвихровим iдеальним
газовим потоком

Пропонується метод дослiдження динамiчної взаємодiї пластин з течiєю iдеального газу,
що не стискається. Отримано систему сингулярних iнтегральних рiвнянь вiдносно перепа-
ду тиску, яка використовується для розв’язання задач аеропружностi пластин. Розроблено
числову процедуру розв’язання отриманої системи сингулярних iнтегральних рiвнянь.

K.V. Avramov

Aeroelastic interaction of plates with a three-dimensional inviscid
potential gas flow

The method to analyze the dynamic interaction of plates with a three-dimensional inviscid potential
gas flow is suggested. The system of singular integral equations with respect to the pressure is
suggested. This system is used to study aeroelasticity. A numerical approach to the solution of
singular integral equations is suggested.
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УДК 531.38

О.С. Волкова

Аналог решения Стеклова в задаче о движении
тяжелого гиростата с переменным гиростатическим

моментом

(Представлено академиком НАН Украины А.М. Ковалевым)

Рассмотрена задача о вращении вокруг неподвижной точки тяжелого гиростата с пе-
ременным гиростатическим моментом. Получено точное решение уравнений движе-
ния с квадратичным по компонентам угловой скорости инвариантным соотношением.
В случае постоянства гиростатического момента найденное решение соответствует
четвертому решению Харламова, а при отсутствии гиростатического момента вы-
рождается в решение Стеклова. Указаны условия, при которых сохраняется характер-
ное для решения Стеклова свойство изоконичности движения.

Рассмотрим механическую систему, состоящую из тела-носителя S, имеющего неподвиж-
ную точку, и закрепленных на нем тел Si, i = 1, 2, . . . , n. Пусть система {S, S1, . . . , Sn}
удовлетворяет определению гиростата [2–4]. В этом случае динамические характеристики
носителя не зависят от вращения присоединенных тел, а уравнения движения во вращаю-
щемся вместе с телом S базисе имеют вид

Jω̇ + λ̇ = (Jω + λ)× ω + Γ(e× ν), ν̇ = ν × ω, (1)

где ω — угловая скорость гиростата; ν — орт нисходящей вертикали; λ — гиростатический
момент; J — обобщенный тензор инерции; Γ — вес гиростата; e — радиус-вектор центра
масс. При постоянном λ известны три первых интеграла уравнений движения, но при λ =
= λ(t) система (1) допускает только два из них:

(Jω + λ,ν) = g, |ν|2 = 1. (2)

Предположим, что направление переменного гиростатического момента фиксировано во
вращающемся базисе: λ = λ(t)α, |α| = 1, где λ(t) — непрерывно дифференцируемая ограни-
ченная функция времени. Примером такого гиростата будет твердое тело с маховиком, ось
собственного вращения которого жестко закреплена в корпусе носителя, а его скоростью
собственного вращения можно управлять [5].

При λ = λ(t)α изучены основные классы движений тяжелого гиростата, получены ана-
логи интегрируемых случаев Лагранжа, Гесса, Бобылева–Стеклова, Гриоли, Харламовой
(см. [5–10]). В настоящей работе представлено новое решение, обобщающее решение Харла-
мова [11], [3, c. 169]. Положив в нем λ(t) = 0, получим классический интегрируемый случай
Стеклова.

Исходные предположения. Решение Стеклова [1] уравнений движения твердого тела
получено при условии, что центр масс принадлежит главной оси. В решении Харламова,
обобщающем этот результат на задачу о движении гиростата [11], вдоль той же главной оси

© О.С. Волкова, 2013
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направлен и постоянный вектор λ. В случае λ = λ(t) примем аналогичные предположения:
λ(t) ‖ α ‖ e ‖ i1 ‖ Ji1. Будем также считать, что |e| = 1, Γ = 1, поскольку при Γ|e| 6= 0
этого всегда можно добиться введением безразмерных величин.

В работе [1] В.А. Стеклов нашел такие значения параметров n и m, при которых су-
ществует решение уравнений движения с соотношениями

ν2 = nω1ω2, ν3 = mω1ω3. (3)

Он показал, что из (3) следует дополнительное, квадратичное по компонентам угловой
скорости ω, инвариантное соотношение. П.В. Харламов усложнил структуру исходных ин-
вариантных соотношений: в [11] получено решение, для которого выполяется

ν2 = (nω1 + n∗λ)ω2, ν3 = (mω1 +m∗λ)ω3, (4)

где λ — произвольная постоянная, а m, n, m∗, n∗ выражены через главные моменты инер-
ции.

Для уравнений (1) движения неавтономного гиростата инвариантные соотношения так-
же зададим в виде (4). Зависимость величины λ от ω положим линейной:

λ = κ(ω,α) + const = κω1 + λ0; (5)

теперь соотношения (4) можно записать в виде

ν2 = (ñω1 + n∗λ0)ω2, ν3 = (m̃ω1 +m∗λ0)ω3. (6)

Аналог решения Харламова. Выпишем решение с инвариантными соотношения-
ми (6) для системы (1), дополненной условием (5). Дважды продифференцируем (6) в силу
системы и в полученных выражениях снова учтем равенства (6). В результате будем иметь
условия вида ω2ω3(aiω1 + bi) = 0, i = 1, 2. Поскольку решения с линейными по ω инва-
риантными соотношениями здесь не рассматриваются, потребуем выполнения ai = bi = 0,
i = 1, 2. Эти условия позволяют выразить m̃, ñ,m∗, n∗ через J1, J2, J3 и величину κ+J1 = L:

ñ =
(L− J2)(L− J3)

(2J3 − L)
, m̃ =

(L− J2)(L− J3)

(2J2 − L)
, (7)

n∗ =
L3 − 2(J2 + 2J3)L

2 + (8J2 + 3J3)J3L− J2J3(J2 + 5J3)

(2J2 − L)(2J3 − L)2
,

m∗ =
L3 − 2(2J2 + J3)L

2 + (3J2 + 8J3)J2L− J2J3(5J2 + J3)

(2J2 − L)2(2J3 − L)
.

(8)

Очевидно, что условия (7) при L = J1 (κ = 0) совпадают с условиями Стеклова [1]. То
есть λ(t) 6= const, только когда условия Стеклова не выполняются. С учетом соотноше-
ний (6) и выражений (7), (8) динамические уравнения упрощаются и принимают форму,
аналогичную [11]:

Lω̇1 = (J2 − J3)ω2ω3,

ω̇2 = ω3

[
(J3 − L)

(2J2 − L)
ω1 + λ0

J2(L− 3J3) + J2
3

(2J2 − L)2(2J3 − L)

]
,

ω̇3 = ω2

[
(L− J2)

(2J3 − L)
ω1 − λ0

J3(L− 3J2) + J2
2

(2J2 − L)(2J3 − L)2

]
.

(9)
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Дополнительное условие J2 = J3 приводит к случаю Лагранжа, который тривиальным
образом обобщается на задачу о движении неавтономного гиростата. Далее считаем, что
J2 6= J3 и, следовательно, L 6= 0. Уравнения (9) позволяют выразить ω2(ω1) и ω3(ω1):

(J2 − J3)ω
2
2 =

L(J3 − L)

(2J2 − L)
ω2
1 +

2λ0L[J2(L− 3J3) + J2
3 ]

(2J2 − L)2(2J3 − L)
ω1 + h2, (10)

(J2 − J3)ω
2
3 =

L(L− J2)

(2J3 − L)
ω2
1 −

2λ0L[J3(L− 3J2) + J2
2 ]

(2J2 − L)(2J3 − L)2
ω1 + h3. (11)

Константы h2, h3 связаны равенством

[(L− 2J2)h2 + (L− 2J3)h3] =
Gλ20L(J2 − J3)

(2J2 − L)2(2J3 − L)2
,

G = L4 − 3(J2 + J3)L
3 + [4(J2

2 + J2
3 ) + 5J2J3]L

2 − 3(J2 + J3)(J
2
2 + J2

3 )L+

+ J2J3[5(J
2
2 + J2

3 )− 6J2J3],

(12)

которое было получено исключением ν1 из первых производных соотношений (6) в силу
системы (1). В первую очередь рассмотрим возможность L = J2: принятые допущения
приводят к G(J2) = J2(2J3−J2)(J2−J3)

2 6= 0, поэтому правая часть (12) может обращаться
в нуль только при λ0 = 0. Но тогда из (6) получаем ν2 = ν3 = 0, т. е. ν — постоянный вектор
и ν ‖ ω. Вращения вокруг неподвижной оси мы здесь не рассматриваем, поэтому везде
далее полагаем (J2 − L)(J3 − L) 6= 0.

Из кинематических уравнений системы (1) с учетом (6), (10), (11) получим ν1(ω1):

ν1 =
(J2 − L)(J3 − L)L

(2J2 − L)(2J3 − L)
ω2
1 − λ0L

(J2 + J3)(L
2 + 2J2J3)− 6J2J3L

(2J2 − L)2(2J3 − L)2
ω1 +

+
(J2 − L)(J3 − L)

(2J2 − L)L
h3 +

+
[L3−2(2J2+J3)L

2+J2(3J2+8J3)L−J2J3(5J2+J3)][J2(3J3−J2)−J3L]

(2J2−L)3(2J3−L)3
λ20. (13)

Теперь, приравняв единице постоянную в левой части интеграла |ν|2 = 1, определим зави-
симость h2 от L, λ0 и главных моментов инерции:

[h2(J2 − L)
2(J3 − L)

2(2J2 − L)
3(2J3 − L)

2 + λ20LP7(L)]
2 =

1

4
λ40L

3(2J3 − L)
2 ×

× (2J2 − L)
2(J2 − J3)

2(J2 + J3 − 2L)[2(L2 + 2J2J3)− 3L(J2 + J3)]
3+

+L2(J2 − L)
2(J3 − L)

2(2J2 − L)
6(2J3 − L)

6, (14)

где

P7(L) = −L
7 + (6J2 + 5J3)L

6 − (11J2
2 + 7J2

3 + 32J2J3)L
5 +

+
1

2
[13J3

2 − J
3
3+J2J3(121J2+111J3)]L

4 − J3[37J
3
2 − 7J3

3+(114J2+29J3)J2J3]L
3 +
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+ J3[J
4
2 − 3J4

3 + J2J3(73J
2
2 − 11J2

3 + 83J2J3)]L
2 −

− J2J
2
3 [3J

3
2 − 8J3

3 + 3J2J3(20J2 + 3J3)]L+ J2
2J

3
3 (J2 + 5J3)(3J2 − J3).

Таким образом, формулы (10), (11), (13) и соотношения (6) задают зависимости ω2, ω3,
ν1, ν2, ν3 от ω1. Первое уравнение редуцированной системы (9) позволяет определить ω1(t).
Если параметры удовлетворяют соотношениям (7), (8), (12), (14), то полученное решение
удовлетворит исходной системе дифференциальных уравнений (1).

Изоконичность движения гиростата. Движение твердого тела, соответствующее
классическому интегрируемому случаю Стеклова, детально исследовано в [12]. Известно,
что оно обладает свойством изоконичности

∃ ξ,γ : (ω, ξ) = (ω,γ), ξ̇ = 0, γ̇ = γ × ω, |ξ| = |γ| = 1, (15)

которое впервые было отмечено в работе П. Филда [13]. Условие (15) означает, что подвиж-
ный и неподвижный аксоиды симметричны относительно касательной к ним плоскости.
В случае Стеклова вектор ξ коллинеарен барицентрической оси, а γ направлен вдоль верти-
кали ν. Проверим, сохраняется ли свойство изоконичности, если λ(t) имеет вид (5). Скаляр-
ное произведение (ω,ν−ξ) при ξ = ±e представляет собой квадратичное по ω1 выражение,
старший коэффициент которого равен

L2(2J2 − L)
2(2J3 − L)

2(J2 − L)
2(J3 − L)

2(J2 + J3 − L)λ0. (16)

Выражение (16) может принимать нулевое значение только в случаях a) J2 + J3 = L;
б ) λ0 = 0.

a) J2 + J3 = L: коэффициент при ω1 и свободный член в (ω,ν − ξ) исчезают только при
одновременном выполнении условий

J2(J3 − J2)h2 = (J2 + J3)λ
2
0, J2(J3 − J2)h2 + J−1

3 (J2 − J3)
2(J2 + J3)ξ1 = (J2 + J3)λ

2
0,

которые приводят к невозможному при J3 6= J2, ξ1 = ±1 равенству (J2−J3)
2(J2+J3)ξ1 = 0.

Следовательно, движение гиростата с такими параметрами изоконическим не является;
б ) λ0 = 0: в этом случае равенство нулю коэффициента при ω1 в (ω,ν − ξ) равносильно

условию (J2 − L)(J3 − L)h2 + ξ1L(L− 2J3) = 0, которое обращает (15) в тождество. Сво-
бодного члена по ω1 выражение (ω,ν − ξ) не содержит. Следовательно, соответствующее
найденному решению движение гиростата с λ = κω1(t)α будет изоконическим.

Зависимость от времени компонент ω, ν при λ0 = 0. В случае λ = const зави-
симость основных переменных от времени для решения Стеклова — Харламова получена
Г.В. Мозалевской [14]. При λ = κω1(t)+λ0 ограничимся случаем λ0 = 0, соответствующим
классическому решению Стеклова: выпишем в явном виде ω(t). Поскольку возможность
J2 = J3 исключена из рассмотрения, положим J2 > J3.

Эллиптическая функция ω1(t) определяется интегрированием уравнения

Lω̇1 = ±

√
L(J3 − L)

(2J2 − L)
ω2
1 + h2

√
L(L− J2)

(2J3 − L)
ω2
1 + h3. (17)

При λ0 = 0 из (12), (14) получаем h3 =
h2(L− 2J2)

(2J3 − L)
, |h2| =

∣∣∣∣
L(2J3 − L)

(J2 − L)(J3 − L)

∣∣∣∣, причем

знак h2 выбираем так, чтобы правые части равенств (10), (11) одновременно были поло-
жительными.

68 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №9



В классическом интегрируемом случае Стеклова возможны два различных типа ре-
шения уравнения (17). Первый выписан самим В.А. Стекловым; условия существования
второго указаны Р. Фаббри в работе [15]. Но при λ 6= 0 вариантов решения уже четыре:

1) L ∈ (2J3;J2), J2 > 2J3: ω1 = p cn(u, k), ω2 = q sn(u, k), ω3 = r dn(u, k), где

p2 =
(L− 2J3)(2J2 − L)

(L− J3)2(J2 − L)
, q2 =

L(L− 2J3)

(J2 − J3)(L− J3)(J2 − L)
, r2 =

L(2J2 − L)

(L− J3)2(J2 − L)
,

u2 =
(J2 − J3)(t− t0)

2

(L− J3)(J2 − L)
, k =

√
J2 − L

J2 − J3
<

√
1−

J3
J2 − J3

< 1;

2) L ∈ (max {J2, 2J3}; 2J2): ω1 = p sn(u, k), ω2 = q cn(u, k), ω3 = r dn(u, k),

p2=
(L− 2J3)(2J2 − L)

(L−J3)2(L−J2)
, q2=

L(L− 2J3)

(J2−J3)(L−J3)(L−J2)
, r2=

L(2J2 − L)

(J2−J3)(L−J3)(L−J2)
,

u2 =
(t− t0)

2

L− J2
, k =

√
L− J2
L− J3

<

√
1−

J2 − J3
2J2 − J3

< 1;

3) L ∈ (−∞; 0): ω1 = p dn(u, k), ω2 = q sn(u, k), ω3 = r cn(u, k),

p2 =
(2J3 − L)(2J2 − L)

(L− J3)2(J2 − L)
, q2 =

L(L− 2J3)

(L− J2)2(J3 − L)
, r2 =

L(L− 2J2)

(L− J3)2(J2 − L)
,

u2 =
(t− t0)

2

J3 − L
, k =

√
J2 − J3
J2 − L

<

√
1−

J3
J2

< 1;

4) L ∈ (2J2; +∞): ω1 = p dn(u, k), ω2 = q cn(u, k), ω3 = r sn(u, k),

p2 =
(2J3 − L)(2J2 − L)

(L− J2)2(L− J3)
, q2 =

L(L− 2J3)

(L− J2)2(L− J3)
, r2 =

L(L− 2J2)

(L− J3)2(L− J2)
,

u2 =
(t− t0)

2

L− J2
, k =

√
J2 − J3
L− J3

<

√
1−

J2
2J2 − J3

< 1.

В отличие от случая Стеклова, в котором действительные решения уравнения (17) су-
ществуют только при 2J3 < J1 < 2J2, условия 2–4 существования обобщенного решения
вообще не накладывают ограничений на распределение масс гиростата. Отметим, что по-
следние два условия при λ = const не выполнимы: в 3 получаем J1 < 0, а в 4 моменты инер-
ции не удовлетворяют неравенствам треугольника. Таким образом, решения 3, 4 системы
уравнений (1) являются новыми и не имеют аналогов в классической задаче о движении
твердого тела.
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О.С. Волкова

Аналог розв’язку Стєклова в задачi про рух важкого гiростата
зi змiнним гiростатичним моментом

Розглянуто задачу про обертання навколо нерухомої точки важкого гiростата зi змiн-
ним гiростатичним моментом. Одержано точний розв’язок рiвнянь руху, який допускає
квадратичне за кутовою швидкiстю iнварiантне спiввiдношення. У випадку сталостi гi-
ростатичного момента цей розв’язок вiдповiдає четвертому розв’язку Харламова, а при
вiдсутностi гiростатичного моменту збiгається з розв’язком Стєклова. Вказано умови,
при яких зберiгається характерна для розв’язку Стєклова властивiсть iзоконiчностi руху.

O. S. Volkova

An analog for Steklov’s solution to the problem of motion of a heavy
gyrostat with variable gyrostatic momentum

Rotations about a fixed point are studied for a heavy gyrostat with variable gyrostatic momentum.
The exact particular solution that admits the invariant relation quadratic in the angular velocity is
obtained for the motion equations. If the gyrostatic momentum is a constant vector, the solution
corresponds to the fourth Kharlamov solution. In the case of zero gyrostatic momentum, it becomes
the known Steklov solution. The conditions for the isoconic property of a gyrostat motion to hold
are studied.
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Член-корреспондент НАН Украины Л.П. Хорошун

Гидродинамическая теория экспериментального

определения скорости эфирного ветра на основе
эффекта первого порядка

Построены уравнения нестационарного осредненного течения вязкой жидкости в ци-
линдрической трубе, находящейся в равномерно движущемся потоке. Исследованы ре-
шения для неподвижной трубы и при ее повороте в случае ламинарного и турбулен-
тного течений. Решены задачи по определению скорости и кинематической вязкости
эфира по измеренным смещениям полос статической и динамической интерференцион-
ной картины в модифицированной установке Хека.

Неинвариантность уравнений Максвелла относительно преобразований Галилея и нуле-
вые, как принято считать, результаты первых опытов Майкельсона по измерению скорости
эфирного ветра, обусловленного орбитальным движением Земли, явились, по существу,
причиной отказа в физике от понятия “материальный эфир”. Его заменили специальной
теорией относительности (СТО), базирующейся на двух постулатах Эйнштейна: 1) инва-
риантность всех физических законов и уравнений относительно преобразований Лоренца,
сохраняющих инвариантность уравнений Максвелла; 2) независимость скорости распро-
странения света от скоростей движения инерциальных систем отсчета, относительно кото-
рых скорость света измеряется. Несмотря на антилогичность второго постулата, а также
явное фиксирование эфирного ветра в экспериментах Миллера, Майкельсона, Писа и Пир-
сона в 1921–1929 годы [1, 2], СТО заняла официальный статус в физике. В сложившейся
парадоксальной ситуации необходимыми стали новые научные разработки, подтверждаю-
щие существование эфира. Одной из таких работ стало построение [3] общих динамических
уравнений электромагнитомеханики диэлектриков, инвариантных относительно преобразо-
ваний Галилея, из которых для неподвижных диэлектриков как частный случай следуют
уравнения Максвелла. Это свидетельствует о неправомерности введения преобразований
Лоренца, а тем более их распространения на все физические законы и уравнения, а также
о справедливости и логичности классического правила сложения скоростей.

Убедительным подтверждением существования эфира могли бы стать, наряду с опытом
Физо и явлением звездной аберрации, новые эксперименты на основе эффектов первого по-
рядка, точность и достоверность которых на порядок превосходит эксперименты на основе
эффектов второго порядка, проведенные Миллером, Майкельсоном, Писом и Пирсоном.
Такие эксперименты могут быть осуществлены с помощью модифицированной установки
Хека [4] на основе интерферометра Саньяка [5], особенно в динамическом режиме, когда
смещение полос интерферометра существенно возрастает. При этом расшифровка экспе-
риментальных измерений смещений интерференционных полос связана с необходимостью
точного решения определенных задач гидродинамики. Результаты подобных опытов приве-
дены в работах Галаева [6, 7]. Однако для расшифровки измерений здесь ошибочно принято
решение задачи Громеки [8], неприменимой к рассматриваемым процессам, а также допу-
щено ряд неправомерных манипуляций, свидетельствующих о подтасовке под результаты

© Л.П. Хорошун, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 71



Миллера. Это не дает оснований считать достоверными приведенные значения скорости
движения эфира и его кинематической вязкости вблизи земной поверхности.

Настоящая работа посвящена построению и решению уравнений нестационарного осред-
ненного течения вязкой жидкости в цилиндрической трубе, находящейся в равномерно
движущемся потоке, а также решению конкретных задач по определению скорости и ки-
нематической вязкости движущегося эфира по измеренным смещениям полос статической
и динамической интерференционной картины в модифицированной установке Хека.

Нестационарное течение вязкой жидкости в цилиндрической трубе, находя-
щейся в равномерно движущемся потоке. Пусть в равномерно движущемся неограни-
ченном потоке вязкой несжимаемой жидкости находится длинная цилиндрическая труба,
ориентация которой относительно потока может изменяться во времени при заданной на-
чальной скорости. Это приводит к нестационарному течению вязкой жидкости в трубе,
которое может быть ламинарным или турбулентным в зависимости от числа Рейнольдса.
Поэтому будем исходить из уравнений Рейнольдса [8], представляющих собой осредненные
уравнения Навье–Стокса для турбулентного течения,

ρ
dvi
dt

= ρF i − p,i+Sij,j, Sij = τ ij − ρv′iv
′
i, (1)

где vi, v
′
i = vi − vi, Fi — векторы соответственно скорости, пульсаций скорости и объемных

сил; τij — тензор напряжений, обусловленных вязкостью; p — давление; ρ — плотность
(черта сверху означает сглаживающее осреднение). Если пульсации гидродинамических
параметров равны нулю, то уравнение (1) описывает ламинарное течение.

Рассмотрим осесимметричное нестационарное течение вязкой несжимаемой жидкости
в трубе длиной l и внутренним радиусом a (l ≫ a) в цилиндрической системе координат
r, ϕ, z при отсутствии объемных сил, где ось z проходит по осевой линии трубы. В этом
случае [8] имеем

vr = vϕ = 0,
∂vz
∂z

= 0, vz = v(r, ϕ, t),
∂p

∂r
= 0,

∂p

∂ϕ
= 0, (2)

и уравнения (1) сводятся к одному уравнению

ρ
∂v

∂t
= −

∂p

∂z
+

1

r

∂

∂r
(rSrz). (3)

В ряде практических задач о течении вязкой жидкости в трубе интерес представляет
средняя по сечению скорость или расход жидкости, являющийся интегральной характерис-
тикой по сечению трубы. В этом случае целесообразно упростить уравнение (3), осреднив
его по сечению трубы согласно формулам

ṽ =
1

πa2

a∫

0

2πrvdr; p̃ =
1

πa2

a∫

0

2πrpdr;
1

πa2

a∫

0

2π
∂

∂r
(rSrz) dr =

2

a
Srz(a), (4)

в результате чего получим

ρ
∂ṽ

∂t
= −

∂p̃

∂z
+

2

a
Srz(a). (5)
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Рис. 1

Здесь Srz(a) — максимальное значение касательных напряжений, действующих на жид-
кость со стороны трубы, которое как при ламинарном, так и при турбулентном течении
определяется [8, 9] формулой

Srz(a) = −
1

8
λρṽ2, (6)

где λ — коэффициент сопротивления трубы.
Известно [8, 9], что в случае ламинарного и турбулентного течений жидкости в трубе ко-

эффициент сопротивления λ связан с числом Рейнольдса R соответственно зависимостями
Пуазейля и Блазиуса

λ =
64

R
, λ =

0,3164

R0,25

(
R =

2aṽ

ν
, ν =

µ

ρ

)
, (7)

где µ, ν — коэффициенты, соответственно, динамической и кинематической вязкости жид-
кости.

При изменении числа Рейнольдса от малых до очень больших значений коэффициент
сопротивления трубы λ, согласно (7) и данным экспериментов [8], можно представить гра-
фиком, приведенным на рис. 1. Переход ламинарного течения в турбулентное происходит
скачком, когда число Рейнольдса переходит критическое значение Rc ≈ 2200–2800. При
этом коэффициент сопротивления трубы также увеличивается скачком.

Градиент давления ∂p̃/∂z, согласно (2), (5), зависит только от времени, поэтому можно
записать

∂p̃

∂z
=

∆p

l
, ∆p = p2 − p1, p1 = p0 − δp, p2 = p0 + δp, (8)

где p0 — постоянное давление жидкости в равномерно движущемся потоке; p1, p2 — давле-
ние жидкости в трубе на ее концах; δp — приращение давления на концах трубы за счет
различия скоростей движения жидкости в трубе ṽ и во внешнем потоке с составляющей V3
вдоль оси z, которое определяется интегралом Бернулли [9]

δp =
1

2
ρ(ṽ − V3)

2 sign(ṽ − V3). (9)
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Подставляя (6)–(9) в (5), приходим к уравнению Риккати для ламинарного течения

dṽ

dt
+

1

l
((ṽ − V3)

2 sign(ṽ − V3) +
8ν

a2
ṽ = 0 (10)

и уравнению с дробной степенью скорости для турбулентного течения

dṽ

dt
+

1

l
(ṽ − V3)

2 sign(ṽ − V3) + 0,0665

(
ν

a5

)0,25

|ṽ|1,75 sign ṽ = 0. (11)

Рассмотрим простейшую задачу, когда труба неподвижно находится в равномерно дви-
жущемся потоке со скоростью V3 > 0 и V3 < 0 вдоль оси z при начальной скорости в трубе
ṽ(0) = ṽ0. Тогда, вводя безразмерные переменные

u =
ṽ

|V3|
, u0 =

ṽ0
|V3|

, τ =
|V3|t

l
,

κ =
8lν

a2|V3|
, κ′ = 0,0665

(
ν

a5|V3|

)0,25

, ∆p =
∆p

ρV 2
3

,

(12)

представим уравнения (10), (11) соответственно при V3 > 0 и V3 < 0 в безразмерной форме
для ламинарного течения

du

dτ
− (u− 1)2 + κu = 0,

du

dτ
+ (u+ 1)2 + κu = 0 (13)

и турбулентного течения

du

dτ
− (u− 1)2 + κ′|u|1,75 = 0,

du

dτ
− (u+ 1)2 + κ′|u|1,75 = 0, (14)

где принято, что скорость в трубе ṽ не превосходит по модулю скорость внешнего потока V3,
т. е. |u| 6 1. В случае идеальной жидкости (ν = 0) из (13), (14) следует соответственно при
V3 > 0 и V3 < 0 решение

u(τ) = 1−
1− u0

1 + (1− u0)τ
, u(τ) = −1−

1 + u0
1 + (1 + u0)τ

. (15)

На рис. 2 приведены зависимости скорости u(τ) (кривые 1 ) и перепада ∆p давления
(кривые 2 ) при V3 > 0, u0 = 0 для ламинарного (сплошные) и турбулентного (штрихпунк-
тирные) течений вязкой жидкости (ν 6= 0), а также для течения идеальной (штриховые)
жидкости (ν = 0). Как видим, выход на стационарный режим течения в трубе обусловлен
уменьшением перепада давления. Вязкость лишь ускоряет выход, особенно при турбулент-
ном течении. Здесь приняты следующие значения параметров: l = 0,48 м, a = 0,01 м,
ν = 7 · 10−5 м2с−1, V3 = 200 мс−1.

Рассмотрим задачу о течении жидкости в трубе, находящейся в равномерно движущемся
потоке, при ее повороте из начального стационарного состояния ṽ(0) = ṽ0. Для этого не-
обходимо задать вектор пространственного потока в некоторой системе координат, т. е. его
координатные составляющие V1, V2, V3, соответственно вдоль осей x, y, z. Для неподвиж-
ной трубы составляющая потока вдоль трубы представляется формулой V3 = V13 cos β1,

где V13 =
√
V 2
1 + V 2

3 — проекция вектора потока на плоскость xz; β1 — угол между осью z

74 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №9



Рис. 2

и V13. При равномерном во времени повороте трубы в плоскости xz на угол π против часовой
стрелки в течение времени t0 составляющая внешнего потока вдоль трубы будет функцией
времени V3 = V13 cos(β1−πt/t0). Тогда уравнения (10), (11) с начальным условием ṽ(0) = ṽ0
в соответствующих безразмерных переменных при ṽ0 > 0 примут соответственно вид

du

dτ
+ τ0[u− cos(β1 − πτ)]

2 sign[u− cos(β1 − πτ)] + τ0κu = 0, (16)

du

dτ
+ τ0[u− cos(β1 − πτ)]

2 sign[u− cos(β1 − πτ)] + τ0κ
′|u|1,75 signu = 0, (17)

где обозначено

u =
ṽ

|V13|
, u0 =

ṽ0
|V13|

, τ =
t

t0
, τ0 =

|V13|t0
l

,

κ =
8lν

a2|V13|
, κ′ = 0,0665

(
ν

a5|V13|

)
.

(18)

При ṽ0 < 0 уравнения (10), (11) соответственно принимают вид

du

dτ
+ τ0[u+ cos(β1 + πτ)]2 sign[u+ cos(β1 + πτ)] + τ0κu = 0, (19)

du

dτ
+ τ0[u+ cos(β1 + πτ)]2 sign[u+ cos(β1 + πτ)] + τ0κ

′|u|1,75 signu = 0. (20)

Если поворот трубы в плоскости xz осуществляется по часовой стрелке, то в уравнениях
(16), (17), (19), (20) в слагаемом πτ необходимо изменить знак на противоположный. Оче-
видно, что решения таких уравнений совпадают с решениями уравнений (16), (17), (19),
(20) лишь при β1 = 0 (V1 = 0), т. е. при условии, что труба в плоскости xz направлена вдоль
максимальной скорости течения потока. Аналогичные выкладки и построения уравнений
могут быть проведены при повороте трубы в плоскости yz.

Схемы опытов по определению скорости эфирного ветра на основе эффектов
первого порядка. Рассмотренные выше уравнения и закономерности течения жидкости
в трубе, находящейся в стационарном потоке, могут быть положены в основу схем опытов
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Рис. 3

по определению скорости эфирного ветра на основе эффектов первого порядка. Для этого
воспользуемся установкой (рис. 3) опыта Хека [4], представляющей собой интерферометр
Саньяка, на одном из четырех отрезков оптического пути которого находится наполнен-
ная водой труба так, чтобы через нее проходил луч света. Но, в отличие от опыта Хека,
трубу 2 считаем открытой и заполненной окружающим ее эфиром, причем стенки трубы
непроницаемы для потока эфира. Свет от источника 1, падая под углом 45◦ на полупро-
зрачное зеркало M , разделяется на два пучка, которые проходят путь M1M2M3 в проти-
воположных направлениях, отражаясь от зеркал, расположенных под углами 45◦. После
повторного взаимодействия с полупрозрачным зеркалом M оба пучка интерферируют, что
фиксируется в детекторе 3 в виде картины полос.

Если установка неподвижно находится в равномерно движущемся потоке эфира, то вре-
мена прохождения оптического пути MM1M2M3M первым пучком и MM3M2M1M вторым
пучком равны, если скорость движения эфира в трубе такая же, как и вне ее. В случае их
различия соответствующие времена будут различаться только за счет прохождения участ-
ка трубы длиной l отрезка M1M2 и противоположного участка длиной l отрезка M , M3.
Эти времена определяются формулами

t1 =
l

c+ ṽ(t)
+

l

c− V3
≈

2c+ ṽ(t)− V3
c2

; t2 =
l

c+ V3
+

l

c− ṽ(t)
≈

2c+ ṽ(t)− V3
c2

. (21)

Разность этих времен

∆t = t2 − t1 = 2l
V3 − ṽ(t)

c2
(22)

приводит к смещению интерференционных полос в детекторе

m(τ) =
c

λ
∆t =

2lV3
cλ

[1− u(τ)], (23)

где c — скорость света; λ — длина волны источника 1 когерентного света и приняты обо-
значения (12).

Аналогичные формулы можно получить для подобной установки на основе интерферо-
метра Рождественского [7]. Они будут отличаться только отсутствием множителя 2 в чис-
лителе, т. е. чувствительность установки будет в два раза ниже.

Из выражения (23), связывающего в динамическом режиме смещение полос m(τ), ско-
рость течения эфира в трубе u(τ) и скорость внешнего потока эфира V3, легко определить
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скорость V3, если для некоторого момента времени τ = τ ′ известны смещение полос m(τ ′)
и скорость течения эфира в трубе u(τ ′). Самой простой и доступной представляется сле-
дующая процедура опыта. Если торцы трубы закрыть заслонками, непроницаемыми для
потока эфира, то скорость эфира в трубе равна нулю при V3 6= 0. При мгновенном снятии
заслонок детектор должен зафиксировать смещение полос m(0), соответствующее нулевой
скорости течения эфира в трубе u(0) = 0. Тогда из (23) находим

V3 =
cλm(0)

2l
. (24)

Меняя расположение установки в пространстве так, чтобы труба была поочередно направ-
лена вдоль осей x, y, определим также составляющие эфирного ветра V1, V2.

Если эфир представляет собой идеальную жидкость, то, как следует из (15), u(∞) = 1,
т. е. m(∞) = 0 согласно (23). Если эфиру присуща вязкость, то, принимая его течение
в трубе турбулентным, получим, согласно (12), (14), (23), соотношения

κ′ = 0,0665

(
ν

a5|V3|

)0,25

, [1− u(∞)]2 = κ′u1,75(∞), cλm(∞) = 2lV3[1− u(∞)], (25)

откуда с учетом (24) следует формула для определения кинематической вязкости эфира

ν =
cλ

2(0,0665)4

(
a

l

)5 m8(∞)

[m(0)−m(∞)]7
(26)

по измеренным в динамическом режиме смещениям полос m(0), m(∞).
Если эфиру присуща вязкость, то описанная установка в принципе позволяет опреде-

лить скорость движения и кинематическую вязкость эфира в статическом режиме. Для
этого необходимо провести два статических опыта с трубами различных размеров l1, a1
и l2, a2. Тогда, согласно (25), получим формулы

V3 =
cλ

2

m2 −m1∆1

l2 − l1∆1
,

ν =
cλm8

1

2(0,0665)4

(
a1
l1

)5( l2 − l1∆1

l1m2 − l2m1

)7

=
cλm8

2

2(0,0665)4

(
a2
l2

)5( l1 − l2∆2

l2m1 − l1m2

)7

,

∆1 =

(
l1a2
l2a1

)5/7(m2

m1

)8/7

, ∆2 =
1

∆1
, m1 = m1(∞), m2 = m2(∞),

(27)

где m1(∞), m2(∞) — измеренные смещения полос в статическом режиме (τ → ∞) соот-
ветственно для труб с размерами l1a1 и l2a2.

Более сложная процедура опыта в динамическом режиме связана с поворотом интер-
ферометра из стационарного состояния с известной скоростью потока u0 в трубе на 180◦

в течение очень малого времени t0. Вследствие инерционности потока в трубе такой пово-
рот приводит к существенному увеличению разности скоростей в трубе и вне ее, что ведет
к увеличению смещения полос, повышающему чувствительность установки и точность изме-
рений. Уравнения (16)–(20) позволяют определить скорость u(τ) движения потока в трубе
для 0 6 τ 6 1, при этом u(1) является начальным условием при решении уравнений (14)
для неподвижной трубы после ее поворота. Совместное решение уравнений (14), (20) пред-
ставлено на рис. 4 в виде зависимостей скорости потока в трубе u(τ) (сплошные кривые),
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Рис. 4

перепада давления ∆p(τ) (штриховые кривые) и смещения интерференционных полос m(τ)
согласно (23) (штрихпунктирные кривые) для значений параметров l = 0,48 м, a = 0,01 м,
ν = 7 · 10−5 м2с−1, |V3| = 200 мс−1, u0 = −0,657, β1 = 0. При этом кривые 1, 2, 3 соот-
ветствуют времени поворота трубы t0, равному 1 с, 3 · 10−3 с, 7 · 10−7 с. Как видим, при
t0 > 1с выйти на динамический режим течения в трубе невозможно для данных значе-
ний параметров. Поэтому утверждение [7], что интерферометр переходил в динамический
режим работы после поворота на 180◦ в течение 3 с, не соответствует действительности.
Расчет согласно (16)–(20) для l = 0,48 м, a = 0,01 м, ν = 7 · 10−5 м2с−1, β1 = 0 при по-
вороте такого прибора в течение 3 с на 180◦ показывает, что динамический режим можно
наблюдать лишь для скорости внешнего потока V3 < 1 мс−1. Это свидетельствует о яв-
ном подлоге в работах [6, 7], где якобы таким путем определена скорость эфирного ветра
порядка 200 мс−1 вблизи земной поверхности.
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Л.П. Хорошун

Гiдродинамiчна теорiя експериментального визначення швидкостi
ефiрного вiтру на основi ефекту першого порядку

Побудовано рiвняння нестацiонарної осередненої течiї в’язкої рiдини у цилiндричнiй тру-
бi, яка знаходиться у потоцi, що рiвномiрно рухається. Дослiджено розв’язки для нерухо-
мої труби i при її поворотi у випадку ламiнарної i турбулентної течiї. Розв’язано задачi
з визначення швидкостi i кiнематичної в’язкостi ефiру за вимiряними змiщеннями полос
статичної i динамiчної iнтерференцiйної картини у модифiкованiй установцi Хека.

L.P. Khoroshun

Hydrodynamic theory of experimental determination of the ether wind
speed on the basis of a first-order effect

The equations for the nonstationary averaged flow of a viscous liquid in the cylindrical tube, being
in a uniformly moving current, are constructed. The solutions for fixed and turning tubes in case
of laminar and turbulent flows are investigated. The problems of determination of the speed and
the kinematic viscosity of the ether on the basis of measured static and dynamic displacements of
the interference fringes in a modified Hoek installation are solved.
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УДК 539.4

Член-кореспондент НАН України М. О. Шульга , В. Л. Карлаш

Амплiтудно-фазовi характеристики радiальних

коливань тонкого п’єзокерамiчного диска
бiля резонансiв

На прикладi вiдомої задачi про радiальнi коливання тонкої круглої п’єзокерамiчної плас-
тини з суцiльними електродами дослiджуються амплiтудно-фазовi залежностi для ра-
дiальних змiщень, суми головних напружень i компонентiв повної провiдностi в околi
резонансних i антирезонансних частот. Результати розрахункiв добре узгоджуються
з експериментальними даними, отриманими за опрацьованою авторами новою мето-
дикою.

Коливання п’єзокерамiчних елементiв конструкцiй характеризуються високими коефiцiєн-
тами електромеханiчного зв’язку i значними амплiтудами механiчних напружень та змi-
щень. Сама природа внутрiшнiх фiзичних процесiв у таких тiлах призводить до того, що
i змiщення, i напруження, i провiднiсть, i iмпеданс мають бiля резонансних частот як актив-
нi, так i реактивнi компоненти. Розрахувати будь-яку амплiтуду можливо лише тодi, коли
беруться до уваги втрати енергiї. Донинi аналiтичнi розв’язки задач про електромеханiчнi
коливання таких тiл побудованi лише для простих геометричних форм, таких як стрижнi,
пластини, диски, цилiндричнi й сферичнi оболонки тощо. Такi розв’язки застосовуються
у стандартах для експериментального визначення коефiцiєнтiв зв’язку та компонентiв тен-
зорiв пружних, дiелектричних i п’єзоелектричних сталих.

Електромеханiчнi коливання збуджуються за допомогою електричного поля, яке ство-
рюється електричною напругою, прикладеною до розмiщених на поверхнi електродiв, не-
вiд’ємно зв’язаних з поверхнею. Мiжелектродна ємнiсть п’єзокерамiчних елементiв конст-
рукцiй досягає кiльканадцяти нанофарад i iстотно впливає на внутрiшнi процеси в них.

У данiй роботi на прикладi вiдомої задачi про радiальнi коливання тонкої круглої п’єзо-
керамiчної пластини з суцiльними електродами дослiджуються амплiтудно-фазовi залеж-
ностi в околi резонансних i антирезонансних частот. Розрахунки амплiтуд i фаз для ра-
дiальних змiщень на ободi диска, суми головних напружень в його центрi i компонентiв
повної провiдностi ведуться з використанням одержаних в експериментi за новою методи-
кою даних. Результати розрахункiв добре узгоджуються з експериментальними даними.

Фазовi зсуви при радiальних коливаннях тонкого диска. В [1–3] наведено вирази
для радiальних змiщень Ur, cуми головних напружень σr + σθ i повної провiдностi Y , на
основi яких можемо записати такi спiввiдношення:

Ur =
(1 + ν)d31EzJ1(λx)

∆(x)
, (1)

σr + σθ =
d31Ez

sE11(1− ν)

(
(1 + ν)xJ0(λx)

∆(x)
− 2

)
, (2)

Y = jωC0

[
1− k2p +

(1 + ν)k2pJ1(x)

∆(x)

]
= jωC0

∆a(x)

∆(x)
, (3)
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Рис. 1. Фазовi зсуви в радiальних змiщеннях бiля краю диска на перших чотирьох резонансах i АЧХ ком-
понентiв змiщень в околi резонансних частот

де ∆(x) = xJ0(x) − (1 − ν)J1(x) — резонансний, а ∆a(x) = (1 − k2p)∆(x) + (1 + ν)k2pJ1(x) —
антирезонансний визначник; ν — коефiцiєнт Пуассона; λ = r/R— вiдношення радiусiв точки
спостереження до радiуса пластини; d31 — п’єзомодуль; Ez — напруженiсть електричного
поля; C0 — власна статична ємнiсть; x — безрозмiрна частота; ω — кругова частота; j —
уявна одиниця.

Вирази (1) — (3), резонансний та антирезонансний визначники, а також безрозмiрна
частота [4] i планарний КЕМЗ [3, 5] є комплексними функцiями

x = x0 − jx2; x2 = 0,5s11Mx0, (4)

k2p = k2po[1 + j(s11M + ε33M − 2d31M )]. (5)

На рис. 1 наведено графiки фазочастотних i амплiтудно-частотних залежностей, роз-
рахованих за формулою (1) для конкретного п’єзокерамiчного диска iз ЦТБС-3 з розмiра-
ми 66,4 · 3,1 мм, в якому C0 = 18,5 нФ, тангенс дiелектричних втрат ε33m = 0,0085; тангенс
механiчних втрат s11m = 0,0069; коефiцiєнт Пуассона ν = 0,35; квадрат планарного КЕМЗ
k2po = 0,31; тангенс п’єзоелектричних втрат d31m = 0,0076. По горизонталi вiдкладена без-
розмiрна частота x. По вертикалi (на першому графiку) — кут мiж реактивним i активним
компонентами радiальних змiщень бiля краю пластини (λ = 0,998), а на iнших трьох — ком-
поненти вiдношення Ur1 = Ur/(d31Ez) в тiй же точцi для перших трьох радiальних резонан-
сiв. Активнi складовi зображенi штрихпунктирними кривими, реактивнi — пунктирними,
а їхня векторна сума, тобто абсолютне значення комплексних чисел, — суцiльними лiнiями.
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Рис. 2. Фазовi зсуви суми головних напружень в центрi диска на перших чотирьох резонансах i АЧХ ком-
понентiв цiєї суми в околi резонансних частот

Щоб перейти вiд Ur1 до Ur (у метрах), треба помножити число, яке є ординатою, на d31Ez.
В нашому диску, наприклад, d31 = 1,64 · 10−10 Кл/Н i витримує вiн на першому резонансi
без нагрiвання поле до 1000 В/м. Простий розрахунок показує, що максимальнi змiщення
бiля обода становлять 9 мкм. На наступних двох резонансах амплiтуда радiальних змiщень
знижується майже в десять i двадцять разiв.

Аналiз графiкiв показує, що в околi кожного радiального резонансу кут мiж реактив-
ною i активною складовими радiальних змiщень змiнюється вiд −π/2 до π/2, спадаючи на
резонансних частотах до нуля. На всiх трьох амплiтудно-частотних залежностях хiд вiд-
повiдних кривих подiбний i вiдрiзняються вони лише амплiтудами. На кожному з перших
трьох радiальних резонансiв активна складова досягає свого максимального значення, то-
дi як реактивна складова спершу зростає, потiм спадає до нуля i знову зростає, змiнивши
знак. При пiдходi до резонансу знак реактивностi позитивний, при вiдходi — негативний.
Наступна змiна знака реактивної складової спостерiгається в промiжках мiж резонансами,
саме в тих точках, де вiдбувається перехiд фази вiд π/2 до −π/2.

На рис. 2 подано аналогiчнi залежностi, розрахованi за формулою (2) для суми голов-
них напружень у центрi пластини (λ = 0,01) в тих же частотних iнтервалах. Символом
Tr1 позначено вiдношення (σr + σθ)s

E
11(1 − ν)/d31Ez. Помноживши безрозмiрне число Tr1

на d31Ez/(sE11(1 − ν)), одержимо суму головних напружень в центрi пластини в паскалях.
У нашому прикладi sE11 = 16,2 · 10−12 м2/Н, тому Tr = 9,1 · 106 Па на першому радiальному
резонансi i знижується на другому та третьому приблизно у пiвтора i два рази.
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Рис. 3. Фазовi зсуви мiж компонентами повної провiдностi диска на перших чотирьох резонансах i АЧХ цих
компонентiв в околi резонанс — антирезонанс

У випадку суми головних напружень також має мiсце змiна фазового зсуву мiж ре-
активним i активним компонентами вiд −π/2 до π/2 при проходженнi кожного радiального
резонансу та змiна вiд π/2 до −π/2 — у зворотному напрямку мiж резонансами. Якщо
у попередньому випадку мiж резонансами змiнювалася лише полярнiсть реактивної скла-
дової, то тепер змiна полярностi компонентiв вiдбувається одночасно, так що до кожного
наступного резонансу вони наближаються з однаковим спiввiдношенням полярностей. Цiєю
обставиною й пояснюється подiбнiсть фазових залежностей для радiальних змiщень бiля
краю пластини i головних напружень у її центрi.

На рис. 3 наведено аналогiчнi залежностi, розрахованi за формулою (3) для повної про-
вiдностi пластини. Частотнi iнтервали розширенi в бiк високих частот i вмiщують як резо-
нанс, так i антирезонанс. Символом Y позначено повну провiднiсть та її активний i реактив-
ний компоненти (у мiлiсiменсах). Слiд вiдзначити, що дiапазон змiни повної провiдностi вiд
максимального до мiнiмального значень на першiй радiальнiй модi дуже широкий — вiд 129
до 0,09 мСм. На другiй i третiй радiальних модах маємо вiдповiдно 42 i 1,15 та 29 i 4,5 мСм.
Усi цi розрахованi за графiками числа дуже близькi до експериментальних даних. Поляр-
нiсть активного та реактивного компонентiв при пiдходi до кожного наступного резонансу
i їх спiввiдношення зберiгаються. Зворотнi переходи фази вiдбуваються не в промiжку мiж
сусiднiми резонансами, як було для змiщень i напружень, а на антирезонансних частотах.
Фазовий кут мiж компонентами повної провiдностi змiнюється в межах вiд π/2 до −π/2
i назад тiльки на першому радiальному резонансi. На другому резонансi кут змiнюється
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вiд π/2 до −0,9 рад i назад, на третьому — вiд π/2 до −0,2 рад i назад, а на четвертому —
лише до 0,4 рад i назад.

Слiд пiдкреслити, що на рис. 1, 2 наведенi лише результати розрахункiв для тих мiсць
пластини, де вiдповiднi величини досягають своїх максимальних значень. В iнших точках
радiуса картина фазових залежностей набагато складнiша.

Експериментальне визначення фазових зсувiв. Фазовi зсуви мiж струмом, що про-
тiкає через п’єзоелемент при радiальних коливаннях, i прикладеною до нього рiзницею по-
тенцiалiв визначалися за новою методикою. Дослiджуваний п’єзоелемент приєднувався до
генератора електричних сигналiв ультразвукових частот через узгоджувальний подiльник
напруги [3, 6], складений iз двох послiдовно з’єднаних резисторiв R1 = 68 i R2 = 10 Ом, з ко-
ефiцiєнтом дiлення 7,8 : 1. Електрична напруга, яка видiляється на резисторi R2, є вхiдною
рiзницею потенцiалiв Uin для схеми вимiрювання. Щоб визначити електричний струм I, що
проходить через п’єзоелемент при його взаємодiї з електричним полем збудження, до нього
послiдовно приєднувався резистор навантаження R i вимiрювався спад напруги на ньо-
му UR. Опiр резистора навантаження R вибирався з урахуванням рекомендацiй робiт [6–8]
i становив 11,2 Ом або 20 кОм. Водночас цей струм створював на самому п’єзоелементi
спад напруги Upe. За означенням, повна провiднiсть Y є вiдношенням струму I до спаду
напруги Upe [1, 3]

Y =
I

Upe
=

UR
UpeR

. (6)

П’єзоелемент Pe i резистор навантаження R приєднувалися до виходу подiльника напру-
ги через двополюсний комутатор [9], який давав можливiсть за допомогою одного й того ж
вольтметра на кожнiй вибранiй частотi вимiрювати почергово спади напруг UR та Upe,а та-
кож вхiдну напругу Uin. Цi три спади напруг утворюють своєрiдний трикутник, в якому
кути напроти вiдповiдних сторiн можна розрахувати за теоремою косинусiв

cosα =
U2
pe + U2

R − U
2
in

2UpeUR
, cos β =

U2
in + U2

R − U
2
pe

2UinUR
, cos γ =

U2
in + U2

pe − U
2
R

2UinUpe
(7)

або вимiряти транспортиром пiсля графiчної побудови.
Частота генератора ГЗ-56/1 змiнювалася вiд 20 до 200 кГц i вольтметром В3–38 вимiрю-

валися спади напруг Uin, Upe та UR. Одержанi в такий спосiб данi заносилися в комп’ютер
i будувалися частотнi залежностi кутiв α, β i γ, як вiдповiдних арккосинусiв. Одночасно за
формулою (2) вираховувалася повна провiднiсть пластини. За графiками АЧХ бiля резонан-
сних i антирезонансних частот на рiвнi −3 дБ визначалися компоненти добротностi Qm [10],
якi бралися до уваги при розрахунках для рис. 1–3.

На рис. 4 подано амплiтудно-фазовi характеристики повної провiдностi на перших двох
радiальних резонансах, розрахованi за формулою (3), а також визначенi експериментально
iз застосуванням теореми косинусiв (7). На верхнiх графiках до залежностей типу v =
= atan(w) (суцiльнi лiнiї, w = imag(Y )/ real(Y )) додано кривi abs(v) (штрихпунктирнi лi-
нiї). Так зроблено тому, що в експериментi вольтметр не реагує на полярнiсть вимiрюваних
напруг, а тiльки на їх ефективнi значення. Через цю обставину побудованi вище графiки
вiдображають не самi фазовi зсуви, а їхнi абсолютнi значення. Модуль фазового зсуву мiж
реактивною i активною складовими повної провiдностi на частотах резонансiв i антирезо-
нансiв знижується до нуля, а потiм зростає в обидва боки на першому резонансi до π/2.
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Рис. 4. Фазовi зсуви мiж компонентами повної провiдностi диска бiля перших двох радiальних резонансiв

На другому резонансi зростання фазового зсуву до π/2 має мiсце лише ранiше вiд резо-
нансу i пiзнiше за антирезонанс. У промiжку резонанс — антирезонанс фазовий зсув не
перевищує 0,9 рад. На нижнiх графiках наведено фазово-частотнi залежностi кутiв харак-
теристичного трикутника.

Кут α (суцiльнi кривi) утворений сторонами UR та Upe i характеризує фазовий зсув
мiж струмом в п’єзоелементi i напругою на його електродах. Кут β (штрихпунктирнi кри-
вi) утворений сторонами Uin та UR i характеризує фазовий зсув мiж напругою на виходi
генератора та споживаним вiд генератора струмом. Кут γ (пунктирнi кривi) утворений
сторонами Uin та Upe, тобто мiж спадами напруги на виходi генератора i на п’єзоелементi.
Хiд кривих кута β на першому резонансi та антирезонансi, а також на другому резонан-
сi, iдентичний до розрахованих фазових зсувiв мiж компонентами повної провiдностi. На
другому антирезонансi мiнiмум не досягає нуля, що пояснюється неточностями вимiрювань
при малих струмах.

На закiнчення зробимо такi висновки.
1. Запропонована авторами нова розрахунково-експериментальна методика з вивчення

фазових i амплiтудних характеристик радiальних коливань тонких п’єзокерамiчних дискiв
показала свою ефективнiсть. Вона застосовувалася також для тiл ускладненої геометричної
форми.

2. Фазовi зсуви мiж активним i реактивним компонентами пружних змiщень i головних
напружень залежать вiд мiсця спостереження, а для повної провiдностi — вiд величини
планарного КЕМЗ. Перехiд вiд −π/2 до π/2 вiдбувається у всiх випадках в околi резо-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 85



нансних частот. Зворотний перехiд для змiщень i напружень має мiсце в промiжках мiж
резонансами, а для компонентiв повної провiдностi — на антирезонансах.

3. Розрахунок фазово-частотних i амплiтудно-частотних характеристик коливань у ком-
плекснiй формi забезпечує результати, якi добре узгоджуються з експериментами.

4. Описану методику можна рекомендувати для дослiдження коливань будь-яких еле-
ментiв конструкцiй iз п’єзокерамiки.
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Амплитудно-фазовые характеристики радиальных колебаний
тонкого пьезокерамического диска возле резонансов

На примере известной задачи о радиальных колебаниях тонкой круглой пьезокерамической
пластины со сплошными электродами исследуются амплитудно-фазовые зависимости для
радиальных перемещений, суммы главных напряжений и компонент полной проводимости
в окрестности резонансных и антирезонансных частот. Результаты расчетов хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными, полученными по разработанной авторами но-
вой методике.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine М. O. Shul’ga , V. L. Karlash

Amplitude-phase characteristics of radial vibrations of a thin
piezoceramic disk near resonances

By the example of the known problem of radial vibrations of a thin piezoceramic plate with unbroken
electrodes, the amplitude-phase dependences for radial displacements and the sums of principal
stresses and admittance components near the resonant and antiresonant frequencies of a disk
are studied. The results of calculations are in good agreement with experimental data obtained
by authors’ new method.
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У широкому iнтервалi концентрацiй носiїв заряду 1012 6 ne ≡ NI 6 1019 cм−3 при
T = 77,4 К в дослiдах з монокристалами n−Si експериментально одержано залежнiсть
граничних значень тензоопору ρ[100]∞ /ρ0 вiд ne, яка дозволяє проводити розрахунки пара-
метра анiзотропiї рухливостi K = µ⊥/µ‖ = Km/Kτ (а отже, i параметра анiзотропiї
розсiяння Kτ = Km/K) для областi азотних температур у припущеннi, що дослiджува-
нi кристали є практично не компенсованими. Наведено пояснення наявностi мiнiмуму
на залежностi ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) в областi ne ≈ 1017 ÷ 1018 см−3.

На сьогоднi основними матерiалами для виробництва широкого класу електронних при-
ладiв є багатодолиннi напiвпровiдники, чiльне мiсце серед яких посiдає кремнiй. Прила-
ди, виготовленi на його основi, успiшно застосовуються як у наукових лабораторiях, так i
в промисловiй iндустрiї [1].

Використання монокристалiв Si в таких екстремальних умовах як великi навантажен-
ня, швидкозмiннi температурнi режими, значнi електричнi, магнiтнi та радiацiйнi поля,
при неухильному пiдвищеннi жорсткостi експлуатацiйних умов за сукупнiстю ряду впливiв
вимагає всебiчного докладного вивчення дiї вищезгаданих факторiв на фiзичнi властивостi
кремнiю.

Дослiдження явищ електронного переносу в наноструктурах i нанооб’єктах на сучас-
ному етапi розвитку напiвпровiдникового матерiалознавства стимулює пошук надiйних зна-
чень ефективних мас, часу релаксацiї, констант деформацiйного потенцiалу та iнших важ-
ливих для нанофiзики параметрiв [2–4]. Так, наприклад, у [5, 6] показано, що зменшення
розмiрностi системи iстотно впливає не тiльки на величину рухливостi носiїв заряду, але й
констант деформацiйного потенцiалу кремнiєвих напiвпровiдникiв.

Одним iз найбiльш ефективних i поширених способiв дослiдження властивостей напiв-
провiдникiв є вимiрювання кiнетичних коефiцiєнтiв. Цей спосiб дозволяє вiдносно просто
вивчати як енергетичний спектр носiїв заряду, так i їх взаємодiю з кристалiчною граткою
i дефектами (механiзми розсiяння).
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За звичайних умов кристали кремнiю, маючи кубiчну симетрiю, проявляють iзотропнi
властивостi. У той же час, завдяки багатодолинностi зонної структури, їх iзотропнi ха-
рактеристики (до числа яких належить, зокрема, i питомий опiр) при накладаннi одновiс-
них механiчних напружень вздовж вiдповiдних кристалографiчних осей трансформуються
в анiзотропнi.

Змiна симетрiї кристалiв при одновiснiй пружнiй деформацiї призводить до iстотної пе-
ребудови зонної структури i, зокрема, до зняття виродження енергетичного спектра носiїв
струму. Важливим результатом, який випливає з розгляду трансформацiї енергетичного
спектра електронiв у багатодолинних напiвпровiдниках при одновiснiй деформацiї, є те,
що екстремуми енергiї, якi орiєнтованi вздовж еквiвалентних напрямкiв у ~k-просторi, в за-
гальному випадку, коли вiсь деформацiї орiєнтована довiльним чином вiдносно згадуваних
напрямкiв, будуть мати рiзний зсув за шкалою енергiй. Значна анiзотропiя рухливостi носiїв
струму в кожному iзоенергетичному елiпсоїдi, яка є характерною для багатодолинних на-
пiвпровiдникiв, буде визначати в першу чергу значнi за величиною тензоефекти у випадку
сильних одновiсних пружних деформацiй.

Виходячи з уявлень Херрiнга [7] про те, що п’єзоопiр в направлено деформованих багато-
долинних напiвпровiдниках виникає за рахунок мiждолинного перерозподiлу носiїв струму
(при незмiннiй загальнiй їх концентрацiї в c-зонi), для n−Si при одновiсному пружному
деформуваннi в кристалографiчних напрямках [100] i [110] (тобто, в умовах ~X // ~J // [100]
i ~X // ~J // [110]; X — механiчне навантаження; J — струм) мiж граничними значеннями
тензоопору ρ[100]∞ /ρ0 i ρ[110]∞ /ρ0 та параметром анiзотропiї рухливостi

K =
µ⊥
µ‖

=
Km

Kτ
=
m‖

m⊥

〈τ⊥〉

〈τ‖〉
(1)

(де µ‖, µ⊥ — рухливостi носiїв заряду вздовж i поперек довгої осi iзоенергетичного елiпсоїда
вiдповiдно; Km = m‖/m⊥ — параметр анiзотропiї ефективної маси; m‖ i m⊥ — циклотроннi
ефективнi маси для окремо взятого iзоенергетичного елiпсоїда вздовж великої осi i перпен-
дикулярно до неї вiдповiдно; Kτ = 〈τ‖〉/〈τ⊥〉 — параметр анiзотропiї розсiяння; τ‖ i τ⊥ —
компоненти тензора часу релаксацiї при вiдсутностi магнiтного поля в лiнiйному наближен-
нi) iснує простий зв’язок, що задається такими спiввiдношеннями [8]:

ρ
[100]
∞

ρ0
=

1

3
(2K + 1) (2)

i

ρ
[110]
∞

ρ0
=

2

3

(
2K + 1

K + 1

)
. (3)

Нерiдко виникає потреба мати в своєму розпорядженнi значення K (а, отже, i Kτ ) для до-
вiльно вибраної концентрацiї носiїв заряду ne. З цiєю метою при T = 77,4 К в широкому
iнтервалi концентрацiй 1012 6 ne ≡ NI 6 1019 cм−3 були знайденi для монокристалiв крем-
нiю, легованих домiшкою фосфору (n−Si〈P 〉), пружно деформованих в кристалографiч-
ному напрямку [100], залежностi вiдносної змiни питомого опору вiд механiчної напруги X

ρ
[100]
X→∞

ρ0
= f(X) (4)
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Рис. 1. Залежнiсть тензоопору ρ[100]∞ /ρ0 вiд ne для зразкiв n−Si при ~X // ~J // [100] ( ~J — струм) у концентра-
цiйному iнтервалi 1012 6 ne ≡ NI 6 1019 cм−3 при T = 77,4 К (крива 1 ). На вставцi (крива 2 ) — залежнiсть
тензоопору вiд механiчного напруження X на дослiджуваному кристалi кремнiю для ne ≈ (5÷6) ·1013 cм−3

при T = 77,4 К

(типовий приклад — вставка на рис. 1) i граничнi значення цiєї функцiї (що вимiрюються
при X → ∞) в областi її виходу на насичення у виглядi ρ[100]∞ /ρ0. Вимiри при X → ∞
забезпечують в n−Si при умовi ~X // ~J // [100] повне переселення носiїв струму в два
мiнiмуми, якi опускаються вниз по шкалi енергiй.

Побудувавши залежнiсть ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne), одержали таку особливiсть у змiнi гранич-
них значень питомого опору з концентрацiєю носiїв заряду, а саме: наявнiсть мiнiмуму
в областi 1017 6 ne 61018 cм−3 (рис. 1).

Монотонне зниження значень ρ[100]∞ /ρ0 з пiдвищенням рiвня легування невироджених
кристалiв аж до NI ≡ ne ≈ 1017 см−3 вiдбувалося за рахунок зростання анiзотропiї
розсiянняKτ (при пiдвищеннi внеску домiшкового розсiяння в цьому концентрацiйному iн-
тервалi) i зменшення параметра анiзотропiї рухливостi K = Km/Kτ . Однак при подаль-
шому пiдвищеннi NI , яким забезпечувався перехiд вiд класичної статистики до виродже-
ної, функцiя ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) досягала мiнiмуму i потiм починала зростати, як це видно
з рис. 1. Тобто, концентрацiйнi змiни цiєї функцiї зовнi виглядали так, неначе анiзотро-
пiя Kτ з настанням виродження починала зменшуватись i в областi гранично високих зна-
чень NI повнiстю зникала (тобто, Kτ = 〈τ‖〉/〈τ⊥〉 → 1), так само, як i в найбiльш чистих
кристалах.

Зростання функцiї ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) в областi ne > 1018 см−3 можна пояснити, iмовiрно,
проявом деформацiйного “виморожування” носiїв заряду iз зони провiдностi (c-зони) на
енергетичнi рiвнi домiшкової зони, що при цьому виникає, а також проявом часткового
виродження електронного газу в сильно легованих кристалах, яке наступає при цих умовах.

Наведене вище спiввiдношення (2), з урахуванням отриманої залежностi 2 (рис. 1, встав-
ка), забезпечує визначення величини параметра анiзотропiї рухливостi K = µ⊥/µ‖ =
= Km/Kτ , а отже, i параметра анiзотропiї розсiяння Kτ = Km/K, оскiльки величину
параметра анiзотропiї ефективної маси Km = m‖/m⊥ = 0,91 : 0,191 = 4,76, як добре вiдо-
мо для n−Si з даних вивчення циклотронного резонансу (див., наприклад, роботи [9, 10]),
можна вважати в розглядуваному випадку n−Si практично незалежною вiд величини ме-
ханiчного напруження X.
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На змiну спаду залежностi ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) (крива 1, рис. 1), пов’язаного, як уже бу-
ло вiдзначено, з проявом пiдвищеного внеску домiшкового розсiяння (подiбно до криста-
лiв n–Ge [11]), що супроводжується зниженням “деформацiйної чутливост” зразкiв бiльш
високого рiвня легування (тобто, при наближеннi електронного газу в кристалах до вирод-
женого стану), при подальшому пiдвищеннi ne > 1017÷ 1018 см−3 i появою домiшкової зони
(замiсть домiшкового рiвня енергiї в забороненiй зонi слабо легованих кристалiв), поряд зi
звичайним механiзмом деформацiйного мiжмiнiмумного перерозподiлу носiїв з’являється
можливiсть деформацiйного “виморожування” носiїв заряду iз c-зони на вiльнi рiвнi домiш-
кової зони, енергетичне положення яких в забороненiй зонi може проявляти ще й дефор-
мацiйно-обумовлену залежнiсть. Це й приводить (в областi ne > 1018 см−3) до зростання
ρ[100]∞ /ρ0.

Як наведенi тут, так i опублiкованi ранiше (див., наприклад, [12]) результати вказують
на те, що дослiджуване вiдношення ρ[100]∞ /ρ0, а отже, i пов’язанi з ним значення параметра
анiзотропiї рухливостi в окремо взятому iзоенергетичному елiпсоїдi

K =
µ⊥
µ‖

=
3

2

ρ∞
ρ0
−

1

2
, (5)

а також параметра анiзотропiї термо-ЕРС захоплення електронiв фононами, який визна-
чається вiдповiдними компонентами тензора термо-ЕРС для електронiв, що належать одно-
му мiнiмуму енергiї

M =
αф
‖

αф
⊥

=
2K

(2K + 1)
αф
0

αф
∞

− 1

=
2K

(2K + 1)
α0 − α

e
(6)

α∞ − αe(2)
− 1

(6)

(де αф
‖ , αф

⊥ — фононнi складовi термо-ЕРС захоплення вздовж i поперек довгої осi iзоенерге-

тичного елiпсоїда вiдповiдно; αф
0 i αф

∞ — фононнi складовi термо-ЕРС, вимiрянi в недефор-
мованому i пружно деформованому кристалi; α0 i α∞ — значення термо-ЕРС в недефор-

мованих i в деформованих зразках вiдповiдно; αe =
k

e

[
2 + ln

2(2πm∗kT )3/2

n0h3

]
— електронна

(дифузiйна) складова термо-ЕРС (формула Писаренка) [13]; n0 — концентрацiя носiїв за-
ряду; e — заряд електрона; k — стала Больцмана; T — температура; h — стала Планка;

m∗ = N2/3 3

√
m‖m

2
⊥ — ефективна маса густини станiв; N — число iзоенергетичних елiпсої-

дiв) можуть проявляти чутливiсть до термiчної передiсторiї дослiджуваних кристалiв. Саме
з урахуванням цiєї обставини описанi в данiй роботi дослiди були виконанi на зразках, виго-
товлених iз одного i того ж зливка, що певною мiрою гарантувало тотожнiсть їх термiчної
передiсторiї.

На закiнчення можна зробити такi висновки.
1. У широкому iнтервалi концентрацiй носiїв заряду 1 · 1012 6 ne ≡ NI 6 1 · 1019 cм−3

при T = 77,4 К в дослiдах з n−Si знайдено граничнi значення тензоопору ρ[100]∞ /ρ0 залежно
вiд ne. З’ясовано, що дослiджена функцiя має чiтко виражений мiнiмум в областi ne ≈
≈ 1017÷1018 см−3, виникнення якого зумовлене проявом початку виродження електронного
газу, пов’язаного з достатньою для цього концентрацiєю ne.

2. Виявлений мiнiмум дослiдженої функцiї характеризує початок перекриття домiшкової
зони з нижньою межею зони провiдностi.
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3. Експериментально отримана залежнiсть ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) дозволяє проводити розра-
хунки параметра анiзотропiї рухливостi K = µ⊥/µ‖ = Km/Kτ (а отже, i Kτ = Km/K)
для областi азотних температур i використаного в дослiдах дiапазону ne в припущеннi,
що ne = NI ≡ Nдонорiв, тобто, що дослiджуванi кристали є практично не компенсованими.
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П.И. Баранский, В.М. Бабич, Г. П. Гайдар

Концентрационная зависимость тензосопротивления
монокристаллов n−Si

В широком интервале концентраций носителей заряда 1012 6 ne ≡ NI 6 1019 cм−3 при T =
= 77,4 К в опытах с монокристаллами n−Si экспериментально получена зависимость пре-
дельных значений тензосопротивления ρ[100]∞ /ρ0 от ne, которая позволяет проводить расче-
ты параметра анизотропии подвижности K = µ⊥/µ‖ = Km/Kτ (а следовательно, и пара-
метра анизотропии рассеяния Kτ = Km/K) для области азотных температур в предполо-
жении, что исследуемые кристаллы являются практически не компенсированными. Объяс-
нено наличие минимума на зависимости ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) в области ne ≈ 1017 ÷ 1018 см−3.
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P. I. Baranskii, V. M. Babich, G.P. Gaidar

The concentration dependence of the tensoresistance of n−Si single
crystals

In a wide range of concentrations of charge carriers 1012 6 ne ≡ Ni 6 1019 cm−3 at T =
= 77.4 К in the experiments with the single crystals of n−Si, the dependence of the limit values
of tensoresistance ρ[100]∞ /ρ0 on ne, which allows us to calculate the anisotropy parameter of mobi-
lity K = µ⊥/µ‖ = Km/Kτ (and, hence, the anisotropy parameter of scattering Kτ = Km/K)
for the region of liquid nitrogen temperatures in the assumption that the investigated crystals are
almost uncompensated, is experimentally obtained. The presence of a minimum on the dependence
ρ[100]∞ /ρ0 = f(ne) in the region of ne ≈ 1017 ÷ 1018 сm−3 is explained.
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Вода в условиях обработки путем
дискретно-импульсного ввода энергии

Исследованы свойства воды при обработке по термовакуумной технологии: физические
и теплофизические параметры, химические преобразования в примесях, изменение водо-
родного показателя в диапазоне температур от 4 до 100 ◦С при десятикратном перепаде
давлений и перегревах до 50 ◦С. Установлено изменение электропроводности, удельной
теплоты парообразования, кинематической вязкости, химического состава и струк-
туры примесей, величины водородного показателя (pH). Показатель (pH) изменялся
в пределах от 6,8–7 до 9–9,2 и сохранялся без изменений до двух лет. Для объясне-
ния полученных результатов выдвинута гипотеза на основе поляризационной модели
структуры воды.

Дискретно-импульсный ввод энергии (ДИВЭ) в гетерогенные среды определяет пути пря-
мого преобразования непрерывно вводимой в аппарат энергии в кратковременные импульсы
высокой мощности, дискретно распределенные в рабочем объеме [1].

Термовакуумная технология обработки жидкостей разработана в Институте техничес-
кой теплофизики НАН Украины. Она построена на механизмах ДИВЭ, в ней используются
процессы адиабатного вскипания и кавитации при резких перепадах давления в сочетании
с нагревом и охлаждением потока жидкости [2, 3].

Вода в данной работе рассматривается как субстанция, существующая в природе со
свойственными ей примесями и включениями.

Термовакуумная технология при обработке жидкостей позволяет получать ряд новых
эффектов. Так, при обработке воды получены существенные изменения состава и структуры
примесей, а также аномально высокие значения водородного показателя (pH).

Водородный показатель определяется наличием в воде противоположно заряженных
ионов Н+ и ОН−, так как вода способна диссоциировать [4]

H2O ⇄ H+OH−.

В равновесном состоянии при равенстве концентраций ионов Н+ и ОН− вода обладает
нейтральной реакцией. При нарушении равновесия при избыточной концентрации ионов
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Рис. 1. Термовакуумная технология обработки жидкостей: 1, 3 — конденсация; 2, 4, 7, 9 — повышение
давления; 5 — ввод теплоты в систему; 6, 8 — испарение; 10 — отвод теплоты из системы

Н+ она имеет кислую реакцию, при избыточной концентрации ионов ОН− — щелочную.
Причиной нарушения равновесия могут быть либо химические взаимодействия с приме-
сями воды, либо физические воздействия на структуру воды. Химические взаимодействия
определяются присутствием в воде примесей, способных соединяться с ионами Н+ и ОН−.
Внешние воздействия на воду в виде различного рода полей, замораживания с последую-
щим размораживанием и т. д. также способствуют изменению водородного показателя. Наи-
более существенные его изменения наблюдаются при жесткой акустической кавитации, ко-
гда происходит разрушение молекулы воды с разрывом ковалентных связей и образованием
новых соединений: Н∗, ОН∗, Н+, ОН−, О, Н2, Н2О2 в момент схлопывания кавитационных
пузырьков при возникновении закритических режимов с высокими значениями темпера-
туры и давления. До конца этот механизм не изучен, но существует достаточно большое
количество экспериментальных данных, подтверждающих это явление [5–11]. В [11] приво-
дятся экспериментальные данные обработки воды жесткой акустической кавитацией, в ре-
зультате которой показатель pH возрастал до значений 8–8,1 и сохранялся от нескольких
секунд до нескольких часов.

Принципиально новым результатом в наших экспериментах является то, что при об-
работке по термовакуумной технологии показатель pH сохраняется более двух лет. Это
говорит о том, что в воде постоянно поддерживается избыточная концентрация ионов ОН−

и отсутствуют свободные ионы Н+.
Водородный показатель может определять течение многих химических, технологичес-

ких и биологических процессов, поэтому изучение этого явления представляет как научный,
так и практический интерес.

Описание термовакуумной технологии обработки жидкостей. Термовакуумная
технология представляет собой ряд последовательных взаимосвязанных процессов в потоке
жидкости: диспергирование, конденсация, нагрев, охлаждение, кипение, испарение, насос-
ное перекачивание с возможными эффектами кавитации (см. рис. 1).

В технологии применяется процесс адиабатного вскипания, когда предварительно акку-
мулированная в жидкости внутренняя энергия реализуется при истечении потока перегре-
той жидкости через диафрагму или насадок в виде растущих с высокой скоростью паровых
пузырьков, которые на коротком отрезке пути трансформируют жидкостный поток в паро-
жидкостный с образованием пузырьковой, а затем пленочной структуры. Тонкие пленки на
выходе из насадка разрушаются с образованием мелких капель размером в несколько мкм
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Рис. 2. Принципиальная схема аппарата для обработки жидкости: 1–4 — вакуумные камеры; 5 — тепло-
обменник для нагрева жидкости; 6 — центробежные насосы; 7 — вакуумный насос; T , P — датчики для
измерения температуры и давления, соответственно

и нм. В процессе роста пузырьков происходит непрерывное обновление поверхности раздела
фаз. Эти динамические процессы протекают во временном масштабе наносекунд. В межпу-
зырьковом пространстве возникает сложная гидродинамическая обстановка с образованием
макро- и микровихрей, высокой турбулизацией жидкости и высокими сдвиговыми напряже-
ниями. С поверхности образовавшихся мелких капель идет процесс испарения со скоростью,
близкой к скорости испарения в вакууме, и также с обновлением поверхности раздела фаз.
Образовавшийся пар подается в область диспергированной охлажденной жидкости, где он
конденсируется на поверхности капель и пленок.

Описание экспериментальной базы. Эксперименты проводились на технологичес-
кой линии с использованием специально разработанного аппарата, в котором реализуется
термовакуумная технология. Принципиальная схема аппарата представлена на рис. 2.

Охлажденная вода в диспергированном состоянии непрерывно подается последователь-
но в 1-ю и 2-ю камеры аппарата, где поддерживается заданное разрежение. Затем вода
подается в теплообменник для подогрева до заданной температуры и поступает последова-
тельно в 3-ю и 4-ю камеры, где также поддерживается разрежение, после чего поступает
в теплообменник для охлаждения. Датчики температуры и давления были установлены
в точках, указанных на рис. 2.

Исследования проводились в диапазоне температур от 4 до 100 ◦С при десятикратном
перепаде давлений от 1 до 0,1 ат; перегрев воды относительно температуры насыщения
достигал 50 ◦С.

В экспериментах использовалась вода из скважин различных регионов.
Исследовали изменение физических и теплофизических параметров воды; химические

преобразования в примесях воды, их структуру и фракционный состав; изменение водо-
родного показателя (pH) в зависимости от величины перегрева воды в потоке, по этапам
обработки и от времени хранения.
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Рис. 3. Изменение микроструктуры сухого остатка (увеличение ×1600): а — вода исходная; б — вода обра-
ботанная

Результаты экспериментов. В результате исследований установлено следующее.
1. При обработке воды по термовакуумной технологии изменяется ряд физических и теп-

лофизических параметров: электропроводность, гальванический ток, удельная теплота па-
рообразования, кинематическая вязкость, неизменным остается окислительно-восстанови-
тельный потенциал (табл. 1). Анализы проводились совместно с Институтом физики НАН
Украины.

2. Изменяется химический состав примесей исходной воды. Анализы проводились по 17
параметрам, согласно действующим Государственным нормативам в сертифицированной
лаборатории Украинского научно-исследовательского института спирта и биотехнологий
продовольственных продуктов. Результаты приведены в табл. 1.

Как видно, уменьшаются общая жесткость, общая щелочность, массовая концентрация
гидрокарбонатов. Изменяется микроструктура и фракционный состав примесей, которые
определялись по сухому остатку: повышается дисперсность и структура (см. рис. 3).

3. Наиболее существенно изменяется величина водородного показателя (pH). В экспе-
риментах она достигала значений 9–9,2 при исходном значении 6,8–7.

Было установлено, что pH изменяется по этапам обработки. На первом–втором этапах
в камерах аппарата 1–2 (см. рис. 2) наблюдается некоторое повышение показателя. При
нагревании в теплообменнике после камер 1, 2 pH незначительно снижается. Основное

Таблица 1. Изменение физико-химических показателей воды при обработке по термовакуумной технологии

Параметры Вода исходная
Вода, обработанная

при 80 ◦C

Электропроводность, мкС 501 428
Окислительно-востановительный потенциал, мВ +221 +221
Гальванический ток, с. е. 125 115
Удельная теплота испарения, Дж/кг 2187,22 2265,86
Вязкость кинематическая, м2/с 1,01543 · 10−6 1,01080 · 10−6

Общая жесткость, ммоль/дм3 4,4 2,85
Общая щелочность, ммоль/дм3 5,4 3,92
Массовая концентрация гидрокарбонатов, мг/дм3 351 300
Водородный показатель, pH 7,6 8,9

96 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №9



Рис. 4. Изменение водородного показателя в зависимости от перегрева воды

повышение pH наблюдается после камер вскипания 3, 4. Степень повышения зависит от
уровня перегрева потока воды на входе в камеру 3 (см. рис. 2).

На рис. 4 показаны результаты экспериментов по определению зависимости величины
pH от перегрева воды на входе в зону адиабатного вскипания — в камеру 3. При недогреве
воды до температуры насыщения и при перегревах до 10–15 ◦С величина pH не изменяется
и остается постоянной. С увеличением перегрева, по мере развития процесса адиабатного
вскипания, начинается рост величины pH. Максимального значения в данной серии экспе-
риментов она достигала 9,2 при перегреве 55 ◦С.

Были проведены длительные исследования изменения величины pH в процессе хра-
нения. Герметично закрытые колбы с обработанной водой хранились при температуре
18–22 ◦С более двух лет. В течение этого времени величина pH практически не изменя-
лась.

Анализ результатов экспериментов. В природе не существует абсолютно чистой
воды. В ней всегда присутствуют примеси в виде газов, органических и неорганических
соединений, которые определяют ряд ее свойств и течение многих реакций.

При обработке воды по термовакуумной технологии на первых двух этапах в результате
вакуумирования и частичного подогрева удаляется значительная (до 50%) часть газовой
составляющей примесей.

Наибольшей растворимостью в воде обладает углекислый газ, который образует с ней
угольную кислоту [4]

CO2 +H2O→ H2CO3, (1)

которая диссоциирует

H2CO3 → H+ +HCO−
3 , (2)

HCO3 → H+ +CO2−
3 . (3)

В результате в воде создается повышенная концентрация ионов Н+. При удалении из
воды углекислого газа реакции (1)–(3) сдвигаются влево с уменьшением концентрации сво-
бодных ионов Н+. При этом уменьшаются массовая концентрация гидрокарбонатов, общая
жесткость и общая щелочность и, как следствие, повышается значение pH.

Мы проанализировали и экспериментально проверили вклад СО2 в изменение pH при
обработке воды по термовакуумной технологии. Полное удаление СО2 в сочетании с ваку-
умированием и нагревом приводит к изменению pH на 5–7% от конечного результата.

Повышение pH на 3, 4 этапах обработки определяется условиями протекания адиабатно-
го вскипания: резкое падение давления определяет резкий фазовый переход с образованием
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тонких пленок и мелких капель, с поверхности которых идет интенсивное испарение. Эти
процессы приводят к аномально высокому и стойкому повышению показателя pH. Срав-
нение этой величины при различных способах обработки показывает, что при термоваку-
умной технологии она значительно выше, чем в результате удаления СО2 и при жесткой
кавитации.

Для объяснения полученных результатов выдвинута гипотеза на основе поляризаци-
онной модели структуры воды [12–14]. Известно, что молекула воды представляет со-
бой диполь, содержащий положительный и отрицательный заряды на полюсах, что опре-
деляет ее способность к межмолекулярным взаимодействиям за счет водородных свя-
зей. Каждая молекула воды может образовывать водородную связь с четырьмя соседни-
ми молекулами, образуя ажурный сетчатый каркас. При определенных условиях в си-
стеме водородных связей могут возникать различного рода дефекты, в том числе во-
зможно образование комплекса Н5О

+
2 , который состоит из двух молекул Н2О, связан-

ных прочной короткой водородной связью. В результате образования таких комплек-
сов освобождается ион ОН−. В [15] описываются условия, необходимые для возникно-
вения таких комплексов: низкие давления, нахождение воды в тонких пленках и на-
норазмерных объемах, резкие фазовые переходы. Сравнение условий, вызывающих де-
фекты в структуре воды, с условиями течения процессов в термовакуумной техноло-
гии показывает, что они во многом совпадают: низкие давления, резкие фазовые пере-
ходы, наноразмерные капли, тонкие пленки, интенсивная турбулизация и высокие сдвиго-
вые напряжения в межпузырьковом пространстве при адиабатном вскипании. На осно-
вании этого можно утверждать, что причиной избыточной концентрации ионов ОН−

в воде после обработки по термовакуумной технологи является образование комплексов
Н5О

+
2 .

Таким образом, в данной работе приведены результаты исследований изменений свойств
воды при обработке по термовакуумной технологии и гипотеза, объясняющая причину изме-
нения водородного показателя.

Водородный показатель определяет течение многих химических, технологических и био-
логических процессов. В практической деятельности изменение pH достигается чаще всего
путем ввода химических реагентов, что не всегда благоприятно сказывается на конечном
результате. Представляемая технология позволяет получать воду с заданным pH без введе-
ния каких-либо добавок. Это может быть использовано во многих отраслях деятельности
человека. Например, в бальнеологии, в частности, в гастроэнтерологии, когда длительное
применение минеральной воды с высоким pH может привести к нежелательной минерализа-
ции организма, использование воды, обработанной по термовакуумной технологии, которая
может иметь как угодно низкую минерализацию, не будет иметь нежелательных побочных
эффектов. В пищевой, фармацевтической, микробиологической и медицинской промышлен-
ности она может быть использована в целом ряде технологических процессов. В энергетике
может быть использована для нейтрализации кислых вод, в частности, продуктов сгорания
природного газа.

Можно уверенно сказать, что представляемая технология имеет широкую перспективу
применения в реальных технологиях.

Что касается научного аспекта работы, полученные экспериментальные данные расши-
ряют представления о возможности изменения свойств воды за счет изменения ее струк-
туры, возможно, подтверждает экспериментально ряд положений поляризационной модели
структуры воды.
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Академiк НАН України А.А. Долiнський, Ю.О. Шурчкова

Вода в умовах обробки шляхом дискретно-iмпульсного введення
енергiї

Дослiджено властивостi води при обробцi за термовакуумною технологiєю: фiзичнi та
теплофiзичнi параметри, хiмiчнi перетворення в домiшках, змiна водневого показника в дiа-
пазонi температур вiд 4 до 100 ◦С при десятикратному перепадi тискiв i перегрiвах до 50 ◦С.
Встановлено змiну електропровiдностi, питомої теплоти пароутворення, кiнематичної
в’язкостi, хiмiчного складу та структури домiшок, величини водневого показника pH. По-
казник pH змiнювався в межах вiд 6,8–7 до 9–9,2 i зберiгався без змiн до двох рокiв. Для по-
яснення отриманих результатiв висунуто гiпотезу на основi поляризацiйної моделi струк-
тури води.
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Academician of the NAS of Ukraine A.A. Dolinskiy, J.A. Shurchkova

Water under the treatment by a discrete-pulse introduction of power

Properties of water under the treatment by the thermal vacuum technology are investigated: physical
and thermophysical parameters, chemical transformations in impurities, and change of a hydrogen
indicator in a range of temperatures from 4 to 100 ◦С at the tenfold difference of pressures and
overheats to 50 ◦С. The changes in electric conductivity, galvanic current, specific heat of steam
formation, kinematic viscosity, and change of a hydrogen indicator (pH) are established. The pH
values increased from 6.8. . . 7 to 9. . . 9.2 and remained without changes till 2 years. To explain the
results, the hypothesis based on the polarization model of the structure of water is proposed.
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Створення наноструктурованої перлiтної сталi шляхом

легування залiза нанокомпозицiйним порошком
на основi нестехiометричного карбiду кремнiю

Вивчено процеси формування композицiйних матерiалiв на основi залiза при викорис-
таннi синтезованих дисперсних порошкових продуктiв у системi SiC — Fe2O3 як лiга-
тури. Виявлено, що отриманi сплави мають структуру нанорозмiрного перлiту. Вста-
новлено, що введення синтезованих дисперсних порошкових продуктiв у розплав залiза
сприяє високому рiвню механiчних характеристик, зокрема, показника межi плиннос-
тi (1420–1790 МПа). Розглянуто вплив рiзних стадiй термiчної обробки на механiчнi
характеристики створеного сплаву.

Одним iз перспективних напрямiв в областi порошкової металургiї є отримання матерiа-
лiв та виробiв з субмiкрокристалiчною структурою для досягнення в них високих по-
казникiв фiзико-механiчних та експлуатацiйних властивостей [1]. Пiдвищення механiчних
властивостей конструкцiйних матерiалiв здiйснюється за рахунок формування в них ульт-
радрiбнозернистої структури з розмiром зерна до 1 мкм [2]. Корозiйностiйка аустенiтна
сталь 12Х18Н10Т пiсля рiвноканального кутового пресування при кiмнатнiй температурi
з розмiром зерна 100 нм має межу плинностi 1340 МПа, що фактично в 6 разiв переви-
щує межу плинностi цiєї сталi пiсля термообробки. При цьому пластичнiсть зберiгається
на достатньо високому для такої мiцностi рiвнi δ = 27% [3]. Тому мета даної роботи по-
лягала у вивченнi процесiв формування структури високомiцного сплаву на основi залiза
при використаннi синтезованих дисперсних порошкових продуктiв у системi SiC — Fe2O3

як лiгатури, а також дослiдження їх механiчних характеристик.
Методика експерименту. Для формування металокомпозицiйного матерiалу як ви-

хiдних компонентiв використовували порошкове залiзо марки ПЖР4М3 Броварського ка-
зенного заводу порошкової металургiї (питома поверхня порошку 0,03–0,072 м2/г) та син-
тезований дисперсний порошковий продукт у системi SiC — Fe2O3. Порошковий матерiал
отримували з порошку нанорозмiрного нестехiометричного карбiду кремнiю (твердий роз-
чин вуглецю в карбiдi кремнiю (SiC−C)) [3, 4], залiзоокисного червоного пiгменту (α-Fe2O3)
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(ТУ 6-10-2029-86) та дисперсного порошку спеченого концентрату залiзної руди (СКЗР)
Полтавського ГЗК у виглядi котунiв (ТУ 14-9-385-92). Порошковi компоненти SiC−C, Fe2O3

та СКЗР змiшували на установцi “Санд” в керамiчних барабанах з твердосплавними куль-
ками (WC–Co), у середовищi дистильованої води впродовж 1 год. Спiввiдношення маси
шихти до маси розмелювальних тiл становило 1 : 6.

Термiчну обробку порошкових сумiшей системи xSiC — (100 − x)Fe2O3, де x = 10–90%,
проводили в iндукцiйнiй печi в середовищi проточного аргону при 1400 ◦С впродовж 1 год.
Отриманий порошковий матерiал гомогенiзували на установцi “Санд” 30 хв.

Формування металевих композитiв здiйснювали шляхом змiшування порошкового залiза
та синтезованого дисперсного порошкового матерiалу на вказанiй установцi впродовж 30 хв.
Отриманi порошковi сумiшi системи Fe — 3% лiгатура (продукт взаємодiї в системi SiC−C —
Fe2O3 та (SiC−C) — СКЗР) плавили в iндукцiйнiй печi при 1700 ◦С 40 хв без захисного
середовища, використовуючи шлiф порошок оксиду алюмiнiю як засипку. Отриманi сплави
кували при 900 ◦С та прокатували на двохвалковому станi ИМ-3 до загальної деформацiї
понад 80%. Вiдпал зразкiв проводили в печi опору при 700 ◦С впродовж 2 год з подальшим
охолодженням разом з пiччю.

Аналiз отриманих результатiв. З даних рентгеноструктурного аналiзу (табл. 1) ви-
пливає, що термiчна обробка порошкових сумiшей системи SiC−C — Fe2O3 призводить до
формування гетерофазного складу. Закономiрним є зменшення вмiсту залишкового високо-
дисперсного карбiду кремнiю в порошкових продуктах, що пов’язано з вiдновлювальними
процесами оксиду залiза.

При замiнi оксиду залiза дисперсним порошком СКЗР (ТУ 14-9-385-92) iстотних змiн
у формуваннi фазового складу не вiдбувається (табл. 2) — термiчна обробка того само-
го ступеня. Також реалiзується процес повного вiдновлення залiза. Звертає на себе увагу
значне збiльшення вмiсту SiO2 у порiвняннi з композицiями, отриманими з використанням
порошку оксиду залiза (див. табл. 1). Пiдвищений вмiст фази α-кристобалiту пояснюється
складом СКЗР, який мiстить до 20% за масою оксиду кремнiю (ТУ 14-9-385-92).

Таблиця 1. Фазовий склад продуктiв взаємодiї в системi SiC−C — Fe2O3 пiсля термiчної обробки

Номер складу
лiгатури

Вихiдний масовий
склад композитiв, %

Вмiст фаз, %

SiC SiO2 β-Si3N4 Si2N2O Fe2Si Fe5Si3

1 90 SiC−C — 10 Fe2O3 62,1 — 26,4 4,5 5,1 1,9
2 80 SiC−C — 20 Fe2O3 60,3 — 14,5 7,3 12,9 5,0
3 70 SiC−C — 30 Fe2O3 56,4 — 8,1 9,2 19,0 7,3
4 60 SiC−C — 40 Fe2O3 43,6 — 6,4 9,3 27,2 13,5
5 50 SiC−C — 50 Fe2O3 33,8 14,7 — — 33,1 18,4
6 40 SiC−C — 60 Fe2O3 14,1 23,2 — — 37,2 25,5

Таблиця 2. Фазовий склад продуктiв взаємодiї в системi SiC−C — СКЗР пiсля термiчної обробки

Номер складу
лiгатури

Вихiдний масовий
склад композитiв, %

Вмiст фаз, %

SiC SiO2 Si2N2O Fe2Si Fe5Si3 FeO Fe3Si Fe7C3

1* 90 SiC−C — 10 СКЗР 80,1 4,0 9,5 2,8 3,6 — — —

2* 80 SiC−C — 20 СКЗР 74,2 9,3 — 9,6 6,9 — — —
3* 70 SiC−C — 30 СКЗР 58,3 11,8 — 12,9 11,7 5,3 — —
4* 60 SiC−C — 40 СКЗР 42,0 22,2 — 14,0 16,1 5,7 — —
5* 50 SiC−C — 50 СКЗР 31,1 25,4 — 14,5 22,3 6,7 — —
6* 40 SiC−C — 60 СКЗР 23,8 28,3 — 15,3 25,9 6,7 — —
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Рис. 1. Залежнiсть середнього розмiру диспергованих частинок продуктiв взаємодiї в системi SiC−C —
Fe2O3 пiсля термiчної обробки вiд масового вмiсту порошку (SiC−C)

Подрiбнення продуктiв взаємодiї пiсля термiчної обробки в планетарному млинi призво-
дить до формування дисперсного стану (рис. 1). Як видно з рисунку, зменшення середнього
розмiру частинок спостерiгається в порошкових продуктах iз зростанням вмiсту SiC−C.

Сформованi з порошкового залiза та синтезованого дисперсного порошкового продукту
в системi SiC−C — Fe2O3 та SiC−C — СКЗР сумiшi брикетувались у стальнiй прес-формi
для їх подальшого розмiщення в графiтовому тиглi з використанням засипки iз шлiф по-
рошку оксиду алюмiнiю. Завдяки такiй методицi вдалося отримати однорiднi за структурою
злитки з гладкою поверхнею.

Для виявлення впливу частки карбiду кремнiю в складi лiгатури на формування влас-
тивостей сплавлених зразкiв було проведено дослiдження з використанням продукту, утво-
реного в системi x(SiC−C) — (100 − x)Fe2O3, де x > 40%.

Як видно з рис. 2, а показник межi плинностi композицiйних матерiалiв, що пройшли
стадiї гарячого кування та холодного прокатування, прямо пропорцiйний масовому вмiсту
SiC в лiгатурi (див. табл. 1). Початок графiка (крива 1 ) свiдчить про майже однаковий
вмiст SiC−C у складi лiгатури № 1 й № 2. Рiзкий хiд кривої вниз спостерiгається з 3 до 6
складу включно. Це пов’язано зi зниженням вмiсту SiC−C в складi лiгатур. Залежно вiд
складу лiгатури межа плинностi змiнюється в iнтервалi 1420–1790 МПа. Вiдомо, що при хо-
лоднiй прокатцi сталi зi збiльшенням ступеня деформацiї пiдвищуються всi характеристики
мiцностi: межа плинностi, мiцностi та твердiсть [5].

Аналогiчна залежнiсть показника межi плинностi вiд вмiсту SiC у складi лiгатур, що
утворенi в системi SiC−C — СКЗР, проявляється ходом кривої 2 на рис. 2, а. Бiльш висо-
кий показник межi плинностi для зразка № 2* вiдносно зразка № 1* зумовлений меншим
вмiстом оксидних фаз (див. табл. 2). Для зразка № 1* загальний вмiст оксидних фаз ста-
новить 13,5%, а для зразка № 2* — 9,3%. Незважаючи на 80,1% вмiст карбiду кремнiю
у складi лiгатури № 1*, що на 6% бiльше, нiж у складi лiгатури зразка № 2*, все ж таки
рiвень межi плинностi поступається за рахунок ефективнiшого сприйняття розплавом за-
лiза без оксидних складових лiгатури. Загальний вмiст таких фаз рiзний для зразкiв № 1*
й № 2* i становить 86,5 й 90,7% вiдповiдно. Це може бути причиною переваги значення
межi плинностi.

Рентгенофазовий аналiз сплавлених зразкiв показав, що вони складаються з однiєї фази
фериту α-Fe. Значення параметра гратки цiєї фази (a = 0,28716 нм) на 0,3% бiльше за
параметр гратки нормального фериту (0,28620 нм), що свiдчить про формування твердого
розчину вуглецю та кремнiю в залiзi. Як вiдомо, навiть при швидкому нагрiвi зразкiв чис-
того Fe до 1400–1500 ◦С ще до його розплавлення в мiсцi контакту з SiC утворюється рiдка
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Рис. 2. Залежнiсть межi плинностi (а) та коефiцiєнта пластичностi (б ) зразкiв системи Fe — 3% лiгатура
вiд вмiсту SiC у складi лiгатури:
Система: SiC−C — Fe2O3 (1 ); SiC−C — СКЗР (2 )

фаза в результатi дифузiйного насичення металу кремнiєм i вуглецем. Ця рiдка фаза добре
змочує поверхню SiC. При повному розплавленнi металу вiдбувається енергiйне розчинення
карбiду кремнiю [6]. В процесi формування злитку вiдбувається повна розчиннiсть усiх
складових фаз лiгатури, що в подальшому спричинює формування зародкiв кристалiзацiї
з одночасним утворенням високодисперсного евтектоїдного структурного стану. Саме такий
стан обумовлений вмiстом вуглецю i його розподiлом у структурi зразкiв.

Значення коефiцiєнта пластичностi холоднокатаних зразкiв системи Fe — 3% лiгатура
(див. б на рис. 2) зростає зi зменшенням показника межi плинностi. Як вiдомо, при дефор-
мацiї металiв вiдбувається їх змiцнення за рахунок створення розгалуженої сiтки дислокацiй
або стiнок в результатi чого показники мiцностi пiдвищуються, а показники пластичностi
знижуються [7]. Найбiльше значення коефiцiєнта пластичностi становить 5,4% для зразка,
що характеризується межею плинностi 1550 МПа. Меншi показники коефiцiєнта пластич-
ностi (крива 2 ) (див. б на рис. 2) для зразкiв, що були утворенi з використанням лiгатури
з участю меленого СКЗР, пов’язанi iз вмiстом оксиду кремнiю до 20% у вихiдному складi
(ТУ 14-9-385-92).

Проведення холодної ущiльнюючої прокатки композицiйних матерiалiв системи Fe — 3%
лiгатура пiдвищує показники межi плинностi майже на 400 МПа у порiвняннi зi зразками
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Рис. 3. Фрагмент мiкроструктури (ПЕМ) кованого та холоднокатаного зразка з вмiстом 3% лiгатури, утво-
реного за участю складу лiгатури № 1

пiсля гарячого кування. Вiдпал кованих та холоднокатаних зразкiв при температурi 700 ◦С
впродовж 2 год призводить до значного зниження межi плинностi. Згiдно табл. 3, таке
зниження вiдбувається майже вдвiчi в порiвняннi до значень межi плинностi для зразкiв,
що не проходили стадiю вiдпалу. Слiд зазначити, що температура вiдпалу не перевищувала
температуру переходу α-Fe у γ-Fe, тобто всi релаксацiйнi процеси у структурi проходили
в умовах стабiльностi фази фериту. За даними [8], межа плинностi перлiтної сталi 60Г пiсля
вiдпалу з тонкопластинчастою структурою становить 790 МПа, що майже вдвiчi перевищує
межу плинностi сталi з грубопластинчастою (400 МПа) структурою.

Дослiдження мiкроструктури кованих та холоднокатаних металокомпозитiв системи
Fe — 3% лiгатура (рис. 3) з рiзним складом лiгатури iстотних вiдмiнностей у структурi
зразкiв не виявило. Загальною характеристикою є прояв типового контрасту, що пов’язаний
iз структурою високодисперсного перлiту. Карбiднi пластинчастi утворення спостерiгають-
ся на всiх дiлянках структури. Також виявлена їх переважна орiєнтацiя в межах малих
за розмiром об’ємах, якi для зразка з вищим значенням межi плинностi є дещо меншими
(див. рис. 3).

Холодне прокатування попередньо кованих зразкiв призводить до утворення на зобра-
женнях характерного контрасту, що зумовлений наявнiстю в структурi дислокацiйних сiток
та стiнки. Також є прояв високодисперсної перлiтної структури (рис. 4).

Таблиця 3. Межа плинностi зразкiв системи Fe — 3% лiгатура пiсля рiзних стадiй термiчної обробки (гаряче
кування, холодна прокатка та вiдпал)

Склад сплавлених
зразкiв

Кованi композиц.
матерiали

Кованi
та холоднокатанi

Кованi, холоднокатанi
та вiдпаленi

3% (лiгатура № 1) — 97% Fe 1387 1790 912
3% (лiгатура № 3) — 97% Fe 1217 1626 750
3% (лiгатура № 4) — 97% Fe 1177 1542 640
3% (лiгатура № 2∗) — 97% Fe 1330 1738 757
3% (лiгатура № 3∗) — 97% Fe 1251 1650 652
3% (лiгатура № 4∗) — 97% Fe 1139 1640 631
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Рис. 4. Фрагмент мiкроструктури (РЕМ злому поверхнi) кованого та холоднокатаного зразка з вмiстом 3%
лiгатури, утвореного за участю складу лiгатури № 1

Проведення холодної ущiльнюючої прокатки кованих композицiйних матерiалiв системи
Fe — 3% лiгатура сприяє пiдвищенню механiчних характеристик майже в 2 рази в порiвняннi
з промисловою тонколистовою вальцьованою конструкцiйною вуглецевою сталлю звичайної
якостi Ст3сп (див. табл. 4). За мiцнiстю створенi композити не поступаються високомiцнiй
арматурнiй сталi, що проходить стадiю спецiальної термiчної обробки.

Таким чином за результатами дослiдження можна зробити такi висновки.
Формування композицiйних матерiалiв на основi залiза з використанням синтезованих

дисперсних порошкових продуктiв у системi SiC — Fe2O3 як лiгатури проходить з повним
розчиненням легуючих компонентiв та формуванням однорiдної феритної структури.

Механiчнi характеристики композицiйних матерiалiв системи Fe — 3% лiгатура зале-
жать вiд масового вмiсту SiC у лiгатурi. Проведення холодного прокатування кованих ком-
позицiйних матерiалiв Fe — 3% лiгатура сприяє пiдвищенню показникiв межi плинностi
вiд 1420 до 1790 МПа залежно вiд складу лiгатури. Вiдпал цих зразкiв призводить до зни-
ження межi плинностi майже вдвiчi.

Композицiйнi матерiали системи Fe — 3% лiгатура мають структуру нанорозмiрного
перлiту. Холодне прокатування попередньо кованих зразкiв призводить до утворення на
зображеннях злому характерного контрасту, що зумовлений наявнiстю в структурi дисло-
кацiйних сiток та текстурованих зерен фериту.

Таблиця 4. Порiвняльнi характеристики механiчних властивостей промислових листових, арматурних ста-
лей та металокомпозитiв, отриманих шляхом введення в залiзну матрицю порошкової лiгатури складу № 2
та № 6

Сплав,
% за масою

Межа
плинностi, МПа

Межа мiцностi,
МПа

Мiкротвердiсть,
ГПа

Ст3сп 235 530 1,32
Ст5сп 255 680 —
В500С 600 700 —
Ат1000 1000 1250 —

97% Fe — 3% лiгатура (№ 2) 1760 2000 4,90
97% Fe — 3% лiгатура (№ 6) 1420 1653 3,94
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Создание наноструктурной перлитной стали путем легирования
железа нанокомпозиционным порошком на основе
нестехиометрического карбида кремния

Изучены процессы формирования композиционных материалов на основе железа при исполь-
зовании синтезированных дисперсных порошковых продуктов в системе SiC — Fe2O3 в ка-
честве лигатуры. Обнаружено, что полученные сплавы имеют структуру наноразмерного
перлита. Установлено, что введение синтезированных дисперсных порошковых продуктов
в расплав железа способствует высокому уровню механических характеристик, в част-
ности, показателя предела текучести (1420–1790 МПа). Рассмотрено влияние различных
стадий термической обработки на механические свойства созданного сплава.

Yа. G. Tymoshenko, M.P. Gadzyra,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine G.G. Gnesin, N.K. Davydchuk,
V.B. Galyamin

Creation of nanostructured pearlitic steel by the alloying of iron by a
nanocomposite powder on the base of non-stoichiometric silicon carbide

The processes of formation of Fe-based composite materials with the use of synthesized dispersed
powder products in the system SiC — Fe2O3 as alloy are studied. It is found that the obtained
alloys have structure of nanosized pearlite. It is established that the introduction of the synthesized
dispersed powder products to melted iron favors a high level of the mechanical characteristics,
in particular, the yield strength (1420–1790 MPa). The influences of the various stages of heat
treatment on the mechanical properties of the alloy are examined.
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О термодинамическом анализе изотопного обмена
в воде гидросферы и земной коры

Для оценки физико-химических условий геохимических процессов в гидросфере и земной
коре предложен термодинамический анализ изотопного обмена в воде, благодаря кото-
рому по константе распределения изотопных растворов, свободной энергии и энтропии
можно определять температуру и давление при метеорных и гидротермальных процес-
сах. По энтропии смешения изотопных растворов рассчитан состав устойчивых моле-
кул тяжелой воды и объяснена позитивная корреляция между содержанием дейтерия
(D) и 18O в метеорной воде. Подземные воды и гидротермальный рудоносный флюид
также имеют метеорное происхождение. Содержание D в воде увеличивается в ряду:
газ — жидкость — лед с повышением температуры и давления в реакциях окисления
и ощелачивания, а уменьшается при биогеохимических процессах, взаимодействии с во-
дородом, метаном и органическими веществами (в живых организмах, торфе, угле,
нефти и горючем газе).

Для оценки физико-химических условий геохимических процессов в окружающей среде
большую и новую информацию может дать термодинамический анализ широко распростра-
ненных изотопных систем. Прежде всего это касается веществ с изотопами легких элемен-
тов — водорода, кислорода, углерода, серы и других элементов от лития до свинца и ура-
на с учетом характера, условий и эволюции таких геохимических процессов во внешних
геосферах — атмосфере, гидросфере, земной коре, как формирование геохимических ланд-
шафтов, водообмен в поверхностных и подземных водах, техногенез, выветривание, осад-
кообразование, рудообразование, а также процессов в биогеохимии, метеорологии. Самым
распространенным и активным компонентом в этих взаимодействиях является вода, имею-
щая метеорное происхождение [1]. По этой причине изотопному обмену в воде гидросферы
и земной коры будет уделено основное внимания в настоящем сообщении.

Изотопные системы как растворы. Разные изотопы можно рассматривать и как
разные элементы, поскольку содержащие их вещества отличаются по физическим и хими-
ческим свойствам [2]. Поэтому большинство веществ можно считать многокомпонентными
изотопными идеальными растворами, в которых тяжелые изотопы составляют доли про-
центов, редко первые проценты. Например, жидкая вода (ж) и водный пар (газ (г)) яв-
ляются четырехкомпонентным многовариантным идеальным раствором преобладающего
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Рис. 1. Термодинамические параметры воды (свободная энергия, энтропия):
а — зависимость свободной энергии образования воды с разными изотопами от температуры [5]: 1 — Т2О ж,
2 — D2О ж, 3 — Н2О ж, 4 — Т2О г, 5 — D2О г, 6 — Н2О г;
б — зависимость энтропии смешения (Scм) изотопного раствора от мольной доли компонента (X): чем X
меньше, тем больший ее вклад в энтропию и тем устойчивее раствор по формуле (1) [6]

протия (Н) и подчиненного дейтерия (D) (0,015% по массе и менее), а также преобладаю-
щего 16O и подчиненного 18O (0,2% по массе и менее). Этот раствор имеет позитивную
энтропию смешения — около 0,02 Дж/(град ·моль) (рис. 1) и, естественно, более устойчив,
нежели каждый изотопный компонент воды отдельно. В то же время между тяжелыми изо-
топами — D и 18O в метеорной воде существует устойчивая корреляция [1], что нуждается
в объяснении (рис. 2). Кроме того, рудоносный раствор гидротермальных месторождений,
в том числе таких, как золотые и урановые, по изотопному составу близок к метеорным
водам [1, 3, 4].

О методике физико-химического анализа изотопных систем. Термодинамичес-
кий анализ веществ с изотопными растворами затруднен в связи с тем, что в современной
изотопной геохимии используются не классические физико-химические термины, а некие
новые физические параметры. В частности, как коэффициент фракционирования изото-
па между двумя веществами (α), который равен константе обменной реакции изотопов
и зависит от температуры. Однако при этом содержание изотопа определяется через вели-
чину δ, %�, характеризующую отношение массы тяжелого изотопа к их сумме в образце
и стандарте, по [2]. Это удобно для аналитики и при сравнении незначительного содер-
жания тяжелого изотопа в веществе, но в физической химии и химической термодина-
мике используются другие параметры: мольная или атомная доля в химической форму-
ле вещества, константа распределения, свободная энергия, энтальпия, энтропия реакции
и другие параметры для оценки физико-химических условий геохимических процессов [5]
(см. рис. 1–3).

Следует объяснить известную четкую положительную корреляцию содержания D и 18O
в метеорной воде (см. рис. 2). Для этого необходимо проанализировать некоторые термоди-
намические параметры разных изотопных молекул в изотопном растворе метеорной воды,
такие как энтропия, вероятность и свободная энергия смешения в следующих возможных
изотопных молекулах: Н2

16О, DН 16O, Н2
18О, DН 18O, D2

18О.
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Рис. 2. Состав тяжелых изотопных растворов в метеорных водах:
а — положительная линейная корреляция между содержанием (в массовой доле X ·10−5 и в виде δ) D и 18O
в метеорных водах [1, 2];
б — атомные количества D и 18O в метеорной воде и химические формулы молекул тяжелой воды (газа
и жидкости) в метеорных водах при разных температурах: в океане (при критической температуре воды
374 ◦С), а также при 25 и 0 ◦С, рассчитаны на 1 ат 18O.
Крестиком обозначен состав воды во флюидных включениях в рудных альбититах месторождений урана
докембрия Украинского щита [4]

Рис. 3. Зависимость коэффициента распределения изотопов (lgKp
) и lgKp

парциального давления водного
пара (Pг) от температуры по различным реакциям:
а — lgKp

D по реакции 1 — H2О г + D2O ж = H2О ж + D2О г (1 ); lgKp

18О по реакции 2 в воде между

Н2О ж и Н2О г (2 ) lgKp

18О по реакции 3 между водой и углекислым газом — Н2О ж – СО2 (3 ) [2].
При увеличении температуры графики lgKp

сходятся у критической температуры воды, которая, видимо,
отвечает температуре формирования воды океана.
б — зависимость парциального давления протиевого водного пара (Pг) по реакции: H2О ж = H2О г (1 )
и тяжелого дейтериевого водного пара (РD2О г) по реакции: D2О ж = D2О г (2 ) от температуры, а также
от температуры и атмосферного давления на разных висотах
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Атомные содержания разных изотопов в метеорной жидкой воде при 25 ◦С следующие:
H = 0,9999625, D = 0,000075, 16O = 0,99989, 18O = 0,00011. Энтропия смешения (Scм) изо-
топного раствора в общем водном растворе определяется, например, для первой молекулы
Н2

16О (см. б на рис. 1) [6, 7] таким образом:

Scм = −R(lnX1 ·X1 + lnX2 ·X2 + lnX3 ·X3 + · · · ), (1)

где Scм = −R(2 ·0,9999625 · ln 0,9999625+0,99989 · ln 0,99989) = −R(0,000185) (табл. 1, № 1).
Энтропия смешения изотопного водного раствора D0,682Н1,318

18O1,0:

S7 = −R(0,000075 · ln 0,000075 + 0,0000145 · ln 0,0000145 + 0,00011 · ln 0,00011) =

= −R(0,000713 + 0,00128 + 0,001003) = −R(0,003)

(см. № 7 в табл. 1).
По энтропии смешения можно оценить состав вероятных устойчивых изотопных моле-

кул в метеорной воде, поскольку вероятность процесса связана с его энтропией положи-
тельной корреляцией, согласно соотношению Больцмана [6, 7]:

S = R lnW, (2)

где W — мультиплетность или вероятность молярной системы.
На основании приведенных данных по энтропии смешения изотопов в воде можно сде-

лать вывод о том, что наиболее устойчивыми изотопными молекулами являются растворы
с низкой концентрацией изотопов (см. № 5–7 в табл. 1). Этим также объясняется четкая
положительная корреляция между содержанием D и 18O в метеорной воде. Следовательно,
добавление в водный раствор малых изотопов водорода или кислорода, имеющих незначи-
тельную концентрацию, увеличивает его устойчивость. Это касается не только D, 18O, но
также и 17О, и трития (Т). Указанные изотопы образуют устойчивые молекулы в водном
растворе и Т (в количестве 102–104 Бк/дм3) будет входить не в молекулу НТО [8], а скорее
всего в молекулу тяжелой воды (DНТ)2 18О.

Содержание тяжелых изотопов в воде увеличивается в ряду: газ — жидкость — лед
с ростом температуры и давления в реакциях окисления и ощелачивания, а уменьшается
при биогеохимических процесах взаимодействии с водородом, метаном и в органических
веществах (в живых организмах, торфе, угле, нефти, горючем газе).

Таблица 1. Оценка состава, энтропии смешения и вероятность устойчивости изотопных молекул в метеорной
воде при нормальной температуре

№ п/п Молекула Scм/R
Scм,

Дж/(град ·моль)
∆G298,

Дж/моль Scм, % W , %

1 Н2
16О 0,000185 0,00154 −0,46 2 0,1

2 DН 16O 0,000860 0,00715 −2,13 7 0,4

3 Н2
18О 0,001100 0,00920 −2,73 9 0,7

4 D2
16О 0,001500 0,01250 −3,72 12 1,7

5 D2
18О 0,002500 0,02100 −6,20 21 16

6 DН 18O 0,002760 0,02300 −6,84 23 30

7 D0,7Н1,3
18О 0,003000 0,02500 −7,45 26 51

Сумма — — 0,09940 −29,53 100 100
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О метеорной воде во флюиде метасоматоза и рудообразования. Вода гидро-
сферы имеет постмагматическое происхождение, поскольку выделялась в раннем архее
при кристаллизации огромной массы континентальных архейских плагиогранитов [9–11].
В раннем докембрии основная часть воды этой новообразованной гидросферы составила на
первом этапе поверхностные воды в виде газоводной атмосферы, а затем сплошной океан
глубиной около 2000 м, которые подвергались метеорной переработке [9, 10].

Породы земной коры в докембрии подвергались значительному гидротермально-метасо-
матическому преобразованию с привносом Н2О, К, О2, Н2, СО2, S, Cl и других подвижных
компонентов флюида, имеющего сильно кислую реакцию [12]. Для такой переработки ну-
жен очень большой объем гидротермального флюида, значительно превышающий объем
метасоматитов, поскольку растворимость во флюиде подвижных рудно-силикатных компо-
нентов не более первых весовых процентов [13]. Естественно предполагать активное участие
в этих процессах поверхностных вод гидросферы. Пористость пород земной коры состав-
ляет около 1%, увеличивается в разломно-трещинных зонах до 3–5% [9, 11, 14], а объем
подземных вод в земной коре равен не более 3–5% поверхностных вод. Масса постмагма-
тического флюида в земной коре, а также интрузивных тел гранитоидов, габброидов или
ультрабазитов невелика и со временем резко снижалась. В то же время оказалось, что
изотопный состав рудоносного флюида близок к метеорным водам [1, 4]. Отсюда следует
логичный вывод о том, что метасоматиты и руды в земной коре преимущественно образо-
вывались при инфильтрации поверхностных океанических метеорных вод по проницаемым
зонам разломов и трещиноватости.

В образующихся трещиноватых зонах происходят метасоматические преобразования
вмещающих пород и изменение состава жидкого существенно водного рудного флюи-
да с глубиной от кислого до щелочного. В верхних горизонтах метасоматоз выражает-
ся в кислотном выщелачивании рудных компонентов из вмещающих пород с образова-
нием вторичных кварцитов, а затем при низкой кислотности и нейтральной обстанов-
ке выпадают рудные компоненты в кварцевых жилах и в околожильных метасомати-
тах, в том числе в карбонатных метасоматитах. На магматические и метасоматические
породы накладываются неоднократные процессы регионального метаморфизма от зеле-
носланцевой до гранулитовой фаций. Процессы метасоматоза и рудообразования также
были многофазными, связанными с неоднократным раскрытием проницаемых зон в зем-
ной коре.

Такая инфильтрационно-метеорная модель объясняет наличие огромной массы флюи-
да, которая должна участвовать в процессах метасоматоза и рудообразования в земной
коре.

Выводы. Для оценки физико-химических условий геохимических процессов в окру-
жающей среде большую и новую информацию дает термодинамический анализ широко
распространенных изотопных систем. Благодаря низкому содержанию тяжелых изотопов
изотопные растворы являются идеальными и устойчивыми, поскольку имеют повышен-
ную энтропию и свободную энергию смешения. Атомное распределение изотопов между
равновесными веществами, том числе в воде, и химические формулы веществ с участием
изотопов зависят от температуры, давления и могут широко использоваться для геотермо-
барометрии, поскольку константа равновесия обменной реакции зависит от температуры,
а реакции с участием газов — от величины газового давления.

Вода в гидросфере, атмосфере и земной коре, в частности при многих геохимических
процесах (рудообразовании, метаморфизме, биогеохимии, в гидросфере и в атмосфере),
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имеет метеорное происхождение. Этим, например, объясняется четкая корреляция между
D и 18O в воде [1, 3, 4].

Определена зависимость термодинамических параметров (свободная энергия, энтропия,
константа распределения) обменных реакций: D и 18O в воде между жидкой водой и па-
ром (Н2О ж — Н2О г), между водой и углекислым газом (Н2О ж — СО2 г) от темпе-
ратуры. Приведены химические формулы тяжелой воды в метеорных водах при разных
температурах. Показана зависимость энтропии смешения изотопного раствора от мольной
доли компонента (X): чем X меньше, тем больший ее вклад в энтропию и тем устойчивее
раствор.

Содержание дейтерия в воде увеличивается в ряду: газ — жидкость — лед с ростом
температуры и давления в реакциях окисления и ощелачивания, а уменьшается при био-
геохимических процессах, в реакциях с водородом, метаном и в органических веществах
(в живых организмах, торфе, угле, нефти и горючем газе).
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Член-кореспондент НАН України Р.Я. Белєвцев

Про термодинамiчний аналiз iзотопного обмiну у водi гiдросфери
та земної кори

Для оцiнки фiзико-хiмiчних умов геохiмiчних процесiв у гiдросферi та земнiй корi запро-
поновано термодинамiчний аналiз iзотопного обмiну у водi, завдяки якому по константi
розподiлу iзотопних розчинiв, вiльної енергiї та ентропiї можна визначати температуру
й тиск при метеорних i гiдротермальних процесах. За ентропiєю змiшування iзотопних
розчинiв розраховано склад стiйких молекул важкої води та пояснено позитивну кореляцiю
мiж вмiстом дейтерiю (D) i 18O у метеорнiй водi. Пiдземнi води та гiдротермальний рудо-
носний флюїд також мають метеорне походження. Вмiст D у водi зростає в ряду: газ —
рiдина — лiд при пiдвищеннi температури й тиску в реакцiях окиснення, карбонатизацiї
та вилуговування, а зменшується в кислих розчинах при бiогеохiмiчних процесах, взаємодiї
з воднем, метаном та органiчними речовинами (в живих органiзмах, торфi, вугiллi, нафтi
та в горючому газi).

Corresponding Member of the NAS of Ukraine R.Ya. Belevtsev

About thermodynamic analysis of the isotope exchange in water of the
hydrosphere and the Earth crust

For a new estimate of the physico-chemical conditions of geochemical processes in the hydrosphere
and the Earth crust, the thermodynamic analysis of the isotope exchange in water is proposed.
By the constant of distribution of isotopes, free energy, and entropy, the thermodynamic analysis
of isotope solutions allows us to determine the temperature and the pressure of meteoric and
hydrothermal processes. By the mixing entropy of isotope solutions, the composition of stable
molecules of D2O is determined, and the positive correlation between contents of isotopes 2H
and 18O in meteoric water is explained. Underground water and hydrothermal fluid have also the
meteoric genesis. Contents of D in water increase in the row gas–liquid–ice with increase in the
temperature and pressure in the reactions of oxidation, carbonation, and alkalination, but contents
of D in water decrease by biogeochemical processes, by reactions with hydrogen, CH4, and organic
substances (in living organisms, peat, coal, fuel gas).
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УДК 550.831+550.8

Ю. I. Дубовенко

Про визначення початкового наближення
для контактної задачi

(Представлено академiком НАН України В. I. Старостенком)

Запропоновано аналiтичнi моделi гравiтацiйного поля i горизонтально-шаруватого гео-
логiчного середовища. Перша модель отримана з плоского нормального потенцiалу сили
тяжiння в локальнiй точцi. Iнша модель — клас Чорного контактних поверхонь —
отримана з вiдомого класу Страхова. Подано новi числовi алгоритми для визначення
початкового наближення густинного контакту та його асимптот у цьому класi.

Сучаснi методи обробки геофiзичних даних потребують створення цифрових аналiтичних
моделей поля i геологiчного середовища, якi нацiленi на застосування в ГIС. Для цього
слiд виробити вiдповiднi аналiтичнi конструкцiї. Одну з них — модель середовища типу
контакту пропонуємо до розгляду.

Визначення контакту у вiдомих моделях середовища Страхова, Нумерова, Маловичка [1]
означає обчислення рiзницi ундуляцiй теоретичної моделi середовища та деякого опорного
її елемента, вiд якого цi ундуляцiї не дуже ухиляються. Але при цьому слiд заздалегiдь
знати елементи геометрiї (глибину, форму, орiєнтацiю) опорного елемента (моделi тiла)
як початкового наближення iтерацiй. Для горизонтально-шаруватого середовища виведено
аналiтичнi моделi поля i геологiчного середовища, в яких цi опорнi елементи розраховують
у процесi iтерацiй.

Аналiтична модель поля i середовища. Розглядаємо горизонтально-шаруватий
простiр E(3) з двома густинними межами ∂G1 й ∂G2 роздiлу шарiв G1 й G2, вiдстань мiж
якими dist(∂G1, ∂G2) > 0 при 2G1

⋂
G2 = G2. В областi G2ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) — точки облас-

тi G− = G1
⋃
G2, G2 = G2

⋃
∂G2, x = (x1, x2x3) — точки замкнутої необмеженої областi

G+ = E(3) \ G, ∂G+ = ∂G1, а вiдстань мiж ними дорiвнює γ(x, ξ) =
( 3∑
i=1

(xi − ξi)
2
)1/2

.

Якщо область G2 заповнена масами з густиною δ2(ξ), а область G0 = G1 \ G2 — з гус-
тиною δ1(ξ) (рис. 1), де n(x) — одинична нормаль до поверхнi ∂G+, зовнiшньої щодо G−,
то нормальна сила тяжiння дорiвнює

u(x) ≡
∂V (x)

∂n(x)
= f

∫

G−

δ(ξ)
∂

∂n(x)

1

γ(x, ξ)
dξ, (1)

де δ(ξ) = δ2(ξ) − δ1(ξ), ξ ∈ G2; δ(ξ) = 0, ξ ∈ G0; f — гравiтацiйна стала.
Силу тяжiння описує функцiя

u(x) = | gradV (x)| = f

∫

G−

δ(ξ)| gradx γ
−1(x, ξ)| dξ, (2)

оскiльки значення сили тяжiння — це значення модуля градiєнта потенцiалу [2], а не її
складовi, в тому числi й (1). Але для малої областi Ω можна використати вираз (1).

© Ю. I. Дубовенко, 2013
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Рис. 1. Модель контактного середовища в класi Чорного

У цiй областi Ω, з вiдомою мiрою наближення [3] дiлянку ∂G = Ω
⋂
∂G+ межi ∂G+

вважаємо “необмеженою” площиною: ∂G = {x : x3 = x3(x1, x2) = const, (x1, x2) ∈ S0}, де
S0 = Ω

⋂
∂G+. Нехай в околi Ω− функцiї δ1(ξ) = const, ξ ∈ G2 ⊂ Ω−, δ2(ξ) = const,

ξ ∈ Ω−⋂G1, i δ = δ2 − δ1, а G2 — власна пiдмножина Ω−. Межу Ω обираємо достатньо
гладкою, для якої ∂G2 = {x : xi = xi(xj , xk), (xj , xk) ∈ ∂Si, i, j, k = 1, 2, 3;

⋃
∂Si = ∂G2; xi ∈

∈ C(1,α)(∂Si)}.
За таких умов стосовно середовища викладених вище, отримуємо потенцiал тяжiння:

u(x1,2,3) ≡
∂V (x1,2,3)

∂x3
= fσ

∫

Ω−

∂

∂x3

dξ1dξ2dξ3
γ2(x, ξ)

. (3)

Нерiдко маси, що зосередженi в Ω−, генерують аномалiї u(xi), якi витягнутi, скажiмо,
уздовж осi Ox2. Їх доцiльно вимiрювати по профiлях, паралельних Oξ1. Формула (3) не-
придатна для обробки таких вимiрiв. Але, iнтегруючи вираз (3) за ξ2 при умовi, що x3 = 0,
ξ3 = ξ3(ξ1), a 6 ξ1 6 b, отримаємо аналiтичну модель поля:

u(x, 0) = fσ

b∫

a

dξ1

ξ
(2)
3∫

ξ
(1)
3

2ξ3

(ξ1 − x1)2 + ξ
(2)
3

dξ3 = fσ

b∫

a

ln
(ξ1 − x1)

2 + ξ
(2)
3 (ξ1)

(ξ1 − x1)2 + ξ
(1)
3 (ξ1)

dξ1, (4)

де ξ(1)3 = ξ
(1)
3 (ξ1) i ξ(2)3 = ξ

(2)
3 (ξ1), a 6 ξ1 6 b — кривi, що обмежують знизу i згори тяжiючу

плоску область S.
Аналiтична модель середовища є пiдкласом одного з класiв контактних поверхонь, для

яких гарантовано єдинiсть розв’язку обернених задач гравiметрiї [4–6].
У класi Остромогильського Ost(1,α)(a, b) однозначно визначають змiнну густину δ(ξ1, ξ3)

i контакт x3(ξ1) за значеннями зовнiшнього поля [4] для заданого контакту:

x3(ξ1) =




−h+ δx3(ξ1), ξ ∈ [a, b],

−h, ξ1 /∈ [a, b],
(5)
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де δx3(a) = δx3(b) = 0, x3(ξ1) — кусково-неперервна функцiя;

|δx3(x1)| > c(x1 − a)
1+α, a 6 x1 6 a+ δ, α > 0,

|δx3(x1)| > c(b− x1)
1+α, b− δ 6 x1 6 b, α > 0.

(6)

З пiдкласiв Ost
(1,α)
(+) й Ost

(1,α)
(−) легко утворити моделi антиклiналей i синклiналей.

У класi Страхова St(1,α)(a, b) [5] контакт задається рiвнянням

x3(ξ1) =




−h1 + δx3(ξ1), ξ1 ∈ [a, b),

−h2, ξ1 = b,
(7)

де δx3(a) = 0, h1, h2 > 0, x3(ξ1) 6 0 — кусково-неперервна функцiя, задовольняє на кiнцях
iнтервалу умовам

|δx3(ξ1)| > a1(ξ1 − a)
1+α, a 6 ξ1 6 a+ δ, α > 0,

|δx3(ξ1)| > b1(b− ξ1)
1+α, b− δ 6 ξ1 6 b, δ > 0,

(8)

набуваючи на [a, b] скiнченне число екстремумiв. Контакт можна обмежити так:

zS = z(c1) = sup extr
[a,b]

z(ξ1), −zS 6 h1, zi = z(c2) = inf extr
[a,b]

z(ξ1), −zi 6 h2, (9)

де c1, c2 ∈ [a, b], а точки c1, c2 — внутрiшнi точки вiдрiзку [a, b], або збiгаються з його
межами. У останньому випадку за умови h1 < h2 маємо c1 = a, c2 = b.

Якщо a = −∞, b = +∞, вирази (7), (8) набувають вигляду

z = z(ξ) = −h1 + δz(ξ), ξ ∈ (−ξ0, ξ0),

|z(ξ)− h1| 6 a2|ξ|
−β , |ξ| > ξ0,

|z(ξ)− h2| 6 b2|ξ|
−β , β > 0,

(10)

де h1, h2 > 0, а zS = z(c0) = sup{ extr
[−ξ0,ξ0]

z(ξ1)}, zi = z(c2) = inf{ extr
[−ξ0,ξ0]

z(ξ1)} при c1, c2 ∈

∈ [−ξ0, ξ0], i (для певностi) нехай −zS 6 h1, −zi 6 h2, 0 < h1 < h2. Для такого контакту
шарiв сталої густини встановлена єдинiсть [5].

Нехай G− — горизонтальна смуга, що обмежена згори i знизу прямими z1 = h1, z = h2,
0 < h1 < h2 < +∞, роздiлена на два шари зi щiльнiстю δ1 й δ2 нескiнченно гладкою кривою
∂G−, з асимптотою z = h, h1 < h < h2, зiрчастою щодо нескiнченно вiддаленої точки, де

|z(ξ)− h| 6 k|ξ|α, α > 0, |ξ| > ξ0, z(ξ) ∈ ∂G. (11)

Якщо значення h i стрибок густини ∆δ = δ2 − δ1 вiдомi, то контакт ∂G шарiв за зовнiшнiм
полем вiдновлюється однозначно i є функцiєю класу (11), який, в свою чергу, є пiдкласом
класу (10). Назвемо клас (11) Ch(1,β)(−∞,∞) класом Чорного (вiтчизняного науковця-гео-
фiзика А.В. Чорного, який заклав основи дослiдження функцiоналiв для контактних по-
верхонь). Клас (10) названо класом Страхова St(1,β)(−∞,∞). Очевидно, що правдивi вiд-
ношення:

Ost(1,α)(a, b) ⊂ St(1,α)(a, b), Ch(1,β)(−∞,∞) ⊂ St(1,β)(−∞,∞) ⊃ St(1,α)(a, b). (12)
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Ця модель вiдображає складний розподiл мас — n рудних тiл або контактiв, якi по-
парно не перетинаються (див. рис. 1). Головною проблемою є єдинiсть розв’язку задачi (4)
в класi (11). Ця єдинiсть гарантована у вузьких пiдкласах класiв (12). Їх можна окресли-
ти за наявностi потужної апрiорної iнформацiї про середовище (11). У разi її вiдсутностi
лишається сподiватися на вiдомi наслiдки з теорем роздiлення полiв, якi є справедливими
i для моделi (11).

Алгоритми обчислення контакту. Щоб розв’язати нелiнiйне iнтегральне рiвнян-
ня (4), задавши сталi асимптоти, якi належать однiй з множин (12) допустимих функцiй,
пiсля ряду перетворень отримаємо таке рiвняння:

u(x) = k

b∫

a

ln
(ξ1 − x1)

2 +H2

(ξ1 − x1)2 + x23(ξ1)
dξ1. (13)

Розглядаючи його як функцiонал g(x, z) вiд шуканої функцiї x3(ξ1)у лiнiйному просторi,
знайдемо прирiст ∆g(x, z) = g(x, z + h) − g(x, z), де h(a) = h(b) = 0:

∆g(x, z) = −

b∫

a

2z(ξ)

(ξ − x)2 + z2(ξ)
h(ξ) dξ −

b∫

a

{
[(ξ − x)2 − z2(ξ)]

[(ξ − x)2 + z2(ξ)]2
+

+
2

3

[
−

3δz(ξ)

{(ξ − x)2 + δz2(ξ)}2
+

4δz(ξ)

{(ξ − x)2 + δz2(ξ)}3

]
h(ξ)

}
h2(ξ) dξ (14)

та δz(ξ) = z(ξ) + θ(ξ)h(ξ). Пiсля ряду аналiтичних перетворень на його основi отримуємо
кiлька способiв вiдновлення контакту x3(ξ1), a 6 ξ 6 b за заданим полем g(x), c 6 x 6 d,
[a, b] ⊂ [c, d] за умови mes[a, b] < mes[c, d].

Зокрема, при заданих a, b, H знаходимо ∆z(ξ) = zn+1(ξ) − zn(ξ), де

b∫

a

2zn(ξ)

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
zn+1(ξ) dξ =

=

b∫

a

ln
(ξ − x)2 +H2

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
dξ − g(x) +

b∫

a

2zn(ξ)

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
∆zn(ξ) dξ. (15)

При zn+1(ξ) = zn(ξ) + hn(ξ), n = 0, 1, 2, . . ., h0(ξ) = 0, та вiдомому значеннi z0(ξ) : z1(ξ) =
= z0(ξ) + h0(ξ) маємо:

−

b∫

a

2zn(ξ)

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
hn+1(ξ) dξ =

b∫

a

ln
(ξ − x)2 +H2

(ξ − x)2 + z2n+1(ξ)
dξ − g(x), (16)

−

b∫

a

2zn(ξ)

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
hn+1(ξ) dξ =

=

b∫

a

ln
(ξ − x)2 +H2

(ξ − x)2 + z2n+1(ξ)
dξ − g(x) +

b∫

a

(ξ − x)2 − z2n(ξ)

[(ξ − x)2 + z2n(ξ)]
2
h2n(ξ) dξ. (17)
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Подiбним чином, крiм контакту z = z(ξ), a 6 ξ 6 b, знайдемо “асимптоту” H = const:
наприклад, задаючи H0 i z0(ξ), вважаючи, що zn+1(ξ) = zn(ξ) +∆zn(ξ), Hn+1 = Hn+∆Hn,
n = 0, 1, 2, . . ., i ∆z0(ξ) ≡ 0, ∆H0 ≡ 0, a 6 ξ 6 b, отримуємо аналог виразу (15):

b∫

a

2zn(ξ)

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
∆zn(ξ) dξ −

b∫

a

2Hn

(ξ − x)2 +H2
n

∆Hndξ =

=

b∫

a

ln
(ξ − x)2 +H2

n

(ξ − x)2 + z2n(ξ)
dξ − g(x). (18)

Iснують вiдповiднi аналоги для виразiв (16) й (17), що отриманi за додаткової умови

zn+1(ξ) = zn(ξ) + hn(ξ), Hn+1 = Hn + τn,

h0(ξ) ≡ 0, τ0 ≡ 0, H1 = H0, z1 = z0(ξ).
(19)

Вибiр початкових наближень. У виразах (15)–(18) iстотною є проблема вибору по-
чаткового наближення контакту. Розв’яжемо її таким чином.

Нехай крива g(x), c 6 x 6 d має на [c, d] кiлька екстремумiв у точках ci ∈ [c, d], i =
= 1, 2, . . . , n. Оскiльки δ > 0, то кожному екстремуму вiдповiдає однойменний екстремум
z = z(ξ), a 6 ξ 6 b. Визначимо у множинi {extr

[c,d]
g(x)} найбiльший максимум zS ≡ g(ci) =

= sup{extr
[c,d]

g(x)} i найменший мiнiмум zi ≡ g(cj) = inf{extr
[c,d]

g(x)}. Нехай zS ≡ z(ci) =

= sup{extr
[c,d]

z(ξ)}, zi ≡ z(cj) = inf{extr
[c,d]

z(ξ)} — вiдповiднi екстремуми z (тут абсциси gS й zS

(gi й zi) збiгаються, що не в усiх випадках вiрно.
Початкове наближення контакту задаємо двома способами:

z0 = z0(ξ) = −H0 +∆g(ξ,H0), a 6 ξ 6 b, (20)

z0 = z0(ξ) = −H0 + k0∆g(ξ), a 6 ξ 6 b, (21)

де H0 > 0 — задана стала “асимптота” z0 на лiвому кiнцi [a, b], ∆g(ξ) = g(ξ) − g(a),
∆g(ξ,H0) — аналiтично продовжене значення ∆g(ξ) на рiвнi −H0, k0 = k(H0) — невiдо-
мий коефiцiєнт.

Знайдемо k0. Нехай у точцi c ∈ [a, b] розташована zS (zi). Отримаємо такi нерiвностi для
визначення початкових zS й zi при заданих H, gS й gi:

gS > (1− ci) ln
(1− ci)

2 +H2

(1− ci)2 + z2S
+ ci ln

c2i +H2

c2i + z2S
+ 2H arctg

H

H2 − ci(1− ci)
−

− 2zS arctg
zS

z2S − ci(1− ci)
, (22)

gi 6 (1− cj) ln
(1− cj)

2 +H2

(1− cj)2 + z2i
+ cj ln

c2j +H2

c2j + z2i
+ 2H arctg

H

H2 − cj(1− cj)
−

− 2zi arctg
zi

z2i − cj(1− cj)
. (23)
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Вiдшукання значень zS й zi однотипне, тому iндекси опущено. Утворимо функцiю

f(z) = (1− c) ln[(1− c)2 + z2] + c ln(c2 + z2) + 2z arctg
z

z2 − c(1 − c)
−

− (1− c) ln[(1 − c)2 +H2]− c ln(c2 +H2)− 2H arctg
H

H2 − c(1− c)
+ g. (24)

Наближення zn якогось iз значень zS й zi визначаємо за схемою Чебишева [7]:

zn+1 = zn −
f(zn)

f ′(zn)
−
f ′′(zn)f

2(zn)

2f ′3(zn)
, (25)

де f(z) визначається з функцiї (24). Процес (25) при вдалому виборi zn швидко збiгається:
4 iтерацiї для отримання z(0) з точнiстю до 10−7, що узгоджується з результатами працi [7].

Зауваження 1. З виразiв (22), (23) випливає, що f(zS) > 0, f(zi) 6 0, а за не дуже малих
H > 0 маємо f(zS) > 0, f(zi) < 0. Тому коренi zB , zH рiвнянь f(zB , gS) = 0, f(zH , gi) = 0
дають наближення zS й zi знизу та зверху, що погiршує “якiсть” початкового наближення
z0 = z0(ξ).

Зауваження 2. Величини zS (zi) визначаються неякiсно при великих H, тим паче, якщо
вони є великими. Тому разом iз zS , zi визначають при δg = g(b) − g(a) 6= 0, крiм заданої
лiвої H− i праву “асимптоту” H+ кривої z = z(ξ) за описаною вище схемою, тiльки у виразi
f(z) замiсть gS (gi) беруть δg для визначення H+.

Обчисливши для кожного заданого значення H−
i , i = 1, 2, . . . , n, лiвої “асимптоти” шу-

каної кривої z = z(ξ), a 6 ξ 6 b, значення параметрiв z(i)S , z(i)i , H+
i , i = 1, 2, . . . , n, знайдемо

u(i) = z
(i)
S −H

−
i , u(i) = z

(i)
i −H

−
i , ∆Hi = H+

i −H
−
i ,

δg = g(b)− g(a), δgmax = gS − g(a), δgmin = gi − g(a), (26)

звiдки k
(i)
0 =

1

e

e∑

i=1

k
(i)
i , де k(i)1 =

|u(i)|

|δgmax|
, k(i)2 =

|u(i)|

|δgmin|
, k3 =

|∆H|

|δg|
.

Виведено новi аналiтичнi конструкцiї для обчислення складних контактiв (20), (21). Для
їх обчислення запропоновано процес простих iтерацiй (25), а для послiдовного уточнення
виконують процес (26).

Схему вiдшукування початкового наближення для контактiв з класiв “антиклiналей”
i “синклiналей” Ost

(1,2)
(±) (a, b) апробовано на функцiях, якi моделюють антиклiналь i синклi-

наль: z(ξ) = −H + a(1 − ξ)ξ, z(ξ) = −H − a(1 − ξ)ξ, 0 6 ξ 6 1. Цi конструкцiї краще
збiгаються при обчисленнi за першим зi способiв (15)–(17) порiвняно з вiдомими [8]. Для
асимптот H−

i , H+
i характер збiжностi iтерацiй є аналогiчним.
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Ю.И. Дубовенко

Об определении начального приближения для контактной задачи

Предложены аналитические модели гравитационного поля и горизонтально-слоистой гео-
логической среды. Первая модель получена из плоского нормального потенциала силы тя-
жести в локальной точке. Другая модель — клас Черного контактных поверхностей —
получена из известного класса Страхова. Даны новые численные алгоритмы для определе-
ния начального приближения плотностного контакта и его асимптот в этом классе.

Yu. I. Dubovenko

On the initial approximation definition for a contact problem

Analytical models for the gravity field and the horizontally layered geological medium are offered.
The first model is derived from the 2-D normal gravity potential at a local point. The last model —
a Chorny contact surfaces class — is derived from the known Strakhov class. New numerical algo-
rithms for the definition of the start approximation of a density interface and its asymptotes in
that class are given.
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УДК 550.84:552.1:552.323.5(477.0)

Б.Н. Iванов, I. I. Михальченко, В. О. Синицин, В. В. Загороднiй

Речовинне перетворення дайок дiабазу в ореолi

апогранiтних лужних натрiєвих метасоматитiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.М. Пономаренком)

Наведено данi щодо структурно-текстурного, мiнерального та хiмiчного перетворень
дiабазiв дайкового тiла, задокументованого у межах зонально побудованого ореола апо-
гранiтних лужних натрiєвих метасоматитiв (ЛНМ) i вихiдних гранiтiв Новоукраїнсь-
кого масиву (Iнгульський мегаблок Українського щита). Зокрема, встановлено значне
збiльшення масової частки Na2O у породi дайкового тiла, що розмiщується послiдовно
серед гранiтiв i далi серед метасоматитiв периферичної i центральної частин метасо-
матичного ореола. Отриманi результати пiдтверджують висновок про те, що дослiд-
женi дайки вкорiнилися в породи Новоукраїнського гранiтоїдного масиву до утворення
порiд формацiї ЛНМ центральної частини Українського щита.

Прояви лужного натрiєвого метасоматозу в породах кристалiчного фундаменту централь-
ної частини Українського щита (УЩ) вiдомi з 20-х рокiв минулого столiття. Детальнi описи
метасоматитiв даного петрогенетичного типу по гранiтоїдах, гнейсах, залiзистих i дiопси-
дових кварцитах, сланцях i доломiтах наведенi в багатьох публiкацiях [1–5 та iн.]. З кiнця
60-х рокiв були задокументованi численнi випадки альбiтизацiї, егiринiзацiї дайок дiабазу
в зонах Суботсько-Мошоринського, Кiровоградського, Софiївсько-Компанiєвського розло-
мiв та тектонiчних порушень Новоукраїнського масиву [1, 3, 6, 7]. Проте речовинний склад
продуктiв подiбних метасоматичних перетворень дiабазiв детально не дослiджувався. Не-
щодавно в роботах [3, 6, 7] вперше описано мiнеральнi асоцiацiї приконтактової дiлянки дi-
абазової дайки, локалiзованої в апогранiтоїдних альбiтитах актинолiтової фацiї [5] лужних
натрiєвих метасоматитiв (ЛНМ). У повiдомленнi [6] стисло представлено результати пет-
рографiчного i петрохiмiчного вивчення дiабазiв дайкового субгоризонтального тiла, що
розмiщується в межах ореола ЛНМ Апрельського родовища та поза його межами в ото-
чуючих новоукраїнських гранiтах. Авторами [3, 6, 7] було наведено вагомi аргументи, якi
вказують на доальбiтитовий вiк дослiджених дайок.

Метою даної роботи є встановлення структурно-мiнералогiчних та хiмiчних характе-
ристик дiабазiв єдиного дайкового тiла залежно вiд його положення вiдносно зонально
побудованого ореола апогранiтних ЛНМ Новоукраїнського масиву.

Об’єкт дослiдження — суцiльна дiабазова дайка, що розмiщується серед гранiтiв Но-
воукраїнського масиву та апогранiтних порiд, якi належать до формацiї ЛНМ. У межах
дослiдженої дiлянки, що знаходиться в зонi однiєї з гiлок Тарасiвського розлому (пiвнiч-
но-захiдна частина Новоукраїнського масиву), зонально побудований ореол апогранiтних
метасоматитiв формує потужне тiло, що витягнуте в субширотному напрямi та падає на пiв-
день (рис. 1). Як видно на рисунку, дослiджувана субгоризонтальна дайка перетинає тiло,
складене метасоматичними породами, та виходить за межi пiвнiчної та пiвденної границi
цього тiла в гранiти новоукраїнського комплексу (PR1

1).
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Рис. 1. Схематичний геологiчний розрiз за даними КП “Кiровгеологiя”.
Умовнi позначення: 1 — пухкi поклади; 2 — гранiти новоукраїнського комплексу; 3 — дайки дiабазу;
новоутворення, що вiднесенi до формацiї ЛНМ зон глибинних розломiв: 4 — дiафторити; 5 — ЛНМ; 6 —
розлом; 7 — мiсця вiдбору проб i шлiфiв; 8 — стовбури свердловин

Методи дослiдження. Було виконане вивчення керну свердловин, пройдених у по-
родах кристалiчного фундаменту пiвнiчно-захiдної частини Новоукраїнського масиву при
проведеннi геологорозвiдувальних робiт КП “Кiровгеологiя”. Дослiдження включали доку-
ментацiю та опробування кам’яного матерiалу, петрографiчне вивчення шлiфiв i визначення
хiмiчного складу дайкових порiд методом рентгенофлуоресцентного аналiзу [8] (науково-до-
слiдна лабораторiя мiнералого-геохiмiчних дослiджень геологiчного факультету Київського
нацiонального унiверситету iм. Тараса Шевченка). Схему вiдбору проб для проведення хi-
мiчного аналiзу показано на рис. 1. Узагальнення результатiв проведених дослiджень на-
ведено нижче.

Зональнiсть метасоматичного ореола виражена в тому, що центральна його
частина складена альбiтитами дiопсидовими, гранат-дiопсидовими, гранат-актинолiтови-
ми й епiдот-актинолiтовими. В цiлому вказанi мiнеральнi типи альбiтитiв змiнюють один
одного в напрямi вiд внутрiшнiх до крайових дiлянок метасоматичного тiла. Периферична
частина ореола складена мiкроклiн-альбiтовими (альбiт-мiкроклiновими) метасоматитами,
в яких темнозабарвленi мiнерали представленi епiдотом i амфiболами актинолiт-рибекiто-
вого ряду, iнодi бiотитом або хлоритом. Гранiти, що межують з метасоматичними порода-
ми перетворенi у так званi дiафторити [1, 3, 4] епiдот-хлорит-кварц-мiкроклiн-альбiтового
складу, якi на розрiзi (див. рис. 1) показанi поза межами метасоматичного тiла. Використо-
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вуючи емпiричну схему [5], вказана будова ореола може бути iнтерпретована як прояв не-
iзотермiчної зональностi, яка представлена метасоматичними зонами: високотемпературної
(гранат-дiопсидової) фацiї в центральних частинах, середньотемпературних (актинолiтової,
лужноамфiболової) фацiй в промiжних частинах та низькотемпературної (епiдот-хлорито-
вої) фацiї крайових частин ореола та дiафторитiв. Крiм того, в межах внутрiшнiх зон роз-
глянутого ореола локально проявленi накладенi гематит(магнетит)-карбонат-флогопiтовi
мiнеральнi асоцiацiї постальбiтитової стадiї [4].

Дайковi тiла в межах дослiдженої дiлянки мають як субгоризонтальне, так i круте
залягання (див. рис. 1), при цьому останнi мають пiвнiчно-захiдне простягання. В дай-
ках спостерiгаються зони загартування на контактах з вмiсними гранiтами та ксенолiтами
метаморфiтiв iнгульської серiї PR1

1. Спостерiгається проникнення магматичного матерiалу
в пори бiчних порiд, а контакти дайок сiчуть як сланцюватiсть ксенолiтiв кристалослан-
цiв, так i “трахiтоїднiсть” новоукраїнських гранiтiв. В ендоконтактових дiлянках дайок зу-
стрiчаються оплавленi уламки гранiту, що вiдрiзняє цi утворення вiд ксенолiтiв метамор-
фiчних порiд основного складу. В межах метасоматичного тiла темно-зеленi дайки добре
вирiзняються на тлi зеленувато або червонувато-сiрих апогранiтних альбiтитiв. Вiзуально
створюється враження, що вони “сiчнi” щодо метасоматитiв. Проте у випадках, коли зберi-
гаються нормальнi контакти мiж дайкою i оточуючою породою, за рiзницею в забарвленнi
встановлюється виразна зональна будова приконтактових частин дайок. Подiбна смугаста
текстура дайкової породи на контактi з актинолiтовими альбiтитами описана та iнтерпре-
тована нами як метасоматична колонка [7].

Структура та мiнеральний склад дайкових порiд iстотно вiдрiзняються залежно вiд
мiнерального типу оточуючих порiд.

У дайцi, що сiче слабодiафторований гранiт (див. пробу 74Ф на рис. 1), дiабаз має
темно-зелений колiр, масивну текстуру, повнокристалiчну дрiбно-, середньозернисту струк-
туру з розмiром зерен 0,5–2,5 мм. Iдiоморфiзм плагiоклазу вiдносно пiроксену зумовлює
гiпiдiоморфнозернисту дiабазову структуру. Порода складена лабрадором № 56 (65–70%)
i клiнопiроксеном (15–20%), а також бiотитом (до 1%) та рудними мiнералами (2–3%). Вто-
риннi мiнеральнi утворення представленi тальк-магнетитовими псевдоморфозами по олiвi-
ну (5–7%) i актинолiтом (1–2%).

У тiй частинi дайки, що розмiщується серед iнтенсивно дiафторованих гранiтiв поблизу
висячого боку метасоматичного тiла (див. пробу 39Д на рис. 1), вихiдна типова дiабазова
структура спостерiгається лише на окремих дiлянках. Частiше основна маса породи є сплу-
тано-волокнистою сумiшшю плагiоклазу, сфену, iльменiту, титаномагнетиту, амфiболу, iнодi
бiотитоподiбної слюдки, хлориту та калiєвого польового шпату.

У породах дайки, що локалiзована серед лужних натрiєвих метасоматитiв (проби 8Д,
9Д, 10Д, 11Д, 13Д, 43Д), вихiдна дiабазова структура не зберiгається. Плагiоклаз представ-
лений чистим альбiтом, крiм того, iнодi спостерiгається калiєвий польовий шпат. З темноко-
лiрних мiнералiв визначено дiопсид, актинолiт, актинолiт-рибекiтовий амфiбол та рибекiт,
подекуди флогопiт i епiдот. Основна маса породи є войлокоподiбною сумiшшю альбiту, сфе-
ну, актинолiту (або дiопсиду) з дещо крупнiшими видiленнями магнетиту. Зустрiчаються ре-
лiкти iльменiту i титаномагнетиту. Колiр породи залишається темно-зеленим, але додається
характерний синюватий вiдтiнок. У випадках непорушених контактiв (наприклад, див. про-
бу 11Д) у крайових частинах дайок спостерiгаються малопотужнi дiлянки (до 10–20 мм) зi
смугастою текстурою, де окремi смужки мають рiзне забарвлення — вiд синювато-зеленого,
синювато-сiрого до сiро-рожевого i свiтло-сiрого — в напрямi вiд базитової породи до грани-
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цi з апогранiтним альбiтитом. Свiтлозабарвленi приконтактовi смужки (першi мiлiметри)
апобазитiв складенi iстотно альбiтовою породою. Слiд вiдзначити, що сумiжнi апогранiтнi
i аподiабазовi метасоматити складенi мiнеральними асоцiацiями, що належать певному тем-
пературному рiвню вертикальної зональностi апогранiтоїдних альбiтитiв [4, 5]. Наприклад,
було показано [3, 7], що на контактi з актинолiтовим альбiтитом аподiабазовий метасоматит
має сфен-актинолiт-альбiтовий склад з накладеним магнетитом, а на контактi з дiопсидо-
вим альбiтитом замiсть актинолiту спостерiгається кальцiєвий клiнопiроксен. У межах оре-
ола апогранiтних лужних натрiєвих метасоматитiв аподiабази часто перетинаються тонки-
ми прожилками альбiт-епiдотового з хлоритом складу, iнодi також спостерiгається калiєвий
польовий шпат, який виповнює тонкi (десятi й сотi частки мiлiметра) сiчнi трiщини.

Хiмiчний склад аподiабазiв визначався по пробах, якi вiдбирались (див. рис. 1) на де-
якiй вiдстанi вiд контакту дайки з оточуючими породами. Отже, отриманi нами результати
(табл. 1) характеризують хiмiчний склад внутрiшнiх частин дайок поза межами дiлянок
з вираженою смугастою текстурою. Це мало мiнiмiзувати вплив структурно-текстурних
i тектонодеформацiйних неоднорiдностей приконтактових дiлянок дайок на хiмiчнi харак-
теристики аподiабазiв. Як випливає з наведених у табл. 1 даних, у послiдовностi вiд апо-
дiабазiв, вiдiбраних серед слабодiафторованих гранiтiв (див. пробу 74Ф) — дiафторитiв
(проба 39Д), а також серед альбiтитiв крайових частин метасоматичного ореола (див. про-
би 13Д, 9Д, 8Д, 43Д) — альбiтитiв центральної частини ореола (проби 10Д, 11Д), спосте-
рiгається збiльшення вмiсту Na2O вiд 3,05 до 6,7% та SiO2 вiд 45,74 до 49,31%. Масова
частка iнших компонентiв вiдрiзняється неiстотно — в межах ±0,5–2% за виключенням
проби 74Ф, для якої визначено мiнiмальнi величини для TiO2, FeO (заг.), P2O5 та макси-
мальнi значення для Al2O3, CaO, MgO. У порiвняннi з iншими пробами аподiабазiв (крiм
74Ф) для проб 10Д, 11Д, взятих серед альбiтитiв центральної частини метасоматичного
ореола, характернi мiнiмальнi значення масової частки FeO (заг.), СаО й K2O. Для остан-
нього компонента в цiлому є тенденцiя до зниження його вмiсту в напрямi вiд перифе-
ричної до центральної частини метасоматичного ореола, якщо виключити з розгляду про-
бу 74Ф.

На мiнеральному рiвнi зазначенi особливостi хiмiчного складу дослiджених аподiабазiв
найяскравiше виявляються в замiщеннi основного плагiоклазу альбiтом (збiльшення ма-
сових часток Na2O й SiO2). Iншi компоненти переважно перерозподiляються з первинних
мiнералiв дiабазу в новоутворенi СаО з лабродору, FeO й MgO з олiвiну та клiнопiроксену
в новоутворенi актинолiт або дiопсид, а TiO2 з первинного iльменiту у сфен. За петрографiч-
ними спостереженнями до числа новоутворених мiнералiв належить магнетит, що утворює
вiдносно крупнi iдiоморфнi кристали, агрегати яких часто тяжiють до контакту аподiабазу
з апогранiтним альбiтитом. Це, очевидно, вказує на часткове окиснення FeO i перерозпо-
дiл залiза з первинних Fe-Mg силiкатiв в оксидну фазу. Al2O3 зберiгає мiнеральну форму
в плагiоклазах (лабрадорi й альбiтi). Нерегулярний розподiл K2O виявляється в появi фло-
гопiту, який накладається на актинолiт (або дiопсид) аподiабазiв, а також тонких сiчних
прожилкiв, виповнених мiкроклiном.

Обговорення результатiв. Данi, що викладенi вище, а також результати, наведенi
в працях [3, 6, 7], дозволяють впевнено стверджувати те, що дослiдженi тiла порiд основ-
ного складу є дайками, якi сiчуть породи Новоукраїнського масиву. Це пiдтверджується
формою залягання, а також наявнiстю зон загартування i ксенолiтiв оточуючих порiд,
що спостерiгається для тiл, локалiзованих як в межах ореола ЛНМ, так i поза його ме-
жами серед незмiнених i слабозмiнених новоукраїнських гранiтiв. В останньому випадку
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Таблиця 1. Хiмiчний склад дослiджених дiабазiв, %

Проба
Компоненти

SiO2 TiO2 Al2O3 FeO (заг.) MnO MgO CaO Na2O K2O P2O5 S Cl H2O ВПП∗

74Ф 45,91 1,19 16,09 11,95 0,15 6,78 9,15 3,05 0,67 0,18 0,11 0,01 0,55 2,21
43Д 45,65 2,93 12,42 17,34 0,13 3,30 5,35 4,66 2,82 1,28 0,11 0,03 0,63 1,61
8Д 45,16 2,77 12,52 17,27 0,16 3,34 5,29 4,22 2,60 1,11 0,08 0,02 1,02 2,08
9Д 46,92 3,03 12,74 17,38 0,17 3,41 4,78 4,61 2,42 1,07 0,09 0,03 0,35 1,57
10Д 47,96 2,81 13,08 15,10 0,11 3,40 4,69 6,04 1,70 1,16 0,08 0,02 0,94 1,16
11Д 49,31 2,77 12,65 14,45 0,10 3,12 4,98 6,70 0,91 1,12 0,06 0,01 0,77 1,35
13Д 47,43 2,90 13,12 16,17 0,16 3,51 5,04 4,59 1,92 1,11 0,09 0,02 0,32 2,01
39Д 45,74 3,26 12,27 16,62 0,16 3,28 4,84 3,66 2,99 1,08 0,09 0,03 0,71 2,80

∗Втрата при прожарюваннi.
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структурно-текстурнi i речовиннi (в тому числi парагенетичнi) характеристики дослiдже-
них основних порiд вiдповiдають дiагностичним ознакам дiабазiв. Умови залягання дослiд-
женої субгоризонтальної дайки (див. рис. 1) дали змогу встановити структурно-текстурнi
i речовиннi перетворення дiабазiв, якi складають це суцiльне тiло основних порiд, залежно
вiд розмiщення дайки вiдносно ореола апогранiтних ЛНМ.

Уся сукупнiсть отриманих нами результатiв, а також наведених у [3, 6, 7] показує,
що в межах вказаного ореола: по-перше, дайковi породи втрачають дiабазову структуру;
по-друге змiнюють мiнеральний склад, набуваючи ознак апобазитової породи iстотно аль-
бiт-актинолiтового або альбiт-дiопсидового складу; по-третє, поблизу непорушених контак-
тiв з апогранiтними альбiтитами апобазити набувають смугастої текстури, що iнтерпре-
тується як метасоматична колонка [3, 7], яка завершується на контактi з апогранiтними
альбiтитами зоною iстотно альбiтових порiд; по-четверте, до складу апобазитiв смугастої
приконтактової дiлянки входять типоморфнi мiнерали ЛНМ — альбiт, а також темноко-
лiрнi — актинолiт, рибекiтовi амфiболи або дiопсид у вiдповiдностi з мiнеральним типом
сумiжних апогранiтних альбiтитiв.

Хiмiчний склад внутрiшнiх частин дайки змiнюється залежно вiд її положення вiднос-
но зональної будови ореола ЛНМ, що виявляється насамперед у збiльшеннi масових час-
ток Na2O й SiO2 у напрямi вiд периферичних частин ореола, складених дiафторованими
гранiтами, до його централних дiлянок, представлених повно проявленими ЛНМ (альбiти-
тами).

Таким чином, вiдзначенi вище закономiрностi переконливо свiдчать про наявнiсть мета-
соматичного перетворення дайок основного складу, що локалiзованi в межах метасоматич-
них тiл, складених апогранiтними альбiтитами Новоукраїнського масиву. Цi перетворення
мають усi ознаки продуктiв ЛНМ i, отже, визначають вiдносний вiк дослiдженого дайкового
комплексу в перiод мiж формуванням гранiтоїдiв Новоукраїнського масиву (≈2 млрд ро-
кiв) та утворенням ураноносних альбiтитiв (≈1,8 млрд рокiв), що належать до формацiї
ЛНМ зон глибинних розломiв [4]. Викладене вище пiдтверджує точку зору про наявнiсть
доальбiтитового комплексу дайок основного складу (Северинiвський дайковий комплекс,
за А.Н. Сухiнiним) у межах Новоукраїнського гранiтоїдного масиву Iнгульського мегабло-
ка УЩ.
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Б.Н. Иванов, И. И. Михальченко, В.А. Синицын, В.В. Загородний

Вещественное преобразование даек диабаза в ореоле апогранитных
натриевых щелочных метасоматитов

Представлены данные о структурно-текстурном, минеральном и химическом преобразо-
ваниях диабазов дайкового тела, задокументированного среди пород зонального ореола апо-
гранитных щелочных натриевых метасоматитов (ЩНМ) и вмещающих гранитов Ново-
украинского массива (Ингульский мегаблок Украинского щита). В частности, установле-
но существенное увеличение массовой доли Na2O в породе дайкового тела, которое разме-
щается последовательно среди гранитов и затем среди метасоматитов периферической
и центральной частей метасоматического ореола. Полученные результаты подтверждают
вывод о том, что исследованные дайки внедрились в породы Новоукраинского гранитоидного
масива до образования пород формации ЩНМ центральной части Украинского щита.

B.N. Ivanov, I. I. Mikhalchenko, V.A. Sinitsyn, V.V. Zagorodniy

Mineral and chemical transformations of diabase dykes within the halo
of apogranitic alkaline sodium metasomatites

The results concerning the changes in structure features and in the mineral and chemical composi-
tions of diabase dykes located within a zoned halo of apogranitic alkaline sodium metasomatites
and parent granites of the Novoukrainka massif (Inguletsky megablock of the Ukrainian shield) are
presented. In particular, it has been shown that the mass fraction of Na2O in the rock of a single
dyke is increasing, depending on the dyke location within granites, and then within metasomatites
of the peripheral and central parts of the halo. The results confirm that the studied dykes intruded
in the Novoukrainka granites before the formation of uranium-bearing albitites related to the family
of alkaline sodium metasomatites of the central part of the Ukrainian shield.
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УДК 532.59

Т.Я. Шульга

Исследование стационарного движения
стратифицированной жидкости, вызываемого

действием ветра в Азовском море

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Л. В. Черкесовым)

На основании аналитического решения задачи ветрового стационарного движения
вязкой двухслойной жидкости изучено двухмерное течение, вызываемое действием
постоянного ветра в Азовском море. Установлены зависимости изменения скорости
жидкости при снижении температуры верхнего и нижнего слоев, а также с ростом
глубины верхнего слоя. Полученное решение позволяет оценить положение плоскости
раздела двух слоев в Азовском море и является тестом для численных расчетов тече-
ний двухслойной жидкости.

Модели ветрового движения двухслойной жидкости находят широкое применение при рас-
четах характеристик течений в неоднородных по температуре водоемах. Морфологические
особенности донной поверхности Азовского моря заключаются в том, что наряду с относи-
тельно глубоководными районами имеют место и большие по площади области мелководья
(прибрежные зоны, лиманы, заливы), глубины которых соизмеримы с величиной перепада
уровня воды при сгонно-нагонных явлениях. При этом используются методы математичес-
кого моделирования происходящих в нем гидрофизических процессов, связанные с перехо-
дом к σ-координатам [1, 2].

В настоящем сообщении представлено полученное нами аналитическое решение стаци-
онарной задачи ветрового движения вязкой двухслойной жидкости в бассейне, где верх-
ний слой соответствует мелководью, а нижний — глубоководной части. Выполнен анализ
результатов, позволяющий найти оценки величин входящих сюда параметров, адекватно
отражающих гидрофизические процессы в бассейне, содержащем обширные мелководные
и глубоководные районы.

1. Рассмотрим стационарное ветровое движение стратифицированной жидкости с уче-
том турбулентного обмена в замкнутом прямоугольном бассейне (0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, где
a = 4 · 105 м, b = 3 · 105 м) постоянной глубины.

Пусть дно бассейна горизонтально (H = 14 м), верхний и нижний слои жидкости одно-
родны, но с разными плотностями; коэффициенты вертикального турбулентного обмена
постоянны в каждом слое, но не равны между собой. Горизонтальная плоскость, отстоящая
от невозмущенной поверхности водоема на глубине (H1), разделяет исходную область на две
подобласти: мелководный верхний слой (I) и глубоководный слой (II). Движение жидкости
в слое I вызывается ветром, а в слое II градиентом давления и течением в первом слое.

Стационарное движение жидкости в линейном приближении при достаточно малых ско-
ростях ветра описывается следующими уравнениями мелкой воды [3, 4]:

∂ζ1
∂x
− fv1 =

∂

∂z

(
K1
M

∂u1
∂z

)
+AM

(
∂2u1
∂x2

+
∂2u1
∂y2

)
, (1)
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∂ζ1
∂y

+ fu1 =
∂

∂z

(
K1
M

∂v1
∂z

)
+AM

(
∂2v1
∂x2

+
∂2v1
∂y2

)
(2)

в слое I (−H1 6 z 6 0);

g
ρ1
ρ2

∂ζ1
∂x

+ g

(
1−

ρ1
ρ2

)
∂ζ2
∂x
− fv2 =

∂

∂z

(
K2
M

∂u2
∂z

)
+AM

(
∂2u2
∂x2

+
∂2u2
∂y2

)
, (3)

g
ρ1
ρ2

∂ζ1
∂y

+ g

(
1−

ρ1
ρ2

)
∂ζ2
∂y

+ fu2 =
∂

∂z

(
K2
M

∂v2
∂z

)
+AM

(
∂2v2
∂x2

+
∂2v2
∂y2

)
(4)

в слое II (−H 6 z 6 −H1).
Здесь индекс “1” относится к верхнему слою жидкости, индекс “2” — к нижнему; x, y, z —

оси прямоугольной системы координат. Ось z направлена вертикально вверх; u1,2(x, y, z),
v1,2(x, y, z) — компоненты вектора скорости течения; K1

M , K2
M — коэффициенты вертикаль-

ного турбулентного обмена; g — ускорение свободного падения; f — параметр Кориолиса;
ζ1 и ζ2 — отклонение поверхности жидкости и границы раздела слоев от плоскостей z = 0
и z = −H1 соответственно; ρ1 и ρ2 — постоянные плотности воды; AM — коэффициент
горизонтального турбулентного обмена.

На вертикальных стенках бассейна выполняются условия прилипания: при z = 0, z =
= −H1 и z = −H граничные условия для уравнений (1)–(4) имеют вид [3, 4]:

ρ1K
1
M

(
∂u1
∂z

,
∂v1
∂z

)∣∣∣∣
z=0

= (τ0x, τ0y), w1|z=0 = 0, w1|z=−H1 = 0, (5)

ρ2K
2
M

(
∂u2
∂z

,
∂v2
∂z

)∣∣∣∣
z=−H

= (τbx, τby), w2|z=−H1 = 0, w2|z=−H = 0. (6)

Граничные условия между слоями жидкости задаются в соответствии с [4]:

ρ1K
1
M

(
∂u1
∂z

,
∂v1
∂z

)∣∣∣∣
z=−H1

= ρ2K
2
M

(
∂u2
∂z

,
∂v2
∂z

)∣∣∣∣
z=−H1

,

u1|z=−H1 = u2|z=−H1 , v1|z=−H1 = v2|z=−H1 .

(7)

Здесь τ0x, τ0y — составляющие тангенциального напряжения ветра τ на свободной поверх-
ности (τ0x = ρaCa|W|Wx; τ0y = ρaCa|W|Wy), где W — вектор скорости приводного вет-
ра; ρa — плотность атмосферы; коэффициент поверхностного трения Ca = k2(14.56 −
− 2ln|W|/W0)

−2 определяется согласно [1, 2] (W0 = 1 м/с — нормирующий множитель);
τb = (τbx, τby) — вектор напряжения на дне, составляющие которого определяются по лога-
рифмическому закону: (τbx = ρ0Cb|Ub|ub; τby = ρ0Cb|Ub|vb); Cb — коэффициент придонного

трения
(
Cb =

[
1

k
ln

(
H + zb
zb

)]−2)
; zb — точка вблизи дна, Ub = (ub, vb) — скорость тече-

ния жидкости в этой точке.
Умножим каждое уравнение (3), (4) на i и прибавим к соответствующим уравне-

ниям (1), (2). Введем при этом обозначения [4]:

U1 = u1 + iv1; U2 = u2 + iv2; τ = τ0x + iτ0y. (8)

В стационарном движении при сравнительно небольших скоростях ветра изменения
уровней свободной поверхности и поверхности раздела по горизонтальным координатам
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сравнительно малы и ими можно пренебречь. Воспользовавшись представлением (8), объе-
диним уравнения (1)–(4) в одну систему двух уравнений:





−ifU1 +
∂

∂z

(
K1
M

∂U1

∂z

)
+AM

(
∂2U1

∂x2
+
∂2U1

∂y2

)
= 0,

−ifU2 +
∂

∂z

(
K2
M

∂U2

∂z

)
+AM

(
∂2U2

∂x2
+
∂2U2

∂y2

)
= 0.

(9)

Граничные условия (5)–(7) при этом перепишутся следующим образом:

ρ1K
1
M
∂U1

∂z

∣∣∣∣
z=0

= τ, ρ1K
1
M
∂U1

∂z

∣∣∣∣
z=−H1

= ρ2K
2
M
∂U2

∂z

∣∣∣∣
z=−H1

,

U1|z=−H1 = U2|z=−H1 , ρ2K
2
M

∂U2

∂z
|z=−H = CbU2|z=−H .

(10)

Решение системы (9) ищем в виде периодических функций:

U1
nm = (C1

nm exp(
√
α1
nmz) + C2

nm exp(−
√
α1
nmz)) sin

nπx

a
cos

mπy

b
,

U2
nm = (C̃1

nm exp(
√
α2
nmz) + C̃2

nm exp(−
√
α2
nmz)) sin

nπx

a
cos

mπy

b
.

(11)

При этом напряжения трения ветра представляем в виде:

τ̃nm =
∑

n,m

τnm sin
mπx

a
cos

nπy

b
. (12)

Система (9) с граничными условиями (10) для неизвестных функций (11) и напряже-
ниями трения ветра в виде (12) преобразуется в четыре уравнения, которые позволяют
определить неизвестные: C1

nm; C2
nm; C̃1

nm; C̃2
nm:





K1
M

(
C1
nm

√
α1
nm + C2

nm

√
α2
nm

)
=
τnm
ρ1

,

ρ1K
1
M

√
α1
nm

(
−C1

nm exp
(
−
√
α1
nmH1

)
+ C2

nm exp
(√

α1
nmH1

))
=

= ρ2
√
α2
nmK

2
M

(
−C̃1

nm exp
(
−
√
α2
nmH1

)
+ C̃2

nm exp
(√

α2
nmH1

))
,

C1
nm exp

(
−
√
α1
nmH1

)
+ C2

nm exp
(√

α1
nmH1

)
=

= C̃1
nm exp

(
−
√
α2
nmH1

)
+ C̃2

nm exp
(√

α2
nmH1

)
,

ρ2K
2
M

√
α2
nm

(
−C̃1

nm exp
(
−
√
α2
nmH

)
+ C̃2

nm exp
(√

α2
nmH

))
=

= Cb
(
C̃1
nm exp

(
−
√
α2
nmH

)
+ C̃2

nm exp
(√

α2
nmH

))
,

(13)

где

α1,2
nm =

√(
AM

((
nπ

a

)2

+

(
mπ

b

)2)
+ if

)
/K1,2

M .
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2. В рамках построенной модели выполнен расчет скоростей течений в прямоугольном
бассейне, геометрия которого отображает параметры Азовского моря. Течения вызывают-
ся действием постоянного западного ветра со скоростью 5 м/с, направленного вдоль оси x.
Целью численных экспериментов является исследование влияния величины вертикально-
го турбулентного обмена, глубины верхнего слоя (H1) и годового сезона на возникающие
течения.

Расчеты проводились для значений параметров, которые уже использовались при моде-
лировании динамики вод Азовского моря [5]. Так, AM = 10 м/с2; Cb = 2 кг/(м2 ·c); параметр
Кориолиса соответствует 44◦ с.ш. (f = 1,014 · 10−4 с−1).

Параметризация коэффициентов вертикального турбулентного обмена в слоях бассейна
осуществлялась на основе теории Прандтля–Обухова, учитывающей ветровое воздействие
и географическое расположение бассейна [6]:

KM (z) =
(0,05h)2|τ |

ρ0K0
e−αz. (14)

Здесь h — характерный размер области перемешивания, который находится по формуле
h = π

√
K0/2f ; α =

√
f/2K0. При этом K0 — коэффициент вертикального турбулентного

обмена на свободной поверхности
(
K0 =

(0,05π)2|τ |

2ρ0f

)
.

Анализ результатов первой серии численных расчетов позволяет оценить влияние изме-
нения температуры верхнего и нижнего слоев и, как следствие этого, изменения плотности
воды на величины скоростей стационарных течений. Зависимость плотности (ρ) от темпе-
ратуры (T ), солености (S) и атмосферного давления (P ) задавалась формулой Междуна-
родного уравнения состояния морской воды [7]:

ρ(T, S, P ) = ρ(T, S, 0)

(
1−

P

Kρ(T, S, P )

)−1

. (15)

При расчете плотности (15) значение P принималось равным 1 атм (101 325 Па), значе-
ния T и S для расчета плотности подбирались на основании данных многолетних наб-
людений температуры и солености в Азовском море [8, 9]. Показано, что температура
и плотность воды в Азовском море имеют хорошо выраженный годовой ход. В то же время
соленость Азовского моря незначительна (10–12 %�) и ее сезонные колебания не превышают
1 %�. На основании этого, во всех численных экспериментах соленость в верхнем слое моря
принимаем равной 10 %�, в нижнем — 11 %�.

Исследование стационарных течений проведено для трех характерных температурных
сезонов: декабрь–март (температура воды в верхнем слое 3 ◦С, в нижнем 0 ◦С); апрель–
август (температура воды в верхнем слое 25 ◦С, в нижнем 18 ◦С); сентябрь–ноябрь (тем-
пература воды в верхнем слое 10 ◦С, в нижнем 6 ◦С). При этом для указанных сезонов
величина γ (γ = 1− ρ1/ρ2) равна: 1,982 · 10−3; 2,982 · 10−3 и 1,984 · 10−3 соответственно.

Максимальные значения скоростей течений на различных горизонтах, вызванных
постоянным западным ветром скорости 10 м/с в зависимости от глубины верхнего слоя
для трех годовых сезонов, демонстрирует табл. 1. Глубина верхнего слоя (H1) в экспери-
ментах варьировалась от 5 до 11 м. Из анализа данных, приведенных в таблице, следует,
что понижение температуры верхнего и нижнего слоев приводит к уменьшению скорости
жидкости. При этом по сравнению с холодным сезоном (декабрь–март) увеличение макси-
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мумов скоростей течений не превышает 0,5% для теплого (апрель–август) и умеренного
(сентябрь–ноябрь) сезонов.

Более существенное влияние на максимальные значения скоростей течений оказывает
глубина верхнего слоя. Из данных, представленных в таблице, видно, что увеличение глу-
бины на 6 м (H1 = 5 и H1 = 11 м) приводит к росту максимумов скоростей в верхних слоях:
(z = −1 м) 5%; (z = −5 м) 15%; (z = −7 м) 2,5%, и к уменьшению максимумов скоростей
в нижних слоях: (z = −9 м) 11% и (z = −11 м) 16%.

Поведение годографа скорости в зависимости от глубины верхнего слоя и плотностей,
рассчитанных при различной температуре и солености (15), иллюстрирует рис. 1. Здесь
приведены результаты расчетов в центре бассейна (x = 200 км; y = 150 км), найденные при
значениях коэффициентов вертикального турбулентного обмена K1

M = 1 · 10−4 м2/с; K2
M =

= 5 · 10−5 м2/с для сезона декабрь — март (ρ1 = 1007,533; ρ2 = 1009,695 кг/м3). На рис. 1, а
представлен годограф скорости течений, рассчитанный при глубине верхнего слоя равной
5 м. Для указанного сезона на рис. 1, б с целью сравнения приведены две линии годографов
скорости: первая — при глубине верхнего слояH1 = 5 (см. также a на рис. 1) и вторая (линия
отмеченная точками) — при глубине верхнего слоя H1 = 11 м. На всех рисунках сплошная
линия соответствует скорости течений в верхнем слое, штрих-пунктирная — в нижнем.

Из рис. 1, б видно, что увеличение глубины верхнего слоя приводит к тому, что в верх-
нем слое скорости становятся больше и их затухание происходит более резко. В нижнем
слое −H 6 z 6 −H1 значения скоростей и характер их стремления к нулю отличают-
ся мало.

Следующая серия рисунков (рис. 2) иллюстрирует поведение скоростей стационарных
течений на различных горизонтах: свободной поверхности (z = 0), на глубине раздела слоев
(z = −H1) и в придонном слое (z = −H + 0,01 м). Отсюда видно, что полученные реше-
ния позволяют выполнить их сравнение с известной спиралью Экмана. В рассматриваемом
случае составляющая вектора скорости жидкости на поверхности бассейна отклоняется от

Таблица 1. Максимальные значения модуля скорости течений (см/с), вызванные постоянным западным
ветром 10 м/с на различных горизонтах Азовского моря, в зависимости от глубины верхнего слоя (H1) для
трех годовых сезонов

Годовой
сезон

Горизонт,
м

Umax

H1 = 5 м H1 = 7 м H1 = 9 м H1 = 11 м

Декабрь–март 1 20,9 21,7 21,9 21,9

5 9,4 10,3 10,8 11,0

7 7,8 7,3 7,7 8,0

9 7,0 6,6 6,2 6,3

11 6,7 6,3 6,0 5,8

Апрель–август 1 21,0 21,8 22,0 22,0

5 9,4 10,3 10,9 11,1

7 7,8 7,4 7,8 8,0

9 7,0 6,6 6,3 6,3

11 6,7 6,4 6,0 5,8

Сентябрь–ноябрь 1 21,0 21,7 21,9 21,9

5 9,4 10,3 10,8 11,1

7 7,8 7,4 7,7 8,0

9 7,0 6,6 6,3 6,3

11 6,7 6,3 6,0 5,8
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Рис. 1. Годографы скорости течения в центре бассейна x = 200 км; y = 150 км, вызванного постоянным
западным ветром скорости 10 м/с, для сезона декабрь–март (сплошная линия соответствует верхнему слою,
штрих-пунктирная нижнему):
при глубине верхнего слоя H1 = 5 м (а); при H1 = 5 м и H1 = 11 м (б ) (линия, отмеченная кружками)

Рис. 2. Поля скоростей стационарных течений, вызванных постоянным западным ветром скорости
10 м/с при глубине верхнего слоя H1 = 7 м: а — на свободной поверхности (z = 0); б — на глубине
раздела слоев (z = H1); в — в придонном слое (z = −H + 0,01 м)
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направления ветра на 45◦ вправо (см. а на рис. 2) в северном полушарии. При этом направ-
ление течений у дна (см. в на рис. 2) противоположно их направлениям в поверхностном
слое.
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Дослiдження стацiонарного руху стратифiкованої рiдини,
викликаного дiєю вiтру в Азовському морi

На пiдставi аналiтичного розв’язання задачi вiтрового стацiонарного руху в’язкої двоша-
рової рiдини вивчено двовимiрнi течiї, якi спричинюються дiєю постiйного вiтру в Азовсь-
кому морi. Встановлено залежностi змiни швидкостi рiдини при зниженнi температури
верхнього i нижнього шарiв, а також iз зростанням глибини верхнього шару. Отриманий
розв’язок дозволяє оцiнити положення площини роздiлу двох шарiв в Азовському морi та
є тестом для математичних розрахункiв течiй двошарової рiдини.

T.Ya. Shul’ga

Study of stationary currents of a stratified fluid caused by wind in the
Sea of Azov

Based on the analytical solution of the problem of steady motion of a viscous two-layer fluid, the
currents caused by a constant wind in the Sea of Azov are studied. The dependences of changes
of the speed of the fluid at a variation in the temperatures of the upper and lower layers and at
the increase of the top layer depth are established. The solution allows us to estimate the position
of the plane of separation of the two layers in the Sea of Azov and is a test for the numerical
calculations of currents in the two-layer fluid.
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Структурные особенности органо-неорганических ВПС
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сополимера

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Ю. Керчой)

Методом малоуглового рентгеновского рассеяния изучены структурные особенности ор-
гано-неорганических взаимопроникающих полимерных сеток (ВПС) на основе сетчато-
го полиуретана и Ti-содержащего сополимера, синтезированного на основе 2-гидрокси-
этилметакрилата и изопропоксида титана. Показано, что минимальное содержание
фрагментов (–TiO2–) равномерно распределяется в пределах областей, содержащих по-
лигидроксиэтилметакрилат, а повышение Тi-компонента приводит к частичной его
агрегации. Это сопровождается систематическим уменьшением периодичности про-
странственно-упорядоченной структуры и повышением общего уровня гетерогенности
изученных органо-неорганических ВПС.

Органо-неорганические гибридные композиционные материалы являются предметом интен-
сивных исследований в последние несколько десятилетий. Значительный интерес к изуче-
нию таких полимерных композиционных материалов обусловлен потребностями развиваю-
щихся нанотехнологий в самых различных областях: от медицины до телекоммуникацион-
ных систем. Многие исследователи успешно демонстрируют синтез различных полимеров
и сополимеров с включением неорганических структур на молекулярном уровне [1–3]. По-
добные материалы отличаются повышенной механической прочностью, термической ста-
бильностью и оптимальными параметрами теплопереноса.

Вызывает интерес синтез и исследования тройных гибридных взаимопроникающих по-
лимерных сеток (ВПС) на основе сетчатого полиуретана (ПУ), ПММА и неорганического
компонента (SiO2), полученного из тетраэтоксисилана через золь-гель синтез in situ [4, 5].
Авторами получены высокопрозрачные гибридные материалы благодаря последователь-
ности образования ПУ- и SiO2-составляющих ВПС, при этом микрофазовое разделение по
данным SAXS происходит на наноуровне. Неорганическая фаза в тройных ВПС способст-
вует улучшению механических и термических свойств.
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Интересные результаты получены в работе [6]. Авторы сообщают о пост-функционализа-
ции кластера Ti16O16(OEt)32 полимеризующимися лигандами для обеспечения химической
связи между неорганическим компонентом и органической матрицей посредством сополиме-
ризации. Модификация посредством 2-гидроксиэтилметакрилата (ГЭМА) позволила ввести
восемь метакрилатных групп и получить кластер Ti16O16(OEt)24(OC2H4Mc)8. Функциона-
лизированные кластеры были введены в два типа матриц: диметакрилатную (1), образую-
щую частично гетерогенную сетку с высокой плотностью сшивки и полиГЭМА (2), обра-
зующую несшитую матрицу. По данным рентгеноструктурного анализа и трансмиссионной
электронной микроскопии, равномерное распределение неорганической фазы достигается
при низком содержании Тi кластеров (2,5% по массе), кластеры агрегируют с образовани-
ем структур с размерами порядка 30 нм. С увеличением содержания титана в диметакри-
латной матрице размеры формирующихся кластерных агрегатов значительно возрастают,
вплоть до 180 нм, распределение по размерам становится более полидисперсным. Вместе
с тем повышение содержания Тi кластеров (19,2% по массе) в несшитой матрице полиГЭМА
приводит к формированию компактных, практически однородно распределенных агрегатов
с размерами — 50 нм. Показано, что введение незначительного количества Тi (2,5% по массе)
приводит к значительному повышению прочности и термической стабильности (повышение
температуры разложения на 70 ◦C) композитов.

Особое внимание привлекают ВПС на основе различных модификаций полититанокси-
да в связи с их уникальными электрическими, оптическими и химическими свойствами [7].
В основном работы ведутся по изучению свойств коллоидных растворов и наноструктури-
рованых гибридных сред, созданных на основе наноразмерных частиц полититаноксида.
Проблема несовместимости органической и неорганической составляющих при смешении
различных по природе полимеров может быть решена путем синтеза таких гибридов, в ко-
торых возникали бы химические связи между компонентами. В этой связи перспективным
представляется использование в качестве органического компонента мономера винилового
ряда — ГЭМА, способного вступать в обменные реакции с неорганическим компонентом —
изопропоксидом титана (Ti(OPri)4), с образованием взаимопроникающих структур.

В работе [8] нами были изучены особенности формирования ВПС на основе сетчато-
го ПУ и органо-неорганического сополимера (ОНС) на основе 2-гидроксиэтилметакрилата
и Ti(OPri)4 методом ИК спектроскопии. Показано, что при синтезе органо-неорганических
ВПС (ОН ВПС) образуются трехмерные сетчатые структуры с включением фрагментов
(–TiO2–) в полимерную цепь полигидроксиэтилметакрилата (ПГЭМА).

Целью настоящего исследования было изучение структурных особенностей органо-не-
органических ВПС такого типа методом малоуглового рентгеновского рассеяния.

Экспериментальная часть. Исследуемые образцы исходной ВПС состава ПУ/
ПГЭМА получали формированием сетчатого ПУ на основе макродиизоцианата (2,4–2,6-то-
луилендиизоцианат и полиоксипропиленгликоль М 1000) и триметилолпропана в качестве
сшивающего агента. После 15–20 мин перемешивания компонентов уретановой составляю-
щей добавляли ГЭМА с предварительно растворенным инициатором — 2,2′-азо-бис-изобути-
ронитрилом (АИБН). Концентрация АИБН составляла 0,025 моль/л. ОН ВПС получали на
основе того же ПУ и ОНС на основе ГЭМА и Ti(OPri)4 при температуре 60 ◦C (10 ч) и 100 ◦C
(2 ч). Соотношение ПУ/ПГЭМА в исходных и ОН ВПС составляло 50/50% по массе, а моль-
ное соотношение ГЭМА/Ti(OPri)4 = 12/1, 8/1, 4/1. ВПС получали с использованием двух
различных процедур образования полиуретанового компонента — без катализатора и в при-
сутствии катализатора –дибутилдилаурат олова (ДБДЛО) для реакции уретанообразова-
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ния. Концентрация ДБДЛО составляла 1,4 · 10−4 моль/л. Для сопоставления были синте-
зированы ОН ВПС с катализатором при мольном соотношении ГЭМА/Ti(OPri)4 = 4/1.
Полученные пленки ВПС вакуумировали до постоянной массы.

Структурно-морфологические особенности ОН ВПС исследовали методом малоугло-
вого рентгеновского рассеяния. Профили малоуглового рассеяния рентгеновских лучей
(МУРРЛ) были получены в вакуумной камере типа Кратки с использованием Си-излу-
чения анода, монохроматизированного полным внутреннем отражением Ni-фильтром [9].
Съемка проводилась в режиме пошагового сканирования сцинтилляционного детектора
в диапазоне углов рассеяния от 0,03 до 4,0◦, что соответствует величинам волнового ве-
ктора (q) от 0,022 до 2,86 нм−1 (q = 4π sin θ/λ, θ — половина углов рассеяния, λ — длина
волны рентгеновского излучения). При этом обеспечивается возможность изучения микро-
гетерогенных образований с размерами (которые определяются как 2π/q) от 2 до 380 нм.
Предварительная обработка кривых МУРРЛ проводилась с использованием программы
FFSAXS [9, 10]. При этом использовались процедуры удаления фонового рассеяния каме-
рой, нормирования рассеянной интенсивности до абсолютних единиц, введения коллимаци-
онной поправки, расчет среднего квадрата флуктуаций электронной плотности и трехмер-
ных функций корреляции. Для проведения рентгенографических экспериментов исполь-
зовались образцы в виде пленок. Макроскопические характеристики и значения среднего
квадрата электронной плотности (∆ρ2) исходных ПУ, ПГЭМА, ВПС и ОН ВПС приведены
в табл. 1.

Результаты и их обсуждение. Кривые малоуглового рассеяния образцов исходных
материалов — ПУ, ПГЭМА и ВПС состава ПУ/ПГЭМА 50/50% по массе иллюстрирует
рис. 1, а. Кривая малоуглового рассеяния ПГЭМА (см. кривую 1 ) характеризуется низким
уровнем рассеянной интенсивности при отсутствии интерференционных эффектов (имеет
диффузный характер). Кривая малоуглового рассеяния ПУ (см. кривую 2 ) характеризует-
ся отсутствием явно выраженных интерференционных эффектов (имеет близкий к диф-
фузному характер), но проявляет признаки вырожденного интерференционного эффекта
(указано стрелкой). Вершина этого максимума расположена вблизи значения волнового
вектора 1,1 нм−1, что соответствует значению пространственной периодичности областей
микрофазового разделения около 5,7 нм−1 (см. табл. 1). Для исходной ВПС характерен
высокий уровень диффузного рассеяния, намного превышающий уровни рассеяния исход-
ных компонентов ВПС в области значений волнового вектора рассеяния от минимального
до 2,0 нм−1.

Таблица 1. Параметры малоугловых пиков и значения среднего квадрата электронной плотности (∆ρ2), рас-
считанные по данным малоуглового рассеяния исходных ПГЭМА, ВПС на основе ПУ и ПГЭМА и ОН ВПС

Образец

Массовое соотно-
шение компонентов

ПУ/ПГЭМА /
TiO2, %

Мольное
соотноше-

ние ГЭМА/
Ti(OPri)4

Положение
пика qm,

нм−1

Периодичность
пика 2π/qm, нм

∆ρ2 · 103,
моль2/см6

∆ρ2,
эл2/нм6

ПГЭМА 0/100/0 — 0,327 129
ПУ 100/0/0 — 1,1 5,7
ВПС 50/50/0 — 0,445 175
ОНВ-1 48,875/48,875/2,250 12/1 0,65 9,7 0,892 351
ОНВ-2 48,3/48,3/3,4 8/1 0,70 9,0 1,070 421
ОНВ-3 47,2/47,2/5,6 4/1 0,80 7,9 2,590 1018
ОНВ-4 с kt 47,2/47,2/5,6 4/1 0,96 6,5 2,080 818
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Рис. 1. Зависимость интенсивности рассеяния I(q) от вектора рассеяния q: а — для исходных полимеров
ПГЭМА (1 ), ПУ (2 ), ВПС (3 ); б — для органо-неорганических ВПС при варьировании содержания TiO2 —
ОНВ-1 (1 ), ОНВ-2 (2 ), ОНВ-3 (3 ), ОНВ-4 (4 )

На экспериментальной кривой рассеяния исходной ВПС (см. а на рис. 1), также как
и для исходных ПУ и ПГЭМА не наблюдается выраженных интерференционных эффек-
тов. Как было показано в работе [10], при синтезе одновременных ОН ВПС на основе ПУ
и Тi-содержащего сополимера образуются трехмерные сетчатые структуры с включением
фрагментов (–TiO2–) в полимерную цепь ПГЭМА, в связи с этим анализировать особеннос-
ти микрофазовой структуры ОН ВПС будем относительно второго компонента — Тi-содер-
жащего сополимера. При минимальном содержании Ti(OPri)4 (в пересчете на TiO2 — 2,25%
по массе) для образца ОНВ-1 на кривой SAXS (кривая 1 на рис. 1, б ) наблюдается появле-
ние интерференционного максимума с вершиной, соответствующей периодичности 9,7 нм
(см. табл. 1). Это соответствует модели структуры, в которой титансодержащие фрагменты
практически равномерно распределяются в областях, содержащих ПГЭМА, с образованием
пространственно-упорядоченной структуры.

С увеличением содержания фрагментов (–TiO2–) их равномерное распределение нару-
шается, что приводит к изменению периодичности (см. кривую 2 на рис. 1, б ; табл. 1).
При мольном соотношении ГЭМА/Ti(OPri)4 = 8/1 повышается содержание TiO2 до 3,4%
по массе в образце ОНВ-2, при этом периодичность формирующейся системы уменьшает-
ся до 9,0 нм. Наблюдаемые значения периодичности можно в первом приближении счи-
тать соответствующими расстоянию между фрагментами полимерной цепи ПГЭМА, содер-
жащими титан. При дальнейшем увеличении содержания фрагментов (–TiO2–) в образ-
це ОНВ-3 (TiO2 — 5,6% по массе) наблюдается уменьшение периодичности макрорешетки
до 7,9 нм, сопровождающееся повышением общего уровня рассеянной интенсивности, что
свидетельствует об агрегации фрагментов (–TiO2–) в рамках областей полимерной матри-
цы, состоящей из ПГЭМА (см. кривую 3 на рис. 1, б ; табл. 1).

При изменении кинетических условий синтеза (т. е. использование катализатора для
реакции уретанобразования) Тi-содержащий сополимер образовывался в почти сшитой
ПУ-матрице при максимальном содержании TiO2 (образец ОНВ-4), наблюдается несколь-
ко отличный вид кривой малоуглового рассеяния относительно образца ОНВ-3, синтези-
рованного без катализатора. Результатом изменения условий синтеза является заметное
вырождение наблюдаемого на предыдущем образце ОНВ-3 дифракционного максимума,
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что свидетельствует о значительном разрушении пространственно-периодической структу-
ры. Кривая рассеяния образца ОНВ-4 приближается к диффузному виду, а сохранившийся
слабовыраженный дифракционный максимум соответствует периодичности 6,5 нм.

Как известно [11], одной из наиболее важных количественных характеристик микроге-
терогенной системы является значение среднего квадрата флуктуаций электронной плот-
ности, что является мерой гетерогенности (мутности) системы в спектре рентгеновского
излучения и характеризует общий уровень малоуглового рассеяния. Анализ значений па-
раметра ∆ρ2 для исследуемых ОН ВПС указывает на повышение общего уровня гетероген-
ности с увеличением содержания Тi-содержащего компонента (см. табл. 1), что указывает
на увеличение мутности в спектре рентгеновского излучения. Для образца ОНВ-4, синтези-
рованного с катализатором, этот параметр ниже, чем для образца ОНВ-3, полученного без
катализатора, но с одинаковым содержанием Тi-компонента. Это, вероятно, можно объяс-
нить фиксацией системы на более раннем этапе микрофазового разделения.

Таким образом, проведенные исследования показали, что введение металлсодержащих
фрагментов в ВПС существенно модифицирует гетерогенную структуру материала. Мини-
мальное содержание фрагментов (–TiO2–) равномерно распределяется в пределах областей,
содержащих ПГЭМА, а повышение Тi-компонента приводит к частичной его агрегации. Это
сопровождается систематическим уменьшением периодичности пространственно-упорядо-
ченной структуры и повышением общего уровня гетерогенности изученных ОН ВПС.
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Т. Т. Алексєєва, Ю.П. Гомза, I. С. Мартинюк, В.В. Клепко, С.Д. Несiн

Структурнi особливостi органо-неорганiчних ВПС на основi
сiтчастого полiуретану та Ti-вмiсного кополiмеру

Методом малокутового рентгенiвського розсiяння вивчено структурнi особливостi орга-
но-неорганiчних взаємопроникних полiмерних сiток (ВПС) на основi сiтчастого полiурета-
ну i Ti-вмiсного кополiмеру, синтезованого на основi 2-гiдроксiетилметакрилату й iзопро-
поксиду титану. Показано, що мiнiмальний вмiст фрагментiв (–TiO2–) рiвномiрно роз-
подiляється в межах областей, що мiстять полiгiдроксiетилметакрилат, а пiдвищення
Тi-компонента призводить до часткової його агрегацiї. Це супроводжується систематич-
ним зменшенням перiодичностi просторово-впорядкованої структури та пiдвищенням за-
гального рiвня гетерогенностi вивчених органо-неорганiчних ВПС.

T.T. Alekseeva, Yu. P. Gomza, I. S. Martynyuk, V.V. Klepko, S.D. Nesin

Structural peculiarities of the organic-inorganic IPN based on
crosslinked polyurethane and Ti-containing copolymer

Structural features of the organic-inorganic interpenetrating polymer networks (IPN) based on
crosslinked polyurethane and Ti-containing copolymer based on 2-hydroxyethylmethacrylate and
titanium isopropoxide have been studied by the method of small-angle x-ray diffraction. It is shown
that the minimum content of fragments (–TiO2–) is uniformly distributed within the areas contai-
ning polyhydroxyethylmethacrylate, and an increase of the Ti-component leads to its partial aggre-
gation. It is accompanied by the systematic reduction of periodicity of the spatial ordered structure
and an increase of the general level of heterogeneity of the studied organic-inorganic IPN.
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О.А. Запорожець, Т. Є. Кеда, Л.В. Коваленко, Л. I. Тилтiна,
В.В. Сухан

Iммобiлiзований
1-(4-адамантил-2-тiазолiлазо)-2-нафтол — твердофазний

реагент на цинк (II)

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.С. Слободяником)

Дослiджено взаємодiю iммобiлiзованого на поверхнi силiкагелю 1-(4-адамантил-2-тiа-
золiлазо)-2-нафтолу з цинком (II). Встановлено, що кiлькiсне вилучення Zn(II) моди-
фiкованим сорбентом вiдбувається при pH розчину >5,0. Показано перспективнiсть
застосування модифiкованого сорбенту як готової аналiтичної форми для твердофаз-
но-спектрофотометричного i вiзуального тест-визначення 0,03–0,98 мг/л Zn(II) у ви-
сокомiнералiзованих об’єктах, зокрема бiологiчних рiдинах.

Дослiдження останнiх рокiв показали, що перспективними для визначення мiкрокiлькос-
тей металiв у рiзноманiтних об’єктах є комбiнованi методи, що поєднують сорбцiйне кон-
центрування аналiту з подальшим його детектуванням безпосередньо в фазi сорбенту. Та-
кий пiдхiд дає змогу пiдвищити чутливiсть i вибiрковiсть визначення, а також позбутись
матричного впливу [1, 2]. Серед запропонованих сорбцiйно-спектроскопiчних i вiзуальних
тест-методик (ВТ) визначення iонiв металiв найбiльшою вибiрковiстю вирiзняються тi, що
базуються на застосуваннi модифiкованих силiкагелiв (СГ). Утiм бiльшiсть з них є мало-
придатними для аналiзу високомiнералiзованих матриць, зокрема бiологiчних рiдин. То-
му задача створення експресних, простих i водночас чутливих i вибiркових методик сорб-
цiйно-спектроскопiчного i ВТ визначення iонiв металiв, зокрема у високомiнералiзованих
об’єктах, залишається актуальною.

1-(4-Адамантил-2-тiазолiлазо)-2-нафтол (HR) вiдомий як гетарилазореагент для спект-
рофотометричного визначення мiкрокiлькостей Cu(II), Ni(II) й Zn(II). Iммобiлiзацiєю HR
на поверхнi силiкагелю адсорбцiєю з органiчних розчинникiв розроблено твердофазний ре-
агент (HR–СГ) для сорбцiйно-спектрофотометричного визначення Cu(II) у природних во-
дах та вiзуального тест-визначення Сu(II) й Ni(II) у бiологiчних рiдинах [3–5].

В даному повiдомленнi представлене дослiдження взаємодiї Zn(II) з iммобiлiзованим на
поверхнi силiкагелю HR з метою розробки методик твердофазно-спектрофотометричного
(ТСФ) i ВТ визначення мiкрокiлькостей цинку в бiологiчних рiдинах.

Для розробки твердофазного реагенту як матрицю було обрано мезопоруватий крем-
незем — силiкагель SG-60 (“Merck”, Нiмеччина): Sпит = 490 м2/г, dпор = 6,0 нм, pHсусп =
= 7,5. HR синтезували й очищали вiдповiдно до методики [6], модифiкацiю силiкагелю
здiйснювали за [7]. У ходi дослiдження використовували HR–СГ з ємнiстю за реагентом
1,5–2,0 мкмоль/г. Розчини Zn(II), Cu(II), Co(II), Ni(II) з концентрацiєю 1,0 мг/мл готували
розчиненням наважок вiдповiдних солей квалiфiкацiї “х. ч.” у 0,1 моль/л HNO 3 з подаль-
шою стандартизацiєю за вiдомими методами [8].

У роботi використовували методи молекулярної i атомної спектроскопiї, потенцiомет-
рiї, адсорбцiї, твердофазної спектрофотометрiї (ТСФ), кольорометрiї (КМ) i стандартної
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Рис. 1. Iзотерма сорбцiї Zn(II) HR–СГ. V/m = 200 мл/г; aНR−CГ = 1,5 мкмоль/г; pH = 5,0; T = 293,0±0,5 К

кольорової шкали. Реєстрацiю спектрiв поглинання розчинiв здiйснювали на спектрофо-
тометрi “UNICO 2800 UV/VIS” (США), “Specord M40” (Нiмеччина). Поглинання сорбентiв
у тонкому шарi вимiрювали фотоелектроколориметром КФК-3 (Росiя). Рiвноважну або за-
лишкову концентрацiю Zn(II) у розчинi визначали iз застосуванням атомно-абсорбцiйного
спектрометра “Сатурн” (Сєверодонецьк) зi стандартним пальником та пропан-бутановим
полум’ям, стандартна лампа з порожнистим катодом для цинку (ширина щiлини 0,5 нм),
λ = 213,9 нм.

Сорбцiю iонiв металiв модифiкованим кремнеземом вивчали за статичних умов. Для
цього розчини солей металiв об’ємом 10–100 мл перемiшували магнiтною мiшалкою впро-
довж 0,5–30 хв з 0,020–0,150 г HR–СГ. Суспензiю центрифугували, декантували розчин та
реєстрували свiтлопоглинання сорбенту у тонкому шарi (0,10 см).

З метою встановлення оптимальних умов взаємодiї Zn(II) з HR–СГ дослiджували сорб-
цiю цинку залежно вiд кислотностi розчину, часу контакту фаз, концентрацiї металу в роз-
чинi, спiввiдношення об’єму проби та маси наважки. Встановлено, що кiлькiсне вилучення
Zn(II) модифiкованим сорбентом вiдбувається при pH > 5,0, сорбцiйна рiвновага в системi
встановлюється впродовж >5 хв. Iзотерму сорбцiї Zn(II) наведено на рис. 1, з якого вид-
но, що вона може бути вiднесена до L3-типу, що свiдчить про високу спорiдненiсть Zn(II)
до iммобiлiзованого HR. За оптимальних умов сорбцiї максимальний коефiцiєнт розподiлу
становить 1,8 л/г при V/m = 200 мл/г.

Вiдомо [6], що у розчинi Zn(II) взаємодiє з HR з утворенням комплексних сполук ZnR2

й ZnR+ при низькiй i високiй концентрацiї металу в розчинi вiдповiдно. Порiвняння нормо-
ваних спектрiв поглинання ацетонiтрильних розчинiв комплексних сполук ZnR2 (крива 1
на рис. 2) i ZnR+ (крива 2 ) i сорбентiв HR–СГ до та пiсля обробки розчинами Zn(II) рiз-
ної концентрацiї (кривi 3–5 ) вказує на утворення на поверхнi HR–СГ комплексної сполуки
найпростiшої стехiометрiї вiдповiдно до схеми:

Zn2+ +HR−CΓ↔ ZnR+−CΓ+ H+.

При цьому колiр сорбенту змiнюється вiд помаранчевого до буро-червоного i фiоле-
тового залежно вiд концентрацiї Zn(II) у розчинi. Поглинання модифiкованих сорбентiв
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Рис. 2. Нормованi спектри поглинання комплексних сполук ZnR 2 (1 ) й ZnR+ (2 ) в ацетонiтрилi й сорбенту
HR–СГ за вiдсутностi (3 ) i пiсля обробки розчинами Zn(II) з концентрацiєю, мкмоль/л: 0,5 (4 ), 15,0 (5 )

Рис. 3. Спектри поглинання сорбентiв HR–СГ до (1 ) i пiсля обробки розчинами Zn(II) (2–5 ).
CZn, мкмоль/л: 0 (1 ), 0,5 (2 ), 1,0 (3 ), 5,0 (4 ), 7,5 (5 ). pH 5,0, aHR = 2,0 мкмоль/г, V/m = 200 мл/г

при λ = 600 нм (за умови найменшого поглинання “фону”) зростає зi збiльшенням концен-
трацiї Zn(II) у розчинi (рис. 3), що було покладено в основу методик ТСФ i вiзуального
тест-визначення Zn(II).

Для отримання градуювального графiку i стандартної кольорової шкали серiю розчинiв
об’ємом 15,0 мл з pH 5,0 i концентрацiєю цинку (II) вiд 0,5 до 15,0 мкмоль/л перемiшували
магнiтною мiшалкою з 0,075±0,001 г HR–СГ (aHR = 2,0 мкмоль/г) впродовж 5 хв. Сорбен-
ти пiсля роздiлення фаз вiдокремлювали декантацiєю, вмiщували в кювету з l = 0,10 см та
вимiрювали спектр поглинання у дiапазонi 400–750 нм. Як сорбент порiвняння використо-
вували суспензiю немодифiкованого силiкагелю. Спектри поглинання сорбентiв наведено
на рис. 3.

Розрахунки проводили методом гетерохроматичної екстраполяцiї ∆A = (A600 −A700)−
− (A0

600 − A0
700), де A600 й A0

600 — поглинання модифiкованого сорбенту при 600 нм вiд-
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Таблиця 1. Заважаючий вплив стороннiх iонiв на визначення 10,0 мкмоль/л Zn(II). aHR = 2,0 мкмоль/г,
pH 5,0, V/m = 200 мл/г

Анiони
Не заважають

кратнi кiлькостi Катiони
Не заважають

кратнi кiлькостi

CH3COO− 1000 К+, Na+ 1000
Cl−, SO2−

4 , NO−
3 , C2O

2−
4 100 Ca2+, Mg2+ 100

HPO2−
4 10 Cu2+, Ni2+, Co2+ 0,1

повiдно в присутностi/вiдсутностi Zn(II), A700 й A0
700 — поглинання сорбентiв при 700 нм

у присутностi/вiдсутностi Zn(II) вiдповiдно. Рiвняння градуювального графiка ТСФ ви-
значення Zn(II) з використанням HR–СГ має вигляд: ∆A = (0,23 ± 0,04) + (0,089 ±
± 0,009) · CZn, мкмоль/л, R = 0,980. Межа виявлення, що розрахована за 3S-критерiєм,
становить 1,35 мкмоль/л (0,088 мг/л).

За даними спектрiв поглинання сорбентiв з використанням методу кольорометрiї [9] були
обрахованi основнi координати кольору. Крок стандартної кольорової шкали обирали згiдно
з рекомендацiями [1], змiна показника загальної кольорової вiдмiнностi ∆E на 10 вiдн. од.
спостерiгалась при концентрацiї Zn(II) у розчинi, мг/л: 0,03, 0,06, 0,13, 0,33, 0,49, 0,98.

Результати дослiдження впливу стороннiх iонiв на визначення Zn(II) ТСФ й ВТ ме-
тодами демонструє табл. 1. Як критерiй впливу iонiв, що заважають визначенню, обира-
ли змiну аналiтичного сигналу в спектрах поглинання сорбентiв при введеннi стороннього
iона на ±5%. Видно, що вибiрковiсть визначення Zn(II) щодо анiонiв є цiлком достатньою
для контролю цинку у високомiнералiзованих об’єктах, зокрема бiологiчних рiдинах. Вмiст
Cu2+, Ni2+ й Co2+ у бiологiчних рiдинах [10], зокрема сечi, не перевищує вмiст, зазначений
у таблицi, що свiдчить про перспективнiсть застосування iммобiлiзованого HR для аналiзу
таких об’єктiв на вмiст Zn(II).

Таким чином, проведенi дослiдження показали, що iммобiлiзований на силiкагелi 1-(4-
адамантил-2-тiазолiлазо)-2-нафтол у слабкокислому середовищi (pH > 5,0) взаємодiє
з Zn(II) з утворенням на поверхнi iнтенсивно забарвленої комплексної сполуки найпростiшої
стехiометрiї. Свiтлопоглинання сорбентiв (λ = 600 нм) зростає зi збiльшенням концентрацiї
цинку (II) у розчинi, що покладено в основу методик ТСФ й ВТ визначення. Порiвняно
з кращим аналогом з лiтератури — iммобiлiзованим 1-(2-тiазолiлазо)-2-нафтолом [11] твер-
дофазний HR характеризується бiльшою стiйкiстю у високомiнералiзованому середовищi
та вибiрковiстю i може бути застосований для визначення Zn(II), зокрема у бiологiчних
рiдинах.
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О.А. Запорожец, Т. Е. Кеда, Л. В. Коваленко, Л.И. Тылтина, В.В. Сухан

Иммобилизированный 1-(4-адамантил-2-тиазолилазо)-2-нафтол —
твердофазный реагент на цинк (II)

Исследовано взаимодействие иммобилизированного на поверхности силикагеля 1-(4-адаман-
тил-2-тиазолилазо)-2-нафтола с цинком (II). Установлено, что количественное извлечение
Zn(II) происходит при pH раствора >5,0. Показана перспективность применения модифи-
цированного сорбента как готовой аналитической формы для твердофазно-спектрофотоме-
трического и визуального тест-определения 0,03–0,98 мг/л Zn(II) в высокоминерализиро-
ванных объектах, в частности биологических жидкостях.

O.A. Zaporozhets, T. Ie. Keda, L. V. Kovalenko, L. I. Tyltina, V. V. Sukhan

Immobilized 1-(4-adamantyl-2-thiasolyl-azo)-2-naphthol as a solid-phase
reagent for zinc(II)

The interaction of zinc(II) with 1-(4-adamantyl-2-thiasolyl-azo)-2-naphthol immobilized on a silica
surface is studied. The quantitative recovery of Zn(II) is observed at pH >5.0. The prospect of
applications of the modified sorbent as a ready to use analytical form for sorption-spectroscopic
and visual test determinations of 0.03–0.98 mg/l Zn(II) in highly mineralized samples, particularly
in biological fluids, is established.
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УДК 541.64

А.П. Косинская, Л. Н. Огниченко, А. Муатс, А. В. Кузьмина,
В.Б. Ларионов, В.Е. Кузьмин

QSAR-анализ проникающей способности органических
веществ относительно поверхности
гематоэнцефалического барьера

(Представлено академиком НАН Украины С.А. Андронати)

Получены адекватные модели QSAR структура — logPS для органических соединений
различных классов. Оценено относительное влияние различных физико-химических фак-
торов и молекулярных фрагментов на проникающую способность молекул через гема-
тоэнцефалический барьер.

Из всех гистогематических барьеров (гематоплацентарный, гематоофтальмический и др.)
наибольшее внимание в изучении строения, функционирования, изменения барьерных пока-
зателей уделяется гематоэнцефалическому барьеру (ГЭБ). ГЭБ — физиологический барьер
между кровеносной и центральной нервной системами. Главная функция ГЭБ — поддер-
жание гомеостаза мозга; кроме того, он выполняет также функцию высокоселективного
фильтра, через который из кровеносного русла в мозг поступают питательные вещества, а
в обратном направлении выводятся продукты жизнедеятельности нервной ткани [1]. Для
успешной терапии ряда заболеваний центральной нервной системы (ЦНС): (болезнь Альц-
геймера, инсульты, опухоли мозга и др.) необходим быстрый и легкий доступ лекарственных
средств из крови в мозг путем преодоления ГЭБ.

Одним из параметров, характеризующих проникновение веществ через ГЭБ, является
величина поверхности проникновения (permeability surface) — log PS, где P , см · с−1 —
проницаемость капилляров; S, см2/г — площадь поверхности капилляров [2]. Применение
теоретических методов (QSAR/QSPR) расчета величин, характеризующих проницаемость
веществ через ГЭБ по структурам этих веществ, является достаточно актуальной задачей.
Разработка новых препаратов для ЦНС более затруднительна, чем для лекарственных пре-
паратов в целом, поскольку осуществить ее невозможно без изучения проницаемости ГЭБ.
В настоящее время известно немного работ, посвященных оценке log PS методами QSAR,
например [3]. Как правило, эти публикации базируются на частных примерах и малочис-
ленных выборках, при этом модели QSAR не проверены на внешних тестовых выборках,
кроме того, они не всегда интерпретируемы [4].

Целью настоящего сообщения было построение моделей QSAR с использованием симп-
лексного подхода [5] и анализ влияния различных структурных факторов на проникновение
веществ через ГЭБ для расширенной выборки данных по logPS. Фактически данная ра-
бота — первое систематическое исследование влияния структуры соединений различных
классов на параметр log PS. Отличительной ее особенностью является также верификация
и интерпретация результатов.

Объект исследования — выборка из 89 органических соединений с известным показа-
телем log PS [4, 6]. Четырнадцать молекул из данного набора были отобраны в выборку
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Таблица 1. Статистические характеристики моделей QSAR

Модель
Число

дескрипторов
R2 Q2 R2

ts Sws Sts

Y -Scrambling

R2
Y −scr Q2

Y −scr

1 36 0,92 0,82 0,88 0,36 0,37 0,18± 0,02 0,08 ± 0,02
2 44 0,89 0,78 0,84 0,39 0,47 0,21± 0,03 0,10 ± 0,02
3 23 0,84 0,79 0,72 0,46 0,62 0,15± 0,02 0,04 ± 0,02
4 32 0,88 0,78 0,67 0,39 0,73 0,18± 0,02 0,08 ± 0,02
5 27 0,88 0,82 0,81 0,39 0,57 0,08± 0,02 0,08 ± 0,02

Консенсусная модель 0,91 — 0,78 — 0,55 — —

Пр и м е ч а н и е . R2 — коэффициент детерминации для обучающей выборки; Q2 — коэффициент детерми-
нации в условиях скользящего контроля (leave-one-out); R2

ts — коэффициент детерминации для тестовой
выборки; Sts — стандартное отклонение для тестовой выборки; Sws — стандартное отклонение для обуча-
ющей выборки; R2

Y -scr — коэффициент детерминации для процедуры Y-scrambling ; Q2
Y -scr — коэффициент

кросс-валидации для процедуры Y-scrambling.

для внешнего теста. Для этого молекулы были упорядочены, согласно значениям их log PS,
и затем каждая шестая молекула в этом ряду была отобрана во внешний тест. Для выборки
из оставшихся семидесяти пяти молекул была проведена процедура пятикратной внешней
кросс-валидации [5]. Для расчета структурных дескрипторов использовали симплексное
представление молекулярной структуры (СПМС). Основой для описания в методе СПМС
являются симплексы — четырехатомные фрагменты фиксированного состава, структу-
ры [5]. Для построения моделей были использованы 2D∗ связанные симплексы, атомы в ко-
торых дифференцировали по типу, частичным зарядам, липофильности, поляризуемости,
способности выступать донором/акцептором водородной связи, характеристикам вандер-
ваальсовых взаимодействий [7–9].

Для установления связи структура — log PS применялся метод проекций на латентные
структуры (PLS — Projection of Latent Structures) [10]. Для исключения возможности ло-
жных корреляций использовалась процедура Y-scrambling — построение моделей методом
случайного подбора коэффициентов [5].

В результате исследования получены адекватные модели QSAR с высокими статистичес-
кими показателями (табл. 1). Для прогноза и интерпретации использовалась консенсусная
модель как результат пятикратной кросс-валидации [5]. На основе анализа вошедших в кон-
сенсусную модель структурных параметров было обнаружено, что проникновение веществ
через ГЭБ в значительной степени обусловлено электростатическим фактором (32%). Ве-
роятно, распределение зарядов на атомах существенно влияет на проникновение веществ
через полярные зоны на поверхности ГЭБ. Гидрофобные параметры, природа атомов и ван-
дерваальсовы взаимодействия играют также важную роль (22, 23 и 16% соответственно).
Высокий вклад липофильности можно объяснить химической природой эндотелия, состо-
ящего из фосфолипидов, что объясняет рост способности молекул преодолевать физиоло-
гические барьеры с увеличением их липофильности. Вандерваальсовы взаимодействия по
всей вероятности определяют ориентацию молекул гидрофобными центрами к поверхности
эндотелия ГЭБ.

В рамках симплексного подхода можно определить вклады различных молекулярных
фрагментов в исследуемое свойство [5]. В результате такого анализа были выделены неко-
торые фрагменты молекул, способствующие или препятствующие проникновению веществ
через ГЭБ (табл. 2). Отрицательно влияет на проникающую способность молекул наличие

∗Учитывается только информация из структурных формул.
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Таблица 2. Молекулярные фрагменты, влияющие на величину logPS

Повышающие logPS −F, −Cl, Alk, N(C2H5)2

Понижающие logPS −COOH, −NH2, −OH , ,

Таблица 3. Прогноз logPS для внешней тестовой выборки

Название
молекул

logPS
(эксперим.) Consensus

Название
молекул

logPS
(эксперим.) Consensus

3-Hydroxykynurenine −4,49 −4,32 L-Glycine −3,50 −3,70
Acomplia −1,60 −1,23 Iodoantipyrine −1,10 −2,09
Amantadine −2,71 −2,45 L-Leucine −4,08 −3,35
Bupropion −1,52 −1,88 Methotrexate −3,90 −4,66
Compound95005 −2,11 −1,72 Phenytoin −2,07 −2,75
Digoxin −4,30 −4,65 Risperidone −1,81 −1,73
Ethosuximide −2,47 −2,51 Theobromine −3,00 −3,25

R2
ex.ts = 0,82

полярных групп, а также доноров водородной связи. В то же время наличие ароматических
фрагментов, атомов галогенов, а также других фрагментов, повышающих липофильность
молекулы, способствует росту их проникающей способности.

Нами было проведено внешнее тестирование на четырнадцати молекулах. Полученные
результаты свидетельствуют о высокой предсказательной способности консенсусной модели
(R2

ex.ts = 0,82) (табл. 3).
Таким образом, были получены адекватные и интерпретируемые модели QSAR с высо-

кой прогнозирующей способностью параметра logPS, характеризующего способность моле-
кул проникать через ГЭБ. Как прикладной аспект данной работы планируется реализация
соответствующих моделей QSAR в виде экспертной системы для медицинских химиков
и фармакологов, разрабатывающих лекарственные препараты для центральной нервной
системы.
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Отримано адекватнi моделi QSAR структура — logPS для органiчних сполук рiзних класiв.
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Взаємодiя 7-гiдрокси-8-формiлхромонiв
i 8-iмiно(оксо)-4Н -пiрано[2,3-f ]хромен-4-онiв

з нуклеофiлами

При обробцi 7-гiдрокси-8-формiлхромонiв з борогiдридом натрiю, амонiаком, амiнами та
гiдроксиламiном реакцiя проходить виключно по формiльнiй групi, натомiсть з над-
лишком гiдразин-гiдрату вiдбуваються нуклеофiльне приєднання молекули гiдразину по
формiльнiй групi та рециклiзацiя γ-пiронового кiльця у пiразольне. При нагрiваннi гiд-
разон димеризується в альдазин. При дiї гiдразин-гiдрату на 8-iмiно(оксо)-4H-пiра-
но[2,3-f ]хромен-4-они вiдбувається розкриття як α-, так i γ-пiронового циклiв, видi-
ляються тi ж самi гiдразон та альдазин, що i у випадку вiдповiдного 7-гiдрокси-8-фор-
мiлхромону.

Ранiше було синтезовано ряд 7-гiдрокси-8-формiлiзофлавонiв та їх аналогiв, з них за
реакцiєю Кневенагеля з гетарилацетонiтрилами отримано 8-iмiно-9-гетарил-4H,8H-пiра-
но[2,3-f ]хромен-4-они та 9-гетарил-4H,8H-пiрано[2,3-f ]хромен-4,8-дiони [1–6].

Мета цiєї роботи полягала у вивченнi реакцiй 7-гiдрокси-8-формiлхромонiв (1–3)
з нуклеофiльними агентами; встановлення особливостей взаємодiї 7-гiдрокси-8-формiл-
хромонiв, 8-iмiно-9-гетарил-4H,8H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-онiв (4) та 9-гетарил-4H,8H-пiра-
но[2,3-f ]хромен-4,8-дiонiв (5) з гiдразин-гiдратом.

Система 7-гiдрокси-8-формiлхромону включає три структурних фрагменти: γ-пiроно-
вий цикл, гiдроксильну та формiльну групи. В залежностi вiд умов, властивостi 7-гiдро-
кси-8-формiлхромонiв можуть бути представленi як реакцiями, що характернi суто для
вiдповiдної функцiональної групи, так i реакцiями, в яких бере участь система у цi-
лому.

На прикладi 7-гiдрокси-8-формiлхромону 1 нами було проведено вiдновлення формiль-
ної групи до гiдроксиметильної (сполука 6) з використанням борогiдриду натрiю. Вiднов-
лення пройшло в м’яких умовах — при кiмнатнiй температурi та атмосферному тиску,
у гомогенному розчинi з кiлькiсним виходом, що наочно демонструє перевагу цього методу
перед вiдновленням подiбних сполук на дiоксидi платини [7].

Реакцiї нуклеофiльного приєднання за формiльною групою представленi реакцiями
з нiтрогенвмiсними нуклеофiлами. 7-Гiдрокси-8-формiлхромони 2 й 3 були введенi у ре-
акцiю з амонiаком та бензиламiном у спиртi з видiленням вiдповiдно альдiмiнiв 7, 8. Оксим
9 ми отримали по реакцiї 7-гiдрокси-8-формiлхромону 2 з гiдроксиламiном.

Взаємодiя 7-гiдрокси-8-формiлхромонiв з гiдразинами має деякi особливостi. Якщо
при реакцiї формiлхромонiв 2, 3 з арилгiдразинами були одержанi арилгiдразони хро-
монiв, то з надлишком гiдразин-гiдрату реакцiя не зупиняється на стадiї утворення
гiдразона, а супроводжується рециклiзацiєю γ-пiронового кiльця з утворенням пiразо-
лу [3]:
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При кип’ятiннi 7-гiдрокси-8-формiлхромону 1 з надлишком гiдразин-гiдрату в спиртi
був одержаний пiразол 10, що пiдтверджується наявнiстю у спектрi ЯМР 1H цiєї сполуки,
записаному у DMSO-d6, характерного для пiразолiв уширеного синглета NH-протона при
12,94 м. ч., синглетiв двох гiдроксильних груп 12,81 м. ч. та 11,85 м. ч., а також двопро-
тонного синглета при 6,64 м. ч. амiногрупи гiдразона i сигналу СН-протона азометинової
групи при 8,31 м. ч.

Слiд зазначити, що гiдразони нестiйкi до нагрiвання [8]. При спробi перекристалiзу-
вати гiдразон 10 з ДМФА вiдбувається реакцiя диспропорцiонування з утворенням азину
11. Пiдтвердженням цього слугує спектр ЯМР 1H сполуки 11, в якому вiдсутнiй синглет
амiно-групи при 6,64 м. ч., натомiсть сигнал СН-протона азометинової групи змiщується вiд-
носно вiдповiдного сигналу у вихiднiй сполуцi 10 у слабке поле на 0,86 м. ч. В IЧ-спектрi гiд-
разону 10 присутнi смуги поглинання, що вiдповiдають амiно-групi при 3424 та 3310 см−1,
якi не спостерiгаються в IЧ спектрi продукту перекристалiзацiї 11.

Мас-спектр гiдразону 10 мiстить пiк молекулярного iона М+ (m/z = 343) 12, а також
пiки фрагментарних iонiв 13–15, (m/z) вiдповiдно дорiвнює 315, 124 та 157.
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Рiзниця в молекулярних масах мiж iоном 12 та 13 становить 28, що свiдчить про те,
що це є iон М+-N2. Мас-спектр азину 11 не мiстить пiку молекулярного iона при 653,53,
але мiстить сильний пiк 16 (m/z = 329), що є доказом розриву N–N звязку у молекулi
азину 11. Також мас-спектр азину 11 мiстить пiки фрагментарних iонiв 17 (m/z = 138)
та18 (m/z = 193). Отже можна зробити висновки, що структура, яка запропонована для
продукту димеризацiї гiдразону 10 вiдповiдає структурi азину 11.

Поведiнку похiдних системи 4H,8H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-ону в реакцiях з гiдразин-гiд-
ратом було дослiджено на прикладi 8-iмiно-4H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-ону 4 та 4H,8H-пi-
рано[2,3-f ]хромен-4,8-дiону 5, якi мiстять, як γ-пiроновий цикл, так i α-(iмiно)пiроновий
цикли.

Вiдомо, що пiд дiєю гiдразин-гiдрату хромони рециклiзуються у пiразоли [9]. Лiте-
ратурнi данi свiдчать, що продукти взаємодiї замiщених кумаринiв з гiдразин-гiдратом
визначаються будовою кумарину i температурним фактором [10]. Тризамiщенi кумарини
зазнають атаки гiдразин-гiдрату, як по другому, так i по четвертому положеннях, що при-
водить до розкриття лактонного циклу та утворення гiдразонiв або альдазинiв i гiдразидiв
вiдповiдної кислоти [10, 11]. Утворення салiцилальдазину з кумарин-3-карбоксамiду було
доведено рентгеноструктурним аналiзом [11]. Данi щодо продуктiв реакцiї 2-iмiнокумари-
нiв з гiдразинами є неоднозначними [11].

У нашiй роботi 8-iмiно-4H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-он 4 та 4H,8H-пiрано[2,3-f ]хромен-4,8-
дiон 5 обробляли надлишком гiдразин-гiдрату при нагрiваннi протягом 6 год. Спектри 1H
ЯМР (записаних у ДМСО-d6) продуктiв, вiдфiльтрованих з реакцiйних сумiшей в обох ви-
падках мiстять синглет амiно-групи при 6,64 м. ч., уширений синглет NH-протона пiразолу
при 12,94 м. ч, синглети протонiв двох гiдроксильних груп при 12,81 м. ч. та 11,85 м. ч., син-
глет СН-протона при 8,31 м. ч., що дозволяє зробити висновок, що в обох випадках отримано
одну i ту ж саму речовину. Пiсля перекристалiзацiї кожної з цих сполук iз ДМФА, колiр спо-
лук змiнився на оранжевий. В спектрах 1H ЯМР продуктiв перекристалiзацiї був вiдсутнiй
синглет амiногрупи, а синглет СН-протона знаходився на 0,86 м. ч. в бiльш слабкому полi.
Спектри IЧ (дiлянка “вiдбиткiв пальцiв”), мас-спектри та 1H ЯМР доводять iдентичнiсть
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сирих та перекристалiзованих продуктiв, отриманих з 8-iмiно-4H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-ону
4 та 4H,8H-пiрано[2,3-f ]хромен-4,8-дiону 5, сполукам 10 й11, що були отриманi з 7-гiдро-
кси-8-формiл-3-(4-хлорфенiл)хромону 1.

Таким чином, дослiдження показали, що при дiї надлишку гiдразин-гiдрату на 7-гiд-
рокси-8-формiлхромони реакцiя проходить за формiльною групою, так i з рециклiзацiєю
γ-пiронового кiльця, а у випадку 8-iмiно(оксо)-4H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-онiв вiдбувається
розкриття як α-, так i γ-пiронового циклiв, з подальшим замиканням пiразольного циклу
i утворенням гiдразону, який при нагрiваннi димеризується в альдазин.

Експериментальна частина. Контроль за проходженням реакцiї та чистотою отри-
маних продуктiв здiйснювався методом ТШХ на платiвках Silufol UV-254. Спектри 1Н ЯМР
вимiрянi на спектрометрi “Varian Mercury 400”, IЧ-спектри — на приладi “Perkin Elmer BX”
в KBr. Мас-спектри було зареєстровано за допомогою приладу “Agilent 1100 LCMSD SL”
з хiмiчною iонiзацiєю (СI).

7-Гiдрокси-8-гiдроксиметил-2-метил-3-(4-хлорфенiл)хромон (6). До розчину 0,16 г
(0,5 ммоль) 7-гiдрокси-2-метил-8-формiл-3-(4-хлорфенiл)хромону (1) у 20 мл метанолу пор-
цiями додають 0,12 г (3 ммоль) борогiдриду натрiю, залишають на кiлька годин. Додають
водний розчин хлороводневої кислоти до pH 7. Висаджують осад ефiром i вiдфiльтровують.
Вихiд 0,15 г (93%).

Безбарвнi кристали, т. пл. понад 300 ◦C. Спектр 1Н ЯМР (400 МГц, ДМСО-d6, δ, м. ч.,
J/Гц): 2,28 (3H, c, 2-CH3), 4,88 (2H, с, CH2ОН), 6,62 (1H, д, J = 8,8, H-6), 7,25 (2H, д,
J = 7,6, H-2′, H-6′), 7,39 (2H, д, J = 7,6, H-3′, H-5′), 7,67(1H, д, J = 8,8, H-5), 7-OH, CH2ОН
обмiнялися з D2O). IЧ-спектр (KBr, ν, см−1): 3349 (OH), 1634 (C=Oγ).

Знайдено, %: С 64,18; Н 3,99; Cl 10,92. C17H13ClO4. Обчислено, %: С 64,47; Н 4,14;
Cl 11,19.

7-Гiдрокси-8-iмiнометил-2-метил-3-феноксихромон (7). До розчину 0,3 г (1 ммоль)
7-гiдрокси-2-метил-3-фенокси-8-формiлхромону (3) у 10 мл етанолу додають 1 мл водного
амонiаку, залишають на нiч при кiмнатнiй температурi, вiдфiльтровують осад, що випав,
перекристалiзовують з етанолу. Вихiд 0,23 г (78%).

Жовтi кристали, т. пл. 253–254 ◦C (EtOH). Спектр 1Н ЯМР (400 МГц, ДМСО-d6, δ, м. ч.,
J/Гц): 2,36 (3H, c, 2-CH3), 6,41 (1H, д, J = 9,6, H-6), 6,87 (2H, д, J = 8,0, H-2′, H-6′PhO),
6,99 (1H, т, J = 7,2, H-4′PhO), 7,26 (2H, т, J = 7,2, H-3′, H-5′PhO), 7,69 (1H, т, J = 9,6, Н-5),
8,78 (1H, д, J = 13,2, CH=N), 10,36 (1H, c, NH), 12,67 (1H, c, 7-OH). IЧ-спектр (KBr, ν, −1):
3234 (NH), 1645 (C=Oγ).

Знайдено, %: С 69,40; Н 4,43; N 4,58. C17H13NO4. Обчислено, %: С 69,15; Н 4,44;
N 4,74.

8-Бензiлiмiнометил-7-гiдрокси-3-феноксихромон (8). Отриманий з 0,28 г (1 ммоль)
7-гiдрокси-3-фенокси-8-формiлхромону (2) i 0,16 г (1,5 ммоль) бензиламiну за попередньою
методикою. Вихiд 0,27 г (73%).

Оранжевi кристали, т. пл. 194–195 ◦C (EtOH). Спектр 1Н ЯМР (400 МГц, ДМСО-d6, δ,
м. ч., J/Гц): 4,95 (2H, c, CH2), 6,57 (1H, д, J = 9,6, H-6), 6,93 (2H, д, J = 7,6, H-2′, H-6′PhO),
7,02 (1H, т, J = 7,6, H-4′PhO), 7,28 (2H, т, J = 7,6, H-3′, H-5′PhO), 7,39 (5H, c, CH2 C6H5), 7,81
(1H, д, J = 9,6, H-5), 8,39 (1H, c, H-2), 9,09 (1H, c, CH=N), 14,47 (1H, c, 7-OH). IЧ-спектр
(KBr, ν, см−1): 1650 (C=Oγ), 1623 (C=N).

Знайдено, %: С 74,12; Н 4,84; N 3,95. C23H17NO4. Обчислено, %: С 74,38; Н 4,61; N 3,77.
7-Гiдрокси-8-гiдроксiiмiнометил-3-феноксихромон (9). До розчину 0,28 г (1 ммоль)

7-гiдрокси-3-фенокси-8-формiлхромону (2) у 10 мл етанолу додають 0,08 г (1,2 ммоль) гiд-
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рохлориду гiдроксиламiну та залишають при кiмнатнiй температурi на 3 доби. Вiдфiльтро-
вують осад, промивають етанолом. Вихiд 0,23 г (77%).

Жовтi кристали, т. пл. 236–237 ◦C (EtOH). Спектр 1Н ЯМР (400 МГц, ДМСО-d6, δ, м. ч.,
J/Гц): 6,95 (2H, д, J = 8,0, H-2′, H-6′PhO), 7,03 (2H, м, H-6, H-4′PhO), 7,28 (2H, т, J = 8,8,
H-3’, H-5′ PhO), 7,95 (1H, д, J = 8,8, H-5), 8,49 (1H, c, H-2), 8,67 (1H, c, CH=N), 11,51 (1H, c,
7-OH), 11,89 (1H, c, NOH). IЧ-спектр (KBr, ν, см−1): 3197 (OH), 1639 (C=Oγ), 1609 (C=N).

Знайдено, %: С 64,41; Н 4,02; N 5,01. C16H11NO5. Обчислено, %: С 64,65; Н 3,73; N 4,71.
2 - (Гiдразинiлiденметил) - 4 - [4-(4-хлорфенiл)-5-метил-1H-пiразол-3-iл]бензен - 1,3 - дiол

(10). До розчину 0,32 г (1 ммоль) 7-гiдрокси-2-метил-8-формiл-3-(4-хлорфенiл)хромону (1)
у 10 мл EtOH додали 0,1 г (3 ммоль) гiдразин-гiдрату та нагрiвали 15 хв до розчинення
осаду, охолодили, вiдфiльтрували осад що випав, промили EtOH. Вихiд 0,17 г (50%).

Жовтi кристали, т. пл. 295 ◦C (EtOH). Спектр 1Н ЯМР (400 МГц, ДМСО-d6, δ, м. ч.,
J/Гц): 2,21 (3H, c, 5-CH3), 6,09 (1H, д, J = 8,8, H-6), 6,64 (2H, с, NH2), 6,69 (1H, д, J = 8,8,
H-5), 7,20 (2H, д, J = 7,6, H-2′, H-6′), 7,34 (2H, д, J = 7,2, H-3′, H-5′), 8,31 (1H, c, CH=N),
11,85 (1H, c, 1-OH), 12,81 (1H, c, 3-OH), 12,94 (1H, c, NHпiразол). IЧ-спектр (KBr, ν, см−1):
3424(NH2ас), 3310 (NH2сим), 1624 (C=N). MS, m/z (%): 343 (M +, 90), 315 (M +-N2, 10).

Знайдено, %: С 59,31; Н 4,53; Cl 10,44; N 16,47. C17H15ClN4O2. Обчислено, %: С 59,57;
Н 4,41; Cl 10,34; N 16,34.

2-[2,6-дигiдрокси-3-(4-(4-хлорфенiл)-5-метил-1H-пiразол-3-iл)бензiл]-iденгiдразинiлiден-
метил]-4-(4-хлорфенiл)-5-метил-1H-пiразол-3-iл)бензен-1,3-дiол (11). Метод А. 0,34 г (1
ммоль) 2-(гiдразинiлiденметил)-4-[4-(4-хлорфенiл)-5-метил-1H-пiразол-3-iл]бензен-1,3-дiо-
лу (10) розчиняють при нагрiваннi у 2–3 мл диметилформамiду, при цьому, спочатку
спостерiгається повне розчинення, а потiм з гарячого розчину випадає осад, який
вiдфiльтровують та промивають метанолом. Вихiд 0,58 г (89%).

Метод Б. До суспензiї 1 ммоль 4H,8H-пiрано[2,3-f ]хромен-4-ону (4) або 4H,8H-пiра-
но[2,3-f ]хромен-4,8-дiону (5) у 5 мл EtOH додають 0,32 г (10 ммоль) гiдразин-гiдрату, упа-
рюють розчинник, залишок перекристалiзовують з ДМФА. Вихiд 0,5 г (77) з 4, 0,51 г (78)
з 5.

Оранжевi кристали, т. пл. понад 300 ◦C. MS, m/z (%): 329 (M +/2, 99). Спектр ЯМР 1Н
(400 МГц, ДМСО-d6, δ, м. ч., J/Гц): 2,23 (6H, c, 5-CH3), 6,24 (2H, уш. c, H-6), 6,96 (2H, д,
J = 8,0, H-5), 7,23 (4H, д, J = 7,2, H-2′, H-6′), 7,38 (2H, д, J = 7,2, H-3′, H-5′), 9,17 (2H, с,
HC=N), 11,61 (2H, c, 1-OH), 12,26 (2H, c,3-OH), 13,00 (1H, c, NHпiразол). IЧ-спектр (KBr, ν,
см−1): 3442 (NH), 3066 (ОH), 1625 (C=N−N=C).

Знайдено, %: С 62,72; Н 4,01; Cl 10,93; N 12,77. C34H26Cl2N6O4. Обчислено, %: С 62,49;
Н 4,01; Cl 10,85; N 12,86.

1. Шокол Т.В., Туров В.А., Семенюченко В.В., Хиля В.П. Азагетероциклические производные α-пи-
роно[2,3-f ]изофлавонов // Химия природ. соединений. – 2006. – № 6. – С. 544–547.

2. Lozinski O.A., Shokol T.V., Khilya V.P. 4H ,8H-Pyrano[2,3-f ]chromone-4,8-diones as versatile precursors
for the synthesis of 6-(1,2-oxazole-5-yl)-2H-chromone-2-ones // Monatsh. Chem. – 2013. – 144, No 2. –
P. 217–222.

3. Шокол Т.В., Лозинский О.А., Туров А.В., Хиля В.П. 7-Гидрокси-3-фенокси-8-формилхромоны –
аналоги природных флавоноидов // Химия природ. соединений. – 2009. – № 3. – С. 298–302.

4. Шокол Т.В., Лозинский О.А., Туров А. В., Хиля В.П. Синтез 9-азолил-3-(4-фенил-4H-1,2,4-три-
азол-3-ил)-4H ,8H-пирано[2,3-f ]хромен-4,8-дионов // Химия гетероцикл. соединений. – 2009. – № 9. –
С. 1361–1367.

5. Шокол Т.В., Лозинский О.А., Ткачук Т.М., Воловненко Т.А., Хиля В.П. Фурильные аналоги α-пи-
роно[2,3-f ]изофлавонов с азольным заместителем в α-пироновом ядре // Там же. – 2010. – № 6. –
С. 843–848.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 155



6. Шокол Т.В., Горбуленко Н.В., Хиля В.П. 9-Азагетарил-3-(iзоксазол-3-iл)пiрано[2,3-f ]хромен-4,8-дiо-
ни // Доп. НАН України. – 2010. – № 7. – С. 142–145.

7. Da Re P., Verlicchi L., Setnikar I. Mannich reaction on 7-hydroxychromones and flavones. Synthesis of
powerful central nervous system stimulants // J. Organ. Chem. – 1960. – 25. – P. 1097–1100.

8. Общая органическая химия / Под ред. Д. Бартона и У.Д. Оллиса. Т. 3. Азотсодержащие соединения /
Под ред. И.О. Сазерленда // Москва: Химия, 1982. – С. 560–561.

9. Хиля В.П., Купчевская И.П., Гришко Л.Г. Взаимодействие модифицированных изофлавонов с гид-
разином и его производными // Химия и биологическая активность синтетических и природных
соединений // Азот. гетероциклы и алкалоиды. – 2001. – 1. – С. 147–155.

10. Bognar R., Bruckner V., Szantay Cs. Recent flavonoid research. Recent developments in the chemistry of
natural carbon compounds. Vol. V. – Budapest: Acad. Kiado, Publ. House Hungarian acad. Sci., 1973. –
P. 20–21.

11. Борисов А. В., Русанова С. В., Коваленко С.Н., Власов С. В. Взаимодействие 3-замещенных кумари-
нов и их 2-иминоаналогов с производными гидразина // Журн. орган. та фарм. хiмiї. – 2007. – 5,
вип. 2(18). – С. 71–75.

Надiйшло до редакцiї 28.02.2013Київський нацiональний унiверситет
iм. Тараса Шевченка

О.А. Лозинский, Т. В. Шокол, член-корреспондент НАН Украины В.П. Хиля

Взаимодействие 7-гидрокси-8-формилхромонов
с 8-имино(оксо)-4Н -пирано [2,3-f ]хромен-4-онов с нуклеофилами

При оброботке 7-гидрокси-8-формилхромонов боргидридом натрия, аммиаком, аминами
и гидроксиламином реакция протекает исключительно по формильной группе, в отличие
от этого, с избытком гидразин-гидрата происходит нуклеофильное присоединение молеку-
лы гидразина по формильной группе и рециклизация γ-пиронового кольца в пиразольное. При
нагревании гидразон димеризуєтся в альдазин. При действии гидразин-гидрата на 8-ими-
но(оксо)-4H-пирано [2,3-f ]хромен-4-оны происходит раскрытие как α-, так и γ-пиронового
циклов, выделяются те же самые гидразон и альдазин, что и в случае 7-гидрокси-8-фор-
милхромона.

O.O. Lozinski, T.V. Shokol,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.P. Khilya

Reaction of 7-hydroxy-8-formylchromones and
8-imino(oxo)-4H-pyrano [2,3-f ]chromen-4-ones with nucleophiles

Treatment of 7-hydroxy-8-formylchromones with sodium borohydride, ammonia, amines, and hydro-
xylamine hydrochloride proceeds exclusively at a formyl-group, while, in the presence of the excess
of hydrazine-hydrate, appropriate 7-hydroxy-8-formylchromone underwent both the transformati-
on of the γ-pyrone cycle into pyrazole and the reaction of nucleophilic addition to a formyl-
group. The heating of hydrazone results in its dimerization into aldazine. The interaction of 8-imi-
no(oxo)-4H-pyrano [2,3-f ]chromen-4-ones with hydrazine-hydrate leads to the opening of α- and
γ-pyrone cycles and to the separation of hydrazone and aldazine like the case with 7-hydroxy-8-for-
mylchromone.
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Исследованы изменения эпигенома в онтогенезе Linum usitatissimum, подверженного
действию разных доз острого рентгеновского облучения. Статус метилирования опре-
делен методом метилчувствительной полимеразной цепной реакции. Обнаружена за-
висимость повышения уровня метилирования от дозы облучения, установлены эпиге-
нетические изменения в процессе старения листьев Linum usitatissimum.

Старение как запрограммированный процесс возрастания деградационных изменений ор-
ганизма в ходе онтогенеза обусловлено комплексным взаимодействием генетического аппа-
рата и повреждающих факторов различной природы. Связующим звеном в данном взаимо-
действии выступает эпигеном, как динамическая система контроля экспрессии генов. Она
может как ослаблять, так и усиливать действие повреждающих факторов на геном и вы-
ступать в роли регулятора реализации генетической программы возрастной деградации.
В процессе старения cнижается общий уровень метилирования генома, параллельно ослаб-
ляются механизмы репарации, увеличивается число мутаций и хромосомных аномалий,
осуществляется экспрессия ряда гидролитических ферментов, все это усиливает негатив-
ное действие таких повреждающих факторов, как радиация. Известно, что рентгеновская
радиация индуцирует изменения в эпигеноме растений. Биологическая эффективность дан-
ного вида радиации во многих случаях выше эффективности других видов радиоактивных
излучений и химических мутагенов [1, 2].

На сегодня является актуальным выяснение эпигенетической компоненты в механизмах
регуляции старения, обусловленного реализацией генетической программы и действием пов-
реждающих факторов. Исходя из этого, целью исследования было установление влияния
радиационного облучения на эпигеном в ходе старения вегетативных органов растения Li-
num usitatissimum.

Материалы и методы. Семена L. usitatissimum подвергали воздействию острого рент-
геновского облучения в четырех дозах: 10, 20, 50 и 100 Гр. В качестве источника излучения

© А.Н. Берестяная, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 157



использовали рентгеновский аппарат “РУМ-17”. Растения выращивали в условиях вегета-
ционного опыта. Объектом исследования была ДНК семядольных листьев.

Геномную ДНК семядольных листьев L. usitatissimum выделяли модифицированным
СТАБ-методом, очищали путем фенольной экстракции, осаждали этанолом, растворя-
ли в TE-буфере (10 мM трис-HCl, pH 8,0; 1 мM ЭДТА), концентрацию доводили до
0,2 мкг/мкл [3, 4]. Исследовали эпигеном методом метилчувствительной полимеразной це-
пной реакции (МЧ-ПЦР). В основе метода МЧ-ПЦР лежит принцип взаимодействия ме-
тилчувствительных рестриктаз со специфическими сайтами узнавания ДНК [5, 6]. Каждый
из образцов ДНК в количестве 1 мкг подвергали гидролизу в 20 мкл реакционной смеси,
содержащей 10 ед. акт. метилчувствительной рестриктазы HpaII в реакционном буфере,
рекомендованном производителем, при 37 ◦С в течение 2 ч. Аналогично рестрикцию осу-
ществляли с рестриктазой SmaI. По окончании инкубации 1 мкл каждой реакционной сме-
си использовали для последующей амплификации с соответствующими праймерами. Для
тотального скрининга статуса метилирования CG-динуклеотидов в геноме использовали
CG-богатые праймеры. Метилирование регуляторного фрагмента гена rrn5, продуктом ко-
торого является 5S рРНК, определяли методом специфической МЧ-ПЦР с праймерами,
фланкирующими сайт узнавания фермента в исследуемом участке ДНК. Дизайн прайме-
ров, использованных в работе, был выполнен с помощью программ Primer3 (v.0.4.0) на
основании нуклеотидных последовательностей, зарегистрированных в GenBank (табл. 1).
Контролем полноты прохождения гидролитической реакции служила ПЦР рестриктов, по-
лученных при идентичных условиях после гидролиза эндонуклеазой рестрикции MspI, не
чувствительной к метилированию цитозинов. Амплификацию проводили в 25 мкл реак-
ционной смеси на приборе “Терцик” (“ДНК-Технология”, Россия) с использованием набора
для ПЦР (“MBI Fermentas”). Условия термоциклирования были оптимизированы для каж-
дого из амплифицируемых фрагментов.

ПЦР-продукты разделяли электрофорезом в 1,7% агарозном геле (“Sigma”, США).
В лунку геля наносили по 10 мкл ПЦР-смеси. Для электрофореза применяли 0,5хТБЕ-бу-
фер (0,09 Трис, 0,09 М борной кислоты, 2 мМ ЭДТА, pH 8,0). Продукты реакции в ге-
ле визуализировали с помощью трансиллюминатора Vilber Lourmat ECX-15M (Франция)
с длиной волны 312 нм, фотографировали в УФ-свете фотокамерой Sony DSC-W320.

Результаты и обсуждения. Метод МЧ-ПЦР позволяет анализировать статус мети-
лирования как отдельных фрагментов генов, так и проводить тотальный скрининг диф-
ференциально метилированных CG-динуклеотидов в геноме. На первом этапе МЧ-ПЦР
происходит гидролиз ДНК метилчувствительными рестриктазами, на втором — амплифи-
кация исследуемых участков путем ПЦР. Присутствие метилированного цитозина в сайте
узнавания метилчувствительной рестриктазы блокирует ферментативную реакцию, рас-
щепления по сайту не происходит, следовательно, дальнейшая ПЦР с праймеров, соответст-

Таблица 1. Структура праймеров, использованных в МЧ-ПЦР

Праймеры Структура праймеров

К регуляторному фрагменту гена rrn5 5′-GCA TGA AGA CGA AGG CGG СС-3′

5′-ACG AGG ACT TCC CAC GCC GG-3′

Для тотального скрининга 5′-AAC CCT CAC CCT AAC CGC GG-3′

CG-богатых участков генома 5′-AAC CCT CAC CCT AAC CCG CG-3′

5′-GCA CCT GGG TTG ATG GCC GG-3′

5′-TTA GGG AAT AGT GGT CGG CC-3′
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вующих участкам ДНК, вокруг сайта узнавания амплифицирует те фрагменты, в которых
есть метилированный цитозин. Если в исследуемом сайте неметилирован цитозин, то ме-
тиличувствительная рестриктаза расщепляет его и при последующей ПЦР не образуются
продукты амплификации [7, 8]. С помощью метода МЧ-ПЦР мы провели полногеномный
анализ CG-участков, а также скрининг метилирования сайтов метилчувствительных рес-
тритаз HpaII и SmaI в регуляторном участке гена rrn5 с целью обнаружения изменений
эпигенетического статуса под действием облучения в ходе онтогенеза L. usitatissimum [9].

Полногеномный анализ CG-участков и отдельного гена позволяет определить статус
метилирования в динамике и проследить характер его изменения. Так как задачей ис-
следования было определение эпигенетических изменений в образцах, облученных дозами
ионизирующего облучения в ходе онтогенеза, мы строили исследование таким образом, что-
бы фиксировать параметры на разных стадиях. Стадии онтогенеза семядольных листьев
условно обозначили как: С1, С2, С3, С4, каждая из которых соответствует этапам морфо-
логически и биохимически значимых изменений.

В ходе тотального скрининга CG-богатых участков генома методом МЧ-ПЦР мы уста-
новили наличие дозовой зависимости. С увеличением дозы облучения возникали дополни-
тельные продукты реакции, что указывало на появление новых сайтов метилирования под
действием облучения острой рентгеновской радиацией (рис. 1, а).

Наличие дополнительных ампликонов в облученных образцах свидетельствует о том,
что радиация спровоцировала метилирование сайта метилчувствительной рестриктазы
HpaII. Для рестриктазы SmaI картина была аналогичной. Именно данные продукты
ПЦР и представляют главный предмет наших поисков. Вероятно, гиперметилированные
HpaII-сайты могут выступать в роли эпигенетических маркеров радиационного облучения.
Исследование метилирования фрагмента гена rrn5 также показало наличие дозозависимых
изменений, выраженных в появлении дополнительных сайтов метилирования в облученных
образцах (см. рис. 1, б ).

В процессе старения листьев L. usitatissimum наблюдалось снижение уровня метилиро-
вания CG-динуклеотидов генома, а также изменение статуса метилирования во фрагменте
гена rrn5 в облученных образцах (см. рис. 1, в, г). Статус метилирования фрагмента ге-
на rrn5 изменился в сторону уменьшения модифицированных сайтов. Та картина дозовой
зависимости повышения уровня метилирования, которая наблюдалась на начальной ста-
дии отногенеза (см. рис. 1, а, б ), нивелировалась в процессе перехода к поздним стадиям
онтогенеза.

Скрининг сайтов метилирования с помощью МЧ-ПЦР показал дозозависимое увели-
чение метилированных последовательностей преимущественно на начальных стадиях он-
тогенеза, однако на более поздних этапах запускаются процессы возрастного гипомети-
лирования CG-динуклеотидов и в опытных образцах наблюдается картина значительного
уменьшения метилированных HpaII-сайтов. Реакция с ферментом MspI не позволила выя-
вить различия в профиле метилирования ДНК на разных стадиях онтогенеза по сайтам
узнавания этой рестриктазы в контролях и облученных вариантах, так как с продуктами
гидролиза этой рестриктазы, расщепляющей метилированные и неметилированные после-
довательности, не происходит амплификации в ходе МЧ-ПЦР.

Живые организмы постоянно находятся под воздействием ионизирующего излучения
из природных источников. Растения, в отличие от животных, обладают большей устойчи-
востью к ионизирующей радиации. Тем не менее за счет того, что энергия заряженных
частиц значительно превышает энергию внутримолекулярных связей, ионизирующее излу-
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Рис. 1. Результаты скрининга CG-участков генома (а, в) и фрагмента гена rrn5 (б, г) путем МЧ-ПЦР
в образцах, облученных разными дозами рентгеновской радиации

чение способно проникать внутрь объекта и вызывать изменения его структур, повреж-
дать химические связи молекул, входящих в состав клеток, нарушать клеточные струк-
туры, процессы обмена веществ и физиологические функции целостного организма. Все
это, в свою очередь, способствует активации деградационных механизмов, сопровождаю-
щих старение [10].

Радиация может вызывать гипо- и гиперметилирование сайт-специфических участков
ДНК, что отражается на работе генов. Эпигеномные эффекты напрямую зависят от доз,
видов и способов облучения и специфики объектов, подвергшихся воздействию [11]. Так, на-
пример, повышение уровня радиации вызывает у Arabidopsis и у других монокарпических
растений увеличение тотального метилирования генома и гетерохроматиновых гистонов,
что может рассматриваться как реакция стрессоустойчивости, необходимая для адапта-
ции растений. Происходит это за счет активации процесса de novo метилирования ДНК,
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обусловленного ответной реакцией на рост стресс-индуцированной транспозонной актив-
ности [12]. Существует гипотеза, что метилирование обеспечивает стабилизацию генома,
поддерживая его постоянство в изменяющихся условиях. Это подтверждается тем, что
искусственное снижение метилирования ДНК вызывает повышение уровня транспозонной
активности и хромосомных перестроек. Под действием абиотического стресса также мо-
жет происходить деацетилирование гистонов и деметилирование сайт-специфических по-
следовательностей, что ведет к тотальному гипометилированию, сопряженному с ростом
геномной нестабильности [13].

Обнаруженное в нашем опыте дозозависимое повышение уровня метилирования под
действием рентгеновского облучения может быть обусловлено транспозонной активацией,
вызывающей дополнительное метилирование. Вместе с тем картина возрастного снижения
числа модифицированных сайтов облученных образцов объясняется процессами гипомети-
лирования, происходящими в геноме стареющих клеток.

Существует предположение, что снижение уровня метилирования с возрастом являет-
ся общебиологическим процессом, присущим как животным, так и некоторым монокар-
пическим растениям, у которых можно наблюдать в динамике четкую картину возраст-
ной деградации. Множество экспериментов свидетельствуют о том, что старение живот-
ных клеток и уменьшение метилирования являются взаимосвязанными процессами [14].
Однако результаты опытов, проведенных на растительных организмах, не столь однознач-
ны касательно возрастного падения уровня метилирования суммарной ДНК и отдельных
функциональных последовательностей. На примере некоторых генов наблюдается обрат-
ный возрастному гипометилированию эффект. В процессе старения происходит вариабель-
ное метилирование цитозина в палиндромах, наблюдается как понижение и повышение,
так и поддержание стабильного уровня метилирования в зависимости от специфики изу-
чаемых последовательностей [15]. Тем не менее изучение возрастной динамики метилиро-
вания ДНК может служить биологическим маркером определения темпов старения орга-
низма.

Метилирование ДНК растений варьирует в ходе онтогенеза, с момента прорастания
семян до терминальных стадий развития, как отдельных органов, так и целостного расти-
тельного организма. Существуют четкие возрастные изменения паттернов метилирования
ДНК у растений. Переход к каждой новой стадии онтогенеза характеризуется изменением
эпигенетического статуса, обеспечивающего активацию или репрессию специфического на-
бора генов. Одни гены метилируются по мере старения организма, другие, напротив, теря-
ют метилированные сайты, вследствие деметилирования или вырезания модифицирован-
ных участков. При старении происходят изменения метилирования CpG-динуклеотидов.
Образование неактивных участков хроматина приводит к инактивации генов в процессе
старения [12].

Гипометилирование осуществляется путем уменьшения активности поддерживающих
ДНК-метилаз либо посредством ферментативного удаления метильных групп из ДНК. По-
следнее играет важную роль в реакциях поддержания эпигеномной пластичности в усло-
виях действия стрессовых факторов. Происходящая в результате деметилирования актива-
ция генов супрессорных белков приводит к подавлению гена ДНК-метилазы. Таким обра-
зом, возрастное деметилирование запускает каскад реакций дополнительного деметилиро-
вания [11]. С возрастом падает метилирование промоторов регуляторных генов, таких как
группы SAG (senescence associated genes), в результате чего происходит активация этих
генов, ведущая к репрессии клеточных функций.
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Вариабельная экспрессия генов в онтогенезе растений обусловлена как генетическими,
так и эпигенетическими процессами. Стрессовые факторы окружающей среды посредством
эпигенома оказывают влияние на реализацию генетических программ растений [14].

В эксперименте получены данные, свидетельствующие о различии профилей метилиро-
вания ДНК семядольных листьев L. usitatissimum по сайтам узнавания метилчувствитель-
ных рестриктаз HpaII и SmaI на начальной и конечной стадиях онтогенеза. В конце онто-
генеза листьев наблюдалось более низкое содержание сайтов узнавания этих эндонуклеаз,
чем в начале. Воздействие нескольких доз острого рентгеновского облучения вызвало про-
цессы дополнительного метилирования, т. е. повышение числа сайтов узнавания метилчув-
ствительных рестриктаз в органе облученного растения. Это свидетельствует о способности
эпигенома изменяться под действием повреждающих факторов внешней среды. Возрастное
снижение числа модифицированных HpaII-сайтов во всех образцах объясняется процесса-
ми гипометилирования, происходящими в геноме стареющих клеток. Эпигеномный эффект,
вызванный облучением на ранней стадии онтогенеза листа, в процессе старения нивелиро-
вался под влиянием внутренних деградационных процессов. Хотя особенности изменения
эпигенома в процессе старения тканей и органов L. usitatissimum еще не выяснены пол-
ностью, анализ дифференциального метилирования ДНК на разных стадиях онтогенеза
растения под влиянием такого стрессового фактора, как радиация, может привести к бо-
лее полному пониманию механизмов регуляции старения и поможет определить, какая из
компонент — средовая или генетическая — вносит больший вклад в процессы возрастной
деградации.
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А.М. Берестяна

Вплив гострого рентгенiвського опромiнення на епiгеном у ходi
онтогенезу Linum usitatissimum

Дослiджено змiни епiгеному в онтогенезi Linum usitatissimum, що зазнав дiї рiзних доз го-
строго рентгенiвського опромiнення. Статус метилування визначено методом метилчут-
ливої полiмеразної ланцюгової реакцiї. Виявлено залежнiсть пiдвищення рiвня метилуван-
ня вiд дози опромiнення, встановлено епiгенетичнi змiни в процесi старiння листкiв Linum
usitatissimum.

A.N. Berestyanaya

Effects of hard X-ray radiation on the epigenome during ontogenesis of
Linum usitatissimum

The ontogenesis changes of the epigenome of Linum usitatissimum are investigated. This object
was subjected to the action of different irradiation doses. Methylation status was determined by
methylsensitive PCR. The study found the increasing dependence on the dose of methylation, and
the epigenetic changes during the aging leaves of Linum usitatissimum are established.
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В.В. Сарнацкая

Взаимодействие функционализированных олеиновой
кислотой и полиэтиленгликолем наночастиц Fe3O4

с альбумином

(Представлено академиком НАН Украины В. Ф. Чехуном)

Изучение взаимодействия наночастиц магнетита Fe3O4 с человеческим сывороточным
альбумином (ЧСА) показало, что молекула белка оказывает стабилизирующее действие
на наночастицы магнетита Fe3O4, предохраняя их от агрегирования в водной среде.
Установлено, что функционализированные олеиновой кислотой и ПЭГ наночастицы
Fe3O4 обладают высоким сродством к альбуминовой молекуле (Kасс > 105 /моль). При
взаимодействии магнетита с ЧСА происходят конформационные переходы белковой мо-
лекулы, затрагивающие область связывания, расположенную во втором IIA домене, ко-
торая совпадает с первым I лекарственным центром (Site I) связывания альбуминовой
молекулы. Информация о локализации центров ассоциации и конформационных пере-
ходах, возникающих при взаимодействии наночастиц Fe3O4 с ЧСА, позволит опреде-
лить их оптимальное молярное соотношение, обеспечивающее стабилизацию наночас-
тиц в жидкой фазе и максимально сохраняющее транспортную емкость самого аль-
бумина в отношении противоопухолевых препаратов, что является актуальным при
разработке векторной лекарственной терапии онкологических больных.

Определение возможных сайтов связывания наночастиц на молекуле белка является важ-
нейшей задачей как при изучении их токсичности, так и при разработке, создании и внедре-
нии функциональных и безопасных нанобиогибридных материалов. Слой адсорбированных
белков на поверхности частиц, проникающих в биологические системы, сохраняет биоотпе-
чаток самого наноматериала и оказывает влияние на его поглощение, распределение и выве-
дение из организма [1]. Сам процесс адсорбции протеинов вызывает изменение их нативной
конформации и функции, что, в свою очередь, может привести к возникновению нежела-
тельных побочных эффектов. Поэтому, зная локализацию мест связывания наночастиц на
молекуле белка, можно прогнозировать вероятные биологические последствия и тем самым
предотвращать их потенциальную токсичность.

В настоящее время нанобиогибридные системы, основанные на взаимодействии бел-
ков с наноматериалами, специально разрабатываются для производства различных зондов,
предназначенных для биомедицинской визуализации и сепарации, а также для таргетной
доставки лекарственных препаратов [2–4]. Поэтому процесс взаимодействия наноматериа-
лов с белками сыворотки или плазмы крови должен быть стратегически контролируемым
для предотвращения негативных последствий каких-либо вмешательств в функциональную
систему протеинов, а также способствовать эффективному переносу и естественному рас-
познаванию транспортируемых лекарственных препаратов клетками и тканями организма.
Следовательно, тактика соединения наноматериалов с белками требует глубоких знаний
о соотношении свойств конкретного наноматериала и связывающего его эпитопа.
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Альбумин является основным транспортным белком, на долю которого приходится бо-
лее 50% всех протеинов плазмы крови. Кристаллическая структура альбумина, по форме
напоминающая сердце, имеет размер 80 × 80 × 80 × 30 Å. В водных растворах молекула
белка принимает форму сигары размером 40×140 Å. Альбумин способен связывать разные
по химической природе наночастицы включая частицы магнетита, которые в настоящее
время имеют большой потенциал в области биомедицинского использования [5]. Исследо-
вания, касающиеся связывания наночастиц Fe3O4 размером 8,02 ± 1,26 нм с человеческим
сывороточным альбумином (ЧСА), базируются на информации о ЧСА как об основном
транспортере метаболитов и токсинов эндо- и экзогенной природы, в том числе ксенобио-
тиков, проникающих через мембранные структуры клеток [6, 7].

Характеристика интерфейса комплекса магнетит–альбумин является важным аспектом
в конструировании биопереносчиков для таргетной доставки лекарственных препаратов.
Исследования показывают, что структура и функции ЧСА зависят от размера комплекси-
руемых с ним наночастиц, их химического состава, а также локализации связывающего
сайта на белке и природы самой связи (ковалентная или нековалентная). Весьма актуаль-
ной является информация о константах ассоциации и стехиометрии различных комбинаций
белков плазмы крови, в том числе и альбумина, с наночастицами Fe3O4, а также сведения
о рейтинге тропности этих белков к магнетиту. Биологические эффекты взаимодействия на-
ночастиц с клеточными рецепторами разнятся в зависимости от относительных скоростей
обмена протеинов. Скорость ассоциации и диссоциации может существенно варьировать
в зависимости от природы той или иной наночастицы и белковой молекулы. Константа
скорости ассоциации представляет собой определенную диффузионно-контролируемую ве-
личину, однако конформационные изменения, вызванные взаимодействием протеина с на-
ночастицей, могут снижать ее на несколько порядков. Прочно связанный белок, медленно
обменивающийся с другими в комплексе со связанной наночастицей, может участвовать
в эндоцитозе, переходя из экстрацеллюлярного пространства в интрацеллюлярное, в то
время как слабо связанный или быстро обменивающийся протеин во время переноса может
быть вытеснен из комплекса другим внутриклеточным белком. Оценка уровня ассоциации
и диссоциации белков и наночастиц, определение временных рамок процессов обмена свя-
занных протеинов со свободными, изучение взаимодействия комплексов белок–наночастица
с соответствующими рецепторами и их последующие биологические эффекты являются
важной фундаментальной задачей.

Таким образом, изучение специфики взаимодействия функционализированных наночас-
тиц магнетита Fe3O4 с лекарственными центрами связывания альбумина позволяет пред-
сказать характер клеточной интернализации полученных комплексов и их дальнейшее био-
распределение в организме. Понимание механизма образования комплексов белок–магнетит
открывает реальные перспективы их дальнейшего использования в процедурах гипертер-
мии и таргетной лекарственной терапии онкологических больных

Нами методом дифференциальной сканирующей микрокалориметрии оценивалось ком-
плексообразование наночастиц Fe3O4 с молекулами сывороточного альбумина.

Материалы и методы. В работе были использованы: V фракция обезжиренного че-
ловеческого сывороточного альбумина, варфарин, диазепам (“Sigma”, США), магнитная
жидкость наночастиц Fe3O4 (Институт химии поверхности НАН Украины, Киев).

Для термодинамической оценки структурных переходов альбуминовой молекулы при
взаимодействии с наночастицами магнетита Fe3O4 образцы исходного и нагруженного бел-
ка были подвергнуты процессу плавления на приборе ДАСМ-4 (Пущино, Россия) при ско-
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Рис. 1. Трансмиссионная электронная микроскопия: иллюстрация нативных наночастиц Fe3O4 до их моди-
фикации олеиновой кислотой и ПЭГ (а) и наночастиц Fe3O4, стабилизированных ЧСА (б )

рости нагрева 1 ◦C/мин. Данные кривых плавления были применены для расчета термо-
динамических параметров тепловой денатурации, а именно: температуры плавления (Tпл)
и энтальпии плавления (∆Hпл).

Результаты и обсуждение. Благодаря монодисперсности по размерам, форме и сос-
таву, магнитные наночастицы Fe3O4 являются идеальным объектом для биомедицинского
применения. При диаметре остова менее 20 нм и гидродинамическом диаметре <50 нм
эти частицы имеют размер, сопоставимый с ядерными порами (∼50 нм) и значительно
меньший, чем размер клеток (обычно 10–100 нм) [8]. Исходно синтезированные наночасти-
цы Fe3O4 имеют тенденцию к образованию больших агрегатов (рис. 1, а) из-за сильного
магнитного диполь-дипольного взаимодействия, поэтому для улучшения их стабильности
и биосовместимости частицы магнетита покрывают сурфактантами или полимерами, на-
пример олеиновой кислотой, хитозаном или полиэтиленгликолем (ПЭГ) [5] (рис. 2, а).

Олеиновая кислота образует сильные химические связи с аморфными наночастицами
оксида железа, адсорбция ее на их поверхности приводит к уменьшению агрегации, однако
затрудняет способность диспергироваться в жидких средах. Для перевода частиц магнети-
та в гидрофильную форму, что необходимо для биологического применения, их поверхность
функционализируют путем дополнительной обработки амфифильными веществами, несу-
щими гидрофобные и гидрофильные группы. Гидрофобный сегмент ПЭГ образует бислой
своими углеводородными цепями, в то время как его гидрофильные группы экспонируются
во внешнюю среду, обеспечивая тем самым стабильную дисперсию в жидкой фазе. При-
соединение ПЭГ цепочек к поверхности наночастиц приводит к уменьшению их клиренса
ретикулоэндотелиальной системой, снижению токсичности, уменьшению эндоплазматичес-
кой деградации, усилению стабильности наночастиц, увеличению периода их полураспа-
да [9], а также обеспечивает лучшую коллоидную стабильность и иммобилизацию биомо-
лекул на поверхности магнетита Fe3O4.

Наночастицы с магнитными свойствами можно дополнительно стабилизировать с по-
мощью белка, в частности альбумина (см. рис. 2, б ). При этом альбумин увеличивает их
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Рис. 2. Модификация наночастиц магнетита Fe3O4 олеиновой кислотой и ПЭГ (а) и человеческим сыворо-
точным альбумином (б ). Схематическое изображение

Рис. 3. Поведение наночастиц магнетита Fe3O4 в магнитном поле:
а — буферный раствор; б — раствор альбумина

функциональность и биосовместимость. В результате получаются устойчивые протеин-фер-
ромагнитные жидкости, где белок действует как полиэлектролит. Доказательством тому,
что альбуминовая молекула способна обеспечить стабильность наночастиц Fe3O4, служит
следующий эксперимент, в котором исходный раствор функционализированного олеино-
вой кислотой и ПЭГ магнетита был помещен в две лунки на планшете и оставлен на 4 ч
в магнитном поле. По истечении этого времени на дне в центре обеих лунок образовался
осадок магнетита Fe3O4 в виде капли темно-коричневого цвета. Убрав надосадочную жид-
кость, представляющую собой раствор стабилизирующих веществ, и заменив ее на равный
объем буферного раствора в одной лунке или на раствор ЧСА — в другой, планшет оста-
вили еще на 24 ч в магнитном поле. Спустя сутки была обнаружена разница в поведении
наночастиц в лунке с буферным раствором (рис. 3, а) и с раствором альбумина (б ). На
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фотографии четко видно, что в ячейке без альбумина частички магнетита Fe3O4 располо-
жились на дне, равномерно покрыв всю его площадь, а в ячейке с альбумином — собрались
в центре, образовав темно-коричневую каплю (подобную картину мы наблюдали при экспо-
зиции в магнитном поле исходного неразбавленного раствора магнетита). Вероятнее всего,
это связано с отсутствием стабилизирующих веществ в буферном растворе, способных ока-
зывать поддерживающее действие на наночастицы. Это предположение было проверено
методом дифференциальной сканирующей микрокалориметрии, показавшей, что термо-
грамма плавления альбумина, растворенного в буферном растворе, контактировавшем с
частицами Fe3O4 (см. рис. 3, а), по своим характеристикам полностью совпадает с таковой
для коммерческого препарата ЧСА, растворенного в исходном натрий-фосфатном буфере
(рисунок не представлен).

Добавление в ячейку 2 мл белка обеспечивает им стабильность и предотвращает седи-
ментацию (см. рис. 3, б ). При этом наблюдается незначительное снижение исходной кон-
центрации ЧСА в лунке после контакта с частицами магнетита Fe3O4, а именно с 5,83
до 5,07 мг/мл. Следовательно, 1,52 мг ЧСА оказалось достаточно для поддержания час-
тиц магнетита Fe3O4 в стабильном состоянии. В отличие от нативных наночастиц Fe3O4

(см. рис. 1, а) наночастицы в комплексе с альбумином практически равномерно распреде-
лены в жидкой фазе и не образуют крупных агрегатов (см. рис. 1, б ).

Процесс взаимодействия наночастиц магнетита с альбумином был проанализирован ме-
тодом дифференциальной сканирующей микрокалориметрии. На рис. 4, а представлены
термограммы плавления комплексов обезжиренного ЧСА с наночастицами Fe3O4, приго-
товленных при разных молярных соотношениях белка и магнетита. Из рисунка видно, что
исходная эндотерма денатурации, принадлежащая препарату обезжиренного ЧСА (кри-
вая 1 ), представляет собой монопик с температурой плавления 61± 1 ◦C, имеет достаточно
большую амплитуду подъема кривой над базовой линией и величину энтальпии плавления,
равную 257 кДж/моль. Процесс термической денатурации протекает в интервале 54–68 ◦C
и характеризует необратимое разрушение междоменных и внутридоменных связей белка,
обеспечивающих его нативную конформацию.

Нагрузка альбумина наночастицами магнетита Fe3O4 в молярном соотношении 1/1 (см.
рис. 4, а, кривая 2 ) приводит к увеличению температуры плавления на 1 ◦C, уменьшению
амплитуды подъема эндотермы и расширению температурного диапазона, в котором проис-
ходит процесс термической денатурации комплекса, а именно с 68 до 77 ◦С. Наблюдаемые
изменения можно объяснить следующим образом: при взаимодействии магнетита Fe3O4

с молекулой ЧСА конфомация последней изменяется, что отражается на форме кривой
плавления, а увеличение температуры денатурации свидетельствует о появлении дополни-
тельной связи между альбуминовой молекулой и функционализирующим агентом, в данном
случае олеиновой кислотой или ПЭГ. Следует отметить, что, казалось бы, незначительное
увеличение температуры плавления на 1 ◦C при нагрузке альбумина наночастицами Fe3O4

по сравнению с таковой, характерной для исходной ненагруженной молекулы обезжирен-
ного ЧСА, тем не менее, говорит о высоком сродстве магнетита к молекуле белка. Похожая
тенденция характерна для веществ, имеющих константу ассоциации Kасс > 105/моль [10].

При добавлении еще 1 моля магнетита Fe3O4 к обезжиренному альбумину (см. рис. 4, а,
кривая 3 ) происходит дальнейшее “распластывание” термограммы вдоль температурной
оси (диапазон термоденатурации составляет уже 53–84 ◦C) и появление второго высоко-
температурного максимума в области 74 ± 0,5 ◦C, имеющего первоначально небольшую
амплитуду подъема над базовой линией. Добавление 3 или 5 молей наночастиц Fe3O4 к мо-
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Рис. 4. Термограммы плавления комплексов человеческого сывороточного альбумина (ЧСА) с наночасти-
цами магнетита (МГ) Fe3O4 (а) и человеческого сывороточного альбумина до (б ) и после нагрузки двумя
молями: варфарина (в) и диазепама (г)

лекуле ЧСА (cм. рис. 4, а, кривые 4 и 5 ) вызывает, помимо сдвига диапазона плавления
в область высоких температур, также увеличение вклада второго высокотемпературного
максимума в общую эндотерму денатурации. Десятикратная нагрузка молекулы альбуми-
на магнетитом (cм. рис. 4, а, кривая 6 ) приводит к резкому изменению характера термо-
граммы плавления по сравнению с таковой для исходной ненагруженной молекулы ЧСА
(cм. рис. 4, б ). В данном случае наблюдается доминирующий второй высокотемператур-
ный максимум с температурой плавления 80±1 ◦C и энтальпией плавления 430 кДж/моль,
а также едва определяемый первый максимум с температурой плавления 70 ± 1 ◦C.

Чем объясняется появление бимодальности в характере термограмм плавления? Ранее
при изучении взаимодействия различных лекарственных препаратов с молекулой альбуми-
на сыворотки методом дифференциальной сканирующей микрокалориметрии мы обрати-
ли внимание на то, что в одних случаях при нагрузке ЧСА появляется бимодальность, а
в других — нет. Так, например, при нагрузке лекарственными препаратами варфарином
и диазепамом (см. рис. 4, в, г) отмечалось различное поведение термограмм плавления
соответствующих комплексов. Из рис. 4, в видно, что при нагрузке белка варфарином ам-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №9 169



плитуда подъема второго высокотемпературного максимума (T = 80 ◦C) на кривой плавле-
ния возрастает, а сама эндотерма принимает выраженный бимодальный характер. В случае
с диазепамом (см. рис. 4, г) кривая практически не изменяет свою форму и лишь смещается
вправо относительно температурной оси в область высоких температур. Оба эти препарата
имеют практически равные и достаточно высокие константы ассоциации с молекулой аль-
бумина — 3,3 · 105 и 3,8 · 105 моль−1 для варфарина и диазепама соответственно, однако
первый является специфическим маркерным лигандом лекарственного центра связывания I
(Site I), а второй — центра II (Site II) [11]. В молекуле ЧСА Site I расположен во втором
IIА домене, а Site II — в третьем. Следовательно, наблюдаемые различия в характере тер-
мограмм плавления при титровании варфарином и диазепамом косвенно отражают особен-
ности плавления отдельных доменов ЧСА при нагрузке дискретных центров связывания
маркер-специфическими лигандами.

На основании полученных данных можно сделать следующие выводы.
Молекула альбумина оказывает стабилизирующее действие на наночастицы магнети-

та Fe3O4, предохраняя их от агрегирования. Наночастицы магнетита Fe3O4, обработанные
олеиновой кислотой и ПЭГ, обладают высоким сродством к молекуле альбумина (константа
ассоциации (Kасс) не ниже 105 моль−1). В процессе взаимодействия наночастиц Fe3O4 с ЧСА
происходит изменение конформации белковой молекулы, отражающееся на термограммах
плавления. Основной регион связывания наночастиц магнетита Fe3O4, функционализиро-
ванных олеиновой кислотой и ПЭГ, с ЧСА предположительно расположен во втором IIA
домене и соответствует первому (Site I) лекарственному центру связывания альбуминовой
молекулы.

Наблюдаемые конформационные переходы, возникающие при взаимодействии наночас-
тиц Fe3O4 с альбумином, являются важной информацией при создании феромагнитных
жидкостей, предназначенных для векторной нанотерапии злокачественных новообразо-
ваний.
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В.В. Сарнацька

Взаємодiя функцiоналiзованих олеїновою кислотою
i полiетиленглiколем наночастинок Fe3O4 з альбумiном

Вивчення взаємодiї наночастинок магнетиту Fe3O4 з сироватковим альбумiном людини
(САЛ) показало, що молекула бiлка надає наночастинкам магнетиту стабiлiзуючу дiю,
оберiгаючи їх вiд агрегування у водному середовищi. Встановлено, що функцiоналiзованi оле-
їновою кислотою i ПЕГ наночастинки Fe3O4 мають високу спорiдненiсть до альбумiнової
молекули (Kасс > 105/моль). При взаємодiї магнетиту з САЛ вiдбуваються конформацiйнi
переходи бiлкової молекули, що знаходяться в областi зв’язування, розташованiй в другому
IIA доменi, що збiгається з першим I лiкарським центром зв’язування (Site I) альбумiнової
молекули. Iнформацiя про локалiзацiю центрiв асоцiацiї та конформацiйнi переходи, що ви-
никають при взаємодiї наночастинок Fe3O4 з ЧСА, дозволить визначити їх оптимальне
молярное спiввiдношення, яке забезпечує стабiлiзацiю наночастинок у рiдкiй фазi i макси-
мально зберiгає транспортну ємнiсть самого альбумiну у вiдношеннi до протипухлинних
препаратiв, що є актуальним при розробцi векторної лiкарської терапiї онкологiчних хво-
рих.

V.V. Sarnatskaya

Interaction of magnetite Fe3O4 nanoparticles functionalized with oleic
acid and polyethylene glycol with albumin

In the study of the interaction between magnetite Fe3O4 nanoparticles with human serum albumin
(HSA), it has been established that the protein molecule exerts a stabilizing effect toward magnetite
Fe3O4 nanoparticles preserving them from aggregation in aqueous medium. It has been shown that
Fe3O4 nanoparticles functionalized with oleic acid and polyethylene glycol (PEG) possess a high
affinity toward albumin molecule (Cass > 105 /Mole). During the interaction between magnetite
and HSA, there occur conformation transitions of the protein molecule related to the binding regi-
on, which is located in the II A domain and coincides with the first (Site I) drug binding center
of albumin molecule. Information about the localization of association centers and conformation
transitions, which emerge during interactions between Fe3O4 nanoparticles with HSA, will allow
one to determine their optimal molar ratio providing the stabilization of nanoparticles in the liquid
phase and maximally restoring the transport capacity of albumin toward anticancer preparations,
what is important for the development of targeted chemotherapy of cancer patients.
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Бiохiмiчнi аспекти сигнальної функцiї ретиноїдiв при
регенерацiї печiнки

(Представлено членом-кореспондентом НАН України С.О. Костерiним)

Дослiджено роль рецепторiв ретиноєвої кислоти та канонiчної сигналiзацiї ретиноїдiв
у регенерацiї печiнки. З використанням моделi клiтинно-специфiчної абляцiї рецепто-
рiв ретиноєвої кислоти шляхом активацiї домiнантної негативної iзоформи (RARαDN)
показано, що необхiдною умовою для повноцiнної регенерацiї печiнки, викликаної частко-
вою гепатектомiєю, є реалiзацiя ретиноєвою кислотою її сигнальної функцiї, опосеред-
кованої взаємодiєю зi специфiчними ядерними рецепторами, як складова регенеративної
вiдповiдi. Функцiонування ретиноїдзалежного сигнального шляху за участю канонiчних
ядерних рецепторiв ретиноєвої кислоти життєво важливе як для печiнки при її гост-
рому ураженнi, так i для органiзму в цiлому.

Зростаючий попит на новi стратегiї у регенеративнiй медицинi та попередженнi раку по-
требує грунтовного розумiння молекулярних механiзмiв, якi контролюють тканинно-специ-
фiчну клiтинну пролiферацiю. Регенеруюча печiнка — унiкальна модель, що дозволяє ви-
користовувати бiохiмiчнi, генетичнi та бiотехнологiчнi засоби для розкриття молекулярних
механiзмiв i вдосконалення стратегiї метаболiчної корекцiї патологiй печiнки [1–3]. Визна-
чальна роль у повноцiннiй трансдукцiї сигналу вiдводиться ядерним рецепторам — пред-
ставникам суперродини бiлкових транскрипцiйних регуляторiв, що включає лiгандозалежнi
рецептори ретиноєвих кислот, стероїдних i тиреоїдних гормонiв, вiтамiну D3 та iнших лi-
пофiльних лiгандiв. Вказанi бiлковi фактори залученi в передачу внутрiшньоклiтинного
сигналу, необхiдного для ембрiогенезу, органогенезу, клiтинної пролiферацiї, диференцiацiї
та гомеостазу [4]. Численнi представники ядерних рецепторiв, як i гени, що мiстять респон-
сивнi елементи для їх гомо- та гетеродимерiв, експресуються в печiнцi [4].

Особливу увагу в метаболiчному контролi функцiонування печiнки та органiзму при-
вертають ретиноїди (вiтамiн А та його метаболiти). Ретиноєва кислота (РК) — основний
транскрипцiйно активний ретиноїд — залучена у регуляцiю бiльш нiж 500 генiв [5]. Пов-
нiстю-транс- та 9-цис-iзомери РК регулюють транскрипцiю шляхом зв’язування з одним
iз шести ядерних рецепторiв — рецепторами РК (RAR α, β, γ) та ретиноїд X рецепторами
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(RXR α, β, γ). Основна частина ретиноїдiв (до 70%) локалiзована в печiнцi, де депонується
у виглядi ретинiлефiрiв у спецiалiзованих лiпiдних краплях стелатних клiтин, на якi при-
падає до 80% запасiв ретиноїдiв печiнки [6]. Цiлком очевидно, що така висока концентрацiя
ретиноїдiв у печiнцi зумовлена необхiднiстю виконання цими бiоактивними метаболiтами
важливих функцiй, особливо у випадку гострого чи хронiчного ураження органа, що потре-
бує миттєвої регенеративної вiдповiдi та пiдтримки метаболiчного гомеостазу органiзму [7].
Водночас процеси гострого та хронiчного ураження печiнки (цироз, фiброз, неалкогольне
ожирiння, гепатоклiтинний рак) супроводжуються масивною втратою запасiв ретиноїдiв та
поглиблюються при їх нестачi, що свiдчить про безпосередню участь метаболiтiв вiтамiну
А в процесах регульованого вiдновлення тканини печiнки [7].

У свiтлi розкриття сигнальної та метаболiчної ролi ядерних рецепторiв у функцiонуван-
нi тканин i органiв залишається вiдкритим питання залучення цих бiлкових регуляторiв
у розвиток патологiчних процесiв та можливостей їх використання в метаболiчнiй корек-
цiї патологiй. Мета роботи — встановити роль рецепторiв РК та канонiчної сигналiзацiї
ретиноїдiв у регенерацiї печiнки.

Дослiдження проводили на мишах масою 25–30 г та вiком 2,5–3 мiс., якi знаходилися на
стандартному рацiонi вiварiю. Тварини були люб’язно наданi лабораторiєю бiологiї ретиної-
дiв Колумбiйського унiверситету мiста Нью-Йорк, США. Утримання тварин та манiпуляцiї
з ними проводили згiдно з положеннями “Європейської конвенцiї про захист хребетних
тварин, що використовуються для дослiдних та наукових цiлей” (Страсбург, 1986) та “За-
гальних етичних принципiв експериментiв на тваринах”, ухвалених Першим нацiональним
конгресом з бiоетики (Київ, 2001).

Використанi в експериментальних дослiдженнях тварини були трансгенними i мiстили
у геномi ген домiнантної негативної форми α iзоформи рецептора РК (RarαDN). Оскiль-
ки повноцiнна сигналiзацiя ретиноїдiв, яка опосередковується через канонiчнi рецептори,
необхiдна в процесах ембрiонального та постембрiонального розвитку, промоторна дiлянка
трансгена домiнантної негативної форми екранувалася термiнуючою послiдовнiстю, вiдме-
жованою loxP-cайтом, що унеможливлювало транскрипцiю вказаного трансгена. З метою
селективної тканиноспецифiчної активацiї транскрипцiї гена домiнантної негативної фор-
ми тварин-носiїв цього гена схрещували з носiями трансгена рекомбiнази Cre, зчепленої
з промотором гена альбумiну. Оскiльки ген альбумiну експресується тiльки в печiнцi, яка
є єдиним джерелом сироваткового альбумiну, експресiя трансгена рекомбiнази Cre, зче-
пленого з альбумiновим промотором, вiдбувається виключно в печiнцi. У результатi про-
веденого схрещування двох лiнiй трансгенних мишей отримали потомство з активованим
у гепатоцитах геном домiнантної негативної α iзоформи рецептора РК, не впливаючи на
сигналiзацiю ретиноїдiв в iнших (у тому числi ембрiональних) екстрагепатних тканинах (I
група, дослiдна, RarαDNflox/flox; Alb-Cre+/+). Контрольну групу складали мишi, отрима-
нi в результатi схрещування тварин з геном RarαDN i тварин без гена Cre-рекомбiнази (II
група, контрольна, RarαDNflox/flox; Alb-Cre−/−).

Бiлковий продукт гена домiнантної негативної α iзоформи рецептора РК iнгiбує функ-
цiональну активнiсть всiх iзоформ RAR, викликаючи їх абляцiю, шляхом конкурентного
незворотного зв’язування з респонсивними елементами (RARE) ретиноїдзалежних генiв [8].
У результатi зникнення вiльних мiсць для зв’язування повноцiннi рецептори елiмiнуються
шляхом протеолiзу, а утворена РК, як сигнальна молекула, не може виконувати свою ме-
сенджерну функцiю внаслiдок вiдсутностi лiгандзв’язуючого домена в мутантного рецеп-
тора [8, 9].
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Рис. 1. Електрофореграма розподiлу специфiчних продуктiв амплiфiкацiї трансгенiв RarαDN (а) та Cre (б ):
1, 2 — результати генотипування тварин контрольної (RarαDNflox/flox; Alb-Cre

−/−) та дослiдної
(RarαDNflox/flox; Alb-Cre

+/+) груп вiдповiдно; M — маркерний препарат Gene Ruler™ DNA Ladder Мiх

Генотипування трансгенних тварин проводили методом полiмеразної ланцюгової реакцiї
(ПЛР) з використанням специфiчних праймерiв. Тварини кожної групи мiстили фланко-
ваний ген RarαDN , що пiдтверджувалося появою амплiкона розмiром 214 п. н. (рис. 1).
Водночас геномна ДНК лише тварин дослiдної групи давала позитивну ПЛР з появою ам-
плiкона розмiром 400 п. н., що свiдчило про наявнiсть гена рекомбiнази Cre, необхiдної для
активацiї домiнантної негативної α iзоформи рецептора РК (див. рис. 1). Тварин дослiдної
i контрольної груп пiддавали частковiй гепатектомiї (ЧГЕ), яку проводили в ранковi го-
дини в умовах анестезiї за методом С. Mitchell, Н. Willenbring [10]. Евтаназiю тварин (5–6
тварин на кожну групу) здiйснювали пiд легким ефiрним наркозом на 0, 12-ту, 24-ту, 36-ту,
48-му, 72-гу год та 7-му добу (168 год) пiсля проведення ЧГЕ. Тварин зважували, видаляли
регенеровану частину печiнки, яку використовували для подальшого аналiзу.

Сироватку отримували шляхом центрифугування кровi при 8000 g протягом 15 хв. Сту-
пiнь гострого ураження тканини печiнки оцiнювали за ферментативною активнiстю ала-
нiнамiнотрансферази в сироватцi кровi, яку визначали за допомогою стандартного набору
(“Фелiсiт Дiагностика”, Днiпропетровськ) вiдповiдно до iнструкцiї виробника i виражали
в МО/л. Рiвень глюкози визначали глюкозооксидазним методом за допомогою стандар-
тного набору (“Фелiсiт Дiагностика”, Днiпропетровськ) вiдповiдно до iнструкцiї виробника
i виражали в мг/дкл. Cтупiнь фрагментацiї ядерної ДНК клiтин печiнки оцiнювали мето-
дом мiкроелектрофорезу ДНК iндивiдуальних клiтин (метод “ДНК-комет”) [11]. Для макси-
мально об’єктивної оцiнки пошкодженостi ядерної ДНК розраховували показник “моменту
хвоста” з використанням програми TriTek CometScore TM . Статистичну обробку результа-
тiв проводили з використанням t-критерiю Стьюдента. Вiрогiдною вважали рiзницю при
P < 0,05.

Результати дослiджень показали, що сигналiзацiя ретиноїдiв через канонiчнi рецептори
РК необхiдна для повноцiнної регенеративної вiдповiдi ураженої тканини печiнки. Аналiз
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Рис. 2. Кумулятивна крива виживання тварин дослiдної (RarαDNflox/flox; Alb-Cre
+/+) i контрольної

(RarαDNflox/flox; Alb-Cre
−/−) груп пiсля часткової гепатектомiї

експериментальних даних засвiдчив, що за умови 100% постоперацiйного виживання тварин
обох груп вже на 12-ту год рiвень летальностi тварин дослiдної групи становив 20%, дося-
гаючи бiльше 50% через 2 доби (48 год). На противагу цьому виживання тварин контрольної
групи знаходилось у межах експериментальної похибки та становило бiльше 95% (рис. 2).

Враховуючи високий рiвень летальностi тварин дослiдної групи, в подальших дослiд-
женнях ми сконцентрувалися на аналiзi показникiв, отриманих у першi 2 доби пiсля ЧГЕ,
оскiльки повнота метаболiчної вiдповiдi на гостре ураження печiнки саме в цей перiод вияв-
ляється життєво важливою для органiзму. Реалiзацiя первинного регенерацiйного сигналу
спрямована передусiм на активацiю пролiферативних процесiв у частцi печiнки, що зали-
шилася неушкодженою [3]. У результатi синхронного подiлу кiлькiсть гепатоцитiв протягом
перших дiб пiсля гепатектомiї повинна досягти величини, що вiдповiдала б метаболiчним
потребам органiзму, а печiнка — вiдновити порушений гомеостаз.

За даними аналiзу постгепатектомiйного вiдновлення паренхiми печiнки встановлено
зниження темпiв її регенерацiї у тварин з порушеною канонiчною сигналiзацiєю ретиноїдiв
вже починаючи з 24-ї год. Водночас рiвень вiдновлення паренхiми печiнки тварин кон-
трольної групи досягав вихiдних величин (94%) вже на 72-гу год, у тварин з RARαDN
цей показник був нижчий на 26% i становив лише 60% дооперацiйної величини (рис. 3).
Гiстологiчний аналiз регенеруючої печiнки тварин дослiдної групи показав наявнiсть зон
вогнищевого некрозу вже через 24 год пiсля ЧГЕ та значне статистично достовiрне збiль-
шення аланiнамiнотрансферазної активностi в сироватцi кровi, що вказувало на глибокi
порушення паренхiми. Аналiз ступеня фрагментацiї ядерної ДНК виявив ознаки її де-
градацiї в клiтинах печiнки тварин з активованою домiнантною негативною формою α
iзоформи рецептора РК, що виражалося в появi набору безладних фрагментiв розмiра-
ми вiд 20 до 2,5 т. п. н. Водночас переважання комет С3 i С4 типу при проведеннi мi-
кроелектрофорезу ДНК гепатоцитiв пiдтверджувало некротичний тип загибелi клiтин ре-
генеруючої печiнки тварин з домiнантною негативною α iзоформою RAR. У цiй групi
вже з 12-ї год пiсля гепатектомiї виявлялися комети з величиною моменту хвоста бiль-
ше 50 мкм, а на 48-му год для бiльшої частини комет цей показник знаходився в дiапазонi
100–200 мкм.
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Рис. 3. Вiдновлення маси печiнки у тварин дослiдної (RarαDNflox/flox; Alb-Cre
+/+) i контрольної

(RarαDNflox/flox; Alb-Cre
−/−) груп пiсля часткової гепатектомiї.

Величини з буквеними iндексами a–g — статистично достовiрно вiдрiзняються, P < 0,05

Рис. 4. Рiвень глюкози в сироватцi кровi мишей пiсля гепатектомiї.
Величини з буквеними iндексами a, b, c статистично достовiрно вiдрiзняються, P < 0,05

Виявлене порушення регенерацiйних процесiв супроводжувалося одночасним порушен-
ням метаболiчних функцiй печiнки. Характерною ознакою постоперацiйних метаболiчних
змiн є розвиток енергетичної недостатностi органiзму, що супроводжується гiпоглiкемiєю
вже у першi години пiсля гепатектомiї (рис. 4). Оскiльки запаси глiкогену пiсля резекцiї 70%
паренхiми печiнки є обмеженими, значне навантаження лягає на глюконеогенез. Проте цей
метаболiчний шлях виявляється iнгiбованим, враховуючи пряму залежнiсть експресiї клю-
чового ензиму глюконеогенезу фосфоенолпiруваткарбоксикiнази вiд транскрипцiйної регу-
ляцiї за прямою участю ретиноїдiв [12]. Якщо у тварин контрольної групи рiвень глюко-
зи кровi знижувався не бiльш нiж на 30% i повертався до вихiдних значень через 48 год
(див. рис. 4), у мишей з активованою домiнантною негативною формою RAR цей показник
зменшувався в три рази i не досягав навiть 50% дооперацiйної величини.
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Отже, необхiдною умовою для повноцiнної регенерацiї печiнки, викликаної ЧГЕ, є реа-
лiзацiя РК її сигнальної функцiї, опосередкованої взаємодiєю зi специфiчними ядерними ре-
цепторами, як складова регенеративної вiдповiдi. Функцiонування ретиноїдзалежного сиг-
нального шляху за участю канонiчних ядерних рецепторiв РК є життєво важливим як для
печiнки при її гострому ураженнi, так i для органiзму в цiлому.
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И.А. Шмараков, Ю.Д. Морозевич, В.С. Бленер, М. М. Марченко

Биохимические аспекты сигнальной функции ретиноидов
при регенерации печени

Исследована роль рецепторов ретиноевой кислоты и канонической сигнализации ретиноидов
в регенерации печени. С использованием модели клеточно-специфической абляции рецепто-
ров ретиноевой кислоты путем активации доминантной негативной изоформы (RARαDN)
показано, что необходимым условием для полноценной регенерации печени, вызванной час-
тичной гепатэктомией, является реализация ретиноевой кислотой ее сигнальной функции,
опосредованной взаимодействием со специфическими ядерными рецепторами, как составная
регенеративного ответа. Функционирование ретиноидзависимого сигнального пути с учас-
тием канонических ядерных рецепторов ретиноевой кислоты жизненно важно как для пе-
чени при ее остром поражении, так и для организма в целом.
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I. O. Shmarakov, Yu. D. Morozevich, W. S. Blaner, M. M. Marchenko

Biochemical aspects of retinoid signaling function during liver
regeneration

The work is devoted to the role of retinoic acid receptors and retinoid canonical signaling in liver
regeneration. Using a model of cell-specific ablation of retinoic acid receptors by activation of domi-
nant negative isoform (RARαDN), it is shown that an essential condition for a full liver regenera-
tion caused by partial hepatectomy is the realization of retinoic acid signaling functions mediated
by interaction with specific nuclear receptors as a component of regenerative response. Retinoid-
dependent signaling pathway functioning, involving canonical nuclear retinoic acid receptors, is
vital for the liver during its acute injury and organism as a whole.
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УДК 577.15:546.562.57.084.1

Б.О. Цудзевич, I. В. Калiнiн

Вплив солей мiдi на функцiонування антиоксидантної

системи у тканинах щурiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України С.О. Костерiним)

Дослiджено вплив рiзних анiонiв солей мiдi на бiохiмiчнi показники та функцiонування
антиоксидантної системи в тканинах щурiв. Показано, що введення солей мiдi з рiзним
анiонним складом в органiзм тварин впливає на кумуляцiю дослiджуваного елемента та
бiохiмiчнi показники, а також функцiонування антиоксидантної системи у тканинах
щурiв.

Загострення екологiчної ситуацiї обумовлює необхiднiсть вивчення механiзмiв адаптацiї жи-
вих органiзмiв до важких металiв як найнебезпечнiших забруднювачiв довкiлля. Мiдь по-
трапляє в навколишнє середовище в основному з вiдходами i стiчними водами пiдприємств,
а також широко використовується у сiльському господарствi як фунгiцид для боротьби iз
шкiдниками та захворюваннями рослин.

При надмiрному надходженнi сполук мiдi в органiзм можливе виникнення отруєнь,
оскiльки мiдi притаманнi вираженi кумулятивнi властивостi, при довготривалому надход-
женнi мiдi в органiзм небезпечними є хронiчнi iнтоксикацiї [1].

Важливу проблему становить дослiдження корекцiї порушень метаболiзму, що вияв-
ляються в клiтинах людини i тварин внаслiдок надходження в органiзм сполук цього важ-
кого металу. Вiдомо, що iони важких металiв, у тому числi й мiдi, активують процеси
утворення активних форм кисню в рiзних типах клiтин, провокуючи розвиток в органiзмi
оксидативного стресу. Мiдь i залiзо в живих органiзмах тiсно поєднанi. Мiдь слугує приско-
рювачем в окисних реакцiях клiтин, а також сприяє утворенню гемоглобiну, накопиченню
залiза про запас. Метаболiзм цинку був взаємозв’язаний iз залiзом i мiддю, в ферментах
цинк часто може замiщуватися мiддю [2].

Незважаючи на те, що в лiтературi є багато робiт, присвячених розкриттю механiзмiв не-
гативної дiї мiдi на органiзм, проте актуальним залишається питання щодо функцiональних
змiн та стану антиоксидантної системи у клiтинах рiзних органiв i тканин в умовах ком-
бiнованого впливу цих металiв впродовж тривалого часу [3–6]. Дослiдження щодо впливу
рiзних анiонiв солей важких металiв у лiтературi вiдображено епiзодично.

При проведеннi дослiдiв у лабораторних умовах з рiзними солями одного й того самого
металу виникає питання про вплив на бiохiмiчнi процеси не тiльки безпосередньо металу
(катiона), а й анiонної частини солi. Тому метою даної роботи було дослiдження впливу
рiзних анiонiв солей мiдi на бiохiмiчнi показники та функцiонування антиоксидантної сис-
теми в тканинах щурiв.

Дослiдження проводили на бiлих нелiнiйних щурах-самцях одного вiку, масою 180–200 г,
яких утримували за звичайних умов вiварiю. Було утворено чотири груп тварин: перша —
контроль, друга — тваринам перорально вводили розчин мiдi сульфату, третя — щурам
перорально вводили розчин мiдi нiтрат, четверта — тваринам перорально вводили розчин
мiдi хлорид. Iнтоксикацiю проводили в загальновстановлених дозах [7, 8] впродовж
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14 дiб, потiм щурiв декапiтували пiд ефiрним наркозом та вiдбирали кров i печiнку для
подальших дослiджень. Роботу проводили, згiдно з конвенцiєю Ради Європи щодо захисту
тварин, яких використовують у наукових цiлях. Вмiст металiв у тканинах (кров, печiнка)
визначали на атомно-абсорбцiйному спектрофотометрi С-115 пiсля спалювання зразкiв
у азотнiй кислотi. Визначали активнiсть: супероксиддисмутази (СОД, КФ 1.15.1.1) за [9];
каталази (КАТ, КФ 1.11.1.9) за [10]; глутатiонпероксидази (ГП, КФ 1.11.1.9) та глутатiон-
трансферази (ГТ, КФ 2.5.1.18) за [11, 12]. Вмiст вiдновленого глутатiону (GSH) визначали
методом, описаним у статтi [13]. Бiохiмiчний аналiз кровi (активнiсть лужної фосфатази
(ЛФ, КФ 3.1.3.1), аланiнамiнотрансферази (АлАТ, КФ 2.6.1.2), аспартатамiнотрансферази
(АсАТ, КФ 2.6.1.1), вмiст глюкози, загального бiлка, сечовини, креатинiну) проводили
за допомогою напiвавтоматичного бiохiмiчного аналiзатора Microlab 300 (Нiдерланди).
Експериментальнi данi обробляли статистично з використанням t-критерiю Стьюдента [14].
Статистичнi розрахунки проводили з використанням програми “Microsoft Excel 2007”.

Проведенi дослiди показали, що отруєння мiдi сульфатом, мiдi нiтратом та мiдi хлори-
дом призвело до збiльшення мiдi в усiх дослiджуваних тканинах. Так, у кровi (табл. 1)
концентрацiя мiдi збiльшилась в 1,6 раза при отруєннi сульфатом та в 2 рази — нiтратом
i хлоридом мiдi вiдносно контрольної групи тварин.

У тканинах печiнки вмiст мiдi збiльшився в 1,6 раза при отруєннi сульфатом i хлоридом
та в 1,7 раза — нiтратом мiдi вiдносно контрольної групи тварин.

Результати бiохiмiчних дослiджень сироватки кровi щурiв представленi в табл. 2.
Встановлено збiльшення вмiсту глюкози в 1,3 раза у тварин, iнтоксикованих солями мiдi

з рiзним анiонним складом, порiвняно з контрольною групою тварин. Вмiст загального бiлка
знизився на 17, 20 й 18% у щурiв, отруєних щурах iонами мiдi сульфатом, мiдi нiтратом

Таблиця 1. Вмiст мiдi в тканинах щурiв за умов iнтоксикацiї солями мiдi рiзного анiонного складу (M ±m,
n = 8)

Групи тварин
Вмiст мiдi, мг/кг

у кровi у печiнцi

Контроль 1,34± 0,15 2,82± 0,38
Iнтоксикованi:

мiдi сульфатом 2,17± 0,42∗ 4,43± 0,62∗

мiдi нiтратом 2,73± 0,57∗ 4,81± 0,73∗

мiдi хлоридом 2,56± 0,51∗ 4,62± 0,816∗

∗p < 0,05 вiдносно iнтактних тварин.

Таблиця 2. Бiохiмiчнi показники кровi щурiв за умов iнтоксикацiї солями мiдi рiзного анiонного складу
(M ±m, n = 8)

Показники Контроль
Щури iнтоксикованi

CuSO4 Cu(NO3)2 CuCl2

Глюкоза, ммоль/л 6,04 ± 0,76 7,63± 0,71∗ 7,94 ± 0,65∗ 7,82 ± 0,69∗

Бiлок загальний, г/л 74,52 ± 2,88 61,74 ± 1,94∗ 59,42 ± 1,25∗ 60,81 ± 1,72∗

Сечовина, ммоль/л 6,23 ± 0,91 11,41 ± 1,32∗ 11,67 ± 1,71∗ 11,73 ± 1,92∗

Креатинiн, мкмоль/л 69,17 ± 6,23 102,30 ± 9,21∗ 104,85 ± 9,52∗ 103,28 ± 9,43∗

АлАТ, од./л 78,23 ± 7,26 133,10 ± 12,24∗ 135,23 ± 12,37∗ 134,40 ± 11,62∗

АсАТ, од./л 162,51 ± 13,92 254,23 ± 21,71∗ 257,18 ± 23,84∗ 255,71 ± 22,37∗

ЛФ, од./л 292,47 ± 28,11 536,21 ± 85,82∗ 541,32 ± 88,13∗ 538,46 ± 87,84∗

∗p < 0,05 вiдносно контролю.
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i мiдi хлоридом вiдповiдно, щодо iнтактних щурiв. Збiльшився вмiст сечовини у 1,8 раза
у трьох дослiдних групах iнтоксикованих тварин вiдносно контролю. Рiвень креатинiну
збiльшився у 1,5 раза в усiх дослiдних групах тварин, порiвняно з групою контрольних
тварин.

При iнтоксикацiї iонами мiдi сульфатом активнiсть усiх дослiджуваних ферментiв кровi
зросла, а саме АлАТ у 1,7 раза, АсАТ — у 2,2, ЛФ — у 1,8 раза щодо контрольної групи
тварин. Разом з тим отруєння нiтратом мiдi призвело також до зростання ферментативної
активностi кровi, але це зростання було бiльшим, якщо порiвнювати отруєння з групою
щурiв, яка зазнала iнтоксикацiї iонами мiдi сульфатом та мiдi хлоридом. Результати дослiд-
жень активностi супероксиддисмутази та каталази щурiв зведено в табл. 3.

Iнтоксикацiя iонами мiдi з рiзним анiонним складом призводить до зниження актив-
ностi СОД i КАТ у дослiджуваних тканинах щурiв, найбiльше зниження встановлено при
iнтоксикацiї iонами мiдi азотнокислої. Результати дослiджень активностi глутатiонзалеж-
них ферментiв тканин щурiв демонструє табл. 4.

Встановлено, що iнтоксикацiя щурiв мiддю сiрчанокислою призводить до зниження
в кровi вмiсту GSH (у 1,3 раза) та зниження активностi ГП й ГТ (у 1,3 й 1,9 раза вiд-
повiдно). Показано, що iнтоксикацiя щурiв мiддю азотнокислою призводить до зниження
в кровi вмiсту GSH (у 1,5 раза) та зменшення активностi ГТ (у 2,2 раза), у той час як
активнiсть глутатiонпероксидази iстотно не змiнилася. Iнтоксикацiя щурiв мiдi хлоридом
призводить до зниження в кровi вмiсту GSH (у 1,7 раза) та зменшення активностi ГП й ГТ
(у 1,3 i 2,0 раза вiдповiдно) порiвняно з контролем.

Таблиця 3. Активнiсть супероксиддисмутази та каталази в тканинах щурiв при дiї iонiв мiдi з рiзним
анiонним складом (M ±m, n = 8)

Групи тварин
Кров Печiнка

СОД, ум. од. КАТ, мкмоль/(л · хв) СОД, ум. од. КАТ, мкмоль/(мг · хв)

Контроль 0,83± 0,05 11,23 ± 1,14 2,83± 0,32 0,18± 0,03
Iнтоксикованi:

CuSO4 0,68± 0,02 10,12 ± 0,93 2,68± 0,17 0,12± 0,02∗

Cu(NO3)2 0,64± 0,03 9,14 ± 0,81 2,03± 0,12 0,10± 0,01∗

CuCl2 0,66± 0,02∗ 9,82 ± 0,63∗ 2,29± 0,15∗ 0,11± 0,02∗

∗p 6 0,05 вiдносно контролю.

Таблиця 4. Вмiст глутатiону та активнiсть глутатiонпероксидази i глутатiонтрансферази в тканинах щурiв
при дiї iонiв мiдi з рiзним анiонним складом (M ±m, n = 8)

Показник
Групи тварин

Контроль
iнтоксикованi

CuSO4 Cu(NO3)2 CuCl2

Кров
GSH, ммоль/л 0,38± 0,04 0,29± 0,03∗ 0,26 ± 0,02∗ 0,22± 0,02∗

ГП, ммоль/(хв · л) 0,27± 0,12 0,21± 0,11∗ 0,24 ± 0,01 0,21± 0,01∗

ГТ, ммоль/(хв · л) 68,03 ± 4,71 35,72 ± 3,68∗ 30,81 ± 3,05∗ 33,44 ± 3,42∗

Печiнка
GSH, мкмоль/мг бiлка 0,80± 0,04 0,67± 0,05∗ 0,51 ± 0,02∗ 0,62± 0,03∗

ГП, мкмоль/(хв · мг бiлка) 0,37± 0,02 0,34± 0,03 0,31 ± 0,02 0,32± 0,02
ГТ, мкмоль/(хв · мг бiлка) 0,48± 0,05 0,46± 0,07 0,42 ± 0,03 0,45± 0,06

∗Данi вiрогiднi (p 6 0,05) у порiвняннi з iнтактними щурами.
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Iнтоксикацiя щурiв мiдi сульфатом призводить до зниження у печiнцi вмiсту GSH —
у 1,2 раза порiвняно з контрольними тваринами (див. табл. 4).

У печiнцi отруєння щурiв iонами мiдi нiтратом i мiдi хлоридом призводить до зни-
ження вмiсту GSH — у 1,6 раза й 1,3 раза вiдповiдно порiвняно з контрольними щурами.
Разом з тим активнiсть глутатiопероксидази i глутатiотрансферази у всiх дослiдних групах
залишалась без помiтних змiн.

Таким чином, в результатi проведених дослiджень вперше показано, що введення солей
мiдi з рiзним анiонним складом в органiзм тварин впливає на кумуляцiю дослiджуваного
елемента та бiохiмiчнi показники, а також функцiонування антиоксидантної системи в тка-
нинах щурiв.
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Б.А. Цудзевич, И. В. Калинин

Влияние солей меди на функционирование антиоксидантной
системы в тканях крыс

Исследовано влияние различных анионов солей меди на биохимические показатели и функ-
ционирования антиоксидантной системы в тканях крыс. Показано, что введение солей ме-
ди с различным анионным составом в организм животных влияет на кумуляции исследуе-
мого элемента и биохимические показатели, а также функционирование антиоксидантной
системы в тканях крыс.

182 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №9



B.A. Tsudzevich, I. V. Kalinin

Influence of copper salts on the functioning of the antioxidant system in
rat tissues

The effect of various anions of copper salts on biochemical data and functioning of the antioxi-
dant system in rat tissues is studied. The introduction of copper salts with different anions to the
organism of animals affects the element cumulation and biochemical parameters, as well as the
functioning of the antioxidant system in rat tissues.
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Вплив замiсної терапiї препаратами рекомбiнантного

гормону росту на стан гiпофiзарно-тиреоїдної
та гiпофiзарно-наднирковозалозної систем у дiтей

допубертатного вiку з соматотропною недостатнiстю

В дитячому вiддiленнi ДУ “Iнститут ендокринологiї та обмiну речовин iм. В.П. Ко-
мiсаренка НАМН України” вивчено вплив довготривалої терапiї рГР на стан гiпофiзар-
но-тиреоїдної i гiпофiзарно-наднирковозалозної систем у дiтей з соматотропною недос-
татнiстю. Встановлено, що лiкування препаратами гормону росту потребує постiйно-
го монiторингу стану цих систем для своєчасного виявлення вторинного гiпотиреозу,
вторинного гiпокортицизму i корекцiї виявлених порушень.

Дiти, хворi на соматотропну недостатнiсть (СН), потребують довготривалої (кiлька рокiв)
терапiї препаратами рекомбiнантного гормону росту (рГР). За останнi десятирiччя нако-
пичений значний досвiд у лiкуваннi таких хворих, розробленi високоякiснi препарати рГР,
розширенi показання для призначення рГР у клiнiчнiй практицi, зросла кiлькiсть пацiєнтiв,
якi отримують терапiю рГР протягом багатьох рокiв. Вiдповiдно виникає потреба у визна-
ченнi не тiльки ефективностi препаратiв рГР, а також їх безпечностi та впливу на iншi
органи i системи органiзму, зокрема на стан гiпофiзарно-тиреоїдної та гiпофiзарно-наднир-
ковозалозної систем [1–4]. Вважають, що замiсна терапiя рГР може обумовити розвиток по-
рушень роботи цих систем, включаючи зниження рiвня вiльного тироксину (fT4) у поєднан-
нi зi зниженням рiвня тиреотропного гормону (ТТГ), а також зменшувати бiодоступнiсть
кортизолу через посилення конверсiї активного кортизолу до неактивного кортизону [5–8].
Крiм того, при застосуваннi рГР знижується концентрацiя загального кортизолу в сиро-
ватцi кровi через зменшення рiвня циркулюючого кортизонзв’язуючого глобулiну. На тлi
терапiї рГР не виключена також манiфестацiя дефiциту адренокортикотропного гормону
(АКТГ) [9–12]. Замiсна терапiя рГР у дiтей з гiпопiтуїтаризмом демаскує вторинний гiпо-
тиреоз та вторинний гiпокортицизм, у результатi чого знижується якiсть життя пацiєнтiв
i вони потребують призначення замiсної терапiї L-тироксином i гiдрокортизоном [3, 13, 14].
Також цi дiти мають пiдвищений ризик розвитку клiнiчних i лабораторних проявiв гiпоти-
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реозу i гiпокортицизму, що обумовлює необхiднiсть монiторингу функцiї щитоподiбної та
надниркових залоз.

Мета дослiдження — оцiнити стан гiпофiзарно-тиреоїдної i гiпофiзарно-наднирковоза-
лозної систем у дiтей iз соматотропною недостатнiстю допубертатного вiку на тлi замiсної
терапiї препаратами рГР протягом одного року лiкування.

У вiддiленнi дитячої ендокринної патологiї ДУ “Iнститут ендокринологiї та обмiну речо-
вин iм. В.П. Комiсаренка НАМН України” обстежено 57 пацiєнтiв (31 хлопчик i 26 дiвчат)
у вiцi вiд 3,2 до 11,5 року (у середньому 8,04 ± 1,75 року). Зрiст дiтей на момент обстеже-
ння становив вiд 78,0 до 122,5 см (у середньому 104,8 ± 1,57 см), маса тiла — вiд 10,0 до
34,6 кг (у середньому 17,94±0,68 кг). Стандартне вiдхилення (SD) росту становило вiд −2,6
до −6,9 (у середньому −4,35 ± 0,25). Рентгенологiчний вiк дiтей, визначений за атласом
W.W. Greulich, S. P. Pyle, до початку лiкування становив вiд 0,9 до 8,0 рокiв (у середньому
4,35 ± 0,25 року).

Основною скаргою при зверненнi до лiкаря було вiдставання у зростi, яке у бiльшостi
пацiєнтiв проявилося пiсля 3 рокiв, а у деяких — вже пiсля року життя. Також пацiєн-
ти скаржилися на пiдвищену втомлюванiсть, слабкiсть, схильнiсть до закрепiв, головний
бiль. У всiх хворих вiдмiчалося зниження швидкостi росту до 1–2 см за рiк. Iз анамнезу
встановлено вiдсутнiсть спадковостi за ендокринними захворюваннями. Проведення МРТ
виключило наявнiсть пухлин головного мозку.

Дiагноз СН був пiдтверджений двома дiагностичними тестами з iнсулiном та клонiди-
ном. У 30 хворих (1-ша група) спостерiгався iзольований дефiцит ГР, у 27 пацiєнтiв (2-га
група) — множинний дефiцит гормонiв аденогiпофiза. Стимульований викид ГР при про-
веденнi проби з iнсулiном становив вiд 0,07 до 7,0 нг/мл (у середньому 1,2 ± 0,21 нг/мл),
з клонiдином — вiд 0,1 до 6,6 нг/мл (у середньому 1,78±0,2 нг/мл). Середнiй рiвень iнсулi-
ноподiбного фактору росту-1 (IФР-1) у кровi був значно знижений у всiх хворих i становив
24,48± 2,55 нг/мл до початку лiкування (p < 0,001 вiдносно контролю). Рiвень IФР-1 у па-
цiєнтiв контрольної групи становив 234,98 ± 8,93 нг/мл.

Усi хворi з дефiцитом ГР отримували терапiю препаратами рГР. Доза рГР при сомато-
тропнiй недостатностi у дiтей становила 0,033 мг/кг на добу. Обстеження проводили до та
через 6 i 12 мiс. пiсля початку лiкування.

Збiльшення в ростi за рiк становило 8,95 ± 0,27 см. Хворим з вторинним гiпотиреозом
призначали L-тироксин у розрахунку 2–2,5 мкг/кг на добу натще щоденно пiд контролем
за рiвнем fТ4.

Пацiєнтам з СН, у яких на тлi лiкування рГР вiдбувалося зменшення рiвня корти-
золу нижче 215,0 нмоль/л та з’являлися клiнiчнi симптоми гiпокортицизму, проводили
тест з АКТГ (сiнактен). У разi вiдсутностi пiдвищення рiвня кортизолу вдвiчi пiсля сти-
муляцiї АКТГ хворим призначали терапiю гiдрокортизоном (per os) у пiдтримуючiй дозi
(8–10 мг/м2). Лiкування продовжували протягом терапiї рГР.

Отриманi результати обробленi методами варiацiйної статистики. Вiрогiднiсть оцiнюва-
ли за критерiєм Стьюдента i констатували при рiвнi p < 0,05.

Аналiз рiвня ТТГ у кровi хворих до початку лiкування рГР виявив значний дiапазон
iндивiдуальних показникiв — вiд низьких до нормальних i пiдвищених значень. Середнiй
рiвень ТТГ у пацiєнтiв з iзольованим дефiцитом ГР становив 2,87± 0,26 мОД/л при нормi
0,25–3,5 мОД/л. Середнiй рiвень fT4 у дiтей 1-ї групи дорiвнював 14,2 ± 0,59 пмоль/л при
нормi 9,0–20,0 пмоль/л. У пацiєнтiв 2-ї групи класично низький рiвень ТТГ (<0,1 мОД/л)
мали 6 пацiєнтiв (22,22%) — у середньому 0,21 ± 0,07 мОД/л, у бiльшостi пацiєнтiв — 16
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Рис. 1. Динамiка рiвня ТТГ протягом лiкування рГР у пацiєнтiв з множинним дефiцитом гормонiв гiпофiза

(59,26%) — базальна концентрацiя ТТГ знаходилась у межах нормальних значень i в се-
редньому становила 1,38±0,23 мОД/л, а у 5 пацiєнтiв (18,52%) рiвень ТТГ був пiдвищений
(5,51 ± 0,71 мОД/л). Рiвень fТ4 до початку лiкування в 2-й групi у пацiєнтiв зi зниженим
рiвнем ТТГ був низьким — 7,8± 0,53 пмоль/л, у пацiєнтiв з нормальними значеннями ТТГ
вiн був на межi норми — 8,6± 0,38 пмоль/л, у пацiєнтiв з пiдвищеним ТТГ становив 7,3±
± 0,67 пмоль/л. Пацiєнти 2-ї групи отримували замiсну терапiю L-тироксином у стабiльнiй
дозi (з розрахунку 2,0–2,5 мкг/кг на добу) до початку лiкування рГР. Через 1 рiк на тлi
лiкування рГР рiвень ТТГ у хворих 1-ї групи становив 2,69 ± 0,15 мОД/л, рiвень fТ4 у 24
пацiєнтiв вiрогiдно знизився — 12,27 ± 0,38 пмоль/л (p < 0,01), у 6 пацiєнтiв був нижче
норми — 7,9± 0,64 пмоль/л. Цим хворим була призначена терапiя L-тироксином. У хворих
2-ї групи, якi отримували замiсну терапiю L-тироксином i препаратами рГР, через 1 рiк
лiкування спостерiгалося вiрогiдне зниження рiвня ТТГ. У пацiєнтiв з нормальним рiвнем
ТТГ до початку лiкування вiн знизився в середньому до 0,68 ± 0,19 мОД/л (p < 0,02),
у пацiєнтiв з пiдвищеним рiвнем — до 1,12 ± 0,1 мОД/л (p < 0,001), у пацiєнтiв з низьким
рiвнем залишився низьким — 0,1 ± 0,05 мОД/л (рис. 1).

Таким чином, через рiк терапiї препаратами рГР замiсну терапiю L-тироксином отри-
мували 33 пацiєнта (57,89%). Контроль замiсної тиреоїдної терапiї здiйснювали за рiвнем
fТ4 кожнi 3 мiс. У 3 пацiєнтiв доза L-тироксину збiльшилась протягом лiкування рГР з 25
до 75 мкг на добу, у 10 пацiєнтiв — з 25 до 50 мкг на добу, у 9 — з 50 до 75 мкг на добу,
у 4 — з 50 до 100 мкг на добу, у 1 пацiєнта — з 75 до 100 мкг на добу. 6 пацiєнтiв отримували
стабiльну дозу L-тироксину протягом лiкування рГР.

Референтнi значення вмiсту кортизолу в кровi становили 215–606 нмоль/л. У групi
контролю середнiй вмiст кортизолу становив 356,59 ± 11,47 нмоль/л. У цiлому по групi
(57 хворих) середнiй вмiст кортизолу в кровi дорiвнював 286,96 ± 11,8 нмоль/л, що знахо-
дилось у межах референтних значень, але було достовiрно нижче, нiж у групi контролю
(p < 0,001). У бiльшостi хворих (44 особи, 78,2%) рiвень кортизолу в кровi був нормальний
(321,15 ± 11,0 нмоль/л).

Проте при визначеннi рiвня кортизолу в сироватцi кровi встановлено зниження (191,15±
± 8,65 нмоль/л) цього показника у 13 з 57 пацiєнтiв (22,8%) вiдносно референтних значень,
i при порiвняннi з показниками вмiсту кортизолу в iнших 44 хворих виявлено його досто-
вiрне зниження (p < 0,001).

У 5 пацiєнтiв з 57 (8,7%) встановлено ознаки гiпокортицизму до початку лiкування рГР.
Клiнiчними проявами недостатностi надниркових залоз були: пiдвищена загальна слабкiсть,
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Рис. 2. Динамiка вмiсту кортизолу протягом лiкування препаратами рГР у 57 хворих.
∗p < 0,01 — вiрогiдна рiзниця з показниками до лiкування рГР

втомлюванiсть, зниження артерiального тиску. Гiпокортицизм визначався за рiвнем базаль-
ного (0 хв) i стимульованого (60 хв) кортизолу при проведеннi тесту з iнсулiном, а також
при проведеннi проби з АКТГ (сiнактеном). При отриманнi позитивного результату проби
гiпокортицизм визначався як вторинний, негативного — як первинний. Рiвень кортизолу
у цих 5 пацiєнтiв до проби становив 148,8± 17,16 нмоль/л, пiсля проведення проби з сiнак-
теном — 193,4 ± 23,39 нмоль/л, тобто не вiдбувалося збiльшення вмiсту кортизолу вдвiчi,
або до рiвня 550,00 нмоль/л, що трактувалося нами як первинний гiпокортицизм, а хво-
рi потребували замiсної терапiї глюкокортикоїдами. У цьому випадку хворим призначали
терапiю гiдрокортизоном (per os) у пiдтримуючiй дозi (8–10 мг/м2 на добу).

Iншi 8 з 13 хворих, якi мали низький вмiст кортизолу в кровi до початку лiкування,
не отримували замiсної терапiї; у них був дiагностований вторинний гiпокортицизм (тобто
викид кортизолу при проведеннi проби з сiнактеном збiльшувався вдвiчi).

Контроль клiнiчного стану хворих на СН та визначення вмiсту рiвня кортизолу в сиро-
ватцi кровi проводили у всiх хворих незалежно вiд рiвня кортизолу до початку лiкування
кожнi 3 мiс.

Через 6 мiс. лiкування середнiй рiвень кортизолу в кровi у 57 пацiєнтiв, якi отриму-
вали постiйне лiкування рГР, становив 252,8 ± 11,56 нмоль/л. При аналiзi iндивiдуальних
показникiв виявлено, що у 10 хворих вмiст кортизолу був нижче референтних значень i ста-
новив 137,5± 8,44 нмоль/л. У цю групу (10 хворих) увiйшли 8 пацiєнтiв, якi мали низький
вмiст кортизолу до початку лiкування, i 2 нових пацiєнтiв, якi попередньо мали задовiльний
вмiст кортизолу в кровi. У цiй групi хворих проводився тест з АКТГ. Пiдвищення рiвня
кортизолу при проведеннi проби становило 187,5 ± 11,25 нмоль/л, що трактувалося як не-
гативний результат. Всiм цим хворим була призначена замiсна терапiя глюкокортикоїдами.
Тобто через 6 мiс. спостереження 15 хворих вже отримували не тiльки терапiю рГР, а й
гiдрокортизоном.

Через 1 рiк лiкування рГР середнє значення кортизолу в цiлому по групi знизилось
i становило 249,35±8,07 нмоль/л, p < 0,01 вiдносно такого до початку лiкування. Зниження
середнього вмiсту кортизолу в 57 хворих на тлi терапiї препаратами рГР протягом 1 року
проiлюстровано на рис. 2.

Iндивiдуальний аналiз виявив ще 4 хворих iз вмiстом кортизолу нижче референтних
значень. Так само їм була проведена проба з АКТГ, яка пiдтвердила первинний гiпокорти-
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Таблиця 1. Кiлькiсть хворих iз нормальним i зниженим рiвнем кортизолу перед початком та на тлi лiкува-
ння препаратами рГР

Термiн
лiкування

Хворi з нормальним
рiвнем кортизолу

Хворi зi зниженим
рiвнем кортизолу Всього

Хворi зi зниженим
рiвнем кортизолу, %

Перед початком 44 13 57 22,8
6 мiс. 42 15 57 26,3
12 мiс. 38 19 57 33,33

Таблиця 2. Кiлькiсть хворих на соматотропну недостатнiсть та гiпокортицизм, якi отримували замiсну
терапiю глюкокортикоїдами (ЗТГ)

Термiн лiкування рГР Всього ЗТГ Без ЗТГ

Перед початком 13 5 8
6 мiс. 15 15 —
12 мiс. 19 19 —

цизм. Цим 4 хворим була призначена замiсна терапiя глюкокортикоїдами. Кiлькiсть хворих,
в яких на тлi лiкування рГР визначалось зниження вмiсту кортизолу i яким була призна-
чена замiсна терапiя глюкокортикоїдами, наведено в табл. 1, 2.

Таким чином, у пацiєнтiв з центральним гiпотиреозом, внаслiдок гiпопiтуїтаризму, рi-
вень ТТГ може залишатися в межах нормальних значень здорових дiтей. Для виявлення
гiпотиреозу у дiтей iз СН необхiдно визначати рiвень ТТГ та fТ4.

За даними оцiнки середньої добової дози L-тироксину для компенсацiї вторинного гi-
потиреозу встановлено необхiднiсть поступового збiльшення добової дози препарату на тлi
замiсної терапiї рГР у бiльшостi хворих (27 пацiєнтiв (81,82%) iз 33). Для призначення
адекватної дози L-тироксину на тлi терапiї рГР необхiдно проводити постiйний монiторинг
стану гiпофiзарно-тиреоїдної системи пацiєнтiв (визначення рiвня ТТГ та fТ4 у кровi кожнi
3 мiс). Пiдтверджено наявнiсть збереження механiзму регуляцiї секрецiї ТТГ за принципом
негативного зворотного зв’язку (зниження рiвня ТТГ при призначеннi препаратiв L-тиро-
ксину) у хворих на СН допубертатного вiку.

При детальному аналiзi стану системи гiпофiз — наднирковi залози виявлено, що певна
кiлькiсть хворих (13 з 57) мала надниркову недостатнiсть ще до початку терапiї гормо-
ном росту. Можливо, клiнiчнi ознаки СН маскували прояви гiпокортицизму, тим бiльш що
бiльшiсть цих пацiєнтiв (8) не потребувала замiсної терапiї глюкокортикоїдами на початку
лiкування препаратами рГР. На тлi тривалої терапiї препаратами рГР у цих 8 хворих прояви
гiпокортицизму посилилися i подальше зниження вмiсту кортизолу вимагало призначення
препаратiв глюкокортикоїдiв. Крiм того, на тлi лiкування препаратами рГР протягом 1 ро-
ку рiвень кортизолу знизився у 6 (13,63%) iз 44 хворих, у яких був встановлений первинний
гiпокортицизм, що також потребувало призначення замiсної глюкокортикоїдної терапiї.

Протокол спостереження за хворими на СН, якi отримують лiкування рГР, повинен
включати контроль стану надниркових залоз 1 раз на 3 мiс. Хворi на СН належать до
групи ризику по розвитку гострої недостатностi надниркових залоз у стресових ситуацiях.
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Влияние заместительной терапии препаратами рекомбинантного
гормона роста на состояние гипофизарно-тиреоидной
и гипофизарно-надпочечниковой систем у детей препубертатного
возраста с соматотропной недостаточностью

В отделении детской эндокринной патологи ГУ “Институт эндокринологии и обмена ве-
ществ им. В.П. Комиссаренко НАМН Украины” изучено влияние длительной терапии пре-
паратами рГР на состояние гипофизарно-тиреоидной и гипофизарно-надпочечниковой сис-
тем у детей с соматотропной недостаточностью. Установлено, что лечение препарата-
ми гормона роста требует постоянного мониторинга состояния этих систем для свое-
временного выявления вторичного гипотиреоза, вторичного гипокортицизма и коррекции
выявленных нарушений.
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Influence of replacement growth hormone therapy on pituitary-thyroid
and pituitary-adrenal systems in prepubertal children with GH
deficiency

At the Department of pediatric endocrinology of V.P. Komisarenko Institute of Endocrinology and
Metabolism of the NAMS of Ukraine, the influence of long-term GH therapy on pituitary-thyroid
and pituitary-adrenal systems in children with GH deficiency is studied. During the long-term GH
therapy, the necessity to monitor the state of these systems and to correct revealed disturbances
is established.
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УДК 576.316+575.113:616.15:614.876

О.В. Шеметун

Модифiкацiя радiацiйно-iндукованого цитогенетичного
ефекту в лiмфоцитах периферичної кровi людини

з використанням антиоксидантного вiтамiнного
препарату

(Представлено академiком НАН України Д. М. Гродзинським)

Дослiджено цитогенетичний ефект в опромiнених in vitro в дозi 1 Гр лiмфоцитах пери-
феричної кровi людини при окремому культивуваннi та при дiї антиоксидантного вiта-
мiнного препарату “Веторон” (мiстить вiтамiни А, Е, С) в концентрацiї 40 мкг/мл.
Встановлено, що застосування антиоксидантного вiтамiнного препарату перед опро-
мiненням кровi забезпечує зниження радiацiйно-iндукованої частоти аберацiй хромосом
в середньому на 49,55%.

Широке використання атомної енергiї може призвести до додаткового опромiнення людини,
особливо в аварiйних ситуацiях, насамперед персоналу, зайнятого у вiдповiдних техноло-
гiчних циклах, i населення, яке проживає на забруднених радiонуклiдами територiях. Тому
дослiдниками проводиться активна експериментальна робота з пошуку, випробування та
впровадження засобiв, що мають радiопротекторнi властивостi. При цьому велика увага
придiляється вивченню антиоксидантiв [1, 2]. Вiтамiни, що належать до природних антиок-
сидантiв (токоферол, ретинол i каротиноїди, аскорбiнова кислота), сприяють нейтралiзацiї
вiльних радикалiв i припиненню ланцюгових реакцiй пероксидного окиснення в тканинах,
захищаючи клiтини при дiї iонiзуючої радiацiї [3].

Метою дослiдження було встановлення частоти всiх типiв аберацiй хромосом в опромi-
нених in vitro лiмфоцитах периферичної кровi людини при дiї антиоксидантного вiтамiнно-
го препарату в концентрацiї, що модифiкує радiацiйно-iндукований цитогенетичний ефект
i має радiопротекторнi властивостi.

При виконаннi роботи використовували антиоксидантний препарат “Веторон” (Росiя),
що мiстить водорозчиннi форми вiтамiнiв Е (токоферолу) i С (аскорбiнової кислоти) у кон-
центрацiї 40 мг/мл та А (ретинолу) у концентрацiї 20 мг/мл. “Веторон” застосовували в кон-
центрацiї 40 мгк/мл, яка за результатами попереднього пошукового експерименту не справ-
ляла токсичного впливу на культуру лiмфоцитiв периферичної кровi людини i виявляла
найкращий антиоксидантний ефект при опромiненнi цiльної кровi in vitro [4, 5].

Опромiнення кровi в дозi 1 Гр проводили на установцi РУМ-17 (напруга 200 кВ, сила
струму 10 мА, фiльтри Сu 0,5 мм + Al 1 мм, фокусна вiдстань 50 см, потужнiсть дози
0,415 Гр/хв).

Матерiалом цитогенетичного дослiдження були лiмфоцити периферичної кровi 10 умов-
но здорових волонтерiв середнього вiку. Дослiдження виконували за загальноприйнятим на-
пiвмiкрометодом [6]. Диференцiйне G-забарвлення метафазних хромосом проводили з ви-
користанням трипсину [6]. Аналiз здiйснювали пiд мiкроскопами зi збiльшенням ×1000.
Реєстрували всi аберацiї хроматидного i хромосомного типiв. Пошкодженi хромосоми та
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точки розривiв аналiзували згiдно з мiжнародною номенклатурою ISCN-2005 [7]. Загалом
проаналiзовано 6251 G-диференцiйно забарвлених метафаз: 2629 неопромiнених клiтин для
встановлення умовно контрольного рiвня аберацiй хромосом, 1521 клiтину при опромiненнi
кровi in vitro в дозi 1 Гр та 2101 клiтину з додаванням перед опромiненням кровi препара-
ту “Веторон”. Отриманi данi опрацьовували з використанням методу порiвняння середнiх
величин за Стьюдентом–Фiшером [8].

Цитогенетичний аналiз показав, що середнiй рiвень аберацiй хромосом у лiмфоцитах пе-
риферичної кровi обстежених осiб становив 1,90±0,27 на 100 клiтин (табл. 1), що вiдповiдає
популяцiйному рiвню пошкоджень хромосом [9].

При опромiненнi кровi in vitro в дозi 1 Гр середня частота аберантних клiтин становила
(21,30 ± 1,05)%. Зареєстровано клiтини з двома пошкодженнями хромосом, внаслiдок чого
рiвень аберацiй хромосом становив 24,19 ± 1,10 на 100 клiтин i статистично достовiрно
перевищував показники неопромiненого контролю (p < 0,001).

Варто зазначити, що рiвень радiацiйно-iндукованих аберацiй у нашому дослiдженнi
узгоджувався з оптимальною частотою пошкоджень (близько 20%), рекомендованою для
експериментального виявлення хiмiчних модифiкаторiв мутагенезу [10], що пiдтверджує
правильнiсть величини дози опромiнення, вибраної для проведення дослiджень.

Застосування перед опромiненням кровi антиоксидантного препарату “Веторон” у дозi
40 мкг/мл спричинило статистично значуще зниження середнього рiвня аберацiй хромосом
до 12,23 ± 0,71 на 100 метафаз (p < 0,001), що свiдчить про антиоксидантнi властивостi
препарату i на пiдставi чого його можна вiднести до антимутагенiв “середньої” ефективностi,
для яких притаманно зменшення частоти аберацiй на 40,1–80% [11].

Отриманi нами результати зiставнi з даними M. Konopacka, згiдно з якими вiтамiни
С i Е (“Sigma”) при окремому використаннi можуть спричиняти антиоксидантний ефект
в культурi опромiнених лiмфоцитiв кровi людини при додаваннi in vitro у концентрацiї
10 мкг/мл [12].

Аналiз спектра зареєстрованих пошкоджень хромосом показав, що при дiї випромiню-
вання аберацiї хроматидного типу були представленi хроматидними розривами i обмiнами
з середньою частотою 2,56 ± 0,41 на 100 метафаз, яка перевищувала вiдповiдний показник
у контролi (p < 0,05) (табл. 2).

При застосуваннi препарату “Веторон” хроматидних обмiнiв не зареєстровано, а частота
хроматидних розривiв знизилась до 0,95±0,21 на 100 метафаз i не мала рiзницi з неопромi-
неним контролем (p > 0,05). Беручи до уваги те, що iндукцiя аберацiй хроматидного типу
не притаманна для дiї iонiзуючого випромiнювання в нестимульованих лiмфоцитах людини
i є характерною ознакою хромосомної нестабiльностi, ми вважаємо, що зареєстрована в до-
слiдженнi пiдвищена частота хроматидних пошкоджень може бути спричинена iндукцiєю

Таблиця 1. Основнi цитогенетичнi показники в опромiнених in vitro лiмфоцитах периферичної кровi при
окремому культивуваннi та дiї антиоксидантного препарату “Веторон”

Варiант дослiду
Частота

аберантних
клiтин, %

Рiвень аберацiй хромосом,
на 100 клiтин

середнiй
мiнiмальний —
максимальний

Контроль 1,90± 0,27 1,90 ± 0,27 0,96–3,50
Опромiнення, 1 Гр 21,30 ± 1,05 24,19 ± 1,10 17,60–31,30
“Веторон”, 40 мкг/мл + опромiнення, 1 Гр 11,19 ± 0,69 12,23 ± 0,71 9,69–15,12
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bystander effect (вторинними змiнами в неопромiнених клiтинах) [13], а її зниження при до-
даваннi антиоксидантного препарату свiдчить про визначальну роль оксидативного стресу
в механiзмi розвитку радiацiйно-iндукованого ефекту свiдка.

Переважну бiльшiсть (89%) серед зареєстрованих пошкоджень в опромiнених лiмфоци-
тах становили аберацiї хромосомного типу, що характерно для впливу iонiзуючої радiацiї в
G0 стадiї клiтинного циклу [14]. Застосування “Веторону” спричинило статистично досто-
вiрне зниження iндукованих iонiзуючим випромiнюванням пошкоджень хромосомного типу
до рiвня 11,28 ± 0,69 на 100 метафаз зi ступенем достовiрностi p < 0,001 (табл. 3). Проте
навiть пiсля використання антиоксидантного препарату рiвень аберацiй хромосомного ти-
пу в опромiнених лiмфоцитах статистично вiрогiдно перевищував контрольний показник
(p < 0,001).

Радiацiйно-iндукований рiвень делецiй хромосом становив 7,82 ± 0,69 на 100 метафаз
(див. табл. 3). Застосування “Веторону” сприяло зниженню частоти делецiй до 4,66 ± 0,46
на 100 клiтин (p < 0,05).

Частота асиметричних хромосомних обмiнiв (дицентричних та центричних кiльцевих
хромосом), якi є нестабiльними маркерами дiї радiацiї, при опромiненнi перевищувала кон-
трольний рiвень i становила 8,42 ± 0,71 на 100 метафаз. Використання антиоксиданту за-
безпечило статистично достовiрне зниження частоти асиметричних хромосомних обмiнiв
до 3,62 ± 0,41 на 100 метафаз (p < 0,001).

Частота симетричних хромосомних обмiнiв (транслокацiй та iнверсiй) в опромiнених in
vitro в дозi 1 Гр лiмфоцитах периферичної кровi становила 5,39 ± 0,58 на 100 клiтин. При
застосуваннi антиоксидантного препарату встановлено статистично вiрогiдне її зниження
(p < 0,02), що пiдтверджує радiопротекторнi властивостi “Веторону”.

Аналiз iндивiдуальних цитогенетичних показникiв волонтерiв виявив рiзну радiочутли-
вiсть лiмфоцитiв периферичної кровi окремих осiб до опромiнення у високiй дозi. Радiа-
цiйно-iндукованi частоти аберацiй хромосом були максимальними в культурах лiмфоцитiв
№ 4 i № 6, а мiнiмальними — в культурах № 5 i № 8 (табл. 4).

Таблиця 2. Частота аберацiй хроматидного типу в опромiнених in vitro лiмфоцитах периферичної кровi
при окремому культивуваннi та дiї антиоксидантного препарату “Веторон”

Варiант дослiду
Частота аберацiй, на 100 клiтин

хроматидних
розривiв

хроматидних
обмiнiв всього

Контроль 0,80± 0,17 0,00 ± 0,00 0,80 ± 0,17
Опромiнення, 1 Гр 2,43± 0,40 0,13 ± 0,09 2,56 ± 0,41
“Веторон”, 40 мкг/мл + опромiнення, 1 Гр 0,95± 0,21 0,00 ± 0,00 0,95 ± 0,21

Таблиця 3. Частота аберацiй хромосомного типу в опромiнених in vitro лiмфоцитах периферичної кровi
при окремому культивуваннi та дiї антиоксидантного препарату “Веторон”

Варiант дослiду

Частота аберацiй хромосом, на 100 клiтин

делецiй
транслокацiй

i iнверсiй

дицентрикiв
i кiльцевих
хромосом

всього

Контроль 0,84 ± 0,18 0,19± 0,08 0,08 ± 0,05 1,10± 0,20
Опромiнення, 1 Гр 7,82 ± 0,69 5,39± 0,58 8,42 ± 0,71 21,63 ± 1,06
“Веторон”, 40 мкг/мл + 4,66 ± 0,46 3,00± 0,37 3,62 ± 0,41 11,28 ± 0,69
+ опромiнення, 1 Гр
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Таблиця 4. Iндивiдуальнi частоти аберацiй хромосом у обстежених волонтерiв при окремому культиву-
ваннi опромiненних in vitro лiмфоцитiв периферичної кровi та попереднiй дiї антиоксидантного препарату
“Веторон”

Культура
лiмфоцитiв,

№ п/п

Частота аберацiй хромосом, на 100 клiтин Зниження радiацiй-
но-iндукованої

частоти аберацiй, %Контроль
Опромiнення,

1 Гр
“Веторон”, 40 мкг/мл +
+ опромiнення, 1 Гр

1 0,96 24,50 10,66 56,49
2 2,05 26,00 12,09 53,56
3 1,00 24,14 12,50 48,22
4 3,00 28,76 13,62 52,64
5 1,07 17,60 9,69 44,94
6 3,50 31,30 15,12 51,69
7 2,00 25,81 13,37 48,20
8 2,00 18,79 10,22 45,61
9 2,70 24,26 13,03 46,29

10 2,00 21,52 12,30 42,84

Обстеженi особи по-рiзному реагували на введення в кров перед її опромiненням анти-
оксидантного препарату. Якщо в середньому по групi пiсля введення “Веторону” радiацiй-
но-iндукована частота аберацiй хромосом знижувалась на 49,55%, то в культурi лiмфоцитiв
№ 1 цей показник становив 56,49%, а в культурi № 10 — 42,84%.

Таким чином, у результатi проведених дослiджень встановлено частоту аберантних клi-
тин, рiвень та спектр аберацiй хромосом в опромiнених in vitro в дозi 1 Гр лiмфоцитах
периферичної кровi умовно здорових осiб при окремому культивуваннi та з попереднiм за-
стосуванням антиоксидантного препарату “Веторон” в концентрацiї 40 мкг/мл. Показано,
що застосування “Веторону” в концентрацiї 40 мкг/мл забезпечує статистично достовiр-
не зниження рiвнiв усiх типiв аберацiй хромосом, порiвняно з радiацiйно-iндукованим, та
зменшення середньої частоти аберацiй на 49,55%, на пiдставi чого його можна вiднести до
антимутагенiв “середньої” ефективностi.

У перспективi дослiджень — застосування антиоксидантного препарату для модифiкацiї
радiацiйно-iндукованого ефекту свiдка в лiмфоцитах кровi людини, що дасть можливiсть
встановити роль оксидативного стресу в механiзмi розвитку цього феномену.

1. Горовой Л.Ф., Сенюк О.Ф. Комплексная защита от последствий хронического облучения малыми
дозами // Материалы конф. “Острые проблемы разработки противолучевых средств: консерватизм
или модернизация”, 13–14 ноября 2012 г. – Москва, 2012. – С. 14.

2. Тарумов Р.А., Башарин В.А., Антушевич А.А. и др. Современные антиоксиданты как перспектив-
ные средства профилактики и лечения радиационных поражений // Там же. – Москва, 2012. – С. 20.

3. Клебанов Г.И. Антиоксиданты. Антиоксидантная активность. Методы исследования 2010. – [Electro-
nic resource]. – Mode of access: http://www.gastroportal.ru/php/content.php?id=1289.

4. Шеметун О.В., Талан О.О., Педан Л. Р. Вплив антиоксидантного препарату на частоту аберацiй
хромосом у лiмфоцитах людини // Актуальнi проблеми акушерства i гiнекологiї, клiн. iмунологiї та
мед. генетики. – 2012. – Вип. 23. – С. 433–439.

5. Шеметун О.В. Цитогенетичнi показники в опромiнених in vitro соматичних клiтинах людини при дiї
антиоксидантного вiтамiнного препарату // Архiв клiн. та експерим. медицини. – 2012. – 21, № 2. –
С. 204–206.

6. Цитогенетичнi методи дослiдження хромосом людини: Методичнi рекомендацiї / КМАПО МОЗ
України. – Київ, 2003. – 23 с.

7. An International system for human cytogenetic nomenclature: high-resolution banding / Standing com-
mittee on Human Cytogenetic nomenclature. – Basel: Karger, 2005. – 130 p.

8. Атраментова Л.А., Утевская О.М. Статистические методы в биологии. – Горловка: Лихтар, 2008. –
248 с.

194 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №9



9. Талан О.О. Цитогенетичнi показники при спонтанному та радiацiйно-iндукованому соматичному
хромосомному мутагенезi в осiб рiзного вiку: Автореф. дис. . . . канд. бiол. наук: 03.00.15. – Київ,
2012. – 20 с.

10. Методические рекомендации по экспериментальному выявлению химических модификаторов мута-
генеза и канцерогенеза / Научно-исследовательский институт общей и коммунальной гигиены им.
А.Н. Сысина. – Москва, 1986. – 10 с.

11. Семенов В.В., Студенцова И.А. Количественные и качественные критерии оценки эффективности
антимутагенов в эксперименте // Вестн. РАМН. – 1998. – № 3. – С. 16–20.

12. Konopacka M. The influence of antioxidant vitamins on the radiation-induced bystander effect in normal
human lymphocytes // Сучаснi проблеми радiацiйних дослiджень. XXXV щорiчна конф. Європейсь-
кого т-ва з радiацiйних дослiджень: Зб. матерiалiв. – Київ, 2007. – С. 94–101.

13. Шеметун О.В. Результати ретроспективного цитогенетичного обстеження учасникiв лiквiдацiї нас-
лiдкiв аварiї на ЧАЕС, опромiнених у високих дозах // Актуальнi проблеми акушерства i гiнекологiї,
клiн. iмунологiї та мед. генетики. – 2011. – Вип. 22. – С. 343–351.

14. Демина Э.А., Пилинская М.А., Петунин Ю.И., Клюшин Д.А. Радиационная цитогенетика: рус-
ско-английский словарь-справочник. – Киев: Здоровье, 2009. – 368 с.

Надiйшло до редакцiї 21.02.2013ДУ “Нацiональний науковий
центр радiацiйної медицини НАМН України”, Київ

Е.В. Шеметун

Модификация радиационно-индуцированного цитогенетического
эффекта в лимфоцитах периферической крови человека
с использованием антиоксидантного витаминного препарата

Исследован цитогенетический эффект в облученных in vitro в дозе 1 Гр лимфоцитах пери-
ферической крови человека при отдельном культивировании и при действии антиоксидан-
тного витаминного препарата “Веторон” (содержит витамины А, Е, С) в концентрации
40 мкг/мл. Установлено, что применение антиоксидантного витаминного препарата перед
облучением крови обеспечивает снижение радиационно-индуцированной частоты аберраций
хромосом в среднем на 49,55%.

O.V. Shemetun

Modification of radiation-induced cytogenetic effects in human
peripheral blood lymphocytes using antioxidant vitaminic medicinal
product

The results of investigation of the radioinduced cytogenetic effect in human peripheral blood lym-
phocytes irradiated in vitro in a dose of 1 Gy under both the separate cultivation and the action of
antioxidant “Vetoron” (containing vitamins A, E, C) at a concentration of 40 mg/ml are presented.
It is shown that the application of “Vetoron” before the radiation exposure of blood reduced the
frequency of radiation-induced chromosomal aberrations by 49.55% on the average.
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