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Граничное поведение гомеоморфизмов в метрических
пространствах

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

Исследована проблема продолжения на границу так называемых кольцевых Q-гомеомор-
физмов относительно p-модулей между областями в метрических пространствах c
мерами. Сформулированы условия на функцию Q и границы областей, при которых вся-
кий кольцевой Q-гомеоморфизм допускает непрерывное или гомеоморфное продолжение
на границу. Полученные результаты ведут, в частности, к важным приложениям
к фракталам в R

n, n > 2.

В последнее время активно развивается теория так называемых Q-гомеоморфизмов. В ра-
боте [1] для квазиконформных отображений было получено модульное неравенство, кото-
рое впоследствии и легло в основу определения Q-гомеоморфизмов, введенных проф. Олли
Мартио (Финляндия). В последние годы на плоскости и в пространстве также активно
изучается более широкий класс кольцевых Q-гомеоморфизмов (см., например, [2]). Дан-
ное понятие было мотивировано кольцевым определением квазиконформности по Герингу
в [3] и представляет собой обобщение и локализацию этого определения, которое впервые
было введено и использовано для изучения вырожденных уравнений Бельтрами на плос-
кости в работе [4]. Теория граничного поведения всегда была наиболее трудной и интерес-
ной частью теории отображений (см., например, [2, 5] и приведенную там библиографию).
В данной работе эта теория развивается для кольцевых Q-гомеоморфизмов относительно
p-модуля в метрических пространствах.

Далее Hk, k ∈ [0,∞), обозначает k-мерную меру Хаусдорфа множества A в метрическом

пространстве (X, d). Точнее Hk(A) := sup
ε>0

Hk
ε (A), H

k
ε (A) := inf

∞∑
i=1

(diamAi)
k, где инфимум

берется по всем покрытиям A множествами Ai с diamAi < ε (см., например, [6]). Напом-
ним, что diamAi = sup

x,y∈Ai
d(x, y). Как известно, если для некоторого множества A и k1 > 0

выполнено условие Hk1(A) < ∞, то Hk2(A) = 0 для произвольного числа k2 > k1 (см.,

© Е.С. Афанасьева, 2013
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например, [6, гл. 7, разд. 1]). В связи с этим вводится величина dimHA := sup
Hk(A)>0

k, кото-

рая называется хаусдорфовой размерностью множества A. Напомним, что топологическое
пространство связно, если его нельзя разбить на два непустых открытых множества. Ком-
пактные связные пространства называются континуумами. В дальнейшем будем говорить,
что континуум γ k-спрямляем, если его мера хаусдорфа Hk конечна. Под обобщенной обла-
стью в X будем понимать открытое связное множество. Обобщенная область D называет-
ся локально связной в точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки x0 найдется
окрестность V ⊆ U точки x0 такая, что V

⋂
D связно (ср. [7, c. 232]).

Фугледе рассматривал системы мер в абстрактном множестве X с фиксированной основ-
ной мерой (см., например, [8]). Нами будут рассмотрены системы борелевских мер, ассоции-
рованных с континуумами в метрических пространствах (X, d). Именно, мера mγ , ассоции-
рованная c континуумом γ в (X, d), определяется для каждого борелевского множества B
в (X, d) как хаусдорфова мера Hk пересечения B

⋂
γ при фиксированном k > 0. Если Γ —

семейство континуумов в (X, d), то через EΓ будем обозначать систему мер mγ , ассоции-
рованных с γ ∈ Γ.

Пусть теперь (X, d, µ) — метрическое пространство с борелевой мерой µ. Неотрицатель-
ную µ-измеримую функцию ρ : X → [0,∞] назовем допустимой для EΓ, пишем ρ ∈ admEΓ,
если

∫
X

ρdmγ > 1, ∀ γ ∈ Γ. p-модуль, 0 < p < ∞, семейства Γ континуумов γ в (X, d, µ)

определим следующим образом:

Mp(Γ) = inf
ρ∈admEΓ

∫

X

ρp(x) dµ(x). (1)

Здесь мы доопределяем Mp(Γ) = +∞, если EΓ = ∅.
В дальнейшем для любых множеств A, B и C в X через Γ(A,B;C) обозначается се-

мейство всех континуумов γ в (X, d), соединяющих A и B в C, т. е. таких, что γ
⋂
A 6= ∅,

γ
⋂
B 6= ∅ и γ \ {A⋃B} ⊆ C. Полагаем также B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}.
Пусть D и D′ — обобщенные области в пространствах (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′) соответст-

венно, Q : X → (0,∞) — µ-измеримая функция и p ∈ (0,∞). Говорят, что гомеоморфизм
f : D → D′ является кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке x0 ∈ D относительно p-моду-
ля, если неравенство

Mp(Γ(f(C0), f(C1);D
′)) 6

∫

A∩D

Q(x) · ηp(d(x, x0)) dµ(x) (2)

выполняется для любого кольца A = A(x0, r1, r2) : = {x ∈ X : r1 < d(x, x0) < r2}, x0 ∈ X,
0 < r1 < r2 <∞, любых двух континуумов C0 ⊂ B(x0, r1)

⋂
D и C1 ⊂ D \B(x0, r2) и любой

борелевой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что
r2∫
r1

η(r) dr > 1. Наконец, говорим, что

гомеоморфизм f : D → D′ есть кольцевой Q-гомеоморфизм, если f является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в каждой точке x0 ∈ D.

Напомним также, что пространство (X, d, µ) называется α-регулярным по Альфорсу,
если существует постоянная C > 1 такая, что C−1rα 6 µ(Br) 6 Crα для всех шаров Br
в X радиуса r < diamX. Как известно, α-регулярные пространства имеют хаусдорфову
размерность α (см., например, [9, c. 61]). Пространство (X, d, µ) называется регулярным по
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Альфорсу, если оно α-регулярно по Альфорсу для некоторого α ∈ (1,∞). Говорят также,
что пространство (X, d, µ) α-регулярно сверху в точке x0 ∈ X, если существует постоянная
C > 0 такая, что µ(B(x0, r)) 6 Crα для всех шаров B(x0, r) с центром в точке x0 ∈ X
радиуса r < r0. Будем также говорить, что пространство (X, d, µ) регулярно сверху, если
предыдущее условие выполнено в каждой точке x0 ∈ X для некоторого α ∈ (1,∞).

1. Предварительные замечания. Семейство континуумов Γ1 из произвольного то-
пологического пространства T минорируется семейством континуумов Γ2 из T , пишут
Γ2 > Γ1, если для каждого континуума γ1 ∈ Γ1 существует континуум γ2 ∈ Γ2 такой,
что γ2 является подконтинуумом γ1.

Предложение 1. Пусть Ω — открытое множество в топологическом пространс-
тве T . Тогда Γ(Ω, ∂Ω;Ω) > Γ(Ω, T \ Ω;T ).

Из неравенства предложения 1 по [8, c. 178] получаем нижеследующее.
Следствие 1. Для любого открытого множества Ω в T Mp(Γ(Ω, T \ Ω;T )) <

< Mp(Γ(Ω, ∂Ω;Ω)), ∀ p ∈ (0,∞).
Предложение 2. Пусть γ — k-спрямляемый континуум в (X, d, µ), соединяющий точ-

ки x1 ∈ B(x0, r1) и x2 ∈ X \ B(x0, r2), где 0 < r1 < r2 < ∞, и пусть η : [0,∞] → [0,∞] —

борелева функция. Тогда
∫
γ
η(d(x, x0)) dmγ >

r2∫
r1

η(r) dr.

Аналогично [10], говорим, что граница обобщенной области D слабо плоская в точке
x0 ∈ ∂D относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), если для любого числа P > 0 и любой окрест-
ности U точки x0 найдется ее окрестность V ⊂ U такая, что Mp(Γ(E,F ;D)) > P для
любых континуумов E и F в D, пересекающих ∂U и ∂V . Также говорим, что граница
обобщенной области D сильно достижима в точке x0 ∈ ∂D относительно p-модуля, p ∈
∈ (0,∞), если для любой окрестности U точки x0 найдется компакт E ⊂ D, окрестность
V ⊂ U точки x0 и число δ > 0 такие, что Mp(Γ(E,F ;D)) > δ для любого континуума F
в D, пересекающего ∂U и ∂V . Наконец, границу обобщенной области D называем сильно
достижимой относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), и слабо плоской относительно p-модуля,
p ∈ (0,∞), если соответствующие свойства имеют место в каждой точке ее границы.

Предложение 3. Если граница обобщенной области D слабо плоская в точке x0 ∈ ∂D
относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), то ∂D сильно достижима в точке x0 относительно
p-модуля.

Лемма 1. Пусть D — обобщенная область в (X, d, µ). Если ∂D слабо плоская в точке
x0 ∈ ∂D относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), то D локально связна в x0.

Следствие 2. Области со слабо плоскими границами относительно p-модуля, p ∈
∈ (0,∞), локально связны во всех точках границы.

2. Функции конечного среднего колебания. Следуя [10], говорим, что функция
ϕ : X → R имеет конечное среднее колебание в точке x0 ∈ X, сокр. ϕ ∈ FMO(x0), если

lim
ε→0

−
∫

B(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕ̃ε| dµ(x) <∞, (3)

где ϕ̃ε = −
∫

B(x0,ε)

ϕ(x) dµ(x) =
1

µ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

ϕ(x) dµ(x) — среднее значение функции ϕ(x)

по шару B(x0, ε) = {x ∈ X : d(x, x0) < ε} относительно меры µ. Здесь условие (3) включает
предположение, что ϕ интегрируема относительно меры µ по некоторому шару B(x0, ε),
ε > 0.
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Предложение 4. Если для некоторого набора чисел ϕε ∈ R, ε ∈ (0, ε0],

lim
ε→0

1

µ(B(x0, ε))

∫

B(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε| dµ(x) <∞, (4)

то ϕ ∈ FMO(x0).
Следствие 3. В частности, если

lim
ε→0

1

µ(B(x0, ε))

∫

B(x0,ε)

|ϕ(x)| dµ(x) <∞,

то ϕ ∈ FMO(x0).
Варианты следующей леммы из [10] были сначала доказаны для BMO функций и вну-

тренних точек области D в R
n при n = 2 и n > 3 соответсвенно, а затем для граничных

точек D в R
n, n > 2, с условием удвоения меры и FMO функций (см. историю вопроса

более подробно в [2, гл. 13]).
Лемма 2. Пусть пространство (X, d, µ) p-регулярно сверху c p > 2 в точке x0 и

µ(B(x0, 2r)) 6 γ logp−2 1

r
µ(B(x0, r)) ∀ r ∈ (0, r0). (5)

Тогда для любой неотрицательной функции ϕ : X → R класса FMO(x0) при ε → 0 и не-
котором ε0 ∈ (0, δ0) выполнено

∫

A(x0,ε,ε0)

ϕ(x)dµ(x)(
d(x, x0) log

1

d(x, x0)

)p = O

(
log log

1

ε

)
,

где δ0 = min(e−e, d0), d0 := sup
x∈D

d(x, x0), A(x0, ε, ε0) = {x ∈ X : ε < d(x, x0) < ε0}.
Замечание 1. Отметим, что условие (5) слабее условия удвоения меры µ:

µ(B(x0, 2r)) 6 γµ(B(x0, r)) ∀ r ∈ (0, r0), (6)

которое использовалось ранее в контексте R
n, n > 2, в работе [11] (см. также [2, секция 6.2]).

Заметим также, что условие (6) автоматически выполняется, если X регулярно по Аль-
форсу.

3. Продолжение на границу обратных отображений. Здесь C(x0, f) обозначает
предельное множество отображения f в точке x0, т. е. C(x0, f) : = {x′ ∈ X ′ : x′ = lim

n→∞
f(xn),

xn → x0, xn ∈ D}.
Лемма 3. Пусть f : D → D′ — кольцевой Q-гомеоморфизм относительно p-модуля,

p ∈ (0,∞), с Q ∈ L1
µ(D). Если обобщенная область D локально связна в точках x1 и x2 ∈

∈ ∂D, x1 6= x2, а D′ имеет слабо плоскую границу относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), то
C(x1, f)

⋂
C(x2, f) = ∅.

По лемме 3 получаем, в частности, следующее заключение.
Теорема 1. Пусть обобщенная область D локально связна во всех своих граничных

точках и D — компакт, обобщенная область D′ имеет слабо плоскую границу относи-
тельно p-модуля, p ∈ (0,∞), а f : D → D′ — кольцевой Q-гомеоморфизм относительно
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p-модуля, p ∈ (0,∞), с Q ∈ L1
µ(D). Тогда обратное отображение g = f−1 : D′ → D допус-

кает непрерывное продолжение g : D′ → D.
Замечание 2. Известно (см. пример предложения 6.3 в [2]), что никакая сколь угодно

высокая степень интегрируемости Q в D не гарантирует продолжения прямых отображений
на границу.

4. Продолжение на границу прямых отображений.
Лемма 4. Пусть обобщенная область D локально связна в точке x0 ∈ ∂D, D′ —

компакт, а f : D → D′ — кольцевой Q-гомеоморфизм в x0 относительно p-модуля, p ∈
∈ (0,∞), такой, что ∂D′ сильно достижима относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), хотя бы
в одной точке предельного множества C(x0, f), Q : X → (0,∞) — µ-измеримая функция,
удовлетворяющая условию

∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q(x)ψpx0,ε(d(x, x0)) dµ(x) = o(Ipx0,ε0(ε)) (7)

при ε → 0 для некоторого ε0 ∈ (0, d(x0)), где d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0) и ψx0,ε(t) — семейство

неотрицательных измеримых (по Лебегу) функций на (0,∞) таких, что

0 < Ix0,ε0(ε) : =

ε0∫

ε

ψx0,ε(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d(x0)). (8)

Тогда f продолжим в точку x0 по непрерывности в (X ′, d′).
Следствие 4. В частности, если

lim
ε→0

∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q(x)ψp(d(x, x0)) dµ(x) <∞, (9)

где ψ(t) — неотрицательная измеримая функция на (0,∞) такая, что I(ε, ε0) :=

=
ε0∫
ε
ψ(t) dt < ∞, ∀ ε ∈ (0, ε0), и I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0, то кольцевой Q-гомеоморфизм

f : D → D′ продолжим в точку x0 по непрерывности в (X ′, d′).
Замечание 3. Другими словами, достаточно, чтобы сингулярный интеграл в (9) сходил-

ся в точке x0 хотя бы для одного ядра ψ с неинтегрируемой особенностью в нуле. Более
того, как показывает лемма 4, достаточно, чтобы указанный интеграл даже расходился, но
с контролируемой скоростью:

∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x)ψp(d(x, x0)) dµ(x) = o(Ip(ε, ε0)).

Выбирая в лемме 4 ψ(t) ≡ 1/t, приходим к следующей теореме.
Теорема 2. Пусть D локально связна в точке x0 ∈ ∂D, ∂D′ сильно достижима отно-

сительно p-модуля, p ∈ (0,∞), и D′ компактно. Если измеримая функция Q : X → (0,∞)
удовлетворяет условию

∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)p
= o

([
log

1

ε

]p)
(10)

при ε→ 0 для некоторого ε0 < d(x0) : = sup
x∈D

d(x, x0), то любой кольцевой Q-гомеоморфизм

относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), f : D → D′ продолжим в точку x0 по непрерывности
в (X ′, d′).
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Следствие 5. В частности, заключение теоремы остается в силе, если сингулярный
интеграл в (10) сходится в окрестности точки x0.

Комбинируя леммы 2 и 4, выбирая ψε(t) ≡ t log(1/t), t ∈ (0, δ0), приходим к следующему
результату.

Теорема 3. Пусть X p-регулярно сверху в точке x0 ∈ ∂D, p > 2, где D локально
связна и удовлетворяет условию (5), а ∂D′ сильно достижима относительно p-модуля,
p ∈ (0,∞), и D′ компактно. Если Q ∈ FMO(x0), то любой кольцевой Q-гомеоморфизм
относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), f : D → D′ продолжим в точку x0 по непрерывности
в (X ′, d′).

Комбинируя теорему 3 и следствие 3, получаем следующее заключение.
Следствие 6. В частности, если

lim
ε→0

1

µ(B(x0, ε))

∫

B(x0,ε)

Q(x) dµ(x) <∞, (11)

то любой кольцевой Q-гомеоморфизм относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), f : D → D′

продолжим в точку x0 по непрерывности в (X ′, d′).
5. Гомеоморфное продолжение на границу. Комбинируя результаты предыдущих

двух пунктов, получаем следующие теоремы.
Теорема 4. Пусть D и D′ имеют слабо плоские границы относительно p-модуля,

p ∈ (0,∞), D и D′ компактны и пусть Q : X → (0,∞) — функция класса L1
µ(D), для

которой выполнено условие (10) p ∈ (0,∞), в каждой точке x0 ∈ ∂D для некоторого
ε0 = ε(x0) < d(x0) : = sup

x∈D
d(x, x0). Тогда любой кольцевой Q-гомеоморфизм относительно

p-модуля, p ∈ (0,∞), f : D → D′ допускает продолжение до гомеоморфизма f : D → D′.
Следствие 7. В частности, заключение теоремы имеет место, если сингулярный

интеграл в (10) сходится в окрестности каждой точки x0 ∈ ∂D.
Теорема 5. Пусть D — область в p-регулярном сверху пространстве (X, d, µ), p > 2,

которая локально связна на границе и удовлетворяет условию (5) во всех граничных то-
чках, D′ — область со слабо плоской границей относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), в про-
странстве (X ′, d′, µ′), а D и D′ компактны. Если функция Q : X → (0,∞) имеет конечное
среднее колебание во всех граничных точках области D, то любой кольцевой Q-гомео-
морфизм относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), f : D → D′ продолжим до гомеоморфизма
f : D → D′.

Следствие 8. В частности, заключение теоремы имеет место, если (11) имеет мес-
то ∀x0 ∈ ∂D.
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О.С. Афанасьєва

Гранична поведiнка гомеоморфiзмiв у метричних просторах

Дослiджено проблему продовження на межу так званих кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiд-
носно p-модулiв мiж областями у метричних просторах iз мiрами. Сформульовано умови
на функцiю Q та межi областей, при яких усякий кiльцевий Q-гомеоморфiзм допускає не-
перервне або гомеоморфне продовження на межу. Отриманi результати ведуть, зокрема,
до важливих застосувань до фракталiв у R

n, n > 2.

O. S. Afanas’eva

Boundary behavior of homeomorphisms in metric spaces

The problem of extension to the boundary of the so-called ring Q-homeomorphisms with respect
to p-moduli between domains in metric spaces with measures is investigated. Conditions on the
function Q and boundaries of domains, under which every ring Q-homeomorphism admits a conti-
nuous or homeomorphic extension to the boundary, are formulated. The obtained results lead, in
particular, to important applications to fractals in R

n, n > 2.
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УДК 517.983

К.В. Вербинина, С. Л. Гефтер

Формула Рисса–Данфорда для формальных степенных
рядов класса Жевре

(Представлено академиком НАН Украины Е.Я. Хрусловым)

Классическое функциональное исчисление Рисса–Данфорда переносится на случай фор-
мальных степенных рядов со специальным свойством a-голоморфности. В качестве
следствий построенное исчисление используется для решения некоторых операторных
уравнений. Кроме того, приведена явная формула для резольвенты сверточного инте-
грального уравнения Вольтерра, ядро которого является степенным рядом с конечным
радиусом сходимости.

Пусть B — банахова алгебра с единицей и a ∈ B. Если спектр σ(a) элемента a лежит в об-
ласти G и функция f голоморфна в этой области, то формула Рисса–Данфорда позволяет
следующим образом определить элемент f(a):

f(a) =
1

2πi

∮

Γ

f(ζ)(ζ − a)−1dζ, (1)

где контур Γ охватывает σ(a) [1]. Существует множество расширений голоморфного функ-
ционального исчисления на другие классы функций (см., например, [2]).

В начале 1970-х гг. С. Грабинер построил некоторое функциональное исчисление фор-
мальных степенных рядов для квазинильпотентных операторов и успешно использовал
его для решения сверточных интегральных уравнений [3, 4]. Однако отметим, что в по-
строенном исчислении не было ни теоремы об отображении спектра, ни аналога формулы
Рисса–Данфорда.

В нашей работе классическое исчисление Рисса–Данфорда и функциональное исчисле-
ние Грабинера перенесены на случай, когда f является формальным степенным рядом со
специальным свойством a-голоморфности (см. определение 1). Основными результатами
работы являются теорема 2 об a-голоморфном функциональном исчислении и формула
Рисса–Данфорда для формальных степенных рядов. Последняя требует дополнительных
ограничений на рост коэффициентов ряда f(ζ), а именно f должен принадлежать классу
Жевре (см. теорему 3). Отметим, что в последнее время степенные ряды Жевре находят
многочисленные применения в дифференциальных уравнениях (см., например, [5–7]).

Поскольку мы имеем дело с формальными степенными рядами, контурный интеграл
в формуле Рисса–Данфорда не имеет буквального смысла. Вместо него естественно исполь-
зовать определение интеграла в пространстве формальных рядов Лорана (определение 3).
Такой интеграл ранее применялся в многочисленных работах по комбинаторике, вершин-
ным операторным алгебрам и конформной теории поля. Отметим, что ограничения на f
и a в формуле Рисса–Данфорда являются существенными (см. замечание 2 и пример 2).
Далее в работе получена явная формула для резольвенты сверточного интегрального урав-
нения Вольтерра в случае, когда ядро уравнения является степенным рядом с конечным
радиусом сходимости (см. следствие 3).
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1. Предварительные сведения. Пусть B — банахова алгебра с единицей, a ∈ B

и f(ζ) =
∞∑
n=0

cnζ
n — формальный степенной ряд над C. Положим f(za) =

∞∑
n=0

cna
nzn, z ∈ C.

Тогда f(za) является степенным рядом над B. Обозначим через Ra(f) радиус сходимо-
сти f(za).

Определение 1. Будем говорить, что ряд f(z) является a-голоморфным, если Ra(f) >
> 0.

Пусть степенной ряд f имеет положительный радиус сходимости R(f). Такой ряд яв-
ляется a-голоморфным для всех a ∈ B. Обозначим через ρ(a) спектральный радиус эле-
мента a. Если |z|ρ(a) < R(f), то f(za) приобретает обычный смысл: f(za) — результат
применения голоморфной функции f к элементу za.

В случае, когда элемент a не является квазинильпотентным, понятие a-голоморфного
степенного ряда совпадает с обычным понятием голоморфного степенного ряда: если a
имеет положительный спектральный радиус ρ(a), степенной ряд f(ζ) будет a-голоморфным
тогда и только тогда, когда он имеет ненулевой радиус сходимости. Таким образом, если
f(ζ) имеет нулевой радиус сходимости и a-голоморфен, то элемент a квазинильпотентен.

Приведем пример квазинильпотентного элемента a и a-голоморфного степенного ряда
с нулевым радиусом сходимости (см. также [4, с. 652; 7]).

П р и м е р 1 . Пусть E = C[0, 1], B = B(E) — алгебра всех ограниченных операторов в E, a —
оператор интегрирования:

(aξ)(x) =

x∫

0

ξ(y) dy, ξ ∈ C[0, 1].

Хорошо известно, что

(anξ)(x) =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x− y)n−1ξ(y) dy, ‖an‖ =
1

n!
, n > 1, (2)

и σ(a) = {0}. Рассмотрим формальный степенной ряд ϕ(ζ) =
∞∑

n=0

n!ζn. Тогда ϕ является a-голо-

морфным, Ra(ϕ) = 1 и

(ϕ(za)ξ)(x) = ξ(x) +

x∫

0

zξ(y)

(1− z(x− y))2
dy, |z| < 1.

Определение 2. Пусть f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n ∈ C[[z]]. Будем говорить, что f принадлежит

классу Жевре β и имеет типM , если |fn| 6 CMn
1 (n!)

β для некоторых C,M1 > 0 и всех n > 0,
а M является инфимумом всех M1, которые удовлетворяют неравенству. Пространство
таких формальных степенных рядов мы будем обозначать через C[[z]]β,M .

Определение 3. Пусть V — комплексное векторное пространство. Обозначим V [[ζ, 1/ζ]]

пространство формальных рядов Лорана с коэффициентами из V . Для g(ζ) =
+∞∑

n=−∞
bnζ

n ∈

∈ V [[ζ, 1/ζ]] положим
∮
g(ζ) dζ = 2πib−1.

Определение 4. Преобразованием Лапласа формального степенного ряда f(z) =

=
∞∑
n=0

cnz
n будем называть ряд Лорана F (s) =

∞∑
n=0

n!cn
sn+1

.
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Следующая теорема есть аналог классического результата, относящегося к исчислению
Рисса–Данфорда для оператора интегрирования [8, с. 291–297].

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны:
i) f является a-голоморфным;

ii) f ∈ C[[z]]1,M , причем M =
1

Ra(f)
.

Кроме того, в обоих случаях

(f(za)u)(x) =

x∫

0

ϕz(x− y)u(y) dy, u ∈ C[0, 1],

где преобразование Лапласа функции ϕz(t) равно zf(1/(zt)).
2. Основные результаты. Обозначим пространство всех a-голоморфных степенных

рядов через H(a). Для r > 0 положим Hr(a) =
{
f(ζ) =

∞∑
n=0

cnζ
n : ‖f‖r :=

∞∑
n=0

|cn|‖an‖rn <

< +∞
}
. Тогда (Hr(a), ‖ · ‖r) — банаховы пространства и H(a) =

⋃
r>0

Hr(a). На H(a) бу-

дем рассматривать топологию индуктивного предела банаховых пространств Hr(a), r > 0.
Пусть B〈z〉 — алгебра всех сходящихся степенных рядов с коэффициентами из B, так-
же наделенная естественной топологией индуктивного предела. Рассмотрим отображение
T : H(a) → B〈z〉, T (f) = f(za).

Теорема 2 (об a-голоморфном функциональном исчислении).
i) Если ρ(a) = 0, ряд f является a-голоморфным и |z| < Ra(f), то σ(f(za)) = {f(0)},

т. е. σ(f(za)) = f(σ(za)).
ii) H(a) — подалгебра C[[ζ]] и отображение T является единственным непрерывным

гомоморфизмом из H(a) в B〈z〉, для которого T (p) = p(za), когда p ∈ C[z].
iii) Предположим, что ρ(a) = 0, f ∈ H(a) и f(0) = 0. Если функция g голоморфна

в окрестности нуля, то g ◦ f ∈ H(a) и T (g ◦ f)(z) = g(f(za)), |z| < Ra(f).
Замечание 1. Вариант утверждения 2 (iii) был доказан С. Грабинером в [4, теорема 2.33].
Теперь приведем аналог формулы Рисса–Данфорда, с помощью которого отображение T

можно записать в виде интегрального оператора.
Рассмотрим сначала чисто алгебраическую ситуацию. Пусть сейчас B — комплексная

алгебра с единицей, a ∈ B, f ∈ C[[ζ]] и f(ζ) =
∞∑
n=0

cnζ
n. Введем ядро Коши (ζ − az)−1,

которое будем рассматривать как элемент пространства B[[z]][[ζ, 1/ζ ]]:

(ζ − az)−1 def
=

∞∑

n=0

znan

ζn+1
. (3)

Теперь определим умножение элемента из C[[ζ]] на (ζ − az)−1:

f(ζ)(ζ − az)−1 def
=

−1∑

n=−∞

( ∞∑

k=0

cka
−n+kz−n+k

)
ζn−1 +

∞∑

n=0

( ∞∑

k=0

cn+ka
kzk

)
ζn−1. (4)

Таким образом, f(ζ)(ζ − az)−1 ∈ B[[z]][[ζ, 1/ζ ]].
Замечание 2. Если B является банаховой алгеброй, то произведение f(ζ)(ζ − az)−1 не

обязательно лежит в пространстве B〈z〉[[ζ, 1/ζ]] (см. пример 2).
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Теорема 3. Пусть B — банахова алгебра, a ∈ B, и f(ζ) =
∞∑
n=0

cnζ
n ∈ C[[ζ]]. Предполо-

жим, что f ∈ C[[z]]β,M , M1 > M и a удовлетворяет условию

∃M2 > 0 ∃n0 ∀n > n0 : ‖an‖ 6
Mn

2

(n!)β
. (5)

Если |z0| < 1/(M1M2), то f ∈ H(a), произведение f(ζ)(ζ − z0a)
−1 корректно определено

как элемент из B[[ζ, 1/ζ]], |z0| < Ra(f), и имеет место следующий аналог формулы Рисса–
Данфорда:

f(z0a) =
1

2πi

∮
f(ζ)(ζ − z0a)

−1dζ, (6)

где интеграл понимается в смысле определения 3.
Доказательство. Из (5) элемент a является квазинильпотентным и

1

Ra(f)
= lim

n→∞
n
√

|cn| · ‖an‖ 6M1M2, (7)

т. е. f ∈ H(a) и |z0| < Ra(f). Рассмотрим коэффициент bn(z) ∈ B[[z]] при степени ζn−1

в ряде (4). Покажем, что все ряды bn(z) сходятся и их радиусы сходимости не меньше
1/(M1M2). Для n < 0 это очевидно. В случае n > 0 имеем

lim
k→∞

k

√
|ck+n| · ‖ak‖ 6 lim

k→∞
k

√
Mk+n

1 Mk
2 (k + 1)β · · · (k + n)β 6M1M2.

Итак, если |z0| < 1/(M1M2), то f(ζ)(ζ − z0a)
−1 ∈ B[[ζ, 1/ζ]]. Теперь формула Рисса–

Данфорда является прямым следствием определения 3.

Приведем пример ситуации, когда каждый коэффициент bn(z) =
∞∑
k=0

cn+ka
kzk при сте-

пени ζn−1 ряда (4) имеет нулевой радиус сходимости для каждого n > 0.
П р и м е р 2 . Пусть γn = 1/(n!)n. Рассмотрим множество Bγ всех степенных рядов a(z) =

=
∞∑

m=0

cmz
m ∈ C[[z]], для которых

∞∑
m=0

|cm|γm < +∞. Тогда Bγ является банаховой алгеброй с нор-

мой ‖a‖ =
∞∑

m=0

|cm|γm. Если a(z) = z, то ‖am‖ = γm (см. [1, §19]). Рассмотрим ряд f(ζ) =
∞∑
n=0

(n!)nζn.

Очевидно, f ∈ H(a), ‖an‖ = 1/(n!)n и Ra(f) = 1. Обратим внимание на коэффициенты bn(z) =

=
∞∑
k=0

cn+ka
kzk в (4) для n > 0, где cn = (n!)n. Так как k

√
(n+ k)!n+k‖ak‖ → ∞, k → ∞, то радиус

сходимости bn(z) равен нулю.

Следствие 1 (формула Тейлора). Пусть B — банахова алгебра, f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k ∈

∈ C[[z]]β,M1 , a, h ∈ B и ha = ah. Предположим, что a и h удовлетворяют следующему
условию:

∃M2,M3 > 0 ∃n0 ∀n > n0 : ‖an‖ 6
Mn

2

(n!)β
, ‖hn‖ 6

Mn
3

(n!)β
.

Тогда f является (a + h)-голоморфным и f(z(a + h)) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(za)hnzn.
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Рассмотрим приложение формулы Рисса–Данфорда (6) к решению некоторых опера-
торных уравнений.

Следствие 2. Пусть a — ограниченный линейный оператор в банаховом пространс-

тве E и ϕ(ζ) =
∞∑
n=0

cnζ
n — формальный степенной ряд над C. Если ϕ ∈ C[[z]]β,M1 , c0 6= 0,

и оператор a удовлетворяет условию (5) теоремы 3 с константой M2, то для фиксирован-
ного t0, |t0| < 1/(M1M2), и для каждого v ∈ E уравнение ϕ(t0a)u = v имеет единственное
решение

u =
1

2πi

∮
(ζ − t0a)

−1v

ϕ(ζ)
dζ. (8)

Следующее утверждение переносит классические вычисления из [8, § 5.6, пример 3] на
случай степенного ряда с конечным радиусом сходимости.

Следствие 3. Пусть k(x) =
∞∑
n=0

bnx
n — степенной ряд с радиусом сходимости R > 1

и |t0| < 1 — такая константа, что ряд
∞∑
n=0

|bn|/|t0|n сходится. Рассмотрим ряд ϕ(ζ) =

= 1 + K(t0/ζ), где K — преобразование Лапласа ряда k. Тогда для каждого v ∈ C[0, 1]
сверточное интегральное уравнение Вольтерра

u(x) +

x∫

0

k(x− y)u(y) dy = v(x)

имеет единственное непрерывное решение u(x) = v(x) +
x∫
0

g(x − y)v(y) dy, где

g(x) =
t0
2πi

∮
et0x/ζ

ζ2ϕ(ζ)
dζ,

и интеграл в последней формуле понимается в смысле определения 3.
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К.В. Вербiнiна, С.Л. Гефтер

Формула Рисса–Данфорда для формальних степеневих рядiв класу
Жевре

Класичне функцiональне числення Рисса–Данфорда перенесено на випадок формальних сте-
пеневих рядiв зi спецiальною властивiстю a-голоморфностi. Як наслiдок побудоване чис-
лення використано для розв’язання деяких операторних рiвнянь. Крiм того, наведено явну
формулу для резольвенти згорткового iнтегрального рiвняння Вольтерра, ядро якого є сте-
пеневим рядом зi скiнченним радiусом збiжностi.

K.V. Verbinina, S. L. Gefter

The Riesz–Dunford formula for the Gevrey formal power series

The classical Riesz–Dunford calculus is transferred to the case of formal power series endowed with
special property of a-holomorphicity. As an application of the constructed calculus, we solve some
operator equations. Moreover, an explicit formula for the resolvent is obtained for the Volterra
convolution integral equation in the case where its kernel is a power series with finite radius of
convergence.
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УДК 517.5

Т.В. Ломако

Критерий компактности для классов решений
уравнений Бельтрами

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

Получен критерий компактности классов регулярных решений вырожденных уравнений
Бельтрами с ограничениями интегрального типа на комплексный коэффициент.

Недавно был доказан целый ряд новых теорем существования для вырожденных уравнений
Бельтрами (см., например, [1, 2]), что открыло широкое поле для исследований экстремаль-
ных задач в современных классах отображений на плоскости (см. [3, 4]). В теории экстре-
мальных задач важную роль играют теоремы компактности. Ранее автором [5] (см. так-
же [6]) были рассмотрены отображения класса Соболева W 1,1

loc с ограничениями на дила-
тацию интегрального типа и найдены условия компактности. В данной работе получены
не только достаточные, но и необходимые условия компактности для классов отображений
с интегральными ограничениями.

Пусть D — область в комплексной плоскости C, т. е. связное открытое подмножество C.
Уравнениями Бельтрами называются уравнения вида

fz = µ(z) · fz, (1)

где µ : D → C — измеримая функция с |µ(z)| < 1 п. в., fz = ∂f = (fx+ify)/2, fz = ∂f = (fx−
− ify)/2, z = x+ iy, fx и fy — частные производные отображения f по x и y соответственно.
Функция µ называется комплексным коэффициентом и

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)| — (2)

максимальной локальной дилатацией или просто дилатацией уравнения (1). Уравнение
Бельтрами (1) называется вырожденным, если Kµ /∈ L∞.

Напомним, что отображение f : D → C называется регулярным в точке z0 ∈ D, если
f в этой точке имеет полный дифференциал и его якобиан Jf (z) = |fz|2 − |fz|2 6= 0 (см.,
например, [7, I.1.6]). В дальнейшем гомеоморфизм f класса Соболева W 1,1

loc называется ре-
гулярным, если Jf (z) > 0 п. в. Наконец, регулярным решением уравнения Бельтрами (1)
в области D называется регулярный гомеоморфизм, который удовлетворяет (1) п. в. в D.
Функции µ и Kµ называются комплексной характеристикой и дилатацией отображения f .
Отметим, что понятие регулярного решения впервые введено в работе [8].

В дальнейшем dm(z) отвечает мере Лебега в C, а через dS(z) = (1+ |z|2)−2dm(z) обозна-
чается элемент сферической площади в C, соответственно, через L1

S — класс всех функций
Q : C → R, интегрируемых в C относительно сферической площади. Функция Φ: R+ → R+

называется строго выпуклой, если она является выпуклой, неубывающей и

lim
t→∞

Φ(t)

t
= ∞ (3)
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(см. [9, с. 37]). В дальнейшем непрерывность функции Φ понимается относительно тополо-
гии R+ := [0,∞]. В дальнейшем также используется обозначение I := [1,∞].

Напомним, что функция f : D → C называется абсолютно непрерывной на линиях,
пишут f ∈ ACL, если для любого замкнутого прямоугольника R в D, стороны которо-
го параллельны координатным осям, f |R является абсолютно непрерывной на почти всех
линейных сегментах в R, параллельных сторонам R (см., например, [10, с. 27]).

Пусть Φ: I → R+ — произвольная функция. Обозначим через FΦ
M , M > 0, класс всех ре-

гулярных решений f : C → C уравнения Бельтрами (1) с комплексными коэффициентами µ
такими, что

∫

C

Φ(Kµ(z)) dS(z) 6M (4)

и нормировками f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞.
Будем говорить, что функция Φ: I → R+ имеет экспоненциальный рост на бесконеч-

ности, если

Φ(t) > βeγt (5)

для всех t > T при некотором T > 1, β > 0, γ > 0. В [11, теорема 8], а также в [3,
теорема 13.2] была доказана компактность классов HΦ

M всех регулярных решений f : C → C

уравнения Бельтрами (1) с интегральными ограничениями вида

∫

C

Φ(Kµ(z)) dm(z) 6M (6)

и нормировками f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞ при условии, что функция Φ непрерывна,
выпукла, не убывает, имеет экспоненциальный рост на ∞ и inf Φ = 0.

В упомянутой выше работе [6, теорема 3] была установлена компактность класса FΦ
M при

условии, что функция Φ: I → R+ непрерывна, строго выпукла и удовлетворяет условию

∞∫

δ

ln Φ(τ)
dτ

τ2
= ∞ (7)

при некотором δ > δ0 := sup
τ∈I,

Φ(τ)=0

τ . Здесь мы доопределяем δ0 = 1, если Φ(τ) > 0 для всех τ ∈ I.

В настоящей работе показываем, что указанные условия на функцию Φ являются не
только достаточными, но и необходимыми для компактности классов FΦ

M . Отметим, что
теоремы существования для таких классов были получены сравнительно недавно (см., на-
пример, [1, 2]).

Теорема замыкания. Нам понадобится понятие “нижней огибающей”, с подробным
геометрическим описанием которой можно ознакомится в [11, c. 132; 3, c. 297]. Нижней
огибающей функции Φ будем называть функцию

Φ0(t) := sup
ϕ∈Ψ

ϕ(t), t ∈ I, (8)
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где Ψ — семейство всех непрерывных неубывающих выпуклых функций ϕ : I → R+ таких,
что ϕ(t) 6 Φ(t), t ∈ I.

Следующие предложения играют важную роль при доказательстве приводимых ниже
теорем.

Предложение 1. Нижняя огибающая функции Φ: I → R+ представляет собой наи-
большую неубывающую выпуклую функцию Φ0 : I → R+, которая непрерывна в смысле R+

слева в точке

Q = sup
Φ(t)<∞

t (9)

и график которой лежит ниже графика Φ. При этом Φ0(t) ≡ ∞ для всех t > Q и Φ0(t) <
< ∞ для всех t < Q.

Предложение 2. Пусть Φ: I → R+ является выпуклой и удовлетворяет условию (7).
Тогда ее нижняя огибающая Φ0 : I → R+ также удовлетворяет условию (7).

Прототип следующей теоремы для функций Φ с экспоненциальным ростом на бесконе-
чности можно найти в [11, теорема 7], а также [3, теорема 13.1].

Теорема 1. Пусть для нижней огибающей Φ0 : I → R+ функции Φ: I → R+ выполнено
условие вида (7). Тогда в топологии равномерной сходимости в C относительно сфери-
ческой метрики

FΦ
M ⊆ F

Φ0
M . (10)

Критерий компактности. Наконец, приведем необходимые и достаточные условия
компактности для классов FΦ

M .
Теорема 2. Пусть Φ: I → R+ удовлетворяет условию (7). Тогда следующие утверж-

дения эквивалентны:
1) классы FΦ

M компактны в топологии равномерной сходимости в C относительно
сферической метрики;

2) функция Φ непрерывна в смысле R+ слева в точке Q из (9) и строго выпукла.
Замечание 1. Условие (7) является не только достаточным, но и необходимым для нор-

мальности и, следовательно, для компактности класса FΦ
M , если Φ непрерывна, выпукла

и не убывает (см. [12, теорема 5.1]).
В заключение отметим также, что теоремы компактности имеют важные приложения

в теории экстремальных задач и теории вариационного метода. Дело в том, что в ком-
пактных классах всегда гарантируется существование экстремальных отображений для лю-
бых непрерывных, в том числе, нелинейных функционалов. Кроме того, в компактных клас-
сах отображений с интегральными ограничениями множество комплексных характеристик
выпукло, что значительно упрощает построение вариаций (см., например, [3, 4]).
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Т. В. Ломако

Критерiй компактностi для класiв розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi

Отримано критерiй компактностi класiв регулярних розв’язкiв вироджених рiвнянь Бельт-
рамi з обмеженнями iнтегрального типу на комплексний коефiцiєнт.

T.V. Lomako

The criterion of compactness for classes of solutions to the Beltrami
equations

The criterion of compactness for classes of regular solutions to the degenerate Beltrami equations
with constraints of the integral type for the complex coefficient is obtained.
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В.И. Рязанов, Е.А. Севостьянов

О некоторых вопросах сходимости и компактности

пространственных гомеоморфизмов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

Доказаны различные теоремы сходимости для общих пространственных гомеоморфиз-
мов и на этой основе получены теоремы сходимости и компактности для классов так
называемых кольцевых Q-гомеоморфизмов. В частности, установлено, что класс коль-
цевых Q-гомеоморфизмов f в R

n, фиксирующих две точки, компактен при Q конечного
среднего колебания. Полученные результаты будут иметь широкие приложения к клас-
сам Соболева и более общим классам Орлича–Соболева.

В настоящей работе мы приводим некоторые сведения из теории сходимости общих го-
меоморфизмов и развиваем теорию компактности для так называемых кольцевых Q-го-
меоморфизмов. Кольцевые Q-гомеоморфизмы были введены сначала на плоскости в связи
с изучением вырожденных уравнений Бельтрами (см., например, [1, 2]). Теория кольце-
вых Q-гомеоморфизмов имеет также приложения к различным классам отображений с ко-
нечным искажением, интенсивно изучаемых в последнее время. Данная работа является
естественным продолжением наших работ [3, 4].

Напомним, что борелева функция ρ : Rn → [0,∞], n > 2, называется допустимой для
семейства Γ кривых γ в R

n, пишут ρ ∈ admΓ, если
∫

γ

ρ(x)|dx| > 1 ∀ γ ∈ Γ.

Модулем семейства кривых Γ называется величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρn(x) dm(x).

Пусть D — область в R
n, n > 2, E, F ⊂ R

n — произвольные множества. Обозначим
через Γ(E,F,D) семейство всех кривых γ : [a, b] → R

n, которые соединяют E и F в D,
т. е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при a < t < b. Следующее определение мотивировано
кольцевым определением квазиконформности (см. [5]). Пусть D — область в R

n, n > 2,
Q : D → (0,∞) — измеримая функция. Положим

A(x0, r1, r2) = {x ∈ R
n : r1 < |x− x0| < r2},

S(x0, ri) = {x ∈ R
n : |x− x0| = ri}, i = 1, 2.

Говорим (см. [3]), что гомеоморфизм f области D в R
n является кольцевым Q-гомео-

морфизмом в точке x0 ∈ D, если

M(Γ(f(S1), f(S2), f(A))) 6

∫

A

Q(x)ηn(|x− x0|) dm(x) (1)
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для любого кольца A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < r0 = dist(x0, ∂D), Si = S(x0, ri), i = 1, 2,
и для каждой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr > 1.

Если условие (1) имеет место в каждой точке x0 ∈ D, то также говорим, что f является
кольцевым Q-гомеоморфизмом в области D.

1. О сходимости общих гомеоморфизмов. В дальнейшем в Rn = R
n⋃{∞} мы

используем сферическую метрику

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√

1 + |y|2
, x 6= ∞ 6= y, h(x,∞) =

1√
1 + |x|2

.

Сферический диаметр множества E ⊂ Rn есть величина

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y).

Для точки z ∈ Rn и множества E ⊆ Rn мы также определим расстояние h(z,E) как точную
нижнюю грань h(z, y) по всем y ∈ E, а для множеств F ⊆ Rn и E ⊆ Rn — расстояние h(F,E)
как точную нижнюю грань h(z, y) по всем z ∈ F и y ∈ E. В дальнейшем B∗(x0, ρ), x0 ∈ Rn,
ρ ∈ (0, 1), обозначает шар {x ∈ Rn : h(x, x0) < ρ} относительно сферической метрики.

Начнем с простого следствия из теоремы Брауэра об инвариантности области.
Следствие 1. Пусть U — открытое множество в Rn и f : U → Rn — непрерывное

инъективное отображение. Тогда f — гомеоморфизм множества U на множество V =
= f(U).

Ядром последовательности открытых множеств Ωl ⊂ Rn, l = 1, 2, . . . называется
открытое множество

Ω0 = KernΩl :=
∞⋃

m=1

Int

( ∞⋂

l=m

Ωl

)
,

где IntA обозначает множество, состоящее из всех внутренних точек A; другими словами,
IntA есть объединение всех открытых шаров внутри A относительно сферической метрики.

Следующее предложение для случая плоскости было доказано в работе [6] (см. также [1,
предложение 2.7]).

Предложение 1. Пусть gl : D → D′
l, D

′
l := gl(D), — последовательность гомеомор-

физмов, заданных в области D ⊆ Rn. Предположим, что последовательность gl сходится
локально равномерно при l → ∞ к инъективному отображению g : D → D′ := g(D) ⊂ Rn

относительно сферической метрики. Тогда отображение g является гомеоморфизмом и,
кроме того, D′ ⊂ KernD′

l.
Замечание 1. В частности, из предложения 1 следует, что D′ := g(D) ⊆ R

n, если D′
l :=

= gl(D) ⊆ R
n при всех l = 1, 2, . . . .

Следующее утверждение для плоского случая может быть найдено в работе [7] (см. так-
же [1, лемма 2.16]).
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Лемма 1. Пусть D — область в Rn, l = 1, 2, . . ., и пусть fl — последовательность
гомеоморфизмов D в Rn такая, что fl сходится при l → ∞ локально равномерно к го-
меоморфизму f из D в Rn относительно сферической метрики. Тогда также f−1

l → f−1

локально равномерно в области f(D).
Следующее утверждение на плоскости было доказано в работе [8] (см. [1, предложе-

ние 2.6]).
Теорема 1. Пусть D — область в Rn, n > 2, fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность

гомеоморфизмов D в Rn, сходящаяся локально равномерно к дискретному отображению
f : D → Rn относительно сферической метрики. Тогда f — гомеоморфизм D в Rn.

2. О сходимости гомеоморфизмов, удовлетворяющих модульным условиям.
Следующая лемма играет значительную роль в дальнейших исследованиях. Ее плоский
аналог был доказан в работе [9] (см. также [1, приложение A1]).

Лемма 2. Пусть fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность гомеоморфизмов области
D ⊆ R

n в R
n, n > 2, сходящаяся к отображению f равномерно на каждом компактном

множестве в D относительно сферической метрики в Rn. Предположим, что для каж-
дого x0 ∈ D найдутся последовательности Rk > 0 и rk ∈ (0, Rk), k = 1, 2, . . ., такие,
что Rk → 0 при k → ∞ и M(Γ(fm(sk), fm(Sk), fm(Ak))) → 0 при k → ∞ равномерно по
m = 1, 2, . . . , где sk = S(x0, rk), Sk = S(x0, Rk), Ak = A(x0, rk, Rk). Тогда отображение f —
либо постоянная в Rn, либо гомеоморфизм области D в R

n.
Следуя работе [10], говорим, что функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание

в точке x0 ∈ D, сокр. ϕ ∈ FMO (x0), если ϕ интегрируема в окрестности x0 и

lim
ε→0

−
∫

B(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕ̃ε| dm(x) <∞, (2)

где ϕ̃ε — среднее значение функции ϕ в шаре B(x0, ε) = {x ∈ R
n : |x − x0| < ε}. Также

говорим, что функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в области D, сокр. ϕ ∈
FMO (D) или просто ϕ ∈ FMO, если ϕ ∈ FMO (x0) в каждой точке x0 ∈ D.

Теорема 2. Пусть D — область в R
n, n > 2, Q : D → (0,∞) — измеримая функция

и fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфизмов области D в R
n,

сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно сферической метрики.
Если Q ∈ FMO, то отображение f является либо постоянным в Rn, либо гомеоморфиз-
мом D в R

n.
Следствие 2. В частности, предельное отображение f является либо постоянным

в Rn, либо гомеоморфизмом области D в R
n,

lim
ε→0

−
∫

B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀x0 ∈ D,

либо если каждая точка x0 ∈ D является точкой Лебега функции Q.
Теорема 3. Пусть D — область в R

n, n > 2, и Q : D → (0,∞) — измеримая функция
такая, что при некотором положительном ε(x0) < dist(x0, ∂D)

ε(x0)∫

0

dr

rq
1/(n−1)
x0 (r)

= ∞ ∀x0 ∈ D, (3)
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где qx0(r) обозначает среднее значение функции Q(x) над сферой |x − x0| = r. Предполо-
жим, что fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфизмов облас-
ти D в R

n, сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно сферической
метрики. Тогда f либо постоянно в Rn, либо является гомеоморфизмом D в R

n.
Следствие 3. В частности, заключение теоремы 3 справедливо, если

qx0(r) = O

(
logn−1 1

r

)
∀x0 ∈ D.

Следствие 4. В обозначениях теоремы 3 отображение f является постоянным в Rn,
либо гомеоморфизмом D в R

n при условии, что функция Q имеет только логарифмические
особенности порядка не выше, чем n − 1 в каждой точке x0 ∈ D.

Теорема 4. Пусть D — область в R
n, n > 2, и Q : D → (0,∞) — измеримая функция

такая, что

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀x0 ∈ D (4)

при ε → 0 и некотором положительном ε0 = ε(x0) < dist(x0, ∂D). Предположим, что
fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфизмов области D в R

n,
сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно сферической метрики.
Тогда предельное отображение f является либо постоянным в Rn, либо гомеоморфизмом
области D в R

n.
Теорема 5. Пусть D — область в R

n, n > 2, Q : D → (0,∞) — измеримая функция
и Φ: [0,∞] → [0,∞] — неубывающая выпуклая функция такая, что

∫

D

Φ(Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n <∞ (5)

и при некотором δ > Φ(0)

∞∫

δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]1/(n−1)
= ∞. (6)

Предположим, что fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфиз-
мов области D в R

n, сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно
сферической метрики. Тогда отображение f является либо постоянной в Rn, либо гомео-
морфизмом области D в R

n.
Следствие 5. В частности, заключение теоремы 5 имеет место, как только

∫

D

eαQ
1/(n−1)(x)

(1 + |x|2)n dm(x) <∞

при некотором α > 0.
3. О полноте кольцевых Q-гомеоморфизмов. Следующий результат был доказан

ранее при n = 2 в работе [8, теорема 4.1] (см. также [1, теорема 6.2]).
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Теорема 6. Пусть fm : D → R
n, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-го-

меоморфизмов в точке x0 ∈ D. Предположим, что fm сходится локально равномерно к го-
меоморфизму f : D → R

n относительно сферической метрики. Тогда f также является
кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке x0.

4. О нормальных семействах кольцевых Q-гомеоморфизмов. Напомним, что
семейство отображений называется нормальным, если из любой последовательности его
элементов можно извлечь подпоследовательность, сходящуюся в области локально равно-
мерно.

Для заданной области D в R
n, n > 2, измеримой функции Q : D → (0,∞) и числа ∆ > 0,

обозначим символом FQ,∆ класс всех кольцевых Q-гомеоморфизмов f : D → R
n в точке x0

таких, что h(Rn \ f(D)) > ∆.
Замечание 2. Нами было установлено, что класс FQ,∆ нормален как только выполнено

хотя бы одно из условий на функцию Q из теорем 2–5 и следствий 2–5 (см. также соот-
ветствующие условия нормальности семейств в работах [3, 4]).

5. О компактности семейств кольцевых Q-гомеоморфизмов. Пусть задана об-
ласть D в R

n, n > 2, измеримая функция Q : D → (0,∞) и две пары точек x1, x2 ∈ D, y1,
y2 ∈ R

n, x1 6= x2, y1 6= y2. Обозначим символом RQ класс всех кольцевых Q-гомеоморфиз-
мов области D в R

n, n > 2, удовлетворяющих условиям нормировки f(x1) = y1, f(x2) = y2.
Напомним, что семейство отображений называется компактным, если это семейство яв-

ляется нормальным и замкнутым. Объединяя сформулированные выше результаты о нор-
мальности и замкнутости, получаем следующие результаты о компактности семейств коль-
цевых Q-гомеоморфизмов.

Теорема 7. Класс RQ является компактным, если Q ∈ FMO.
Следствие 6. Класс RQ компактен, если

lim
ε→0

−
∫

B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀x0 ∈ D.

Следствие 7. Класс RQ компактен, если каждая точка x0 ∈ D является точкой
Лебега функции Q.

Теорема 8. Пусть функция Q удовлетворяет условию

ε(x0)∫

0

dr

rq
1/(n−1)
x0 (r)

= ∞ ∀x0 ∈ D

при некотором ε(x0) < dist(x0, ∂D), где qx0(r) — среднее значение функции Q(x) над сферой
|x − x0| = r. Тогда класс RQ компактен.

Следствие 8. Класс RQ компактен, если функция Q(x) имеет лишь логарифмические
особенности порядка не выше, чем n − 1 в каждой точке x0 ∈ D.

Теорема 9. Класс RQ компактен, если условие

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀x0 ∈ D

выполнено при ε → 0 для некоторого ε0 = ε(x0) < dist(x0, ∂D).

28 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №5



Теорема 10. Класс RQ компактен, если условие

∫

D

Φ(Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n 6M <∞ (7)

выполнено для неубывающей выпуклой функции Φ: [0,∞] → [0,∞] такой, что

∞∫

δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]1/(n−1)
= ∞ (8)

при некотором δ > Φ(0).
Заметим, что условие (8) является не только достаточным, но и необходимым условием

нормальности и, следовательно, компактности класса RQ с интегральными ограничениями
на Q типа (7) (см. [4]).

Следствие 9. В частности, заключение теоремы 10 имеет место, если при некото-
ром α > 0 выполнено условие

∫

D

eαQ
1/(n−1)(x)

(1 + |x|2)n dm(x) 6M <∞.

Приведенные результаты будут иметь широкие приложения к теории сходимости и ком-
пактности гомеоморфизмов классов Соболева, а также более общих классов Орлича–Собо-
лева, что будет рассмотрено отдельно.
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В. I. Рязанов, Є.О. Севостьянов

Про деякi питання збiжностi та компактностi просторових
гомеоморфiзмiв

Доведено певнi теореми збiжностi для загальних просторових гомеоморфiзмiв i на цiй осно-
вi отримано теореми збiжностi та компактностi для класiв так званих кiльцевих Q-го-
меоморфiзмiв. Зокрема, встановлено, що клас кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв f в R

n, який
фiксує двi точки, є компактним за умови, що Q належить класу скiнченного середнього
коливання. Одержанi результати матимуть широкi застосування до класiв Соболєва та
бiльш загальних класiв Орлiча–Соболєва.

V. I. Ryazanov, E. A. Sevost’yanov

About some problems of convergence and compactness of space
homeomorphisms

Various theorems on convergence and compactness of the general space homeomorphisms are proved.
On this basis, the theorems on convergence and compactness for classes of the so-called ring
Q-homeomorphisms are obtained. In particular, it is shown that the class of ring Q-homeomor-
phisms in R

n fixing two points is compact provided that a function Q has a finite mean oscillation.
These results will have a wide range of applications to the Sobolev classes, as well as to the more
general Orlicz–Sobolev classes.
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УДК 517.51

А.С. Сердюк, В.В. Боденчук

Оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв iнтегралiв
Пуассона

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

Доведено, що ядро Пуассона Pq,β(t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt − βπ/2), q ∈ (0, 1), β ∈ R задоволь-

няє умову Cy,2n починаючи з деякого номера nq, залежного лише вiд q. Як наслiдок, для
всiх n > nq встановлено оцiнки знизу колмогоровських поперечникiв у просторi C кла-
сiв Cq

β,∞ iнтегралiв Пуассона вiд функцiй, що належать одиничнiй кулi в просторi L∞.
Отриманi оцiнки збiгаються з найкращими рiвномiрними наближеннями зазначених
класiв тригонометричними полiномами. Знайдено точнi значення поперечникiв класiв
Cq

β,∞ i показано, що пiдпростори тригонометричних полiномiв порядку n − 1 є опти-

мальними для поперечникiв розмiрностi 2n − 1.

Через L = L1 позначимо простiр 2π-перiодичних сумовних функцiй f з нормою ‖f‖1 =

=
π∫

−π
|f(t)|dt, через L∞ — простiр 2π-перiодичних вимiрних i суттєво обмежених функцiй

з нормою ‖f‖∞ = ess sup
t∈R

|f(t)|, C — простiр 2π-перiодичних неперервних функцiй f , у якому

норма задається рiвнiстю ‖f‖C = max
t∈R

|f(t)|.
Нехай Ψβ(t) — фiксоване сумовне ядро вигляду

Ψβ(t) =
∞∑

k=1

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
, ψ(k) > 0, β ∈ R,

∞∑

k=1

ψ(k) <∞. (1)

Через Cψβ,p, p = 1, ∞, позначимо клас функцiй f , що зображуються у виглядi згортки
з ядром Ψβ

f(x) = A+
1

π

π∫

−π

Ψβ(x− t)ϕ(t) dt = A+ (Ψβ ∗ ϕ)(x), A ∈ R, (2)

де

‖ϕ‖p 6 1, ϕ ⊥ 1.

Функцiю ϕ в рiвностi (2) називають (ψ, β)-похiдною функцiї f i позначають через fψβ .

Важливим частковим випадком ядер Ψβ(t) вигляду (1) при ψ(k) = qk, q ∈ (0, 1) є ядра
Пуассона Pq,β(t) з параметрами q i β, тобто функцiї вигляду

Pq,β(t) =
∞∑

k=1

qk cos

(
kt− βπ

2

)
, q ∈ (0, 1), β ∈ R.
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Функцiї f , якi допускають зображення у виглядi згортки (2) з ядром Ψβ(t) = Pq,β(t), на-
зивають iнтегралами Пуассона. У цьому випадку класи Cψβ,p позначатимемо через Cqβ,p,

а (ψ, β)-похiднi fψβ функцiї f ∈ Cψβ,p при ψ(k) = qk — через f qβ.

Через En(C
ψ
β,p)X , де X = L або C, p = 1, ∞, позначимо найкраще наближення в прос-

торi X класу Cψβ,p пiдпростором T2n−1 тригонометричних полiномiв tn−1 порядку n − 1,
тобто величину вигляду

En(C
ψ
β,p)X = sup

f∈Cψβ,p
inf

tn−1∈T2n−1

‖f − tn−1‖X , (3)

а через dm(C
ψ
β,p,X) — поперечник за Колмогоровим порядку m класу Cψβ,p в просторi X,

тобто величину вигляду

dm(C
ψ
β,p,X) = inf

Fm⊂X
sup

f∈Cψβ,p
inf
y∈Fm

‖f − y‖X , (4)

де зовнiшнiй inf розглядається по всiх m-вимiрних лiнiйних пiдпросторах Fm iз X.
Задача про знаходження колмогоровських поперечникiв для рiзноманiтних функцiо-

нальних компактiв у рiзних функцiональних просторах має багату iсторiю (див. [1, 2]).
У данiй роботi розглядається задача про знаходження точних значень поперечникiв
d2n(C

q
β,∞, C), d2n−1(C

q
β,∞, C) та d2n−1(C

q
β,1, L) для усiх натуральних n, бiльших деякого но-

мера, залежного лише вiд q.
Для величин вигляду (3) i (4) має мiсце спiввiдношення

d2n−1(C
ψ
β,p,X) 6 En(C

ψ
β,p)X .

Як випливає з [3–6], для довiльних q ∈ (0, 1), β ∈ R i n ∈ N

En(C
q
β,∞)C = En(C

q
β,1)L = ‖Pq,β ∗ ϕn‖C =

4

π

∣∣∣∣∣

∞∑

ν=0

q(2ν+1)n

2ν + 1
sin

(
(2ν + 1)θnπ − βπ

2

)∣∣∣∣∣,

де

ϕn(t) = sign sinnt,

а θn = θn(q, β) — єдиний на [0, 1) корiнь рiвняння

∞∑

ν=0

q(2ν+1)n cos

(
(2ν + 1)θnπ − βπ

2

)
= 0. (5)

Тому для розв’язання задачi про точнi значення вказаних поперечникiв залишається
встановити оцiнки знизу

d2n(C
q
β,∞, C) > ‖Pq,β ∗ ϕn‖C , (6)

d2n−1(C
q
β,1, L) > ‖Pq,β ∗ ϕn‖C . (7)

Отримання оцiнок (6) та (7) спряжене з принциповими труднощами, якi викликанi
тим, що ядра Пуассона Pq,β(t) можуть збiльшувати осциляцiї (зокрема, як показано в [8,
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с. 1318–1319], Pq,β 6∈ CVD при q = 1/7 i β = 0). Тому для класiв згорток з ядрами Pq,β(t) не-
можливо отримати точнi оцiнки знизу поперечникiв, користуючись методами i пiдходами,
якi розвинуто А. Пiнкусом [1]. До цього часу оцiнки (6) i (7) були вiдомi у таких випадках:

для довiльних n ∈ N i β ∈ R у випадку, коли 0 < q 6 q(β), де q(β) = 0,2 при β ∈ Z

i q(β) = 0,196881 при β ∈ R \ Z (див. [6]);
при β = 2kl, l ∈ Z, довiльних 0 < q < 1 i всiх номерiв n, бiльших деякого номера n∗ (при

цьому доведено iснування n∗, але не вказано конструктивного способу його вiдшукання) [7].
У перелiчених випадках результати вдалось одержати на базi застосування започатко-

ваного О.К. Кушпелем [8] методу знаходження оцiнок знизу поперечникiв класiв зготок iз
твiрними ядрами Ψβ, що задовольняють так звану умову Cy,2n. У рамках даної роботи ми
також притримувались цього пiдходу. Наведемо точнi означення i вiдомi твердження, якi
будуть використовуватись для викладу результатiв роботи.

Нехай ∆2n = {0 = x0 < x1 < · · · < x2n = 2π}, xk = kπ/n — розбиття промiжку [0, 2π].
Розглянемо функцiю

Ψβ,1(t) = (Ψβ ∗B1)(t) =
∞∑

k=1

ψ(k)

k
cos

(
kt− (β + 1)π

2

)
,

де B1 =
∞∑
k=1

k−1 sin kt — ядро Бернуллi. Через SΨβ,1(∆2n) позначатимемо простiр SK-сплай-

нiв SΨβ,1(·) за розбиттям ∆2n, тобто множину функцiй вигляду

SΨβ,1(·) = α0 +

2n∑

k=1

αkΨβ,1(· − xk),

2n∑

k=1

αk = 0,

αk ∈ R, k = 0, 1, . . . , 2n.

(8)

Фундаментальним SK-сплайном називають функцiю SΨβ,1(·) = SΨβ,1(y, ·) вигляду (8), що
задовольняє спiввiдношення

SΨβ,1(y, yk) = δ0,k =

{
0, k = 1, 2n − 1,

1, k = 0,

де yk = xk+y, xk = kπ/n, y ∈ [0, π/n). Сплайн SΨβ,1(y, ·) породжує систему фундаменталь-
них сплайнiв вигляду SΨβ,1(y, ·−xk), k = 0, 2n − 1, яка утворює базис в просторi SΨβ,1(∆2n).
Необхiднi i достатнi умови iснування i єдиностi фундаментального сплайну SΨβ,1(y, ·) в за-
лежностi вiд спiввiдношення мiж y — зсувом вузлiв iнтерполяцiї та параметрами ψ i β
твiрного ядра Ψβ,1 дослiджувались у роботах [8–12].

Оскiльки на пiдставi означення (ψ, β)-похiдної для ядра Ψβ,1 виконується рiвнiсть

(Ψβ,1(·))ψβ = B1(·), (9)

то внаслiдок (8) маємо

(SΨβ,1(·))ψβ =
2n∑

k=1

αkB1(· − xk). (10)
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Рiвностi в (9) та (10) розумiють як рiвностi мiж двома функцiями з L (тобто майже скрiзь).
На пiдставi леми 2.3.4 роботи [2, с. 76] функцiя, що знаходиться в правiй частинi рiвнос-
тi (10) є сталою на кожному iнтервалi (xk, xk+1). Отже, серед (ψ, β)-похiдних будь-якого
сплайну вигляду (8), а значить, i для фундаментального сплайну SΨβ,1(·) iснує функцiя,
яка є сталою на кожному iнтервалi (xk, xk+1). Надалi саме таку функцiю будемо розумiти
пiд записом (SΨβ,1(·))ψβ .

Означення. Будемо казати, що для деякого дiйсного числа y i розбиття ∆2n ядро Ψβ(·)
вигляду (1) задовольняє умову Cy,2n (i записувати Ψβ ∈ Cy,2n), якщо для цього ядра iснує
єдиний фундаментальний сплайн SΨβ,1(y, ·) i для нього виконуються рiвностi

sign(SΨβ,1(y, tk))
ψ
β = (−1)kεek, k = 0, 2n − 1,

де tk = (xk+xk+1)/2, ek дорiвнює або 0, або 1, а ε набуває значення ±1 i не залежить вiд k.
Нижченаведена теорема дозволяє знаходити оцiнки знизу колмогоровських поперечни-

кiв класiв згорток, породжених ядрами, що задовольняють умову Cy,2n.
Теорема (О.К. Кушпель [8, 13]). Нехай при деякому n ∈ N функцiя Ψβ вигляду (1), що

породжує класи Cψβ,p, p = 1, ∞, задовольняє умову Cy,2n, коли y — точка, в якiй функцiя
|(Ψβ ∗ ϕn)(t)|, ϕn(t) = sign sinnt набуває максимального значення. Тодi

d2n(C
ψ
β,∞, C) > ‖Ψβ ∗ ϕn‖C ,

d2n−1(C
ψ
β,1, L) > ‖Ψβ ∗ ϕn‖C .

У роботах [6–8, 10, 14, 15] були встановленi достатнi умови включення Ψβ ∈ Cy,2n для
ядер вигляду (1). Це дозволило авторам зазначених робiт застосувати наведену вище теоре-
му i одержати в рядi нових випадкiв точнi оцiнки поперечникiв dm(C

ψ
β,∞, C) та dm(C

ψ
β,1, L).

Сформулюємо основнi результати роботи. Для кожного фiксованого q ∈ (0, 1) позначимо
через nq найменший з номерiв n > 9, для яких виконується нерiвнiсть

43

10(1 − q)
q
√
n +

8

3n − 7
√
n

q

(1− q)2
6

(
1

2
+

2q

(1 + q2)(1− q)

)(
1− q

1 + q

)4/(1−q2)
.

Теорема 1. Нехай q ∈ (0, 1). Тодi для довiльного β ∈ R i усiх номерiв n > nq вико-
нуються нерiвностi (6) та (7).

Доведення теореми 1 базується на нижченаведеному твердженнi, яке мiстить зображен-
ня (q, β)-похiдної фундаментального сплайну SΨβ,1(y, ·) = SP q,β,1(y, ·), породженого ядром
Пуассона Pq,β.

Лема. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, y = θnπ/n, θn — єдиний на [0, 1) корiнь рiвняння (5). Тодi

для довiльного t ∈
(
(k − 1)π

n
,
kπ

n

)
, k = 1, 2n при всiх натуральних n > nq виконується

рiвнiсть

(SP q,β,1(y, t))
q
β = (−1)k+1

sign sin

(
ny − βπ

2

)

4nqn
(Pq(tk − y) + r

(y)
n,β),

в якiй

Pq(t) =
1

2
+ 2

∞∑

j=1

cos jt

qj + q−j
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та справджується нерiвнiсть

|r(y)n,β| 6 min
t∈R

Pq(t).

Теорема 2. Нехай q ∈ (0, 1). Тодi для довiльного β ∈ R та усiх номерiв n > nq мають
мiсце рiвностi

d2n(C
q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,1, L) = En(C

q
β,∞)C = En(C

q
β,1)L =

= ‖Pq,β ∗ ϕn‖C =
4

π

∣∣∣∣∣

∞∑

ν=0

q(2ν+1)n

2ν + 1
sin

(
(2ν + 1)θnπ − βπ

2

)∣∣∣∣∣,

де θn = θn(q, β) — єдиний на [0, 1) корiнь рiвняння (5).
Зокрема, при n > nq i β ∈ Z виконуються рiвностi

d2n(C
q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,1, L) = En(C

q
β,∞)C =

= En(C
q
β,1)L =

4

π
arctg qn, β = 2k, k ∈ Z;

d2n(C
q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,1, L) = En(C

q
β,∞)C =

= En(C
q
β,1)L =

2

π
ln

1 + qn

1− qn
, β = 2k − 1, k ∈ Z.

Теорема 2 дозволяє записати асимптотичнi при n → ∞ рiвностi для поперечникiв
d2n(C

q
β,∞, C), d2n−1(C

q
β,∞, C) та d2n−1(C

q
β,1, L).

Теорема 3. Нехай q ∈ (0, 1) та β ∈ R. Тодi при n → ∞

d2n(C
q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,∞, C) = d2n−1(C

q
β,1, L) = En(C

q
β,∞)C = En(C

q
β,1)L =

= qn
(
4

π
+O(1)

q2n

1 − q2n

)
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена за n, q та β.
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А.С. Сердюк, В.В. Боденчук

Оценки колмогоровских поперечников классов интегралов Пуассона

Доказано, что ядро Пуассона Pq,β(t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt− βπ/2), q ∈ (0, 1), β ∈ R удовлетворяет

условию Cy,2n начиная с некоторого номера nq, зависимого только от q. Как следствие,
для всех n > nq установлены оценки снизу колмогоровских поперечников в пространстве C
классов Cq

β,∞ интегралов Пуассона от функций, принадлежащих единичному шару в про-
странстве L∞. Полученные оценки совпали с наилучшими равномерными приближениями
указанных классов тригонометрическими полиномами. Найдены точные значения попереч-
ников классов Cq

β,∞ и показано, что подпространства тригонометрических полиномов по-

рядка n− 1 являются оптимальными для поперечников размерности 2n − 1.

A. S. Serdyuk, V.V. Bodenchuk

Estimates for Kolmogorov widths of classes of Poisson integrals

We prove that the Poisson kernel Pq,β(t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt− βπ/2), q ∈ (0, 1), β ∈ R satisfies condi-

tion Cy,2n beginning from some number nq that depends only on q. As a consequence, the lower
bounds for Kolmogorov widths in the space C of classes Cq

β,∞ of Poisson integrals of functions
from a unit ball in space L∞ are found for all n > nq. These estimates coincide with the best uni-
form approximation of the mentioned classes by trigonometric polynomials. As a result, the exact
values of the widths of classes Cq

β,∞ are found, and it is shown that the subspaces of trigonometric

polynomials of order n − 1 are optimal for the widths of dimension 2n − 1.
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IНФОРМАТИКА ТА КIБЕРНЕТИКА

УДК 681.142

В.М. Заяць

Клас нових функцiй для побудови дискретних моделей

коливних систем з широким спектром динамiчних
режимiв

(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Запропоновано новий клас спецiальних функцiй, якi є комбiнацiями показникових функ-
цiй з довiльною основою та рiзним знаком показника. Пiдтверджено доцiльнiсть їх
застосування до побудови та аналiзу нелiнiйних дискретних моделей коливних систем
з метою розширення дiапазону можливих динамiчних режимiв.

Дискретнi за своєю природою моделi вiдiграють фундаментальну роль для розумiння сут-
тєво нелiнiйних явищ i процесiв, що мають мiсце в системах або окремих об’єктах самої
рiзної природи [1–5]. При розробленнi таких моделей слiд виходити з того, щоб

1) забезпечити максимум простоти моделi з метою її аналiзу досить простими способами;
2) забезпечити широкий спектр можливих коливних режимiв для вiдтворення основних

характеристик сигналу як в часовiй, так i в частотнiй областi, а також забезпечити бажану
форму сигналу;

3) мати можливiсть змiнювати параметри системи та початковi умови з метою проекту-
вання або аналiзу реальних пристроїв, об’єктiв та систем.

Оскiльки в роботi йдеться про побудову дискретних коливних моделей, то слiд вихо-
дити з того, щоб при малiй амплiтудi коливань рух вiдбувався вiд нульового положення
рiвноваги в напряму її зростання, а при великих — в напряму її зменшення. Цього можна
досягти, якщо в матрицю переходу станiв ввести експоненцiйну функцiю, яка залежить вiд
амплiтуди коливань, при цьому знак при експонентi повинен бути вiд’ємним. Якщо права
частина дискретної моделi в ролi нелiнiйної функцiї матиме добуток експоненти з вiд’єм-
ним знаком при аргументi, що стоїть пiд експонентою, на змiнну стану, то для невеликих
амплiтуд внесок експоненти буде менш iстотним, нiж змiнної стану, i рух у фазовому про-
сторi вiдбуватиметься в бiк зростання амплiтуди. Коли амплiтуда стане достатньо великою,
внесок експоненти в амплiтуду переважатиме значення амплiтуди i на наступному кроцi
вiдбудеться її зменшення. Зауважимо, що встановлений режим буде досягнутий в тому ви-
падку, якщо побудована система буде стiйкою [6, 7]. Це вимагає проведення додаткових
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дослiджень моделi пiсля її побудови. Вiдзначимо, що введення експоненти в матрицю пе-
реходу станiв — далеко не єдиний спосiб забезпечити iснування коливного процесу. Цього
можна досягти i при виборi в ролi базової показникової функцiї з довiльною основою, роль
показника в якiй виконуватиме амплiтуда коливань, взята з вiд’ємним знаком. Очевидно,
чим менша основа функцiї, тим бiльшого розмаху амплiтуди слiд очiкувати. Роль базової
функцiї можуть виконувати i гiперболiчнi функцiї або будь-якi iншi, якi для малих значень
аргументу змiнюються слабше, нiж лiнiйна функцiя, а при великих аргументах їх вплив
суттєвiший за лiнiйну функцiю. Таким чином, з’являється можливiсть змiнювати амплiту-
ду коливань у широкому дiапазонi.

Для забезпечення бажаної частоти коливань необхiдно задати початкове значення фази
коливань. Для цього слiд ввести гармонiйну функцiю в матрицю переходу станiв як однин
iз спiвмножникiв. Роль аргументу цiєї функцiї вiдiграватиме початкова фаза коливань.

Нарештi, найпростiшим способом можна забезпечити змiну параметрiв моделi, якщо
ввести постiйний коефiцiєнт в праву частину рiвнянь стану моделi ще одним спiвмнож-
ником.

Оскiльки мова йде про побудову моделей другого порядку, то, комбiнуючи рiзнi функцiї
вiд амплiтуди коливань та задаючись рiзними тригонометричними функцiями для задання
початкової фази коливань, можна отримати цiлий клас моделей з рiзними матрицями пе-
реходу станiв. Кожна з цих моделей має свою динамiку i потребує детального дослiдження.

У роботi [1] на основi описаного пiдходу запропоновано загальну дискретну модель ко-
ливних рухiв другого порядку:

[
xm+1

ym+1

]
= af(−r)

[
cosϕl sinϕ
− sinϕ cosϕ

] [
xm
ym

]
. (1)

Якщо скористатися пiдходом, описаним в [1] для визначення амплiтуди коливань моделi
(1), отримаємо:

f(−r) = 1

a
(2)

або у випадку парностi функцiї f

r = g

(
1

a

)
, (3a)

а для непарної функцiї f маємо

r = g

(
−1

a

)
, (3б)

де g — функцiя, обернена до f , яку завжди можна визначити для однозначної неперервної
функцiї. Вiдзначимо, що формули (3) справедливi, якщо композицiя функцiйf i g є тотож-
ним перетворенням незалежно вiд порядку їх слiдування i дає значення аргументу функцiї.
У випадку неоднозначностi функцiї f можна визначити її обернено вiдповiднi функцiї на
дiлянках монотонностi функцiї f . Для складних неоднозначних функцiй обернена функ-
цiя може бути записана лише в неявному виглядi. У цих випадках для оцiнки амплiтуди
коливань бiльш доцiльно застосовувати формулу (2).
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Новi функцiї на основi показникової з довiльною основою. Для побудови нової
моделi введемо нову функцiю як пiвсуму показникових функцiй з основою b, яку названо
показниковим синусом:

sb(x) =
bx − b−x

2
. (4)

Тодi базова функцiя набуває вигляду:

f(−r) = − sb(r). (5)

Неважко переконатися, що обернену функцiю до (4), яку названо показниковим арксинусом,
можна подати у виглядi:

g(x) = arsb(x) =
ln(x+

√
x2 + 1)

ln(b)
.

Внаслiдок непарностi функцiї (4) пiсля пiдстановки останньої рiвностi в формулу (3б) отри-
маємо, що

r =

ln

(
(
√
1 + a2 − 1)

a

)

ln(b)
.

З останньої рiвностi випливає, що в моделi (5) можуть виникати гармонiчнi рухи при a > 0
i b < 1. Таким чином, наявнiсть знаменника в останньому виразi сприяє появi коливних
рухiв незалежно вiд знака аргументу, з яким береться базова функцiя. Дiйсно, взявши як
базову функцiю (5) з протилежним знаком пiд аргументом i застосувавши формулу (2),
пiсля ряду перетворень одержуємо значення амплiтуди коливань

r =

ln

(
(
√
1 + a2 + 1)

a

)

ln(b)
.

Коливання в моделi (5) виникатимуть, якщо b > 1 при будь-яких додатних значеннях
параметра a. У справедливостi останньої формули можна переконатися пiсля її пiдстановки
в (2) та використання наведеного вище подання для оберненої функцiї.

Для побудови iншої моделi введено ще одну нову функцiю як пiвсуму показникових
функцiй з основою b, яку назвемо показниковий косинус:

cb(x) =
bx + b−x

2
. (6)

Тодi базова функцiя набуває вигляду:

f(−r) = cb(r). (7)

Можна переконатися, що обернена функцiя до (6), яку названо показниковим арксинусом,
може бути подана у виглядi:

g(x) = arcb(x) =
ln(x+

√
x2 − 1)

ln(b)
.
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Аналогiчно до описаних th(x) i cth(x) в [7], введемо в розгляд показниковий тангенс, який
будемо позначати tb(x), i показниковий котангенс, який позначатимемо ctb(x). Використо-
вуючи означення (4) i (6), можна записати

tb(x) =
sb(x)

ch(x)
=
bx − b−x

bx + b−x
; ctb(x) =

sb(x)

ch(x)
=
bx + b−x

bx − b−x
. (8)

Вiдповiднi їм оберненi функцiї — показниковий арктангенс та показниковий арккотангенс
позначатимемо вiдповiдно artb(x) i arctb(x) i їх можна визначити через елементарнi функцiї
так:

y = artb(x) =
1

2

ln

(
1 + x

1− x

)

ln(b)
; y = arctb(x) =

1

2

ln

(
x+ 1

x− 1

)

ln(b)
. (9)

Проведений аналiз поведiнки спецiальних показникових функцiй (sb, cb, tb, ctb) показує,
що вони мають значно ширший спектр динамiчних режимiв, нiж гiперболiчнi. А тому їх
введення має не тiльки чисто академiчне значення, а й прикладне, оскiльки дозволяє ефек-
тивнiше справлятися з проблемами моделювання динамiчних режимiв дискретних систем.
По сутi справи, гiперболiчнi функцiї є частковим випадком введених у розгляд спецiальних
показникових функцiй, якi при виборi основи показника b, що дорiвнює величинi натураль-
ного логарифма, повнiстю збiгаються з гiперболiчними функцiями. Тим не менше, основнi
властивостi гiперболiчних функцiй, зв’язки мiж ними, значення похiдних вiд цих функцiй
та оберненi до них функцiї з точнiстю до множникiв збiгаються при замiнi елементарної
функцiї exp(x) на bx. Основнi властивостi для спецiальних показникових функцiй наведенi
у табл. 1.

Гiперпоказниковi спецiальнi функцiї та їх основнi властивостi. Розглянемо до-
цiльнiсть застосування функцiї вигляду

f(−r) = r−r (10)

до побудови дискретних моделей коливних процесiв. Перш за все, ця функцiя є нi парною,
нi непарною. Крiм того, вона є неоднозначною навiть для додатних значень аргументу
i розривною при вiд’ємних значеннях аргументу. Застосувавши (2) до описаної функцiї,
отримаємо неявне рiвняння для знаходження можливих амплiтуд гармонiчних коливань

rr = a. (11)

Таблиця 1. Основнi властивостi спецiальних показникових функцiй

Функцiя f(x) Похiдна f ′(x) Обернена g(x) Амплiтуда r

sh(x) ch(x) arsh(x) ln

(
√
1 + a2 + 1

a

)

ch(x) sh(x) arch(x) ln

(

1

a
+

√
1− a2

a

)

th(x)
1

ch2(x)
arth(x)

1

2
ln

(

a+ 1

a− 1

)

cth(x) − 1

sh2(x)
arcth(x)

1

2
ln

(

1 + a

1− a

)

s b(x) ln(b) ∗ c b(x) ars b(x) =
ln(x+

√
x2 + 1)

ln(b)

ln

(
√
1 + a2 + 1

a

)

ln(b)
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Рис. 1. Графiк функцiї f(r) = rr

Якщо побудувати графiк функцiї (11), який показано на рис. 1, можна побачити, що iснує
дiапазон значень параметра 0 < a < 1, де можливе виникнення двох гармонiчних ре-
жимiв.

Оскiльки похiдна функцiї (11), аналогiчно (10), перетворюється на нуль при r =
= 1/e ∼= 0,3679, а функцiя при цьому досягає свого мiнiмуму в точцi 0,6922 (друга по-
хiдна додатна в цiй точцi), то можна твердити, що в дiапазонi змiни параметра a вiд 0,6922
до 1 можливе iснування двох гармонiчних режимiв. При a < 0,6922 коливання, очевидно,
будуть загасати. Вiдзначимо, що при вiд’ємних значеннях r ця функцiя має нескiнченне
число локальних екстремумiв та розривiв.

Наведену функцiю (10) можна використати для побудови нового класу спецiальних
функцiй, якi позначено sx(x), cx(x), tx(x), ctx(x) i названо гiперпоказниковим синусом,
косинусом, тангенсом i котангенсом. Введемо такi означення

sx(x) =
xx − x−x

2
; cx(x) =

xx + x−x

2
;

tx(x) =
sx(x)

cx(x)
=
xx − x−x

xx + x−x
; ctx(x) =

cx(x)

sx(x)
=
xx + x−x

xx − x−x
,

(12)

виходячи з яких неважко переконатися у справедливостi властивостей

cx2(x)− sx2(x) = 1 i ctx(x) =
1

tx(x)
,

якi мають мiсце i для гiперболiчних функцiй. Таким чином, можна стверджувати, що всi
взаємнi зв’язки, якi мають мiсце для гiперболiчних функцiй, справедливi i для введених
гiперпоказникових функцiй. Зауважимо, що цi функцiї є повнiстю визначеними для додат-
них значень аргументу x. Для введених спецiальних показникових та гiперпоказникових
функцiй справедливий такий зв’язок з гiперболiчними функцiями:

sb(x) = sh(x ln(b)) i sx(x) = sh(x ln(b)).

В цьому можна легко переконатися, виходячи з означення гiперболiчного синуса та вико-
ристовуючи першу формулу (12). Застосовуючи наведенi означення (12), можна показати
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Рис. 2. Графiки гiперпоказникових функцiй

справедливiсть аналогiчних зв’язкiв i для всiх iнших введених функцiй. В явнiй формi не-
важко також виразити гiперболiчний та гiперперпоказниковий синуси через показниковий
синус таким чином:

sh(x) = sb

(
x

ln(b)

)
i sx(x) = sb

(
x ln(x)

ln(b)

)
.

На жаль, нi гiперболiчнi, нi показниковi спецiальнi функцiї в явнiй формi не виражаються
через гiперпоказниковi. Графiки гiперпоказникових функцiй, що визначаються формулами
(12), показанi на рис. 2.

Вiдзначимо, що всi гiперпоказниковi функцiї є нi парними, нi непарними, тому для
аналiзу гармонiчного режиму доцiльно застосовувати спiввiдношення (2).

Таким чином, проведений аналiз дозволяє зробити висновки щодо доцiльностi застосу-
вання тих або iнших функцiй для отримання широкого спектра динамiчних коливних ре-
жимiв. Iз зiставлення отриманих виразiв для визначення амплiтуд коливань випливає, що
застосування звичайної показникової функцiї з довiльною основою b приводить до появи
гармонiчних режимiв в значно ширшому дiапазонi змiни параметра a, нiж використання
експоненцiйної функцiї, оскiльки з’являється можливiсть впливати на амплiтуду коливань
за рахунок змiни параметра b. Зiставляючи попарно вирази для знайдених амплiтуд гар-
монiчних коливань при використаннi гiперболiчних функцiй з вiдповiдними виразами при
використаннi спецiальних показникових функцiй при двох знаках їх аргументiв (крiм cb) та
вiдповiдними виразами при застосуваннi гiперпоказникових функцiй при двох знаках перед
самими функцiями (окрiм cx), можна зробити такi висновки:

1) використання введених спецiальних показникових функцiй (6) та (8), якi названi,
вiдповiдно, показниковим синусом, тангенсом та котангенсом i позначенi sb, tb та ctb, при
побудовi дискретних моделей типу (1) забезпечує появу режимiв як при додатних значен-
нях аргументу (це має мiсце i у вiдповiдних гiперболiчних функцiях), так i при вiд’ємних
(що не спостерiгається у гiперболiчних функцiях). Наявнiсть параметра b у виразах для
амплiтуди коливань розширює дiапазон її змiни порiвняно з моделями, де застосовуються
гiперболiчнi функцiї;

2) побудова дискретної моделi при використаннi показникового косинуса, який визначе-
ний рiвнiстю (6), якiсно не змiнює характер гармонiчних режимiв порiвняно з використан-
ням гiперболiчного косинуса, але розширює дiапазон змiни амплiтуди коливань за рахунок
змiни параметра b;

3) найбiльш доцiльно застосовувати при побудовi дискретних моделей нововведенi гi-
перпоказниковi функцiї, якi названi, вiдповiдно, гiперпоказниковим синусом, тангенсом та
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котангенсом i позначенi sx, tx та ctx. Незважаючи на те, що цi функцiї вiдносяться до
класу нi парних, нi непарних функцiй, вони забезпечують появу гармонiчних режимiв як
при їх використаннi у виглядi (12), так i при змiнi знака перед ними. Потрiбно вiдзначити,
що в останньому випадку можлива поява двох рiзних гармонiчних режимiв з амплiтудами
коливань, меншими за одиницю;

4) при застосуваннi до побудови дискретної моделi гiперпоказникового косинуса нових
якiсних особливостей поведiнки моделi в гармонiчному режимi не виявлено, порiвняно з ви-
користанням гiперболiчного або показникового косинуса. Зауважимо, що в цьому випадку
амплiтуда коливань перевищує одиницю;

5) недолiк застосування гiперпоказникових функцiй до побудови дискретних моделей
в тому, що отриманi аналiтичнi вирази для оцiнки амплiтуди коливань мають неявний ви-
гляд. По сутi справи, це i є плата за доволi широкий дiапазон гармонiчних коливних режимiв
в моделях, де використанi гiперпоказниковi функцiї. Однак це не знецiнює доцiльностi їх
застосування до побудови дискретних моделей, оскiльки цi режими повнiстю можуть бути
вивченi при застосуваннi графоаналiтичних та числовоаналiтичних методiв аналiзу [5].
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В.М. Заяць

Класс новых функций для построения дискретных моделей
колебательных систем с широким спектром динамических
режимов

Предложен новый класс специальных функций, которые являются комбинациями показа-
тельных функций с произвольной основой и разным знаком показателя. Подтверждена це-
лесообразность их применения к построению и анализу нелинейных дискретных моделей
колебательных систем с целью расширения диапазона возможных динамических режимов.

V.M. Zayats

Class of new functions to build discrete models of oscillating systems
with a wide range of dynamic regimes

A new class of special functions that are combinations of exponential functions with an arbitrary
basis and different signs of the indicator is proposed. The expediency of their application to the
construction and the analysis of nonlinear discrete models of oscillating systems in order to extend
the range of possible dynamical regimes is substantiated.
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УДК 519.85

Член-корреспондент НАН Украины Ю.Г. Стоян, Г. Н. Яськов

Переход от одного локального минимума к другому
в задаче упаковки неравных кругов в полосе

минимальной длины

Рассматривается задача упаковки неравных кругов в прямоугольник заданной ширины
и минимальной длины. На основе идеи увеличения размерности пространства решений
строится математическая модель задачи и исследуются ее свойства. Стратегия реше-
ния задачи включает построение стартовых точек, вычисление локальных минимумов,
увеличение размерности пространства решений задачи и переход от одного локального
минимума к другому, который обеспечивает уменьшение длины прямоугольника. Вы-
числены 146 известных тестовых примеров и 7 новых.

Задачи упаковки кругов имеют ряд применений в различных отраслях промышленности,
например, в легкой, машиностроительной, аэрокосмической, химической и др. [1]. Зада-
ча была впервые сформулирована как задача математического программирования в рабо-
те [2]. В [3] для упаковки кругов в прямоугольник фиксированных размеров предложены
эффективные эвристические жадные алгоритмы B1.0 и B1.5, которые получили развитие
в работах [4, 5]. В [6] приведен обзор наиболее эффективных моделей и методов для за-
дач упаковки кругов и шаров. Метод перехода от одного локального минимума задачи
к другому предложен в [7]. В указанной работе выбираются радиусы пары кругов, которые
являются переменными и могут привести к уменьшению длины прямоугольника.

В нашей работе предполагается, что радиусы всех кругов являются переменными однов-
ременно. Такой подход позволяет свести решение поставленной задачи к решению ряда
подзадач математического программирования и разработать новый алгоритм перехода от
одного локального минимума задачи к другому, при котором длина прямоугольника умень-
шается. Это дало возможность улучшить большую часть известных тестовых примеров,
представленных в [4, 5].

Рассмотрим круги Ci = {(x, y) ∈ R
2 : (x − xi)

2 + (y − yi)
2 − (r̂i)

2 6 0}, где ui = (xi, yi),
i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, и прямоугольный контейнер P (l) = {(x, y) ∈ R

2 : 0 6 x 6 l, 0 6 y 6 w},
где l — переменная. Не теряя общности, полагаем

r̂1 6 r̂2 6 . . . 6 r̂n. (1)

Очевидно, что в системе неравенств (1) имеется, по крайней мере, одно строгое неравенство
r̂i < r̂i+1.

Вектор u = (u1,u2, . . . ,un) ∈ R
2n определяет местоположение всех кругов Ci, i ∈ I.

В последующем круг Ci, транслированный на вектор ui, обозначается как Ci(ui).
Задача. Определить вектор u, гарантирующий размещение кругов Ci(ui), i ∈ I, без

взаимных пересечений в P (l) и такой, что длина l достигает минимума l∗.
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Математическую модель задачи можно представить следующим образом:

l∗ = min l (2)

при условии, что Y = (u, l) ∈ W ⊂ R
2n+1, где

W = {Y ∈ R
2n+1 : Φij(ui,uj) = (xi−xj)2+ (yi− yj)

2− (r̂i + r̂j)
2
> 0, 0 < i < j ∈ I,

Φi(ui, l) = min{xi − r̂i, l − (xi + r̂i), yi − r̂, w − (yi + r̂i)} > 0, i ∈ I}. (3)

Задача (2), (3) является NP-трудной. Для успешного ее решения предлагается следую-
щая стратегия:

1) построение начальных точек;
2) вычисление локальных минимумов;
3) переход от одного локального минимума к другому для получения хорошего прибли-

жения к глобальному минимуму.
Рассмотрим эти этапы подробнее.
Выберем длину прямоугольника l = ls, гарантирующую размещение кругов Ci радиусом

r̂i, i ∈ I, в прямоугольнике P (ls). Пусть радиусы ri кругов Ci, i ∈ I, являются переменными
и формируют вектор r = (r1, r2, . . . , rn) ∈ R

n. Тогда X = (u, r) ∈ R
3n — вектор всех пере-

менных. В дальнейшем круг Ci радиусом ri, транслированный на вектор ui, обозначается
как Ci(ui, ri).

Выберем точку X
△ = (u△, 0) = (u△, 0, . . . , 0), где u

△ выбирается случайно, так что ui ∈
∈ P (ls), i ∈ I. Взяв X

△ в качестве начальной точки, решаем задачу

F (r̃) = maxF (r) = max

n∑

i=1

ri (4)

при условии, что

X ∈ D ⊂ R
3n,

где

D = {X ∈ R
3n : Φrij(ui,uj , ri, rj) > 0, 0 < i < j ∈ I, Φri (ui, ri) > 0,

ϕi(ri) = r̂i − ri > 0, ri > 0, i ∈ I}. (5)

Очевидно X
△ ∈ D. В результате решения этой задачи получаем точку локального макси-

мума X̃ = (ũ, r̃).
Задача (4), (5) имеет свойства задачи (2), (3), а также следующие дополнительные осо-

бенности:

1) из неравенств ϕi(ri) > 0, i ∈ I, в (5) следует, что если F (r̃) =
n∑
i=1

r̃i = d, где d =
n∑
i=1

r̂i

в точке локального максимума X̃ = (ũ, r̃), то круги Ci(ũi, r̃i) = Ci(ũi, r̂i), i ∈ I, размещаются
в прямоугольнике P (ls), т. е. X̃ — точка глобального максимума задачи (4), (5);

2) если точка глобального максимума X̃ = (ũ, r̃) такая, что по крайней мере один из
радиусов r̃i < r̂i, то круги Ci(ũi, r̃i), i ∈ I, не могут быть размещены в прямоугольнике P (ls).
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Пусть X̃ = (ũ, r̃) — решение задачи (4), (5) и F (r̃) =
n∑
i=1

r̃i = d. Взяв начальную точку

(ũ, ls), решаем задачу (2), (3). В результате получаем точку локального минимума (u∗, l∗).
Перейдем теперь к общей схеме решения.
Пусть (u∗, l∗) — точка локального минимума задачи (2), (3). Возьмем

lk = l∗ −
(
1

2

)k
b, b > 0, k ∈ K = {0, 1, 2, . . . , α <∞}. (6)

Очевидно, что (u∗, lk) /∈W , поскольку некоторые неравенства вида Φi(ui, l
k) > 0, i ∈ I,

не выполняются в точке (u∗, lk). Поэтому построим точку (ηk,X) = (ηk,u∗, r̃) ∈ R
3n+1, где

ηk = min{Φi(u∗
i , r̂i, l

k), i ∈ I}, (7)

и взяв (ηk,X) в качестве начальной точки, решаем задачу:

η∗ = max η (8)

при условии, что

(η,X) ∈ G ⊂ R
3n+1,

где

G = {(η,X) ∈ R
3n+1 : Φrij(ui,uj, ri, rj)− η > 0, 0 < i < j ∈ I,

Φri (ui, ri)− η = min{xi − ri, l − (xi + ri), yi − ri, w − (yi + ri)} − η > 0,

r̂i − ri − η > 0, ri > 0, i ∈ I, −η > 0},

Φrij(ui,uj , ri, rj) = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 − (ri + rj)
2.

(9)

В результате решения получаем точку (η∗k,X∗k) = (0,X∗k).
Отметим, что в силу неравенств r̂i − ri − η > 0, −η > 0, i ∈ I, глобальный максимум

η∗ = 0 задачи (8), (9) всегда существует.
Пусть (0,X∗k) — точка глобального максимума задачи (8), (9). Это означает, что X

∗k ∈
∈ D (5). Поэтому, взяв X

∗k в качестве начальной точки, решаем задачу (4), (5). Пусть
X̃
k = (ũk, r̃k) — точка локального максимума задачи (4), (5).

Возможны два случая: 1) F (r̃k) = d; 2) F (r̃k) < d.
Пусть F (r̃k) = d и k = 0 в (6), т. e. X̃

k = X̃
0. Из равенства F (r̃) = d следует, что

X̃
0 = (ũ0, r̃0), где r̃

0 = r̂ — точка глобального максимума задачи (4), (5) и (ũ0, l0) ∈ W .
Взяв (ũ0, l0) в качестве начальной точки и решив задачу (2), (3), получаем точку локаль-
ного минимума (u∗, l∗). После этого, взяв k = 0 в (6), формируем новую точку (η0,X0) =
= (η0,u∗, l0) ∈ G (9) и решаем последовательно задачи (8), (9); (4), (5) и (2), (3). В резуль-
тате получаем точку локального минимума (u∗, l∗) задачи (2), (3). Процесс продолжается
до тех пор, пока не выполнится условие F (r̃0) < d. В этом случае мы выполняем специ-
альный алгоритм перехода к другому локальному минимуму задачи (2), (3), изложенный
ниже. Если не удалось получить F (r̃k) = d, увеличиваем k на 1 в (6) и вычисляем lk+1

и ηk+1 (см. (7)). Затем строится точка (ηk+1,Xk+1) ∈ G (9) и последовательно решаются

46 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №5



задачи (8), (9); (4), (5) и (2), (3) и т. д., пока не будет выполнено либо равенство F (r̃k+1) = d,
либо неравенство (1/2)k+1b < ε > 0, где ε — точность решения.

Если F (r̃k+1) = d, то взяв в (6) k = 0, формируем новую точку (η0,X0) =
= (η0, ũk+1, r̃k+1) = (η0, ũk+1, r̂) ∈ G (9) и решаем последовательно задачи (8), (9); (4), (5)
и (2), (3) и т. д.

Если же (1/2)k+1b < ε, то либо вычисляем новую точку X
△ (см. (4), (5) и решаем после-

довательно задачи (4), (5) и (2), (3), либо выбираем точку (u∗, l∗) в качестве приближения
к точке глобального минимума задачи (2), (3).

Если F (r̃k) < d, то выполняем переход от точки локального максимума X̃
k к другой ˜̃X =

= (˜̃u, ˜̃r), так что F (˜̃r) > F (r̃k). Процесс продолжается, пока либо F (r̃) = d, либо (1/2)kb < ε.
Для решения задач нелинейного программирования (2), (3); (4), (5) и (8), (9) выбран па-

кет Interior Point Optimizer (IPOPT) [8], в котором используется информация о градиентах
и гессианах, и концепция ε-active неравенств [9].

Рассмотрим способ перехода от одного локального максимума задачи (4), (5) к другому.
Пусть X̃ = (ũ, r̃) — точка локального максимума задачи (4), (5) и F (r̃) < d. Рассмотрим

следующую вспомогательную задачу:

maxΓ(r) = max

n∑

i=1

r2i (10)

при условии, что X = (u, r) ∈ M ⊃ D ⊂ R
3n,

M = {X ∈ R
3n, Φij(ui,uj , ri, rj) > 0, 0 < i < j ∈ I, Φri (ui, ri) > 0,

ψ1i(ri) = r̂in − ri > 0, ψ2i(ri) = ri − r̂i1 > 0, i ∈ I}, (11)

т. е. ограничения ϕi(ri) > 0, ri > 0, i ∈ I, задачи (4), (5) заменяются неравенствами ψ1i(ri) >
> 0, ψ2i(ri) > 0, i ∈ I, а линейная функция цели F (r) — квадратичной Γ(r). Таким образом,
переменные ri, i ∈ I, не могут быть меньше минимального r̂1 и больше максимального r̂n
исходного радиуса. Это означает, что некоторые неравенства ϕi(ri) > 0, i ∈ I, могут не
выполняться.

Вычислим вектор наискорейшего подъема Y
0 в точке X̃ для задачи (10), (11) и построим

точку

X
ν = X̃+

(
1

2

)ν−1

Y
0, ν = 1, 2, . . . . (12)

Замечание 1. В силу отношения (12) имеем Γ(rν) > Γ(r̃) для любого ν. Это позволяет
определить такое m, что если v > m, то X

v 6= X̃ и X
ν ∈ M , т. е. Ci(u

ν
i , r

ν
i ), i ∈ I, не

пересекаются и Ci(u
ν
i , r

ν
i ) ⊂ P (l0), i ∈ I.

Замечание 2. Может оказаться, что Γ(rν) > Γ(r̂).
Из (12) следует, что rνi = r̃i + (1/2)ν−1y0i , i ∈ I. Так как вектор Y

0 вычисляется для
задачи (10), (11), то ri ∈ [r̂1, r̂n], i ∈ I. Следовательно, в общем случае X

ν /∈ D.
Таким образом, для части координат вектора X

ν имеем rνi > r̃i, i ∈ I1 ⊂ I, а для
оставшейся части — rνj < r̃j, j ∈ I2 ⊂ I. Предположим, что множество I1 состоит из q
элементов, а множество I2 — из p элементов, т. е. n = q + p, I1

⋂
I2 = ∅ и I1

⋃
I2 = I.

Пусть ν = m. Построим вектор X̆
0m = (ŭ0m

1 , ŭ0m
2 , . . . , ŭ0m

n , r̆0m1 , r̆0m2 , . . . , r̆0mn ) на основе
точек X̃ и X

m следующим образом.
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Пусть rmi > r̃i и rmj < r̃j . Если выполняются неравенства

r̃i < rmj , r̃j < rmi , (13)

то координаты r̆0mj , r̆0mi , ŭ0m
j и ŭ

0m
i точки X̆

0m принимают вид

r̆0mi = min{rmi , r̂j}, ŭ
0m
i = u

m
j ,

r̆0mj = min{rmj , r̂i}, ŭ
0m
j = u

m
i .

(14)

Если не существует i, такое, что выполняются неравенства (13), то берем

r̆0mj = rmj , ŭ
0m
j = u

m
j . (15)

Если компоненты rmi и u
m
i не принимают участие в построении (14), то берем

r̆0mi = rmi , ŭ
0m
i = u

m
i . (16)

Существует целое число N , такое, что если v > N , то X̆
0v = X

v.

Теорема. Пусть
˜̃
X = (˜̃u, ˜̃r) — точка локального максимума, полученная из начальной

точки X̆
0m. Если m 6 N , то Γ(˜̃r) > Γ(r̃).

Таким образом, если условия теоремы выполняются, то точка X̆
0m 6= X

m и отличается
от точки X̃ порядком компонент, соответствующих кругам Cj , j ∈ I.

На основе теоремы предлагается следующий алгоритм перехода от одного локального
минимума к другому. Пусть ν = m и (u∗0, l∗0) — точка локального минимума задачи (2), (3).
Мы выбираем l = l0 = l∗0−b (см. (10)) и строим точку X

� = (u∗0, r̂). Очевидно, что X
� /∈ D

(см. (4), (5)) вследствие неравенств вида Φi(ri,ui, l
0) > 0, i ∈ I. Поэтому, взяв начальную

точку (η0,X�) (см. (7)), решаем задачу (8), (9). В результате решения получаем точку
глобального максимума (0,X0). Взяв начальную точку X

0, вычисляем точку локального
максимума X̃ задачи (4), (5).

Пусть F (r̃) < d, т. е. круги Ci(ũi, r̂i), i ∈ I, не размещаются в прямоугольнике P (l0).
Вычисляем вектор наискорейшего подъема Y

0 в точке X̃ для задачи (10), (11) и строим
вектор X̆

0m в соответствии с отношениями (13), (14). Для того чтобы учесть замечание 2,
введем функцию

T(r) =

n∑

i=1

(min(ri, r̂i))
2 (17)

и обозначим σ =

n∑

i=1

r̂2i .

Если T(r̆0m) > T(r̃) и T(r̆0m) < σ, расположим радиусы r̆0mi , i ∈ I, в возрастающем
порядке (см. (1))

r̆0mj1 6 r̆0mj2 6 · · · 6 r̆0mjn (18)

и перенумеруем круги Cj1 , Cj2 , . . . , Cjn в соответствии с системой неравенств (1). В резуль-
тате круги имеют другие номера 1, 2, . . . , n. Затем строим новую точку X̆

0m, учитывая эти
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Таблица 1. Результаты для третьей группы примеров

Пример n w l∗
Плотность

упаковки, %

SY36 125 19 42,5946 88,23
SY125 150 20 40,2342 88,34
Y1236 175 20 54,1324 88,26
SY356 225 19 70,2894 88,60
SY1256 250 19 78,1337 88,56
SY12356 275 22 72,9074 88,83
SY565 300 25 69,4508 88,83

новые номера. После этого вычисляется новый вектор наискорейшего подъема Y
0 в новой

точке X̆
0m для задачи (10), (11) и опять строится точка X̆

0m в соответствии с отноше-
ниями (13), (16) и т. д. Каждый раз радиусы r̆0mi , i ∈ I, располагаются в возрастающем
порядке (18) и перенумеровываются в соответствии с соотношением (1). Процесс продол-
жается, пока не выполнится неравенство ‖Y0‖ < ε, где ε > 0 — точность решения задачи.

Если радиусы кругов больше, чем исходные значения r̂i, i ∈ I, то строим точку

˘̆
X

0m = (ŭ0m
1 , ŭ0m

2 , . . . , ŭ0m
n ,min(r0m1 , r̂1),min(r0m2 , r̂2), . . . ,min(r0mn , r̂n)) ∈ D.

Если T(r̆0m) = σ (см. (17)), то ˘̆
X

0m является точкой глобального максимума зада-
чи (4), (5). Взяв начальную точку (˘̆u0m, l0) ∈ W , решаем задачу (2), (3) и т. д.

Если T(r̆0m) < σ, то взяв начальную точку ˘̆
X

0m, решаем задачу (4), (5). Пусть X̃
0m —

решение задачи (4), (5). Если F (r̃0m) = d, то X̃
0m является точкой глобального максимума

задачи (4), (5). Взяв начальную точку (ũ0m, l0) ∈ W , решаем задачу (2), (3) и т. д.
Если T(r̆0m) 6 T(r̃) или F (r̃0m) < d, то полученный результат выбирается в качестве

приближения к глобальному минимуму задачи (2), (3).
Рассмотрим три группы примеров. Первая группа состоит из 128 тестовых при-

меров, введенных и вычисленных в работе [4]. Во вторую группу входит 18 приме-
ров, протестированных в [5]. Третью группу составляют 7 новых примеров для боль-
шего количества кругов. В 138 примерах, входящих в первую и вторую группы, полу-
чены лучшие результаты. Результаты решения всех примеров приведены на странице:
http://uploaders.com.ua/pfiles/12413/SY+KBG.doc (результаты, полученные для последней
группы примеров, приведены в табл. 6).
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Член-кореспондент НАН України Ю.Г. Стоян, Г. М. Яськов

Перехiд вiд одного локального мiнiмуму до iншого в задачi
пакування нерiвних кругiв у смузi мiнiмальної довжини

Розглядається задача пакування нерiвних кругiв у прямокутник заданої ширини та мiнi-
мальної довжини. На основi iдеї збiльшення розмiрностi простору розв’язкiв будується ма-
тематична модель задачi та дослiджуються її властивостi. Стратегiя розв’язання задачi
включає побудову вихiдних точок, обчислення локальних мiнiмумiв, збiльшення розмiрностi
простору розв’язкiв задачi та перехiд вiд одного локального мiнiмуму до iншого, що забезпе-
чує зменшення довжини прямокутника. Обчислено 146 вiдомих тестових прикладiв та 7
нових.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine Yu.G. Stoyan, G.N. Yaskov

Transition from one local minimum to another one in the problem of
packing of non-equal circles into a strip of minimal length

The packing of non-equal circles into a rectangle of given width and minimal length is considered.
Based on the idea of increasing the problem dimension, we construct a mathematical model of the
problem and its characteristics. A solution strategy involves the construction of starting points,
calculation of local minima, increase of the dimension of the space of solutions of the problem, and
the transition from one local minimum to another one such that the rectangle length decreases.
146 known benchmark instances and 7 new ones are calculated.
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Член-корреспондент НАН Украины А.И. Шевченко, А. С. Миненко

Математическое моделирование одного класса сложных
систем с применением нечеткой логики

Строится трехмерная математическая модель кристаллизации металла с учетом
конвективного теплообмена. При управлении этим процессом используется нечеткая
логика. Методом Ритца строятся приближенные решения, сходящиеся к точному ре-
шению в W 1

2 и C.

1. Рассмотрим область Ω = {(x1, x2, x3 : r2 < x21+x
2
2+x

2
3 < R2)} и через Γ− и Γ+ обозначим

следующие сферы:

Γ− = {(x1, x2, x3) : x21 + x22 + x23 = r2}, Γ+ = {(x1, x2, x3) : x21 + x22 + x23 = R2}.

Пусть Γ0— гладкая связная поверхность без самопересечений, лежащая внутри Ω, ко-
торая разбивает ее на две подобласти Ω+ и Ω−, т.е. Ω = Ω+ ∪ Ω−, причем сфера Γ− лежит
внутри ограниченной области, границей которой является Γ0. Рассмотрим краевую задачу
со свободной границей Γ0. Требуется определить тройку (u±(x),Γ0) по следующим усло-
виям:

∇2u±(x) = 0, x ∈ Ω±; u±(x)|Γ± = B±(x);

u±(x) = 1, |∇u−(x)| − |∇u+(x)| = 0, x ∈ Γ0.
(1)

При этом B±(x) ∈ C3+α(Γ±), u±(x) ∈ C3+α(Ω±), а Γ0 принадлежит классу C∞ [1].
Затем введем в рассмотрение функцию u(x), заданную следующим образом: u = u−(x)

при x ∈ Ω− и u = u+(x) при x ∈ Ω+. Тогда функцию u(x) можно найти из условия миниму-
ма функционала I(u,Γ0) =

∫∫
Ω

|∇u|2dx1dx2dx3 на соответствующем множестве R допусти-

мых функций [2]. Это следует из формулы первой вариации интегрального функционала
с неизвестной областью интегрирования [2].

Далее, удобно представить функционал I в сферических координатах:

I(u,Γ0) =

2π∫

0

π∫

0

R∫

r

(
u2ρ +

1

ρ2
u2θ +

1

ρ2 sin2 θ
u2ϕ

)
ρ2 sin θ dϕdθ dρ. (2)

Лемма 1. Пусть тройка (u±(x),Γ0) является классическим решением задачи (1). То-
гда эта тройка будет стационарной для функционала (2) на множестве R. Обратно,
каждая стационарная тройка (u±(x), Γ0) функционала (2) на множестве R, где Γ0 —
достаточно гладкая связная поверхность, является решением задачи (1).

Сформулированная задача (1) получается из задачи, изученной в [1] в случае
−→
V = 0,

т. е. в случае бесконечно большой вязкости, Re = 0. Поэтому в дальнейшем под решением

© А.И. Шевченко, А.С. Миненко, 2013
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задачи (1) при Re = 0 будем понимать функции
−→
V (x) = 0, u+(x) и u−(x), заданные в Ω±.

Из условий (1) следует, что Γ0 — ни что иное, как линия уровня функции u(x), т. е:

Γ0 = {x ∈ Ω: u(x) = 1}.

Если предположить выполнение условия

±(B±(x)− 1) > ε0 > 0, x ∈ Γ±,

где ε0 — некоторая постоянная, тогда поверхность Γ0 лежит внутри области Ω и представ-
ляет собой поверхность класса C4+α, не имеющую самопересечений и располагающуюся
относительно Γ+ и Γ− аналогично поверхности Γt (свободная поверхность), изученной в [1].
Следовательно, рассматривая функцию u(x) в одной из областей Ω± и принимая во вни-
мание лемму о нормальной производной, находим, что

∂u

∂n
= |∇u| > ε > 0, x ∈ Γ0,

где n — нормаль к Γ0, направленная в сторону Ω+
0 , а ε — некоторая постоянная. Отсюда,

применяя теорему о неявной функции, следует, что Γ0 принадлежит классу C∞, так как
этому классу в некоторой окрестности Γ0 принадлежит гармоническая функция u(x).

2. Минимум функционала (2) на множестве R будем искать при помощи сумм:

un = B+ +
R2 − ρ2

R2 − r2
(B− −B+) + (R2 − ρ2)(ρ2 − r2)

n∑

k=0

Ckρ
kyk(ϕ, θ),

где yk(ϕ, θ) — сферические функции. Неизвестные коэффициенты Ck определяют при
помощи метода Ритца. Тогда поверхность Γ0 : ρ = ρ0(ϕ, θ) определяется из уравнения
un(ϕ, θ, ρ0(ϕ, θ)) = 1. При этом необходимо учесть, что |∇u(x)| > ε0 > 0 в Ω, где ε0 —
некоторая постоянная [2].

Лемма 2. При малых t справедливо представление

Γt : ρ(ϕ, θ, t) = ρ0(ϕ, θ)−Re
u±1 (ϕ, θ, t)
|∇A±(ϕ, θ)| + 0(Re), (ϕ, θ) ∈ Γ0. (3)

Здесь Re — число Рейнольдса, а u±1 (ϕ, θ, t) — первое приближение исходной задачи, изу-
ченной в [1].

В частности, для нулевого приближения u0(ϕ, θ) из уравнения

uo = B+ +
R2 − ρ2

R2 − r2
(B− −B+) + (ρ2 − r2)(R2 − ρ2)C0 = 1

легко найти поверхность ρ0(ϕ, θ).
Рассмотрим величину εn = I(un,Γ0)−I(u,Γ0), где u — точное решение задачи (1). Тогда

можно установить, что εn → 0 при n → ∞, если Ck — коэффициенты Ритца. Используя
затем результаты Канторовича Л.В. по минимизации квадратичных функционалов анало-
гично тому, как это сделано в [1], можно доказать следующее утверждение.
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Теорема 1. Последовательность приближений Ритца un сходится к решению
задачи (1) u по норме в W 1

2 и C, причем εn = O(ω(3)(u, 1/n)/n2), и если
lim
n→∞

ω(3)(u, 1/n)n−1(ln n)1+ε = 0, то

‖u− un‖C(Ω) 6 C1ω
(3)

(
u,

1

n

)
n−1 +C2

∞∑

S=m

ω(3)

(
u,

1

2s

)
2−s,

где C1 и C2 — некоторые постоянные; ω(3)(u, 1/n) — максимальный модуль непрерывности
производных третьего порядка функции u(x) и 2m−1

6 n < 2m.
Замечание. В случае двух геометрических переменных имеют место оценки:

εn = O

(
1

n2(2+α)

)
, ‖un − u‖C(Ω) 6 C1

√
εn ln

n

εn
+ C2

√
εn. (4)

В работе [1] изучены k-е приближения (
−→
V , u±k , ρk) исходной задачи, являющиеся функ-

циями класса H2+α,(2+α)/2(Ω±), построены системы уравнений, решениями которых они
являются. Формулы (3), (4) позволяют исследовать Γt в зависимости от Re.

3. Пусть T ∗ — температура, которую должна достичь поверхность ∂Ω. Эта температура
достигается за счет воздействия тепловых потоков мощности w1, w2, w3, причем мощность
одного из них w3 равномерно распределена в центре ∂Ω, а два других w1 и w2 сконцент-
рированы по краям ∂Ω [3]. Далее будет предложен метод нечеткого управления в данном
классе задач, который имеет место в спецметаллургии [4].

Пусть X1,X2, . . . ,Xn — факторы, влияющие на процесс кристаллизации,
а Y1, Y2, . . . , Yn — условия, при которых происходит появление нового слитка. Тогда
нечеткое управление в нашей модели можно представить в виде функционального
отображения X = {X1,X2, . . . ,Xn} → Y = {Y1, Y2, . . . , Yn}.

В простейшем случае, например, в качестве терм-множества лингвистических перемен-
ных x1, x2, x3, где x1 = {“температура слитка”}, x2 = {“способ нагрева”}, x3 = {“слиток
металла”}, можно использовать соответственно множества: T = {“минимальная”, “средняя”,
“максимальная”}, W = {“минимальный”, “средний”, “максимальный”}, L = {“минимальный”,
“средний”, “максимальный”}. Следовательно, получим:

x = {x1, x2, x3} → y ∈ [a, b],

где a и b — некоторые числа, а для выходной лингвистической переменной y (температура
поверхности слитка) будет использоваться терм-множество Q = {“минимальная”, “средняя”,
“максимальная”}. Пределы a и b выбираются таким образом, чтобы произошло отделение
слитка от стенок кристаллизации [3]. Далее формируется база нечетких высказываний из 17
правил.

При численной реализации задачи использовались следующие значения параметров:

2500 МВт/м2
6W 6 5000 МВт/м2, 600 мм 6 L 6 6000 мм.

Численный расчет, позволяющий построить нечеткое управление, осуществлялся с помо-
щью стандартного алгоритма Мамдани, а результаты получены в ходе эксперимента на
объектах управления ЭШП [3].
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Математичне моделювання одного класу складних систем
з застосуванням нечiткої логiки

Будується просторова математична модель кристалiзацiї металу з урахуванням конвек-
тивного теплообмiну. При керуваннi цим процесом застосовується нечiтка логiка. Мето-
дом Рiтца будується наближений розв’язок, збiжний до точного розв’язку в W 1

2 i C.
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Mathematical modeling of a class of complex systems with using a fuzzy
logic

A three-dimensional mathematical model with convection is built. The control over this process with
using a fuzzy logic is realized. By using the Ritz method, an approximate solution convergent to the
exact solution in W 1

2 and C is constructed.
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Нерезонансное взаимодействие двух мод колебаний

прямоугольных пластин при их геометрически
нелинейном деформировании

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Е. Божко)

Исследованы геометрически нелинейные колебания тонкой прямоугольной неподвижно
опертой пластины. Показано, что для хорошего приближения динамики пластины дос-
таточно модели колебаний с двумя степенями свободы. Нелинейная динамика исследова-
на с помощью нелинейных нормальных форм Каудерера–Розенберга. Исследован режим
двухмодовых колебаний при отсутствии внутреннего резонанса между соответствую-
щими частотами. Более того, с увеличением амплитуд колебаний связь между обоб-
щенными координатами приобретает линейную форму.

Пластины являются одним из важнейших элементов машиностроительных, кораблестрои-
тельных и авиационных конструкций. Результаты исследований линейных колебаний плас-
тин представлены в работах [1, 2]. Динамика пластин при их геометрически нелинейном
деформировании рассмотрена в [3, 4]. В [5, 6] геометрически нелинейное деформирование
пластин исследуется методом конечных элементов. В работе [7] методы R-функций и мно-
гих масштабов применяются для анализа колебаний круглых пластин с надрезами.

Ниже рассматриваются нелинейные колебания тонкой, прямоугольной, неподвижно
опертой пластины. Обнаружен режим колебаний, который с ростом амплитуд превращает-
ся из одномодового в двухмодовый. Такая эволюция движений исследована с помощью
нелинейных нормальных форм (ННФ) Каудерера–Розенберга.

Исследуем свободные колебания тонкой прямоугольной пластины при ее геометричес-
ки нелинейном деформировании. Пластина занимает область Λ = {(x, y) ∈ [0, a] × [0, b]},
где x, y — прямоугольные координаты ее срединной плоскости. Кинетическую энергию K
и потенциальную энергию упругого деформирования Π пластины представим с помощью
соотношений фон Кармана так [4]:

Π =
1

2

0,5h∫

−0,5h

∫

Λ

(σ11ε
z
11 + σ22ε

z
22 + σ12ε

z
12) dxdydz, K =

ρh

2

∫

Λ

(ẇ2 + u̇2 + v̇2) dxdy, (1)
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σ11 =
E

1− ν2
(εz11 + νεz22), σ22 =

E

1− ν2
(εz22 + νεz11), σ12 =

E

2(1 + ν)
εz12,

εz11= ux+ 0,5w2
x− zwxx, εz22= vy+ 0,5w2

y− zwyy, εz12= vx+ uy + wxwy− 2zwxy,

(2)

где wx = ∂w/∂x; h— толщина пластины; E, ν — модуль упругости и коэффициент Пуассона;
ρ — плотность материала пластины. Предполагается, что пластина неподвижно оперта по
всему контуру: w = wnn = u = v = 0; (x, y) ∈ ∂Λ, где ∂Λ — граница пластины; n — внешняя
нормаль к ∂Λ.

Перемещения срединной поверхности пластины разложим по собственным формам ли-
нейных колебаний. Исследуем свободные нелинейные колебания, которые при стремлении
амплитуды колебаний к нулю преобразуются в линейные колебания по первой собственной
форме. В этом случае при увеличении амплитуды нелинейные колебания происходят с пре-
обладающей первой собственной формой. В [4, с. 132] показано, что в пластине существуют
колебания только с нечетными n, m в разложении для w(x, y, t):

w(x, y, t) =
∑

n,m=0

w2n+1,2m+1(t) sin((2n + 1)πa−1x) sin((2m + 1)πb−1y). (3)

Тогда перемещения u(x, y, t); v(x, y, t) представляются так [4, с. 132]:

u(x, y, t) =
∑

n=1,m=0

u2n,2m+1(t) sin(2nπa
−1x) sin((2m+ 1)πb−1y),

v(x, y, t) =
∑

n=0,m=1

v2n+1,2m(t) sin((2n + 1)πa−1x) sin(2mπb−1y).
(4)

Из вида кинетической и потенциальной энергии (1) и ортогональности тригонометри-
ческих функций следуют разложения (3), (4). Этот анализ достаточно громоздок и здесь
не представлен. Соотношения (3), (4) введем в кинетическую и потенциальную энергии
и произведем необходимое интегрирование. Тогда потенциальная энергия является функ-
цией от W = (w1,1, w1,3, . . . , u2,1, u2,3, . . . , v1,2, v1,4, . . .), а кинетическая — функцией от Ẇ.
Колебания пластины опишем уравнениями Лагранжа, записанными с помощью К, П (1).
Для удобства записи все обобщенные координаты обозначим через ϕi; i = 1, . . . . Число
обобщенных координат в разложениях для u, v, w обозначим через Nu, Nv, Nw соответст-
венно. Поскольку собственные частоты колебаний в плоскости существенно выше частот
изгибных колебаний, то инерционными слагаемыми в плоскости пластины можно прене-
бречь [3, 4]. Тогда получаем систему Nw нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений и систему Nu + Nv алгебраических уравнений:

ϕ̈k +Ω2
kϕk +

N∑

i=Nw+1

Nw∑

j=1

υkijϕiϕj +

Nw∑

i=1

Nw∑

j=i

Nw∑

l=j

υkijlϕiϕjϕl = 0; k = 1, . . . , Nw, (5)

N∑

i=Nw+1

υ̃kiϕi +

Nw∑

i=1

Nw∑

j=i

υ̃kijϕiϕj = 0, k = Nw + 1, . . . , N, (6)

где N = Nw +Nu + Nv, Ωk — собственные частоты. Из системы (6) выразим ϕi, i = Nw +
+ 1, . . . , N , через ϕi, i = 1, . . . , Nw. Эти выражения введем в (5) и перейдем к следующим
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безразмерным переменным: τ = Ω1t; ξi(τ) = ϕi(t)h
−1; i = 1, . . . , Nw. Тогда система (5)

примет вид

ξ̈k = −Ω2
kξk −

Nw∑

i=1

Nw∑

j=i

Nw∑

l=j

ϑkijlξiξjξl = fk(ξ1, . . . , ξNw) =
∂Π

∂ξk
, k = 1, . . . , Nw, (7)

где Ωk = ΩkΩ
−1
1 — безразмерные собственные частоты. При исследовании свободных ко-

лебаний к системе (7) добавляются начальные условия, которые соответствуют пространс-
твенному распределению начальных отклонений.

Из уравнений (6) следует, что обобщенные координаты продольных перемещений u
и v зависят от квадратов обобщенных координат поперечных перемещений пластинки,
т. е. (u, v) = O(w2). Поэтому третье слагаемое уравнения (5) после подстановки в него зави-
симостей ϕi, i = Nw+1, . . . , N от ϕj , j = 1, . . . , Nw, превращается в выражение, содержащее
только кубические слагаемые от ϕj ; j = 1, . . . , Nw.

Исследуем ННФ Каудерера–Розенберга [8] для системы (7). Движения системы рас-
сматриваются в конфигурационном пространстве (ξ1, . . . , ξNw). Обобщенную координату ξ1
выберем в качестве независимой и ННФ представим так: ξi = ξi(ξ1), i = 2, . . . , Nw. Тогда
уравнения движения (7) в конфигурационном пространстве представляются:

ξ′′k(ξ1)
2(H −Π)

1 +

Nw∑

k=2

ξ′k
2
(ξ1)

+ ξ′k(ξ1)f1[ξ1, ξ2(ξ1), . . . , ξNw(ξ1)] =

= fk[ξ1, ξ2(ξ1), . . . , ξNw(ξ1)], k = 2, . . . , Nw, (8)

где H — величина полной энергии системы. Амплитуда колебаний Ξ определяется из не-
линейного алгебраического уравнения Π[Ξ, ξ2(Ξ), . . . , ξNw(Ξ)] = H. Уравнение (8) дополним
граничным условием трансверсальности [8]

ξ′k(Ξ1)f1[Ξ1, ξ2(Ξ1), . . . , ξNw(Ξ1)] = fk[Ξ1, ξ2(Ξ1), . . . , ξNw(Ξ1)], k = 2, . . . , Nw. (9)

ННФ представим в виде укороченного ряда Тейлора

ξi(ξ1) = α1,iξ1 + α3,iξ
3
1 + · · · , i = 2, . . . , Nw, (10)

где α1,i, α3,i, . . . — подлежащие определению коэффициенты. Укороченный ряд (10) введем
в (8) и приравняем коэффициенты при ξ1, ξ

3
1 ; . . . . В результате получим систему линей-

ных алгебраических уравнений относительно коэффициентов (10) α1,i, α3,i, . . . Эта система
уравнений дополняется одним нелинейным алгебраическим уравнением, которое получае-
тся подстановкой укороченного ряда (10) в (9). В результате решения полученной системы
алгебраических уравнений находим ННФ в виде (10). После того как ННФ (10) получена,
определим движения на этой форме.

Исследуем свободные нелинейные колебания алюминиевой пластины с параметрами
из [4]: a = 0,515 м, b = 0,184 м, h = 0,0003 м, E = 69 · 109 Па, ρ = 2700 кг/м3, ν = 0,33.
В разложениях (3) и (4) учтем обобщенные координаты w1,1, w3,1, w5,1, w7,1, w1,3, w3,3 и ui,j ,
vj,i, i = 2, 4, 6, 8, j = 1, 3, 5, 7 соответственно. Параметры системы (7) с шестью степенями
свободы были получены аналитически. Исследовано влияние высоких форм на колебания
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Рис. 1. Скелетные кривые колебаний

Рис. 2. Зависимости коэффициентов нелинейной нормальной формы от амплитуд колебаний

с преобладающей первой собственной формой. Установлено, что существенное влияние ока-
зывает только обобщенная координата ξ2, отвечающая второй собственной форме w3,1. По-
этому в дальнейшем будем исследовать модель с двумя степенями свободы. Решения этой
системы найдем методом гармонического баланса. Из анализа сходимости результатов ме-
тода гармонического баланса следует, что для хорошего приближения решения системы
(7) достаточно двух гармоник. Результаты расчетов свободных колебаний представлены на
скелетных кривых (рис. 1, а, б ). На этих рисунках оси ординат демонстрируют размахи ко-
лебаний Ri = 0,5(max ξi(τ)−min ξi(τ)). Из рис. 1 следует, что, начиная с некоторых частот
свободных колебаний, вклад ξ2 в динамический прогиб пластины становится существен-
ным, т. е. колебания превращаются в двухмодовые. Отметим, что на динамику системы (7)
не влияет внутренний резонанс 1 : 2, так как в этой системе присутствует только куби-
ческая нелинейность. В работе [9] показано, что существуют сильно нелинейные системы
с собственными частотами, не удовлетворяющие условиям внутреннего резонанса, в кото-
рых наблюдаются несколько активных координат с соизмеримыми амплитудами колебаний.
Система (7) принадлежит именно такому классу. Для более детального изучения нерезо-
нансных колебаний с несколькими активными обобщенными координатами воспользуемся
ННФ Каудерера–Розенберга. На рис. 2 приведены зависимости коэффициентов (10) от ам-
плитуды ННФ, приведенных на рис. 1 штрихпунктирной линией.

Проводилось прямое численное интегрирование системы (7). Результаты численного ин-
тегрирования показаны на рис. 1 точками. Как можно видеть, результаты расчетов ННФ
Каудерера–Розенберга и данные, полученные прямым численным интегрированием систе-
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мы (7), так близки, что неразличимы в масштабе рисунка. Эти же результаты немного
разнятся для координаты ξ2.

Таким образом, в работе исследован эффект нерезонансного многомодового взаимо-
действия колебаний пластин при их геометрически нелинейном деформировании. С по-
мощью ННФ Каудерера–Розенберга показано, что зависимость между обобщенными коор-
динатами в конфигурационном пространстве начиная с некоторого уровня амплитуд ста-
новится линейной.
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I.Д. Бреславський, К. В. Аврамов

Нерезонансна взаємодiя двох мод коливань прямокутних пластин
при їх геометрично нелiнiйному деформуваннi

Дослiджено геометрично нелiнiйнi коливання тонкої прямокутної нерухомо опертої плас-
тини. Показано, що для хорошого наближення динамiки пластини достатньо моделi коли-
вань з двома ступенями вiльностi. Нелiнiйну динамiку дослiджено за допомогою нелiнiйних
нормальних форм Каудерера–Розенберга. Виявлено двомодовi коливання за вiдсутностi вну-
трiшнього резонансу мiж вiдповiдними частотами. Бiльш того, зi збiльшенням амплiтуд
коливань зв’язок мiж узагальненими координатами набуває лiнiйної форми.

I. D. Breslavsky, K. V. Avramov

Nonresonant interaction of two modes of vibrations of plates under
a geometrically nonlinear deformation

Free geometrically nonlinear vibrations of an immovably simply supported rectangular plate are
studied. It is shown that the two-degrees-of-freedom model gives a good approximation of the solu-
tion. The nonlinear dynamics is studied with the help of Kauderer-Rosenberg nonlinear normal
modes. Two-mode motions are found, although the condition of internal resonance is not satisfied.
It is found that the dependence between generalized coordinates becomes linear for the vibration
amplitude bigger than a certain threshold value.
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УДК 539.375

А.А. Каминский, М. В. Дудик, Л.А. Кипнис

Влияние трения между берегами межфазной трещины

на угол ее начального поворота при сдвиге

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В. Л. Богдановым)

В условиях плоской деформации методом Винера–Хопфа исследован начальный поворот
тонкой зоны предразрушения в конце межфазной трещины в кусочно-однородном изо-
тропном упругом теле, берега которой контактируют с трением. Зона предразруше-
ния моделировалась линией разрыва нормального смещения, исходящей из конца тре-
щины под углом к границе раздела сред. Угол наклона зоны предразрушения к границе
раздела определялся из условия максимума накопленной в зоне потенциальной энергии.
Исследованы зависимости длины зоны и угла ее наклона от упругих параметров тела
и коэффициента трения.

Теоретические исследования межфазной трещины предсказывают существование в окрест-
ности ее вершины физически некорректных пространственных осцилляций напряжений
и смещений. В модели Комниноу [1] они устраняются благодаря учету контакта берегов
вблизи вершины, при этом сохраняется степенная сингулярность напряжений. В различ-
ных версиях модели Комниноу предполагается как гладкий контакт берегов, так и наличие
трения между ними [1–4].

Контакт берегов трещины изменяет характер напряженно-деформированного состояния
вблизи вершины, что влияет на направление ее распространения. В данной работе направ-
ление начального поворота межфазной трещины определено по углу наклона зоны пред-
разрушения, образующейся в конце трещины. Расчет зоны на начальном этапе ее развития
в условиях плоской деформации с учетом трения берегов трещины выполнен с помощью
метода Винера–Хопфа в рамках модели Леонова–Панасюка–Дагдейла. Ранее аналогичное
исследование было проведено в случае гладкого контакта берегов [5].

Постановка задачи. В условиях плоской деформации при сдвиге рассмотрим зада-
чу о начальном этапе поворота межфазной трещины, расположенной на плоской границе
раздела двух различных упруго-хрупких однородных изотропных материалов с модулями
сдвига G1, G2 и коэффициентами Пуассона ν1, ν2. На этом этапе предполагается обра-
зование боковой зоны предразрушения, которая распространяется из вершины трещины
в тонком слое менее трещиностойкого из материалов композитного соединения, например,
первого. Вследствие отрывного характера развития зоны предразрушения будем модели-
ровать ее наклоненной под углом α к границе раздела сред линией разрыва нормального
перемещения, на которой нормальное напряжение равно сопротивлению отрыва первого
материала σ1. Как показали дальнейшие числовые расчеты, ее ориентация близка к направ-
лению максимума отрывного окружного напряжения вблизи вершины трещины в задаче
без зоны предразрушения, что оправдывает пренебрежение скачком касательных переме-
щений. Длина линии разрыва l и угол ее наклона определяются в ходе решения задачи.

На начальном этапе длина зоны предразрушения значительно меньше длины трещины
и всех других размеров тела, поэтому исходная задача сводится к задаче о линии разрыва
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Рис. 1

конечной длины, которая выходит из вершины полубесконечной межфазной трещины сдви-
га в кусочно-однородной плоскости (рис. 1).

Учитывая трение берегов трещины по закону Кулона и полное сцепление на остальной
части границы раздела сред, граничные условия в полярной системе координат с центром
O в вершине трещины запишем в виде

θ = 0, 〈σθ〉 = 〈τrθ〉 = 0, 〈uθ〉 = 〈ur〉 = 0,

θ = α, 〈σθ〉 = 〈τrθ〉 = 0, 〈ur〉 = 0,

θ = ±π, 〈σθ〉 = 〈τrθ〉 = 0, 〈uθ〉 = 0, τrθ = −µσθ, (1)

θ = α, r < l, σθ = σ1; θ = α, r > l, 〈uθ〉 = 0, (2)

где 〈f〉 — скачок величины f ; µ — коэффициент трения.
Граничное условие на бесконечности следует из решения аналогичной задачи без зоны

предразрушения [4]

θ = α, r → ∞, σθ = kIIF (α)r
λ + o

(
1

r

)
, (3)

где

F (α) =
(2π)λ

4

1 + eχ2 + e+ χ1

1 + eχ2
{(2 + λ)(1 + β) sin λα− [2 + λ(1 + β)] sin(2 + λ)α},

β =
(1 + eχ2)− (e+ χ1)

(1 + eχ2) + (e+ χ1)
, e =

G1

G2
, χ1(2)= 3− 4ν1(2)

(β — параметр Дундурса, |β| 6 0,5); λ — корень уравнения ctg λπ + µβ = 0 на интерва-
ле (−1, 0); kII — коэффициент интенсивности напряжений в конце межфазной трещины
сдвига, который считаем известным.

Предполагается, что в задаче, соответствующей тому этапу процесса деформирования,
когда зона предразрушения еще не появилась, при θ = α вблизи конца трещины нормальные
напряжения являются растягивающими (θ = α, σθ > 0). Это требует выполнения условия
kIIF (α) > 0 дополнительно к требованию сжимающих напряжений на берегах трещины,
которое необходимо для контакта берегов и формулируется в виде неравенства βkII > 0 [4].

Расчет параметров зоны предразрушения. Решение сформулированной краевой
задачи теории упругости с граничными условиями (1)–(3) строится с помощью метода
Винера–Хопфа аналогично решению задачи [5]. Из него получаем выражение для длины
зоны предразрушения

l = R(α)l0, l0 =

( |kII |
σ1

)−1/λ

, R(α) =

[
2Γ(1,5 + λ)|F (α)|J1√

πΓ(2 + λ)J2

]−1/λ

, (4)
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J1 = exp

[
1

π

∞∫

0

ln |G(it)| + t arg(G(it))

t2 + 1
dt

]
,

J2 = exp

[
1

π

∞∫

0

(λ+ 1)| lnG(it)|+ t arg(G(it))

t2 + (λ+ 1)2
dt

]
,

G(p) =
D1(p)

cos(pπ)D0(p)
, D1(p) = D10(p)− µD11(p),

D10(p) = (1 + χ1)[(e+ χ1)
2∆1(p) + (e+ χ1)(1 + eχ2)∆2(p) + (1 + eχ2)

2)∆3(p)] +

+ e(1 + χ2)(e + χ1)(1 + eχ2)∆4(p),

∆1(p) = cos2 α− sin2 p(π − α), ∆2(p) = p sin 2α sin 2pα+ cos 2α cos 2pα+ cos 2pπ,

∆3(p) = ∆1(p) + 4p2 sin2 α cos2 pα− p sin 2α sin 2pα− 4 sin pα cos pπ sin p(π − α),

∆4(p) = 2 cos pπ[2p2 sin2 α cos p(π − 2α) + p sin 2α sin p(π − 2α) − 2 sin pα sin p(π − α)],

D11(p) = (e+ χ1)D11(p) + 2(1− e)[D11(p)− D̃11(p)],

D11(p) = (e+ χ1)
2∆1 + (1 + eχ2)

2∆2 + (e+ χ1)(1 + eχ2)∆3 + (1− e)(e + χ1)∆4+

+ (1− e)(1 + eχ2)∆5,

D̃11(p) = (e+ χ1)
2∆̃1 + (1 + eχ2)

2∆̃2 + (e+ χ1)(1 + eχ2)∆̃3 + (1− e)(e + χ1)∆̃4 +

+ (1− e)(1 + eχ2)∆̃5,

∆1(p) = − sin[p(π − α) + α] cos[p(π − α)− α],

∆2(p) = 2p2 sin2 α sin 2pα+ p sin 2α cos 2pα− sinα cosα+

+ sin p(π − α)[cos p(π + α)− 2 sin pπ sin pα],

∆3(p) = 2[p sinα(cosα− sinα sin 2pα)− sinα cosα cos 2pα+ 2 sin pπ sin pα sin p(π − α)],

∆4(p) = −2(p+ 1) sinα sin p(π − α) sin[p(π − α) + α],

∆5(p) = 2p2 sin2 α[sin 2p(π − α) + sin 2pπ] + 2p sinα[2 cos α sin2 p(π − α) +

+ sin p(π + α) sin(p(π − α)− α)]− 2 sinα sin p(π − α) sin(p(π + α) + α),

∆̃1(p) = −(p+ 1) sinα sin p(π − α) sin(p(π − α) + α),

∆̃2(p) = [p2 sin2 α cos p(π − 2α) + p sinα cosα sin p(π − 2α)− sin p(π − α) sin pα]2 sin pπ,

∆̃3(p)= 2p2 sin2 α cos p(π+α) sin p(π−α)+p sinα[cosα−cos p(π−α) cos(p(π+α)−α)]+

+ sin p(π − α)[2 sin pπ sin pα− sinα cos(p(π + α) + α)],
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∆̃4(p) = −(p+ 1) sinα sin p(π − α) sin[p(π − α) + α],

∆̃5(p) = 2p2 sin2 α cos pα sin p(2π − α)− sinα sin p(π − α) sin(p(π + α) + α) +

+ p sinα[2 cos α sin2 p(π − α) + sin p(π + α) sin(p(π − α)− α)],

D0(p)= 2(e+ χ1)(1+ eχ2){[(e+ χ1) + (1+ eχ2)] cos pπ − µ[(1 + eχ2)− (e+ χ1)] sin(pπ)}.

Угол наклона начальной зоны предразрушения будем определять из условия максимума
потенциальной энергии, накопленной в зоне. Учитывая определение потенциальной энергии
упругой деформации и граничные условия (2), получим

W (α) =
σ1
2

l∫

0

〈uθ〉
∣∣
θ=α

dr = −π(1− ν21)σ
2
1

2E1

λ

λ+ 2

( |kII |
σ1

)−2/λ

w(α),

w(α) =

∣∣∣∣
√
π|F (α)|Γ(λ + 1)J1(α)

2Γ(λ+ 1,5)J2(α)

∣∣∣∣
−2/λ 1

[J1(α)]2
.

(5)

Таким образом, критерий выбора угла наклона зоны предразрушения сводится к выпол-
нению условия w(α) → max. Значение этих углов сравним с ориентировочным направле-
нием дальнейшего распространения трещины, определяемым из условия максимума рас-
тягивающего нормального напряжения σθ(r, θ)|θ=α → max, которое, как следует из (3),
эквивалентно уравнению

cos λα

cos(λ+ 2)α
=

2 + λ(1 + β)

λ(1 + β)
. (6)

Результаты расчетов и их анализ. Согласно (4), длина зоны предразрушения не-
линейно растет с увеличением внешней нагрузки, входящей в коэффициент интенсивности
напряжений kII . Кроме того, длина тем больше, чем меньше сопротивление отрыва мате-
риала, в котором происходит ее развитие.

В соответствии с (5), в рамках исследуемой модели величина и конфигурация нагрузки
кусочно-однородного тела с межфазной трещиной не влияет на ориентацию зоны пред-
разрушения, а следовательно, и на направление начального поворота трещины, которое,
таким образом, будет зависеть лишь от упругих параметров материалов композита и ко-
эффициента трения между берегами трещины. В независимости угла поворота трещины
от внешней нагрузки заключается принципиальное отличие выводов рассмотренного реше-
ния от результатов аналогичного исследования в рамках модели межфазной трещины без
контакта берегов [7, 8].

Результаты расчетов угла наклона α зоны предразрушения к границе раздела сред
и соответствующая ему длина в единицах l0 (множителя с размерностью длины, который
определяется величиной коэффициента интенсивности напряжений в конце трещины и со-
противлением отрыва первого материала), полученные по формулам (4) с использованием
условия максимума потенциальной энергии, накопленной в зоне, представлены в табл. 1
для разных отношений модулей сдвига соединенных материалов и коэффициентов Пуассона
ν1 = ν2 = 0,3. Здесь же приведены значения угла α1, определенного из условия максимума
растягивающего нормального напряжения (6).
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Как видно из приведенной таблицы, найденные значения углов α и α1 хорошо согла-
суются между собой. Из анализа таблицы можно сделать вывод, что образование зоны
предразрушения при наличии трения приводит к значениям углов наклона зоны на несколь-
ко градусов меньше, чем это ожидается из условия максимума нормального напряжения
в упругой краевой задаче без зоны.

Угол наклона зоны предразрушения определяет направление, в котором происходит
дальнейшее продвижение исходной межфазной трещины после достижения граничной на-
грузки, вызывающей разрыв межатомных связей в зоне. Найденные значения угла наклона
близки по величине к углам, которые были получены в [7, 8] при использовании модели тре-
щины без контактирующих берегов и при сдвиговых нагрузках составляли ≈78◦ при отно-
шении модулей сдвига соединенных материалов G1/G2 = 0,5. Более детальное сравнение
сложно сделать из-за зависимости угла наклона зоны предразрушения в рамках моделей
работ [7, 8] от величины и конфигурации прилагаемой нагрузки.

Угол наклона и длина зоны растут с увеличением коэффициента трения. Следовательно,
большее трение (обусловленное большей шероховатостью поверхностей берегов трещины)
способствует большему отклонению трещины от границы раздела.

Исследование поворота трещины в рамках модели Комниноу с трением берегов в усло-
виях чистого сдвига было выполнено также в [6] численными методами. Полученные в [6]
углы поворота трещины αL при тех же параметрах задачи также приведены в табл. 1 для
сравнения. Из таблицы видно, что зависимость αL от коэффициента трения является не-
значительной в отличие от аналогичной зависимости α. Кроме того, αL при небольших
значениях коэффициента трения весьма отличаются от прогнозируемых значений α1. Нао-
борот, при большом трении (µ > 5) значения αL ближе к α1, чем найденные углы наклона
зоны α.

Таким образом, полученные в рамках исследуемой модели зоны предразрушения резуль-
таты указывают на существование более выраженной зависимости угла поворота трещины
от коэффициента трения берегов, чем по результатам исследований [6]. Однако очевидна
корреляция зависимостей углов α и αL от коэффициента трения: чем он больше, тем боль-
шим оказывается угол поворота трещины.

Таблица 1. Результаты расчетов угла начального поворота межфазной трещины

G1/G2 µ 0 1 2 5 10

1 l/l0 0,3994 0,3994 0,3994 0,3994 0,3994
α◦ 68,3 68,3 68,3 68,3 68,3
α◦

1 70,5 70,5 70,5 70,5 70,5
α◦

L 77,8 77,8 77,8 77,8 77,8
0,5 l/l0 0,3681 0,3699 0,3714 0,3745 0,3768

α◦ 67,0 68,5 69,9 73,5 76,9
α◦

1 69,3 71,1 72,8 77,5 82,7
α◦

L 81,2 81,3 81,4 81,4 81,4
0,2 l/l0 0,3415 0,3439 0,3455 0,3472 0,3476

α◦ 65,8 68,6 71,0 75,5 77,4
α◦

1 68,1 71,5 74,7 81,3 85,8
α◦

L 81,5 81,5 81,5 81,5 81,6
0,1 l/l0 0,3304 0,3328 0,3342 0,3351 0,3351

α◦ 65,3 68,6 71,3 75,8 77,1
α◦

1 67,6 71,7 75,3 82,2 86,3
α◦

L 81,6 81,6 81,6 81,6 81,6
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А.О. Камiнський, М. В. Дудик, Л.А. Кiпнiс

Вплив тертя мiж берегами мiжфазної трiщини на кут її початкового
повороту при зсувi

В умовах плоскої деформацiї методом Вiнера–Хопфа дослiджено початковий поворот тон-
кої зони передруйнування в кiнцi мiжфазної трiщини в кусково-однорiдному iзотропному
пружному тiлi, береги якої контактують з тертям. Зона передруйнування моделювалася
лiнiєю розриву нормального перемiщення, що виходить з кiнця трiщини пiд кутом до межi
роздiлу середовищ. Кут нахилу зони передруйнування до межi роздiлу визначався з умови
максимуму накопиченої в зонi потенцiальної енергiї. Дослiджено залежностi довжини зони
i кута її нахилу вiд пружних параметрiв тiла i коефiцiєнта тертя.

A.A. Kaminsky, M. V. Dudyk, L. A. Kipnis

Influence of friction between interfacial crack lips on the angle of its
initial kinking under shear

The initial kinking of a thin prefracture zone at the end of an interface crack with friction between
its lips in a piece-homogeneous isotropic elastic body under plane strain is studied using the Wiener–
Hopf method. The zone is modeled by a line of normal displacement fracture. This line is assumed
to emerge from the crack tip at an angle to the interface. The angle between the prefracture zone
and the interface is determined from the condition that the potential energy is maximum in the
zone. The dependences of the length of the zone and its angle of the slope on the elastic parameters
of the body and on the friction coefficient are investigated.
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УДК 551.46

А.В. Кистович, член-корреспондент НАН Украины В. И. Никишов,
Ю.Д. Чашечкин

Интегральные модели нелинейных поверхностных волн
в идеальной жидкости

Методами теории возмущений построены новые интегральные уравнения для возвыше-
ний свободной поверхности, которые описывают распространение широкого класса уста-
новившихся и нестационарных гравитационных волн в идеальной жидкости. В рабо-
те не использовались дополнительные предположения о степени малости величины
возвышения свободной поверхности по сравнению с характерным пространственным
масштабом. В отличие от уравнения Кортевега–де Фриза, полученные уравнения опи-
сывают волны, бегущие в обоих направлениях оси абсцисс. В предельных случаях полу-
ченные уравнения описывают нелинейные периодические волны и известные типы уеди-
ненных волн. Показано, что при малых амплитудах уравнения переходят в известные
уравнения линейной теории волн.

Исследования гравитационных волн на поверхности идеальной жидкости занимают особое
место в механике, математике и физике. Новые теоретические результаты стимулируют
развитие техники измерений, методов обработки и представления данных. Прецизионные
эксперименты позволяют найти границы применимости моделей, играющих важную роль
в механике, физической океанографии, гидрологии, экологии, обеспечении безопасности
мореплавания в открытом океане и в прибрежных районах. На начальном этапе изучалось
распространение периодических возмущений, были введены понятия групповых и фазовых
скоростей, рассчитаны свойства линейных и некоторых типов нелинейных волн [1]. Начиная
с середины XIX века стали создаваться модели, учитывающие влияние нелинейности и дис-
персии, описывающие распространение не только периодических, но и уединенных волн.

Разрушительное действие волн, представляющее опасность даже для новейших судов,
буровых платформ, морских и береговых сооружений, стимулирует продолжение поиска
условий формирования возмущений аномально большой амплитуды и развитие общей те-
ории волн. При этом, наряду с исследованием решений различных модельных уравнений
(Стокса, Кортевега–де Фриза, Шредингера) изучаются общие свойства систем определяю-
щих уравнений, представленных и в дифференциальной, и в интегральной форме. Число
публикаций по теме, включающих оригинальные исследования, обзорные статьи [2] и мо-
нографии [1, 3], непрерывно увеличивается. Постановки задач усложняются и все более
полно соответствуют реальным условиям. В частности, изучается распространение волн
в слое жидкости не только над ровным, но над деформируемым [3] и подвижным дном [4].
Еще в прошлом веке наряду с локальным (дифференциальным) стал развиваться и нело-
кальный (интегральный) подход к описанию волновых процессов. Интегральное уравнение,
выведенное А.И. Некрасовым еще в 1921 г. в предположении о симметричности формы вол-
ны [5], изучалось в ряде глубоких исследований и было положено в основу доказательства
существования установившихся нелинейных волн [6].

Асимптотическая редукция системы уравнений для трехмерных волн на неровном дне,
включающей интегральное уравнение для возвышения и уравнение для потенциала скорос-
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ти на поверхности жидкости, к уравнениям Буссинеска, Бенне–Люка и нелинейному урав-
нению Шредингера была выполнена в [7]. Отдельное нелинейное уравнение получено для
бегущих нестационарных волн [8]. Интерес к развитию нелокального описания обусловлен
поиском форм возмущений [9], соответствующих реальной картине взволнованной морской
поверхности, отличающейся от вида модельных функций теории линейных и нелинейных
волн [6–8].

Практический интерес представляет определение условий формирования и предельных
форм разрушительных волн большой амплитуды (rogue или freak waves в англоязычной
литературе) [9].

В данной работе представлены новые интегральные уравнения для возвышений свобод-
ной поверхности тяжелой жидкости, которые описывают распространение широкого класса
установившихся и нестационарных волн. Рассматривается распространение двухмерных по-
тенциальных волн на поверхности слоя однородной идеальной несжимаемой жидкости по-
стоянной глубины h в однородном поле силы тяжести с ускорением свободного падения g.
Волны описываются уравнениями Эйлера и неразрывности со стандартными граничными
условиями на взволнованной поверхности и плоском дне [1]

u′t + uu′x + wu′z = −p′x − gζ ′x, w′
t + uw′

x + ww′
z = −p′z,

u′x + w′
z = 0, u′z − w′

x = 0,

p|z=ζ = 0, w − uζ ′x|z=ζ = ζ ′t, w|z=−h = 0.

(1)

Здесь x, z, t — декартовы координаты и время; vx = u, vz = w — компоненты безвихревого
поля скорости жидкости v; функция ζ(x, t) задает форму свободной поверхности; p — по-
рожденное волной возмущение давления, нормированное на плотность жидкости. Штрихом
обозначены производные по переменной, указанной нижним индексом.

Введение потенциала φ (u = φ′x, w = φ′z) позволяет проинтегрировать уравнения Эйлера

p = −φ′t −
φ′2x + φ′2z

2
− gζ (2)

и редуцировать исходную задачу к виду

ϕ′′
xx + ϕ′′

zz = 0,

ϕ′
t +

ϕ′2
x + ϕ′2

z

2

∣∣∣∣
z=ζ

= −gζ, ϕ′
z − ϕ′

xζ
′
x

∣∣
z=ζ

= −ζ ′t, ϕ′
z

∣∣
z=−h = 0.

(3)

В соотношении (2) постоянная интегрирования положена равной нулю, поскольку при
отсутствии волнения (ζ = 0, φ = 0) возмущения давления за счет поверхностной волны
также должны быть равны нулю.

Потенциал φ вблизи поверхности z = ζ(x, t), следуя подходу [10], представляется в виде
разложения

ϕ = Φ0(x, t) + Φ1(x, t)(z − ζ) + Φ2(x, t)(z − ζ)2 +Φ3(x, t)(z − ζ)3 + · · · , (4)

подстановка которого в уравнение Лапласа системы (3) приводит к последовательности
соотношений

Φn =
1

n(n− 1)

(n− 1)Φn−1ζ
′′
xx + 2(n − 1)Φ′

n−1xζ
′
x − Φ′′

n−2xx

1 + ζ ′2x
, n > 2. (5)
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Подстановка разложения (4) в кинематическое граничное условие системы (3) на свободной
поверхности порождает связь

Φ1 =
Φ′
0xζ

′
x + ζ ′t

1 + ζ ′2x
, (6)

а из динамического граничного условия, с учетом (6), получается уравнение для функ-
ции Φ0

∂Φ0

∂t
(1 + ζ ′2x) +

1

2

(
∂Φ0

∂x

)2

− ∂Φ0

∂x
ζ ′xζ

′
t −

1

2
ζ ′2t + gζ(1 + ζ ′2x) = 0. (7)

Выполнение всех промежуточных преобразований приводит к интегральному уравнению

Φ0(x, t) =
1

π

∞∫

0

ch(k(ζ(x, t) + h))

ch(kh)

+∞∫

−∞

F (x′, t) cos(k(x− x′)) dx′dk, (8)

где F (x, t) =
∞∑
n=0

(−ζ)nΦn.
Соотношения (5)–(8) описывают распространение потенциальных поверхностных волн.
Теория двухмерных течений несжимаемой жидкости допускает альтернативный подход,

основанный на введении функции тока ψ, задающей компоненты скорости соотношениями
u = ψ′

z, w = −ψ′
x. Использование разложения

ψ = Ψ0(x, t) + Ψ1(x, t)(z − ζ) + Ψ2(x, t)(z − ζ)2 +Ψ3(x, t)(z − ζ)3 + · · · (9)

для функции тока вблизи свободной поверхности и применение представленной выше ме-
тодики приводит к системе соотношений

Ψn =
1

n(n− 1)

(n− 1)Ψn−1ζ
′′
xx + 2(n − 1)Ψ′

n−1xζ
′
x −Ψ′′

n−2xx

1 + ζ ′2x
, n > 2,

∂Ψ0

∂x
+ ζ ′t = 0,

∂

∂t
[Ψ1(1 + ζ ′2x)] +

1

2

∂

∂x
[Ψ2

1(1 + ζ ′2x)] + ζ ′′ttζ
′
x + gζ ′x = 0,

Ψ0 =
1

π

∞∫

0

sh(k(ζ(x, t) + h))

sh(kh)

+∞∫

−∞

F (x′, t) cos(k(x− x′)) dx′dk,

(10)

где F (x, t) =
∞∑
n=0

(−ζ)nΨn.

Следует особо отметить, что при выводе соотношений (5)–(8) и (10) не делается никаких
дополнительных предположений о малости возвышения ζ по сравнению с характерным
пространственным масштабом (например, с длиной волны). Единственное ограничение —
глубина впадины (модуль отрицательного отклонения свободной поверхности) не может
превышать глубину жидкости h.
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Для инфинитезимальных волн, когда для всех k 6= ∞ выполняется неравенство |kζ| ≪ 1,
допустимо разложение

ch(k(ζ + h))

ch(kh)
≈ 1 + kζ(x, t) th(kh) + o(kζ(x, t)). (11)

Подстановка представления (11) в интегральное уравнение (8), введение спектрального
представления для поверхностного волнения

ζ(x, t) =

+∞∫

−∞

(A(k, t) cos(kx) +B(k, t) sin(kx)) dk (12)

приводит к уравнению для спектральных амплитуд

F ′′
tt + gk th(kh)F = 0, (13)

где F — это A или B.
Подстановка решения (13) в форме плоских волн с частотой ω и волновым числом k

формирует известное дисперсионное уравнение ω2 = gk th(kh) для инфинитезимальных
гармонических волн [1].

Для стационарного поверхностного волнения (ζ ′′tt = c2ζ ′′xx, где c — скорость распростра-
нения) из (12), (13) следует известный результат [1]: волна имеет синусоидальную форму
ζ(x, t) = a sin(k1(x − ct) + b) (a, b, k1 — постоянные), а ее скорость определяется выраже-
нием c2 = g th(k1h)/k1.

Если возвышение поверхности представляет собой длинноволновой пакет (т. е. носители
спектральных амплитуд A и B ограничены областью |kh| ≪ 1), соотношение (8) приобре-
тает вид

∞∫

0

+∞∫

−∞

(
ζ ′′tt − gh

∂2ζ

∂x′2

)
cos(k(x− x′)) dx′dk ≈ 0,

из которого следует, что возвышение поверхности удовлетворяет уравнению

ζ ′′tt − ghζ ′′xx = 0, (14)

т. е. длинноволновой пакет распространяется со скоростью c =
√
gh, практически сохраняя

свою форму.
Волны конечной амплитуды a с характерным продольным масштабом L, для которых

справедливы отношения a ≪ h ≪ L, характеризуются двумя малыми параметрами: кру-
тизной ε = a/h и относительной глубиной δ = h/L. Дальнейшее исследование проводится
в безразмерных переменных x′, t′, определяемых соотношениями

x = Lx′, t =
L

c
t′, ζ = aZ(x′, t′), max |Z| = 1,

где c — характерный масштаб скорости распространения поверхностных возмущений. Вол-
новое число также нормируется на масштаб L: (k = k′/L).
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Использование малости параметров ε и δ позволяет при k′δ 6 1 свести систему (5)–(8),
с точностью до членов третьего порядка малости по ε и δ, к уравнению

σS′′
xx − S′′

tt +
δ2σ

3
SIVxxxx + εσ(S′

xS
′′
xt + S′

tS
′′
xx) +

εσ2

2

∫
(S′2

x)
′′
xxdt ≈ 0, (15)

где Z = S′
t, σ = gh/c2, которое в случае стационарных волн, когда S(x, t) = S(x − t),

ζ(x, t) = ζ(x − t), преобразуется к виду

δ2σ

3
Z ′′ + (σ − 1)Z + εσ

(
1 +

σ

2

)
Z2 = 0. (16)

Нетривиальное решение уравнения (16) описывает семейство кноидальных волн

Z(y) = 1− 3αm2 2
sn(y,m), α =

(
1 +m2 ±

√
1 +m4 −m2

)−1
, y = x− t, (17)

где sn(y,m) — эллиптическая функция Якоби [11]

sn(y,m) = sinϕ, y =

ϕ∫

0

dθ√
1−m2 sin2 θ

, m ∈ [0, 1].

Продольные масштабы этих волн L(m) ≈ hε−1/2/δ0(m) и скорость распространения c2(m) =

= gh/(1+εσ1) (δ0 = 3
√
α/2, σ1 = ∓3α

√
1 +m4 −m2) зависят от параметра m. В предельном

случае m = 1 решения (17) дают уединенную волну Рассела [1].
В общем случае дифференцирование уравнения (15) по времени позволяет записать его

в форме

σZ ′′
xx − Z ′′

tt+
δ2σ

3
ZIVxxxx+εσ

[(
Z ′
x

∫
Z ′
xdt+Z

∫
Z ′′
xxdt

)′

t

+
σ

2

((∫
Z ′
xdt

)2)′′

xx

]
≈ 0. (18)

Вычисления показали, что решение вида Z(x− t) порождает функцию Z(x+ t), также
удовлетворяет уравнению (18), которое, таким образом, описывает волны, бегущие в обоих
направлениях (в отличие от уравнения КдФ [12]). Следовательно, здесь не возникает искус-
ственная анизотропия пространства, которая наблюдается в уравнениях КдФ и в системах
приближенных интегральных уравнений [7, 8]. При этом исходным системам уравнений (1),
как и в [7, 8], анизотропия не свойственна, она возникает в результате применения к ним
теории возмущений, развитой в [13]. Следует также отметить, что анизотропия КдФ-урав-
нения порождается особенностями постановки задачи, в которой изучалось распростране-
ние малых медленных длинномасштабных возмущений потока, текущего в положительном
направлении горизонтальной оси со скоростью u = u0 [12].

При отказе от малости возмущений использование развиваемого подхода, представлен-
ного в настоящей работе, приводит к возникновению пары КдФ-уравнений

Z ′
t ±
(
µ− σ

µ

)
Z ′
x ∓

εσ

µ

(
1 +

σ

2µ2

)
(Z2)′x ∓

δ2σ

3µ
Z ′′′
xxx = 0, (19)

где µ = u0/c; c — характерный масштаб скорости распространения поверхностных возму-
щений. Здесь для волны, бегущей в положительном направлении оси x, берутся верхние
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знаки, для противоположного направления — нижние. При этом для второго уравнения
(19) возмущение исходного поля скорости определяется величиной −2u0 с добавлением ма-
лой поправки по сравнению с u0. Парные уравнения (19) взаимно переходят друг в дру-
га при замене µ ↔ −µ (т. е. при смене направления исходного течения), что устраняет
искусственную пространственную анизотропию.

Поскольку интегро-дифференциальное уравнение (18), в отличие от (19) и уравнения
КдФ [12], не вырождается в предельном случае u0 → 0, его анализ представляет самостоя-
тельный интерес при изучении уединенных волн большой амплитуды.

Работа выполнена при финансовой поддержке НАН Украины и РФФИ (грант 18-01-12 (У),
12-05-90417 (Р)).
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Iнтегральнi моделi нелiнiйних поверхневих хвиль в iдеальнiй рiдинi

Методами теорiї збурень побудовано новi iнтегральнi рiвняння для пiдняття вiльної по-
верхнi, що описують поширення широкого класу усталених i нестацiонарних гравiтацiй-
них хвиль в iдеальнiй рiдинi. В роботi не використано припущення щодо ступеня малостi
величини пiдняття вiльної поверхнi порiвняно з характерним просторовим масштабом.
На вiдмiну вiд рiвняння Кортевега–де Фриза, отриманi рiвняння описують хвилi, що ру-
хаються в обох напрямках вздовж осi абсцис. У граничних випадках одержанi рiвняння
описують нелiнiйнi перiодичнi хвилi та вiдомi типи поодиноких хвиль. Показано, що для
малої амплiтуди рiвняння переходять у вiдомi рiвняння теорiї лiнiйних хвиль.
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A.V. Kistovich, Corresponding Member of the NAS of Ukraine V. I. Nikishov,
Y.D. Chashechkin

The integral models of nonlinear surface waves in ideal fluid

New integral equations for the elevation of a free surface are developed, basing on the methods
of perturbation theory. They describe the propagation of a wide range of steady and unsteady
gravity waves in ideal fluid. No additional assumptions about the order of smallness of the free
surface elevation in comparison with a characteristic spatial scale are used. In distinction from the
Korteweg–de Vries equation, the given equations describe waves that propagate in both directions of
the abscissa axis. The presented equations describe nonlinear periodic waves and the known types
of solitary waves in the limiting cases. It is shown that the equations are transformed in the well-
known equations of linear wave theory for small amplitudes.
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Хiмiчний потенцiал неоднорiдної бiнарної системи

(Представлено академiком НАН України Л.А. Булавiним)

На основi гратчастої моделi флюїду запропоновано метод розрахунку концентрацiї не-
однорiдного бiнарного розчину та хiмiчного потенцiалу його компонент шляхом послi-
довного врахування кореляцiйних доданкiв у розкладi хiмiчного потенцiалу.

Кiлькiсний опис бiнарного розчину однорiдної рiдини в широкому iнтервалi змiни термо-
динамiчних параметрiв, включаючи окiл можливих критичних точок, можна провести ме-
тодами як статистичної фiзики, так i термодинамiки. Стан такої системи можна повнiстю
задати набором iнтенсивних параметрiв, жоден з яких не описує розмiрiв системи або фор-
ми поверхнi, що її обмежує, та загальним числом частинок N = NA +NB , де NA та NB —
кiлькiсть частинок сорту A та B вiдповiдно. Але очевидно, що будь-яка реальна система
завжди є неоднорiдною. Можна видiлити двi основнi причини появи цiєї неоднорiдностi:
перша пов’язана з дiєю зовнiшнiх полiв з потенцiалом u(~r) (гравiтацiйних, електричних
тощо), а друга — з наявнiстю стiнок, що обмежують систему [1].

Традицiйнi методи опису властивостей неоднорiдної системи полягають у розбиттi її
на досить тонкi шари мiж двома еквiпотенцiйними поверхнями i у поданнi вiдповiдних
термодинамiчних потенцiалiв (зокрема, внутрiшньої енергiї U) такої системи як суми тер-
модинамiчних потенцiалiв цих шарiв [1]. Товщини шарiв при цьому розглядають як фiзич-
но нескiнченно малi, тобто вони є досить малими для того, щоб речовину в межах шарiв
можна вважати однорiдною, але, з iншого боку, вони є досить великими для того, щоб
властивостi цих шарiв можна було розглядати в межах термодинамiки та статистичної фi-
зики. Базуючись на цьому пiдходi, для хiмiчного потенцiалу однокомпонентної системи µ(~r)
у зовнiшньому полi можна отримати вiдому класичну формулу

u(~r) = µ0 − µ(~r), (1)

де µ0 — хiмiчний потенцiал системи у вiдсутностi зовнiшнього поля.
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Зрозумiло, що даний пiдхiд є локальним у тому розумiннi, що вiн передбачає розгляд
термодинамiчних потенцiалiв системи як функцiй чисельної густини замiсть того, щоб роз-
глядати їх як вiдповiднi функцiонали. Це призводить до втрати iнформацiї про “колектив-
ну” поведiнку системи, яка є надзвичайно важливою при описаннi властивостей системи
в околi точок фазових перетворень другого роду.

Дж. Лебовиц та Дж. Перкус з урахуванням нелокальних (“колективних”) властивостей
однокомпонентної системи отримали вираз, аналогiчний (1):

u(~r) = µ0 − µ(~r) + a∇2n(~r), (2)

де стала a визначається через другий просторовий момент так званої прямої кореляцiйної
функцiї другого порядку. Вираз (2) дозволяє в певному наближеннi проводити обчислен-
ня просторового розподiлу густини рiдини в широкому iнтервалi змiни термодинамiчних
параметрiв, включаючи критичну точку [1].

Для побудови послiдовної термодинамiчної теорiї, яка описувала поведiнку одноком-
понентної неоднорiдної системи, ранiше було запропоновано фундаментальний пiдхiд, що
базується на обчисленнi внеску вiд кожного шару мiж еквiпотенцiйними поверхнями не
у вiдповiднi термодинамiчнi потенцiали, а в гамiльтонiан системи. В цьому випадку замiсть
виразiв (1) та (2) можна записати

u(~r) = µ0 − µ(~r) + ∆µcor(~r), (3)

де ∆µcor — внесок вiд кореляцiйних ефектiв, для якого було отримано вираз у виглядi
нескiнченого ряду.

Метою даної роботи є узагальнення запропонованого в [1] формалiзму на випадок дво-
компонентного розчину, що знаходиться пiд дiєю зовнiшнього поля в системах з обмеженою
геометрiєю в широкому iнтервалi змiни термодинамiчних параметрiв, включаючи окiл кри-
тичної точки розшарування.

Для описання термодинамiчної поведiнки неоднорiдного бiнарного флюїду в обмеженiй
системi застосуємо гратчасту модель рiдини, в рамках якої молекули розчину знаходяться
у вузлах гратки, причому загальне число частинок N збiгається з кiлькiстю вузлiв грат-
ки N ′:

N = N ′ = NA +NB. (4)

Очевидно, що вiдсутнiсть незайнятих вузлiв гратки (тобто вiдсутнiсть “третього компонента
розчину” — незайнятих частинками вузлiв гратки — “дiрок”) вiдповiдає випадку достатньо
стиснутої рiдини. В термiнах iзотермiчної стисливостi гратчастої рiдини

βT =
1

ρ

(
∂ρ

∂p

)

T

(5)

модель, що розглядається, вiдповiдає випадку малих значень βT . Це дозволяє нам в рамках
обраної моделi проводити дослiдження особливостей поведiнки бiнарного розчину поблизу
саме критичної точки розшарування, виключаючи з розгляду критичну точку рiдина–пара.
Крiм того, простi розрахунки вказують на те, що саме така ситуацiя має мiсце у випадку
так званого випадкового щiльного пакування частинок системи, що характерно, зокрема,
для рiдини в нанооб’єктах, таких як карбоновi нанотрубки та фулерени.
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Розiб’ємо об’єм системи на шари товщиною l, перпендикулярнi лiнiї дiї зовнiшньої сили,
геометрiя яких визначається формою еквiпотенцiальних поверхонь зовнiшнього поля. Для
зручностi далi будемо розглядати зовнiшнi поля такої симетрiї, еквiпотенцiйнi поверхнi яких
дозволяють ввести ортогональну систему координат. Гамiльтонiан такої системи запишемо
у виглядi

H = H ′
0 +

M∑

i=1

(N i
Au

i
A +N i

Bu
i
B), (6)

де H ′
0 — частина гамiльтонiану, яка описує мiжчастинкову взаємодiю; M — кiлькiсть шарiв;

N i
A та N i

B — кiлькiсть частинок сорту A та B вiдповiдно в шарi з номером i; uiA та uiB —
потенцiальна енергiя частинок сорту A та B в зовнiшньому полi в цьому шарi.

Введемо концентрацiю компонента B в i-му шарi xi:

xi =
N i
B

N i
, (7)

де N i — загальна кiлькiсть частинок в i-му шарi. Зазначимо, що завдяки накладанню
умови (4) N i залежить лише вiд зовнiшнього поля, а саме — вiд геометрiї еквiпотенцiальних
поверхонь, i не залежить вiд просторового розподiлу концентрацiї. В цьому випадку вираз
(6) можна подати у виглядi

H = H0 +
M∑

i=1

uiBAxi, (8)

де H0 = H ′
0 +

M∑
i=1

Niu
i
A,

uiBA = (uiB − uiA)Ni. (9)

Для подальшого опису системи, за аналогiєю з теорiєю рiдин, введемо пряму кореля-
цiйну функцiю s-го порядку “концентрацiя–концентрацiя” у вiдповiдних шарах розчину
з урахуванням δ-подiбних особливостей Cs(~r,~r1, . . . ~rs−1):

Cs(~r,~r1, . . . ~rs−1) =
δs−1(βuBA(~r))

δx(~r1) . . . δx(~rs−1)

∣∣∣∣
x(~r1)=x0,...,x(~rs−1)=x0

, (10)

де β = 1/(kT ), uBA(~r) = (uB(~r) − uA(~r))N(~r).
Зауважимо, що в цих виразах ~r та ~ri — не довiльнi радiус-вектори, а вектори, перпен-

дикулярнi еквiпотенцiйним поверхням.
Важливо вiдзначити, що введенi кореляцiйнi функцiї мають певнi особливостi. По-пер-

ше, вони враховують кореляцiї виключно мiж рiзними шарами розчину, не враховуючи
кореляцiї в межах самого шару, тобто вздовж еквiпотенцiйних поверхонь, i, незважаючи
на свою псевдоодновимiрнiсть, описують поведiнку дво- або тривимiрної (залежно вiд за-
дачi, що розглядається) системи. По-друге, цi кореляцiйнi функцiї мiстять не лише явну
iнформацiю про просторову залежнiсть потенцiалу зовнiшнього поля, але й iнформацiю
про повну кiлькiсть частинок у кожному шарi.
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Розглядаючи фiзично нескiнченно тонкi шари як математично нескiнченно малi, як це
прийнято робити в польових теорiях неоднорiдних систем [1], розкладемо потенцiал зовнiш-
нього поля uBA(~r) у функцiональний ряд Тейлора [1] за вiдхиленнями ∆x(~r) = x(~r) − x0

концентрацiї x(~r) вiд її значення x0 у вiдсутностi зовнiшнього поля:

βuBA(~r) =

∫

V

d~r1
δ(βuBA(~r))

δx(~r1)

∣∣∣∣
x(~r1)=x0(~r1)

∆x(~r1) +

+
1

2!

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2
δ2(βuBA(~r))

δx(~r1)δx(~r2)

∣∣∣∣
x(~r1)=x0(~r1),x(~r2)=x0(~r2)

∆x(~r1)∆x(~r2) + · · · . (11)

Ряд (11) збiгається завдяки обмеженостi iнтегралу
∫
V

d~r1(x(~r1) − x0) [5].

З урахуванням виразу (10) розклад (11) можна записати у виглядi:

βuBA(~r) =

∫

V

d~r1C2(~r,~r1)∆x(~r1) +
1

2!

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)∆x(~r1)∆x(~r2) + · · · . (12)

Зауважимо, що у виразi (12) Cs(~r,~r1, . . . , ~rs−1) — вiдповiднi прямi кореляцiйнi функцiї одно-
рiдної системи у вiдсутностi зовнiшнього поля.

Записавши для вiдхилень концентрацiї формальний вираз

∆x(~r1) = ∆x(~r) + [∆x(~r1)−∆x(~r)] (13)

i пiдставивши його у формулу (12), отримаємо

βuBA(~r) = ∆x(~r)

∫

V

d~r1C2(~r,~r1) +

∫

V

d~r1C2(~r,~r1)[∆x(~r1)−∆x(~r)]+

+
1

2!
[∆x(~r)]2

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2) +

+∆x(~r)

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)[∆x(~r1)−∆x(~r)] +

+
1

2!

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)[∆x(~r1)−∆x(~r)][∆x(~r2)−∆x(~r)] + · · · , (14)

де було враховано симетричнiсть прямих кореляцiйних функцiй “концентрацiя–концентра-
цiя” вiдповiдних шарiв однорiдної системи вiдносно перестановки їхнiх аргументiв.

Застосовуючи розвинену в роботi [3] процедуру для описання однокомпонентних систем,
для uBA(~r) одержуємо вираз, аналогiчний (3)

uBA(~r) = µ0 − µ(~r) + ∆µcor(~r), (15)
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де ∆µcor — внесок в рiзницю хiмiчних потенцiалiв вiд кореляцiйних ефектiв

β∆µcor(~r) =

∫

V

d~r1C2(~r,~r1)[∆x(~r1)−∆x(~r)] +

+∆x(~r)

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)[∆x(~r1)−∆x(~r)] +

+
1

2!

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)[∆x(~r1)−∆x(~r)][∆x(~r2)−∆x(~r)] + · · · . (16)

Для випадку досить плавної просторової змiни концентрацiї ∆x(~r) рiзницю ∆x(~ri)−∆x(~r)
можна розкласти в ряд Тейлора за ступенями (~ri − ~r). Тодi вираз (16) набуває вигляду:

β∆µcor(~r) =
1

2
~∇2∆x(~r)

∫

V

d~r1C2(~r,~r1)(~r1 − ~r)2 +

+
1

2
(~∇∆x(~r))2

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)(~r1 − ~r)(~r2 − ~r) +

+~∇∆x(~r)

{∫

V

d~r1C2(~r,~r1)(~r1−~r)+∆x(~r)

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)(~r1−~r)
}
+ · · · . (17)

В цьому випадку формулу (15) можна записати у виглядi, аналогiчному формулi для гус-
тини рiдини (2):

βuBA(~r) = β(µ0 − µ(~r)) + a~∇2∆x(~r) + b(~∇∆x(~r))2 + ~c ~∇∆x(~r) · · · , (18)

де позначено

a =
1

2

∫

V

d~r1C2(~r,~r1)(~r1 − ~r)2,

b =
1

6

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)(~r1 − ~r)(~r2 − ~r),

~c =

∫

V

d~r1C2(~r,~r1)(~r1 − ~r) + ∆x(~r)

∫

V

d~r1

∫

V

d~r2C3(~r,~r1, ~r2)(~r1 − ~r).

(19)

Якщо в цьому виразi обмежитися доданком, пов’язаним з ~∇2∆x(~r) (тобто наближенням,
аналогiчним до наближення Лебовиця–Перкуса), отримаємо диференцiальне рiвняння дру-
гого порядку вiдносно ∆x(~r), побудова розв’язку якого для обмежених систем має певнi
особливостi. Зокрема, на розв’язок цього рiвняння необхiдно накладати умови трансвер-
сальностi, якi в даному випадку мають такий очевидний вигляд:

~nS · ~∇∆x(~r)
∣∣
S
= 0, (20)
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де S — поверхня, що обмежує систему; ~nS — нормаль до поверхнi S в деякiй її точцi, та
iзопериметризму (в даному випадку — постiйностi кiлькостi частинок в системi):

∫

V I

d~r1∆x(~r1) = 0. (21)

Зауважимо, що накладання на розв’язок рiвняння (23) додаткової умови (21) пов’язано
з необхiднiстю задання хiмiчного потенцiалу однорiдної системи.

Важливим частинним випадком неоднорiдної бiнарної системи є система з кубiчною ре-
шiткою, в якiй вздовж осi 0z дiє зовнiшнє поле u(z), крiм того, система в цьому напрямку
обмежена, тому z може змiнюватися в межах [−L,L]. Така ситуацiя реалiзується, наприк-
лад, в однорiдному гравiтацiйному полi або в системi з плоскопаралельними стiнками, бiля
яких дiє пристiнковий потенцiал, у вiдсутностi гравiтацiйного поля. В цьому випадку у ви-
разi (8) uiBA = (uiB − uiA)Nl, Nl = Nl/(2L) − const — кiлькiсть частинок (вузлiв) у шарi
товщиною l. Отже, очевидно, рiвняння (18) можна подати у такому виглядi:

βuBA(z) = β(µ0 − µ(z)) + a
d2

dz2
∆x(z) + b

(
d

dz
∆x(z)

)2

+ · · · , (22)

де

a =
1

2

L∫

−L

dz1C2(z, z1)(z1 − z)2,

b =
1

2

L∫

−L

dz1

L∫

−L

dz2C3(z, z1, z2)(z1 − z)(z2 − z).

(23)

Таким чином, що в цьому випадку умови трансверсальностi (20) та iзопериметризму (21)
набувають вигляду

d

dz
∆x(z)

∣∣∣∣
±L

= 0, (24)

L∫

−L

dz∆x(z) = 0. (25)

Для густини розчину в цьому випадку можна записати вираз

ρ(z) =
N

2LS
{mA0 + (mB0 −mA0)x0 + (mB0 −mA0)∆x(z)}, (26)

де S — площа поверхнi в напрямку, перпендикулярному 0z; m0A та m0B — маси моле-
кул сорту A та B вiдповiдно, а для вiдхилення густини вiд його значення у вiдсутностi
зовнiшнього поля

∆ρ(z) =
N

2LS
(mB0 −mA0)∆x(z). (27)
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Одержанi результати свiдчать про те, що класичну формулу (1) можна застосовувати
виключно для описання розподiлу концентрацiї неоднорiдних бiнарних систем лише у ви-
падку наявностi зовнiшнiх полiв з малими просторовими градiєнтами далеко вiд критичної
точки. Але при наближеннi до критичної точки роль кореляцiйних доданкiв зростає i тому
необхiдно користуватися виразом (17), враховуючи все бiльше поправочних доданкiв. Ана-
логiчна ситуацiя має мiсце i далеко вiд критичної точки при наявностi великих вiдхилень
концентрацiї ∆x(z).

Ситуацiя в самiй критичнiй точцi за наявностi зовнiшнього поля (навiть досить глад-
кого) потребує особливого пiдходу. Так як в критичнiй точцi похiднi ~∇∆x(~r) стають син-
гулярними, у виразi (18) вiдповiднi доданки починають вiдiгравати превалюючу роль. Але
оскiльки в околi точки розшарування на критичнiй iзотермi, згiдно з теорiєю масштабних
перетворень [1], (µ−µc) ∼ |x−xc|δ, де δ — критичний iндекс (δ ≈ 4,6 у тривимiрнiй системi),
то зрозумiло, що прямi кореляцiйнi функцiї порядку шiсть i бiльше стають далекодiючими,
i нульовi моменти прямих кореляцiйних функцiй вiдповiдних порядкiв розбiгаються в са-
мiй критичнiй точцi. Очевидно, що розбiгаються i моменти бiльш високих порядкiв вiд цих
далекодiючих прямих кореляцiйних функцiй.
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УДК 537.9

В.В. Стыров, С. В. Симченко

Генерация хемо-ЭДС в наноразмерных структурах

с p–n-переходами на основе SiC

(Представлено академиком НАН Украины А. Г. Наумовцем)

Изучена генерация хемо-ЭДС в результате преобразования химической энергии, выделя-
ющейся на поверхности полупроводниковых структур (наноразмерные p–n-переходы на
основе SiC), в электрическую энергию. Преобразование энергии происходит за счет гене-
рации электронно-дырочных пар в полупроводнике в экзотермических химических актах
(адсорбция и рекомбинация атомов H+H, H+O, O+O) и последующего разделения ком-
понентов электронно-дырочных пар электрическим полем p–n-перехода. Лицевой p-слой
структуры на основе SiC был нанометровой толщины (∼30 нм). Хемо-ЭДС в разомкну-
той цепи достигала 3 мВ, а хемоток короткого замыкания — 320 нА.

Проблема новых возобновляемых источников энергии становится все более актуальной
в связи с истощением традиционных энергетических ресурсов (уголь, газ, торф, нефть).
Продолжаются поиски новых способов получения (превращения) энергии. Один из них
связан с открытием генерации “горячих” электронов в металлической пленке, входящей
в состав диода Шоттки, на поверхности которой протекает каталитическая реакция [1].
При нанометровой толщине пленки (обычно < 20 нм) горячие электроны с энергией 1–3 эВ
баллистически, т. е. без потери энергии, достигают барьера Шоттки, преодолевают его за
счет своей кинетической энергии и, входя в полупроводник, образуют электрический ток
во внешней цепи. Перспективы практического использования этого явления для превраще-
ния химической энергии в электрическую пока не ясны из-за малой эффективности пре-
образования химической энергии в энергию горячих электронов (10−3–10−5 электронов на
химический акт) [1, 2].

Нами развивается альтернативное направление прямого превращения химической энер-
гии в электрический ток, основанное на применении полупроводниковых p–n-переходов [3].
На возможность применения полупроводников для решения этой задачи мы указывали
еще в работе [4], а недавно — в [5]. При протекании экзотермической химической реакции
на “лицевой” поверхности полупроводниковой структуры, обычно планарной, в последней
генерируются электронно-дырочные пары за счет освобождающейся химической энергии.
Пары диффундируют к области p–n-перехода, и компоненты пары разделяются его элект-
рическим полем, образуя электрический ток (chemicurrent) и хемо-ЭДС. Явление вполне
аналогично по механизму генерации фото-ЭДС и получило название хемо-ЭДС (префикс
хемо-, как и фото-, подчеркивает нетермическое происхождение явления).

Ранее исследованная перспективная система H–Ge [5] обладает тем недостатком, что
имеется большое рассогласование между теплотой химической реакции (энергия диссоциа-
ции Н2 в газовой фазе Dg равна 4,48 эВ) и шириной запрещенной зоны Ge (Eg = 0,67 эВ),
так что значительная часть освобождающейся химической энергии бесполезно превращает-
ся в тепло. Представляет интерес исследовать системы газ — твердое тело с более благо-
приятным соотношением между Dg и Eg, в частности широкозонные полупроводники.
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Объектом нашего исследования был выбран карбид кремния (6H–SiC) с Eg = 3,05 эВ [6],
а в качестве химических реакций использованы реакции радикалов: H + H, H+ O, O + O,
CH3 + H.

Образец полупроводниковой структуры на основе 6Н–SiC был получен нанесением мето-
дом сублимации слоя p-типа нанометровой толщины (∼30 нм), легированного алюминием,
на подложку SiC n-типа (легирована азотом). Образец имел форму квадрата со сторо-
ной 5 мм, нижний n-слой которого толщиной 200 мкм снабжен омическим контактом. На
верхний слой термическим напылением в вакууме наносили омический контакт из нихро-
ма в форме квадрата со стороной 1 мм. Омичность контакта проверяли по измерениям
фото-ЭДС.

Образец помещали в вакуумную камеру, откачиваемую магниторазрядным насосом (ос-
таточное давление составляло ∼ 5 · 10−4 Па), где крепили на резистивном микронагревате-
ле. Атомы Н, О и радикалы СН3 получали путем диссоциации молекулярных газов Н2, О2,
и СН4 соответственно (чистота газов — 99,9%) с помощью ВЧ разряда (40 МГц) в трубке
Вуда. Область разряда была удалена от образца на расстояние ∼ 30 см, что не позво-
ляло проникать к образцу быстро рекомбинирующим заряженным частицам. С образцом
взаимодействовали лишь нейтральные частицы (атомы H, O и т. п.). Рассеянное излучение
разряда поглощалось “черным” рогом Вуда. Отсутствие подсветки образца ультрафиоле-
том из разряда контролировалось по отсутствию свечения люминофора, помещаемого на
место образца. Концентрацию атомов в газовой фазе у образца (и, следовательно, поток
атомов на образец) определяли изотермическим прецизионным проволочным платиновым
микрокалориметром. Измерения проводили в температурном интервале 300–380 К. Состоя-
ние поверхности контролировали масс-спектрометрически (масс-спектрометр МХ-7304) по
составу десорбирующихся газов.

Для измерения хемо-ЭДС и хемотоков нами разработана измерительная система, состоя-
щая из блока усиления сигналов и блока регистрации. Усилительный блок сконструирован
на базе инструментального усилителя AD620, а также двух последующих усилительных
каскадов и активного фильтра (каскады и фильтр построены с использованием операцион-
ных усилителей OP-07). Блок регистрации собран на микропроцессоре C8051F342, имею-
щем встроенный аналогово-цифровой преобразователь (АЦП) и поддержку протокола USB
(MIPS-48, частота F — от 0 до 48 МГц, память Flash — 64 кБ, память RAM — 5,25 кБ). Мак-
симальный коэффициент усиления по напряжению составлял 106, по току — 107. В случае
необходимости для лучшего шумоподавления предусмотрена возможность использования
встроенного активного фильтра Бесселя 5-го порядка с варьируемыми частотами среза (10,
25, 50 Гц). Усиленный сигнал поступал на блок регистрации, подключенный к компьютеру.
Сигнал отображался на мониторе компьютера в режиме реального времени и одновременно
записывался в файл на жестком диске с возможностью его дальнейшей обработки и ана-
лиза.

Измерительная схема благодаря своей чувствительности позволяла оценить роль меша-
ющих факторов при регистрации хемо-ЭДС, в частности, учесть возможный вклад тер-
мо-ЭДС вследствие разогрева лицевого слоя структуры теплотой реакции.

С этой целью были проведены специальные измерения ЭДС, когда разогрев лицевого
слоя осуществлялся в отсутствие реакции путем резкой подачи на образец потока горячего
воздуха (с помощью технического фена), что имитировало начало поступления на поверх-
ность теплового потока от химической реакции. Одновременно регистрировались в кинети-
ческом режиме температура поверхности (дистанционным ИК болометром Cason CA380 c
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Рис. 1. Кинетика хемо-ЭДС при рекомбинации атомов водорода на структуре SiC с p–n-переходом (T =
= 300 К, j ≈ 1022 м−2 · с−1). Стрелками указаны моменты “включения” (↓) и “выключения” (↑) атомов
водорода

лазерным указателем точки измерения, чувствительность 0,1 ◦С) и величины генерируемой
термо-ЭДС. Сигнал термо-ЭДС лежал в микровольтовой области (640 мкВ) и составлял
примерно 2 мкВ на градус.

В условиях реакции подъем температуры поверхности регистрировался по показаниям
микротермопары (ИК болометр не мог быть применен из-за оптических свойств выходного
окна экспериментальной установки) и не превышал 2,4–2,6 ◦С. SiC обладает рекордной
для полупроводников теплопроводностью, что обеспечивало минимальные температурные
градиенты, и сигнал термо-ЭДС на фоне хемо-ЭДС не мог, с учетом вышеизложенного,
превышать нескольких мкВ.

Выявлено, кроме того, что полярность термо-ЭДС была противоположна полярности
хемо-ЭДС, при этом наблюдалось запаздывание сигнала термо-ЭДС по отношению к хе-
мо-ЭДС. В то же время фото-ЭДС в изучаемой структуре (облучение “активной” фронталь-
ной поверхности образца излучением синего светодиода Еdison EUVPL-3, λмакс = 407 нм)
имела ту же полярность, что и хемо-ЭДС. Указанные экспериментальные факты позво-
ляют однозначно идентифицировать ЭДС, наблюдаемую в ходе исследуемой реакции, как
хемо-ЭДС, аналогичную фото-ЭДС и отличающуюся от последней только источником энер-
гии, передаваемой полупроводнику для генерации (e–h) пар.

На рис. 1 представлена характерная кинетическая кривая хемонапряжения холостого
хода (хемо-ЭДС), измеренная при “включении” атомов водорода над хорошо оттрениро-
ванным образцом (поверхность не содержит адсорбированных атомов Н). С этого момента
начинается взаимодействие атомов с поверхностью S по схеме

H+H+ S
q1
1
H + HS

q2
2
H2 + S. (I)

Первая адсорбционная стадия характеризуется теплотой адсорбции q1, а вторая, соб-
ственно рекомбинационная, — теплотой q2 (q1 + q2 = Dg = 4,48 эВ, теплота диссоциации
молекулы Н2 в газовой фазе).

В соответствии с этой схемой начальную “вспышку” на кинетической кривой следует
связать с электронным возбуждением кристалла в ходе адсорбции атомов на поверхности
(стадия 1) за счет теплоты хемосорбции q1. На свободных центрах в момент времени t = 0
интенсивность хемосорбции максимальна и затухает по мере их адсорбционного заполнения.
Одновременно возрастает интенсивность рекомбинационной стадии 2. Величина хемо-ЭДС
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в функции времени отражает скорость адсорбции атомов в каждый момент времени. “Ад-
сорбционное” хемонапряжение должно было бы полностью исчезнуть при завершении ад-
сорбции, т. е. достижении стационарного состояния атомных адсорбционно-десорбционных
процессов на поверхности. Этого, однако, не происходит из-за наличия рекомбинацион-
ной стадии 2 в вышеприведенной схеме. Эта стадия освобождает поверхностные центры
для новых актов адсорбции атомов. В результате процесс адсорбции атомов продолжается
и существует стационарно до тех пор, пока на поверхности идет реакция рекомбинации.
Благодаря этому наблюдается стационарная адсорбционная хемо-ЭДС (см. рис. 1). Сама
рекомбинационная стадия 2, по-видимому, не активна в генерации (e–h) пары из-за де-
фицита энергии: q2 = Dg − q1 6 4,48 − 3,05 = 1,43 эВ, т. е. q2 6 Eg, что недостаточно
для генерации (e–h) пары в рекомбинационном акте. Мы здесь не рассматриваем возмож-
ные двухступенчатые (или многоступенчатые) процессы образования (e–h) пары за счет
энергии q2 с участием глубоких центров в SiC, так как такие процессы менее вероятны,
чем одноступенчатые. С точки зрения преобразования химической энергии в электриче-
скую принципиальным является сам факт генерации неравновесной электронно-дырочной
пары в полупроводнике в ходе поверхностной гетерогенной реакции безотносительно к то-
му, в какой стадии рождается (e–h) пара. Вышеописанные эксперименты по наблюдению
хемо-ЭДС (хемотоков) в p–n-структуре на основе SiC однозначно свидетельствуют о том,
что в рассматриваемых нами процессах аккомодация химической энергии полупроводни-
ком действительно происходит с рождением в последнем (e–h) пар. Ранее из данных по
хемилюминесценции SiC в атомарном водороде мы оценили величину q1 (q1 > 2,6 эВ [7]).
Наблюдаемый здесь эффект хемо-ЭДС позволяет уточнить эту величину, которая во вся-
ком случае больше 3 эВ (Eg = 3,05 эВ).

При взаимодействии на поверхности структуры атомов кислорода О и смеси атомов
O+H также генерировалась хемо-ЭДС (рис. 2). При этом хемо-ЭДС (напряжение холосто-
го хода) в атомарном кислороде достигало в первоначальной “вспышке” 3 мВ (см. рис. 2, а),
а хемоток (ток короткого замыкания) — 320 нА. В продуктах диссоциации метана (СН4)
в ВЧ разряде хемо-ЭДС и хемоток имели несколько меньшие по величине значения, чем
в случае реакций H+H и H+O (рис. 3). На основании сходства температурных зависимо-
стей хемо-ЭДС для реакций атомов О и смеси H+O, с одной стороны, и атомов H и смеси
CH3 + H, с другой (см. рис. 3), можно сделать предварительный вывод о том, что в смеси
H+O наиболее активным компонентом является атомарный кислород, а в смеси CH3+H —
атомарный водород. Об этом же свидетельствует сравнение графиков, характеризующих
зависимость изучаемых эффектов от концентраций (потоков) активных компонентов в га-
зовой фазе (рис. 4; кривые “H+O” и “O” практически совпадают). Графики, построенные
по методу наименьших квадратов, линейны в области исследованных величин потоков j,
что удобно при использовании структуры в качестве сенсора атомарных частиц.

Отметим, что при взаимодействии атомов О и особенно смеси атомов H + O с иссле-
дуемой структурой на начальном участке кинетики (обычно в интервале времени до 5 с)
наблюдалось сложное кинетическое поведение, носящее иногда характер колебательного
процесса (см. рис. 2, б, в). В отдельных случаях (в зависимости от предыстории поверхно-
сти) колебания имели стохастический характер на продолжительном временном интервале
(см. рис. 2, в). Природа колебательных процессов требует дополнительного исследования.

На основании полученных данных можно оценить некоторые численные параметры хе-
мовозбуждения. Для хемотока короткого замыкания имеем Iкз = χηejαS, где η — вероят-
ность образования пары e+h в химическом акте; χ — вероятность того, что неравновесный
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Рис. 2. Вид кинетики хемо-ЭДС в кислородсодержащих атомарных газах:
а — атомы О, T = 350 К, j ≈ 1022 м−2 ·с−1; б — атомы H+O, T = 300 К, суммарный поток j ≈ 1022 м−2 ·с−1;
в — атомы H+O, T = 320 К, j ≈ 1022 м−2 · с−1

Рис. 3. Зависимость хемо-ЭДС от температуры для различных возбуждающих сред (указаны над кривыми)
при j ≈ 1022 м−2 · с−1 (суммарный поток). В случае продуктов диссоциации СН4 поток не известен

электрон достигнет p–n-перехода; e — элементарный заряд; j — плотность потока атомов;
α — вероятность того, что при ударе о поверхность произойдет химический акт (в нашем
случае адсорбция атома); S — рабочая площадь поверхности образца. Принимая для ато-
марного кислорода α ∼ 10−3 [8, 9], получаем для атомов кислорода при хемотоке 320 нА
χη ≈ 10−2 (j ≈ 1022 м−2 · с−1 и S = 25 · 10−6 м2). Если почти все пары достигают облас-
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Рис. 4. Зависимость хемо-ЭДС от потока налетающих атомов при T = 300 К. Нижний предел измерений
соответствует j ≈ 8 · 1019 м−2 · с−1

ти p–n-перехода (χ = 1), что вполне вероятно для лицевого слоя нанометровой толщины,
то такую же величину ∼10−2 имеет вероятность образования пары e + h в химическом
акте. В настоящее время наиболее признанным механизмом передачи химической энергии
электронам твердого тела является механизм многоквантового колебательно-электронного
перехода [10]. Согласно этому механизму электронные возбуждения в твердом теле возни-
кают в результате диполь-дипольного (в общем случае мультиполь-мультипольного) взаи-
модействия между колеблющейся на высоких колебательных уровнях вновь образованной
химической связью (ангармонический осциллятор), сосредоточившей освобожденную хими-
ческую энергию, и электроном кристалла. Полученная оценка величины η не противоречит
данному механизму [10].

При нанометровой толщине лицевого слоя неравновесные носители тока, возбужденные
в химической реакции, могут преодолевать его даже баллистически, и этим, по-видимому,
объясняется достаточно высокая эффективность поступления во внешнюю цепь неравно-
весных неосновных носителей тока (χη ≈ 10−2).

Данная SiC структура исследована впервые, и ее параметры (уровень легирования, со-
противление n- и p-слоев и т. д.), вероятно, далеки от оптимальных. Но уже сейчас мож-
но сказать, что она пригодна для преобразования “химических” сигналов в электрические
(в частности, в химических сенсорах). Подобные структуры позволяют изучать физичес-
кими методами ход гетерогенных каталитических реакций, в том числе быстропротекаю-
щих, и следить за неадиабатическими процессами энергообмена между “тяжелой” (ядерной)
и “легкой” (электронной) подсистемами участников реакции, что важно для понимания ме-
ханизмов катализа.

Авторы выражают благодарность проф. О.Т. Сергееву за предоставление образцов и фирме
“Ингаз” за поставку особо чистых газов.
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В.В. Стиров, С.В. Сiмченко

Генерацiя хемо-ЕРС в нанорозмiрних структурах з p–n-переходами
на основi SiC

Вивчено генерацiю хемо-ЕРС у результатi перетворення хiмiчної енергiї, яка видiляється
на поверхнi напiвпровiдникових структур (нанорозмiрнi p–n-переходи на основi SiC), в еле-
ктричну енергiю. Перетворення енергiї вiдбувається за рахунок генерацiї електронно-дiр-
кових пар у напiвпровiднику в екзотермiчних хiмiчних актах (адсорбцiї та рекомбiнацiї
атомiв H+H, H+O, O+O) i наступного роздiлення електронно-дiркових пар електричним
полем p–n-переходу. Лицьовий р-шар структури на основi SiC був нанометрової товщини
(∼30 нм). Хемо-ЕРС у розiмкнутому колi досягала 3 мВ, а хемострум короткого замика-
ння — 320 нА.

V.V. Styrov, S.V. Simchenko

Generation of chemo-EMF in nanosized structures with p–n junctions
based on SiC

Generation of chemo-EMF as a result of the chemical energy conversion deposited on the surface
of a semiconductor structure (nanosized p–n junctions based on SiC) into electricity is studied.
Energy transformation occurs due to the creation of electron-hole (e–h) pairs in a semiconductor
in the course of chemical events (adsorption and recombination of atoms H + H, H + O, O + O)
and the subsequent separation of the e–h pairs by the electric field of the junction. The face p-layer
of the SiC structure was of a nanometer thickness (∼30 nm). The chemo-EMF in the open circuit
achieved 3 mV, and the short circuit chemocurrent — 320 nA.
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Электрофизические аспекты в теории создания
и эксплуатации паровых турбин

Представлено новое научное направление в теории паровых турбин — теплоэлектрофи-
зика. Впервые тепловые процессы, происходящие в паровых турбинах, рассматриваются
с учетом электрофизических явлений и оценки их влияния на экономичность и наде-
жность. На этой основе предложены практические рекомендации повышения КПД тур-
боустановок, созданы новые способы диагностики характиристик двухфазного потока,
представлена и обусловлена методология электрохимической коррозии металлических
конструкций.

Многочисленные исследования показали, что процессы электризации и электрические по-
ля как естественного, так и искусственного происхождения могут оказывать существенное
влияние на природные явления и технологические процессы.

Бурное развитие авиации в начале XX века, многочисленные пожары и взрывы, вызван-
ные статическим электричеством, стимулировали исследования в этой области [1]. Развитие
промышленности потребовало разработки электрофильтров и способствовало созданию те-
ории и методов расчетов электрогазодинамических систем [2].

Сейчас стало очевидным, что влажный пар всегда электризуется при движении в раз-
личных каналах, и кажется странным, что за более чем сто лет эксплуатации паровых
турбин явление электризации влажного пара было не только не изучено, но и не обнаруже-
но. Тем не менее явление электризации влажного пара в паровых турбинах было впервые
обнаружено и исследовано под руководством автора данной работы только в конце про-
шлого века. В 1992 г. был зафиксирован факт наличия электрических зарядов в паровом
потоке турбины мощностью 50 МВт (ТЭС-2, “Эсхар”, г. Харьков).

Измеренная плотность зарядов за последней ступенью оказалась на порядок выше, чем
в грозовом облаке, и составила ∼10−3 Кл/м3 при напряженности электрического поля
∼2 · 105 В/м. Дальнейшие исследования на многих других ТЭС и ТЭЦ Украины, Рос-
сии и США подтвердили этот факт. Установлена динамика образования в проточной части
зарядов. Их плотность может постепенно возрастать от ∼10−8 Кл/м3 в зоне фазового пе-
рехода до ∼10−3 Кл/м3 — на выхлопе турбины.

© А.А. Тарелин, 2013
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Такая плотность зарядов в двухфазной среде инициирует электрические разряды и иони-
зацию пара, что, как известно из теоретических основ физики, может оказывать влияние
на свойства рабочего тела, тепломассобменные и газодинамические процессы. Это и было
подтверждено впоследствии теоретическими и экспериментальными исследованиями.

На основании полученных новых знаний были скорректированы физические представ-
ления о термодинамических и тепломассообменных процессах парового потока с учетом его
электризации и разработаны соответствующие математические модели; предложены ори-
гинальные и эффективные способы управления двухфазным потоком, повышающие КПД
турбоустановки; разработаны методы диагностики концентрации эрозионноопасной влаги,
пульсации потока и др., а также определена степень влияния ранее не учитываемых элект-
рофизикохимических процессов на конструкционную прочность лопаточных аппаратов. Ни-
же представлена краткая информация о результатах этих исследований.

Математическое моделирование процессов, происходящих при неравновесном расши-
рении пара в двухфазной области при наличии гетерогенных зародышей конденсации,
и разработка соответствующих программных комплексов позволяют проектантам турбин
с большей достоверностью осуществлять расчеты основных параметров и характеристик
установки, что приводит к повышению их эффективности. Результаты этих исследований
подробно изложены в [3].

Управление тепловыми процессами с целью повышения КПД турбоустановки в данной
работе осуществлялось за счет активации и деактивации плотности зарядов, путем ввода
или отвода в рабочую среду электрической энергии на различных стадиях технологического
цикла1. В соответствии с этим разработано два метода.

Представляя первый метод, следует напомнить, что еще известный ученый А. Стодола
в своих опытах обнаружил, что процесс конденсации в реальных условиях отличается от
равновесного представления — он запаздывает, в результате чего температура пара опус-
кается ниже температуры насыщения, т. е. пар становится переохлажденным. При этом
уменьшается его удельный объем и, соответственно, работа расширения, что и является
одной из причин уменьшения вырабатываемой мощности современных турбомашин. По
оценкам специалистов, снижение мощности по этим причинам может достигать 0,4–0,7%.

По мере расширения пара переохлаждение достигает критического (предельного) значе-
ния, после чего возникает спонтанная конденсация, сопровождающаяся скачками давления
и изменением других термодинамических параметров пара. Такая конденсационная неста-
ционарность возбуждает колебания в паровом потоке с частотой 500–2000 Гц, что создает
дополнительные вибрации, приводит к возрастанию напряжений на 40–50%, интенсифици-
рует коррозионно-усталостные процессы и может приводить к поломке рабочих лопаток.
По мнению многих специалистов [4], на долю повреждений ступеней, работающих в такой
нестационарной среде, приходится 20–25% общего числа аварий турбин.

Отсутствие реальных методов управления процессом объемной конденсации до послед-
него времени являлось сдерживающим фактором развития данного направления. К сожале-
нию, предпринимавшиеся попытки управлять этими процессами до настоящего времени не
нашли промышленного применения. Например, использование химических добавок в пита-
тельную воду для создания зародышей конденсации оказалось дорогостоящим из-за необхо-

1В данной статье речь идет только о паровой фазе рабочего тела. Параллельно с этими работами в инсти-
туте ведутся исследования, связанные с физическими воздействиями на жидкую фазу с целью изменения
ее свойств.
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Рис. 1. Размещение коронирующих электродов для ионизации парового потока в проточной части турбины:
а — перед первой ступенью ЦНД; б — непосредственно в проточной части ЦНД (1 — коронирующие
электроды; 2 — изоляторы; 3 — коллектор; 4 — зона начала конденсации; 5 — высоковольтный источник;
6 — паровой поток)

димости непрерывного добавления реагентов. Кроме того, продукты разложения реагентов
могут негативно отразиться на надежности турбомашины.

Наиболее эффективным для практического использования оказался способ создания
зародышей конденсации за счет искусственной ионизации парового потока перед зоной
фазового перехода, впервые предложенный А.А. Тарелиным, В. П. Скляровым и О. Ве-
ресом [5]. На основании теоретических и экспериментальных, в том числе натурных, иссле-
дований было показано, что концентрация искусственных (за счет ионизации) зародышей,
при которой скачок конденсации уже не возникает и процесс максимально приближается
к равновесному, имеет значение Jg ≈ 1,4·1015. При этом затраты на ионизацию пара состав-
ляют 0,03–0,15% от энергии, выделяющейся при конденсации пара. В качестве источника
ионизации необходимо использовать генератор барьерного разряда, обеспечивающий ква-
зинейтральный пар, который не вызывает электрокоррозию в проточной части [3].

Анализ возможного использования ионизации пара в проточной части цилиндра низ-
кого давления (ЦНД), например турбины К-300-240, показал, что прирост мощности ее
на номинальном режиме составит ∼1500 кВт при затратах энергии на ионизацию пара не
более 5 кВт.

На рис. 1 приведены возможные варианты ионизации в ЦНД паровой турбины. Кро-
ме того, имеется принципиальная возможность размещать ионизирующее устройство вне
проточной части, что существенно упростит практическую реализацию данной технологии.

Если непосредственно за зоной фазового перехода в проточной части имеет место дефи-
цит зарядов, то за последней ступенью, наоборот, — их избыток. Как показали многочислен-
ные экспериментальные натурные исследования, паровой поток в этой области заряжается
положительно, а рабочие лопатки — отрицательно, в результате чего возникает электричес-
кая сила, направленная против движения потока. Это вызывает повышение давления за
последней ступенью на 200–350 Па и более, что снижает мощность турбины на ∼0,1–0,15%.

Поэтому второй метод повышения эффективности работы турбоагрегата связан с отво-
дом электрической энергии и нейтрализацией зарядов.
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Рис. 2. Общий вид нейтрализатора на выхлопе турбины

В ИПМаш НАН Украины разработаны и запатентованы два вида конструкций нейтра-
лизаторов объемного заряда — пассивный и активный, позволяющие устранять негативное
влияние этого явления на работу турбины [6]. При использовании пассивного нейтрализато-
ра эффект достигается за счет стекания зарядов из объема пара на “землю”, а активного —
за счет добавления в объем компенсирующих зарядов противоположного знака. Общий вид
одного из них представлен на рис. 2. Данный нейтрализатор успешно прошел испытания
на турбине Т-250/300-240 в г. Харькове.

Установление факта наличия электрических зарядов в паровом потоке открывает ши-
рокие возможности в разработке и создании новых методов и устройств в области диаг-
ностики.

Рассмотрим разработанный в ИПМаш НАН Украины метод диагностики концентрации
крупнодисперсной, эрозионноопасной влаги. Крупные и мелкие капли имеют существенное
отличие. Капли, образующиеся в процессе объемной конденсации, очень мелкие и всегда
электрически нейтральные, в то время как крупные капли, образующиеся при срыве с по-
верхностей проточной части (лопаток), несут избыточный электрический заряд. Это раз-
личие может быть использовано для контроля наличия и изменения концентрации круп-
нодисперсной влаги в паровом потоке турбины, что крайне важно для прогнозирования
эрозионного разрушения рабочих лопаток.

Основной механизм электризации капель связан с разрывом двойного электрическо-
го слоя. Схема образования зарядов на каплях при срыве влаги с кромок рабочих по-
верхностей приведена на рис. 3, а. На рис. 3, б представлена конструкция зонда, разра-
ботанного с учетом сказанного выше. Такой зонд отличается простотой в эксплуатации,
высокой надежностью и позволяет контролировать изменение крупнодисперсной влаги при
изменении режима работы турбины. Многочисленные эксперименты подтверждают, что
зона максимальной концентрации крупнодисперсной влаги по показаниям электрическо-
го зонда и зона реального эрозионного разрушения вершины лопатки практически всегда
совпадают. Так как в большинстве случаев на практике эрозионный износ имеет место
в области вершины лопатки, то для непрерывного его контроля рекомендуется в этой зо-
не устанавливать стационарный электрический зонд с выводом соответствующей инфор-
мации на самописец (рис. 3, в), что позволяет определять в реальном масштабе време-
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Рис. 3. Электрические зонды и их практическая реализация в турбинах:
а — схема образования зарядов в паровом потоке; б — конструкция зонда (1 — поток, приходящий на зонд;
2 — водяная пленка; 3 — изолятор; 4 — корпус; 5 — вывод зонда); в — стационарный электрический зонд
за рабочим колесом турбины

ни наиболее опасные, с точки зрения эрозионного износа лопатки, режимы эксплуатации
турбин.

Такой подход контроля концентрации крупнодисперсной влаги имеет большое практи-
ческое значение при выборе оптимальных режимных параметров эксплуатации турбин. По
рекомендациям, изложенным в [7], с целью максимального использования теплоты фазо-
вого перехода на переменных режимах рекомендуется снижать до оптимального уровня
температуру вторичного пара. В реальных условиях эксплуатации это повышает эконо-
мичность турбоустановок на 1–1,5%. В масштабах Украины это позволит получить без су-
щественных капитальных затрат экономию топлива 380 000–570 000 т в год. К сожалению,
в настоящее время существует общепринятое мнение, что уменьшение температуры вторич-
ного пара приводит к увеличению влажности, а значит — к увеличению крупнодисперсной
влаги и активизации эрозионного износа. Именно это обстоятельство и сдерживало реали-
зацию указанной выше рекомендации. Исследования, проведенные на натурных объектах
с помощью разработанного зонда, показали, что уменьшение температуры вторичного пара
хотя и увеличивает влажность, но при этом приводит к перераспределению концентрации
мелко- и крупнодисперсной влаги и не всегда приводит к увеличению последней, а чаще —
наоборот [7].
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Рис. 4. “Игольчато-пилообразный” рельеф эродированной поверхности лопаток

Поэтому появившаяся возможность контролировать изменение концентрации эрозион-
ноопасной влаги по сравнению с максимально допустимой дает возможность обоснованно
осуществлять выбор оптимальных режимов эксплуатации с точки зрения экономичности
и надежности.

Проведенные экспериментальные исследования показали возможность использовать ин-
формацию об электрической составляющей пара также для определения неравномерности
скорости потока на входе в конденсатор с применением простейших конструкций зондов
на постоянной и длительной основе, фиксировать аномальные случаи вибрации лопаток
и конструктивные изменения элементов турбины и др.

Электрофизические явления играют немаловажную роль и в понимании процессов, свя-
занных с конструкционной прочностью и разрушением элементов турбомашин.

Анализ существующих представлений физических процессов каплеударной эрозии ме-
таллов [8] показывает, что, несмотря на определенные успехи в создании матмоделей и про-
граммных продуктов, позволяющих оценивать вероятность эрозионного износа турбинных
лопаток, природа этого явления до конца не выявлена.

В настоящее время прогнозирование кинетики эрозионного разрушения рабочих лопа-
ток и оценки их долговечности осуществляется на основе явлений, вызванных упруго-плас-
тическими деформациями от поверхностных колебаний (волн Релея) и приводящих к уста-
лостным разрушениям. При этом на обоснование и анализ механизма возникновения раз-
витого “игольчато-пилообразного” рельефа эродированной поверхности лопаток должного
внимания не обращали (рис. 4).

На наш взгляд, такой рельеф поверхности лопатки объяснить только механическим воз-
действием нельзя. Комплексные исследования электрофизических процессов, возникающих
в последних ступенях и в выхлопной части турбин [3], показывают, что каплеударная эро-
зия — это сложный механо-электрохимический процесс разрушения материала. Возникаю-
щие в паровом потоке электрические явления могут вызвать:

катодное наводораживание металла и, как следствие, проявление водородной хрупкости;
электроэрозионное или электроискровое разрушения;
локальный ВЧ нагрев металла до температуры фазово-структурных повреждений;
разрушение металла по механизму анодного растворения.
Таким образом, одним из основных, после прямого механического воздействия, факто-

ров разрушения материала турбинных лопаток является электрохимический.
Все эти явления и, в большей мере, катодное наводораживание, играют существенную

роль в разрушении металла и образовании конфигурации лопаток в виде игло-пилообраз-
ной поверхности. Понимание явлений электрохимической коррозии позволяет предложить
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практические рекомендации с тем, чтобы исключить негативные последствия деградации
конструкции, например, путем нейтрализации зарядов, нагрева поверхности направляющих
лопаток и др.

Все вышеприведенные исследования проводились на стендах ИПМаш НАН Украины
и на ТЭЦ и ТЭС в Украине, России, США. В результате этих исследований были при-
ведены в соответствие с реальными условиями матмодели термодинамических процессов,
протекающих в турбинах; предложены практические рекомендации повышения КПД тур-
боблоков за счет управления тепловыми процессами на 0,5–0,7%, а с учетом использования
рекомендаций по выбору оптимальных режимов — более чем на 1%; созданы новые спосо-
бы диагностики характеристик двухфазного парового потока; представлена и обоснована
методология электрохимической коррозии металлических конструкций, ранее не рассмат-
риваемая в теории турбомашин.

На базе этих результатов впервые в теории и инженерной практике создания и эксплуа-
тации турбомашин сформировалось новое научное направление — теплоэлектрофизика [3],
основоположниками которого являются украинские ученые.
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Електрофiзичнi аспекти в теорiї створення та експлуатацiї парових
турбiн

Подано новий науковий напрям в теорiї парових турбiн — теплоелектрофiзика. Вперше
тепловi процеси, що вiдбуваються в парових турбiнах, розглядаються з урахуванням елект-
рофiзичних явищ i оцiнки їх впливу на економiчнiсть та надiйнiсть. На цiй основi запро-
поновано практичнi рекомендацiї пiдвищення ККД турбоустановок, створено новi спосо-
би дiагностики характеристик двофазного потоку, наведено i обгрунтовано методологiю
електрохiмiчної корозiї металевих конструкцiй.
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Corresponding Member of the NAS of Ukraine A.A. Tarelin

Electrophysical aspects in the theory of design and operation of steam
turbines

The article introduces a new scientific direction in the theory of steam turbines such as heat-electro-
physics. Thermal processes that occur in steam turbines are examined considering, for the first time,
the electrophysics phenomena with evaluation of their influence on the efficiency and the reliability.
On this basis, the practical recommendations on increasing the turbo-installation efficiency factor
are proposed. The new methods of diagnostics of two-phase flow data are created. A methodology
of electrochemical corrosion of metallic constructions is introduced and validated.
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Водовугiльна суспензiя з позицiї теорiї агрегативної

стiйкостi лiофобних дисперсних систем

(Представлено академiком НАН України А.Ф. Поповим)

Показано, що застосування теорiї агрегативної стiйкостi лiофобних дисперсних систем
(теорiї ДЛФО) для аналiзу енергетичного стану твердої фази висококонцентрованих
водовугiльних суспензiй (ВВВС) є перспективним iнструментом вивчення цього об’єк-
та i може бути покладено в основу теорiї ВВВС. Подано аналiз енергетичного стану
твердої фази висококонцентрованих водовугiльних суспензiй, що дозволяє пояснити при-
роду явищ, якi мають мiсце при змiнi крупностi i поверхневого потенцiалу вугiльних
i мiнеральних частинок, гiдрофiльно-гiдрофобного балансу їх поверхнi.

Постановка проблеми та стан її дослiдження. В умовах дефiциту паливних ресурсiв
i змiни цiнової полiтики щодо нафти та газу в Українi все актуальнiшим стає збiльшен-
ня частки вугiлля у паливно-енергетичному балансi. Однiєю з перспективних технологiй
є використання як палива висококонцентрованих водовугiльних суспензiй (ВВВС). Вона,
по-перше, дозволяє одержувати стiйке транспортабельне водовугiльне паливо (ВВП), яке
може спалюватися в топках котлiв без попереднього зневоднення. По-друге, ця технологiя
вiдрiзняється значно бiльшою екологiчною чистотою [1, 2].

Разом з тим сама висококонцентрована водовугiльна суспензiя являє собою складний
об’єкт, який характеризується багатьма фiзико-хiмiчними факторами, що визначають її
агрегативну i седиментацiйну стiйкiсть та реологiчнi властивостi.

Високу стабiльнiсть i текучiсть суспензiй обумовлюють їх тиксотропнi властивостi.
Зокрема, в умовах турбулентних потокiв обернена тиксотропна вiдновлюванiсть забезпе-
чується, згiдно з теорiєю ДЛФО, коагуляцiєю дисперсної твердої фази суспензiї у положен-
нi так званої другої потенцiйної ями на кривих сумарна енергiя взаємодiї (Ec) — вiдстань
мiж частинками (h) [3–5].

Теоретичнi основи тиксотропних рiдинних систем базуються на основних положеннях
колоїдної хiмiї, розроблених в роботах [3, 4, 6, 7]. Теорiя водовугiльних суспензiй наразi
знаходиться на стадiї накопичення емпiричного матерiалу i опрацювання робочих гiпотез.
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Рис. 1. Кривi потенцiйної енергiї взаємодiї двох частинок залежно вiд вiдстанi мiж ними

Метою цiєї роботи є оцiнка базисних властивостей ВВВС i тенденцiй їх змiни з позицiй
сучасної теорiї стiйкостi лiофобних дисперсних систем (теорiї ДЛФО).

Основний матерiал. Основними факторами, якi визначають поведiнку вугiльної час-
тинки у коагульованiй структурi, є: крупнiсть частинки, гiдрофiльно-гiдрофобний баланс
поверхнi частинок, загальний та електрокiнетичний потенцiал цiєї поверхнi. Характерис-
тики коагульованої тиксотропної водовугiльної системи в цiлому визначаються “глибиною”
Eм2 та координатою hм2 другої енергетичної ями (рис. 1) [4].

Сумарна енергiя Ec взаємодiї двох сферичних частинок у рiдинi, згiдно з теорiєю ДЛФО,
має двi складовi — iонно-електростатичну Ee та молекулярну дисперсiйну (ван-дер-вааль-
сову) Ед:

Ec(h) = 2πε0rϕ
2 ln[1 + exp(−χh)]− Ar

12h
, (1)

де ε0 — абсолютна дiелектрична проникнiсть води (ε0 = 7,26·10–10 Ф/м); r — радiус сферич-
них вугiльних частинок, м; ϕ — потенцiал дифузної частини подвiйного електричного шару
(ПЕШ) на поверхнi вугiльних частинок, В; χ — зворотний дебаївський радiус (обернене
значення товщини дифузного шару δ), χ = 1/λ, де λ — протяжнiсть (довжина) дифузного
шару ПЕШ (для бiльшостi випадкiв λ = 1 ·10−8 м−1); h — вiдстань мiж частинками твердої
фази у суспензiї; Ar — константа Гамакера, Дж.

Iснування другої енергетичної ями кривої Ec(h) обумовлюється тим, що крива Eд(h)
убуває за степеневим законом, а Eе(h) — за експоненцiальним, тобто остання убуває швид-
ше, нiж Eд(h) (див. рис. 1).

Розглянемо вплив зазначених вище факторiв на характер кривої Ec(h). Для цього за-
дамося вихiдними параметрами рiвняння (1).

Область варiювання крупностi (d) вугiльних частинок прийнята 10–100 мкм, що вiдпо-
вiдає основному рацiональному дiапазону крупностi твердої фази ВВВС [1, 2] i, згiдно з [5],
вiдповiдає крупностi грубодисперсних об’єктiв колоїдної хiмiї. Зауважимо, що така позицiя
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Рис. 2. Аналiтичнi залежностi Ec(h) для вугiльних частинок:
а — крупнiстю 1 — 100 мкм; 2 — 50 мкм; 3 — 10 мкм; б — при змiнi гiдрофiльно-гiдрофобного балансу
поверхнi вугiльних частинок, константа Гамакера (1 — Ar = 0,5 · 10–19 Дж; 2 — Ar = 1,5 · 10–19 Дж; 3 —
Ar = 3,5 · 10–19 Дж); в, г — для потенцiалу поверхнi вугiльних частинок (1 — 100 мВ; 2 — 50 мВ; 3 —
20 мВ) (в — загально-оглядовий масштаб кривих; г — деталiзований вiдносно осi Ec)

небездоганна, але, без сумнiву, має мiсце принаймнi для частини тонких зерен вказаного
дiапазону крупностi.

Область змiни загального потенцiалу поверхнi вугiльних частинок за [8, 9] прийнято
20–100 мВ. Константа Гамакера (Ar) для гетерогенної вугiльної поверхнi у зв’язку з рiзним
гiдрофiльно-гiдрофобним балансом змiнюється в межах (0,5 ÷ 3,5) · 10−19 Дж [4].

На рис. 2, а подано кривi Ec(h) для рiзних крупностей вугiльних частинок, одержанi
за допомогою програми MathCAD при потенцiалi ϕ = 100 мВ i константi Гамакера Ar =
= 3,5 · 10−19 Дж.

Як видно, зi збiльшенням крупностi вугiльних зерен збiльшується енергетичний бар’єр
вiдштовхування i одночасно зростає глибина “другої потенцiальної ями”. Перше вiдзначене
явище — збiльшення енергетичного бар’єра вiдштовхування — обумовлює зростання агре-
гативної стiйкостi, оскiльки цей бар’єр перешкоджає потраплянню i незворотнiй коагуляцiї
частинок у “першiй потенцiальнiй ямi”.

Друге явище — збiльшення глибини “другої потенцiальної ями” — сприяє зростанню
стабiльностi тиксотропної структури. Чим бiльша “глибина” цiєї потенцiальної ями, тим
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бiльша енергiя взаємодiї мiж частинками в обернених коагуляцiйних структурах i тим бiль-
ша стiйкiсть ВВВС.

Розглянемо тепер вплив на енергетичний стан частинок ВВВС фактора гетерогенностi
вугiльної поверхнi. Ця гетерогеннiсть (гiдрофiльно-гiдрофобний баланс поверхнi) в теорiї
ДЛФО оцiнюється константою Гамакера (див. рiвняння (1)).

Як вiдомо [4], чим сильнiше взаємодiє вугiльна фаза з водою, тим менше константа
Гамакера Ar. Це означає, що сили притягання мiж частинками дещо зменшуються. Тобто
зростання значення константи Ar вiдповiдає збiльшенню гiдрофобних властивостей вугiль-
ної поверхнi. Одержанi нами аналiтичнi кривi Ec(h)|Ar = var, dз = 100 мкм, ϕ = 100 мВ
пiдтверджують цю тезу i показують (рис. 2, б ), що збiльшення гiдрофобних властивостей
вугiльних частинок приводить до деякого зменшення висоти енергетичного бар’єра вiд-
штовхування i, вiдповiдно, зменшення агрегативної стiйкостi ВВВС.

На рис. 2, в, г наведено кривi Ec(h) при змiнi сумарного потенцiалу поверхнi вугiльних
частинок в межах 20–100 мВ при крупностi зерен вугiлля dз = 100 мкм i константi Гамакера
Ar = 3,5 · 10−19 Дж.

Аналiз кривих показує, що збiльшення потенцiалу вугiльної поверхнi приводить до появи
i збiльшення енергетичного бар’єра вiдштовхування. Цей бар’єр з’являється при ϕ ≈ 50 мВ.
При ϕ < 50 мВ водовугiльна суспенцiя агрегативно нестiйка. Її зерна пiд дiєю дисперсiй-
них ван-дер-ваальсових взаємодiй незворотно коагулюють мiж собою i суспензiя розшаро-
вується.

При ϕ > 50 мВ спостерiгається два характерних ефекти. По-перше, iстотно зростає ви-
сота енергетичного бар’єра вiдштовхування, що вiдповiдно збiльшує агрегативну стiйкiсть
ВВВС. По-друге, координата другої енергетичної ями hм2 змiщується вправо. Це призво-
дить до збiльшення вiдстанi мiж вугiльними частинками, якi фiксуються у другiй потен-
цiйнiй ямi тиксотропної структури. Наслiдком цього є збiльшення для вугiлля з вiдносно
великим поверхневим потенцiалом частки води в складi ВВВС (i, вiдповiдно, зменшення
концентрацiї в нiй твердої фази).

Вплив на тиксотропнi властивостi ВВВС мiнеральної складової. Проаналiзує-
мо вплив на тиксотропнi властивостi висококонцентрованих водних суспензiй мiнеральної
складової твердої фази.

За даними [10], мiнеральна складова енергетичного вугiлля Донбасу, що може бути ви-
користане для приготування ВВВС, в основному представлена монтморилонiтом, каолiнi-
том, гiдрослюдою та кварцом. Зауважимо, що у ВВВС як тиксотропної структури можна
видiлити декiлька видiв контактних взаємодiй: вугiльне зерно–вугiльне зерно, мiнераль-
не зерно–мiнеральне зерно, вугiльне зерно–мiнеральне зерно. Вiдповiднi ланцюжки i про-
сторовi структури цих зерен можуть утворювати локальнi характернi зони в тиксотроп-
нiй структурi ВВВС. Зони представленi тiльки контактними взаємодiями типу вугiльне
зерно–вугiльне зерно, розглянутi нами вище.

Проаналiзуємо тепер випадок контактних взаємодiй типу мiнеральне зерно–мiнеральне
зерно. Для цього задамося вихiдними параметрами рiвняння (1). Область варiювання круп-
ностi (d) мiнеральних частинок прийнята 1–10 мкм, що вiдповiдає реальному дiапазону
крупностi мiнеральної компоненти ВВВС [5]. Область змiни загального потенцiалу поверх-
нi мiнеральних частинок за [11, 12] прийнято 40–200 мВ. Значення константи Гамакера (Ar)
для гiдрофiльної мiнеральної поверхнi за [12] можна прийняти в межах (0,2–2,0) ·10−19 Дж.
Зворотний дебаївський радiус χ, згiдно з [12], не залежить вiд густини поверхневого заряду
i потенцiалу поверхнi зерна, а є лише функцiєю заряду iонiв ПЕШ i їх концентрацiї. Товщи-

98 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №5



Рис. 3. Аналiтичнi залежностi Ec(h):
а, б — при крупностi мiнеральних частинок 1 мкм (крива 1 ); 3 мкм (крива 2 ); 6 мкм (крива 3 ); 10 мкм
(крива 4 ) (а — загальнооглядовий масштаб кривих; б — деталiзований вiдносно осi Ec); в, г — при змiнi
потенцiалу поверхнi мiнеральних частинок в межах 50–200 мВ: 1 — 50 мВ; 2 — 100 мВ; 3 — 150 мВ; 4 —
200 мВ (в — загальнооглядовий масштаб кривих; г — деталiзований вiдносно осi Ec)

на дифузного шару ПЕШ для мiнеральних зерен у водi, за даними [12], знаходиться в межах
δ = 1–1000 нм. Вiдповiдно зворотний дебаївський радiус χ варiює в межах 109–106 м−1. На
рис. 3, а, б подано кривi Ec(h) для рiзних крупностей частинок при ϕ = 100 мВ i конс-
тантi Гамакера Ar = 1 · 10−19 Дж. Як видно, зi збiльшенням крупностi мiнеральних зерен
збiльшується енергетичний бар’єр вiдштовхування i одночасно зростає глибина “другої по-
тенцiальної ями”. Перше вiдзначене явище — збiльшення енергетичного бар’єра вiдштов-
хування — обумовлює зростання агрегативної стiйкостi, оскiльки цей бар’єр перешкоджає
потраплянню i незворотнiй коагуляцiї частинок в “першiй потенцiальнiй ямi”. Друге яви-
ще — збiльшення глибини “другої потенцiальної ями” — сприяє зростанню стабiльностi тик-
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сотропної структури мiнеральної суспензiї. Чим бiльша “глибина” цiєї потенцiальної ями,
тим бiльша енергiя взаємодiї мiж частинками в обернених коагуляцiйних структурах i тим
бiльша стiйкiсть суспензiї мiнеральних частинок.

Вiдзначенi закономiрностi аналогiчнi встановленим нами для вугiльних частинок, тобто
вони мають унiверсальний характер для всiєї твердої фази ВВВС. Разом з тим, в реаль-
них умовах внаслiдок меншої крупностi мiнеральних зерен i меншого значення константи
Гамакера, яка вiддзеркалює фiзико-хiмiчнi властивостi твердої поверхнi речовини, висота
енергетичного бар’єра вiдштовхування мiнеральних частинок iстотно менша, нiж для ву-
гiльних зерен ВВВС (вiд декiлькох разiв до 10). Це обумовлює їх бiльшу схильнiсть до
незворотної коагуляцiї у першому енергетичному мiнiмумi.

На рис. 3, в, г наведено кривi Ec(h) при змiнi сумарного потенцiалу поверхнi мiнеральних
частинок в межах 50–200 мВ при крупностi зерен dз = 5 мкм i константi Гамакера Ar =
= 1 · 10−19 Дж.

Аналiз одержаних кривих показує, що збiльшення потенцiалу мiнеральної поверхнi при-
водить до появи i збiльшення енергетичного бар’єра вiдштовхування. Цей бар’єр так само,
як i для вугiльних зерен, з’являється при ϕ ≈ 50 мВ. При ϕ < 50 мВ мiнеральна суспензiя
агрегативно нестiйка. Її зерна пiд дiєю дисперсiйних ван-дер-ваальсових взаємодiй незво-
ротно коагулюють мiж собою i мiнеральна суспензiя розшаровується.

При ϕ > 50 мВ, як i у випадку пари вугiльне зерно–вугiльне зерно, для розглядуваної
пари мiнеральне зерно–мiнеральне зерно спостерiгається два характерних ефекти. По-пер-
ше, iстотно зростає висота енергетичного бар’єра вiдштовхування, що, вiдповiдно, збiльшує
агрегативну стiйкiсть мiнеральної суспензiї. По-друге, координата другої енергетичної ями
hм2 змiщується вправо. Це призводить до збiльшення вiдстанi мiж мiнеральними частин-
ками, якi фiксуються у другiй потенцiйнiй ямi тиксотропної структури. Наслiдком цього
є збiльшення для мiнеральної компоненти з вiдносно великим поверхневим потенцiалом
частки води в складi суспензiї (i, вiдповiдно, зменшення концентрацiї в нiй твердої фази).

Одержанi данi показують, що тенденцiї поведiнки кривих Ec(h) при змiнi сумарного
потенцiалу поверхнi мiнеральних i вугiльних частинок однаковi. Для прийнятих реальних
умов ВВВС у випадку мiнеральних частинок висота енергетичного бар’єра вiдштовхуван-
ня порiвняно з вугiльними зернами при рiвних значеннях потенцiалу поверхнi зменшуєть-
ся приблизно на порядок. Тобто ще раз пiдтверджується, що мiнеральна суспензiя бiльш
схильна до незворотної коагуляцiї в першому енергетичному мiнiмумi.

Корисним є також аналiз впливу на енергетичний стан мiнеральної суспензiї природи
частинок, якi її складають. Вiдмiннiсть у речовинному складi мiнеральної компоненти сус-
пензiї у теорiї ДЛФО оцiнюється константою Гамакера.

Як вiдомо [4], чим сильнiше взаємодiє мiнеральна фаза з водою, тим менше константа
Гамакера Ar, тобто сили притягання мiж частинками суспензiї зменшуються. Зростання
значення константи Ar вiдповiдає збiльшенню гiдрофобних властивостей мiнеральної по-
верхнi. Одержанi нами аналiтичнi кривi Ec(h) при змiнi Ar у дiапазонi (0,2–2,0) · 10−19 Дж,
а також dз = 5 мкм, ϕ = 100 мВ пiдтверджують цю тезу i показують, що збiльшення
гiдрофобних властивостей мiнеральних частинок приводить до деякого зменшення висо-
ти енергетичного бар’єра вiдштовхування i, вiдповiдно, зменшення агрегативної стiйкостi
мiнеральної суспензiї.

Як видно з рис. 4, збiльшення константи Гамакера супроводжується зростанням гли-
бини другого енергетичного мiнiмуму, тобто зростання ймовiрностi та мiцностi фiксацiї
мiнеральних частинок суспензiї у другому потенцiйному мiнiмумi.

100 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №5



Рис. 4. Аналiтичнi залежностi Ec(h) при змiнi константи Гамакера для мiнеральних частинок: 1 — Ar =
= 0,2 · 10−19 Дж; 2 — Ar = 0,8 · 10−19 Дж; 3 — Ar = 1,4 · 10−19 Дж; 4 — Ar = 2,0 · 10−19 Дж (а —
загально-оглядовий масштаб кривих; б — деталiзований вiдносно осi Ec)

Таким чином, спостерiгаються двi протилежнi тенденцiї впливу природи мiнеральної
речовини на характеристики суспензiї. З одного боку, при зростаннi Ar знижується агре-
гативна стiйкiсть суспензiї до незворотної коагуляцiї, а з iншого — зростають тиксотропнi
властивостi мiнеральної суспензiї (утворення просторової “сiтки” мiнеральних зерен, фiксо-
ваних у другiй потенцiйнiй ямi).

Зауважимо, що друга тенденцiя переважає над першою, а саме, при одних i тих же
умовах збiльшення глибини другої потенцiйної ями становить близько 10 разiв, а зменшення
висоти потенцiйного бар’єра вiдштовхування — тiльки 1,5 раза.

Вiдзначена суттєва рiзниця у поведiнцi мiнеральних зерен рiзної природи у другiй по-
тенцiйнiй ямi пiдтверджується даними емпiричних дослiджень [10]. Тобто речовинний склад
мiнеральної компоненти ВВВС є окремим фактором впливу на тиксотропнi характеристи-
ки водовугiльної суспензiї.

На закiнчення зробимо такi висновки.
1. Застосування теорiї ДЛФО для аналiзу енергетичного стану твердої фази висококон-

центрованих водовугiльних суспензiй є перспективним iнструментом вивчення цього об’єкта
i може бути покладено в основу теорiї ВВВС. Зокрема, застосування теорiї ДЛФО дозво-
ляє пояснити природу явищ, якi мають мiсце при змiнi крупностi i поверхневого потенцiалу
вугiльних i мiнеральних частинок, гiдрофiльно-гiдрофобного балансу їх поверхнi.

2. Як показує аналiз одержаних нами енергетичних кривих Ec(h), при вiдносно малих
поверхневих потенцiалах вугiльних частинок (ϕ < 50 мВ) водовугiльна суспензiя агрега-
тивно нестiйка.
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3. Збiльшення потенцiалу частинок грубодисперсних колоїдних систем в областi ϕ >
> 50 мВ приводить до збiльшення агрегативної стiйкостi водовугiльних суспензiй. Разом
з тим, для вугiлля з поверхневим потенцiалом ϕ > 50 мВ спостерiгається збiльшення вiд-
станi мiж вугiльними частинками при їх фiксацiї у “другiй потенцiальнiй ямi” енергетичних
кривих Ec(h), що обумовлює збiльшення частки води в складi ВВВС.

4. Зростання гiдрофобностi вугiльної поверхнi приводить до деякого зменшення агре-
гативної стiйкостi ВВВС.

5. Речовинний склад мiнеральної компоненти ВВВС є окремим фактором впливу на
тиксотропнi характеристики водовугiльної суспензiї.

Напрями подальших дослiджень. Залишається нерозвинутим ряд аспектiв теорiї
агрегативної стiйкостi висококонцентрованих водовугiльних суспензiй у динамiчних умовах.
Крiм того, перспективним видається i напрям дослiдження впливу на властивостi ВВВС
чинникiв механо-хiмiчної деструкцiї твердої фази, а також розкриття пор.
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В.С. Билецкий, А. А. Круть, П.В. Сергеев

Водоугольная суспензия с позиции теории агрегативной стойкости
лиофобных дисперсных систем

Показано, что применение теории агрегативной стойкости лиофобных дисперсных систем
для анализа энергетического состояния твердой фазы высококонцентрированных водоуголь-
ных суспензий (ВВС) является перспективным инструментом изучения этого объекта
и может быть положено в основу теории ВВС. Приведенный анализ энергетического со-
стояния твердой фазы ВВС позволяет пояснить природу явлений, которые имеют место
при изменении крупности, поверхностного потенциала угольных и минеральных частиц,
гидрофильно-гидрофобного баланса их поверхности.
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V. S. Bilecky, O.A. Krut’, P.V. Sergeev

Coal water slurry considered from the standpoint of the theory of
aggregative stability of lyophobic disperse systems

It is shown that the use of the theory of aggregative stability of lyophobic disperse systems for the
analysis of an energy state of the solid phase of a high-concentrated coal water slurry (CWS) is a
promising tool to study this subject, and it can be used as a basis of the CWS-theory. The analysis
of an energy state of the solid phase of a high-concentrated CWS is given allowing the explanation
of the nature of phenomena that occur while changing the size and the surface potential of coal and
mineral particles as well as hydrophilic/hydrophobic balance of their surface.
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Структурнi основи створення хромової карбiдосталi

евтектичного типу з пiдвищеною зносостiйкiстю

(Представлено академiком НАН України С.О. Фiрстовим)

За простою технологiєю отримано новий дешевий матерiал типу карбiдосталi з висо-
кими зносостiйкими властивостями. Дослiдження показали, що в результатi гарячого
пресування та термообробки в отриманому матерiалi формується досить складна ге-
терофазна структура внаслiдок одночасного проходження процесiв гарячої деформацiї,
дифузiї та синтезу карбiдiв.

Як вiдомо, iснує принципова можливiсть досягнення високої працездатностi в умовах сухого
тертя дисперсних двофазових евтектичних матерiалiв, що характеризуються однорiднiс-
тю структури, низькою крихкiстю та задовiльною в’язкiстю. Опiр матерiалу руйнуванню
тертям у них досягається завдяки створенню композитної системи з пластичної матрицi
та рiвномiрно розподiлених твердих дисперсних фаз. Тиск при цьому концентрується на
твердих частинках (змiцнювальних фазах), що забезпечують невеликий коефiцiєнт тертя
та високий опiр злипанню.

До подiбних композицiйних матерiалiв вiдносяться також карбiдосталi, що складаються
з карбiду переважно вiд 20 до 70% (за масою) та сталевої основи [1]. Ранiше було показано
ефективнiсть використання карбiдiв хрому для створення карбiдосталей конструкцiйно-
го призначення [2, 3]. В Iнститутi проблем матерiалознавства iм. I.М. Францевича НАН
України проводились дослiдження по розробцi карбiдосталi на основi нержавiючих сталей
з домiшками карбiду хрому (Cr3C2). Матерiал отримували спiканням пресовок iз сумiшi
порошкiв нержавiючих сталей та Cr3C2 у вакуумi або воднi при температурi 1200–1240 ◦C
з витримкою 2 год. Пористiсть пiсля спiкання становила 14–24%. Було встановлено наяв-
нiсть взаємодiї карбiдiв хрому з основою, ефективнiсть якої залежить вiд дисперсностi кар-
бiдних включень [3]. Цi самi матерiали з домiшкою 15% Cr3C2 отримували також гарячою
штамповкою при 1150 ◦C спечених при 1000–1240 ◦C пресовок [4]. Пористiсть штамповок
5–6%, твердiсть пiсля термообробки 30–40 HRC.

Нами запропоновано спосiб отримання хромової карбiдосталi методом гарячого пресу-
вання, використовуючи як вихiднi матерiали порошки феросплаву марки Х30 та графiту.
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Рис. 1. ВДТА хромової карбiдосталi, отриманої гарячим пресуванням при 1200 ◦С та τ = 10 хв

Це дозволяє синтезувати карбiди безпосередньо при компактуваннi. Таким чином мож-
на полiпшити взаємозв’язок карбiдiв з основою, дисперснiсть структури та, як наслiдок,
механiчнi властивостi матерiалу. Крiм того, в системi Fe−Cr3C2 iснує евтектика [3], тому
можливо отримати практично повнiстю евтектичну структуру карбiдосталi, якщо масовий
вмiст Cr3C2 буде ∼30%, що дозволить пiдвищити функцiональнi властивостi та розширити
сфери застосування цього виду зносостiйких матерiалiв.

Матерiали та методика дослiджень. Було пiдготовлено сумiш порошкiв ферохрому
марки Х30 та графiту для отримання карбiдосталi з 30% за масою Cr3C2. Методом гаря-
чого пресування при температурах 1200 й 1250 ◦C та витримцi 10–20 хв отримано зразки
карбiдосталi з твердiстю 44–48 HRC. Здiйснювався також додатковий дифузiйний вiдпал за
режимом: нагрiв до 1100 ◦С з пiччю, витримка 5 год, охолодження на повiтрi (зразок був
запаяний у кварцову ампулу з вiдкачкою вакууму до 10−1–10−2 мм рт. ст.).

Пiсля кожного режиму гарячого пресування i термообробки проводилось дослiдження
структури за допомогою рентгенофазового аналiзу. Мiкроструктуру отриманого матерiалу
вивчали методами свiтлової та растрової мiкроскопiї. Мiкротвердiсть структурних скла-
дових вимiрювали на мiкротвердомiрi ПМТ-3. Крiм структурних дослiджень, проведено
термiчний аналiз матерiалу, отриманого при температурi 1200 ◦C та витримцi 10 хв.

Випробування на зносостiйкiсть здiйснювалось за експресним методом, розробленим
у нашому iнститутi, за схемою вал — вкладиш без мастила. Зразок дослiдного матерiа-
лу — хромової карбiдосталi, що отримано гарячим пресуванням при температурi 1200 ◦С
та витримцi 20 хв, зусиллям P = 5 кг притискався до контртiла iз сталi марки 65Г. Тер-
тя здiйснювали при трьох швидкостях — 5, 10 й 15 м/с, шлях тертя становив 2 й 25 км.
Зносостiйкiсть оцiнювали за коефiцiєнтом тертя та втратою маси зразка на кiлометр шляху.

Обговорення результатiв дослiджень. Порiвнюючи данi ВДТА (рис. 1) з квазiбi-
нарним розрiзом Fe−Cr3C2 [3] дiаграми стану системи Fe−Cr−C, можна стверджувати, що
отриманий матерiал має склад, близький до евтектичного. Його плавлення починається вже
при температурах 1200–1225 ◦С. Кривi плавлення та кристалiзацiї свiдчать про гетерофаз-
нiсть композита. Є двi окремi стадiї плавлення: I — карбiдної евтектики, що закiнчується
при 1290–1300 ◦С; II — металевої основи (починається при 1350 ◦С). Крiм того, при плав-
леннi мiж цими основними стадiями iснують щонайменше ще два пiки, якi можуть означати
присутнiсть та розчинення рiзних карбiдiв хрому в рiдкiй фазi. Весь процес плавлення за-
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Рис. 2. Рентгенограми (CuKα-випромiнювання) вихiдного матерiалу i карбiдосталi при рiзних режимах
гарячого пресування та пiсля термообробки:
порошок марки Х30 (а); гаряче пресування при 1200 ◦C, τ = 10 хв (б ); 1250 ◦C, τ = 10 хв (в); дифузiйний
вiдпал при 1100 ◦C, 5 год (г)

кiнчується при 1435 ◦С. На вiдмiну вiд плавлення кристалiзацiя має два бiльш чiткi пiки,
тому що завдяки дифузiї у рiдкiй фазi вiдбулося вирiвнювання складу. Дiаграма стану та
крива нагрiву показують також, що в даному матерiалi вiдбувається фазове перетворення
в твердому станi в областi температур 750–850 ◦С, яке можна використовувати при термiч-
нiй обробцi для додаткового змiцнення отриманого матерiалу.

Рентгенофазовим аналiзом вихiдного порошку марки Х30 встановлено, що матерiал
основи має об’ємноцентровану гратку (рис. 2, а), тобто є хромистим феритом з парамет-
ром гратки aX30 = 0,287 нм. Матриця отриманого матерiалу зберiгає об’ємноцентровану
гратку, проте вже при температурi гарячого пресування 1200 ◦C та витримцi 10 хв внас-
лiдок дифузiї та насичення її вуглецем утворюються також γ-фаза й Cr3C2, що засвiдчує
поява вiдповiдних лiнiй Cr3C2 та залишкового аустенiту на рентгенограмi (див. б на рис. 2).
Можна припустити присутнiсть у зразках вiльного вуглецю, який неможливо виявити че-
рез низьку iнтенсивность його рентгенiвських лiнiй. Крiм того, вiрогiдна наявнiсть нижчого
карбiду Cr7C3, оскiльки найiнтенсивнiшi його лiнiї майже збiгаються з першими iнтенсив-
ними лiнiями γ- та α-фаз i перекриваються ними.

При пiдвищеннi температури або витримки (див. в на рис. 2) лiнiї карбiдiв стають iн-
тенсивнiшими. Це означає, що бiльш повно проходить дифузiя та процес їх синтезу. В ре-
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Рис. 3. Структура отриманої гарячим пресуванням карбiдосталi з карбiдами хрому:
а, б — зйомка в свiтловому мiкроскопi; в, г — растрове електронно-мiкроскопiчне зображення структури
карбiдосталi (в режимi “compo” (в); зйомка у хромовому випромiнюваннi (г))

зультатi вiдпалу зменшується уширення рентгенiвських лiнiй внаслiдок зняття внутрiшнiх
напружень. Видно, що кiлькiсть та iнтенсивнiсть лiнiй Cr3C2 на рентгенограмi пiсля вiд-
палу ще збiльшується (див. г на рис. 2). Твердiсть вiдповiдно зростає до 52–55 HRC. Пiд-
вищення твердостi матерiалу та iнтенсивностi карбiдних лiнiй можна пояснити видiленням
вторинних карбiдiв у процесi вiдпалу.

При зйомцi зразкiв у растровому електронному мiкроаналiзаторi Super Probe 733 у ре-
жимi “compo” i Cr-випромiнюваннi виявляється неоднорiднiсть матерiалу по хрому (див. в, г
на рис. 3). Результати дослiджень показують, що мiкроструктура пiсля гарячого пресуван-
ня даного виду карбiдосталi складається переважно з дiлянок карбiдної евтектики. Крiм
пластинчастих та зернистих карбiдiв хрому в структурi присутня α-фаза у виглядi про-
шаркiв хромистого фериту карбiдної евтектики i дiлянок мартенситу, а також високовуг-
лецевий аустенiт з дисперсними видiленнями вторинних карбiдiв та залишки графiту. Мiк-
ротвердiсть отриманого матерiалу представлено в табл. 1. Спостерiгаються вiдхилення її
значень у структурних складових, що пояснюється наявнiстю багатьох фаз та їх неодно-
рiднiстю.

Стадiї фазових та карбiдних перетворень в процесi отримання карбiдосталi можна пред-
ставити в такiй послiдовностi. Через низьку розчиннiсть вуглецю в α-фазi його дифузiя не
могла б бути достатньо активною, якби не дефекти кристалiчної гратки, що виникають
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у ходi деформацiї. Внаслiдок цього, значне перенасичення приводить до утворення Cr3C2

з орторомбiчною граткою, що зароджується на дефектах ОЦК-гратки металевої основи та
має з нею когерентний зв’язок. При подальшiй дифузiї i вiдповiднiй температурi вiдбуваєть-
ся перебудова гратки в γ-фазу, розчиннiсть вуглецю в якiй значно вища. Оскiльки Cr3C2

є термодинамiчно нестiйким при наявностi в системi залiза та хрому, за бiльшої витримки
при гарячому пресуваннi створюються умови його переходу в нижчiй, бiльш стiйкий, Cr7C3,
що має гексагональну гратку i когерентний зв’язок з ГЦК-граткою аустенiту [5, 6].

В отриманiй карбiдосталi при досить короткочаснiй iзотермiчнiй витримцi при гарячому
пресуваннi не проходить повнiстю дифузiя мiж карбiдною i металевою складовими, тому
в карбiднiй фазi крiм Cr7C3 залишається також Cr3C2, який не провзаємодiяв з основою.
Тому вказана температура та витримка не забезпечують повнiстю врiвноваженого стану,
i для даного матерiалу необхiдний дифузiйний вiдпал. У процесi вiдпалу кiлькiсть та роз-
мiри первинних карбiдiв в евтектицi збiльшуються за рахунок часткової перекристалiза-
цiї Cr3C2 у Cr7C3 та розчинення атомiв Fe в останньому i утворення складного карбiду
(Cr,Fe)7C3, вiдбувається також коагуляцiя карбiдiв. Беручи до уваги, що Cr3C2 не має
областi гомогенностi i практично не розчиняє в собi залiза, карбiдна складова композита
є вищим карбiдом та (Cr,Fe)7C3, в якому до 60% атомiв Cr можуть бути замiщенi атомами
Fe [5], що призводить до деякого зниження твердостi. Стадiї карбiдних перетворень у хо-
дi дифузiйного вiдпалу можна представити таким чином: Cr3C2 → Cr7C3 → (Cr,Fe)7C3.
Мiкротвердiсть первинних карбiдiв при цьому змiнюється вiд 20 до 15 ГПа залежно вiд їх
складу, зокрема вiд спiввiдношення хрому та залiза.

На ряду з цим у дiлянках аустенiту, збагачених вуглецем, у процесi вiдпалу утворюють-
ся вториннi карбiди, що видiляються з пересиченого твердого розчину. Цi дисперснi кар-
бiди (розмiром менше 1 мкм), що рiвномiрно розподiленi в металевiй матрицi, можна ви-
явити тiльки методами електронної мiкроскопiї [5]. Вони пiдвищують мiкротвердiсть ме-
талевої фази, а потрапляючи в пляму мiкрозонда, завищують результати вимiрiв кiлько-
стi хрому, залiза й вуглецю в нiй. Таким чином, видiлення вторинних карбiдiв мiкронно-
го розмiру в структурi хромової карбiдосталi проявляється у виглядi ефекту дисперсного
змiцнення металевої основи, що розширює перспективи використання даного типу карбi-
досталi. Для уточнення карбiдного складу, механiзмiв утворення карбiдiв, їх розчинення
та перекристалiзацiї потрiбнi додатковi електронно-мiкроскопiчнi дослiдження. Оскiльки
отримана карбiдосталь може бути вiдносно дешевим замiнником зносостiйких матерiалiв
на основi нержавiючих сталей та твердих сплавiв, що працюють в умовах абразивного зно-
шування, сухого тертя або обмеженої подачi мастила, важливо було дослiдити її триботех-
нiчнi властивостi. Отриманi результати представлено в табл. 2 у порiвняннi з контрольним
зразком, яким в даному випробуваннi був твердий сплав ВК8.

Таблиця 1. Мiкротвердiсть карбiдосталi пiсля гарячого пресування та термообробки

Стан Фаза Hµ100, МПа

Пiсля гарячого пресування Феритнi прошарки 4625
Карбiдна евтектика 6370
Карбiди та аустенiт з вторинними карбiдами 7880

Пiсля вiдпалу Ферит + мартенсит 7350
Карбiдна евтектика 9660
Аустенiт з вторинними карбiдами 12070
Карбiди 17145
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Таблиця 2. Триботехнiчнi характеристики хромової карбiдосталi, отриманої гарячим пресуванням при
1200 ◦С впродовж 20 хв

Матерiал
Швидкiсть
обертання,

м/с

Шлях тертя,
км

Коефiцiєнт
тертя

Втрата маси,
10−3 г/км

Хромова карбiдосталь 5 2 0,36 0,875
10 2 0,33 1,475
15 25 0,32 0,556

ВК8 15 25 0,36 0,575

Iз зростанням швидкостi обертання швидше вiдбувається прироблення пари i коефiцiєнт
тертя зменшується. При збiльшеннi шляху тертя зменшуються втрати маси в розрахунку
на кiлометр. При бiльш жорстких режимах тертя (високих швидкостях обертання) може
вiдбуватися деформацiйне γ → α перетворення матрицi та додаткове змiцнення матерiалу
завдяки утворенню мартенситу, що пiдвищує його триботехнiчнi властивостi. В отриманiй
карбiдосталi графiт, який залишається в структурi та потрапляє в зону тертя в процесi
зношування матерiалу, може виконувати роль твердого мастила.

Результати випробувань показали, що отримана хромова карбiдосталь має досить високi
триботехнiчнi характеристики, що перевищують за дослiджуваними показниками твердий
сплав ВК8. Якщо ж порiвнювати її з карбiдосталлю, отриманою спiканням у вакуумi при
1220–1240 ◦С, на основi нержавiючої сталi марки Х18Н15 з 30% Cr3C2 та домiшкою 5%
MoS2, що виконує роль твердого мастила, то коефiцiєнти тертя останньої за аналогiчних
умов становлять 0,35–0,41 [3].

Таким чином, хромова карбiдосталь евтектичного складу має оптимальне спiввiдношен-
ня карбiдної та металевої складової, для того щоб створити матрично-наповнену, а не кар-
бiдно-каркасну, мiкроструктуру з рiвномiрним розподiлом дрiбних карбiдiв, що забезпечує
шаржування поверхнi та знижує частку крихкого руйнування в зонi тертя. Найоптималь-
нiшим режимом отримання карбiдосталi цього типу є гаряче пресування при температу-
рi 1200 ◦С з витримкою 15–20 хв, оскiльки при бiльш високих температурах можлива поява
великої кiлькостi рiдкої фази.
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О.М. Шевченко

Структурные основы создания хромовой карбидостали
эвтектического типа с повышенной износостойкостью

По простой технологии был изготовлен новый дешевый материал типа карбидостали с вы-
сокими износостойкими свойствами. Исследования показали, что в результате горячего
прессования и термообработки в полученном материале формируется довольно сложная
гетерофазная структура вследствие одновременного прохождения процессов горячей дефор-
мации, диффузии и синтеза карбидов.

О.М. Shevchenko

Structural bases of the creation of chromium carbide steel of the
eutectic type with increased wear-resistance

A new cheap material such as carbide steel with high wear-resistant properties is obtained by a simp-
le technology. It is shown that a rather compound heterophase structure is formed in the material as
a result of the hot-pressing and the heat treatment due to the simultaneous running of the processes
of hot deformation, diffusion, and synthesis of carbides.
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Индикаторная связь долгопериодных колебаний

бериллия-10 и приземной температуры в последнем
тысячелетии

(Представлено академиком НАН Украины В. И. Старостенко)

Установлены квазипериодические колебания в вековом ходе 10Be, которые можно счи-
тать геофизическим индикатором квазипериодических колебаний приземной темпера-
туры. Полученный результат важен и потому, что он вполне обоснованно позволяет
закладывать в сценарии изменений температуры в 21 ст. колебания с периодом около
60 лет, которые явно носят природный характер и могут приводить в определенные
периоды к еще большему усилению или, наоборот, некоторому нивелированию эффекта
глобального потепления.

Космогенные радиоизотопы типа 10Be (период полураспада τ ∼ 1,5 · 106 лет), 14C (τ ∼
∼ 5,7 · 103 лет), 26Аl (τ ∼ 7,6 · 105 лет), 36Cl (τ ∼ 3,1 · 105 лет) владеют потенциальной
информацией об интенсивности потоков космического излучения, о солнечных и геомаг-
нитных модуляциях в прошлом.

Основная доля 10Be имеет космогенное земное (атмосферное) происхождение. Обра-
зование его происходит непосредственно в атмосфере, главным образом, при взаимодей-
ствии высокоэнергетических галактических лучей и, в меньшей мере, солнечных лучей
с ядрами азота и кислорода при прохождении ядерной реакции “скалывания”, т. е. реакции,
при которой от ядра-мишени отрывается несколько нуклонов. Скорость образования 10Be
в атмосфере составляет ∼8,5 · 10−2 ат/(см2 · с) [1]. Имея значительный период полураспа-
да (∼1,51 · 106 лет), 10Be депонируется в различных природных архивах: в атмосферных
осадках (снеге, льде), почве, в ледовых покровах, в донных морских и континентальных
отложениях, а также в костных системах организмов.

Среди других источников 10Be, правда незначительных, следует назвать космогенные
радионуклиды, захваченные из ближнего космоса, образованные при облучении межпла-
нетного вещества (межпланетная пыль, метеоры, кометы) потоками космических лучей,

© С. Г. Бойченко, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №5 111



а также радионуклиды литосферного происхождения , которые из-за ветровой эрозии
пород диссипируют в атмосферу (со средней скоростью около 4 · 10−4 ат/(см2 · с) [2]).

Сток 10Be из атмосферы происходит в основном в процессе влажного и, в меньшей мере,
сухого осаждения путем сорбции атмосферными аэрозолями. Скорость осаждения различ-
на в зависимости от физико-химических процессов, проходящих в атмосфере, синоптичес-
кой ситуации и от высоты слоя атмосферы, из которого происходит осаждение: в верхней
стратосфере (30–20 км) — преобладает гравитационное осаждение аэрозолей; в нижней
стратосфере — тропопаузе — верхней тропосфере (20–10 км) — частицы переносятся
атмосферной конвекцией (движениями воздушных масс); в средней и нижней тропо-
сфере (ниже 10 км) происходит осаждение аэрозолей и осевших на них нуклидов путем
вымывания атмосферными осадками [2]. Аэрозоли в этом случае либо служат непосред-
ственно ядрами конденсации, либо захватываются каплями в процессе седиментации. Мак-
симальное и наиболее динамичное вымывание частиц происходит в области облаков на
высоте 4–5 км.

Среднее время пребывания 10Be в атмосфере различно: так, в стратосфере оно со-
ставляет около года, а в тропосфере — около месяца. Максимальные концентрации 10Be
((1–250)·104ат/м3) в атмосфере приходятся на высоты 8–12 км на широтах 50–60◦, что свя-
зывают с максимумом образования и влажным осаждением на ячейке Фереля, а также
с горизонтальным переносом в направлении низких широт [2, 3].

В современной науке физико-химические свойства 10Be используют для решения сле-
дующих задач [1, 2, 4]: абсолютного датирования образцов, уточнения вариаций 14C, вос-
становления ритмов солнечной активности и определения солнечного форсинга, а также
как геохимический трассер для доказательства захвата океанических осадков в процессе
субдукции и как хронометр вулканических извержений.

Особенности колебаний содержания 10Be в последнем тысячелетии. Вековой
ход вариации 10Be в атмосфере для последних 1–2 тыс. лет был восстановлен несколькими
известными научными группами на основании замеров во льдах Центральной Антарктиды
на станциях Dome Fuji (DF2001) и PS1 и уточнен замерами на станциях Гренландии (Dye-3
и GISP-2). В данном исследовании были использованы следующие эмпирические ряды:

ряд 10Be1 восстановлен за период 843–1982 гг. [3];
ряд 10Be2 восстановлен за период 695–1882 гг. [5].
Для анализа использовались аномалии содержания 10Be для периода 1000–1850 гг., кото-

рые были стандартизированы: центрированы на линейный тренд и нормированы на общую
дисперсию за рассмотренный период. Как видно из рис. 1, для обоих эмпирических ря-
дов характерна практически линейная тенденция увеличения содержания 10Be за период
1000–1850 гг. — с трендом 0,75 и 0,14 за 1000 лет (соответственно для рядов 10Be1 и 10Be2,
нормированных на их общую дисперсию), а для солнечного форсинга характерна обратная
тенденция (−1,3 Вт · м−2/103 лет). В соответствии с результатами спектрального анализа
стандартизированных (минус линейный тренд) рядов максимальные значения амплитуды
колебаний содержания 10Be в атмосфере последнего тысячелетия приходятся на периоды
(60 ± 10), (100 ± 10), (175 ± 25) лет (рис. 2). Квазипериодические колебания с периодами
около 50–70 лет имеют, возможно, одну физическую природу, но в восстановленных рядах,
видимо, произошло расщепление волны с периодом около 60 лет.

Особенности вековых колебаний приземной температуры в последнем тыся-
челетии. Восстановление векового хода приземной температуры для последнего тысячеле-
тия проводят с помощью современных физико-химических методов, основанных на анализе
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Рис. 1. Вековой ход нормированных аномалий 10Be (1 — ряд 10Be1, 2 — ряд 10Be2, 1а и 2а — линейный
тренд для этих рядов соответственно) и солнечного форсинга (3 — значения в у. е. и 3а — линейный тренд)
в Северном полушарии за период 1000–1850 гг.

Рис. 2. Спектр Фурье аномалий 10Be (1 — ряд 10Be1, 2 — ряд 10Be2) и солнечного форсинга (3 ) в Северном
полушарии в последнем тысячелетии

изотопных соотношений водорода (Н/D) и кислорода (18O/16O) в морских и континенталь-
ных отложениях, а также во льдах Антарктиды и Гренландии. Температурные реконструк-
ции также калибруют и компилируют с помощью палеоданных, исторических рукописей
и частично данных инструментальных наблюдений.

В данном исследовании использованы восстановленные несколькими известными на-
учными группами ряды приземной температуры Северного полушария за период 1000–
1850 гг., а именно:

ряд T1 — аномалии температуры, базирующиеся на пятнадцати палеорядах разных ре-
гионов Северного полушария с разрешением от года до нескольких десятилетий [6]. Рекон-
струкции калибровались путем сопоставления с температурами для периода 1961–1990 гг.;

ряд T2 — аномалии температуры, полученные по двенадцати региональным палеорядам
с годовым разрешением [7]. Данные калибровались по инструментальным данным за период
1902–1980 гг.

В связи с тем что аномалии температуры отсчитывались авторами этих рядов от раз-
личных периодов, данные ряды были стандартизированы, а для спектрального анализа
ряды были еще и центрированы на линейный тренд.
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Рис. 3. Вековой ход нормированных аномалий приземной температуры (1 — ряд T1, 2 — ряд T2, 1а и
2а — линейный тренд для этих рядов соответственно) и солнечного форсинга (3 — значения в у. е. и 3а —
линейный тренд) в Северном полушарии за период 1000–1850 .

Рис. 4. Спектр Фурье аномалий приземной температуры (1 — ряд T1, 2 — ряд T2) и солнечного форсинга (3 )
в Северном полушарии в последнем тысячелетии

На основе анализа модифицированных рядов векового хода приземной температуры за
период 1000–1850 гг. получены оценки, близкие к оценкам, полученным ранее [8]. Таким
образом, для климата последнего тысячелетия характерны:

крупномасштабное снижение глобальной температуры с темпом ∼−0,2–0,3 ◦С/1000 лет,
связанное вероятнее всего с уменьшением эксцентриситета земной орбиты [8, 9]) (рис. 3);

долгопериодные квазипериодические колебания температуры с периодом около (175 ±
± 25) лет, развивающиеся на фоне крупномасштабного снижения температуры: потепле-
ние в раннем средневековье (малый климатический оптимум) и похолодание в позднем
средневековье (малый ледниковый период), а также квазипериодические колебания темпе-
ратуры с периодами около 50–70 лет, которые практически соответствуют и современным
колебаниям температуры с периодом около 60 лет [8] (рис. 4).

Следует отметить, что при анализе векового хода глобальной приземной температуры,
полученной путем прямых инструментальных наблюдений за период 1856–2010 гг. (пред-
ставленных в публикации [10]), установлена практически линейная тенденция к потеплению
с темпом 0,5–0,7 ◦С/100 лет, на фоне которого проявились квазипериодические колебания
с периодом около 60 лет [8, 11–13]. Однако амплитуда колебаний температуры для современ-
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ного периода примерно на порядок выше амплитуды колебаний температуры для периода
1000–1850 гг., что связано, скорее всего, со сглаживанием палеоданных при обработке. Так-
же возможно с этим связано и “расщепление” периода колебаний температуры ∼60 лет на
два ∼50 и ∼70 лет, которые имеют, видимо, одну физическую природу.

О физической природе колебаний климата в последнем тысячелетии. Коле-
бания температурного режима планеты в последнем тысячелетии связывают с долгопе-
риодными ритмами солнечной активности [1–4, 6–8, 13–15]. Установлено, что относитель-
но теплый период раннего средневековья (малый климатический оптимум) совпадает со
средневековым максимумом солнечной активности, а похолодание в позднем средневековье
(малый ледниковый период) согласуется с минимумами солнечной активности (минимум
Шпьорера и минимум Маундера) (см. рис. 1–4). Долгопериодные ритмы солнечной актив-
ности восстанавливают с помощью 14C и 10Be и уточняют с помощью данных визуальных
наблюдений за солнечными пятнами и интенсивностью проявления полярных сияний, при-
веденных в исторических манускриптах [1, 4, 13–15].

Известно, что вариации 14C и 10Be в атмосфере имеют обратную связь с возмущениями
магнитного поля Солнечной системы (эффект де Врие) [1]. В максимуме солнечной актив-
ности магнитное поле Солнца защищает Землю от проникновения высокоэнергетических
космических протонов, что приводит к уменьшению образования радионуклидов в атмо-
сфере и, наоборот, в минимуме солнечной активности магнитное поле ослабевает и больше
пропускает галактических протонов в атмосферу, где и образуются радионуклиды. Домини-
рующий вклад в образование радиоизотопов типа 10Ве, 14C и др. вносят именно космические
протоны галактического происхождения, а солнечные протоны дают всего лишь 1–2% их
общего содержания [1, 2].

В современной климатологии введено понятие солнечного форсинга как компонента
радиационного форсинга (радиационное воздействие рассчитывается для условий восста-
новления стратосферных температур до радиационного баланса, но при фиксированных
значениях всех тропосферных параметров) [10].

Солнечный форсинг определяется с учетом вариаций радиоизотопов 14C и 10Be, солнеч-
ных и геомагнитных модуляций [4, 14, 15]. Вековой ход солнечного форсинга в последнем
тысячелетии рассчитан в [15].

Как видно из рис. 1, вариации 10Be обратно пропорциональны значениям солнечного
форсинга, вариации которого достаточно хорошо согласуются с колебаниями температуры
в Северном полушарии для периода 1000–1850 гг. Результаты спектрального анализа, пред-
ставленные на рис. 2, также указывают на совпадение периодов колебаний около (60± 10),
(100 ± 10), (175 ± 25) лет как для 10Be, так и для приземной температуры и солнечного
форсинга.

Все это указывает на то, что долгопериодные ритмы солнечной активности действи-
тельно могут быть причиной определенных изменений климата. Основной контраргумент
этого предположения — незначительное изменение энергии солнечного электромагнитного
излучения, связанного с солнечными ритмами [1, 13]. Поэтому речь может идти не о прямом
влиянии солнечной активности на климат (причинно-следственная связь), а об индикатор-
ной связи: синхронное влияние неизвестного космического Х-фактора или процесса как на
процессы на Солнце, так и на процессы на ее планетах.

Эмпирическое распределение аномалий 10
Be и приземной температуры Се-

верного полушария в последнем тысячелетии. Для подтверждения корреляционных
связей в вековых колебаниях 10Be, температуры и солнечного форсинга был проведен ана-
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лиз их эмпирических распределений. Как показал анализ, эмпирическое распределение ва-
риаций 10Be, температуры и солнечного форсинга близко к нормальному, правда, с неболь-
шой асимметрией для 10Be в правой части, а для температуры — в левой части распределе-
ния. Значения коэффициента асимметрии (A) и эксцесса (E) для 10Be: A = −0,15 и −0,61;
E = −0,75 и 1,41, для температуры: A = 0,42 и 0,41; E = 0,30 и −0,26 (соответственно для
каждого из рядов), а для солнечного форсинга: A = −0,57; E = −0,38.

Анализ эмпирических распределений аномалий 10Be, солнечного форсинга и приземной
температуры за период 1000–1850 гг. показал существование довольно тесной их корреля-
ционной связи (коэффициент корреляции около 79–88%).

Таким образом, анализ векового хода аномалий 10Be, приземной температуры и солнеч-
ного форсинга для последнего тысячелетия указывает на существование:

прямой корреляционной связи температуры и солнечного форсинга, а именно: установ-
лена общая тенденция снижения температуры и солнечного форсинга на фоне колебаний
с периодами около (60 ± 10), (100 ± 10) и (175 ± 25) лет;

обратной корреляционной связи долгопериодных вариаций 10Be, солнечного форсинга
и приземной температуры.

Особый интерес представляют выявленные когерентные колебания с периодом прибли-
зительно около 60 лет. Заметим, что и в вековом ходе современной температуры близ-
кий период колебаний очень резко проявился. Согласно одной из гипотез, которая кажет-
ся наиболее вероятной, доминирующим фактором, формирующим колебания с периодом
∼60 лет, является астрономический фактор — квазипериодические пространственные ва-
риации центра инерции Солнечной системы (эффект Лапласа) [1, 13]. Главный цикл про-
странственного смещения центра Солнечной системы (повторение конфигурации стояния
Солнца, Юпитера и Сатурна) имеет также период около 60 лет. Современные астроно-
мические исследования показали, что Солнце, описывая незамкнутый трилистник вокруг
центра инерции, имеет довольно сложные как квазипериодические движения с периодом
около 175–200 лет, так и кажущиеся хаотичными движения, а, скорее всего, квазипериоди-
ческие колебания с меньшими периодами [1]. Этот процесс в Солнечной системе может при-
водить к солнечным и геомагнитным модуляциям, колебаниям потока электромагнитного
солнечного излучения, возмущению гравитационных полей и формированию ритмов текто-
нической и вулканической деятельности на планетах Солнечной системы и в том числе на
Земле.

Выявленные квазипериодические колебания в вековом ходе 10Be можно считать геофи-
зическим индикатором квазипериодических колебаний приземной температуры с периодом
∼60 лет, которые свойственны как для тысячелетнего периода, так и современного. Полу-
ченный результат важен еще и потому, что это вполне обоснованно позволяет закладывать
в сценарии изменений температуры в 21 ст. колебания с периодом около 60 лет, которые явно
носят природный характер и могут приводить в определенные периоды к еще большему уси-
лению или, наоборот, некоторому нивелированию эффекта глобального потепления [8, 11].
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С. Г. Бойченко

Iндикаторний зв’язок довгоперiодних коливань берилiю-10
i приземної температури в останньому тисячолiттi

Установлено квазiперiодичнi коливання у вiковому ходi 10Be, якi можна вважати геофi-
зичним iндикатором квазiперiодичних коливань приземної температури. Отриманий ре-
зультат важливий i тому, що вiн цiлком обгрунтовано дозволяє закладати в сценарiї змiн
температури в 21 ст. коливання з перiодом близько 60 рокiв, якi явно носять природний ха-
рактер i можуть призвести в певнi перiоди до ще бiльшого посилення або, навпаки, деякого
нiвелювання ефекту глобального потеплiння.

S.G. Boychenko

Indicator connection of long-time fluctuations of beryllium-10 and the
ground temperature in the last millennium

The quasiperiodic fluctuations in a century course of 10Be are established which can be counted
as the geophysical indicator of quasiperiodic fluctuations of the ground temperature. The obtained
result is important, since it allows one to set, in the scenarios of changes of temperature in the 21
century, fluctuations with the period about 60 years which obviously have natural character and can
result in the certain periods in the even greater amplification or, on the contrary, in some leveling
of the effect of global warming.
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УДК 551.248.2:551.242.3(262.54)

В.Г. Верховцев, О. В. Седлерова, О. В. Волкова

Аналiз вiдображення глибинної будови схiдної (в межах
України) частини Азово-Чорноморського регiону

в новiтнiх геоструктурах

(Представлено академiком НАН України В. I. Ляльком)

Наведено результати структурно-геоморфологiчного i аерокосмiчного аналiзiв. Пред-
ставленi лiнеаменти, їх зони, кiльцевi структури в межах Азовського моря, Керченсь-
кого пiвострова i Прикерченського шельфу, якi активно впливають на формування су-
часного рельєфу, є дiлянками лiнiйної концентрацiї новiтнiх i сучасних напружень, що
вiдбивають латеральнi неоднорiдностi лiтосфери, контролюють структурний план i
є каркасом регiональних геологiчних процесiв i явищ. Визначено закономiрностi прос-
торового розмiщення родовищ нафти i газу та кореляцiю їх положення з основними
зонами лiнеаментiв i кiльцевими структурами.

Район дослiджень охоплює Керченський пiвострiв, акваторiю Азовського моря та пiвнiч-
но-схiдну частину Чорного моря.

За тектонiчною будовою акваторiя Азовського моря i пiвнiчно-схiдний шельф Чорно-
го моря подiляються на Пiвденноукраїнську моноклiналь Схiдноєвропейської платформи
(СЄП); Пiвнiчноазовський прогин СЄП, Середньоазовське пiдняття (Азовський вал) Скiф-
ської плити (Мiзiйсько-Скiфського тектонiчного поясу); Iндоло-Кубанський прогин, Кер-
ченсько-Таманський прогин. У глибоководнiй частинi Чорного моря видiляють: западину
Сорокiна; вал Шатського, Схiдночорноморську улоговину Чорноморської глибоководної за-
падини, а також Гiрський Крим [1].

Загалом неотектонiчний етап розвитку земної кори охоплює пiзньоолiгоцен-четвертин-
ний час. Останнiй (що триває i зараз) пiзньоплiоцен-четвертинний пiдетап розвитку новiт-
нiх геоструктур, який розглядається в цьому повiдомленнi, характеризується практично
повсюдними переважними пiдняттями в межах суходолу територiї України i знакозмiнни-
ми рухами в межах акваторiй.

Основнi методи дослiдження грунтуються на встановленнi походження, особливостей бу-
дови, геометричних параметрiв та iнших характеристик рiзнопорядкових елементiв ерозiй-
ної мережi, осьових лiнiй вододiлiв й iнших компонентiв ландшафтiв суходолу, побудовi на
пiдставi отриманих даних ряду спецiальних карт, а також здiйснення над ними математич-
них дiй [2]. Було застосовано числовi методи аналiзу сучасного рельєфу дна (батиметричної,
геоморфологiчної карт та їх перетворень) з метою видiлення аномалiй в будовi, якi є гео-
iндикаторами активних на новiтньому тектонiчному етапi глибинних розломiв i блокiв, та
визначення вiдносної неотектонiчної активностi останнiх. До набору структурно-геоморфо-
логiчних методiв вiдносяться морфографiчнi побудови: карта “стисненого” рельєфу (оцiнка
взаємного розташування мезо- й мiкроформ рельєфу, розвиток терас, уступiв, плато) [3];
карти кiльових i гребеневих лiнiй (аналiз їх рисунка, спiввiдношення форми).

© В. Г. Верховцев, О.В. Седлерова, О.В. Волкова, 2013
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Рис. 1. Схема лiнiйних i кiльцевих геоструктур та зон пiдвищеної неотектонiчної активностi Керченського
пiвострова, за даними В. Г. Верховцева:
1 — лiнеаментнi зони та лiнеаменти рiзних напрямiв, що видiленi на Керченському пiвостровi (номери
в кружках — назви ЛЗ див. в табл. 1); 2 — кiльцевi структури рiзних рангiв i морфотипiв; 3 — нео-
тектонiчно активнi блоки (вiдносного пiдняття); родовища: 4 — нафтовi, 5 — нафтогазовi, 6 — газовi;
нафтогазоперспективнi об’єкти: 7 — виведенi з бурiння з негативним результатом, 8 — пiдготовленi до
глибокого бурiння, 9 — виявленi сейсморозвiдкою (перспективнi)

У результатi морфографiчного i морфометричного аналiзiв та дешифрування аерокос-
моматерiалiв було видiлено тi лiнеаменти та їх зони (ЛЗ), якi активно впливали на форму-
вання сучасного рельєфу. Такi зони є дiлянками лiнiйної концентрацiї новiтнiх i сучасних
напружень, що вiдбивають латеральнi неоднорiдностi лiтосфери (рис. 1, 2). Вони контро-
люють структурний план i є каркасом регiональних геологiчних процесiв i явищ.

Виявленi у межах Керченського пiвострова ЛЗ утворюють двi домiнуючi системи (ор-
тогональна 85–90◦⊥ 355–360◦, дiагональна 50–60◦⊥ 320–330◦), одну дiагональну промiжно-
го типу (20–25◦⊥ 290–295◦) (див. рис. 1, табл. 1) та одну дiагональну пригнiчену систему
(70–75◦⊥ 340–345◦), що представленi прямолiнiйними i взаємно перпендикулярними ЛЗ вiд-
повiдно домiнуючих, промiжних i пригнiчених напрямiв, а також пiвнiчно-схiдний промiж-
ний напрям 35–40◦.

Усi видiленi в межах суходолу кiльцевi структури (КС) (крiм однiєї — Гiрсько-Кримської
регiональної, що має розмiри 190×120 км) вiднесено до локальних. У свою чергу, їх можна
умовно подiлити за латеральними розмiрами на три групи: а) мезоструктури — вiд 30 до
70 км у поперечнику; б) мiнiструктури — вiд 20 до 30 км; в) мiкроструктури — пiдгрупи
вiд 10 до 15 км i пiдгрупи менше 10 км у поперечнику. Виходячи з цього, розрахункова
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Рис. 2. Схема лiнеаментних зон i кiльцевих структур Керченського пiвострова, акваторiї Азовського моря
та пiвнiчно-схiдної частини Чорного моря, за даними [3] з доповненнями 2012 р.:
1 — лiнеаментнi зони та лiнеаменти рiзних напрямiв, що видiленi на Керченському пiвостровi, за даними
В. Г. Верховцева, 2008 р.; 2 — лiнеаменти акваторiї Азовського моря, за даними О.В. Седлерової, 2008 р.,
ранги лiнеаментiв: а — регiональнi лiнеаменти, що зiставляються з глибинними розломами, б — регiо-
нальнi лiнеаменти, якi частково зiставляються з глибинними розломами, в — локальнi лiнеаменти, природа
яких не з’ясована; 3 — лiнеаменти в межах пiвнiчно-схiдної частини Чорного моря, за даними О.В. Сед-
лерової, 2011 р.; 4 — кiльцевi структури; 5 — неотектонiчно активнi блоки (вiдносного пiдняття); 6 —
границя шельфу; родовища: 7 — нафтовi, 8 — нафтогазовi, 9 — газовi; нафтогазоперспективнi об’єкти:
10 — виведенi з бурiння з негативним результатом, 11 — пiдготовленi до глибокого бурiння, 12 — виявленi
сейсморозвiдкою (перспективнi)
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глибина їх проникнення (закладення) змiнюється вiд 1,5 до 35 км для локальних кiльцевих
структур i до 65 км для регiональної.

Дослiджено закономiрностi площового розподiлу КС i особливостi їх взаємин з ЛЗ. Чiтко
простежуються такi три види просторового розмiщення КС: груповий, лiнiйний, хаотичний
(одиночний). Для Керченського пiвострова видiлено чотири основних типи КС: успадкова-
ний, неуспадкований, промiжний i структури “без коренiв”.

З урахуванням застосованих загально теоретичних передумов, отриманих даних про
спiввiдношення лiнiйних i кiльцевих структур та розрахунковi глибини їх проникнення
(закладення) передбачається, що виявленi КС є: 1) iзометричними блоками фундаменту,
в першу чергу тi з них, якi обмеженi з усiх бокiв ЛЗ, у бiльшостi випадкiв — це успад-
кованi i не успадкованi КС, а також, можливо, Чорноземна i Орловська КС промiжного
морфогенетичного типу; 2) структурами осередкового типу, як правило, це КС, що розта-
шованi у вузлах перетину рiзноспрямованих ЛС — сюди вiднесений ряд найбiльш крупних
КС промiжного типу (при цьому насамперед у фундаментi вони мають значно бiльшi роз-
мiри, нiж на поверхнi); 3) локальними складками осадового чохла, головним чином — це
кiльцевi утворення промiжного типу та КС без коренiв.

Аналiз складеної карти сумарних амплiтуд четвертинних вертикальних рухiв показує,
що останнi мають диференцiйований (рiзною мiрою залежно вiд структурного регiону) ха-
рактер прояву i сильно мiнливу (також залежно вiд регiону) iнтенсивнiсть (сумарнi амплi-

Таблиця 1. Основнi данi про активнi на новiтньому етапi розвитку лiнiйнi геоструктури Керченського пiв-
острова

Номер
на картi

Назва, ранг
Основнi параметри Передбачуваний

морфотипАз, град Kер/Kвод

ЛЗ домiнуючої ортогональної системи 85–90◦⊥ 355–360◦

5а Львово-Приморська, 1 359–360 23/18 З–С
6а Мисовсько-Червоногiрська, 2 0–2 37/20 С
7а Астанинсько-Качицька, 2 359–1 35/20 С
8а Новосвiтовсько-Яковенкiвська, 1 0–1 48/58 З
9а Бондаренкiвсько-Керченська, 2 359–360 7/7 З
10а Новоотраднiвсько-Глазовська, 2 85–88 19/10 С
11а Астанинсько-Синягинська, 2 88–89 25/25 З
12а Возрожденсько-Челядиновська, 1 88–90 95/39 С
13а Журавсько-Заветновська, 2 88–90 30/30 З

ЛЗ домiнуючої дiагональної системи 50–60◦⊥ 320–330◦

14а Вулканiвська, 2 47–52 7/8 З
15а Безводнiвсько-Садовська, 2 57–64 7/5 З
16а Коясько-Костиринська, 2 48–54 8/9 З
17а Феодосiйсько-Шубинська, 1 326–330 33/16 С
18а Пiвденiвсько-Львiвська, 1 322–324 18/19 З
20а Вулканiвсько-Мисова, 1 330–334 37/25 С–З
21а Сюрюнобсько-Артезiанська, 1 318–332 23/20 З

ЛЗ промiжної дiагональної системи 20–30◦⊥ 290–300◦

22а Пiвденiвсько-Азовська, 1 23–28 18/26 П–З
23а Марфовсько-Мисовська, 2 24–30 23/24 З
25а Приозерно-Нижньозаморська, 2 288–294 17/6 С

Пр и м i т ка . Умовнi позначки (скорочення): Аз◦ — азимут простягання лiнеамента; Kер — кiлькiсть еро-
зiйних, Kвод — те cаме вододiльних ландшафтних iндикаторiв лiнеаментiв; З — здвиг; С — скид; П —
пiдкид.
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туди коливаються вiд +10 до +160 м). При цьому найбiльш загальнi закономiрностi в їх
площовому поширеннi узгоджуються з контурами вiдомих порiвняно великих структурних
одиниць, а деталi пiдкреслюють розломно-дрiбноблокову будову земної кори i контролюють
розмiщення локальних КС.

Проведенi структурно-геоморфологiчнi та аерокосмiчнi дослiдження на акваторiях да-
ли змогу видiлити лiнеаменти кiлькох рангiв i напрямiв (див. рис. 2). У межах акваторiї
Азовського моря видiлено лiнеаменти трьох рангiв: а — регiональнi лiнеаменти, що зiстав-
ляються з глибинними розломами; б — регiональнi лiнеаменти, якi частково зiставляються
з глибинними розломами; в — локальнi лiнеаменти, природа яких часто не з’ясована. Чiтко
простежується домiнуюча ортогональна система лiнеаментiв 85–90◦⊥ 355–360◦ для Азовсь-
кого валу та домiнуюча дiагональна система лiнеаментiв 50–60◦⊥ 320–330◦ для Пiвденно-
української моноклiналi та Iндоло-Кубанського прогину.

Лiнеаменти домiнуючої ортогональної системи субмеридiонального спрямування 358–4◦

(див. 8а, 9а на рис. 1) мають чiтке продовження на пiвдень на Прикерченському шельфi
i континентальному схилi Чорного моря. У пiвнiчно-схiднiй частинi Чорного моря за да-
ними структурно-геоморфологiчних та аерокосмiчних дослiджень спостерiгаються два зна-
чних i кiлька фрагментарних лiнеаментiв субширотного спрямування 85–90◦. Цi лiнеаменти
є границями мiж шельфом i континентальним схилом, континентальним схилом i глибоко-
водною западиною.

Видiлена на Керченському пiвостровi лiнеаментна Пiвденiвсько-Львiвська зона (див. 18а
на рис. 1) є пiвденно-схiдним продовженням Арабатського лiнеамента на Азовському морi.
У межах Керченського пiвострова, на пiвденний схiд, ближче до мису Чауда, вiн розси-
пається на ланцюг незначних лiнiйних елементiв i на Прикерченському шельфi практично
не простежується. При дешифруваннi космознiмкiв регiонального масштабу та проведеннi
структурно-геоморфологiчних дослiджень у пiвденно-схiднiй частинi Чорного моря чiтко
видiляються лiнеаментнi зони дiагональної системи 50–60◦⊥ 320–330◦, яка для Керченсько-
го пiвострова визначена як домiнуюча.

Досить чiтко дешифрується лiнеамент пiвнiчно-схiдного спрямування, в зонi впливу яко-
го знаходяться виявлена структура Схiднотетяєва, значна кiлькiсть прогнозно-перспектив-
них структур западини Сорокiна та структури Прикерченського шельфу (виявленi сейсмо-
розвiдкою — Моряна i Маячна та пiдготовленi до глибокого бурiння — Пiвденнокерченська
i Абiха). Характерною особливiстю структур, що знаходяться у зонi впливу цього пiвнiч-
но-схiдного лiнеамента, є те, що вони приуроченi i до мiсць перетину субмеридiональних
лiнеаментiв з вище названим лiнеаментом пiвнiчно-схiдного простягання.

Можна вiдзначити також належнiсть пiдготовлених до глибокого бурiння (Пiвденно-
керченська, Глибока) i виявлених сейсморозвiдкою структур (Моряна, Соколова пiвденна,
Палласа) до мiсць перетину ортогональних i дiагональних лiнеаментiв з регiональною кiль-
цевою структурою, що видiляється на Керченсько-Таманському (Прикерченському) шельфi
дiаметром 105 км (див. рис. 2). Характерною особливiстю цiєї регiональної кiльцевої струк-
тури є розподiл по її периферiї локальних кiльцевих структур, частина з яких вiдповiдає
встановленим геофiзичними дослiдженнями структурам, частина може бути вiднесена до
прогнозно-перспективних структур. Сама ця кiльцева структура може бути iдентифiкована
з центральною частиною кiльцевої структури значно бiльших розмiрiв (яка простягається
до пiвнiчного узбережжя Азовського моря), видiленою, згiдно з даними М.Н. Смирнової [4].

Видiленi попереднiми геофiзичними дослiдженнями глибиннi розломи — Корсацько-Си-
нопський, Правдинський, Керченсько-Марiупольський, Кальмiус-Джигiнський, пiвденний
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Кримсько-Кавказький, передгiрський Кримсько-Кавказький досить чiтко простежуються
у сiтцi лiнеаментiв. На певних дiлянках лiнеаменти повнiстю зiставляються з напрямом, ши-
риною i характером глибинних розломiв, на деяких вiдтинках кореляцiя втрачається. Такий
збiг пiдтверджує неотектонiчну активнiсть глибинних розломiв, а це є важливим критерiєм
їх флюїдопровiдностi на новiтньому етапi розвитку регiону i дає змогу оцiнювати їх вплив
на формування нафтогазоносних структур.

Спiльний аналiз отриманих нами на основi вказаних вище методiв дослiдження мате-
рiалiв разом з вiдомими геолого-геофiзичними даними дозволив зробити такi виснов-
ки:

1. Чiткою плановою кореляцiєю iз розломами, якi встановленi геолого-геофiзичними
методами, характеризуються дiагональнi системи ЛЗ (20–30◦⊥ 290–295◦; 50–60◦⊥ 320–330◦;
70–75◦⊥ 340–345◦, а також напрям 35–40◦). Вiдомi розломнi зони зазначених напрямiв, як
правило, вписуються в межi ширини видiлених ЛЗ повнiстю або значною частиною своєї
довжини.

2. ЛЗ системи 85–90◦⊥ 355–360◦ на неотектонiчному етапi зазнали активiзацiю в пiз-
ньокiмерiйський час i на рубежi плiоцен-плейстоцен, системи 70–75◦⊥ 340–345◦ — на рубе-
жi плiоцен-плейстоцен, системи 20–25◦⊥ 290–295◦, 50–60◦⊥ 320–330◦ та напрямi 35–40◦ —
у плейстоценi.

3. У бiльшостi випадкiв вiдомi родовища вуглеводнiв розмiщенi у вузлах перетину ЛЗ
(або в межах областi їхнього безпосереднього впливу), насамперед субширотного та пiвнiч-
но-схiдного напрямiв, що “накриваються” або “тяжiють” до КС та збiгаються з аномальними
значеннями сумарних амплiтуд новiтнiх рухiв земної кори. При цьому чiтко розрiзняються
мiж собою за особливостями прояву в неотектонiчних критерiях дiлянки, перспективнi на
виявлення нафти або газу: якщо першi розмiщенi головним чином у центральних части-
нах iнтенсивно роздроблених КС, що активно пiдiймаються, то iншi — по периферiї таких
структур або в межах бiльш “спокiйних” дiлянок (характеризуються вiдносно зниженими
значеннями сумарних амплiтуд). Важливо, що вiдзначенi закономiрностi зберiгаються як
на регiональному, так i на локальному рiвнях i характернi як для Азовського моря [5], так
i для Керченського пiвострова i Прикерченського шельфу [6].
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В. Г. Верховцев, О. В. Седлерова, О.В. Волкова

Анализ отображения глубинного строения восточной (в пределах
Украины) части Азово-Черноморского региона в новейших
геоструктурах

Приведены результаты структурно-геоморфологичного и аэрокосмического анализов. Пред-
ставленные линеаменты, их зоны, кольцевые структуры в пределах Азовского моря, Кер-
ченского полуострова и Прикерченского шельфа, активно влияющие на формирование сов-
ременного рельефа, являются участками линейной концентрации новейших и современ-
ных напряжений, отражающие латеральную неоднородность литосферы, контролирующие
структурный план и являющиеся каркасом региональных геологических процессов и явле-
ний. Определены закономерности пространственного размещения месторождений нефти
и газа и корреляция их положения с основными зонами линеаментов и кольцевыми струк-
турами.

V.G. Verkhovtsev, O.V. Sedlerova, O.V. Volkova

Analysis of the manifestation of the abyssal structure of the eastern
Azov-Black Sea region in the recent geostructures (within the margins
of Ukraine)

The paper contains the results of structural-geomorphologic and remote sensing analyses. The li-
neaments and their zones and annular structures are described in the margins of the Azov Sea,
Kerch Peninsula, and near-Kerch shelf, which actively influence the formation of the recent re-
lief, being the areas of linear concentrations of new and recent tensions. They reflect the lateral
heterogeneities of the lithosphere, control the structural plan, and are the frame of the regional
geological processes and phenomena. The regularities of the spatial placing of the oil and gas
accumulations and their correlations to the main lineament zones and annular structures are shown.
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Селективная конверсия смеси дигидроксиацетон —
этанол в этиллактат на амфотерном ZrO2−TiO2

катализаторе

Изучена каталитическая трансформация дигидроксиацетона в этанольном растворе на
твердых кислотах и амфотерном ZrO2−TiO2 оксиде. Показано, что основным продук-
том конверсии дигидроксиацетона на Amberlyst 15 и ZrO2−SiO2 является полуацеталь
метилглиоксаля, а на амфотерном ZrO2−TiO2 катализаторе — этиллактат с селек-
тивностью до 90%. Выход этиллактата 70–90% при 140–150 ◦С.

Этиловый эфир молочной кислоты — этиллактат в настоящее время достаточно широко́
применяется в качестве экологически приемлемого, биоразлагаемого растворителя, кото-
рый получают из возобновляемого сырья — молочной кислоты и этанола [1]. В последние
годы появились работы по получению метиллактата [2, 3] и этиллактата [4] из дигидрокси-
ацетона с применением твердых катализаторов. В качестве катализаторов использовались
деалюминированный фожазит в Н-форме (H-USY-6) [2], ионзамещенный монтморилонит
(Sn-Mont) [3] и титансиликаты (TS-1, Ti-MCM-41) [4]. В данном сообщении изложены ре-
зультаты по трансформации этанольных растворов дигидроксиацетона в этиллактат на
кислотных и амфотерном катализаторах.

Экспериментальная часть. В качестве катализаторов тестировали сульфосмолу Am-
berlyst 15 (“Aldrich”) и смешанные оксиды ZrO2−TiO2, а также ZrO2−SiO2 (мольное со-
отношение Zr : Si = 1 : 2), полученный по методике, описанной в статье [5]. Образцы
TiO2−ZrO2 с различным атомным соотношением Ti : Zr синтезировали золь-гель методом
из солей соответствующих металлов. А именно: рассчитанное количество ZrOCl2 ·8H2O рас-
творяли в дистиллированной воде и при перемешивании доливали соответствующий объем
предварительно приготовленного 2,21 моль/л раствора TiCl4. Избыточную соляную кисло-
ту нейтрализовали добавлением раствора аммиака до pH ≈ 1,5. Затем прибавляли избыток
(50% к стехиометрии) карбамида и выдерживали раствор при температуре 90 ◦С 15 ч. Полу-
ченный гель промывали водой до удаления хлорид-ионов в промывных водах, высушивали
при 120 ◦С, а затем кальцинировали при 450 ◦C в течение 2 ч (скорость нагрева 2 ◦C/мин).
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Нами синтезированы образцы ZrO2−TiO2 с мольным соотношением Zr : Ti от 6 : 1
до 1 : 6. Обозначение образца, например ZrTi3, означает, что в оксидной матрице содер-
жится в три раза больше ионов Ti4+, чем ионов Zr4+. Синтез TiO2 и ZrO2 проводили по
аналогичной методике без добавления солей циркония или титана соответственно.

Силу кислотных и основных центров образцов TiO2−ZrO2 в терминах функций кис-
лотности (H0) и основности (H−) определяли по стандартной методике с применением 0,1%
растворов индикаторов в циклогексане и этаноле. Для определения общей концентрации
кислотных или оснóвных центров использовали метод обратного титрования соответственно
н-бутиламина или бензойной кислоты в присутствии индикатора бромтимолового синего.

Каталитическую активность полученных ZrO2−TiO2 образцов оценивали в тестовой
термопрограммируемой реакции (ТПР) превращения 2-метил-3-бутин-2-ола [6].

Параметры пористой структуры образцов определяли стандартным методом низкотем-
пературной адсорбции азота (Quantachrome Nova 2200e Surface Area and Pore Size Analyser).

В качестве реакционной смеси использовали 8%-й по массе раствор дигидроксиацето-
на (>98%, “Merk”) в обезвоженном этаноле. Реакцию проводили при 100–160 ◦C в течение
двух часов в автоклавах с тефлоновыми вкладышами (25 мл) при вращении со скоростью
60 об/мин. В автоклав помещали навески дигидроксиацетона (0,5 г), этанола (5,6 г) и 0,3 г
катализатора (5% по массе). После окончания реакции продукт отфильтровывали от ката-
лизатора и нагревали при 80 ◦С для удаления избыточного спирта.

Анализ продуктов реакции проводили методами 13С ЯМР спектроскопии (“Bruker
Avance 400”) и газовой хроматографии (“Chrom-5” с 50 м капиллярной колонкой). Для
отнесения наблюдаемых линий использовали базу данных спектров органических сое-
динений (SDBS, National Institute of Advanced Industrial Science and Technology, Japan,
www.aist.go.jp). Конверсию и селективность рассчитывали в мольных процентах из полу-
ченных 13С ЯМР спектров продуктов реакции.

Результаты и их обсуждение. Схему трансформации 1,3-дигидрокси-2-пропанона
в этиллактат, основываясь на свойствах оксиальдегидов и оксикетонов [7], можно пред-
ставить следующим образом. В начале происходит перегруппировка Лобри де Брюни–ван
Экенштайна:

В кислой среде равновесие смещается в сторону образования глицеринового альдегида.
Далее (также с участием протонов катализатора) наблюдается отщепление воды с образо-
ванием пировиноградного альдегида:

являющегося ключевым промежуточным продуктом. Метилглиоксаль гладко образует с
этанолом полуацеталь:
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который в присутствии кислот превращается в ацеталь:

Причем, образование ацеталя является не желательным в данном случае. Изомеризации
полуацеталя в этиллактат способствует щелочная среда:

Приведенную схему подтверждают полученные результаты. Так, анализ продуктов реак-
ции, полученных на типичных твердых кислотах — Amberlyst 15 и ZrO2−SiO2 (табл. 1),
показывает, что при 100%-й конверсии дигидроксиацетона основным продуктом является
полуацеталь метилглиоксаля, который не трансформируется в присутствии кислот в этил-
лактат. Далее продукт, полученный на кислотном катализаторе, с 15%-м содержанием этил-
лактата был повторно помещен в автоклав и нагрет до 100 ◦С, но в присутствии твердого
основания — гидроталькита. При этом выход лактата повысился до 60% с соответственным
снижением содержания ацеталей.

Таким образом, для селективного превращения дигидроксиацетона в этиллактат необ-
ходим афмотерный катализатор, на поверхности которого присутствуют как кислотные,
так и основные центры.

В качестве такого катализатора был применен амфотерный ZrO2−TiO2 оксид. Его отли-
чительной особенностью является то, что он катализирует как дегидратацию тестовой мо-
лекулы 2-метил-3-бутин-2-ола (МВОН) с участием кислотных центров, так и ее деструкцию
до ацетилена (m/e = 26) и ацетона (m/e = 58) на основных центрах. Причем дегидрата-
ция спирта с образованием метил-3-бутен-1-ина (m/e = 66) наблюдается при более низких
температурах, чем его деструкция (рис. 1). Это позволяет сказать, что ZrO2−TiO2 — амфо-
терный катализатор в отношении к МВОН. Обычно твердые кислоты катализируют только
дегидратацию МВОН, а твердые основания — деструкцию МВОН.

Таблица 1. Конверсия дигидроксиацетона и селективность образования продуктов на различных катализа-
торах (100 ◦C, 2 ч)

Катализатор Конверсия, %
Селективность, % (моль)

этиллактат полуацеталь ацеталь

Amberlyst 15 100 — 81 19
Zr–2Si 73 18 57 25
ZrO2 73 11 22 62
TiO2 79 9 81 —
ZrТi8 88 20 77 3
ZrТi6 94 18 79 3
ZrТi4 94 22 76 2
ZrTi3 91 22 78 —
ZrТi 72 29 71 —
2ZrТi 56 23 77 —
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Рис. 1. ТПР спектры образования 3-метил-3-бутен-1-ина (1 — 66 а. е. м.), ацетона (2 — 58 а. е. м.) и ацетилена
(3 — 26 а. е. м.) из 2-метил-3-бутин-2-ола, адсорбированного на ZrTi3

Применение ZrO2−TiO2 позволило повысить содержание этиллактата в продуктах реак-
ции (см. табл. 1). Лучшие результаты были получены на образцах ZrO2−TiO2, в которых
содержание ионов Ti4+ больше, чем ионов Zr4+. Такие образцы характеризуются развитой
поверхностью (160–300 м2/г) и относятся к мезопористым материалам со средним диа-
метром пор 3–8 нм (табл. 2). Определенные индикаторным методом значения функций
H0 > +1,5 и H− 6 +7,2 для ZrTi3 указывают на наличие на его поверхности как слабокис-
лотных (0,7 ммоль/г), так и слабоосновных центров (0,5 ммоль/г).

В 13С ЯМР спектре продуктов реакции, полученных на ZrTi3, практически отсутствуют
сигналы дигидроксиацетона при 212 и 65 м. д., что говорит о его полной конверсии (рис. 2).
При 120 ◦C наблюдается образование как полуацеталя (δ, м. д.: 202, 95, 63, 25, 15), так
и этиллактата (δ, м. д.: 176, (175), 67, 62, 20, 14). При повышении температуры реакции
содержание этиллактата увеличивается и проходит через максимум при 150 ◦C с селектив-
ностью 92% (рис. 3). Дальнейший подъем температуры не желателен, поскольку вследствие
альдольной конденсации глицеринового альдегида с дигидроксиацетоном [7] наблюдается
образование темно окрашенных непредельных соединений.

Таким образом, показано, что основным продуктом трансформации дигидроксиацетона
в присутствии этанола на кислотных катализаторах — Amberlyst 15 и ZrO2−SiO2 являются
полуацеталь и ацеталь пировиноградного альдегида. Применение амфотерного ZrO2−TiO2

катализатора позволило повысить селективность по этиллактату до 90%. При 140–150 ◦C
выход этиллактата достигает 70–90%, что значительно выше значений (13–30%), получен-
ных авторами статьи [4] на титансиликатах.

Таблица 2. Состав и текстурные параметры образцов TiO2−ZrO2

Образец Sуд, м2/г Vпор, см3/г Dпор, нм

ZrТi6 167 0,35 8,3
ZrТi4 165 0,32 7,8
ZrТi3 180 0,31 7,0
ZrТi 303 0,26 3,4
2ZrТi 267 0,23 3,4
6ZrTi 213 0,16 3,0
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Рис. 2. 13С ЯМР спектр продуктов превращения дигидроксиацетона на ZrTi3 при 120 ◦C, представленный
в различных диапазонах химического сдвига

Рис. 3. Конверсия (X) дигидроксиацетона (1 ) и селективность (S) по этиллактату (2 ) на ZrTi3 при различ-
ных температурах
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Член-кореспондент НАН України В.В. Брей, С. I. Левицька, Д.В. Шiстка

Селективна конверсiя сумiшi дигiдроксiацетон — етанол
в етиллактат на амфотерному ZrO2−TiO2 каталiзаторi

Дослiджено каталiтичну трансформацiю дигiдроксiацетону в етанольному розчинi на
твердих кислотах та амфотерному ZrO2−TiO2 оксидi. Показано, що основним продуктом
конверсiї дигiдроксiацетону на Amberlyst 15 i ZrO2−SiO2 є напiвацеталь метилглiоксалю,
а на амфотерному ZrO2−TiO2 каталiзаторi — етиллактат з селективнiстю до 90%. Ви-
хiд етиллактату 70–90% при 140–150 ◦C.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.V. Brei, S. I. Levytska,
D.V. Shistka

Selective conversion of dihydroxyacetone — ethanol mixture to ethyl
lactate over amphoteric ZrO2−TiO2 catalyst

The catalytic transformation of dihydroxyacetone in the ethanol solution over solid acids and
amphoteric ZrO2−TiO2 mixed oxide has been studied. It is shown that the main product of the
dihydroxyacetone conversion on Amberlyst 15 and ZrO2−SiO2 is semiacetal of methyl glyoxal;
whereas, on the amphoteric ZrO2−TiO2 catalyst — ethyl lactate with 90% selectivity. Ethyl lactate
yield achieves 70–90% at 140–150 ◦C.
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Синтез та поверхнево-активнi властивостi нових
полiестерiв — псевдополiамiнокислот на основi
природних двохосновних α-амiнокислот

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.Ю. Керчею)

Розроблено новий метод синтезу псевдополiамiнокислот на основi природних двохоснов-
них амiнокислот — глутамiнової, аспарагiнової та дiолiв полiоксiетиленового та полi-
оксипропiленового ряду через реакцiю Стеглiха. Структура та властивостi нових бiо-
деградабельних, нетоксичних полiестерiв схарактеризованi ПМР та IЧ спектроскопiєю,
гельпроникною хроматографiєю. Синтезованi псевдополiамiнокислоти мають певний
гiдрофiльно-лiпофiльний баланс та проявляють вiдповiднi поверхнево-активнi власти-
востi. Полiмернi дисперсiї амфiфiльних поверхнево-активних полiестерiв — псевдополi-
амiнокислот представляють iнтерес для використання як нано- i мiкроконтейнери цi-
льового транспорту лiкiв.

В останнi роки спостерiгається стрiмкий розвиток полiмерної хiмiї в областi створення но-
вих полiмерних матерiалiв для медичного застосування. Особливий iнтерес представляють
полiмери, якi отримали назву “псевдополiамiнокислоти”. На вiдмiну вiд полiамiнокислот во-
ни мiстять в основному ланцюзi уретановi, естернi, ангiдриднi та iншi хiмiчнi зв’язки [1–3].
Для створення полiмерних систем доставки лiкiв вiдзначають так званi псевдополiамiно-
кислоти (ППАК), якi мiстять естернi зв’язки. Перевага їх полягає в тому, що вони є бiо-
деградабельними i при введеннi в органiзм не викликають iмунної реакцiї. У роботах [4–6]
є вiдомостi про синтез ППАК полiестерного типу, макромолекули яких побудованi iз залиш-
кiв серину, лiзину, тирозину та iнших амiнокислот. Розвиваються дослiдження з синтезу
ППАК на основi двохосновних амiнокислот та дiолiв [7].

Метою даної роботи було розроблення нового методу синтезу нових полiестерiв — ППАК
через реакцiю Стеглiха з використанням як реагентiв природних двохосновних α-амiно-
кислот i полiетерiв дiолiв рiзної природи та дослiдження їх фiзико-хiмiчних i поверхне-
во-активних властивостей.

На схемi 1 наведено загальнi структурнi формули ППАК, з якої видно, що в макромоле-
кулi мономернi залишки об’єднанi естерним зв’язком, який забезпечує гнучкiсть макромоле-
кули та визначає можливiсть її бiодеструкцiї. В наведених структурах залишки N-замiщеної
глутамiнової кислоти та дипропiленглiколю вiдiграють роль лiпофiльних фрагментiв, а по-
лiоксiетиленовi фрагменти — гiдрофiльних, що надає макромолекулi поверхнево-активнi
властивостi.
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Разом з тим ППАК об’єднують вiдомi переваги полiетерiв дiолiв (полiетиленглiколю,
полiпропiленглiколю) як складових полiмерних ПАР для доставки лiкiв [8–11] та унiкальнi
властивостi амiнокислот: бiосумiснiсть, нетоксичнiсть, контрольоване вивiльнення продук-
тiв деградацiї. Через регулювання молекулярних мас лiпофiлього та полiоксiетиленового
фрагментiв можна управляти поверхнево-активними властивостями амфiфiльних полiмер-
них молекул та отримувати iєрархiї наносистем полiмерних дисперсiй рiзноманiтної будови
для використання як нано- i мiкроконтейнерiв цiльового транспорту лiкiв.

Експериментальна частина. Реагенти та розчинники. Полiетиленглiколi (PEG-300,
PEG-600, PEG-1000 та PEG-2000), дiетиленглiколь (DЕG), дипропiленглiколь (DPG) вико-
ристовували виробництва фiрми “Aldrich” пiсля осушки азеотропною вiдгонкою бензолу.

N-ацетилглутамiнову кислоту (Glu(Ac)), N,N’-дициклогексилкарбодiiмiд (DCK) вироб-
ництва фiрми “Aldrich” застосовували без додаткової очистки. N-стеарилглутамiнову кис-
лоту (Glu(St)), N-лаурилглутамiнову кислоту (Glu(L)) отримували та очищали за методи-
кою [12], а розчинники за методиками [13, 14].

Синтез полiестерiв. Синтез ППАК проводили через взаємодiю дiолу i N-захищеної
глутамiнової кислоти (при рiзних спiввiдношеннях реагентiв), у розчинi безводного мети-
лену хлористого. Розчин охолоджували до 280 К, при перемiшуваннi доливали вiдповiдну
кiлькiсть 4-диметиламiнопiридину (DMAP) та дициклогексилкарбодiiмiду (DCK) у виглядi
розчинiв у цьому самому розчиннику. Реакцiйну сумiш витримували при 288 К впродовж
3-х год та прогрiвали ще 3 год при 308 К. Дициклогексилсечовину (DCC) вiддiляли
фiльтруванням, а розчин полiмеру упарювали. Для очистки полiестерiв вiд каталiзатора
та залишкiв DCK готували їх розчини у бензолi, тричi промивали 15%-м розчином NaCl
у 0,1N HCl, 15%-м водним розчином NaCl до нейтрального pH, сушили над сульфатом
магнiю, фiльтрували i упарювали. Вихiд полiмеру 92–99%. Отриманi полiмери є твердими,
легкотопкими аморфними речовинами, безбарвними або солом’яного кольору.

Методи дослiджень. 1Н ЯМР спектри полiмерiв отримували при застосуваннi приладу
JEOL’s ECA Series Nuclear Magnetic Resonance (NMR) Spectrometer, IЧ-спектри мономерiв
i полiмерiв — при застосуваннi приладу Thermo Scientific Nicolet 8700. Розмiр частинок ви-
мiрювали на приладi Zeta Sizer Nano-ZS90 (Malvern). Молекулярну масу визначали гельпро-
никною хроматографiєю з використанням хроматографа Waters Corporation. Поверхневий
натяг визначали методом Дю-Нуї.

Результати та їх обговорення. Реакцiя Стеглiха широко використовується в органiч-
ному синтезi для формування естерної групи (схема 2). Особливостi її перебiгу в синтезi
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низькомолекулярних сполук є достатньо дослiдженими. Разом з тим є небагато робiт, якi
описують застосування даної реакцiї в синтезi полiестерiв, зокрема на основi молочної кис-
лоти.

Проте вiдсутнi вiдомостi про застосування естерифiкацiї Стеглiха для синтезу полiесте-
рiв на основi дикарбонових амiнокислот. Реакцiю незворотної полiконденсацiї через реакцiю
Стеглiха можна представити схемою 2.

Нами дослiджено особливостi даної реакцiї при синтезi полiестерiв на основi похiдних
природних двоосновних α-амiнокислот N-стеарил-глутамiнової (Glu(St)) або N-лаурил-глу-
тамiнової кислот (Glu(L)) з дiолами полiоксiетиленовго (PEG-k) та/або полiоксипропiлено-
вого ряду (PPG-k).

Перша стадiя (за схемою 2) — активацiя карбоксильної групи за допомогою DCK з утво-
ренням активованої форми двохосновної кислоти; друга — утворення полiестеру за реакцiєю
полiконденсацiї (при завантаженнi реагентiв у кiлькостях, близьких до еквiмолярних). При
цьому з реакцiйної сумiшi видiляється DCC, яка практично нерозчинна в бiльшостi органi-
чних розчинникiв. Це дає змогу гравiметрично вiдслiдковувати глибину перебiгу полiкон-
денсацiї (конверсiю).

Нами встановлено, що синтез полiестерiв прямою нерiвноважною гетерополiконденса-
цiєю за реакцiєю Стеглiха описується загальними закономiрностями полiконденсацiйних
процесiв, у яких ступiнь полiконденсацiї визначається еквiвалентним або близьким до еквi-
валентного спiввiдношенням реагентiв та їх конверсiєю. Тому будь-якi реакцiї, якi можуть
змiнити спiввiдношення реагентiв у реакцiї полiестерифiкацiї, будуть мати значний вплив на
ступiнь полiконденсацiї. Встановлено, що такими процесами при проведеннi реакцiї Стеглi-
ха є побiчнi реакцiї активованої форми карбоксильної групи — циклiзацiї, перегрупування
активного естеру в неактивну ацилсечовину. Вони набувають особливої ваги при спiввiд-
ношеннях реагентiв, близьких до еквiвалентного, що є однiєю з основних умов отримання
полiмеру.

Основним чинником, який перешкоджає отриманню полiестерiв за реакцiєю Стеглiха,
є перегрупування активованої DCK карбоксильної групи в неактивну ацилсечовину. Цей
процес, з одного боку, спотворює задане спiввiдношення реагентiв (гiдроксильних i карбо-
ксильних груп), а з iншого — приводить до отримання неактивних у процесi полiестерифi-
кацiї кiнцевих груп макромолекул, якi нездатнi продовжувати матерiальний ланцюг. Отже,
ступiнь полiестерифiкацiї значною мiрою визначається спiввiдношенням швидкостей двох
паралельних елементарних реакцiй: утворення естерних зв’язкiв i перегрупування в пасивну
ацилсечовину. Усi фактори, якi сприяють перебiгу першої реакцiї та уповiльнюють другу,
спричинюють пiдвищення ступеня полiконденсацiї ППАК. У першу чергу — це використа-
ння нуклеофiльної домiшки, за якої найкращi результати показує 4-диметиламiнопiридин
(DMAP).
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Рис. 1. Спектри зразкiв полiестерiв: а — IЧ-спектр зразка со-Glu(St)-co-PEG-300; б — ПМР-спектр зразка
со-Glu(St)-co-DPG у дейтерованому бензолi

У результатi проведених дослiджень встановлено умови оптимального проведення цiєї
реакцiї: температура 286–291 К; використання надлишку гiдроксильних груп — до 20% що-
до карбоксильних груп; загальна концентрацiя реагентiв 1–3 моль/л; кiлькiсть DCK 10%
надлишку до кiлькостi карбоксильних груп, DMAP 5–15% мольних вiд кiлькостi DCK. Вста-
новлено, що проведення реакцiї полiестерифiкацiї в оптимiзованих умовах мiнiмiзує побiчнi
процеси. При цьому полiестерифiкацiя за рекцiєю Стеглiха, особливо при використаннi стеа-
рильного та лаурильного захисту амiногрупи, проходить з високими виходами, здатними за-
безпечити високу ступiнь полiконденсацiї синтезованих ППАК (ММ = 15000–20000 г/моль).

Структура нових полiестерiв пiдтверджена методами ПМР та IЧ спектроскопiї. Типовий
IЧ-спектр кополiмеру со-Glu(St)-co-PEG-300, на якому також зроблено вiднесення основ-
них смуг поглинання, сукупнiсть яких вiдповiдає структурi кополiмеру, iлюструє рис. 1, а.
На рис. 1, б наведено типовий ПМР-спектр кополiмеру со-Glu(St)-co-DPG з вiднесенням
сигналiв, що разом з аналiзом вiдношення їх iнтегралiв пiдтверджує структуру кополiмеру.
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Синтезованi ППАК при наявностi в структурi гiдрофiльних та лiпофiльних фрагмен-
тiв мають певний гiдрофiльно-лiпофiльний баланс (ГЛБ) i проявляють поверхнево-актив-
нi властивостi. Залежностi максимального зниження поверхневого натягу водних диспер-
сiй синтезованих ППАК вiд їх структури iлюструє рис. 2, з якого видно, що полiесте-
ри сo-Glu(St)-сo-DPG, сo-Glu(St)-сo-DEG практично не є поверхнево-активними. Встанов-
лено, що регулювання ГЛБ через збiльшення величини гiдрофiльного фрагмента в ко-
полiмерах 1–4 (ГЛБ вiд 3,2 до 8,3) незначною мiрою дозволяє пiдвищити їх поверхневу
активнiсть. Очевидно, що збiльшення поверхневої активностi ППАК за таким методом
приводить до необхiдностi використання як реагенту PEG з молекулярною масою бiль-
ше 3000 г/моль. Це iстотно ускладнює синтез та очистку ППАК. Зменшення величини
лiпофiльного фрагмента в зразку полiмеру 5 практично не впливало на його поверхневу
активнiсть (див. рис. 2).

Однак було встановлено, що пiдвищення поверхневої активностi ППАК можна забезпе-
чити за рахунок змiни структури полiестеру. Так, на стадiї синтезу частину (50% (моль))
PEG було замiнено на DPG i в результатi проведення реакцiї за схемою 2 отримано ко-
полiестер (див. схему 1). Контроль за входженням у структуру кополiестеру DPG i PEG
здiйснювали методом ПМР спектроскопiї за наявностi характерних для них сигналiв. Вста-
новлено, що введення в склад кополiестеру фрагментiв DPG спричинює змiни його поверх-
нево-активних властивостей (див. кополiестери 6, 7, 8, 9, ГЛБ = 2,0–15,3 на рис. 2).

При цьому, якщо кополiмер сo-Glu(St)-сo-PEG300 (3) знижує поверхневий натяг води
лише до 58,2 мН/м i не дає стiйких полiмерних дисперсiй, то сo-Glu(St)-сo-DРG-сo-PEG300
(6) знижує його до 52,4 мН/м з утворенням стiйкої дисперсiї. Решта кополiестерiв цього ряду
(див. кополiестери 7, 8, 9) утворюють агрегативно стiйкi полiмернi дисперсiї. Найбiльше
зниження поверхневого натягу спостерiгається у водних дисперсiй сo-Glu(St)-сo-DPG-сo-
PEG600(7) та сo-Glu(St)-сo-DPG-сo-PEG1000 (8).

На рис. 3 наведено iзотерми поверхневого натягу для ряду кополiестерiв загальної струк-
тури (див. схему 1, кополiестер). Видно, що для даного типу кополiестерiв характернi iзо-
терми поверхневого натягу з двома перегинами. Ординату першого перегину (на рис. 3
ККМ1) можна iнтерпретувати як критичну концентрацiю мiцелоутворення, а другого — як
концентрацiю, при якiй в дисперснiй фазi вiдбуваються структурнi перетворення.

Можливi структурнi перетворення дисперсної фази зi збiльшенням концентрацiї копо-
лiестеру було розглянуто через аналiз даних динамiчного свiтлорозсiювання. Так, рис. 4
демонструє гiстограми розподiлу частинок дисперної фази за розмiром (див. Б) при кон-
центрацiї в областi значень ККМ2, а третiй (див. В) — при концентрацiї, що значно пере-
вищує ККМ2. Першi два розподiли частинок дисперсної фази мають бiмодальний характер
з розмiром основної фракцiї 200 нм та фракцiєю, що вiдповiдає частинкам 600–850 нм.
При цьому з ростом концентрацiї дисперсної фази спостерiгається поступове збiльшення
частки частинок, що за розмiром вiдповiдають другiй фракцiї. Аналiз наведених розподi-
лiв сумiсно з iзотермами поверхневого натягу показує, що при перевищеннi концентрацiї
кополiестеру у водi (бiльше за ККМ1) формуються частинки дисперсної фази з розмiром
200 нм. Подальше збiльшення концентрацiї полiмеру приводить до зростання розмiру части-
нок, а не збiльшення їх кiлькостi. При концентрацiях полiмеру (вищих за ККМ2) дисперсiя
складається тiльки з частинок другої фракцiї 600–850 нм (див. В).

Таким чином, з використанням реакцiї Стеглiха розроблено метод синтезу полiестерiв
та кополiестерiв на основi N-замiщених природних двохосновних α-амiнокислот та дiолiв
полiоксiетиленового та полiоксипропiленового ряду.
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Рис. 2. Залежнiсть поверхневого натягу водних розчинiв ППАК вiд їх структури.
Полiестери: (див. схему 1, полiестер): 1 — co-Glu(St)-co-DPG; 2 — co-Glu(St)-co-DEG; 3 — co-Glu(St)-co-
PEG300; 4 — co-Glu(St)-co-PEG600; 5 — co-Glu(L)-co-PEG300.
Кополiестери: (див. схему 1, кополiестер): 6 — co-Glu(St)-co-DPG-co-PEG300; 7 — co-Glu(St)-co-DPG-co-
PEG600; 8 — co-Glu(St)-co-DPG-co-PEG1000; 9 — co-Glu(St)-co-DPG-PEG2000

Рис. 3. Iзотерми поверхневого натягу кополiестерiв сo-Glu(St)-сo-DPG-сo-PEG-k; k = 600 (а), k = 1000 (б ),
k = 2000 (в) при 293 К

Рис. 4. Гiстограми розподiлу частинок дисперсної фази полiестеру ко-Glu(St)-ко-DEG-ко-PEG1000 за роз-
мiром при рiзних концентрацiях полiмеру (А — 0,02%, Б — 0,05%, В — 0,1%)
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Новi полiестери — псевдополiамiнокислоти завдяки наявностi в структурi гiдрофiльних
та лiпофiльних фрагментiв мають певний гiдрофiльно-лiпофiльний баланс та проявляють
вiдповiднi поверхнево-активнi властивостi. Iз збiльшенням концентрацiї полiмеру в розчинi
iзотерми поверхневого натягу мають два перегини. Це вказує на те, що зi збiльшенням
концентрацiї вiдбувається формування частинок дисперсної фази бiльшого розмiру.
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Синтез и поверхностно-активные свойства новых полиэфиров —
псевдополиаминокислот на основе природных двухосновных
α-аминокислот

Разработан новый метод синтеза псевдополиаминокислот на основе природных двухоснов-
ных аминокислот — глутаминовой, аспарагиновой и диолов полиоксиэтиленового и поли-
оксипропиленового ряда через реакцию Стеглиха. Структура и свойства новых биодегра-
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дабельных, нетоксичных полиэфиров охарактеризованы ПМР и ИК спектроскопией, гель-
проникающей хроматографией. Синтезированные псевдополиаминокислоты имеют опре-
деленный гидрофильно-липофильный баланс и проявляют соответствующие поверхност-
но-активные свойства. Полимерные дисперсии амфифильных поверхностно-активных по-
лиэфиров — псевдополиаминокислот представляют интерес для использования в качестве
нано- и микроконтейнеров целевого транспорта лекарств.

S.M. Varvarenko, N.V. Fihurka, V. Ja. Samaryk, A. S. Voronov,
I. T. Tarnavchyk, N. G. Nosova, I. A. Dron, R. S. Taras, S.A. Voronov

Synthesis and surface active properties of novel polyesters —
pseudo-poly(amino acid)s based on naturally occurring dicarboxylic
α-amino acids

A new method for the synthesis of pseudo-poly(amino acid)s based on naturally occurring di-
carboxylic glutamic and aspartic amino acids and polyoxyethylene/polyoxypropylene glycols via
the Steglich reaction has been developed. Structure and properties of novel biodegradable non-toxic
polyesters were characterized using IR-, NMR-spectroscopy, and gel penetrative chromatography.
Synthesized pseudo-poly(amino acid)s have certain hydrophilic-lipophilic balance and possess corres-
ponding surface active properties. Polymer dispersions of amphiphilic surface active polyester-type
pseudo-poly(amino acid)s have potential as nano- and microcontainers for target delivery systems.
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УДК 544.77.052.5+549.057

О.М. Лавриненко, I. I. Волобаєв, В. А. Прокопенко

Утворення феригiдриту бiогенного та хiмiчного
походження i взаємодiя бiокомпозитiв на його основi

з частинками золота

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.Б. Бриком)

Проведено дослiдження процесу формування бiокомпозитiв на основi клiтин мiкроводо-
ростi Chlorella vulg. та ферумоксигенвмiсних мiнеральних фаз, утворених в їх струк-
турi за рахунок вiдновної сорбцiї феруму з водних розчинiв FeCl3. Встановлено залеж-
нiсть складу мiнеральних фаз у структурi бiокомпозита вiд вихiдної концентрацiї
електролiту, з яким контактують клiтини Chlorella vulg. Для визначення впливу при-
роди ферумоксигенвмiсних мiнеральних фаз на ефективнiсть отриманих бiокомпозитiв
модельною системою вибрано процес хiмiчної корозiї на поверхнi сталi. Показано, що
найiнтенсивнiше вилучення золота (87%) з дисперсiй проходить при їх взаємодiї з бiо-
композитом на основi клiтин мiкроводоростi Chlorella vulg. з вiдновленими в їх струк-
турних елементах частинками феригiдриту.

На сьогоднi все бiльшого практичного застосування знаходять нанобiопродукти та нанобiо-
технологiї, якi грунтуються на використаннi бiологiчних об’єктiв i наночастинок, зокрема
металiв. Одним з актуальних напрямiв розвитку таких систем є створення нових реаген-
тiв-флокулянтiв, спрямованих на вилучення тонкодисперсного золота з тривних руд [1, 2].
Використання металофiльних клiтин мiкроорганiзмiв як високовибiркових флокулянтiв для
ультрадисперсних частинок золота вже визнано ефективним i перспективним [3, 4]. Подаль-
ший крок у розв’язаннi проблеми видобутку високодисперсного золота полягає в сумiсностi
адоптованих до золота клiтин з ультрадисперсними частинками сполук феруму, який вiд-
рiзняється високою геохiмiчною спорiдненiстю стосовно золота [5]. Використання комплекс-
ного флокулянта дасть змогу залучити до технологiчних схем збагачення золота процеси
магнiтної сепарацiї, селективної магнiтної флокуляцiї та деякi iншi.

Вiдомо, що одним з представникiв нанорозмiрних ферум оксигенвмiсних мiнералiв, що
утворюється внаслiдок проходження окисно-вiдновних реакцiй у клiтинах мiкроорганiзмiв,
є дволiнiйний феригiдрит. За сприйнятливих умов феригiдрит може перетворюватися на
iншi мiнеральнi фази, а саме, гетит, магнетит, Fe(II)–Fe(III) шаруватi подвiйнi гiдроксиди
(Green Rust) тощо [6]. В умовах навколишнього середовища феригiдрит, як i iншi ферум-
оксигенвмiснi мiнеральнi фази, утворюється на поверхнi залiза та сталей у ходi корозiйного
процесу, зокрема в системах проникних реактивних бар’єрiв [7]. Для вивчення процесу фор-
мування нанорозмiрних частинок феригiдриту хiмiчним (корозiйним) шляхом модельною
системою було вибрано систему залiзного (сталевого) електрода за умов контакту його по-
верхнi з дисперсiйним середовищем, яке мiстить аквагiдроксоформи феруму (III), та киснем
повiтря або з iншим окисником [8].

Мета представленої роботи полягала в дослiдженнi процесiв бiогенного формування та
перетворення ферумоксигенвмiсних мiнеральних фаз у клiтинах мiкроводоростей, їх фазо-
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вого складу та структури; порiвняння властивостей фаз бiогенного походження з подiбними
фазами, отриманими при проходженнi хiмiчного (корозiйного) процесу, а також у розгля-
дi механiзму взаємодiї частинок феригiдриту та бiокомпозитiв на їх основi з частинками
золота.

Об’єкти та методи дослiдження. Бiокомпозити, якi мiстять клiтини мiкроводорос-
тей та ультрадисперснi частинки сполук феруму, отримували шляхом вiдновної сорбцiї клi-
тинами iонiв феруму (III) з водних розчинiв. Формування наночастинок металу зумовле-
не утворенням екзометаболiтiв, головним чином, полiсахаридiв, якi мiстять альдегiднi та
спиртовi групи, i характеризуються наявнiстю сильних вiдновних властивостей. Центрами
нуклеацiї таких структур можуть слугувати амiнокислотнi дiлянки (групи) полiпептидiв,
якi несуть негативний заряд та утримують катiони або кластери за рахунок електроста-
тичних сил. В експериментах було використано мiкроводоростi Chlorella vulg. Larg 3, якi
зрощенi на середовищi Тамiя [9], з колекцiї Iнституту бiоколоїдної хiмiї iм. Ф.Д. Овчаренка
НАН України. Час контакту клiтин з електролiтом тривав 30 хв.

Для введення в клiтини феруму використовували електролiт на основi хлориду феру-
му (III). Загальну кiлькiсть феруму, акумульованого клiтинами, визначали методом титру-
вання. Формування частинок феригiдриту хiмiчного (корозiйного) походження проводили
в лабораторних умовах на поверхнi сталевого електрода (Ст 3), який контактував з водним
дисперсiйним середовищем i киснем повiтря [10]. Як дисперсiйне середовище було викорис-
тано воднi розчини сульфату феруму (III) з концентрацiєю CFe(III) = 100 мг/дм3; значення
pH 3,5; окиснення системи — помiрне. Частину дослiдiв проводили за умов контакту сталi
з дистильованою водою (pH 6,5) за умов вiльного надходження окисника в зону реакцiї.

Золi золота з розмiром частинок 40–80 нм синтезували за методикою, описаною в публi-
кацiї [11]. Рентгенофазовий аналiз (РФА) зразкiв ферумоксигенвмiсних сполук проводили
на дифрактометрi ДРОН-УМ1 з двома щiлинами Солера та фiльтруванням СоKα-випромi-
нювання нiкелевим фiльтром; швидкiсть зйомки 1 град/хв, граничний кут Вульфа–Брега —
80◦. Iдентифiкацiю фазового складу ферумоксигенвмiсних сполук та нанобiокомпозитiв
проводили згiдно з даними картотеки ASTM (Powder Diffraction File/International Centre
for Diffraction Data/Swarthmore, Pennsylvania, USA, 1977). Iнтенсивнiсть взаємодiї отрима-
них частинок феригiдриту та бiокомпозитiв з частинками золота оцiнювали методом нефе-
лометрiї на фотоелектрокалориметрi ФЕК-56 М за стандартною методикою [12].

Результати та їх обговорення. Фазовий склад i дисперснiсть ферумоксигенвмiсних
фаз, утворених в процесi вiдновної сорбцiї в клiтинних структурах мiкроводоростi, можна
простежити за даними рентгеноструктурного аналiзу, результати якого представленi на
рис. 1.

Дослiдження процесу формування нанорозмiрних ферумоксигенвмiсних мiнеральних
фаз в клiтинах мiкроводоростей проводили залежно вiд часу їх контакту з дисперсiйним
середовищем та концентрацiї в ньому хлориду феруму (III). Рентгенограми вихiдних клi-
тин мiкроводоростей та клiтин, якi контактували з водними розчинами FeCl3 при концен-
трацiях, моль/дм3: CFe(III) = 10−3, CFe(III) = 10−2, CFe(III) = 10−1 впродовж 30 хв. Згi-
дно з даними РФА (див. а на рис. 1), вихiднi клiтини мiстять у своїй структурi частинки
хлориду феруму (III), рефлекси якого вiдбиваються на 0,55 нм; 0,436; 0,385; 0,303; 0,286;
0,224; 0,203; 0,199; 0,190; 0,165 й 0,160 нм. При контактi клiтинної маси з 10−3 моль розчи-
ном хлориду феруму (III) у нiй починається процес формування слабо окристалiзованих
ферумоксигенвмiсних мiнеральних фаз: феригiдриту Fe5O3(OH)9 та продуктiв його пере-
творення — лепiдокрокiту γ-FeOOH, гетиту α-FeOOH i магнетиту FeFe2O4. У той час як
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Рис. 1. Ферумоксигенвмiснi мiнеральнi фази, що утворенi в структурi клiтинної маси при її контактi з вод-
ними розчинами хлориду феруму (III): а — вихiднi клiтини мiкроводоростей; б — CFe(III) = 10−3 моль/дм3;

в — CFe(III) = 10−2 моль/дм3; г — CFe(III) = 10−1 моль/дм3.
Умовнi позначення мiнеральних фаз: ▽ — хлорид феруму (III) FeCl3; ◦ — гетит α-FeOOH; N — лепiдокрокiт
γ-FeOOH; — магнетит FeFe2O4; △ — феригiдрит Fe5O3(OH)9; ⋄ — гематит α-Fe2O3

фаза лепiдокрокiту вiдбивається лише на малих кутах (площини (020) й (120)), рефлекси
гетиту та феригiдриту представленi в повному обсязi. Розмiр кристалiтiв лепiдокрокiту
(площина (020)), розрахований за рiвнянням Шерера, становить ∼38,8 нм, гетиту (площи-
на (110)) — 137,6 нм, феригiдриту (площина (311)) — близько 170 нм. Магнетит, який утво-
рюється у клiтинах мiкроводоростей в ходi подальших фазових перетворень, дає дифрак-
цiйнi вiдбиття вiд площин (111), (220), (311), (400), (511), (440). Розмiр його кристалiтiв,
згiдно з проведеними розрахунками, не перебiльшує 130 нм. Збiльшення вихiдного вмiсту
феруму (III) до 10−2 моль/дм3 призводить до змiни фазового складу ферумоксигенвмiсних
частинок: у структурi клiтинної маси головною фазою стає продукт перетворення фери-
гiдриту — гетит α-FeOOH, максимальнi пiки якого вiдбиваються вiд площин (120) й (121),
другою, за значенням, фазою — магнетит FeFe2O4. Розмiр кристалiтiв гетиту зменшується
до 27,8 нм, а магнетиту та феригiдриту — практично не змiнюється.

Важливо зазначити, що процес вiдновлення феруму (III) з утворенням ферумоксигенв-
мiсних сполук, за однаковою тривалiстю вiдновлення, залежить вiд концентрацiї електро-
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лiту, що, iмовiрно, пов’язано з досягненням необхiдної для цього концентрацiї iонiв поблизу
активного центра (табл. 1). При малих концентрацiях у клiтинах нагромаджується пере-
важно хлорид феруму (III). При збiльшеннi вихiдної концентрацiї феруму в складi бiо-
композита з’являється фаза феригiдриту, а також стiйкiшi та бiльш окристалiзованi фази
лепiдокрокiту та гетиту. Подальше збiльшення в розчинi вихiдного вмiсту феруму (III) при-
зводить до зникнення iз складу бiокомпозита фази лепiдокрокiту, на змiну якої приходить
фаза магнетиту. Саме наявнiсть фази FeFe2O4 надає осаду бiокомпозитiв магнiтнi власти-
востi, що встановленi нами в попередньому дослiдженнi [3]. Такому мiнеральному складу
бiокомпозита вiдповiдають мiнiмальнi розмiри кристалiтiв гетиту — 27,8 нм при сталих
значеннях розмiрiв кристалiтiв магнетиту i феригiдриту.

Для вивчення процесу формування та фазових перетворень ферумоксигенвмiсних мiне-
ральних фаз хiмiчним шляхом модельною системою було вибрано метод їх отримання на
межi роздiлу поверхня сталi–водне дисперсiйне середовище–кисень повiтря. Процес реалiзу-
вався при обертаннi сталевого електрода за умов змiнного контакту його поверхнi з водним
розчином, який мiстив аквагiдроксоформи феруму (III), та повiтрям, що створювало в сис-
темi окиснi умови. Результати дослiдження iлюструє рис. 2.

Процес формування зародкових ферумоксигенвмiсних мiнеральних фаз у системах на
основi залiзовуглецевих сплавiв зумовлений проходженням просторово роздiленої окис-
но-вiдновної реакцiї анодного розчинення залiзної складової сталi з надходженням у дис-
персiйне середовище катiонiв феруму (II) та вiдновлення кисню на її катодних дiлянках,
яке, залежно вiд значення pH, супроводжується потраплянням в дисперсiйне середовище
гiдроксилу або зв’язуванням в ньому протонiв [13]. За умов вiдкритої системи, зона реакцiї
насичується кисневмiсними сполуками вуглецю та киснем повiтря, який сприяє окисненню
та гiдролiзу феруму з утворенням реакцiйно здатних аквагiдроксоформ Fe(II) й Fe(III).
Забезпечення змiнного контакту поверхнi сталi з киснем та дисперсiйним середовищем пiд-
тримує безперервнiсть окисно-вiдновного процесу та призводить до постiйного надходження
Fe(II) в зону реакцiї, якiй каталiзує формування ферумоксигенвмiсних сполук та їх фазо-
вих перетворень.

Колоїдно-хiмiчний механiзм зародження феригiдриту в системах на основi залiза та ста-
лей залежить вiд хiмiчного складу дисперсiйного середовища, з яким контактує поверхня
металу, та окисних умов. Зокрема, при наявностi у дисперсiйному середовищi неорганiчних
солей феруму (III), у першi хвилини його контакту з поверхнею сталi в зонi реакцiї прохо-
дить гiдролiз Fe(III) та осадження фази гiдроксиду за реакцiєю:

[Fe3x(OH)y]
(3x−y)+ + (3x− y)OH− → x[Fe(OH)3] (x = 1, y = 2). (1)

За таких умов утворення феригiдриту може проходити шляхом упорядкування структу-
ри аморфного осаду Fe(OH)3 з видаленням води (згiдно з реакцiєю полiконденсацiї), тобто

Таблиця 1. Вилучення частинок золота з водних золiв клiтинною масою рiзного фазового складу та масового
вмiсту ферумоксигенвмiсних сполук

Вмiст феруму в клiтинах,
% (мас.)

Ферумоксигенвмiснi мiнеральнi
фази, що утворенi в клiтиннiй масi

0,0051 (вихiднi клiтини) FeCl3

0,21 γ-FeOOH, α-FeOOH, Fe5O3(OH)9
0,47 α-FeOOH, Fe5O3(OH)9, FeFe2O4

0,75 α-FeOOH, Fe5O3(OH)9, FeFe2O4
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Рис. 2. Ферумоксигенвмiснi мiнеральнi фази, що утворенi на поверхнi сталi при її контактi з водними
розчинами сульфату феруму (III): а — сумiш зародкових фаз Green Rust, феригiдриту та гетиту; б — фази
магнетиту та лепiдокрокiту з домiшкою гетиту, що утворенi за умов помiрного окиснення системи; в —
фази гетиту та лепiдокрокiту, що утворенi за умов iнтенсивного окиснення системи.
Умовнi позначення мiнеральних фаз: ∗ — гiдроксисульфатний Green Rust; ◦ — гетит α-FeOOH; N — лепi-
докрокiт γ-FeOOH; — магнетит FeFe2O4; △ — феригiдрит Fe5O3(OH)9; ⋄ — гематит α-Fe2O3

має мiсце двостадiйний процес: осадження гiдроксиду феруму (III) за реакцiєю (1) та його
подальше перетворення на феригiдрит за реакцiєю:

5Fe(OH)3 → Fe5O3(OH)9 + 3H2O. (2)

За умов навколишнього середовища феригiдрит нестiйкий i швидко перетворюється на
стiйкiшi мiнеральнi фази, якi належать до структурного α-ряду: гетит α-FeOOH, гематит
α-Fe2O3, або на фази структурного γ-ряду: Fe(II)−Fe(III) шаруватi подвiйнi гiдроксиди
(Green Rust), лепiдокрокiт γ-FeOOH, магнетит FeFe2O4. Так, при постiйному надходжен-
нi в зону реакцiї катiонiв феруму (II) фазовий склад продуктiв перетворення феригiдриту
залежить вiд iнтенсивностi окиснення системи. За даними РФА, мiнеральнi фази, якi реєс-
труються на поверхнi сталi при її контактi з водними розчинами сульфату або хлориду
феруму (III), є сумiш феригiдриту, гетиту, гематиту i гiдроксисульфатного або гiдрокси-
карбонатного Green Rust (див. а на рис. 2). Помiрне окиснення такої системи впродовж
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2–5 год веде до утворення фази магнетиту: на рентгенограмi (див. б ) зареєстрованi вiдбит-
тя вiд площин (111), (220), (311), (400), (511), (440). Iнтенсивне окиснення системи, в свою
чергу, сприяє формуванню сумiшi оксигiдроксидiв феруму — гетиту α-FeOOH i лепiдокрокi-
ту γ-FeOOH (див. в), якi впродовж 24 год частково перетворюються на магнетит FeFe2O4.
На нашу думку, фазове перетворення феригiдриту на магнетит у присутностi окисника
проходить шляхом його взаємодiї з катiонами Fe(II) за реакцiєю:

Fe5O3(OH)9 + 10Fe2+ + 6O2 − 6e− → 5FeFe2O4 + 4H2O+H+. (3)

Пряме перетворення фази феригiдриту на гетит α-FeOOH за реакцiєю (4) вiрогiдне при
контактi поверхнi сталi з дисперсiйним середовищем при вихiдному значеннi pH < 4,0 або
pH > 9,5:

Fe5O3(OH)9 → 5α-FeOOH + 2H2O. (4)

У водному дисперсiйному середовищi механiзм перетворення феригiдриту на гетит
α-FeOOH i лепiдокрокiт γ-FeOOH у присутностi “слiдових” концентрацiй Fe(II) проходить
шляхом розчинення/переосадження (реконструктивного перетворення) [14], за якого слабо
окристалiзованi частинки феригiдриту розчиняються, а далi в розчинi вiдбувається вто-
ринне осадження добре впорядкованих структур оксигiдроксидiв феруму. Перетворення
феригiдриту на α-Fe2O3, навпаки, проходить твердофазним шляхом (дегiдратацiєю) за ра-
хунок руйнування шарiв ОН та видалення H2Oад зi слабо окристалiзованих наночастинок
феригiдриту [15]. Розглядаючи механiзм формування фаз гетиту α-FeOOH, лепiдокрокiту
γ-FeOOH та гематиту α-Fe2O3 при перетвореннi феригiдриту, отриманого на поверхнi залiза
та сталей, простежується чiтка аналогiя з процесами, якi проходять в водному дисперсiйно-
му середовищi при вiдновнiй сорбцiї клiтинами. Передумовами для цього є: 1) властивiсть
системи завдяки катодним процесам самовiльно змiнювати значення pH приповерхневого
шару в широкому дiапазонi вихiдних значень до нейтральних (pH ∼ 7–9); 2) примусове
окиснення системи, яке призводить до нагромадження в зонi реакцiї катiонiв Fe(III), їх
гiдролiзу та хiмiчної взаємодiї з гiдроксилом з утворенням фази феригiдриту; 3) постiйне
надходження в зону реакцiї продуктiв анодного розчинення залiза — катiонiв Fe(II), якi при
незначнiй змiнi pH приелектродного простору можуть перебувати як у формi гiдратованих
катiонiв Fe2+ або гiдроксокомплексiв FeOH+, так i утворювати окрему фазу Fe(OH)2.

Ще один важливий чинник було встановлено в ходi дослiдження, вiн полягає в трива-
лостi процесу формування ферумоксигенвмiсних фаз. Так, у бiохiмiчному процесi, зумов-
леному дiєю клiтин, перетворення первинних ферумоксигенвмiсних фаз у кiнцевi стiйкi
форми магнетиту, гетиту та лепiдокрокiту досягається практично за 30 хв. Навпаки, для
реалiзацiї процесу фазового перетворення шляхом хiмiчного окиснення необхiдно не менше
3–5 год. У попереднiх роботах [3] було показано, що сполуки феруму утворюються в окре-
мих компартментах клiтин мiкроводоростi, що визначає їх розмiр у десятки нанометрiв. На
рис. 3 наведено електронно-мiкроскопiчнi зображення ферумоксигенвмiсних частинок, якi
були отриманi внаслiдок вiдновлення дисперсної фази в клiтинних структурах iз розчину
FeCl3 та отриманих на поверхнi сталевого електрода, який контактував з розчином FeSО4.

У попереднiх роботах [1–4] було показано, що бiокомпозити, якi мiстять клiтини мiкроор-
ганiзмiв i колоїднi частинки металiв, можуть бути використаними як реагенти-флокулянти
в процесах флотацiї при збагаченнi металiв, зокрема золота. В даному дослiдженнi було
показано iнтенсивнiсть взаємодiї з золями золота клiтин Chlorella vulg., бiокомпозитiв на
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Рис. 3. Електроннi мiкрофотографiї: а — клiтини Chlorella vulg. з частинками оксидiв феруму, вiдновленими
з розчину хлориду феруму (III); б — магнiтне зображення цих клiтин; в — частинки феригiдриту, отрима-
ного на поверхнi сталi при її контактi з водним розчином сульфату феруму (III); г — частинки магнетиту,
як продукту фазового перетворення феригiдриту

основi клiтин Chlorella vulg. та частинок феригiдриту хiмiчного походження, отриманих
при їх змiшуваннi з бiомасою (рис. 4). В результатi проведеного дослiдження було вста-
новлено, що максимальною активнiстю в адгезуваннi та флокуляцiї наночастинок золота
характеризуються клiтини Chlorella vulg. з частинками феригiдриту, вiдновленими в їх стру-
ктурних елементах (87%). Тi самi клiтини в сумiшi з частинками феригiдриту, що отриманi
хiмiчним (корозiйним) методом, вилучають iз золю 75 % золота. Частинки феригiдриту та
бiокомпозитiв, якi утворенi як бiогенним, так i хiмiчним шляхом, мають негативнi значення
ζ-потенцiалу. В цьому випадку має мiсце гетерокоагуляцiя мiж частинками золота i фери-
гiдриту, що спричиняє зниження вмiсту золота в дисперсiї на 68%. Клiтини Chlorella vulg.
також взаємодiють з частинками золота, але ступiнь вилучення золота (46 %) — найменший.

Таким чином, отриманi результати вказують на те, що бiокомпозити, якi мiстять клiти-
ни Chlorella vulg. й отриманi методом вiдновної сорбцiї, та ультрадисперснi фази магнетиту,
гетиту та лепiдокрокiту характеризуються пiдвищеною активнiстю у взаємодiї з частинка-
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Рис. 4. Результати дослiдження взаємодiї бiокомпозитiв на основi ферумоксигенвмiсних сполук бiогенного
та хiмiчного походження з частинками золота

ми золота за рахунок гетерокоагуляцiї. В подальших технологiчних дослiдженнях перед-
бачається використовувати магнiтне поле для активацiї цiєї взаємодiї з метою пiдвищення
ефективностi збагачення золота в процесах флотацiї та седиментацiї. Данi про спiльнiсть
процесiв перетворення ферумоксигенвмiсних сполук у природних системах, якi здiйснюють-
ся мiкроорганiзмами, а також у хiмiчному корозiйному процесi є корисними при розробцi
теорiї бiогенного формування родовищ ряду металiв, зокрема золота, вмiст якого корелює
з ферумоксигенвмiсними мiнеральними фазами.
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Е.Н. Лавриненко, И.И. Волобаев, В.А. Прокопенко

Образование ферригидрита биогенного и химического
происхождения и взаимодействие биокомпозитов на его основе
с частицами золота

Проведено исследование процесса формирования биокомпозитов на основе клеток микроводо-
росли Chlorella vulg. и железокислородных минеральных фаз, образованных в их структуре
за счет восстановительной сорбции железа из водных растворов FeCl3. Установлена зави-
симость состава минеральных фаз в структуре биокомпозита от исходной концентрации
электролита, с которым контактируют клетки Chlorella vulg. Для определения влияния
природы железокислородных минеральных фаз на эффективность полученных биокомпози-
тов в качестве модельной системы выбран процесс химической коррозии на поверхности
стали. Показано, что наиболее интенсивно извлечение золота (87%) из дисперсий прохо-
дит при их взаимодействии с биокомпозитом на основе клеток микроводоросли Chlorella
vulg. с восстановленными в их структурных элементах частицами ферригидрита.

O.M. Lavrynenko, I. I. Volobaev, V.A. Prokopenko

The formation of ferrihydrite of the biogenic and chemical origins and
the interaction of biocomposites on its basis with gold particles

The process of formation of biocomposites based on Chlorella vulg. microalgae cells and the iron
oxygen mineral phases formed in their structure due to the ferric reductive sorption from the FeCl3
water solutions is studied. A dependence of the mineral phase compositions in the biocomposi-
te structure on the initial concentration of the electrolyte contacting with Chlorella vulg. cells is
found. The chemical corrosion process on the steel surface is chosen as a model system in order
to determine the influence of the nature of the iron oxygen mineral phases on the efficiency of the
obtained biocomposites. It is shown that the process of aurum extraction (87%) from the dispersions
runs the most intensively, when they interact with biocomposites based on Chlorella vulg. microalgae
cells, and the ferrihydrite particles are reduced in their structural elements.
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Формування та властивостi декстрановмiсного покриття
для контрольованої адсорбцiї альбумiну

та вирощування клiтин

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.Ю. Керчею)

На поверхнi скляної пластинки було сформовано прищеплений наношар 3-амiнопро-
пiл(триетокси)силану, що мiстить у своїй структурi первиннi амiногрупи. За участю
цих амiногруп до поверхнi модифiкованого скла прищеплено дiальдегiддекстран, який
отримували частковим окисненням декстрану перйодатною кислотою. Процес проход-
ження модифiкацiї поверхнi контролювали методами елiпсометрiї, атомно-силової мiк-
роскопiї та визначення контактних кутiв змочування поверхнi водою. На поверхнях
дослiджено адсорбцiю бичачого сироваткового альбумiну та iнтенсивнiсть пролiфера-
тивного росту культури фiбробластiв лiнiї NIH3/T3.

Бiльшiсть бiологiчних реакцiй проходять на поверхнi або межi роздiлу фаз. Тому власти-
востi поверхонь i поверхневi процеси вiдiграють важливу роль у проходженнi бiологiчних
реакцiй. Типовi бiологiчнi реакцiї, що вiдбуваються на поверхнях — це взаємодiя клiтини
з синтетичними матерiалами, адсорбцiя бiлкiв, рiст та розвиток бiологiчної тканини на по-
верхнi синтетичних матерiалiв тощо [1]. Створення стiйких бiлкових наношарiв на поверхнi
неорганiчних матерiалiв є необхiдним i значущим етапом при розробцi бiоiмплантатiв та
бiосенсорних систем [2]. На сьогоднi вирощування бiологiчних тканин, якi можна викорис-
товувати в хiрургiї як iмплантатнi матерiали, вже широко застосовуються на практицi.
Вiдзначимо два основнi пiдходи — це використання плоских твердих поверхонь (plate solid
surface) або губчастих формувань (scaffold) — найчастiше гiдрогелiв з порами великого
розмiру [1–3].

Культивування культур клiтин на синтетичних поверхнях дозволяє забезпечити опти-
мальнi, що найбiльш наближенi до in vivo, умови та визначає всi подальшi процеси їх ди-
ференцiацiї, пролiферацiї та формування мiжклiтинного матриксу. Хiмiчний та фазовий
склад поверхонь, їх топографiя, конформацiя прищеплених макромолекул на поверхнi —
головнi фактори, якi регулюють рiст клiтин на поверхнi та їх функцiї [4].

У попереднiх роботах [5, 6] було показано, що перспективними з точки зору бiоiнженерiї
є модифiкованi полiсахаридами поверхнi. Тому нами було запропоновано новий пiдхiд фор-
мування на поверхнi промислового скла декстрановмiсного покриття для контрольованої
адсорбцiї бiлка альбумiну та вирощування клiтинних лiнiй.

Експериментальна частина. Модифiкацiя поверхнi скляної пластинки. Для модифi-
кацiї поверхнi скла 3-амiнопропiл(триетокси)силаном (“Merck Chemical Co.”) склянi плас-
тинки занурювали у 0,2%-й розчин 3-амiнопропiл(триетокси)силану в метанолi на 24 год.
Пiсля цього молекули силану, що неприщепленi ковалентно, екстрагувалися метанолом

© М. О. Огар, Ю.Б. Стецишин, А.М. Коструба, Н.Г. Марiнцова, Л. Р. Журахiвська, С. В. Федорова,
О.В. Штапенко, В. П. Новiков, 2013

148 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №5



в апаратi Сокслета [7, 8]. На подальшому етапi амiнованi склянi пластинки на 6 год за-
нурювали у 2%-й за масою розчин дiальдегiддекстрану, який було отримано частковим
окисненням декстрану перйодатною кислотою у водi. Окиснення декстрану проводили впро-
довж 2 год. Молекули декстрану, якi не прищепились ковалентно, змивали водою в апаратi
Сокслета.

Вимiрювання контактного кута змочування. Кути змочування дослiджуваної поверх-
нi дистильованою водою вимiрювали таким чином. На поверхню пластинки за допомогою
мiкрошприца наносили краплi рiдини. Для даного типу поверхнi проводилось не менше 12
паралельних вимiрювань. Кювету з пластинкою витримували у термостатi при заданiй тем-
пературi впродовж 10 хв, пiсля чого замiряли розмiри крапель.

Дослiдження поверхнi методом атомно-силової мiкроскопiї (АСМ). Топографiю моди-
фiкованої та немодифiкованої поверхонь скла вивчали безконтактним АСМ методом з вико-
ристанням приладу “CP Park Scientific Instruments” (щуп Si3N4) за звичайних умов у пуль-
сацiйно-силовому режимi.

Дослiдження поверхнi методом елiпсометрiї. Товщину та оптичнi параметри адсор-
бованих полiмерних наношарiв вимiрювали методом елiпсометрiї ex situ. Елiпсометричнi
вимiрювання проводили для кожного зразка поверхнi до i пiсля прищеплення полiмерних
шарiв iз застосуванням нуль-елiпсометра ЛЕФ-3M (Iнститут фiзики напiвпровiдникiв, Но-
воcибiрськ, Росiя). Прилад забезпечує визначення елiпсометричних параметрiв Ψ i ∆ з точ-
нiстю 0,01◦, що дозволяє визначати товщину i показник заломлення прозорої поверхневої
плiвки з похибками ±0,1 нм й ±0,01 вiдповiдно.

Адсорбцiя альбумiну на модифiкованi поверхнi. Для проведення адсорбцiї у роботi вико-
ристано цитратно-фостатний (буферний) розчин альбумiну зi значенням pH 7,4 та концент-
рацiєю альбумiну у розчинi 0,2 мг/мл. Iзоелектрична точка (рI) сироваткових альбумiнiв
лежить у межах значень pH 4,3–4,8.

Дослiдження пролiферативного росту культури клiтин фiбробластiв лiнiї NIH3/T3
на поверхнях. Для визначення впливу поверхнi на рiст i виживання клiтини дослiджува-
ної лiнiї засiвали в кiлькостi 200000 клiтин на чашку Петрi, на днi якої була попередньо
помiщена пластинка. Зразки iнкубували в повноцiнному середовищi впродовж 24–72 год.
Кiлькiсть паралельних зразкiв для одного замiру не менше 3. Пiсля завершення перiоду iн-
кубацiї клiтини на поверхнi зразка зафарбовували розчином трипанового синього (кiнцева
концентрацiя барвника 0,4%). Кiлькiсть живих (незафарбованих) i мертвих (зафарбованих)
клiтин пiдраховували в гемоцитометрi за допомогою свiтлового мiкроскопа.

Обговорення результатiв. Для створення на поверхнi декстрановмiсного покриття
склянi пластинки спочатку обробляли 3-амiнопропiл(триетокси)силаном, у результатi чого
на них iммобiлiзувались первиннi амiногрупи. За участю цих амiногруп до поверхнi модифi-
кованого скла прищеплювали дiальдегiддекстран, який отримували частковим окисненням
декстрану перйодатною кислотою (рис. 1) [6, 9].

Контроль за процесом модифiкацiї поверхнi здiйснювався за допомогою вимiрювання
контактного кута змочування поверхнi водою, АСМ та елiпсометрiї. Формування прищепле-
ного покриття 3-амiнопропiл(триетокси)силану на поверхнi скла призводить до значної змi-
ни властивостей поверхнi. Контактний кут змочування дистильованою водою немодифiко-
ваної поверхнi скла становив (21±3)◦, а пiсля прищеплення 3-амiнопропiл(триетокси)сила-
ну — (51,3 ± 3)◦.

У той самий час прищеплення дiальдегiддекстрану знову зумовлює значну гiдрофiлiза-
цiю поверхнi (контактний кут змочування водою 39,3◦).
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Рис. 1. Модифiкацiї поверхнi скла прищепленим наношаром декстрану

Рис. 2. Топографiї поверхонь, отриманих методом атомно-силової мiкроскопiї: амiнованого скла (а) та амi-
нованого скла, модифiкованого прищепленим наношаром дiальдегiддекстрану (б )

Згiдно з даними елiпсометрiї, змiнюється структура поверхнi, а усереднена товщина
прищепленого наношару 3-амiнопропiл(триетокси)силану становить 0,5 нм. Товщина при-
щепленого наношару дiальдегiддекстрану 0,5–5 нм i залежить вiд умов проведення реакцiї.
Змiнюючи час прищеплення дiальдегiддекстрану можна досягти рiзного ступеня модифi-
кацiї поверхнi.

На рис. 2 наведено АСМ мiкрофотографiї поверхонь амiнованого скла та амiнованого
скла з прищепленим наношаром декстрану. Слiд вiдзначити, що поверхня амiнованого скла
та поверхня амiнованого скла з прищепленим наношаром дiальдегiд декстрану значно вiд-
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Рис. 3. Залежнiсть висоти наношару альбумiну (а) та iндексу рефракцiї отриманої плiвки (б ) вiд часу
адсорбцiї альбумiну:
1 — поверхня скла; 2 — поверхня скла, що модифiкована 3-амiнопропiл(триетокси)силаном; 3 — поверхня
скла, що модифiкована 3-амiнопропiл(триетокси)силаном та декстраном

рiзняються за своєю структурою, зокрема RMS (середньоквадратична шорсткiсть) поверхнi
амiнованого скла становить 0,9 нм, а RMS поверхнi амiнованого скла з прищепленим на-
ношаром дiальдегiд декстрану — 0,4 нм. Крiм того, iстотно помiнявся рельєф у площинi
поверхнi (вiдстань мiж сусiднiми пiками).

Перспективнiсть застосування отриманих поверхонь у бiоiнженерiї було оцiнено дослiд-
женням адсорбцiї бичачого сироваткового альбумiну (БСА) та пролiферацiї фiбробластiв
лiнiї NIH3/T3 на модифiкованi поверхнi.

БСА є найбiльш цiкавим бiлком для створення бiосумiсних поверхонь та бiосенсорних
систем [10–12]. Дослiдженню закономiрностей його адсорбцiї на поверхнi рiзного типу при-
свячено ряд публiкацiй [10–13]. Однак слiд вiдзначити, що в цих публiкацiях незначну ува-
гу придiлено вивченню структури утвореного наношару альбумiну. Крiм того, не достат-
ньо висвiтлено питання адсорбцiї альбумiну на поверхнi, якi модифiкованi полiсахаридом
декстраном, хоча є публiкацiї, в яких показано здатнiсть утворювати стiйкi комплекси мiж
макромолекулами декстрану та альбумiну в розчинi [14]. Тому особливо перспективною, на
наш погляд, є адсорбцiя альбумiну на поверхнi, попередньо модифiкованої прищепленим
наношаром декстрану.

На рис. 3 наведено залежностi висоти (а) та показника заломлення (б ) поверхневого
наношару альбумiну вiд часу його адсорбцiї з цитратно-фосфатного буфера (концентрацiя
розчину альбумiну 0,2 мг/л, pH 7,4). Цi данi дозволяють порiвняти кiнетику процесу ад-
сорбцiї альбумiну на чистiй склянiй та модифiкованiй силаном i полiсахаридом поверхнях.
З рисунку видно, що пiсля швидкого зростання товщини адсорбованого шару на поверхнi
скла вiдбувається часткова десорбцiя альбумiну. Пiсля п’ятигодинної тривалостi процесу
встановлюється динамiчна рiвновага, яка веде до формування на поверхнi термодинамiчно
стiйкого наношару. Максимум адсорбцiйної здатностi спостерiгається для тривалостi про-
цесу 1 год. Такi самi закономiрностi зберiгаються i для амiнованої поверхнi, яка характе-
ризується дещо бiльшою адсорбцiйною здатнiстю, про що свiдчать вiдповiднi залежностi
(див. рис. 2).
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Рис. 4. Залежнiсть iнтенсивностi пролiферативного росту культури клiтин фiбробластiв лiнiї NIH3/T3 на
модифiкованих поверхнях вiд часу культивування:
1 — поверхня скла; 2 — поверхня скла, що модифiкована 3-амiнопропiл(триетокси)силаном; 3 — поверхня
скла модифiкована 3-амiнопропiл(триетокси)силаном та декстраном

Iстотно вiдмiнною є кiнетика процесу на модифiкованiй декстрином поверхнi. Висота
наношару альбумiну пiсля досягнення певної величини (∼20 нм) практично не змiнюється.
Однак в процесi адсорбцiї спостерiгається значне зростання iндексу рефракцiї адсорбованої
плiвки, що свiдчить про утворення ущiльненого наношару альбумiну на поверхнi, модифiко-
ванiй декстраном. Така значна вiдмiннiсть у параметрах адсорбованих наношарiв альбумiну
на поверхнях рiзної природи може також свiдчити про iстотнi конформацiйнi вiдмiнностi
макромолекул альбумiну на рiзних поверхнях.

Важливим показником бiосумiсностi поверхнi є її здатнiсть стимулювати пролiферацiю
клiтин, iнтенсивнiсть пролiферацiї. У порiвняннi з поверхнею скла (на 48 год) спостерi-
гається значне зростання пролiферацiї клiтин на поверхнях, модифiкованих 3-амiнопро-
пiл(триетокси)силаном та 3-амiнопропiл(триетокси)силан/декстраном. Кiлькiсть клiтин на
поверхнi цих зразкiв дещо знижується до 72 год, однак при порiвняннi з поверхнею скла
залишається вищою практично в два рази.

Таким чином, у результатi проведеної нами роботи було запропоновано простий спосiб
формування декстрановмiсного покриття на поверхнi зразкiв скла. Методами елiпсометрiї,
АСМ та вимiрювання контактного кута змочування поверхнi водою показано високу ефек-
тивнiсть запропонованих реакцiй модифiкацiї поверхнi. Дослiджено здатнiсть до адсорбцiї
БСА на склянiй та модифiкованих силаном i полiсахаридом поверхнях. Найбiльш стiйкi,
щiльно упакованi наношари альбумiну утворюються на поверхнях, модифiкованих декстра-
ном, що може бути пов’язане з утворенням альбумiн-декстранових комплексiв.

При порiвняннi даних пролiферативного росту культур на поверхнях скла з рiзної хiмiч-
ної природи можна стверджувати, що значне пiдвищення клiтинного росту спостерiгається
на поверхнi скла, модифiкованої 3-амiнопропiл(триетокси)силан/декстраном.
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Формирование и свойства декстрансодержащих покрытий
для контролированной адсорбции альбумина и выращивания
клеток

На поверхности стеклянной пластинки был сформирован привитый наношар 3-ами-
нопропил(триэтокси)силана, содержащий в своей структуре перинные аминные груп-
пы. При участии этих аминогрупп к поверхности модифицированного стекла привива-
ли диальдегиддекстран, полученный частичным окислением декстрана перйодатной кис-
лотой. Процесс прохождения модификации поверхности контролировали методами ел-
липсометрии, атомно-силовой микроскопии и определением контактных углов смачива-
ния поверхности водой. На поверхностях исследованы адсорбция бычьего сывороточно-
го альбумина и интенсивность пролиферативного роста культуры фибробластов линии
NIH3/T3.
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The formation and properties of a dextran-containing coating for
controlled adsorption of albumin and the growth of cells

On the glass surface, a grafted nanolayer of (3-aminopropyl)triethoxysilane, whose structure inc-
ludes the primary aminogroups, has been formed. With participation of these aminogroups, dial-
dehydedextran obtained by the partial oxidation of the anhydroglucopyranoside subunits of dextran
by periodate acid was covalently grafted to the surface of a modified glass. The process of surface
modification has been controlled, by using the methods of ellipsometry and atomic-force microscopy
and by measuring the contact angles of moistening. The adsorption of bovine serum albumin and
the proliferation activity of the cells-fibroblasts NIH3/T3 line have been examined.
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К.В. Теребiленко, А.В. Теребiленко, I. I. Токменко,
член-кореспондент НАН України М. С. Слободяник

Синтез Na3Eu(PO4)2 з молiбдатних розчинiв-розплавiв

Дослiджено процеси формування Na3Eu(PO4)2 в умовах кристалiзацiї з розчинiв-роз-
плавiв системи Na−Eu−P−Mo−O. За даними IЧ спектроскопiї та рентгенографiї по-
рошку показано вплив спiввiдношення Na/Mo як ключового чинника процесiв криста-
лiзацiї в данiй системi на прикладi направленого перетворення EuPO4 у Na3Eu(PO4)2
у молiбдатному розплавi. Аналiз спектрiв фотолюмiнесценцiї показав, що перетворення
супроводжується перерозподiлом iнтенсивностi свiтiння в областi 600–630 нм.

Розробка нових неорганiчних люмiнофорiв, активованих iонами рiдкiсноземельних елемен-
тiв, потребує пошуку неорганiчних матриць з жорстким анiонним каркасом, з одного боку,
та гнучкiстю катiонної пiдгратки щодо легуючих домiшок — з iншого. Введення активатора
як центра свiтiння у певнiй кристалiчнiй структурi часто призводить до локальної змiни
симетрiї найближчого оточення, що впливає на оптичнi характеристики потенцiйного люмi-
нофору. Так, при введеннi Eu+3 у матрицю Rb3Y(PO4)2 спостерiгається зниження точкової
симетрiї центрiв свiтiння i збiльшення кiлькостi лiнiй у вiдповiдному спектрi [1]. Даний пiд-
хiд може бути використаний для направленої змiни оптичних властивостей люмiнофорiв
при контрольованiй концентрацiї активатора та врахуваннi можливих структурних змiн.

Подвiйнi фосфати загального складу M3Ln(PO4)2 (M — Na, K, Rb) характеризуються
високим квантовим виходом люмiнесценцiї, невисокою собiвартiстю та токсичнiстю [2–7].
Незважаючи на значний iнтерес до оптичних властивостей даного сiмейства фосфатiв, умо-
ви їх отримання та структурнi характеристики дослiджено лише епiзодично [8].

Дана робота присвячена оптимiзацiї умов синтезу Na3Eu(PO4)2 в умовах розчин-роз-
плавної кристалiзацiї з використанням високотемпературного розчинника Na2MoO4. Де-
тальнi дослiдження особливостей кристалоутворення проводили в багатокомпонентних роз-
чинах-розплавах систем Na−Eu−P−Mo−O. Як вихiднi компоненти використовували MoO3

(“ч.”), Na2MoO4 ·2H2O (“ч.”), NaH2PO4 (“х. ч.”), Na2CO3 (“х. ч.”) та Eu2O3 (“х. ч.”). У деяких
випадках замiсть оксиду використовували вiдповiдний фторид EuF3, синтезований за ме-
тодикою [9, c. 136 ].

При дослiдженнi процесiв спонтанної кристалiзацiї розрахованi кiлькостi компонентiв,
що вiдповiдають розплавам Na−P−Eu−Mo−O при рiзних спiввiдношеннях Na/P й Na/Mo
та мольному вмiстi Eu2O3 5%, нагрiвали у платинових тиглях до 1000 ◦С. Отриманi гомо-
геннi розплави охолоджували зi швидкiстю 30 ◦C/год до температури 700–500 ◦С залежно
вiд спiввiдношення компонентiв та в’язкостi розплаву. Кристалiчнi продукти отримували
пiсля декантацiї залишкiв плаву з твердого залишку шляхом промивання в гарячiй водi.
Зразки аналiзували методами IЧ спектроскопiї та порошкової рентгенографiї.

Iнфрачервонi спектри отриманих сполук записано на спектрометрi “Pelkin Elmer Spect-
rum BX FTIR” у дiапазонi частот 400–4000 см−1 для зразкiв, що були запресованi в диски
з KBr. Фазовий склад полiкристалiчних зразкiв встановлювали за даними порошкової рент-
генографiї. Дифрактограми записували за допомогою автоматичного порошкового дифрак-

© К.В. Теребiленко, А.В. Теребiленко, I. I. Токменко, М.С. Слободяник, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №5 155



тометра “Shimadzu XRD-6000” у режимi вiдбиття вiд плоских зразкiв (CuKα-випромiнюва-
ння з λ = 0,154178 нм; метод 2θ безперервного сканування зi швидкостями 1 або 2 ◦C/хв;
дiапазон кутiв 2θ вiд 5,0◦ до 90,0◦; графiтовий монохроматор перед лiчильником). Спектри
люмiнесценцiї записано на спектрофотометрi “Perkin Elmer LS-55” при кiмнатнiй температу-
рi при довжинi збудження 450 нм, вхiднiй/вихiднiй щiлинах 10 мм та фiльтром 430 cut-off.

Детально процеси кристалоутворення вивчали в межах трьох псевдобiнарних розрiзiв:
NaPO3−MoO3, NaPO3−Na2Mo2O7 та Na4P2O7−Na2MoO4 при мольному вмiстi Eu2O3 5%.

Для перших двох розрiзiв спостерiгається утворення ортофосфату EuPO4 (моноклiнна
сингонiя, пр. гр. P21/n, a = 6,681(1), b = 6,861(1), c = 6,350(1) Å, β = 103,9(1)◦ , V =
= 282,48 Å3 [10]), що вiдповiдає схемам взаємодiї:

2MoO3 + 2NaPO3 + Eu2O3 = 2EuPO4 ↓ +Na2Mo2O7,

Na2Mo2O7 + 2NaPO3 + Eu2O3 = 2EuPO4 ↓ +2Na2MoO4.

Незважаючи на той факт, що молiбден (VI) оксид та натрiй димолiбдат у даному випад-
ку виконують функцiю розчинника, що не входить до складу утвореної кристалiчної фази,
у розплавi вiдбувається зсув спiввiдношення Na/P й Na/Mo у бiльш “основну” область. Ана-
логiчна взаємодiя має мiсце у випадку кристалiзацiї розплавiв фосфатних солей в межах
спiввiдношень Na/P = 1,0–2,5 [11, 12].

На противагу першим двом розрiзам, у розчинах-розплавах Na4P2O7−Na2MoO4 вияв-
лено утворення подвiйного фосфату Na3Eu(PO4)2 (орторомбiчна сингонiя пр. гр. Pсmb
a = 5,34(1), b = 18,51(1), c = 14,00(1) Å, Z = 8), що схематично представлене як

3Na4P2O7 + Eu2O3 = 2Na3Eu(PO4)2 + 2Na3PO4 (у присутностi Na2MoO4).

IЧ-спектри отриманих сполук характеризуються складною композицiєю смуг погли-
нань, якi властивi подвiйним ортофосфатам каркасної будови (табл. 1).

Слiд вiдзначити, що якщо в перших двох випадках молiбдатна компонента, виконую-
чи функцiю розчинника, зсувала рiвновагу до бiльш “основних” розплавiв, то у випадку
Na2MoO4 такий зсув не реалiзується, а хiд кристалiзацiї змiнюється корiнним чином. Це
пов’язано з тим, що у системi Na2O−MoO3 вказана точка вiдповiдає максимально можли-
вому спiввiдношенню Na/Mo, що й дає змогу отримати новий подвiйний фосфат. Як вiдомо
з лiтературних даних, Na3Eu(PO4)2 не може бути синтезований при кристалiзацiї розплав-
лених фосфатних солей, що пов’язано з низькою розчиннiстю Eu2O3 у таких розплавах [11].

Таблиця 1. Вiднесення частот IЧ-спектрiв EuPO4 й Na3Eu(PO4)2

Смуга EuPO4 Na3Eu(PO4)2

νas(PO4) 1065 1098
1003 (пл.) 1054

1022
νs(PO4) 965 (пл.) 998 (сл.)
δas+s(PO4) 625 (с.) 604

580 (пл.) 578
539 (с.) 562

546
412 (сл.)
438 (сл.)
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Рис. 1. IЧ-спектри сполук та сумiшей на їх основi: 1 — EuPO4; 2 — 2 год витримки EuPO4 й Na3Eu(PO4)2;
3 — 7 год витримки Na3Eu(PO4)2; 4 — Na3Eu(PO4)2

Отже, молiбдатна компонента у даному випадку є ключовим компонентом у процесi крис-
талiзацiї, оскiльки знижує температуру плавлення сумiшi та в’язкiсть, а також створює
оптимальнi умови для формування Na3Eu(PO4)2.

Для пiдтвердження функцiї молiбдатного розчинника у розплавах систем
Na−Eu−P−Mo−O як вирiшального чинника кристалоутворення розглянуто можли-
вiсть перетворення EuPO4 → Na3Eu(PO4)2 в умовах iзотермiчного вiдпалу в розплавi
Na2MoO4 при температурi, яка на 770◦ нижча вiд температури плавлення ортофосфату
європiю (1770 ◦С).

Для експерименту сумiш реагентiв, що мiстить полiкристалiчний EuPO4, витримували
при 1000 ◦С у десятикратному надлишку Na2MoO4 при перемiшуваннi. Процес перетворе-
ння контролювали методом вiдбору проб, якi вiдмивали вiд залишкiв плаву та аналiзували
методами IЧ спектроскопiї, порошкової рентгенографiї та вивчали спектри фотолюмiнес-
ценцiї.

При витримцi в розплавi через 2 год у IЧ-спектрi з’являються двi характеристичнi сму-
ги 412 й 438 см−1, що є властивими для подвiйного фосфату (рис. 1). За даними рентге-
нофазового аналiзу в твердому залишку наявна сумiш EuPO4 й Na3Eu(PO4)2. Повне пере-
творення EuPO4 → Na3Eu(PO4)2 спостерiгається при витримцi 7 год, що пiдтверджується
даними IЧ спектроскопiї (див. спектри 3 й 4 на рис. 1) та рентгенофазовим аналiзом.

Перетворення з EuPO4, де європiй перебуває у високосиметричному оксигеновому ото-
ченнi однiєї кристалографiчної позицiї, до глазеритоподiбного Na3Eu(PO4)2, для якого ви-
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Рис. 2. Спектри фотолюмiнесценцiї при 300 К, λзб= 450 нм у дiапазонi 550–750 нм: 1 — EuPO4; 2 — 2 год
витримки EuPO4 й Na3Eu(PO4)2; 3 — 7 год витримки Na3Eu(PO4)2; 4 — монофазний Na3Eu(PO4)2

дiлено три позицiї для центра свiтiння, зафiксовано у змiнi спектрiв фотолюмiнесценцiї.
Оскiльки для бiльшостi ортофосфатiв на основi РЗЕ у спектрах фотолюмiнесценцiї при
низьких температурах спостерiгається суперпозицiя власної люмiнесценцiї та свiтiння Eu3+,
дослiдження проводили при кiмнатнiй температурi. Загальний вигляд спектрiв люмiнес-
ценцiї пiд час перетворення в дiапазонi, що вiдповiдає дiлянкам електронних переходiв
5D0 → 7F1,2,4, демонструє рис. 2.

Вiдзначимо, що у випадку чистого EuPO4 переважає люмiнесценцiя в оранжевiй части-
нi спектра (дiлянка 580–600 нм, що вiдповiдає переходу 5D0 → 7F1), тодi як для всiх iнших
випадкiв (сумiшi EuPO4 + Na3Eu(PO4)2 та чистого подвiйного фосфату) домiнує червона
смуга (перехiд 5D0 → 7F2, дiлянка 610–630 нм). Для всiх випадкiв смуга, що вiдповiдає
переходу 5D0 → 7F0, за даних умов реєстрацiї не спостерiгається. Характер розщеплення
смуг, що вiдповiдають переходам 5D0 → 7F1 та 5D0 → 7F2, та їх значне уширення свiд-
чать про iснування кiлькох центрiв свiтiння вже при прожарюваннi впродовж 2 год. Слiд
вiдзначити, що змiна iнтегральної пiкової iнтенсивностi для цих двох смуг та їх вiдноше-
ння має нерiвномiрний характер. Пiсля прожарювання впродовж 2 год (див. спектр 2 на
рис. 2) вiдношення iнтегральної iнтенсивностi I(5D0 → 7F1)/I(

5D0 → 7F2) дорiвнює 1, що
є ознакою суперпозицiї свiчення, характерного для iонiв європiю в рiзному оточеннi. Пов-
не замiщення характеризується поступовою змiною домiнуючої люмiнесценцiї з оранжевої
областi до червоної.

Таким чином, контрольована перебудова кристалiчного каркаса, яка керується спiввiд-
ношенням Na/Mo, дає змогу регулювати iнтенсивнiсть свiтiння та отримувати сумiшi на
основi кiлькох люмiнофорiв зi свiтiнням у необхiднiй частинi спектра.
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Синтез Na3Eu(PO4)2 с молибдатных растворов-расплавов

Исследованы процессы формирования Na3Eu(PO4)2 в условиях кристаллизации из раство-
ров-расплавов системы Na−Eu−P−Mo−O. По данным ИК спектроскопии и рентгенографии
порошка показано влияние соотношения Na/Mo как ключевого фактора процесса кристал-
лизации в данной системе на примере направленного преобразования EuPO4 в Na3Eu(PO4)2
в молибдатном расплаве. Анализ спектров фотолюминесценции показал, что превращение
сопровождается перераспределением интенсивности свечения в области 600–630 нм.

K.V. Terebilenko, A. V. Terebilenko, I. I. Tokmenko,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine M. S. Slobodyanik

Synthesis of Na3Eu(PO4)2 from molybdate high-temperature solutions

The conditions of Na3Eu(PO4)2 formation by crystallization of high-temperature solutions in the
Na−Eu−P−Mo−O system have been studied. The effect of the ratio Na/Mo as a key factor of
the crystallization process in the system has been illustrated by the conversion of EuPO4 into
Na3Eu(PO4)2 in a molibdate melt and proved by IR spectroscopy and powder X-ray diffraction.
Analysis of photoluminescence spectra has shown that the transformation is accompanied by a
redistribution of the emission intensity in the interval 600–630 nm.
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Кристалiчна структура шаруватих перовськiтiв
La5Ti3B

IIIO15

Синтезовано сполуки La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In). Методом рентгенiвської ди-

фракцiї на порошках визначено шаруватi перовськiтоподiбнi структури (ШПС) сте-
хiометричних сполук La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe). Встановлено належнiсть ШПС
La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe) до структурного типу BaLa4Ti4O15. Параметри елемен-
тарних комiрок La5Ti3B

IIIO15: a = 0,55468(6) нм, c = 2,1993(2) нм (BIII — Ga), a =
= 0,55670(8) нм, c = 2,1978(4) нм (BIII — Fe), a = 0,56258(7) нм, c — 2,2069(3) нм (BIII —
In), просторова група P-3c1. Значення факторiв недостовiрностi RB дорiвнюють 0,046
(BIII — Ga) i 0,068 (BIII — Fe). Проаналiзовано особливостi ШПС La5Ti3B

IIIO15 та вста-
новлено взаємозв’язки склад — будова ШПС.

Особливостi будови сполук типу AnBn−1O3n iз шаруватою перовськiтоподiбною структу-
рою (ШПС) з n = 5 є одним iз основних факторiв, якi обумовлюють високий рiвень їх
електрофiзичних характеристик у надвисокочастотному дiапазонi [1, 2].

На сьогоднi встановлено iснування шести чотиришарових сполук типу La5Ti3B
IIIO15

(BIII — Al [1, 3], Ga [1], Cr, Fe [3], Sc [4], In [5]) iз тривалентними атомами у В-позицiї ШПС.
Однак данi про будову ШПС бiльшостi сполук La5Ti3B

IIIO15 у науковiй лiтературi вiдсутнi
(BIII — Cr, Fe, In) або є недостатньо достовiрними (BIII — Al (Rwp ≈ 0,1), Ga (Rwp ≈ 0,15) [1]),
оскiльки визначенi для нестехiометричних зразкiв, якi мiстили ∼10% домiшкових фаз.

Ранiше було детально дослiджено послiдовностi фазових перетворень при синтезi спо-
лук La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe, Sc, In) та визначено оптимальнi умови отримання одно-
фазних бездомiшкових зразкiв цих сполук [5]. Метою даної роботи було визначення криста-
лiчної структури та аналiз особливостей будови стехiометричних шаруватих сполук типу
AnBn−1O3n з n = 5 складу La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, In, Fe).
Однофазнi полiкристалiчнi зразки сполук La5Ti3B

IIIO15 синтезовано термообробкою
шихти́ спiльноосаджених гiдроксидiв (BIII — Fe, In) та за керамiчною технологiєю (BIII —
Ga), як описано в статтi [5]. Рентгенiвськi дифракцiйнi спектри La5Ti3B

IIIO15 записано на
дифрактометрi ДРОН-3 у дискретному режимi (крок сканування 0,03◦, експозицiя в точцi
5 с) на мiдному фiльтрованому випромiнюваннi. Управлiння процесом зйомки та збором
iнформацiї, початкова обробка дифрактограм, а також структурнi розрахунки виконано
з використанням апаратно-програмного комплексу [6].

Дифрактограми зразкiв складу La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, In, Fe) подiбнi до дифрак-

тограм вiдомих сполук типу AnBn−1O3n iз чотиришаровою ШПС: BaLa4Ti4O15 (пр. гр.
P-3c1) [7] та Ba5Ta4O15 (пр. гр. P-3m1) [8].

Iндексування дифрактограм сполук La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In) показало, що вони

задовiльно iндексуються в тригональнiй сингонiї з подвоєним (порiвняно з Ba5Ta4O15 та
Ba5Nb4O15,48) перiодом c кристалiчної гратки. Причиною подвоєння є наявнiсть на дифрак-
тограмах сполук La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In) ряду вiдбиттiв слабкої iнтенсивностi.
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Аналiз погасань вiдбиттiв на дифрактограмах, незначна iнтенсивнiсть сигналу генерацiї
другої гармонiки лазерного випромiнювання I2ω. для La5Ti3B

IIIO15 (приблизно на порядок
менша, нiж у нецентросиметричного La2Ti2O7 iз ШПС), а також особливостi будови ШПС
сполук типу AnBn−1O3n з n = 5 (чергування шарiв АО3 за типом (гкккг)2 [1]) вказують на
належнiсть ШПС La5Ti3B

IIIO15 до центросиметричної просторової групи P-3c1.
Первинну оцiнку координат атомiв для початкових моделей структури сполук

La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In) проведено за структурними даними для титанату

BaLa4Ti4O15 (пр. гр. P-3c1) [7]. Зiставлення експериментальних i розрахованих для таких
моделей структури iнтенсивностей показало їх задовiльну збiжнiсть для BIII — Ga, Fe. У ви-
падку сполуки La5Ti3InO15 (a = 0,56258(7) нм, c = 2,2069(3) нм, α = 90◦, β = 90◦, γ = 120◦)
величина фактора недостовiрностi RB є незадовiльно великою (0,153). Можливою причи-
ною цього може бути вiдмiннiсть будови ШПС титаноiндату La5Ti3InO15 вiд використаної
моделi його структури. Результати уточнення координатних та теплових параметрiв струк-
тури сполук La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe), а також дифракцiйнi данi наведено в табл. 1,
2 та на рис. 1, 2. Уточненi при розрахунку структури склади цих сполук у межах похибки
визначення вiдповiдають експериментально заданим.

Кристалiчна структура сполук La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe) побудована з розташова-

них у площинi XY двовимiрних перовськiтоподiбних блокiв iз чотирьох шарiв, з’єднаних
вершинами октаедрiв (Тi,BIII)O6 та TiO6 (див. рис. 1). Одна п’ята октаедричних позицiй
у перовськiтоподiбному блоцi є вакантною. Безпосереднiй зв’язок мiж зовнiшньоблочни-
ми октаедрами сусiднiх перовськiтоподiбних блокiв у шаруватiй структурi La5Ti3B

IIIO15

(BIII — Ga, Fe) вiдсутнiй. Блоки роздiленi шаром деформованих кубооктаедрiв La(1)O12

та утримуються разом за допомогою зв’язкiв −O−La(1)−O−.
З дванадцяти атомiв оксигену полiедра La(1)O12 дев’ять (шiсть O(1) та три O(2)) на-

лежать до того самого блока, що й атоми La(1), а три атоми оксигену O(1) належать до
сусiднього блока (див. рис. 2). Координацiйне число внутрiшньоблочних атомiв Lа(2) й
Lа(3) дорiвнює 12, а їх координацiйним полiедром є деформований кубооктаедр LаО12.

Через близькiсть факторiв атомного розсiювання атомiв Fe й Ti, уточнення структури
La5Ti3FeO15 проведено у припущеннi статистичного розподiлу цих елементiв по октаедрич-
них позицiях 4с i 4d перовськiтоподiбного блока.

Характер розподiлу атомiв Ti й Fe у ШПС La5Ti3FeO15 був проаналiзований нами
шляхом розрахунку величин сум ефективних валентностей зв’язкiв (СЕВЗ) цих атомiв
у октаедрах (Ti1−xFex)O6, як описано в статтi [4]. Найкращий збiг середньої валентностi
центральних атомiв октаедрiв (Ti1−xFex)O6 та вiдповiдних розрахованих величин СЕВЗ
(Ti1−xFex)−O в октаедрах (Ti1−xFex)O6 має мiсце при розташуваннi переважної бiльшостi
атомiв Fe (x ∼= 0,35) у позицiях 4d (рис. 3). Результати наших розрахункiв СЕВЗ корелюють
з проведеним в роботi [3] аналiзом мессбауеровських спектрiв La5Ti3FeO15 та вказують на
частково упорядкований розподiл атомiв Ti й Fe у ШПС La5Ti3FeO15 iз переважною ло-
калiзацiєю атомiв Fe у внутрiшньоблочних октаедрах (Ti1−xFex)(2)O6 перовськiтоподiбного
блока.

Характерною особливiстю чотиришарової структури La5Ti3GaO15 є високовпорядковане
розмiщення атомiв Ga лише в центральнiй частинi перовськiтоподiбного блока, в той час
як октаедричнi позицiї на краю блока заселенi виключно атомами Ti (див. табл. 1, 2).

Рiзниця зарядiв ∆q iонiв Ti4+ й Ga3+ або Fe3+ є мiнiмальною, а їх розмiри (Ga3+

(0,076 нм), Fe3+ (0,0785 нм), Ti4+ (0,0745 нм) [9]) — досить близькими. Можливiсть упоряд-
кування в iонних кристалах визначається в основному рiзницею зарядiв iонiв ∆q i радiусiв
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Таблиця 1. Кристалографiчнi данi сполук La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe)

Позицiя Атом
La5Ti3GaO15 La5Ti3FeO15

X Y Z З. п.∗ X Y Z З. п.∗

4d La(1) 0,6670 0,3330 0,4603(2) 1 0,6670 0,3330 0,4588(2) 1
4d La(2) 0,3330 0,6670 0,3590(4) 1 0,3330 0,6670 0,3601(2) 1
2a La(3) 0 0 0,25 1 0 0 0,25 1
4c Ti(1) 0 0 0,4151(3) 1 0 0 0,4132(3) 0,75
4c Fe(1) — — — — 0 0 0,4132(3) 0,25
4d Ti(2) 0,6670 0,3330 0,3038(3) 0,5 0,6670 0,3330 0,2990(2) 0,75
4d Ga(2) 0,6670 0,3330 0,3038(3) 0,5 — — — —
4d Fe(2) — — — — 0,6670 0,3330 0,2990(2) 0,25
12g O(1) 0,876(3) 0,228(2) 0,549(2) 1 0,879(2) 0,234(2) 0,550(3) 1
12g O(2) 0,319(2) 0,114(2) 0,351(3) 1 0,328(3) 0,109(2) 0,350(2) 1
6f O(3) 0,556(3) 0 0,25 1 0,553(2) 0 0,25 1

Пр. група P-3c1 (no 165) P-3c1 (no 165)
Параметри гратки, нм a = 0,55468(6), b = 0,55468(6), c = 2,1993(2), γ = 120◦ a = 0,55670(8), b = 0,55670(8), c = 2,1978(4), γ = 120◦

Незалежнi вiдбиття 148 185

Загальний iзотропний 0,31(3) · 10−2 0,09(3) · 10−2

B-фактор, нм2

Фактор недостовiрностi RB = 0,046 RB = 0,068

∗Заповнення позицiї.
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Рис. 1. Проекцiї кристалiчної структури La5Ti3FeO15 на площини Y Z й Y X у виглядi октаедрiв (Ti, Fe)O6

та атомiв La (чорнi кружки)

Рис. 2. Будова мiжблочної границi в шаруватiй перовськiтоподiбнiй структурi La5Ti3GaO15

Рис. 3. Залежнiсть середньої валентностi центральних атомiв зовнiшньоблочних октаедрiв (Ti1−xFex)(2)O6

(1 ) та вiдповiдних розрахованих величин сум ефективних валентностей зв’язкiв (Ti1−xFex)(2)−O в октаед-
рах (Ti1−xFex)(2)O6 (2) вiд ступеня заповнення (x) позицiї 4d атомами Fe

∆RB та електронною будовою катiонiв, тому можна припустити, що тенденцiя до лока-
лiзацiї катiонiв Ga3+ й Fe3+ лише у внутрiшнiх шарах перовськiтоподiбних блокiв ШПС
La5Ti3B

IIIO15 визначається головним чином їх електронною будовою. Така сама тенденцiя
спостерiгається також для Ga- й Fe-вмiсних представникiв сiмейства сполук з ШПС типу
AnBnO3n+2 [10, 11].
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Зiставлення довжин зв’язкiв Me−O та ступенiв деформацiї (∆) октаедрiв MeO6 у ШПС
La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe й Sc [4]) показало, що центральнi октаедри перовськiтоподiбних
блокiвMe(2)O6 є практично iдеальними (їх ∆ 6 1·10−4), у той час як для зовнiшньоблочних
октаедрiв Me(1)O6 характернi досить значнi рiзниця у довжинах зв’язкiв Me−O (0,021–
0,03 нм) та величина ∆(27–54 · 10−4).

Аналiз кристалографiчних характеристик шаруватих сполук типу La5Ti3B
IIIO15 (BIII —

Cr [3], Ga, Fe, Sc [4], In) виявив лiнiйну залежнiсть перiодiв кристалiчної гратки та
об’ємiв елементарних комiрок вiд величини середнього радiуса атомiв у В-позицiї ШПС
(рис. 4).

Хiд залежностей ступенiв деформацiї зовнiшньоблочних полiедрiв La(1)O12 та (Ti,
BIII)(1)O6 у шаруватих структурах стехiометричних La5Ti3B

IIIO15 вiд середнього крис-
талiчного радiуса атомiв В-позицiї (див. рис. 4) показав, що збiльшення розмiру трива-
лентного катiона призводить до збiльшення ступеня деформацiї цих полiедрiв та вiдпо-
вiдно зростання напруженостi на мiжблочнiй границi, що буде дестабiлiзувати шарувату
структуру сполук типу La5Ti3B

IIIO15.
Слiд зазначити, що основний внесок у збiльшення деформацiї зовнiшньоблочних октаед-

рiв (Ti, BIII)(1)O6 дає зростання мiжатомної вiдстанi Ti−O(2) (див. рис. 4), що виражається
в зсувi атомiв О(2) у бiк найближчого перовськiтоподiбного блока (див. рис. 2).

З кристалохiмiчної точки зору утворення La5Ti3B
IIIO15 можна представити як “до-

рощування” числа шарiв октаедрiв у тришаровому перовськiтоподiбному блоцi титана-
ту La4Ti3O12 перовськiтом складу LaBIIIO3 в результатi чого утворюється чотиришарова
ШПС сполук La5Ti3B

IIIO15.

Таблиця 2. Деякi мiжатомнi вiдстанi та ступiнь деформацiї (∆) полiедрiв LaO12, TiO6 та (Ti, BIII)O6 у
кристалiчнiй структурi сполук La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe)

Атоми
BIII — Ga BIII — Fe

Атоми
BIII — Ga BIII — Fe

d, нм d, нм d, нм d, нм

La(1)–3O(1)∗ 0,249(2) 0,253(2) Ti(1)–3O(1) 0,189(1) —
3O(1) 0,250(1) 0,248(2) 3O(2) 0,210(2) —
3O(2) 0,294(2) 0,291(1) Ti(1)–Oсер 0,200 —

3O(1) 0,307(3) 0,311(2) ∆Ti(1)O6 28 ·10−4 —
La(1)−Oсер 0,275 0,276 (Ti, Ga)(2)–3O(2) 0,198(1) —

∆La(1)O12 89 · 10−4 91 · 10−4 3O(3) 0,202(2) —
La(2)–3O(2) 0,253(2) 0,249(2) (Ti, Ga)(2)−Oсер 0,200 —

3O(1) 0,254(1) 0,250(2) ∆(Ti, Ga)(2)O6 1 · 10−4 —
3O(3) 0,290(2) 0,292(1)
3O(2) 0,303(2) 0,310(2) (Ti, Fe)(1)–3O(1) — 0,192(1)

La(2)−Oсер 0,275 0,275 3O(2) — 0,213(2)

∆La(2)O12 64 · 10−4 93 · 10−4 (Ti, Fe)(1)−Oсер — 0,203

La(3)–3O(3) 0,246(1) 0,249(2) ∆(Ti, Fe)(1)O6 — 27 · 10−4

6O(2) 0,271(2) 0,273(1) (Ti, Fe)(2)–3O(2) — 0,200(2)
3O(3) 0,308(3) 0,308(2) 3O(3) — 0,196(2)

La(3)–Oсер 0,274 0,276 (Ti, Fe)(2)−Oсер — 0,198

∆La(3)O12 65 · 10−4 58 · 10−4 ∆(Ti,Fe)(2)O6 — 1 · 10−4

Пр и м i т ка . Ступiнь деформацiї октаедрiв MeOn у кристалiчнiй структурi La5Ti3B
IIIO15 розраховано за

формулою: ∆ = 1/n
∑

[(Ri −R)/R]2, де Ri — вiдстанi Me−O, R — середня вiдстань Me−O; n — координа-
цiйне число [9].
∗Мiжблочна вiдстань (О(1) — атом оксигену октаедрiв Ti(1)O6 й (Ti, BIII)(1)O6 iз сусiднього перовськiто-
подiбного блока).
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Рис. 4. Залежностi об’єму елементарних комiрок сполук типу La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Al [1, 3], Cr [3], Ga,

Fe, Sc [4], In) (1 ) та ступеня деформацiї зовнiшньоблочних полiедрiв La(1)O12 (2 ) й (Ti, BIII)(1)O6 (3 ),
мiжатомних вiдстаней (Ti, BIII)(1)−O(2) (4 ) й (Ti, BIII)(1)−O(1) (5 ) у ШПС стехiометричних La5Ti3B

IIIO15

(BIII — Ga, Fe, Sc [4]) вiд середнього кристалiчного радiуса iонiв В-позицiї

У зв’язку з цим безсумнiвний iнтерес представляло дослiдження особливостей будови
бiльш багатошарових титаноферитiв та титаноiндатiв складу LanTi3B

III
n−4O3n з n = 6. Про-

те результати рентгенографiчного дослiдження термооброблених зразкiв валового складу
La6Ti3B

III
2 O18 показали, що замiсть очiкуваного п’ятишарового La6Ti3In2O18 утворюється

двофазна сумiш, яка складається iз фаз на основi чотиришарового La5Ti3InO15 та перов-
ськiту LaInO3. У випадку BIII — Fe кiнцевим продуктом термообробки є фаза зi структурою
дефектного перовськiту. Найвiрогiднiшими причинами вiдсутностi п’ятишарових сполук
La6Ti3B

III
2 O18 (BIII — Fe, In) є наближення їх будови до дуже стабiльної тривимiрної струк-

тури перовськiту, що, безумовно, дестабiлiзує ШПС, а також зростання напруженостi на
мiжблочних границях у випадку великих атомiв In.

Таким чином, нами синтезовано три однофазних представника сiмейства шаруватих
сполук типу AnBn−1O3n складу La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In), методом рентгенiвсь-
кої дифракцiї вперше визначено кристалiчну структуру двох стехiометричних сполук
La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe) та проаналiзовано особливостi їх будови. Визначено харак-
тер впливу розмiру атомiв типу ВIII на ступiнь деформацiї мiжблочних полiедрiв МеОk

i довжини вiдстаней зовнiшньоблочних октаедрiв (Ti, BIII)(1)O6 у ШПС сполук типу
La5Ti3B

IIIO15 та з’ясовано фактори, якi сприяють руйнацiї ШПС в iзоморфному рядi спо-
лук La5Ti3B

IIIO15.
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Кристаллическая структура слоистых перовскитов La5Ti3B
IIIO15

Синтезированы соединения La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In). Методом рентгеновской ди-

фракции на порошках определены слоистые перовскитоподобные структуры (СПС) стехио-
метрических соединений La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe). Установлена принадлежность СПС
La5Ti3B

IIIO15 (BIII — Ga, Fe) к структурному типу BaLa4Ti4O15. Параметры элементар-
ных ячеек La5Ti3B

IIIO15: a = 0,55468(6) нм, c = 2,1993(2) нм (BIII — Ga), a = 0,55670(8) нм,
c = 2,1978(4) нм (BIII — Fe), a = 0,56258(7) нм, c = 2,2069(3) нм (BIII = In), пространс-
твенная группа P-3c1. Значения факторов недостоверности RB составляют 0,046 (BIII —
Ga) и 0,068 (BIII — Fe). Проанализированы особенности СПС La5Ti3B

IIIO15 и установлены
взаимосвязи состав — строение СПС.

Y.A. Titov, N.M. Belyavina, V. Ya. Markiv,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine M. S. Slobodyanik, V.V. Polybinskii

Crystal structure of layered perovskites La5Ti3B
IIIO15

La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe, In) have been synthesized, and the crystal layered perovskite-like

structures (LPS) of stoichiometric compounds La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe) are determined by

X-ray powder diffraction. It is found that the LPS of La5Ti3B
IIIO15 (BIII — Ga, Fe) belongs to

the BaLa4Ti4O15-type structure. The cell constants of La5Ti3B
IIIO15 are: a = 0.55468(6) nm, c =

= 2.1993(2) nm (BIII — Ga), a = 0.55670(8) nm, c = 2.1978(4) nm (BIII — Fe), a = 0.56258(7) nm,
c = 2.2069(3) nm (BIII — In), and the space group is P-3c1. The final RB value is equal to 0.046
(BIII — Ga) and 0.068 (BIII — Fe). The peculiarities of LPS of La5Ti3B

IIIO15 are analyzed, and
the correlations composition — constitution of LPS have been identified.
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Методом электронной микроскопии показано, что обработка бактериофага ZF-40 анти-
сывороткой, полученной к бактериоцинам типа фаговых хвостовых отростков (MCTV)
Pectobacterium carotovorum subsp. carotovorum, приводит к агрегации частиц бактериофа-
га. Обработка смеси бактериоцинов кроличьей антисывороткой, полученной к бактери-
офагу ZF-40, вызывает появление преципитата бактериоцинов типа “снопиков”, соеди-
ненных друг с другом боковыми поверхностями. Возникают также и длинные жгуты,
соединенные MCTV своими концами. Кроме этого, образуются большие агрегаты сфе-
рических частиц с разной величиной головок. Нейтрализация лизирующей активности
бактериофага ZF-40 происходит при воздействии на него обеих антисывороток. Таким
образом, фитопатогенные бактерии P. carotovorum имеют серологически родственные
белки в составе бактериоцинов и бактериофага ZF-40, которые, очевидно, сопряжены
с их лизирующей или киллерной активностью.

Фитопатогенные бактерии Pectobacterium carotovorum subsp. carotovorum (Erwinia caroto-
vora) под влиянием индукторов способны выделять большое множество киллерных фак-
торов в виде хвостовых отростков бактериофагов, базальные пластинки разной ширины
и головки бактериофагов размером от 18 до 95 нм [1]. При этом не происходит сборки
полноценных фаговых частиц.

Вид умеренного бактериофага Pectobacterium carotovorum — ZF-40 впервые выделен
и описан Ф.И. Товкачем [2]. После анализа сиквенса бактериофага ZF-40 было показано,
что он является типичным представителем бактериофагов семейства Myoviridae (морфотип
А1) [3]. Частицы фага состоят из изометрической головки диаметром 58,3 нм и сократимого
хвостового отростка длиной 86,3 нм с короткими хвостовыми нитями длиной 31,5 нм.

Ранее нами было исследовано серологическое родство между MCTV Erwinia carotovora,
выделенных из различных экологических ниш, со структурными белками бактериофага
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ZF-40 [4]. Было показано, что полученная к MCTV сыворотка инактивирует как киллерное
действие бактериоцинов относительно E. carotovora и некоторых штаммов Esherichia coli,
а также снижает лизирующую активность бактериофага ZF-40 относительно E. carotovora.

Представляет интерес изучить влияние антисывороток, полученных к бактериофагу
ZF-40 и MCTV, на киллерные частицы P. carotovorum с применением метода электрон-
ной микроскопии.

В работе использовали бактерии Pectobacterium carotovorum subsp. carotovorum штамм
J2 и Pcc RC 5297. Подращивание клеток и индукцию бактериоцинов проводили как описа-
но в [1]. Далее, бактериоцины высаливали с помощью 50% сульфата аммония в присутст-
вии 0,1 М NaCl. Преципитат частиц каротоворицинов осаждали центрифугированием при
10000 g в течение 30 мин. Смесь бактериоцинов разделяли в роторе SW-40 центрифуги
Beckman при 30000 об./мин в течение 4 ч в сахарозном градиенте (5–20%), содержащем 20%
этилового спирта в 0,01 М трис-НСl буфере, pH 7,2. Осадки бактериоцинов, содержащие
хвостовые отростки, ресуспендировали, диализировали против физраствора и использо-
вали для дальнейших исследований. Бактериофаг ZF-40 получали методом слитного ли-
зиса в титре (2 ÷ 4) · 1011 БОЕ/мл. Лизат фага концентрировали и очищали дифферен-
циальным ультрацентрифугированием (ротор SW28, Spinco L8-70, 26000 об./мин, в течение
60 мин) [2, 5].

К бактериофагу ZF-40 и бактериоцинам получали кроличью антисыворотку. Концент-
рацию в них белка определяли по оптической плотности раствора при длине волны 278 нм
на Specord. Согласно J. F. Shepard и G.A. Socor [6] 12,3 опт. ед. соответствуют 1 мг/мл
белка. Белковую смесь бактериоцинов смешивали с равным объемом адьюванта Фрейн-
да и иммунизировали кроля. После реимунизации по истечении 7 дней отбирали кровь,
отделяли сыворотку [4]. Затем обрабатывали ею раствор бактериоцинов в концентрации
1 мг/мл и раствор бактериофага, используя его 5-е разведение. После выпадения осадка
(через 5–10 мин) смесь центрифугировали при 8000 об./мин в течение 10 мин. Полученный
осадок ресуспендировали в 10 мМ трис-НСl буфере pH 7,2, содержащем 0,5 М NaCl, с целью
избавления от неспецифических сывороточных белков. Осадки отмывали центрифугирова-
нием, проводя процедуру 3 раза. Отмытые комплексы растворяли в 100 мкл физраствора.
Полученные препараты наносили на коллодиевые подложки сеточек и контрастировали 2%
уранилацетатом. Электронномикроскопические исследования проводили с помощью мик-
роскопа JEOL 1400 при инструментальном увеличении 20000–40000.

Нейтрализующее действие сывороток на бактериофаг определяли на бактериальных
клетках Pcc RC 5297.

На рис. 1, а представлены микрофотографии частиц бактериофагов ZF-40, которые не
подвергались обработке сыворотками. Следует отметить, что частицы не соединены друг
с другом. В качестве контроля использовали сыворотку, полученную у здорового кроля,
аналогичным образом обработали частицы бактериофага (см. рис. 1, б ).

После добавления в раствор бактериофага сывороток, полученных как к бактериофагу
ZF-40, так и к MCTV, образуются агрегаты частиц бактериофагов (см. рис. 1, в, г). Причем
связываются друг с другом как полноценные бактериофаги, так и фаговые головки разных
типов. Ранее было показано, что агрегированные при помощи антисыворотки, полученной
к MCTV, частицы бактериофага ZF-40 утрачивают свою лизирующую активность в 20 раз
по сравнению с контролем [4].

Обработка бактериофагов собственной антисывороткой (гомологичной) способна пол-
ностью инактивировать действие бактериофага ZF-40 относительно клеток P. carotovorum
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Рис. 1. Частицы бактериофага ZF-40: а — не обработанные антисыворотками; б — обработанные нормаль-
ной сывороткой; в — агрегаты частиц бактериофага, образованные после добавления антисывороток, по-
лученных к бактериофагу ZF-40; г — агрегаты частиц бактериофага после обработки его антисывороткой,
полученной к MCTV

RC 5297. Результат зависит от подбора титра сыворотки, количества частиц бактериофага
в растворе и времени инкубации бактериофага с сывороткой. Антисыворотка, полученная
к MCTV, также снижает лизирующую активность бактериофага (рис. 2). Вероятно, анти-
сыворотка блокирует активные компоненты бактериофага, что препятствует в дальнейшем
прикреплению частиц к оболочке бактерий.

Очищенные частицы MCTV показаны на рис. 3, а. При обработке MCTV гомологичной
антисывороткой, содержащей антитела к структурным белкам бактериоцинов, происходит
связывание частиц между собой боковыми поверхностями. Образуются комплексы, напоми-
нающие снопики (см. рис. 3, б ), либо частицы связываются конец в конец и вытягиваются
в длинные нити (см. рис. 3, г).

Аналогичным образом связывание бактериоцинов происходит при обработке их сыво-
роткой, полученной к бактериофагу ZF-40 (см. рис. 3, в).

На следующем этапе исследования изучали способность связывания MCTV и бакте-
риофага ZF-40 между собой с помощью антисывороток. Для этого к раствору очищенных
бактериоцинов в концентрации 1 мг/мл вносили раствор частиц бактериофага (4-е разве-
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Рис. 2. Нейтрализация лизирующей активности бактериофага ZF-40 с помощью гомологичной и гетероло-
гичной антисывороток

Рис. 3. Частицы бактериоцинов типа фаговых хвостовых отростков (MCTV): а — не обработанные анти-
сыворотками; б — обработанные гомологичной антисывороткой; в — обработанные гетерологичной анти-
сывороткой; г — соединенные концами частиц
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Рис. 4. Связывание частиц MCTV и бактериофага между собой при помощи антисывороток, полученных
к бактериофагу ZF-40 и к MCTV: 1 — частицы MCTV; 2 — чаcтицы бактериофага ZF-40

дение), после чего смесь перемешивали. В этот раствор вносили сыворотку, инкубировали
в течение 5 мин и осадок собирали центрифугированием. Агрегат частиц отмывали от сыво-
роточных компонентов трижды буфером, содержащим 0,5 М NaCl, растворяли в буфере
М9 [1] и изучали с помощью электронного микроскопа.

Общие антитела, содержащиеся в антисыворотке, полученной к бактериофагу ZF-40,
способны связывать между собой частицы MCTV, разные типы фаговых головок и частицы
бактериофага ZF-40 между собой (рис. 4).

Таким образом, фитопатогенные бактерии P. carotovorum имеют серологически родст-
венные белки в составе бактериоцинов и бактериофага ZF-40, которые, очевидно, сопряже-
ны с их лизирующей или киллерной активностью.
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Л.О. Максименко, С. I. Войчук, Т. В. Iваниця

Серологiчна спорiдненiсть бактерiоцинiв типу фагових хвостових
вiдросткiв (MCTV) i бактерiофага ZF-40 Pectobacterium carotovorum

Методом електронної мiкроскопiї показано, що обробка бактерiофага ZF-40 антисироват-
кою, одержаною до бактерiоцинiв типу фагових хвостових вiдросткiв (MCTV) Pectobacte-
rium carotovorum subsp. carotovorum, призводить до агрегацiї часток бактерiофага. Обробка
сумiшi бактерiоцинiв кролячою антисироваткою, одержаною до бактерiофага ZF-40, викли-
кає появу преципiтату бактерiоцинiв типу “снопiв”, з’єднаних один з одним бiчними по-
верхнями. Виникають також i довгi джгути, з’єднанi MCTV своїми кiнцями. Крiм того,
утворюються великi агрегати сферичних часток з рiзною величиною головок. Нейтралiза-
цiя лiзуючої активностi бактерiофага ZF-40 вiдбувається при дiї на нього обох антисиро-
ваток. Таким чином, фiтопатогеннi бактерiї P. carotovorum мають серологiчно спорiдненi
бiлки у складi бактерiоцинiв i бактерiофага ZF-40, якi, очевидно, пов’язанi з їх лiзуючою або
кiлерною активнiстю.

L.A. Maksymenko, S. I. Voychuk, T.V. Ivanytsia

Serological relationship between bacteriocins such as phage tail-like
particles (MCTV) and bacteriophage ZF-40 of Pectobacterium

carotovorum

The electron microscopy method shows that the treatment of bacteriophage ZF-40 by antiserum
prepared to bacteriocins such as phage tail-like particles of Pectobacterium carotovorum subsp.
carotovorum leads to the aggregation of phage particles. Treatment with a mixture of bacterio-
cins by rabbit antiserum prepared to bacteriophage ZF-40 causes a precipitation of bacteriocins of
such type as “sheaf” which are interconnected with surfaces side by side. Long tubes appear, which
are connected by ends of MCTV. In addition, there were the formations of large aggregates of
spherical particles with different sizes of heads. Neutralization of the lysing activity of bacteriophage
ZF-40 occurs when it is treated by both antisera. Thus, the phytopathogenic bacteria Pectobacte-
rium carotovorum have a serologically related proteins in the bacteriocins and bacteriophage ZF-40,
which are obviously involved in their lysing or killer activity.
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УДК 578+57.045

Л.Т. Мiщенко, Л. I. Остапченко, А.А. Дунiч, О. I. Данiлова

Вплив умов космiчного польоту на продуктивнiсть
рослин томатiв та їх стiйкiсть до вiрусiв

(Представлено академiком НАН України В.С. Пiдгорським)

Встановлено, що фактори космiчного польоту пiдвищують продуктивнiсть томатiв,
концентрацiю каротиноїдiв у плодах (β-каротину та лiкопiну), що має велике значен-
ня для застосування цих рослин як продукту харчування космонавтiв у довготривалих
космiчних мiсiях. Показано, що рослини, вирощенi з насiння, яке перебувало у космо-
сi, бiльш стiйкi до iнфiкування вiрусами та характеризуються пiдвищеним вмiстом
полiфенолiв.

Стiйкiсть до бiотичних i абiотичних факторiв — одна з основних вимог, якi висуваються до
сучасних сортiв сiльськогосподарських культур та технологiй їх вирощування. Для багатьох
з них питання комплексної стiйкостi до стресових факторiв досi залишається невирiшеним,
у зв’язку з чим для отримання задовiльної врожайностi доводиться застосовувати хiмiчнi
засоби захисту рослин. Ця проблема особливо актуальна для томатiв, плоди яких широко
використовуються у дiєтичному харчуваннi дiтей та дорослих. Тому застосування хiмiчних
засобiв захисту цих рослин вiд хвороб повинно бути обмеженим. Однак в Українi вiрус-
нi iнфекцiї томатiв можуть призводити до iстотного зниження врожаїв. Все це зумовлює
необхiднiсть пошуку максимально екологiчних методiв та засобiв, якi знижують втрати
i стабiлiзують продуктивнiсть рослин томатiв.

Iндукована стiйкiсть, яка використовує природнi захиснi функцiї рослин, є альтернатив-
ним, нестандартним та екологiчно безпечним методом захисту рослин. Ранiше було вста-
новлено, що в умовах модельованої мiкрогравiтацiї може вiдбуватися елiмiнацiя вiрусної
iнфекцiї, як це виявлено нами для системи “вiрус смугастої мозаїки пшеницi–пшениця” [1].
Також вiдомо, що фiзичнi умови космiчного польоту можуть дiяти як стресори, i стрес,
який вони викликають, сприяє реактивацiї латентних вiрусiв герпесу людини [2]. Вiруснi
iнфекцiї рослин, якi теж можуть перебувати в латентному станi на певнiй стадiї розвитку
рослинного органiзму, спричиняють значну шкоду росту i розвитку хазяїна. Таким чином,
в умовах мiкрогравiтацiї може виникати i дiяти природний механiзм захисту рослини вiд
пошкоджуючих факторiв, у тому числi i фiтовiрусної iнфекцiї.

Томати є продуктом рацiону космонавтiв, який є важливою ланкою їх життєзабезпе-
чення — регенерацiї газового середовища (фотосинтез), фактором психологiчної релаксацiї
людей та потужним антиоксидантом. Але використання рослин для життєзабезпечення
довготривалих космiчних польотiв висуває декiлька проблем — це адаптацiя їх до умов
гравiтацiї, а також смаковi якостi [3]. Так, у 2007 р. насiння томатiв, генетично створене
вченими з Державного унiверситету Пiвнiчної Каролiни, було розмiщене на Мiжнароднiй
космiчнiй станцiї. Але експеримент не вдався, оскiльки розсада загинула [4]. Хоча дослiдни-
ки й не пов’язують цей факт iз впливом мiкрогравiтацiї на рослини, очевидно, що вивчення
даного фактора на рослини досить важливе. Тому дослiдження впливу умов космiчного
польоту на рiзнi види рослин продовжується.
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Мета дослiдження полягала у вивченнi впливу умов космiчного польоту на продуктив-
нiсть томатiв та їх стiйкiсть до вiрусної iнфекцiї.

Матерiали та методи дослiдження. У дослiдженнi використано насiння рослин то-
матiв (Lycopersicon esculentum Mill., сорт Пiдмосковний раннiй), що 6 рокiв (1992–1998 рр.)
перебувало в умовах довготривалого космiчного польоту на Росiйськiй космiчнiй станцiї
“Мир”. Насiння пророщували навеснi 2011 р. в земних польових умовах на природному iн-
фекцiйному фонi. Для дослiджень у 2011 р. були вiдiбранi томати 1-го та 5-го поколiнь, а
у 2012 р. — 2-го та 6-го вiдповiдно. У роботi застосовували два контролi: № 1 (стацiонар-
ний) — рослини 1-го i 2-го поколiнь, насiння яких не перебувало в космосi; № 2 — рослини
з насiння 5-ї та 6-ї репродукцiй, що перебувало в умовах космiчного польоту, якi вирощу-
валися паралельно в однакових умовах iз дослiджуваними рослинами.

Вмiст β-каротину i лiкопiну визначали спектрофотометрично (“Mapada UV-1600”, КНР)
при довжинах хвиль 451 i 503 нм з використанням гексану [5, с. 106–107]. Вмiст антиге-
нiв вiрусiв встановлювали методом ELISA, застосовуючи реагенти Loеwe (Нiмеччина). Ре-
зультати продукту ферментативної реакцiї реєстрували на рiдерi Termo Labsystems Opsis
MR (США) iз програмним забезпеченням Dynex Revelation Quicklink при довжинах хвиль
405/630 нм [6].

Морфологiю вiрусiв дослiджували за допомогою електронної мiкроскопiї (ЕМ) з вико-
ристанням електронного мiкроскопа JEM 1230 (JEOL, Японiя). Препарати для ЕМ готува-
ли методом негативного контрастування [7].

Вмiст фенольних сполук у плодах томатiв визначали за методикою [8] на спектрофото-
метрi КФК-3-0,1 при довжинi хвилi 640 нм. Достовiрнiсть рiзниць мiж групами оцiнювали
за критерiєм Стьюдента.

Результати дослiдження та їх аналiз. Нашi дослiдження показали, що маса плодiв
однiєї рослини томатiв, насiння яких перебувало за умов тривалого космiчного польоту,
була на 30% вищою, нiж у стацiонарному контролi. Крiм того, у дослiджуваних томатiв
краще розвинена коренева система (на 20%) i надземна частина (кiлькiсть пагонiв бiльше
на 23%) при p < 0,05.

Аналогiчнi результати отримали вченi з Китаю, якi пророщували насiння зеленого пер-
цю, що перебувало в умовах космiчного польоту. Вони виявили, що у дослiджуваних зразках
висота рослин, дiаметр, маса i кiлькiсть плодiв були бiльшими порiвняно з контролем [9].
Вiдомо, що на об’єкти, якi перебувають у космосi, дiє багато факторiв, таких як мiкрогра-
вiтацiя, радiацiя тощо. Отриманi нами данi дають можливiсть припустити, що морфофi-
зiологiчнi вiдмiнностi можуть бути викликанi змiнами ендогенних регуляторiв росту або
пов’язанi зi змiнами в структурi шару епiдермiсу насiння, як це було виявлено вченими
iз США [10]. За їх даними, епiдермальний шар насiння томатiв, яке перебувало в умовах
довготривалого космiчного польоту, мав бiльше пор, нiж стацiонарнi зразки. Крiм того,
“космiчне” насiння мiстило пiдвищену концентрацiю магнiю, фосфору та сiрки [10]. Також
деякими дослiдниками показано, що довготривалий космiчний полiт викликає деструкцiю
клiтин проросткiв томатiв та змiни на субклiтинному рiвнi (у формi клiтин, хлоропластах,
крохмальних зернах тощо) [11].

На наступному етапi дослiджень вивчали вплив факторiв космiчного польоту на кiль-
кiсний вмiст каротиноїдiв у плодах томатiв: β-каротину та лiкопiну. Вiдомо, що цi два
каротиноїди цiннi як для розвитку самих рослин (активнiсть фотосинтетичного апарату,
фотопротекцiя тощо), так i для органiзму людини (попередники вiтамiну А, потужнi анти-
оксиданти, сприяють продукцiї статевих гормонiв, знижують ризик онкологiчних та респi-
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Рис. 1. Рослини томатiв сорту Пiдмосковний раннiй: а — вирощенi з насiння, яке перебувало в умовах
космiчного польоту; б — контроль № 1 (стацiонарний); в — контроль № 2

раторних захворювань тощо) [12]. Аналiз отриманих даних показав, що у плодах томатiв,
насiння яких перебувало в умовах реального космiчного польоту, концентрацiя пiгментiв
бiльша порiвняно зi стацiонарним контролем: β-каротину — в 1,3 раза (на 33%), лiкопiну —
в 1,8 раза (на 80%) (табл. 1).

Аналогiчнi результати отримали дослiдники з Iталiї. Ними встановлено збiльшення кон-
центрацiї каротиноїдiв у деяких водоростях, якi експонувалися в умовах космiчного польоту.
Варто вiдзначити, що вмiст каротиноїдiв вивчався лише в кiлькох видах рослин, якi пiдда-
валися умовам реальної мiкрогравiтацiї, наприклад руколi (сума каротиноїдiв у проростках
зменшувалася) та томатах (концентрацiя лiкопiну збiльшувалася) [3, 13].

Нашу увагу привернув до себе той факт, що найменший вмiст пiгментiв був у росли-
нах з насiння 5-ї репродукцiї: порiвняно зi стацiонарним контролем — у 1,7 раза (каро-
тин) i в 2,3 раза (лiкопiн); порiвняно з рослинами, насiння яких зазнало умов космiчного
польоту, — в 2,3 i 4,1 раза вiдповiдно (див. табл. 1). Оскiльки рослини вирощували в по-
льових умовах, iснувала висока вiрогiднiсть їхнього ураження патогенами рiзної природи,
в тому числi й вiрусами. У роботах багатьох дослiдникiв доведено зниження концентрацiї
каротину i лiкопiну в томатах при ураженнi їх вiрусами [14]. Крiм того, на контрольних
рослинах спостерiгалися симптоми, характернi для таких, що викликає вiрусна iнфекцiя,
а саме: у 2011 р. — скручування листкiв типу “човник вгору” (рис. 1, б ), у 2012 р. — крiм
скручування листкiв ще й мозаїка (рис. 1, в). На вiдмiну вiд контрольних, на рослинах
з “космiчного” насiння жодних симптомiв захворювання не виявлено (див. рис. 1, а).

Тому актуальним було протестувати дослiджуванi та контрольнi рослини на наявнiсть
вiрусних антигенiв з метою вивчення впливу умов космiчного польоту на чутливiсть рослин
до вiрусної iнфекцiї. Результати iмуноферментного аналiзу (IФА) в 2011 р. показали, що
рослини, насiння яких пiддавали умовам космiчного польоту, не ураженi вiрусами, а рос-

Таблиця 1. Вмiст каротиноїдiв у плодах томатiв, мг/100 г сирої речовини, p < 0,01

Варiант β-каротин Лiкопiн

Дослiд 232,3 ± 13 886,6 ± 18
Контроль № 1 (стацiонарний) 174,2 ± 9 493,0 ± 15
Контроль № 2 (5-те поколiння) 102,8 ± 5 217,2 ± 12
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Рис. 2. Вмiст вiрусних антигенiв у рослинах томатiв (2011 р.): а — YВК; б — МВК

Рис. 3. Електронограма вiрiонiв у томатах: а — YВК (контроль № 2, 2011 р.); б — контроль № 2 (2012 р.);
в — контроль № 1, стацiонарний (2012 р.); г — дослiднi рослини (2012 р.)

лини 5-го поколiння, тобто тi, що пройшли п’ять репродуктивних фаз у земних польових
умовах, в 67% випадкiв ураженi M -вiрусом картоплi (МВК) та Y -вiрусом картоплi (YВК)
(рис. 2).

Данi IФА були пiдтвердженi методом ЕМ (рис. 3, а). У 2012 р. у томатах нами бу-
ли виявленi, крiм вищеназваних, паличкоподiбнi вiруси (рис. 3, б–г). Iдентифiкацiя цих
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вiрусiв триває, але варто вiдзначити, що тенденцiя до ураження вiрусами залишилася не-
змiнною. Так, у “польотних” рослинах томатiв 6-го поколiння виявлено високу концентра-
цiю вiрусiв, на вiдмiну вiд рослин 2-го поколiння, у яких знайдено лише поодинокi вiрiони
(див. рис. 3, г). Ймовiрно, рослини 5-го i 6-го поколiнь внаслiдок свого тривалого виро-
щування в земних умовах могли втратити викликану космiчними факторами стiйкiсть до
iнфiкування вiрусами.

У зв’язку з цим у 2012 р. ми продовжили вивчення впливу космiчних факторiв на здат-
нiсть рослин до iнфiкування вiрусами. Дослiдження були спрямованi на визначення кiль-
кiсного вмiсту фенольних сполук. Цей вибiр пояснюється тим, що полiфеноли вiдiграють
важливу роль у регуляцiї росту рослинної тканини та її стiйкостi до iнфекцiй. Згiдно з одер-
жаними даними, вмiст полiфенольних сполук найвищий в плодах томатiв, якi вирощенi
з “космiчного” насiння (122 мг/100 г). У стацiонарному контролi даний показник становив
114 мг/100 г, у контролi № 2 — 84 мг/100 г (p < 0,01).

Численними дослiдженнями доведено, що бiльша кiлькiсть фенольних сполук токсична
для рiзноманiтних збудникiв хвороб, у тому числi й вiрусiв. Встановлено, що у вiдповiдь на
iнфекцiю вмiст полiфенолiв зростає, причому тим сильнiше, чим вищою є стiйкiсть рослин
до патогенiв [15]. Тобто фактори космiчного польоту пiдвищують стiйкiсть до iнфiкування
вiрусами, про що свiдчать данi зовнiшньої симптоматики, IФА, ЕМ, згiдно з якими, на
вiдмiну вiд контролiв, рослини з “космiчного” насiння 1-ї–2-ї репродукцiї менше уражують-
ся або взагалi не iнфiкуються вiрусами, що можна поясними пiдвищеним вмiстом у них
полiфенольних сполук.

Таким чином, нами встановлено, що фактори космiчного польоту iстотно впливають на
рослини томатiв. По-перше, пiдвищується продуктивнiсть рослин, зростає концентрацiя ка-
ротиноїдiв у плодах (β-каротину та лiкопiну), що має велике значення для застосування цих
рослин як продукту харчування космонавтiв у довготривалих космiчних мiсiях. По-друге,
рослини, вирощенi з насiння, яке перебувало в космосi, стiйкi до iнфiкування вiрусами та ха-
рактеризуються пiдвищеним вмiстом полiфенолiв, незважаючи на довготривале зберiгання
в станi спокою.
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Л.Т. Мищенко, Л.И. Остапченко, А.А. Дунич, Е.И. Данилова

Влияние условий космического полета на продуктивность растений
томатов и их устойчивость к вирусам

Установлено, что факторы космического полета повышают продуктивность томатов,
концентрацию каротиноидов в плодах (β-каротина и ликопина), что имеет большое значе-
ние для использования этих растений как продукта питания космонавтов в длительных
космических миссиях. Показано, что растения, выращенные из семян, которые пребывали
в космосе, более стойкие к инфицированию вирусами и характеризируются повышенным
содержанием полифенолов.

L.T. Mishchenko, L. I. Ostapchenko, A. A. Dunich, O. I. Danilova

Effect of space flight conditions on the productivity of tomato plants
and their resistance to viruses

It is established that space flight factors increase the tomato productivity and the carotenoids
concentration in fruits (β-carotene and lycopene), that is important for the use of such plants
as cosmonauts nutrition in long-term space missions. It is revealed that tomato plants, whose
seeds were exposed to long space flight conditions, are more resistant to viruses and have higher
concentrations of polyphenols than those in the stationary control.
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Розвиток аутофагiї в клiтинах тютюну BY-2
супроводжується ацетилюванням α-тубулiну

Дослiджено характеристики розвитку та перебiгу процесiв аутофагiї, iндукованих ме-
таболiчним стресом, а також пов’язанi з цим змiни ацетилювання α-тубулiну в клi-
тинах BY-2 в умовах тривалого культивування суспензiйної культури. Показано, що
виснаження сахарози в живильному середовищi призводить до стрiмкого розвитку ау-
тофагiї, що, у свою чергу, супроводжується зниженням рiвня бiлка в клiтинах. За допо-
могою вестерн-блот аналiзу показано гiперацетилювання α-тубулiну, що чiтко корелює
в часi з даними показниками. Отриманi результати свiдчать про роль цiєї посттранс-
ляцiйної модифiкацiї тубулiну в пiдтриманнi функцiонального стану цитоскелета, не-
обхiдного для реалiзацiї аутофагiї в рослиннiй клiтинi.

Аутофагiя, як внутрiшньоклiтинний катаболiчний процес, — високонсервативне явище, при-
таманне всiм еукарiотам, зокрема рослинам. Вона включає в себе механiзми деградацiї та
рециркуляцiї макромолекул i органел у вiдповiдь на дiю стресових факторiв, патогенного
впливу, а також в процесi iндивiдуального розвитку та старiння рослинного органiзму [1, 2].
Останнiм часом важливу роль у реалiзацiї механiзмiв розвитку аутофагiї вiдводять компо-
нентам цитоскелета, зокрема мiкротрубочкам [3], якi залученi до забезпечення таких клi-
тинних процесiв, як роздiлення хромосом та клiтинний подiл, визначення загальної мор-
фологiї клiтин та їх диференцiацiя, а також структурне впорядкування цитоплазми та ор-
ганел [4]. Вважається, що мiкротрубочки беруть безпосередню участь у формуваннi [5] та
транспортi аутофагосом для їх подальшого злиття з лiзосомами [6]. Вiдомо, що участь ци-
тоскелета в розвитку аутофагiї опосередковується залученням до цього процесу кiнезинiв,
динеїнiв та бiлкiв, асоцiйованих з мiкротрубочками [3]. Але даних, якi б вичерпно описува-
ли картину залучення цитоскелета до формування аутофагосом, все ще недостатньо; крiм
того, основний масив результатiв стосовно цiєї проблеми отримано на клiтинах дрiжджiв
та ссавцiв.

Вважається, що у процесi аутофагiї молекули тубулiну стабiльних мiкротрубочок за-
знають посттрансляцiйних модифiкацiй, якi впливають на ефективнiсть їх зв’язування
з молекулами мiкрооточення, у першу чергу моторними бiлками та бiлками, асоцiйованими
з мiкротрубочками [7]. Зокрема, до таких важливих модифiкацiй вiдносять ацетилювання
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α-тубулiну в положеннi Лiз-40 [7, 8]. Так, встановлено локальне акумулювання лабiльними
мiкротрубочками клiтин HeLa таких аутофагосомних маркерiв, як фосфоiнозитол-3 кiна-
за, WIPI-1 (фосфоiнозитидзв’язуючий бiлок, що мiстить WD домен), Atg12–Atg5 комплекс
та LC3 (гомолог Atg8 у Saccharomyces cerevisiae та Arabidopsis thaliana) [9]. У свою чергу,
даний процес вiдбувається залежно вiд гiперацетилювання тубулiну лабiльних та стабiль-
них мiкротрубочок. Це призводить до локального накопичення кiнезину-1 та сигнального
бiлка JIP-1, що зумовлює фосфорилювання та активацiю JNK1 кiнази, порушення iнгiбi-
торного комплексу Bcl-2–Beclin 1 та iндукцiю аутофагiї [9]. З високою вiрогiднiстю можна
передбачити наявнiсть аналогiчних або принципово схожих процесiв у рослиннiй клiтинi,
що потребує експериментальних доказiв.

З огляду на вищесказане ми ставили за мету встановити ймовiрнiсть функцiонального
взаємозв’язку мiж розвитком аутофагiї в рослиннiй клiтинi та ацетилюванням α-тубулiну.

У дослiдах використовували суспензiйну культуру клiтин тютюну (Nicotiana tabacum)
BY-2. Клiтини культивували в рiдкому середовищi Mурасiге–Скуга при дотриманнi стан-
дартних умов як описано нами ранiше [10]. Аутофагiю iндукували шляхом тривалого куль-
тивування суспензiї клiтин без замiни живильного середовища, моделюючи, таким чином,
умови метаболiчного стресу. За звичайних умов пасаж клiтин BY-2 проводили кожнi 7 дiб,
що вiдповiдало стацiонарнiй фазi росту культури. Для створення умов розвитку аутофагiї
строк культивування було подовжено до 11 дiб.

Розвиток аутофагiї та виживання клiтин оцiнювали за допомогою флуоресцентної мiк-
роскопiї з використанням мiкроскопа Axiostar plus (“Carl Zeiss”, Нiмеччина). Аутофагосоми
вiзуалiзували за допомогою селективного барвника монодансилкадаверину (“Sigma”, США)
у концентрацiї 0,1 мМ. Як маркер загиблих клiтин використовували пропiдiй йодид (“Fluka”,
Швейцарiя) у концентрацiї 1 мкг/мл. Для статистичної достовiрностi результатiв клiтини
аналiзували в п’яти полях зору при збiльшеннi ×20. Динамiку росту культури клiтин BY-2
оцiнювали колориметрично за змiнами концентрацiї загального бiлка в клiтиннiй суспензiї,
застосовуючи метод Бредфорд [11]. Виснаження живильного середовища в процесi культи-
вування оцiнювали за зменшенням концентрацiї сахарози, яку визначали колориметрично
з використанням набору Glucose (GO) Assay Kit (“Sigma”, США).

Рiвень ацетилювання α-тубулiну визначали за допомогою вестерн-блот аналiзу. Бiлко-
вi екстракти отримували, використовуючи CelLytic™ P Cell Lysis Reagent (“Sigma”, США),
що мiстив сумiш iнгiбiторiв протеаз (“Sigma”, США). Електрофорез бiлкiв та вестерн-блот
аналiз проводили як описано нами ранiше [10]. Для детектування загального та ацетильо-
ваного тубулiну використовували моноклональнi антитiла TU-01 до α-тубулiну в концент-
рацiї 2,2 мкг/мл, люб’язно наданi доктором П. Драбером (Iнститут молекулярної генети-
ки Чеської академiї наук, Прага), i моноклональнi антитiла до ацетильованого тубулiну
(Т6793, “Sigma”, США) в розведеннi 1 : 2000. Для точного кiлькiсного визначення рiвня
ацетильованого тубулiну вестерн-блот аналiз проводили шляхом почергової iмунодетекцiї
двох антигенiв на однiй нiтроцелюлознiй мембранi, вважаючи за контроль рiвень загального
тубулiну. Пiдготовку мембрани для повторної iмунодетекцiї здiйснювали з використанням
реагенту Restore Western Blot Stripping Buffer (“Thermo Fisher Scientific Inc.”, США) згiд-
но з рекомендацiями виробника. Результати iмунодетекцiї пiддавали денситометричному
аналiзу.

Для характеристики перебiгу метаболiчного стресу при тривалому культивуваннi було
проведено порiвняльний аналiз виснаження живильного середовища за вмiстом сахарози
(як його основного енергетичного компонента) та динамiки змiн концентрацiї загально-
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Рис. 1. Динамiка виснаження сахарози в культуральному середовищi та змiни в концентрацiї бiлка клiтин
BY-2 в умовах тривалого культивування

го бiлка в суспензiї клiтин. Колориметричне визначення концентрацiї сахарози виявило її
стрiмке падiння пiсля 5-ї доби, що вiдповiдає переходу культури в стацiонарну стадiю рос-
ту. На 7-му добу культивування концентрацiя сахарози знижувалася до критичного зна-
чення — 1,4 мг/мл; бiльш пiзнi часовi промiжки (8-ма–11-та доба) вiдзначалися повною
вiдсутнiстю сахарози в живильному середовищi (рис. 1). Водночас зворотно пропорцiйною
виявилась динамiка накопичення бiлка в клiтиннiй суспензiї. На 5-ту добу концентрацiя бiл-
ка (300 мг/мл) досягла максимального рiвня i залишалась такою до 8-ї доби включно, що
вiдповiдає стацiонарнiй стадiї росту культури. Надалi, починаючи з 9-ї доби культивуван-
ня, вiдбувалося поступове, статистично достовiрне зниження даного показника, значення
якого на останньому часовому промiжку (11-та доба) було бiльш нiж удвiчi меншим за
максимальне (див. рис. 1). Така динамiка зниження концентрацiї бiлка збiгається в часi
з рiзким падiнням вмiсту сахарози в живильному середовищi i, ймовiрно, є наслiдком його
виснаження.

Логiчно припустити, що за вiдсутностi сахарози для задоволення трофiчних потреб
рослинна клiтина вдається до використання внутрiшнiх джерел енергiї. Так, iншими до-
слiдниками показано, що замiна живильного середовища на таке, що не мiстить сахарози,
викликала утворення аутофагосом у клiтинах лiнiї BY-2. Данi структури мiстили кислу
фосфатазу, вакуолярну H+-ATФазу та цистеїновi протеази, що може свiдчити про реа-
лiзацiю макроаутофагiчного типу вiдповiдi на цей стресовий чинник [12]. Наслiдком цих
процесiв може бути гiдролiз клiтиною власних бiлкiв шляхом аутофагiї [13, 14]. Для при-
життєвого дослiдження розвитку аутофагiї в клiтинах тютюну BY-2 нами було використано
флуоресцентний барвник монодансилкадаверин, який є загальновживаним маркером ауто-
фагосом — двомембранних органел, що беруть участь у деградацiї як макромолекул, так
i iнших органел [15]. На морфологiчному рiвнi процес аутофагiї в клiтинах BY-2 характери-
зувався утворенням у клiтинi множинних вакуолярних структур, локалiзованих дифузно
в цитоплазмi, або таких, що утворюють скупчення в перинуклеарному просторi (рис. 2).

У результатi мiкроскопiчних дослiджень вiдмiчено чiтку синхронiзацiю в часi процесiв
виснаження сахарози в живильному середовищi, зниження концентрацiї бiлка та збiльшен-
ня вiдсотка клiтин з морфологiчними ознаками аутофагiї. Так, на початкових стадiях куль-
тивування при наявностi в середовищi цукрiв кiлькiсть клiтин з аутофагiєю не перевищува-
ла 3%. При рiзкому зниженнi концентрацiї сахарози на 7-му добу спостерiгалася тенденцiя
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Рис. 2. Морфологiчнi ознаки аутофагiї в клiтинах BY-2.
а, б — клiтини на 4-ту добу культивування, вiдсутнiсть аутофагосом; в, г — клiтини на 9-ту добу культи-
вування, спостерiгаються численнi аутофагосоми;
а, в — забарвлення клiтин монодансилкадаверином; б, г — загальна морфологiя клiтин

до розвитку аутофагiї зi збiльшенням позитивно забарвлених клiтин до 7%. У подальшому
процес набував ще бiльшого поширення, i на 8-му, 9-ту та 10-ту добу 15, 19 та 31% клiтин
вiдповiдно мiстили аутофагосоми. На 11-ту добу культивування цей показник мав макси-
мальне значення i становив 42% (рис. 3). Отже, можна впевнено стверджувати, що в умовах
метаболiчного стресу, одним з аспектiв якого є виснаження живильного середовища, роз-
виток аутофагiї є адаптивним механiзмом забезпечення трофiчних процесiв клiтини. Слiд
зазначити, що клiтини BY-2 виявляли досить стабiльнi показники виживання в умовах три-
валого культивування. Так, якщо впродовж стандартного строку культивування кiлькiсть
загиблих клiтин, що визначали за забарвленням пропiдiй йодидом, не перевищувала 7%,
через 11 дiб показник загибелi клiтин становив 21,5%. Високий вiдсоток виживання клi-
тин свiдчить про достовiрнiсть отриманих результатiв та адекватнiсть даної моделi для
вiдтворення умов аутофагiї в клiтинах лiнiї BY-2.

Основним завданням дослiдження було з’ясування змiн функцiонального стану мiк-
ротрубочок при розвитку аутофагiї, а саме ацетилювання α-тубулiну. Для проведення та-
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Рис. 3. Динамiка виживаностi клiтин BY-2 та розвиток аутофагiї протягом 11-добового культивування

Рис. 4. Вестерн-блот аналiз ацетилювання α-тубулiну в клiтинах BY-2 за умов аутофагiї (а); I — iдентифi-
кацiя рiвня ацетилювання α-тубулiну з використанням антитiл Т6793, II — iдентифiкацiя рiвня α-тубулiну
з використанням антитiл TU-01, III — контроль нанесення зразкiв (нiтроцелюлозна мембрана пiсля еле-
ктропереносу, забарвлення Ponceau S); б — спiввiдношення рiвня ацетильованого α-тубулiну до загального
рiвня цього бiлка

кого аналiзу використовували тi ж самi зразки клiтин, для яких у зазначенi вище стро-
ки дослiджували рiвень виживання клiтин, концентрацiю сахарози та загального бiлка,
а також наявнiсть аутофагiї. Для точного кiлькiсного порiвняння рiвня ацетильовано-
го α-тубулiну вiдносно загального проводили вестерн-блот аналiз з використанням ан-
титiл до ацетильованого та α-тубулiну взагалi на однiй мембранi, застосовуючи повтор-
ну iмунодетекцiю. В результатi було встановлено достовiрне гiперацетилювання α-тубулi-
ну в клiтинах на 8-му–11-ту добу культивування (рис. 4, а), що збiгається в часi з по-
силенням процесiв аутофагiї, описаних вище. За допомогою денситометричного аналi-
зу отриманих результатiв iмунодетекцiї виявлено збiльшення кiлькостi модифiкованого
α-тубулiну в 3,5 раза на 8-му добу порiвняно з 7-ю добою i в 11,5 раза — на 11-ту
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добу. Наявнiсть певного низького базального рiвня ацетилювання α-тубулiну на ран-
нiх стадiях культивування клiтин BY-2 збiгається з незначною, у межах кiлькох вiдсот-
кiв, кiлькiстю клiтин з ознаками аутофагiї, що визначались для цих же часових про-
мiжкiв.

Таким чином, беручи до уваги лiтературнi данi про залучення цитоскелета до опосеред-
кування розвитку аутофагiї та ту важливу роль, що вiдводиться ацетилюванню α-тубулiну
у формуваннi функцiонального стану мiкротрубочок у твариннiй клiтинi, можна стверд-
жувати про iснування у рослин подiбних механiзмiв залучення цитоскелета до реалiзацiї
механiзмiв аутофагiї.
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Д.И. Литвин, А.И. Емец, академик НАН Украины Я.Б. Блюм

Развитию аутофагии в клетках BY-2 (Nicotiana tabacum)
сопутствует ацетилирование α-тубулина

Исследованы характеристики развития и протекания процессов аутофагии, индуцирован-
ных метаболическим стрессом, а также связанные с этим изменения ацетилирования
α-тубулина в клетках BY-2 в условиях длительного культивирования суспензионной куль-
туры. Показано, что истощение сахарозы в культивационной среде приводит к стреми-
тельному развитию аутофагии, что сопровождается, в свою очередь, снижением уровня
белка в клетках. С помощью вестерн-блот анализа показано гиперацетилирование α-ту-
булина, четко коррелирующее по времени с данными показателями. Полученные результа-
ты свидетельствуют о роли этой посттрансляционной модификации тубулина в поддер-
жании функционального состояния цитоскелета, необходимого для реализации аутофагии
в растительной клетке.

D. I. Lytvyn, A. I. Yemets, Academician of the NAS of Ukraine Ya. B. Blume

Development of autophagy in BY-2 (Nicotiana tabacum) cells is
accompanied by acetylation of α-tubulin

The characteristics of autophagy development induced by metabolic stress related to prolonged culti-
vation of BY-2 cells suspension culture, as well as changes in the acetylation level of α-tubulin,
were studied. It was shown that the depletion of sucrose in a cultivation medium leads to the rapid
development of autophagy, which is accompanied by a reduced protein level in cells. Using the
Western blot analysis, the hyperacetylation of α-tubulin was discovered that was clearly correlated
in time with the titled characteristics. Obtained data suggest a role for this posttranslational modi-
fication of tubulin in the maintaining of a functional state of the cytoskeleton that is necessary for
the implementation of autophagy in plant cell.
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Адаптацiя деревних рослин техногенно
трансформованих урбоедафотопiв (на прикладi м. Київ)

(Представлено академiком НАН України Д. М. Гродзинським)

Дослiджується ендогенна та внутрiшньовидова мiнливiсть iндикаторних морфофiзiо-
логiчних ознак функцiонального стану найбiльш поширених видiв деревних рослин тех-
ногенно трансформованих урбоедафотопiв у довкiллi м. Київ: їх амплiтуда мiнливос-
тi, направленiсть мiнливостi iндикаторних ознак та оцiнка їх адаптивного потенцiа-
лу (онтогенетичного i фiлогенетичного) залежно вiд виду i дослiджених iндикаторних
ознак.

Розглядаються проблеми адаптацiї й виживання деревних рослин у вуличних насадженнях
мiста, де рiвень техногенного забруднення фiтотоксикантами у грунтi та фiтомасi рослин
знаходиться на межi кризових концентрацiй [1]. При цьому необхiдно вiдзначити, що для
довкiлля Київського мегаполiсу характерна особлива специфiка техногенного забруднення
за складом забруднюючих сполук, де основними носiями Pb2+ i Cd2+ є автотранспортнi ви-
киди (>90,0% загального техногенного забруднення). Накопичення Pb2+ й Cd2+ залежить
вiд виду дерев та їх розташування вздовж автотраси, наприклад, для клена гостролистого
концентрацiя Pb2+ коливається в грунтi в зонi кореневої системи вiд 41,7 до 80,5 мг/кг
(20,8–40,2 ГДК) вiдповiдно, у листках 7,83–13,50 мг/кг сухої маси листкiв (15,8–27,0 ГДК),
що за нормативними оцiнками є кризовими концентрацiями.

Джерелом Na+ й Cl− є новий для мiста фактор — ненормоване внесення у довкiлля
високих концентрацiй технiчної солi NaCl, як засiб боротьби проти ожеледицi в зимовий
перiод, де iони Na+ при високих концентрацiях у листках (0,76% для клена гостролистого,
вул. Iвана Кудрi; 1,28% для липи серцелистої, просп. 40-рiччя Жовтня; 2,0% для гiркокаш-
тана звичайного, просп. Науки) є агресивними фiтотоксикантами i основними чинниками
некротизацiї листяного покриву крони дерев. При цьому вплив урботехногенного забруд-
нення на деревнi насадження проявляється змiною iндикаторних ознак функцiонального
стану дерев як реакцiя-вiдповiдь рослинного органiзму, що супроводжується формуванням
адаптивно-захисних механiзмiв виживання [2–4]. Системнi дослiдження в цьому напрямi та
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природоохороннi заходи в столицi практично вiдсутнi, тому проблема адаптацiї та вижи-
вання дерев у вуличних насадженнях є актуальною, оскiльки рiвень техногенного забруд-
нення в довкiллi постiйно зростає й наростання темпiв деградацiї рослинностi в довкiллi
невiдворотне.

Критерiями оцiнки адаптивних реакцiй використаннi основнi фiтоiндикаторнi показни-
ки, якi характеризують функцiональний стан рослин (площа, довжина, ширина, iндекс
форми листкiв, накопичення бiомаси листкiв, рiчний прирiст дерев, iнтенсивнiсть фото-
синтетичних процесiв за iндексом Fm — iндукцiї флуоресценцiї хлорофiлу в листках).

Об’єктом дослiдження вибрано види дерев, найбiльш поширених у вуличних насаджен-
нях: липи серцелистої (Tilia cordata M i l l.), клена гостролистого (Acer platanoides L.), гiрко-
каштана звичайного (Aesculus hippocastanum L.), тополi пiрамiдальної (Populus pyramidalis
Ra z.), де контрольним тест-об’єктом є природна зона лiсового масиву Феофанiї.

Дослiдження специфiки реалiзацiї формування адаптивного потенцiалу на рiвнi iнди-
вiдуального рослинного органiзму та на рiвнi виду в умовах техногенних урбоедафотопiв
грунтується на аналiзi ендогенної та внутрiшньовидової мiнливостi фiтоiндикаторних мор-
фофiзiологiчних ознак дерев рiзних видiв у мiських насадженнях, що дає змогу оцiнити їх
адаптивний потенцiал для всiх фiтоiндикаторних параметрiв окремо.

Оцiнку ендогенної та внутрiшньовидової мiнливостi проводили за абсолютними значен-
нями морфофiзiологiчних ознак та їх коефiцiєнтiв варiацiї (Cv, %) з використанням емпi-
ричної шкали мiнливостi ознак за С.А. Мамаєвим [5]. Адаптивний потенцiал (%) визна-
чали графiчним методом за кривими мiнливостi морфофiзiологiчних ознак техногенних
урбоедафотопiв вiдносно кривих мiнливостi їх контрольного тест-об’єкта як природної зо-
ни [6]. Iндекс стiйкостi рослин (Ic) в умовах техноурбоедафотопiв вираховували як вiд-
ношення величин їх морфофiзiологiчних показникiв до величин контрольного тест-об’єк-
та. Для визначення iндексу (Ki) загального фiтотоксичного забруднення елементами Na,
Cl, Pb, Cd грунту i фiтомаси рослин було використано математичну формулу, запропо-
новану авторами [7]. Статистичну обробку отриманих даних проводили за стандартни-
ми методиками з використанням комп’ютерної програми MS Excel з довiрчою вiрогiднiс-
тю 0,95.

Нашими попереднiми дослiдженнями показано, що катастрофiчний функцiональний
стан вуличних деревних насаджень столицi зумовлений хронiчною дiєю надмiрних концент-
рацiй фiтотоксичних елементiв, до яких деревнi рослини еволюцiйно не пристосованi [8, 9].
При цьому життєздатнiсть рослин за iндексом Ic морфофiзiологiчних ознак рiзних видiв
дерев становить < 1,0, що свiдчить про пригнiчення їх життєздатностi в умовах техно-
генного навантаження, проте ступiнь пригнiчення залежить вiд виду дерев. За зростанням
чутливостi до фiтотоксичного забруднення проаналiзованi види за величинами Ic розташо-
вуються в ряд: тополя пiрамiдальна > клен гостролистий > гiркокаштан звичайний > липа
серцелиста. При цьому рiзнi за стiйкiстю види дерев мають рiзну стратегiю захисту та
адаптацiї. В першу чергу, це вiдноситься до специфiки бiоакумулюючої здатностi рослин та
селективної локалiзацiї фiтотоксичних елементiв в окремих органах i тканинах. Найвищою
акумулюючою здатнiстю за величинами Ki загального токсичного навантаження фiтото-
ксикантами (Na+, Cl−, Pb2+, Cd2+) на грунт у зонi кореневої системи та фiтомасу рослин
(корiння, листки, кора) володiють асимiляцiйнi системи рослин липи серцелистої, клена
гостролистого, гiркокаштана звичайного, за винятком тополi пiрамiдальної, де основна ча-
стина токсичних елементiв акумулюється в корiннi (рис. 1). Виявлена видова специфiчнiсть
стратегiї бiоакумуляцiї та локалiзацiї фiтотоксичних елементiв у рiзних органах рослин мо-
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Рис. 1. Iндекс (Ki) загального токсичного навантаження на грунт i фiтомасу деревних рослин урбоедафо-
топiв м. Київ.
Види рослин: 1 — липа серцелиста; 2 — гiркокаштан звичайний; 3 — клен гостролистий; 4 — тополя
пiрамiдальна

же визначати мiнливiсть i адаптивну стратегiю вiдповiдних змiн морфофiзiологiчних ознак
i стiйкiсть дерев в урбанiзованому середовищi.

Варiабельнiсть фiтоiндикаторних морфофiзiологiчних ознак функцiонального стану де-
рев техноурбоекосистем є важливою характеристикою, оскiльки використовується в да-
них дослiдженнях як критерiй здатностi деревних рослин адаптуватися до екстремаль-
них умов довкiлля [3, 5, 6]. Дослiдження закономiрностей i динамiки мiнливостi в градi-
єнтi токсичного навантаження дозволяє визначити направленiсть адаптивних змiн iнди-
каторних ознак на рiвнi окремих iндивiдуумiв (ендогенна варiабельнiсть) i на рiвнi виду
(внутрiшньовидова варiабельнiсть), оцiнити величину амплiтуди мiнливостi за коефiцiєн-
том варiацiї та встановити адаптивний потенцiал як iнтегральної величини рiзних видiв
адаптацiї.

Амплiтуда ендогенної та внутрiшньовидової (рис. 2) мiнливостi морфофiзiологiчних
ознак (площа, довжина, ширина, iндекс форми листкiв, iнтенсивнiсть фотосинтетичних
процесiв за iндексом Fm, накопичення бiомаси листкiв) липи серцелистої, клена гостролис-
того та гiркокаштана звичайного зростає в умовах техногенно трансформованих урбоеда-
фотопiв з яскраво вираженою лiвосторонньою (негативною) асиметрiєю кривих мiнливостi
(а на рис. 3). Отже, направленiсть адаптивних змiн iндикаторних параметрiв вiдбувається
в напрямi мiнiмiзацiї функцiй, таких як зниження рiвня метаболiзму (накопичення бiомаси,
фотосинтетичної активностi), що проявляється в блокуваннi ростових процесiв у виглядi
зменшення морфометричних розмiрiв листкiв у напрямi ксерофiтизацiї [3, 10, 11]. При цьо-
му спостерiгалась як видова специфiка мiнливостi функцiональних параметрiв, так i на
рiвнi окремих морфофiзiологiчних ознак за їх амплiтудою мiнливостi. Так, амплiтуда мiн-
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Рис. 2. Амплiтуда ендогенної та внутрiшньовидової мiнливостi морфофiзiологiчних ознак деревних рослин
техногенно трансформованих урбоедафотопiв (Fm — iндекс iндукцiї флуоресценцiї хлорофiлу):
а — амплiтуда кривих ендогенної i внутрiшньовидової мiнливостi морфофiзiологiчних ознак деревних рос-
лин липи серцелистої лiсового масиву Феофанiї (природна зона) та у вуличних насадженнях просп. 40-рiччя
Жовтня (техногенна зона).
Види рослин: 1 — липа серцелиста (природна зона, ендогенна); 2 — липа серцелиста (техногенна зона,
ендогенна); 3 — липа серцелиста (природна зона, внутрiшньовидова); 4 — липа серцелиста (техногенна
зона, внутрiшньовидова);
б — амплiтуда кривих внутрiшньовидової мiнливостi морфофiзiологiчних ознак рiзних видiв деревних рос-
лин у вуличних насадженнях м. Києва.
Види рослин: 1 — гiркокаштан звичайний (просп. Ю. Гагарiна); 2 — клен гостролистий (вул. Iвана Кудрi);
3 — тополя пiрамiдальна (просп. Возз’єднання)

ливостi показника рiчного приросту дерев для цих видiв при техногенному навантаженнi
знижується, що розглядається у науковiй лiтературi як адаптацiя до змiнених умов сере-
довища [3].

Кривi мiнливостi морфофiзiологiчних показникiв тополi пiрамiдальної залежно вiд фi-
тоiндикаторних показникiв характеризуються слабкою асиметрiєю (показник iнтенсивностi
фотосинтетичних процесiв за iндексом Fm) або практично не вiдрiзняються вiд кривих при-
родної зони, проте амплiтуда їх мiнливостi рiвна або нижча контрольного тест-об’єкта, що
властиво для бiльш стiйких видiв (див. б на рис. 3). Крiм того, специфiчнiсть характеру
варiабельностi проявляється на рiвнi окремих ознак: для кожної групи ознак притаман-
ний свiй рiвень ендогенної та внутрiшньовидової мiнливостi. За шкалою рiвнiв мiнливостi
С.А. Мамаєва [5], окремi ознаки можна вiднести до низьких рiвнiв (показник вмiсту води
у листках), вiдповiдно до середнiх — варiабельнiсть iндексу Fm, iндексу форми листкiв;
високих рiвнiв — варiабельнiсть площi, довжини, ширини листкiв; дуже високих — накопи-
чення бiомаси листкiв, рiчний прирiст дерев для чутливих видiв. Для тополi пiрамiдальної
середнiй рiвень мiнливостi мають ознаки довжини, ширини, iндексу форми, iндексу флуо-
ресценцiї хлорофiлу Fm; до бiльш високого — мiнливiсть показникiв площi, накопичення
бiомаси та рiчного приросту дерев.
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Рис. 3. Кривi мiнливостi iнтенсивностi фотосинтетичних процесiв за iндексом iндукцiї флуоресценцiї хло-
рофiлу листкiв рiзних за стiйкiстю видiв деревних рослин.
Гiркокаштан звичайний: а — лiсовий масив Феофанiї (1 ), просп. Ю. Гагарiна (2 ); тополя пiрамiдальна:
б — лiсовий масив Феофанiї (1 ), просп. Возз’єднання (2 )

Адаптивна можливiсть рослин визначає рiвень їх стiйкостi, де стiйкiсть рослин до стре-
сiв характеризується як здатнiсть органiзму повнiстю здiйснювати свої основнi життєвi
функцiї в несприятливих умовах зовнiшнього середовища, а мiрою стiйкостi, яка вiдобра-
жає кiлькiсну величину цiєї здатностi, є рiвень адаптивного потенцiалу. Дослiдженi нами
варiацiйнi кривi основних фiтоiндикаторних ознак чутливих видiв в умовах дiї фiтотокси-
кантiв мають негативну асиметрiю i частково перекриваються з природним розподiлом,
що дозволяє оцiнити, якою мiрою змiни функцiональних параметрiв вiдповiдають умовам
природних едафотопiв (див. рис. 3). Адаптованi до токсичного впливу iндикаторнi озна-
ки зберiгають тим бiльшу здатнiсть адекватно реагувати на техногенне забруднення, чим
сильнiше перекриваються варiацiйнi кривi їх параметрiв з природними. Тому, кiлькiсно мiру
такої адаптивностi в умовах техногенно сформованих урбоедафотопiв можна вирахувати за
величиною площi перекривання кривих мiнливостi ознак природної та урбанофлори [6]. За
значеннями адаптивного потенцiалу морфофiзiологiчнi ознаки (площа, довжина, ширина,
iндекс форми листкiв, рiчний прирiст дерев) чутливих видiв дерев при критичних рiвнях
фiтотоксичного навантаження характеризуються низькою адаптивнiстю: адаптивний по-
тенцiал дослiджених ознак для липи серцелистої коливається в межах 21,33–30,89% (онто-
генетична адаптацiя), вiдповiдно фiлогенетична адаптацiя — 26,56–51,25% (липа серцелис-
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Рис. 4. Адаптивний потенцiал морфофiзiологiчних ознак деревних рослин техногенно трансформованих
урбоедафотопiв (Fm — iндекс iндукцiї флуоресценцiї хлорофiлу).
Види рослин: 1 — тополя пiрамiдальна (фiлогенетична адаптацiя); 2 — гiркокаштан звичайний (фiлогене-
тична адаптацiя); 3 — клен гостролистий (фiлогенетична адаптацiя); 4 — липа серцелиста (фiлогенетична
адаптацiя); 5 — липа серцелиста (онтогенетична адаптацiя)

та), 25,67–35,37% (клен гостролистий) i 34,76–41,51% (гiркокаштан звичайний) (рис. 4).
Однак при зниженнi техногенного навантаження, як це спостерiгалося у мiському парку
iм. О. Пушкiна, адаптивний потенцiал для показника площi листкiв липи серцелистої зрос-
тає до 58,70%. Бiльш висока адаптивнiсть виявлена для показника сухої речовини листкiв,
де адаптивний потенцiал коливався в межах 32,06–47,35%.

Адаптацiя за фiтоiндикаторними показниками тополi пiрамiдальної виявилась найви-
щою: адаптивний потенцiал знаходився в межах 51,80% (довжина листкiв)–63,20% (iндекс
форми листкiв). При цьому фотосинтетичнi процеси за iндексом Fm характеризуються
слабким рiвнем адаптацiї для чутливих видiв дерев (9,49–16,44%), однак для вiдносно стiй-
кого виду тополi пiрамiдальної виявився порiвняно високим (46,70%). За значенням адап-
тивного потенцiалу iндексу Fm дослiдженi види дерев можна розташувати в ряд: тополя
пiрамiдальна (46,70%) > гiркокаштан звичайний (16,44%) > клен гостролистий (12,58%) >
> липа серцелиста (9,49%).

Таким чином, в умовах техногенно трансформованих урбоедафотопiв рiвень адаптацiї
найбiльш поширених у вуличних насадженнях видiв дерев за їх основними фiтоiндикатор-
ними показниками катастрофiчно низький для чутливих видiв (липи серцелистої, клена
гостролистого, гiркокаштана звичайного) i знаходиться на межi виживання/загибелi. Ву-
личнi деревнi насадження, в тому числi тополя пiрамiдальна, незважаючи на бiльш високi
параметри адаптацiї, неспроможнi адаптуватися до тих рiвнiв токсичного забруднення, якi
на сьогоднi iснують у довкiллi мiста.
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Е. Г. Луцишин, И.К. Тесленко, Т. В. Белошапка, И. В. Ткаченко

Адаптация древесных растений техногенно трансформированных
урбоэдафотопов (на примере г. Киев)

Исследуется эндогенная и внутривидовая изменчивость фитоиндикаторных морфофизио-
логических признаков функционального состояния наиболее распространенных видов дре-
весных растений техногенно трансформированных урбоэдафотопов в окружающей среде
г. Киев: амплитуда изменчивости фитоиндикаторных признаков и оценка их адаптивного
потенциала (онтогенетического и филогенетического) в зависимости от вида и исследо-
ванных фитоидикаторных признаков.

O.H. Lutsyshyn, I.K. Teslenko, T.V. Byeloshapka, I. V. Tkachenko

Adaptation of trees in technologically transformed urbanhabitats
(by the example of Kyiv)

We study the endogenous and intraspecific variability of indicator morphophysiologic features of a
functional state of the most common species of trees as technogenically transformed urbanhabitats in
Kyiv: amplitude of their variability, direction of the variability of indicator signs, and the estimate
of their adaptive capacity (ontogenetic and phylogenetic) depending on the species and the studied
indicator signs.
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