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Розглянуто вiдому проблему про добуток внутрiшнiх радiусiв неперетинних областей
на комплекснiй площинi. Для деяких часткових випадкiв дана проблема була розв’язана.

Серед напрямкiв розвитку геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної важливе мiс-
це займає розв’язування екстремальних задач на класах областей, що не перетинаються.
Першим важливим результатом даної тематики була теорема Лаврентьєва [1]. Значний вне-
сок у розвиток цього напрямку зроблено багатьма дослiдниками (див., наприклад, [1–9]).
Зокрема, в роботi [5] було сформульовано таку екстремальну задачу:

Задача 1. Довести, що максимум функцiонала

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (1)

де B0, B1, B2, . . . , Bn (n > 2) — попарно неперетиннi областi в C, a0 = 0, |ak| = 1, k =
= 1, n, r(Bj, aj) — внутрiшнiй радiус областi Bj в точцi aj (aj ∈ Bj), j = 0, n i 0 < γ 6 n
(див., наприклад, [5, 6]), досягається для деякої конфiгурацiї областей, якi мають n-кратну
симетрiю.

Ми розв’язуватимемо дану задачу при n = 2 i γ ∈ (0; 1,4].
Варто зауважити, що випадок n = 2 є одним з найскладнiших у данiй проблемi. Так,

у роботi [6] знайдено розв’язок задачi 1 при γ = 1 i довiльному n. У роботi [7], отрима-
но розв’язок проблеми для n > 5 i α0 < 2/

√
γ (чому дорiвнює α0, буде вказано пiзнiше).

Г. В. Кузьмiною [8] розв’язано задачу Дубiнiна для ∀n i 0 < γ < 1. В роботi [10] дове-
дено правильнiсть твердження задачi 1 для n = 2 i γ ∈ (0; 1.1] при додатковiй умовi, що
r(B0, a0) 6 1. В [11] цю умову було знято.

У данiй роботi встановлено такий результат:
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Теорема 1. Для n = 2 i γ ∈ (0; 1,4] виконується нерiвнiсть

rγ(B0, a0)

2∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, a
0
0)

2∏

k=1

r(Dk, a
0
k),

де B0, B1, B2 — попарно неперетиннi областi в C, a0 = 0, |a1| = |a2| = 1, причому знак
рiвностi досягається, зокрема, за умов ak = a0k, Bk = Dk, k = 0, 2, де a0k, Dk, — вiдповiдно
полюси i круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2. (2)

Доведення. Оскiльки в роботi [11] було доведено дану теорему для γ ∈ (0; 1,1], то нам
залишається розглянути випадок γ ∈ (1,1; 1,4].

Встановимо спочатку, що твердження теореми правильне для γ = 1,4. Метод доведен-
ня спирається на застосування, аналогiчне теоремi 5.2.3 роботи [9], методу роздiляючого
перетворення областей, який детально розроблений в роботах [5, 6]. Опис роздiляючого
перетворення областей для даного випадку проведений в [11], тут лише запишемо потрiбнi
нам висновки.

Отже, нехай a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, 2, та 0 = arg a1 < arg a2 < 2π.
Означимо числа αk таким чином:

α1 :=
1

π
(arg a2 − arg a1), α2 :=

1

π
(2π − arg a2).

Як i в теоремi 5.2.3 [9], за допомогою роздiляючого перетворення отримаємо нерiвнiсть

I2(γ) 6

[
2∏

k=1

αkr
γα2

k(D0, 0)r(D1, i)r(D2,−i)
]1/2

, (3)

деDk, k = 0, 2, — згаданi вище круговi областi квадратичного диференцiала (2). Дана нерiв-
нiсть правильна для 0 < γ 6 1 на основi результатiв роботи [6]. При γ > 1 ї ї застосування,
взагалi кажучи, некоректне. Встановимо умови її правильностi для γ = 1,4.

Для доведення цього твердження припустимо, що α0 > 2/
√
γ, де α0 := max{α1, α2}.

Згiдно з теоремою 5.2.3 роботи [9]

I02 (γ) = rγ(D0, a0)
2∏

k=1

r(Dk, ak) =
4γγ/2

(
1− γ

4

)2+γ/2



1−

√
γ

2

1 +

√
γ

2




2
√
γ

.

Легко побачити, що I02 (1, 4) ≈ 0,647887.
Позначимо r(B0, 0) = p i I02 (γ) = q. Тодi, згiдно з лемою 1 роботи [12], отримаємо

нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
2∏

k=1

r(Bk, ak) 6 I02 (γ)
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при умовi

r(B0, 0) > q1/(γ−n) ≈ 2,061464.

Залишилося розглянути випадок p < 2,061464 =: p0.
Виконаємо такi перетворення:

I2(γ) = pγ−1
2∏

k=0

r(Bk, ak) 6 pγ−1
0

2∏

k=0

r(Bk, ak). (4)

Iз спiввiдношення (4) за допомогою нерiвностi Голузiна [2, с. 162] отримаємо, що

I2(γ) 6
128

81
√
3
pγ−1
0 sinπ

(
1− 1√

γ

)
. (5)

Врахувавши в (5), що p0 = 2,061464 i γ = 1,4, отримаємо I2(γ) 6 0,569698 < I02 (γ).
Таким чином, встановлено, що для α0 > 2/

√
γ виконується нерiвнiсть I2(γ) < I02 (γ).

Залишається розглянути випадок α0 < 2/
√
γ, для якого нерiвнiсть (3) виконується.

Використовуючи метод роботи [11], встановлюємо, що екстремальною буде конфiгурацiя
областей D0, D1, D2 i точок a00, a

0
1, a

0
2.

Для γ = 1,4 теорему доведено. Функцiонал I02 (γ) як функцiя вiд γ монотонно спадає на

промiжку [1,1; 1,4]. Водночас функцiя
128

81
√
3
pγ−1
0 sinπ

(
1− 1√

γ

)
є монотонно зростаючою на

цьому ж промiжку. А отже, для γ ∈ [1,1; 1,4] i α0 > 2/
√
γ

I2(γ)

I02 (γ)
6
I2(1,4)

I02 (1,4)
< 1.

Для γ ∈ (1,1; 1,4] i α0 < 2/
√
γ мiркування аналогiчнi наведеним в роботi [11] для випадку

γ = 1,1. Звiдси для γ ∈ [1,1; 1,4] I2(γ) 6 I02 (γ), а тому I02 (γ) — екстремальне значення
функцiї I2(γ).

Теорему доведено.
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Оценки произведения внутренних радиусов трех неналегающих
областей

Рассмотрена известная проблема о произведении внутренних радиусов неналегающих облас-
тей на комплексной плоскости. Для некоторых частных случаев данная проблема была
решена.
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Estimates of the product of the inner radii of three nonoverlapping
domains

The well-known problem of a product of the inner radii of nonoverlapping domains on the complex
plane is considered and solved in some partial cases.
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УДК 517.9+531.19+530.145

М. С. Боровченкова, В. I. Герасименко

Границя Больцмана–Греда рiвняння Енскога
одновимiрних гранульованих газiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

Побудовано скейлiнгову границю Больцмана–Греда розв’язку задачi Кошi для немар-
ковського кiнетичного рiвняння Енскога системи твердих куль з дисипативною взає-
модiєю. Обгрунтовано кiнетичне рiвняння Больцмана та встановлено властивiсть по-
ширення хаосу для гранульованих газiв у одновимiрному просторi.

Однiєю з актуальних проблем сучасної математичної фiзики є математичне обгрунтування
нелiнiйних кiнетичних рiвнянь для м’якої конденсованої речовини, зокрема гранульованих
газiв i сипучих (гранульованих) середовищ [1, 2].

Оскiльки колективна поведiнка гранульованих газiв вiдрiзняється вiд статистичної по-
ведiнки звичайних газiв, то типовi властивостi таких систем моделюються за допомогою
системи твердих куль iз непружним розсiянням (дисипативною взаємодiєю) [3]. У сучас-
них працях з теорiї гранульованих газiв [2, 4, 5] в основу опису еволюцiї станiв твердих
куль з дисипативною взаємодiєю покладено апрiорi сформульованi кiнетичнi рiвняння ти-
пу Больцмана та Енскога.

Строгий метод обгрунтування таких кiнетичних рiвнянь полягає в побудовi скейлiн-
гової границi розв’язку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI [6, 7]. Вiдомо, що ди-
намiка одновимiрної системи пружно взаємодiючих твердих куль у скейлiнговiй границi
Больцмана–Греда є тривiальною (потiк Кнудсена) [6]. Але, як було встановлено в стат-
тi [8], кiнетична еволюцiя одновимiрної системи твердих куль, якi непружно розсiюються,
є нетривiальною i описується рiвнянням Больцмана для гранульованих газiв.

Зауважимо, що системi твердих куль в одновимiрному просторi властива типова колек-
тивна поведiнка гранульованих газiв. Строгий пiдхiд до опису одновимiрних гранульованих
газiв за допомогою рiвняння Больцмана розвинуто в роботi [9].

В статтi [10] було обгрунтовано немарковське кiнетичне рiвняння Енскога, яким еволю-
цiя станiв одновимiрних гранульованих газiв описується в еквiвалентний спосiб до iєрархiї
рiвнянь ББГКI для маргiнальних функцiй розподiлу. Мета даної роботи полягає в побудовi
скейлiнгової границi Больцмана–Греда розв’язку задачi Кошi для немарковського кiнетич-
ного рiвняння Енскога i обгрунтуваннi рiвняння Больцмана для систем частинок з дисипа-
тивною взаємодiєю в одновимiрному просторi.

Розглянемо одновимiрну систему iдентичних твердих куль (твердих стрижнiв) одини-
чної маси з дiаметром (довжиною) σ > 0. Кожна тверда куля характеризується фазовими
координатами (qi, vi) ≡ xi ∈ R× R, i > 1. У результатi непружного зiткнення в одновимiр-
ному просторi значення швидкостей твердих куль змiнюються в такий спосiб:

v∗i = vj + ε(vi − vj),

v∗j = vi − ε(vi − vj),
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де коефiцiєнт ε характеризує величину непружностi розсiяння (ε = (1− e)/2 ∈ [0, 1/2), e —
коефiцiєнт вiдновлення [3]). Вiдповiдно, значення швидкостей твердих куль до зiткнення
визначаються такими виразами:

v⋄i = vj +
ε

2ε − 1
(vi − vj), v⋄j = vi −

ε

2ε− 1
(vi − vj). (1)

Динамiка скiнченної кiлькостi твердих куль, якi непружно розсiюються, побудована в ро-
ботах [7, 9] i описується за допомогою напiвгрупи операторiв Sn(t, 1, . . . , n), яка визначена
майже скрiзь на фазовому просторi, як оператор зсуву вздовж фазових траєкторiй системи.
Спряжена напiвгрупа операторiв S∗

n(t, 1, . . . , n) визначається в сенсi функцiонала середнiх
значень спостережуваних системи [6]. Властивостi таких напiвгруп операторiв у вiдповiд-
них функцiональних просторах описано в [10].

Якщо початковий стан гранульованого газу в одновимiрному просторi описується в тер-
мiнах одночастинкової маргiнальної функцiї розподiлу, то при t > 0 еволюцiя всiх можли-
вих станiв може бути описана за допомогою задачi Кошi для немарковського кiнетичного
рiвняння Енскога [10]:

∂

∂t
F1(t, x1) = −v1

∂

∂q1
F1(t, x1) +

+

∞∫

0

dV V

(
1

(1− 2ε)2
F2(t, q1, v

⋄
1(v1, V ), q1 − ǫ, v⋄2(v1, V ) | F1(t))−

− F2(t, q1, v1, q1 − ǫ, v1 + V | F1(t))

)
+

+

∞∫

0

dV V

(
1

(1− 2ε)2
F2(t, q1, ṽ

⋄
1(v1, V ), q1 + ǫ, ṽ⋄2(v1, V ) | F1(t))−

− F2(t, q1, v1, q1 + ǫ, v1 − V | F1(t))

)
, (2)

F1(t, x1)|t=0 = F ǫ,01 (x1), (3)

де ǫ > 0 — скейлiнговий параметр (вiдношення дiаметра σ > 0 до середньої довжини
вiльного пробiгу твердої кулi) i для значень перетворених швидкостей твердих куль до
зiткнення використано такi позначення:

v⋄1(v1, V ) = v1 − V +
ε

2ε− 1
V, v⋄2(v1, V ) = v1 −

ε

2ε− 1
V,

та

ṽ⋄1(v1, V ) = v1 + V − ε

2ε− 1
V, ṽ⋄2(v1, V ) = v1 +

ε

2ε− 1
V.

Структура iнтеграла зiткнень кiнетичного рiвняння (2) визначається у випадку s = 2 мар-
гiнальними функцiоналами стану Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)), s > 2, якi зображуються такими
рядами за добутками одночастинкової функцiї розподiлу F1(t) [10]:

Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)) =

∞∑

n=0

1

n!

∫

(R×R)n

dxs+1 . . . dxs+nV1+n(t, {Y },X \ Y )

s+n∏

i=1

F1(t, xi), (4)
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де {Y } — множина, яка складається з одного елемента Y ≡ (1, . . . , s), тобто |{Y }| = 1,
({Y },X \ Y ) ≡ ({Y }, s + 1, . . . , s + n) та твiрний еволюцiйний оператор (n + 1)-го порядку
V1+n(t), n > 0, визначається таким розкладом:

V1+n(t, {Y },X \ Y ) = n!

n∑

k=0

(−1)k
n∑

m1=1

· · ·
n−m1−···−mk−1∑

mk=1

1

(n−m1 − · · · −mk)!
×

× Â1+n−m1−···−mk
(t, {Y }, s + 1, . . . , s+ n−m1 − · · · −mk)×

×
k∏

j=1

mj∑

kj2=0

· · ·
kjn−m1−···−mj+s−1∑

kjn−m1−···−mj+s=0

1

(kjn−m1−···−mj+s − kjn−m1−···−mj+s+1)!
· · ·

· · · 1

(kj1 − kj2)!
Â
1+kjn−m1−···−mj+s+1−ij

−kjn−m1−···−mj+s+2−ij

(t, ij , s+ n−m1 − · · · −

− · · · −mj + 1 + kjs+n−m1−···−mj+2−ij , . . . , s + n−m1 − · · · −

− · · · −mj + kjs+n−m1−···−mj+1−ij ), s > 2, n > 0. (5)

У виразi (5) оператор Â1+n(t) — кумулянт розсiяння:

Â1+n(t, {Y },X \ Y )
.
= A1+n(t, {Y },X \ Y )XR(s+n)\Ws+n

s+n∏

i=1

A−1
1 (t, i), (6)

який визначається кумулянтом (n+1)-го порядку напiвгруп операторiв системи скiнченної
кiлькостi твердих куль S∗

n(t):

A1+n(t, {Y },X \ Y ) =
∑

P : ({Y },X\Y )=
⋃

iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

S∗
|θ(Xi)|(t, θ(Xi)), (7)

де
∑
P

— сума за усiма можливими розбиттями P множини ({Y },X\Y ) ≡ ({Y }, s+1, . . . , s+n)

на |P| непорожнiх пiдмножин Xi ∈ ({Y },X \ Y ), якi взаємно не перетинаються, та вiдобра-
ження декластеризацiї θ визначається згiдно з формулою θ({Y },X\Y )

.
= X. В означеннi (6)

також використано обернену напiвгрупу операторiв вiльного руху:

A−1
1 (t, i)fs+n = S1(t, i)fs+n

.
= fs+n(x1, . . . , xi−1, qi + vit, vi, xi+1, . . . , xs+n),

та функцiю Хевiсайда XRs+n\Ws+n
дозволених конфiгурацiй системи s+ n твердих куль.

Якщо ‖F1(t)‖L1(R×R) < e−(3s+2), ряд (4) збiгається за нормою простору L1(Rs×(Rs\Ws))
для довiльного t ∈ R [10].

Типовi властивостi розв’язку немарковського рiвняння Енскога (2) визначаються влас-
тивостями твiрних еволюцiйних операторiв (5) iнтеграла зiткнень кiнетичного рiвняння.
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Розв’язок задачi Кошi для немарковського кiнетичного рiвняння Енскога (2), (3) у прос-
торi iнтегрованих функцiй iснує для довiльного t ∈ R

1 за умови ‖F 0
1 ‖L1(R3×R3) < e−1 та

зображується таким рядом [10]:

F ǫ1 (t, x1) =

∞∑

n=0

1

n!

∫

(R×R)n

dx2 · · · dxn+1A1+n(t, 1, . . . , n+ 1)

n+1∏

i=1

F ǫ,01 (xi)XR(1+n)\W1+n
, (8)

де кумулянти напiвгруп операторiв A1+n(t), n > 0, визначаються формулою (7).
Нехай початковi одночастинковi маргiнальнi функцiї розподiлу задовольняють умову

|F ǫ,01 (x1)| 6 Ce−
β

2
v21 , (9)

де β > 0 — параметр, C < ∞ — деяка константа. Тодi кожен член ряду (8) iснує, для
скiнченного iнтервалу часу t ∈ (0,+t0) ряд (8) є рiвномiрно збiжним за x1 з довiльно-
го компакта, а функцiєю (8) визначається слабкий розв’язок немарковського кiнетичного
рiвняння Енскога (2). Доведення цього твердження грунтується на аналогах рiвнянь Дюа-
меля для кумулянтiв напiвгруп операторiв (7) та оцiнках, встановлених для ряду iтерацiй
iєрархiї рiвнянь ББГКI для твердих куль [6].

Встановимо асимптотичну поведiнку Больцмана–Греда розв’язку (8) немарковського
рiвняння Енскога для одновимiрного гранульованого газу (2). На скiнченому iнтервалi часу
t > 0 справедлива така гранична теорема Больцмана–Греда.

Теорема 1. Якщо початкова одночастинкова маргiнальна функцiя розподiлу F ǫ,01 за-
довольняє умову (9) та в сенсi слабкої збiжностi iснує границя

lim
ǫ→0

(F ǫ,01 (x1)− f01 (x1)) = 0,

то для скiнченного iнтервалу часу iснує границя Больцмана–Греда розв’язку (8) у сенсi
слабкої збiжностi

lim
ǫ→0

(F ǫ1 (t, x1)− f1(t, x1)) = 0,

де гранична одночастинкова маргiнальна функцiя розподiлу визначається рiвномiрно збiж-
ним на довiльному компактi рядом

f1(t, x1) =
∞∑

n=0

1

n!

∫

(R×R)n

dx2 · · · dxn+1A
0
1+n(t, 1 . . . , n+ 1)

n+1∏

i=1

f01 (xi), (10)

де твiрний оператор A0
1+n(t) визначається як кумулянт (n + 1)-го порядку спряжених

напiвгруп операторiв S∗,0
n (t), n > 1, системи точкових частинок з непружним розсiянням.

Зауважимо, що генератор напiвгрупи операторiв S∗,0
n (t) визначається таким оператором

(L∗,0
n fn)(x1, . . . , xn) = −

n∑

j=1

vj
∂

∂qj
fn(x1, . . . , xn) +

n∑

j1<j2=1

|vj2 − vj1 | ×

×
(

1

(1− 2ε)2
fn(x1, . . . , qj1 , v

⋄
j1 , . . . , qj2 , v

⋄
j2 , . . . , xn)− fn(x1, . . . , xn)

)
δ(qj1 − qj2),

де значення швидкостей до зiткнення v⋄, v⋄1 визначаються виразами (1).
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Якщо f01 задовольняє умову (9), то для t > 0 гранична одночастинкова функцiя роз-
подiлу, яка зображується рядом (10), є слабким розв’язком задачi Кошi для кiнетичного
рiвняння Больцмана одновимiрного гранульованого газу:

∂

∂t
f1(t, q, v) = −v ∂

∂q
f1(t, q, v) +

+

+∞∫

−∞

dv1|v −v1|
(

1

(1−2ε)2
f1(t, q, v

⋄)f1(t, q, v
⋄
1)−f1(t, q, v)f1(t, q, v1)

)
+

∞∑

n=1

I(n)
0 ,

f1(t)|t=0 = f01 ,

(11)

де значення швидкостей до зiткнення v⋄, v⋄1 визначаються виразами (1) i залишок iнтеграла

зiткнень
∞∑
n=1

I(n)
0 кiнетичного рiвняння (11) визначається такими виразами:

I(n)
0 ≡ 1

n!

∞∫

0

dV V

∫

(R×R)n

dx3 · · · dxn+2V1+n(t)

(
1

(1− 2ε)2
F1(t, q1, v

⋄
1(v1, V ))×

× F1(t, q1, v
⋄
2(v1, V ))− F1(t, q1, v1)F1(t, q1, v1 + V )

) n+2∏

i=3

F1(t, xi) +

+

∞∫

0

dV V

∫

(R×R)n

dx3 · · · dxn+2V1+n(t)

(
1

(1− 2ε)2
F1(t, q1, ṽ

⋄
1(v1, V ))×

× F1(t, q1, ṽ
⋄
2(v1, V ))− F1(t, q1, v1)F1(t, q1, v1 − V )

) n+2∏

i=3

F1(t, xi),

де твiрнi оператори V1+n(t) ≡ V1+n(t, {1, 2}, 3, . . . , n + 2), n > 0, зображуються розкла-
дами (5) за кумулянтами напiвгруп операторiв розсiяння одновимiрної системи точкових
частинок з непружним розсiянням, а саме

Ŝ0
n(t, 1, . . . , n)

.
= S∗,0

n (t, 1, . . . , n)

n∏

i=1

S∗,0
1 (t, i)−1, n > 2. (12)

З фiзичної точки зору розклад iнтеграла зiткнень та розв’язок (8) немарковського кiнетич-
ного рiвняння Енскога для гранульованого газу є розкладом за ступенями густини i, отже,

вираз
∞∑
n=1

I(n)
0 з iнтеграла зiткнень рiвняння Больцмана (11) складається з поправок за

густиною до iнтеграла зiткнень рiвняння Больцмана одновимiрного гранульованого газу,
сформульованого з феноменологiчних мiркувань в роботi [8]. Вiдзначимо, що в границi
пружних зiткнень, тобто ε→ 0, iнтеграл зiткнень рiвняння Больцмана (11) в одновимiрному
просторi тотожно дорiвнює нулю.

Усi можливi кореляцiї, якi виникають в процесi еволюцiї гранульованих газiв, описують-
ся маргiнальними функцiоналами стану (4), якi визначаються явно за допомогою розв’яз-
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ку (8) немарковського кiнетичного рiвняння Енскога (2). Беручи до уваги iснування скей-
лiнгової границi (10) розв’язку немарковського кiнетичного рiвняння Енскога (2), для мар-
гiнальних функцiоналiв стану (4) справедливе таке твердження.

Теорема 2. За умов попередньої теореми для маргiнальних функцiоналiв стану (4)
iснує границя Больцмана–Греда в сенсi слабкої збiжностi в просторi обмежених функцiй:

w− lim
ǫ→0

(Fs(t, x1, . . . , xs | F ǫ1 (t))− fs(t, x1, . . . , xs | f1(t))) = 0, s > 2,

та граничнi маргiнальнi функцiонали стану fs(t | f1(t)), s > 2, визначаються рядами
за добутками одночастинкової функцiї розподiлу (10), подiбними до (4), твiрнi еволюцiй-
нi оператори яких зображуються розкладами (5) за кумулянтами напiвгруп операторiв
розсiяння (12) одновимiрної системи точкових частинок з непружним розсiянням.

Зауважимо, що в границi пружних зiткнень граничнi маргiнальнi функцiонали стану
є добутками одночастинкової функцiї розподiлу невзаємодiючих частинок, що iнтерпре-
тується як властивiсть поширення початкового хаосу [6].

Таким чином, в границi Больцмана–Греда [6] розв’язок (8) немарковського кiнетично-
го рiвняння Енскога (2) задовольняє рiвняння Больцмана для гранульованого газу (11)
в одновимiрному просторi, а маргiнальнi функцiонали стану (4) збiгаються до вiдповiдних
функцiоналiв вiд граничної одночастинкової функцiї розподiлу (10), тобто частинки одно-
вимiрного гранульованого газу на вiдмiну вiд багатовимiрного випадку не є статистично
незалежними.

Зауважимо також, що в роботi сформульовано новий пiдхiд до обгрунтування кiнети-
чного рiвняння Больцмана для твердих куль у скейлiнговiй границi Больцмана–Греда на
вiдмiну вiд традицiйного [6].
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М.С. Боровченкова, В.И. Герасименко

Предел Больцмана–Греда уравнения Енскога одномерных
гранулированных газов

Построен скейлинговый предел Больцмана–Греда решения задачи Коши для немарковского
уравнения Энскога системы твердых шаров с диссипативным взаимодействием. Обоснова-
но кинетическое уравнение Больцмана и установлено свойство распространения хаоса для
гранулированных газов в одномерном пространстве.

M.S. Borovchenkova, V. I. Gerasimenko

The Boltzmann–Grad limit of the Enskog equation for one-dimensional
granular gases

We construct the Boltzmann–Grad scaling limit of a solution of the Cauchy problem of the non-
Markovian Enskog equation for a system of hard spheres with the dissipative interaction. The
validity of the Boltzmann kinetic equation is proved, and the property of the propagation of a chaos
is established for granular gases in a one-dimensional space.
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УДК 512.544

О.Ю. Дашкова

Обобщенно разрешимые AFF-группы

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Изучен RG-модуль A такой, что R — ассоциативное кольцо, CG(A) = 1, и любая соб-
ственная подгруппа H группы G, для которой R-модуль A/CA(H) бесконечен, конечно
порождена. Группа G, удовлетворяющая заданным условиям, называется AFF-груп-
пой. Доказано, что локально разрешимая AFF-группа гиперабелева. Описана структура
AFF-группы G в случае, когда G — конечно порожденная разрешимая группа и R-мо-
дуль A/CA(G) бесконечен.

Изучение модулей с различными условиями конечности является важным направлением
в современной алгебре. Б.А.Ф. Верфриц ввел в рассмотрение конечно-финитарные группы
автоморфизмов модуля M над кольцом R. Группа автоморфизмов F AutFM модуля M
над кольцом R называется конечно-финитарной, если A(g−1) является конечным R-моду-
лем для любого элемента g ∈ F AutFM [1]. В настоящей работе рассматривается антипод
конечно-финитарной группы автоморфизмов F AutFM .

Определение 1. Пусть A — RG-модуль, где R — кольцо, G — группа. Будем говорить,
что группа G является AFF-группой, если любая собственная подгруппа H группы G, для
которой R-модуль A/CA(H) бесконечен, конечно порождена.

При изучении данного класса групп важную роль играет понятие коцентрализатора
подгруппы H в модуле A, введенное в [2].

Определение 2 [2]. Пусть A— RG-модуль, где R — кольцо, G— группа. ЕслиH 6 G, то
фактормодуль A/CA(H), рассматриваемый как R-модуль, называется коцентрализатором
подгруппы H в модуле A.

С учетом определения 2 понятие AFF-группы можно переформулировать следующим
образом. Пусть A — RG-модуль, где R — кольцо, G — группа. Группа G называется
AFF-группой, если любая собственная подгруппа H группы G, коцентрализатор которой
в модуле A бесконечен, конечно порождена. Отметим, что автором исследовались локально
разрешимые группы с аналогичными ограничениями на подгруппы, в определениях ко-
торых условие конечности коцентрализатора заменено условием артиновости, нетеровости
или минимаксности. Это AFA-, AFN- и AFM-группы [3–5].

В настоящей работе изучаются обобщенно разрешимые AFF-группы и обобщается ряд
результатов, полученных в [6]. Всюду рассматривается RG-модуль A такой, что R — про-
извольное ассоциативное кольцо и CG(A) = 1.

Лемма 1. Пусть A — RG-модуль.
1. Если L 6 H 6 G и коцентрализатор подгруппы H в модуле A конечен, то и коцен-

трализатор подгруппы L в модуле A конечен.
2. Если L, H 6 G и коцентрализаторы подгрупп L и H в модуле A конечны, то коцен-

трализатор подгруппы 〈L,H〉 в модуле A также конечен.
Следствие 1. Пусть A — RG-модуль. Множество FFD(G) всех элементов x ∈ G

таких, что коцентрализатор группы 〈x〉 в модуле A конечен, является нормальной под-
группой группы G.
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Доказательство. Из леммы 1 вытекает, что FFD(G) является подгруппой группы G.
Так как CA(x

g) = CA(x)g для всех x, g ∈ G, то подгруппа FFD(G) нормальна в G. Следст-
вие доказано.

Лемма 2. Пусть A — RG-модуль, G — разрешимая AFF-группа, не являющаяся ква-
зициклической p-группой для некоторого простого числа p. Тогда G/FFD(G) — полицик-
лическая группа.

Лемма 3. Пусть A — RG-модуль, G — локально разрешимая группа. Если коцентра-
лизатор группы G в модуле A конечен, то группа G почти абелева.

Доказательство. Так как коцентрализатор группы G в модуле A конечен, то фактор-
модуль A/CA(G) конечен. Пусть C = CA(G). Модуль A имеет конечный ряд RG-подмодулей
0 6 C 6 A такой, что фактор A/C конечен. Следовательно, факторгруппа G/CG(A/C) ко-
нечна. Из выбора C вытекает, что факторгруппа G/CG(C) тривиальна. Пусть H = CG(C)∩
∩ CG(A/C). Подгруппа H действует тривиально в каждом факторе ряда 0 6 C 6 A. По
теореме Калужнина [7, с. 144] подгруппа H абелева. По теореме Ремака G/H →֒ G/CG(C)×
× G/CG(A/C). Отсюда вытекает, что факторгруппа G/H конечна, а группа G почти абе-
лева. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть A — RG-модуль, G — конечно порожденная разрешимая AFF-группа.
Тогда коцентрализатор подгруппы FFD(G) в модуле A конечен.

Доказательство. Пусть D = FFD(G) и пусть 〈1〉 = D0 6 D1 6 · · · 6 Dn = D —
производный ряд подгруппы D. Если каждый фактор Dj+1/Dj , j = 0, 1, . . . , n − 1, ко-
нечно порожден, то подгруппа D полициклическая, и поэтому D конечно порождена. По
лемме 1 коцентрализатор подгруппы D в модуле A конечен. Пусть теперь для некотрого
j = 0, 1, . . . , n − 1, фактор Dj+1/Dj бесконечно порожден и пусть t — такое число, что
Dt/Dt−1 бесконечно порожден, а факторы Dj+1/Dj конечно порождены для каждого j > t.
Отсюда вытекает, что факторгруппа D/Dt — полициклическая. Поскольку группа G конеч-
но порождена, бесконечно порожденная подгруппа Dt является собственной подгруппой G,
и поэтому коцентрализатор Dt в модуле A конечен. Так как факторгруппа D/Dt полицик-
лическая, то D = KDt для некоторой конечно порожденной подгруппы K. Из включения
K 6 FFD(G) следует, что коцентрализатор подгруппы K в модуле A конечен. По лемме 1
коцентрализатор подгруппы FFD(G) в модуле A конечен. Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть A — RG-модуль, G — бесконечная разрешимая группа. Если ко-
централизатор группы G в модуле A бесконечен, а коцентрализатор каждой собственной
подгруппы группы G в модуле A конечен, то G изоморфна квазициклической q-группе для
некоторого простого числа q.

Доказательство. Докажем сначала, что G — бесконечно порожденная группа. Предпо-
ложим противное. Пусть {x1, x2, . . . , xm} — минимальная система порождающих группы G.
Если m = 1, тогда G — бесконечная циклическая группа. Следовательно, G порождается
двумя собственными подгруппами. По лемме 1 коцентрализатор группы G в модуле A ко-
нечен. Противоречие. Если k > 1, то группа G порождается двумя собственными подгруп-
пами 〈x1, x2, . . . , xm−1〉 и 〈xm〉. Снова получаем противоречие. Отсюда вытекает, что G —
бесконечно порожденная группа.

Покажем, что группа G не имеет собственных подгрупп конечного индекса. Предполо-
жим противное. Пусть N — собственная подгруппа группы G и индекс |G : N | конечен. То-
гда можно выбрать конечно порожденную подгруппу M так, чтобы выполнялось равенство
G = MN . Поскольку M и N — собственные подгруппы группы G, их коцентрализаторы
в модуле A конечны. Отсюда с учетом леммы 1 получаем, что коцентрализатор группы G
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в модуле A конечен. Противоречие. Следовательно, группа G не имеет собственных под-
групп конечного индекса.

Пусть D — коммутант группы G. Поскольку группа G не имеет собственных подгрупп
конечного индекса, факторгруппа G/D бесконечна. Из леммы 1 вытекает, что абелева фак-
торгруппа G/D не может порождаться двумя собственными подгруппами. Пусть фактор-
группа G/D не является периодической и пусть T/D — периодическая часть G/D. Тогда
факторгруппа G/T порождается двумя собственными подгруппами. С учетом леммы 1 по-
лучаем противоречие. Следовательно, факторгруппа G/D периодическая, и поэтому G/D
является квазициклической q-группой для некоторого простого числа q [7, с. 152]. Пусть
H/D — произвольная нетривиальная конечная подгруппа G/D. Так как H — собственная
подгруппа группы G, то коцентрализатор подгруппы H в модуле A конечен. Следователь-
но, R-модуль A/CA(H) конечен, и поэтому факторгруппа G/CG(A/CA(H)) конечна. Так
как группа G не имеет собственных подгрупп конечного индекса, то G = CG(A/CA(H)).
Следовательно, [G,A] 6 CA(H). Из выбора H вытекает, что [G,A] 6 CA(G), и поэтому G
действует тривиально в каждом факторе ряда 0 6 CA(G) 6 A. По теореме Калужнина [8,
с. 144] группа G абелева. Поэтому группа G изоморфна квазициклической q-группе для
некоторого простого числа q. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть A — RG-модуль, G — локально разрешимая AFF-группа. Тогда
группа G гиперабелева.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда группа G не является разре-
шимой. Тогда G не является простой группой (следствие 1 к теореме 5.27 [9]). Следователь-
но, G содержит собственную нормальную нетривиальную подгруппу H1. Если подгруппа H1

конечно порождена, то она разрешима. Если H1 бесконечно порождена, то ее коцентрали-
затор в модуле A конечен и по лемме 3 подгруппа H1 разрешима. Пусть d1 — ступень раз-
решимости подгруппы H1 и пусть W1 — максимальная нормальная разрешимая подгруппа
группы G ступени разрешимости d1. Так как группа G не является разрешимой, то фактор-
группа G/W1 также не является разрешимой. Как и ранее, G/W1 содержит собственную
нормальную нетривиальную подгруппу H2/W1. Тогда H2 — разрешимая подгруппа ступе-
ни разрешимости d2, причем d2 > d1. Пусть W2 — максимальная нормальная разрешимая
подгруппа ступени разрешимости d2, содержащая подгруппу W1. Продолжив рассуждения
аналогичным образом, построим возрастающий ряд нормальных подгрупп группы G

〈1〉 =W0 6W1 6 · · · 6Wn 6Wn+1 6 · · · (1)

такой, что: 1) для каждого n ∈ N подгруппа Wn разрешима и имеет ступень разрешимос-
ти dn; 2) dn < dn+1 для каждого n ∈ N. Пусть W = ∪n∈NWn. Рассмотрим сначала случай,
когда G = W . Тогда можно построить ряд 〈1〉 = L0 6 L1 6 · · · 6 Ln 6 Ln+1 6 · · · нор-
мальных подгрупп группы G, являющийся уплотнением ряда (1), такой, что G = ∪n∈NLn,
и каждый фактор Li+1/Li, i = 0, 1, 2, . . . , n, . . . , абелев. Следовательно, группа G гиперабе-
лева. Пусть теперь G 6= W . По построению подгруппа W не является разрешимой. Следо-
вательно, W бесконечно порождена. Поэтому коцентрализатор подгруппы W в модуле A
конечен. По лемме 3 подгруппа W разрешима. Противоречие. Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть A — RG-модуль, G — конечно порожденная разрешимая AFF-груп-
па. Если коцентрализатор группы G в модуле A бесконечен, справедливы следующие
утверждения: 1) коцентрализатор подгруппы FFD(G) в модуле A конечен; 2) группа G
содержит нормальную абелеву подгруппу U такую, что U 6 FFD(G) и факторгруппа
G/U полициклическая.
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Доказательство. Справедливость утверждения (1) следует из леммы 4. Докажем
утверждение (2). Пусть C = CA(FFD(G)). Так как фактормодуль A/C конечен, A имеет
конечный ряд RG-подмодулей 0 6 C 6 A такой, что фактор A/C конечен. Следователь-
но, факторгруппа G/CG(A/C) конечна. Из выбора C вытекает, что CG(C) > FFD(G). По
лемме 2 факторгруппа G/CG(C) является полициклической.

Пусть W = CG(C)
⋂
CG(A/C). Подгруппа W действует тривиально в каждом факторе

ряда 0 6 C 6 A. Следовательно, W абелева. По теореме Ремака G/W →֒ G/CG(C) ×
× G/CG(A/C). Отсюда вытекает, что факторгруппа G/W полициклическая. Пусть U =
=W

⋂
FFD(G). По лемме 2 факторгруппа G/FFD(G) является полициклической. Следо-

вательно, факторгруппа G/U полициклическая. Кроме того, из включения U 6W следует,
что подгруппа U абелева. По построению U 6 FFD(G). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь гипер(локально разрешимые) AFF-группы. Напомним, что группа G
называется гипер(локально разрешимой), если G обладает возрастающим рядом нормаль-
ных подгрупп

〈1〉 = G0 6 G1 6 G2 6 · · · 6 Gγ 6 · · · 6 Gδ = G (2)

таким, что каждый фактор Gγ+1/Gγ , γ < δ, локально разрешим [9, гл. 1].
Лемма 4. Пусть A — RG-модуль, G — гипер(локально разрешимая) AFF-группа, и ко-

централизатор группы G в модуле A конечен. Тогда группа G гиперабелева.
Доказательство. Для доказательства леммы достаточно показать, что каждый фактор

Gγ+1/Gγ , γ < δ, ряда (2) разрешим. С учетом леммы 1 получаем, что коцентрализатор
Gγ+1/Gγ для каждого γ < δ конечен. По лемме 3 каждый фактор Gγ+1/Gγ разрешим.
Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть A — RG-модуль, G — гипер(локально разрешимая) AFF-группа.
Тогда группа G обладает рядом нормальных подгрупп

〈1〉 = G0 6 G1 6 G2 6 · · · 6 Gγ 6 · · · 6 Gδ = G

таким, что каждый фактор Gγ+1/Gγ , γ < δ, гиперабелев.
Доказательство. Так как группа G гипер(локально разрешима), G обладает рядом (2).

Каждый фактор Gγ+1/Gγ , γ < δ, ряда (2) — локально разрешимая AFF-группа. По тео-
реме 2 каждый фактор Gγ+1/Gγ , γ < δ, гиперабелев. Отсюда следует, что ряд (2) рассмат-
риваемой группы G удовлетворяет требованиям теоремы. Теорема доказана.

Следует отметить, что все результаты, полученные в работе, не зависят от структуры
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О.Ю. Дашкова

Узагальнено розв’язнi AFF-групи

Дослiджено RG-модуль A такий, що R — асоцiативне кiльце, CG(A) = 1, та кожна влас-
на пiдгрупа H групи G, для якої R-модуль A/CA(H) є нескiнченним, скiнченно породже-
на. Група G, яка задовольняє цi умови, називається AFF-групою. Доведено, що локально
розв’язна AFF-група є гiперабелевою. Описано структуру AFF-групи G у випадку, коли G
є скiнченно породженою розв’язною групою та R-модуль A/CA(G) є нескiнченним.

O.Yu. Dashkova

AFF-groups soluble in the extended sense

We study an RG-module A such that R is an associative ring, CG(A) = 1, and each proper
subgroup H of G with infinite A/CA(H) is finitely generated. The group G under consideration is
called an AFF-group. It is proved that a locally soluble AFF-group is hyper-Abelian. We describe
the structure of an AFF-group G such that G is a finitely generated soluble group, and R–module
A/CA(G) is infinite.
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УДК 517.946

В.В. Маринець, К.В. Маринець

Крайова задача Гурса–Дарбу для нелiнiйного рiвняння
гiперболiчного типу

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Наведено один iз пiдходiв дослiдження крайових задач для нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних гiперболiчного типу на площинi. За допомогою запроно-
ваної модифiкацiї двостороннього методу встановлено достатнi умови iснування, єди-
ностi та знакосталостi регулярного або iррегулярного розв’язку розглядуваної задачi.

У данiй роботi узагальнюються одержанi в [1, 2] результати i дається один пiдхiд дослiд-
ження крайової задачi для нелiнiйного рiвняння другого порядку гiперболiчного типу на
площинi, коли область змiни незалежних змiнних обмежена ”вiльними” кривими та харак-
теристиками заданого диференцiального рiвняння [3].

Розглянемо в R
2 область D = D1

⋃
D2
⋃
D3, де

D1 = {(x, y) | x ∈ (x0, x1], y ∈ (y0, y1]},

D2 = {(x, y) | x ∈ [x0, x1], y ∈ (y1, g1(x))},

D3 = {(x, y) | x ∈ (x0, x2], y ∈ (g2(x), y1]},

де x0 < x1 < x2, y0 < y1 < y2, y = gi(x) (x = ki(y)), i = 1, 2, — “вiльнi” кривi, причому
g1(xi−1) = yi, g2(xi) = yi−1, g′i(x) > 0, i = 1, 2.

Дослiдимо задачу: в просторi функцiй C∗(D) := C(1.1)(D)
⋃
C(D) знайти розв’язок кра-

йової задачi

L2U(x, y) = f(x, y, U(x, y)) := f(x, y), (1)

де L2 — диференцiальний оператор, породжений диференцiальним виразом

l2(U(x, y)) := Uxy(x, y) + a1(x, y)Ux(x, y) + a2(x, y)Uy(x, y),

ai(x, y) ∈ C(D), i = 1, 2, — заданi функцiї, та крайовими умовами

U(x0, y) = ψ(y), U(x, y0) = φ(x),

(x, y) ∈ D1, ψ(y) ∈ C1[y0, y1], φ(x) ∈ C1[x0, x1],

U(x, gi(x)) = ωi(x), x ∈ [xi−1, xi], ωi(x) ∈ C1[xi−1, xi], i = 1, 2,

(2)

причому виконуються умови узгодженостi

ψ(y0) = φ(x0), ω1(x0) = ψ(y1), ω2(x1) = φ(x1). (3)
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Очевидно, розв’язок крайової задачi (1) U(x, y) = Us(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, де
U1(x, y) — розв’язок рiвняння

l2U(x, y) = f [U(x, y)], (4)

при (x, y) ∈ D1, який задовольняє умови (2) i першу з умов (3) (задача Гурса), а Us(x, y),
(x, y) ∈ Ds, s = 2, 3, — розв’язки рiвняння (4), якi задовольняють вiдповiдно умови

U2(x, g1(x)) = ω1(x), U2(x, y1) = U1(x, y1), x ∈ [x0, x1], (5)

U3(x, g2(x)) = ω2(x), U3(x1, y) = U1(x1, y), y ∈ [y0, y1], (6)

причому виконуються останнi двi з умов узгодженостi (3) (задачi Дарбу).
Надалi будемо вважати, що a1(x, y) ∈ C(0.1)(D1

⋃
D3), a2(x, y) ∈ C(0.1)(D1

⋃
D2),

f [U(x, y)] ∈ C(B), f : B → R, B ∈ R
3.

Справедливою є така лема.
Лема 1. Нехай крайова задача (1) при (x, y) ∈ D має розв’язок. Тодi розв’язок задачi (1)

належатиме простору C∗(D) (буде регулярним), якщо

ρ1 := ψ′(y1)− k′1(y1)

{
ω′
1(x0) + a2(x0, y1)ω1(x0)− [a2(x0, y0)φ(x0) + φ′(x0)]×

× exp

( y0∫

y1

a1(x0, η) dη

)
−

y1∫

y0

F1(x0, η, ψ(η)) exp

( η∫

y1

a1(x0, τ)dτ

)
dη

}
= 0,

ρ2 := φ′(x1)− ω′
2(x1)− g′2(x1)

{
a1(x1, y0)ω2(x1)− [a1(x0, y0)ψ(y0) + ψ′(y0)]×

× exp

( x0∫

x

a2(ξ, y0) dξ

)
−

x1∫

x0

F2(ξ, y0, φ(ξ)) exp

( ξ∫

x1

a2(τ, y0)dτ

)
dξ

}
= 0,

F1(x, y, U(x, y)) := f [U(x, y)] + [a2y(x, y) + a1(x, y)a2(x, y)]U(x, y),

F2(x, y, U(x, y)) := f [U(x, y)] + [a1x(x, y) + a1(x, y)a2(x, y)]U(x, y).

У супротивному випадку мають мiсце рiвностi

U1y(x, y1)− U2y(x, y1) = ρ1 exp

( x0∫

x

a2(ξ, y1) dξ

)
, x ∈ [x0, x1],

U1x(x1, y)− U3x(x1, y) = ρ2 exp

( y0∫

y

a1(x1, η) dη

)
, y ∈ [y0, y1]

i U(x, y) ∈ C(1.1)(D)
⋂
C(1.0)(D1

⋃
D2)

⋂
C(0.1)(D1

⋃
D3), I = I1

⋃
I2, I1 = {(x, y) | y = y1,

x ∈ [x0, x1]}, I2 = {(x, y) | x = x1, y ∈ [y0, y1]} (розв’язок буде iррегулярним).
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Позначимо

f [U(x, y)] :=

{
F1(x, y, U(x, y)), (x, y) ∈ D1

⋃
D2,

F2(x, y, U(x, y)), (x, y) ∈ D3,

i припустимо, що F [U(x, y)] ∈ C1(B), тобто що функцiя F [U(x, y)] задовольняє такi умови:
1) F [U(x, y)] ∈ C(B);
2) в просторi функцiй C(B1), B1 ⊂ R

4, Прx0yB1 = D iснує така функцiя H(x, y, U(x, y),
V (x, y)) := H[U(x, y);V (x, y)], що

а) H[U(x, y);U(x, y)] ≡ F [U(x, y)],
б) для довiльної з простору C(D) пари функцiй U(x, y), V (x, y) ∈ B1, якi задовольняють

умову U(x, y) > V (x, y), (x, y) ∈ D, в областi B1 виконується нерiвнiсть

H[U(x, y);V (x, y)]−H[V (x, y);U(x, y)] > 0, (x, y) ∈ D;

3) функцiя H[U(x, y);V (x, y)] в областi B1 задовольняє умову Лiпшiца, тобто для всяких
з простору C(D) функцiй Ui(x, y), Vi(x, y) ∈ B1, i = 1, 2, виконується умова

|H[U1(x, y);V1(x, y)]−H[U2(x, y);V2(x, y)]| 6 L(|W1(x, y)|+ |W2(x, y)|),

(x, y) ∈ D, де L — стала Лiпшiца, а Wi(x, y) := Ui(x, y) − Vi(x, y), i = 1, 2.
Очевидно, якщо функцiя f [U(x, y)] ∈ C(B) i має в областi B обмежену частинну похiдну

першого порядку по U(x, y), то f [U(x, y)] ∈ C1(B).
Нехай Zp,s, Vp,s ∈ C(Ds) належать областi B1, s = 1, 2, 3, p ∈ N.
Введемо позначення:

Wp,s := Zp,s − Vp,s, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

fps (x, y) := H[Zp,s(x, y);Vp,s(x, y)], fp,s(x, y) := H[Vp,s(x, y), Zp,s(x, y)],

α∗
p,s(x, y) := Zp,s(x, y)− Ωs(x, y)− δsT1,sf

p
1 (ξ, η)− Tsf

p
s (ξ, η),

β∗p,s(x, y) := Vp,s(x, y) −Ωs(x, y)− δsT1,sfp,1(ξ, η) − Tsfp,s(ξ, η), s = 1, 2, 3,

Ω1(x, y) := ψ(y) exp

( x0∫

x

a2(ξ, y) dξ

)
+

x∫

x0

K1(x, y; ξ, y0)[φ
′(ξ) + a2(ξ, y0)φ(ξ)] dξ,

Ω2(x, y) := ω1(k1(y)) exp

( k1(y)∫

x

a2(ξ, y) dξ

)
+

x∫

k1(y)

K1(x, y; ξ, y0)[φ
′(ξ) + a2(ξ, y0)φ(ξ)] dξ,

Ω3(x, y) := ω2(x) exp

( g2(x)∫

y

a1(x, η) dη

)
+

y∫

g2(x)

K2(x, y;x0, η)[ψ
′(η) + a1(x0, η)ψ(η)] dη,

K1(x, y; ξ, η) := exp

( ξ∫

x

a2(τ, y)dτ +

η∫

y

a1(ξ, τ)dτ

)
,
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K2(x, y; ξ, η) := exp

( ξ∫

x

a2(τ, η)dτ +

η∫

y

a1(x, τ)dτ

)
, δs =

{
0, s = 1,

1, s = 2, 3,

T1F [U1(ξ, η)] :=

x∫

x0

y∫

y0

K1(x, y; ξ, η)F [U1(ξ, η)] dηdξ, (x, y) ∈ D1,

T2F [U2(ξ, η)] :=

x∫

k1(y)

y∫

y1

K1(x, y; ξ, η)F [U2(ξ, η)] dηdξ, (x, y) ∈ D2,

T3F [U3(ξ, η)] :=

y∫

g2(x)

x∫

x1

K2(x, y; ξ, η)F [U3(ξ, η)] dξdη, (x, y) ∈ D3,

T1,2F [U1(ξ, η)] :=

x∫

k1(y)

y1∫

y0

K1(x, y; ξ, η)F [U1(ξ, η)] dηdξ, (x, y) ∈ D2,

T1,3F [U1(ξ, η)] :=

y∫

g2(x)

x1∫

x0

K2(x, y; ξ, η)F [U1(ξ, η)] dξdη, (x, y) ∈ D3,

Zp,s(x, y) := Zp,s(x, y)− dp,sWp,s(x, y),

Vp,s(x, y) := Vp,s(x, y) + qp,s(x, y)Wp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds,

F ps (x, y) := H[Zp,s;Vp,s], Fp,s(x, y) := H[Vp,s;Zp,s],

dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ C(Ds) — довiльнi функцiї, якi задовольняють умови

0 6 dp,s 6 0,5, 0 6 qp,s(x, y) 6 0,5, (x, y) ∈ Ds (7)

для всiх p ∈ N i s = 1, 2, 3.
Побудуємо послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)} та {Vp,s(x, y)} згiдно з формулами [4]

Zp+1,s(x, y) = Ωs(x, y) + δsT1,sF
p
1 (ξ, η) + TsF

p
s (ξ, η),

Vp+1,s(x, y) = Ωs(x, y) + δsT1,sFp,1(ξ, η) + TsFp,s(ξ, η), (x, y) ∈ Ds,
(8)

де за нульове наближення Z0,s(x, y), V0,s ∈ B0 вибираємо довiльнi з простору C(Ds) функцiї,
якi задовольняють вiдповiдно умови (2), (5), (6), (3) та нерiвностi

W0,s(x, y) > 0, α∗
0,s(x, y) > 0, β∗0,s(x, y) 6 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3. (9)

Надалi такi функцiї називатимемо функцiями порiвняння крайової задачi (1).
Теорема 1. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(B), а в областi B1 iснують функцiї порiвняння

крайової задачi (1) Z0,s(x, y), V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3.
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Тодi для функцiй Zp,s(x, y), Vp,s(x, y), якi побудованi згiдно iз законом (8), де dp,s(x, y),
qp,s(x, y) ∈ C(Ds), задовольняють умови (7) та нерiвностi

Zp,s(x, y)− Zp+1,s(x, y) > dp,s(x, y)Wp,s(x, y),

Vp,s(x, y)− Vp+1,s(x, y) 6 −qp,sWp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, p ∈ N,
(10)

в областi B1 справедливi нерiвностi

Vp,s(x, y) 6 Vp+1,s 6 Zp+1,s(x, y) 6 Zp+1,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, p ∈ N.

Лема 2. Нехай виконуються умови теореми 1.
Тодi множина функцiй dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ C(Ds), якi задовольняють умови (7), (10),

не порожня.
Позначимо:

max
s

[sup
Ds

W0,s(x, y)] 6 d, max
p,s

sup
Ds

(1− dp,s(x, y)− qp,s(x, y)) 6 q,

max
i

[ sup
D1∪Ds

Ki(x, y; ξ, η)] 6 0,5K, s = 2, 3, i = 1, 2,

Q = sup
D

(1, y − y0 + x− x0).

Теорема 2. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(B) i в областi B1 iснують функцiї порiвняння за-
дачi (1) Z0,s, V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3.

Тодi послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)}, {Vp,s(x, y)}, побудованi згiдно iз законом (8), (7),
(10):

а) збiгаються рiвномiрно до єдиного в областi D1 розв’язку задачi Гурса (4), (2) U1(x, y),
в Ds, s = 2, 3, — до розв’язку Us(x, y) вiдповiдно до задач Дарбу (4), (5) та (4), (6);

б) мають мiсце оцiнки

max
s

[
sup
Ds

Wp,s(x, y)
]
6 (P !)−1[KLQq(y − y0 + x− x0)]

pd;

в) в областi B1 виконуються нерiвностi

Vp,s(x, y) 6 Us(x, y) 6 Zp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

для всiх p ∈ N;
г) збiжнiсть iтерацiйного методу (8), (7), (10) не повiльнiша за збiжнiсть двосто-

роннього методу Пiкара (коли dp,s(x, y) = qp,s(x, y) ≡ 0).
Наслiдок 1. Нехай виконуються вимоги теореми 2. Тодi розв’язок крайової задачi (1)

в областi D iснує i вiн єдиний, причому, якщо ρ1 = ρ2 = 0, вiн буде регулярним, у супро-
тивному випадку — iррегулярним.

Наслiдок 2. Нехай φ(x) = ψ(y) = 0, (x, y ∈ D1), ωi(x) = 0, x ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2,
F [U(x, y)] ∈ C1(B), причому F [U(x, y)] ≡ H[U(x, y); 0]. Тодi якщо F [0] 6 (>)0 в областi B,
то розв’язок крайової задачi (1) задовольняє нерiвнiсть

U(x, y) 6 (>)0, (x, y) ∈ D.
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Краевая задача Гурса–Дарбу для нелинейного уравнения
гиперболического типа

Приведен один из подходов исследования краевых задач для нелинейных дифференциальных
уравнений в частных производных гиперболического типа на плоскости. С помощью пред-
ложенной модификации двустороннего метода установлены достаточные условия сущест-
вования, единственности и знакопостоянства регулярного или иррегулярного решения рас-
сматриваемой задачи.

V.V. Marynets, K.V. Marynets

The Goursat–Darboux boundary-value problem for a non-linear
equation of the hyperbolic type

We give a possible approach to the study of the boundary-value problems for non-linear partial
differential equations of the hyperbolic type on a plane. We establish the sufficient conditions of
existence, uniqueness, and sign-constancy of a regular or irregular solution of the given problem
with the help of the proposed modification of the double-sided method.
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УДК 519.21+517.9

Академiк НАН України М. О. Перестюк, Ю. С. Мiшура,
Г.М. Шевченко

Про розподiл локального часу однорiдного дифузiйного
процесу

Знайдено ймовiрнiсний розподiл локального часу однорiдного транзiєнтного дифузiйного
процесу. Для цього розглянуто диференцiальне рiвняння другого порядку, породжене ге-
нератором процесу, й аналiтичними методами встановлено властивостi його монотон-
них розв’язкiв як функцiй параметра. Одночасно використано ймовiрнiсне зображення
монотонних розв’язкiв цього рiвняння. Поєднання методiв теорiї диференцiальних рiв-
нянь i теорiї випадкових процесiв дозволило знайти параметр експоненцiйного розподiлу
локального часу.

Розглянемо сiм’ю однорiдних одновимiрних дифузiйних процесiв {Xx
t , t > 0, x ∈ R}, заданих

на стандартному ймовiрнiсному просторi з фiльтрацiєю {Ω,F , {Ft}t>0, P} за допомогою
стохастичного диференцiального рiвняння

dXx
t = b(Xx

t )dt+ a(Xx
t ) dWt, t > 0, (1)

Xx
0 = x ∈ R — початкове значення, {Wt, t > 0} — стандартний вiнерiвський процес. Роз-

глядаючи тi об’єкти, для яких початкове значення розв’язку не вiдiграє ролi, вiдповiдний
процес позначатимемо X. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють будь-якi умови
iснування слабкого розв’язку, а також є неперервними за x ∈ R, i a(x) 6= 0, x ∈ R. Iз сiм’єю
процесiв {Xx

t , t > 0, x ∈ R} пов’яжемо такi об’єкти:
1. Для f ∈ C2(R) позначимо генератор дифузiйного процесу X через

Lf(x) = a2(x)

2
f ′′(x) + b(x)f ′(x).

2. Визначимо функцiї

ϕ(x0, x) = exp

{
−2

z∫

x0

b(u)

a2(u)
du

}
, Φ(x0, x) =

x∫

x0

ϕ(x0, z) dz, x0, x ∈ R
⋃{−∞,+∞}.

Зауважимо, що при кожному фiксованому x0 ∈ R функцiя Φ(x0, ·) є розв’язком однорiдного
диференцiального рiвняння другого порядку LΦ(x0, ·) = 0.

3. Для x, y ∈ R нехай τxy = inf{t > 0,Xx
t = y} — момент першого попадання в точку y,

а для x ∈ (a, b) τxa,b = inf{t > 0,Xx
t /∈ (a, b)} = τxa ∧ τxb — момент виходу з iнтервалу (a, b).

(Вважатимемо, що inf ∅ = +∞.)
4. Визначимо нормований коефiцiєнтом дифузiї a локальний час перебування проце-

су Xx в точцi y ∈ R на вiдрiзку [0, t] (множник a2(y) включено згiдно iз загальним визна-
ченням Мейєра–Танаки локальних часiв семiмартингалiв [1]):

Lxt (y) = a2(y) lim
ε↓0

1

2ε

t∫

0

I{|Xx
s − y| 6 ε} ds,
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де границя майже напевно iснує i визначає неперервний неспадний випадковий процес
{Lxt (y), t > 0} для всiх x, y ∈ R. Локальний час перебування на всьому промiжку [0,+∞)
позначимо Lx∞(y).

Метою роботи є визначення ймовiрнiсного розподiлу локального часу Lx∞. Зазначимо,
що дане питання розглядалося в роботах [1, 2], проте параметри розподiлу в них не було
визначено явно, а лише як границю певних функцiоналiв вiд розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь, див. формулу (4).

Згiдно з [3, 4], у випадку, коли Φ(x,+∞) = −Φ(x,−∞) = +∞ для деякого x ∈ R

(а тодi цi рiвностi мають мiсце для всiх x ∈ R), дифузiйний процес X є рекурентним,
тобто P{ lim

t→+∞
Xx
t = +∞, lim

t→+∞
Xx
t = −∞} = 1, i локальний час Lx∞(y) = +∞ для всiх

x, y ∈ R м. н. Поведiнка процесу, оберненого до процесу локального часу, вивчалася в ре-
курентному випадку в роботах [1, 5, 6].

Тому розглядаємо лише випадок транзiєнтного процесу X, коли хоча б один з iнтегралiв
Φ(x0,+∞), або Φ(−∞, x0) є скiнченним (поведiнку траєкторiй X у цьому випадку описано
в [3, теорема 1, с. 119] та [7, теорема 3.1, с. 351].

Далi, зауважимо, що достатньо розглянути випадок x = y. Справдi, внаслiдок строгої
марковської властивостi процесу X, для довiльного l > 0

P (Lx∞(y) > l) = P (Ly∞(y) > l)P (τxy < +∞).

Ймовiрнiсть P (τxy < +∞) = 1 − P (τxy = +∞) можна визначити, користуючись вiдомою
формулою (див. [8, c. 500]): для x ∈ (a, b)

P (Xx
τa,b

= b) =
Φ(a, x)

Φ(a, b)
.

Тодi шукане значення ймовiрностi залежить вiд спiввiдношення мiж x та y та вiд значення
iнтегралiв Φ(x,+∞) та Φ(x,−∞). А саме якщо x > y, то

P (τxy = +∞) = lim
a→+∞

P (Xx
τy,a = a) = lim

a→+∞
Φ(y, x)

Φ(y, a)
,

тому при x > y

P (τxy = +∞) =





Φ(y, x)

Φ(y,+∞)
, Φ(x,+∞) < +∞,

0, Φ(x,+∞) = +∞.

(2)

При x < y

P (τxy = +∞) = lim
a→−∞

(1− P (Xx
τa,y = y)) = lim

a→−∞
Φ(a, y)− Φ(a, x)

Φ(a, y)
=

= lim
a→−∞

φ(a, x)Φ(x, y)

−φ(a, y)Φ(y, a) = lim
a→−∞

−φ(a, x)φ(x, y)Φ(y, x)
−φ(a, y)Φ(y, a) = lim

a→−∞
Φ(y, x)

Φ(y, a)
,

тому

P (τxy = +∞) =





Φ(y, x)

Φ(y,−∞)
, −Φ(x,−∞) < +∞,

0, −Φ(x,−∞) = +∞.

(3)
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Отже, справдi достатньо знати розподiли величин Lx∞(x). Для визначення останнiх вико-
ристаємо такi факти.

1. Згiдно з [1, теорема 1], P (Lx∞(x) > l) = exp(−lψx(0)), де

ψx(0) = ψx,+(0) + ψx,−(0), ψx,±(0) = ±1

2
lim
λ↓0

y′λ,±(x)

yλ,±(x)
, (4)

функцiї yλ,+ та yλ,− є вiдповiдно зростаючим та спадним розв’язком рiвняння (λ > 0, фi-
ксоване)

Ly = λy. (5)

2. Згiдно з [4], функцiї yλ,+ та yλ,− мають iмовiрнiснi зображення

yλ,+(x) =

{
Ee−λτ

x
0 , x < 0,

(Ee−λτ
0
x )−1, x > 0,

(6)

yλ,−(x) =

{
Ee−λτ

x
0 , x > 0,

(Ee−λτ
0
x )−1, x < 0.

(7)

При цьому ми вважаємо, що e−λt = 0 при t = +∞, λ > 0.
3. Будь-який розв’язок yλ(x) рiвняння (5) допускає iнтегральне зображення

yλ(x) = C1(λ) + C2(λ)Φ(x0, x) + 2λ

x∫

x0

Φ(s, x)

a2(s)
yλ(s) ds, (8)

y′λ(x) = C2(λ)ϕ(x0, x) + 2λ

x∫

x0

ϕ(s, x)

a2(s)
yλ(s) ds. (9)

Теорема 1. Має мiсце формула

ψx(0) =
1

2

(
1

Φ(x,+∞)
− 1

Φ(x,−∞)

)
, (10)

де
1

∞ := 0.

Доведення. Нам треба знайти границi в рiвностях (4). З цiєю метою спочатку звер-
немося до зображення (8), в яке пiдставимо yλ,+(x) i покладемо x0 = 0. Оскiльки з (6)
випливає, що yλ,+(0) = 1, то з (8) та (9) —

yλ,+(x) = 1 + c2(λ)Φ(0, x) + 2λ

x∫

0

Φ(s, x)

a2(s)
yλ,+(s) ds (11)

та

y′λ,+(x) = c2(λ)ϕ(0, x) + 2λ

x∫

0

ϕ(s, x)

a2(s)
yλ,+(s) ds. (12)
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Пiдставимо в (12) x = 0. Оскiльки φ(0, 0) = 1, то y′λ,+(0) = c2(λ), отже, (11) i (12) пере-
творяться на

yλ,+(x) = 1 + y′λ,+(0)Φ(0, x) + 2λ

x∫

0

Φ(s, x)

a2(s)
yλ,+(s) ds (13)

та

y′λ,+(x) = y′λ,+(0)ϕ(0, x) + 2λ

x∫

0

ϕ(s, x)

a2(s)
yλ,+ds. (14)

Таким чином, треба перейти до границi при λ→ 0 в (13) та (14) при фiксованому x ∈ R.
Спочатку перейдемо до границi в iнтегралах. Нехай x > 0 фiксоване. Тодi обидвi пiдiн-
тегральнi функцiї додатнi, пiдiнтегральнi функцiї Φ(s, x)/a2(s) та ϕ(s, x)/a2(s) обмеженi.
Оскiльки λ ↓ 0, то можна вважати, що λ ∈ (0, 1]. При x > 0 з (6) видно, що yλ,+(x) зростає

за λ, значить, 0 6 yλ,+(s) 6 (E0e
−τ0s )−1, i ця функцiя обмежена при s ∈ [0, x]. Отже,

lim
λ↓0

λ

x∫

0

Φ(s, x)

a2(s)
yλ,+(s) ds = lim

λ↓0
λ

x∫

0

ϕ(s, x)

a2(s)
yλ,+(s) ds = 0.

Той самий висновок можна зробити i при x < 0, якщо помiняти знак при Φ(s, x) i зазначити,
що 0 6 yλ,+(s) 6 1 при s < 0. Аналогiчно розглядаються границi вiдповiдних iнтегралiв
для спадного розв’язку yλ,−(x), i вони також дорiвнюють нулю. Тепер знайдемо lim

λ↓0
y′λ,+(0).

Для цього спочатку зауважимо, що з вигляду зображень (6), (7) випливає, що при кожному
x ∈ R yλ,+(x) i yλ,−(x) є неперервними функцiями λ. Тому в (13) лiва частина й iнтеграл
в правiй частинi неперервнi за λ. Отже, i y′λ,+(0), (yλ,−)

′(0) неперервнi за λ. Тому границi
lim
λ↓0

y′λ,±(0) дорiвнюють значенням вiдповiдних похiдних у нулi:

lim
λ↓0

y′λ,±(0) = lim
x→0

(
yλ,±(x)− 1

x

∣∣∣∣
λ=0

)
.

Тепер, при λ > 0 мають мiсце рiвностi E(e−λτ
x
0 − 1) = −P{τx0 = +∞}+ E(e−λτ

x
0 − 1)I{τx0 <

< +∞}, отже, E(e−λτ
x
0 − 1)

∣∣
λ=0

= −P{τx0 = +∞}. Значить,

lim
λ↓0

y′λ,+(0) = − lim
x↑0

P{τx0 = +∞}
x

,

lim
λ↓0

y′λ,−(0) = − lim
x↓0

P{τx0 = +∞}
x

.

Згiдно з формулами (2), (3) маємо

P (τx0 = +∞) =





Φ(0, x)

Φ(0,−∞)
, −Φ(0,−∞) < +∞,

0, −Φ(0,−∞) = +∞
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при x < 0 та

P (τx0 = +∞) =





Φ(0, x)

Φ(0,+∞)
, Φ(0,+∞) < +∞,

0, Φ(0,+∞) = +∞

при x > 0. Зауважимо, що

Φ(0, x)

x
=

Φ(0, x)− Φ(0, 0)

x− 0
→ Φ′

x(0, x)|x=0 = ϕ(0, 0) = 1, x→ 0.

Таким чином,

lim
λ↓0

y′λ,+(0) = − 1

Φ(0,−∞)
, lim

λ↓0
y′λ,−(0) = − 1

Φ(0,+∞)
.

Пiдставимо цi границi в (13) та (14) i знайдемо, використовуючи властивостi функцiй Φ
та ϕ, що

lim
λ↓0

yλ,+(x) =





φ(0, x)Φ(x,−∞)

Φ(0,−∞)
, −Φ(0,−∞) < +∞,

1, −Φ(0,−∞) = +∞;

lim
λ↓0

yλ,−(x) =





φ(0, x)Φ(x,+∞)

Φ(0,+∞)
, Φ(0,+∞) < +∞,

1, Φ(0,+∞) = +∞;

lim
λ↓0

y′λ,+(x) = − φ(0, x)

Φ(0,−∞)
, lim

λ↓0
y′λ,−(x) = − φ(0, x)

Φ(0,+∞)
.

Доведення теореми завершується застосуванням формули (4).
Наслiдок 1. 1. Якщо має мiсце будь-який з випадкiв: x = y; x < y та −Φ(0,−∞) =

= +∞; x > y та Φ(0,+∞) = +∞, то локальний час Lx∞(y) має експоненцiйний розподiл
з параметром ψy(0), що задається формулою (10).

2. Якщо x < y та −Φ(0,−∞) < +∞, то локальний час Lx∞(y) розподiлений як κξ, де
ξ має експоненцiйний розподiл з параметром ψy(0), κ — незалежна вiд ξ бернулiївська
випадкова величина з

P (κ = 0) = 1− P (κ = 1) =
Φ(y, x)

Φ(y,−∞)
.

3. Якщо x > y та Φ(0,+∞) < +∞, то локальний час Lx∞(y) розподiлений як κξ, де
ξ має експоненцiйний розподiл з параметром ψy(0), κ — незалежна вiд ξ бернулiївська
випадкова величина з

P (κ = 0) = 1− P (κ = 1) =
Φ(y, x)

Φ(y,+∞)
.

П р и к л ад 1 . Нехай a(x) ≡ a 6= 0 та b(x) ≡ b є сталими. Тодi ϕ(x, y) = e−2b(y−x)/a2

, Φ(x, y) =

=
a2

2b
(1−e−2b(y−x)/a2

) при b 6= 0 та Φ(x, y) = y−x при b = 0. Тодi процес є транзiєнтним тодi й тiльки

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 33



тодi, коли b 6= 0, причому при b > 0 −Φ(0,−∞) = +∞, Φ(0,+∞) < +∞; при b < 0 −Φ(0,−∞) < +∞,
Φ(0,+∞) = +∞. Цi випадки є симетричними, тому розглянемо лише випадок b > 0.

Рiвняння (5) є лiнiйним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами

a2

2
y′′(x) + by′(x) = λy(x),

загальний розв’язок якого

y(x) = C1 exp

{−b+
√
b2 + 2a2λ

a2
x

}
+ C2 exp

{−b−
√
b2 + 2a2λ

a2
x

}
.

Зростаючим та спадним розв’язком є вiдповiдно

yλ,+(x) = exp

{−b+
√
b2 + 2a2λ

a2
x

}
, yλ,−(x) = exp

{−b−
√
b2 + 2a2λ

a2
x

}
.

Тодi

y′λ,+(x)

yλ,+(x)
=

−b+
√
b2 + 2a2λ

a2
→ 0, λ ↓ 0;

y′λ,−(x)

yλ,−(x)
=

−b−
√
b2 + 2a2λ

a2
→ − 2b

a2
, λ ↓ 0.

Отже, ψx(0) = b/a2, що збiгається з результатом теореми 1, оскiльки в даному випадку

ψx(0) =
1

2Φ(x,+∞)
=

1

2a2/2b
=

b

a2
.

Таким чином, при x 6 y локальний час Lx
∞
(y) має експоненцiйний розподiл з параметром b/a2, а при

x > y вiн розподiлений як κξ, де ξ має експоненцiйний розподiл з параметром b/a2, κ — незалежна

вiд ξ бернулiївська випадкова величина з P (κ = 1) = 1 − P (κ = 0) = e−2b(x−y)/a2

. Використовуючи

властивостi експоненцiйного розподiлу, цi випадки можна об’єднати: Lx
∞
(y)

d
= (ξ − 2(x − y)+)+, де

a+ = a ∨ 0 — додатна частина a.

П р и к л а д 2 . Нехай a(x) =
√
x2 + 1 та b(x) = x. Тодi ϕ(x, y) = (x2 + 1)/(y2 + 1), Φ(x, y) =

= (1 + x2)(arctg y − arctg x). Бачимо, що процес є транзiєнтним, причому −Φ(0,−∞) = Φ(0,∞) =
= π/2 < ∞.

Ми не будемо розв’язувати рiвняння (5) й одразу перейдемо до визначення розподiлу локального
часу. За наслiдком 1, локальний час Lx

∞
(y) розподiлений як κξ, де ξ має експоненцiйний розподiл

з параметром

ψx(0) =
1

2Φ(x,+∞)
− 1

2Φ(x,+∞)
=

1

(1 + x2)(π − 2 arctgx)
− 1

(1 + x2)(π + 2 arctgx)
=

=
4 arctgx

(1 + x2)(π2 − 4 arctg2 x)
,

κ — незалежна вiд ξ бернулiївська випадкова величина з

P (κ = 1) = 1− P (κ = 0) =





π − 2 arctg x

π − 2 arctg y
, x > y,

π + 2 arctg x

π + 2 arctg y
, x < y.
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Академик НАН Украины Н.А. Перестюк, Ю.С. Мишура, Г. М. Шевченко

О распределении локального времени однородного дифузионного
процесса

Найдено вероятностное распределение локального времени однородного транзиентного ди-
фузионного процесса. Для этого рассмотрено дифференциальное уравнение второго порядка,
порожденное генератором процесса, и аналитическими методами установлены свойства
его монотонных решений как функций параметра. Одновременно использовано вероятност-
ное представление монотонных решений этого уравнения. Сочетание методов теории диф-
ференциальных уравнений и теории случайных процессов позволило найти параметр экс-
поненциального распределения локального времени.

Academician of the NAS of Ukraine M.O. Perestyuk, Yu. S. Mishura,
G.M. Shevchenko

On the distribution of a local time of a homogeneous diffusion process

The probabilistic distribution of the local time of a homogeneous transient diffusion process is
found. To this end, a second order differential equation corresponding to the process generator is
considered, and properties of its monotone solutions as functions of a parameter are established with
the help of analytic tools. At the same time, a probabilistic representation of monotone solutions
is used. Combining the techniques of differential equations theory and stochastic processes theory
allowed us to identify the parameter of an exponential distribution of the local time.
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Одна некласична модель кiлькiсної конкуренцiї

на ринку в умовах двосторонньої невизначеностi

(Представлено академiком НАН України I.М. Коваленком)

Запропоновано модель конкурентної поведiнки виробникiв з випадковими випусками при
умовi рiзнорiдного характеру впливу невизначеностi. Введено поняття двосторонньої
невизначеностi. Видiлено клас розподiлiв випадкового випуску одного виробника, який
гарантує iснування та єдинiсть ситуацiї рiвноваги при двостороннiй невизначеностi
в побудованiй моделi.

Прийняття управлiнських рiшень супроводжується вiдсутнiстю точної, достовiрної iнфор-
мацiї, що створює ситуацiю невизначеностi [1]. Зокрема, дослiдженню конкурентної пове-
дiнки виробникiв на ринку та пошуку ситуацiй рiвноваги при повнiй або частковiй iнформа-
цiйнiй невизначеностi присвячено чимало фундаментальних робiт [2, 3]. Проте випадковий
характер обставин, якi обумовлюють невизначенiсть ситуацiї i призводять при кiлькiснiй
конкуренцiї до випадкових випускiв, необов’язково є однорiдним для рiзних виробникiв.
Саме тому при дослiдженнi вибору гравцями їх стратегiй важливим є врахування власне
характеру невизначеностi. В зв’язку з цим у данiй роботi розглядається некласична модель
конкуренцiї виробникiв з призначенням випадкових випускiв за умови рiзнорiдної природи
невизначеностi.

Галузь економiки формують n фiрм-виробникiв однорiдної продукцiї з об’ємами випус-
кiв qi, i = 1, . . . , n. Галузевий попит на товар задається однозначною функцiєю попиту
D : R+ → R+. Рiшення про обсяг випуску приймається до того, як стане вiдомою ринкова
цiна. Нехай q = (qi, i ∈ I) — вектор випуску товару. Цiна на ринку встановлюється таким
чином, щоб фактична пропозицiя товару

∑
i∈I

qi вiдповiдала попиту на нього, тобто p(q) =

= D−1
(∑
i∈I

qi

)
. Нехай iснує обсяг випуску q такий, що p(q) = 0, ∀ q > q, а функцiя p(q)

спадна, увiгнута ∀ q ∈ (0, q), p(q) > 0, p′(q) < 0, p′′(q) < 0, ∀ q > 0.
“Сильна” невизначенiсть. Нехай випуск q1 фiрми 1 є випадковою величиною з деяким

абсолютно неперервним розподiлом на [γ0, γ], де [γ0, γ] — вiдрiзок з нефiксованою верх-
ньою межею, γ0 = const, γ набуває значень з множини [γ(1), γ(2)], γ(2) > γ(1) > γ0. По-
ведiнка фiрми 1 орiєнтована на пошук стратегiї Eq1, яка максимiзує сподiване значення
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прибутку Π1(q) = q1D
−1
(∑
i∈I

qi

)
− cq1, де c — витрати на виготовлення одиницi продук-

цiї, c = const. При нефiксованому γ Eq1 : [γ
(1), γ(2)] → S1, S1 ⊆ [γ0, γ], тобто стратегiя Eq1

фiрми 1 є функцiєю, що набуває значень з деякої компактної множини, E(·) — оператор ма-
тематичного сподiвання. Таким чином, фiрма 1 розв’язує задачу максимiзацiї EΠ1(Eq1) =

= E
(
q1D

−1
(∑
i∈I

qi

))
− E(cq1) на множинi S1 всеможливих значень функцiї Eq1(γ). Надалi

будемо говорити, що фiрма 1 приймає рiшення в умовах “сильної” невизначеностi.
“Слабка” невизначенiсть. Решта учасникiв ринку визначаються з цiльовим обсягом про-

дукцiї q0i , i = 2, . . . , n, причому c1i q
0
i — витрати на закупiвлю матерiалiв або засобiв для ви-

готовлення запланованого обсягу. Однак протягом виробничого процесу пiд впливом випад-
кової природи середовища, в якому фiрми приймають рiшення, цiльовий обсяг випуску q0i
кожного i-го учасника ринку корегується деякими випадковими величинами ηi, i = 2, . . . , n,
зi сталими середнiм та дисперсiєю, Eηi = µi > 0 та Dηi = σ2, i = 2, . . . , n, вiдповiдно. Та-
ким чином, вiдбувається вiдхилення виробникiв 2, . . . , n вiд запланованого обсягу випуску
q0i до фактичного випадкового qi = ηiq

0
i з витратами c2i qi на виготовлення останнього. Не

зменшуючи загальностi, вважатимемо, що фiрми 2, . . . , n мають однаковi закупiвельнi спро-
можностi, тобто c1i = c1, c2i = c2, i = 2, . . . , n. Поведiнка фiрм 2, . . . , n визначається призна-
ченням рiвня цiльового випуску q0i > 0 такого, що максимiзує сподiване значення прибутку

Πi(q) = qiD
−1
(∑
i∈I

qi

)
−c1q0i −c2qi на множинi Si, i = 2, . . . , n, можливих стратегiй. Отже, ме-

тою виробникiв 2, . . . , n є максимiзацiя функцiї EΠi(q) = E
(
qiD

−1
(∑
i∈I

qi

))
−E(c1q

0
i + c2qi)

за q0i ∈ Si. Умови, в яких функцiонують фiрми 2, . . . , n, називатимемо умовами “слабкої”
невизначеностi.

У запропонованiй моделi випуски всiх виробникiв є випадковими, проте вплив невизна-
ченостi на прийняття рiшень фiрмами 2, . . . , n водночас добре описується випадковою вели-
чиною зi сталим середнiм, а отже, поведiнку фiрм 2, . . . , n можна вважати менш невизначе-
ною. Надалi дослiджуватимемо двосторонню невизначенiсть, при якiй фiрма 1 знаходиться
в умовах сильної невизначеностi, а фiрми 2, . . . , n — в умовах слабкої невизначеностi.

Припущення 1. Фiрми 1, . . . , n взаємодiють в умовах двосторонньої невизначеностi.

Припущення 2. ∃ q̃0j > 0 ∀ q0j > q̃0j E
[
D−1

(
q1 +

n∑
j=2

q̃0jηj

)]
= 0, ∀ q1 ∈ [γ0, γ], ∀ j = 2, . . . , n.

Описану економiчну ситуацiю, що вiдображає конкурентну взаємодiю виробникiв при
двостороннiй невизначеностi, розглядатимемо як гру

G = (I, {Si}i∈I , {EΠi(q)}, i ∈ I), (1)

де I = {1, . . . , n} — множина гравцiв (виробникiв товару); S1 ⊆ [γ0, γ] — множина допу-
стимих стратегiй першого гравця (сподiваних випускiв фiрми 1); Sj = [0, q̃0j ] — множина
допустимих стратегiй гравця j, j = 2, . . . , n (цiльових обсягiв випуску); EΠi(q) — значення
сподiваного виграшу (сподiваного прибутку) гравця i ∈ I.

Фiрма 1 максимiзує сподiване значення свого прибутку при фiксованих рiвнях випускiв
решти виробникiв, тобто розв’язує задачу

max
Eq1∈S1

EΠ1(Eq1, (q
0
−1)

∗), (2)

де q0−1 — стратегiї фiрм 2, . . . , n.
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В той самий час виробник i розв’язує задачу

maxEΠi
q0i∈Si

((Eq1)
∗, q0i , (q

0
−i)

∗), i = 2, . . . , n, (3)

де через q0−i позначатимемо рiшення решти фiрм, вiдмiнних вiд першої та i-ї. Якщо (q0i )
∗

є розв’язком даної задачi, то сподiваний обсяг випуску фiрм 2, . . . , n дорiвнює (Eqi)
∗ =

= (q0i )
∗µi.

Означення. Рiвновагою за Нешом в умовах двосторонньої невизначеностi для гри (1)
будемо називати набiр ((Eq1)

NE , (q0−1)
NE) сподiваного випуску фiрми 1 та цiльових випускiв

фiрм 2, . . . , n такий, що

EΠ1((Eq1)
NE , (q0−1)

NE) > EΠ1(Eq1, (q
0
−1)

NE), ∀Eq1 ∈ S1; (4)

EΠi((Eq1)
NE , (q0i )

NE , (q0−i)
NE) > EΠi((Eq1)

NE , q0i , (q
0
−i)

NE),

∀ q0i ∈ Si, i = 2, . . . , n.
(5)

Припущення 3. Профiль стратегiй ((Eq1)
NE , (q0−1)

NE) є внутрiшньою точкою множи-
ни S =

∏
i∈I

Si.

Методи розв’язування задачi iстотно залежать вiд виду функцiї оберненого попиту.
Припущення 4. Нехай функцiя оберненого попиту на продукт задається p(q) =

= D−1
(∑
i∈I

qi

)
= a − b

∑
i∈I

qi, де p — додатна цiна продукту;
∑
i∈I

qi — його обсяг, випущений

(i проданий фiрмами); a > 0 — потенцiал ринку; b > 0 — показник еластичностi попиту
на ринку.

Таким чином, очiкуванi прибутки фiрми 1 та фiрм 2, . . . , n вiдповiдно становлять

EΠ1 = E

((
a− b

(
q1 +

n∑

s=2

ηsq
0
s

))
q1 − cq1

)
,

EΠi = E

((
a− b

(
q1 +

n∑

s=2

ηsq
0
s

))
ηiq

0
i − (c1 + c2ηi)q

0
i

)
, i = 2, . . . , n.

Припущення 5. Випадковi величини qi, i = 1, . . . , n, — попарно незалежнi.
Згiдно з припущенням 5, вiдповiднi сподiванi прибутки набудуть вигляду

EΠ1 = (a− c)Eq1 − bEq21 − bEq1

n∑

s=2

q0sE(ηs), (6)

EΠi = (a− c2)q
0
iE(ηi)− c1q

0
i − bE(ηiq

0
i )

2 − bEq1E(ηiq
0
i )− bE(ηiq

0
i )

n∑

s=2
s 6=i

q0sE(ηs), (7)

i = 2, . . . , n.

Теорема. Нехай розподiл випадкового випуску q1 фiрми 1 на вiдрiзку [γ0, γ] з нефiксо-
ваною верхньою межею такий, що Eq21 : [γ

(1), γ(2)] → S′
1 належить класу квадратичних,

двiчi неперервно-диференцiйовних за змiнною Eq1 функцiй. Тодi в межах припущень 1–5
для гри (2) iснує єдина рiвновага за Нешом в умовах двосторонньої невизначеностi.
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Дiйсно, нехай Eq21 = k1(Eq1)
2 + k2Eq1 + k3, де k1 > 0, k2, k3 — довiльнi константи. Тодi

функцiя сподiваного прибутку фiрми 1, визначена в (6), є увiгнутою за всiма значеннями
функцiї Eq1(γ), а отже, умовами оптимальностi для задачi (2) є

∂(EΠ1(Eq1, (q
0
−1)

∗))

∂(Eq1)

∣∣∣∣
Eq1=(Eq1)∗

= 0.

Водночас фiрма i розв’язує задачу максимiзацiї ввiгнутої функцiї свого сподiваного при-
бутку. Умови оптимальностi для задачi (3) мають вигляд

∂(EΠi((Eq1)
∗, q0i , (q

0
−i)

∗))

∂(q0i )

∣∣∣∣
q0i=(q0i )

∗

= 0.

Враховуючи (6), (7), отримуємо систему рiвнянь




a− c− b
∂(Eq21)

∂(Eq1)

∣∣∣∣
Eq1=(Eq1)∗

− b
n∑

s=2

(q0s)
∗E(ηs) = 0;

(a− c2)Eηi −c1− 2b(q0i )
∗Eηi − bEq1Eηi − bEηi

n∑

s=2
s 6=i

(q0s)
∗E(ηs) = 0, i = 2, . . . , n.

(8)

Внаслiдок того, що Eq21 належить класу квадратичних функцiй, система (8) матиме
вигляд





a− c− 2bk1(Eq1)
∗ + k2 − b

n∑

s=2

(q0s)
∗µs = 0;

(a− c2)µi − c1 − 2bµi(q
0
i )

∗ − bµi(Eq1)
∗ − bµi

n∑

s=2
s 6=i

(q0s)
∗µs = 0, i = 2, . . . , n.

(9)

Система лiнiйних рiвнянь (9) має єдиний розв’язок ((Eq1)
∗, (q0−1)

∗), що для конкурентної
гри (1) є рiвновагою за Нешом в умовах двосторонньої невизначеностi.
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Я.И. Елейко, Е. В. Косаревич

Одна неклассическая модель количественной конкуренции на рынке
в условиях двусторонней неопределенности

Предложена модель конкурентного поведения производителей со случайными выпусками
при условии разнородного характера влияния неопределенности. Введено понятие двусто-
ронней неопределенности. Выделен класс распределений случайного выпуска одного произво-
дителя, который гарантирует существование и единственность ситуации равновесия при
двусторонней неопределенности в построенной модели.
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Ya. I. Yelejko, K. V. Kosarevych

One nonclassical model of quantitative competition on a market under
two-sided uncertainty

A model of the competitive behavior of producers with random production quantities under condi-
tions of the heterogeneous nature of the effect of uncertainty is proposed. The concept of two-
sided uncertainty is introduced. The class of distributions of a random quantity of manufacturer’s
production, which guarantees the existence and uniqueness of equilibria under the two-sided uncer-
tainty in the model, is separated.
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УДК 519.214,519.65

I. В. Малик

Збiжнiсть у схемi дифузiйної апроксимацiї розв’язкiв
диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального

типу

(Представлено академiком НАН України В. С. Королюком)

Розглянуто достатнi умови слабкої збiжностi у C([0, T ]) для випадкових процесiв, що
описуються диференцiально-функцiональними рiвняннями з випадковими операторами.
Одержано достатнi умови слабкої збiжностi для розв’язкiв даних рiвнянь за умов, на-
кладених на коефiцiєнти вихiдного рiвняння.

Дослiдженню збiжностi випадкових процесiв у схемi дифузiйної апроксимацiї у рiзних про-
сторах присвячено багато робiт, наприклад [1–4]. Це пов’язано з широким використанням
дифузiйних процесiв як математичних моделей реальних явищ: моделювання цiни вартостi
акцiй та облiгацiй [5], модель розвитку популяцiї [6] тощо. У роботi [4] розглянуто слаб-
ку збiжнiсть випадкових процесiв у просторi неперервних функцiй C([0, T ]) та у просторi
Скорохода D([0, T ]). Робота [2] присвячена збiжностi напiвмарковських випадкових ево-
люцiй у схемi усереднення та дифузiйної апроксимацiї. Дана робота присвячена збiжностi
у схемi дифузiйної апроксимацiї для розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь
нейтрального типу. Данi рiвняння описують реальнi явища, якi “мають” пам’ять.

Отже, на ймовiрнiсному базисi (Ω, F,ℑ, P ) [7], де ℑ := {Ft, t > 0} — потiк σ-алгебр,
задано сiм’ю випадкових процесiв xε(t) := x(t, ε, ω), t > 0, ε ∈ (0, ε0), де xε(t) — сильнi
розв’язки лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь (ДФР) в R1 з випадковими
операторами [8]

dDεxεt = Lεxεtdt, (1)

що задовольняють невипадкову початкову умову

xε0 = ϕ, (2)

де для ψ ∈ C([−h,∞)) визначено лiнiйнi оператори:

Dεψt := ψ(t)−
0∫

−h

D(t, ε−1s, ω)ψ(t− s) ds, Lεψt :=

0∫

−h

L(t, ε−1s, ω)ψ(t− s) ds,

ψt := {ψ(t+s), s ∈ [−h, 0]}, 0 < h <∞. Тут D, L : R+×R1×Ω → R1 — вимiрнi вiдображення
за всiма своїми аргументами. Будемо припускати, що оператори Dε та Lε задовольняють
глобальну умову Лiпшiца м. н. з деякою константою l < ∞

|Dεψ1 −Dεψ2|+ |Lεψ1 −Dεψ2| 6 l‖ψ1 − ψ2‖, (3)

де ‖ψ‖ := sup
s∈[−h,0]

|ψ(s)| — рiвномiрна норма на [−h, 0].

© I. В. Малик, 2013
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Для вiдображення D будемо також вимагати таку умову [9]:

sup
ε∈(0,ε0),t∈R+,‖ϕ‖=1

0∫

−h

|D(t, ε−1s, ω)ϕ(s)| ds < 1, (4)

яка є необхiдною умовою iснування розв’язку задачi (1), (2). При умовах (3) та (4) iснує
єдиний сильний розв’язок задачi (1), (2) [9].

Припустимо також, що при фiксованому t ∈ R+ випадковi процеси D, L є стацiонарними
за s, тодi

D(t) := ED(t, s, ω), L(t) := EL(t, s, ω).

Зауважимо, що при виконаннi умов (3) та (4) iснує єдиний розв’язок рiвняння

dDx0t = Lx0t dt (5)

при початковiй умовi (2), де

Dψt := ψ(t)−
0∫

−h

D(t)ψ(t− s) ds, Lψt :=

0∫

−h

L(t)ψ(t− s) ds.

Введемо сiм’ю випадкових процесiв для ε > 0:

ξε(t) := ε−1/2(xε(t)− x0(t)), t > 0, (6)

де xε(t), t > 0 — розв’язки задач (1), (2); x0(t), t > 0 — розв’язок задачi (5), (2). Згiдно
з означенням випадкових процесiв xε(t), x0(t), t > 0, отримаємо

ξε(t) = ε−1/2

0∫

−h

(D(t, ε−1s, ω)xε(t− s)−D(t)x0(t− s)) ds +

+ ε−1/2

t∫

0

0∫

−h

(L(s, ε−1s1, ω)x
ε(s− s1)− L(s)x0(s− s1)) ds1ds =

= ε−1/2

0∫

−h

(D(t, ε−1s, ω)(x0(t− s) + ε1/2ξε(t− s))−D(t)x0(t− s)) ds +

+ ε−1/2

t∫

0

0∫

−h

(L(s, ε−1s1, ω)(x
0(s−s1) +ε1/2ξε(s−s1))−L(s)x0(s−s1)) ds1ds =

= ε−1/2

0∫

−h

(D(t, ε−1s, ω)−D(t))x0(t− s) ds+
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+ ε−1/2

t∫

0

0∫

−h

(L(s, ε−1s1, ω)− L(s))x0(s− s1) ds1ds+

+

0∫

−h

D(t, ε−1s, ω)ξε(t− s) ds+

t∫

0

0∫

−h

L(s, ε−1s1, ω)ξ
ε(s + s1) ds1ds. (7)

Для ε > 0 позначимо сiм’ю випадкових процесiв zε(t), t > 0, що заданi спiввiдношеннями

zε(t) := ε−1/2

0∫

−h

(D(t, ε−1s, ω)−D(t))x0(t− s) ds+

+ ε−1/2

t∫

0

0∫

−h

(L(s, ε−1s1, ω)− L(s))x0(s− s1) ds1ds. (8)

Згiдно з спiввiдношенням (7) та означенням (8), отримаємо, що сiм’я випадкових про-
цесiв ξε(t), t > 0, ε > 0 задовольняє ДФР

dDεξεt = Lεξεt dt+ dzε(t).

Введемо позначення

BD(t1, t2, s) := E((D(t1, v, ω) −D(t1))(D(t2, v + s, ω)−D(t2))),

BL(t1, t2, s) := E((L(t1, v, ω)− L(t1))(L(t2, v + s, ω)− L(t2))),

де t1, t2 ∈ R+, s, v ∈ R1.
Сформулюємо достатнi умови слабкої збiжностi [2–4] сiм’ї випадкових процесiв ξε(t) до

деякого дифузiйного процесу ξ0(t) при ε → 0 в C([0, T ]), T < ∞.
Теорема 1. Нехай:
1) ϕ ∈ C([−h, 0]) та виконується умова склеювання в точцi 0: lim

t→0+
xε(t) = ϕ(0);

2) D(t, s, ω), L(t, s, ω) — вимiрнi за всiма змiнними, ергодичнi стацiонарнi процеси
за s при фiксованих t i виконується умова Лiпшiца (3) та умова (4); випадковi проце-
си D(t1, s, ω), L(t2, s, ω) — незалежнi при фiксованих t1, t2 ∈ R+;

3) функцiї BD(t1, t2, s) та BL(t1, t2, s) задовольняють спiввiдношення:

sup
t1,t2∈R+

∞∫

−∞

|BD(t1, t2, s)| ds +
∞∫

0

∞∫

0

∞∫

−∞

|BL(t1, t2, s)| dsdt1dt2 <∞;

4) |L(t, s, ω)|, E|L(t, s, ω)|2 — рiвномiрно iнтегровнi за t; |D(t, s, ω)| — рiвномiрно обме-
жена за t.

Тодi для T <∞ має мiсце слабка збiжнiсть сiм’ї випадкових процесiв ξε до випадкового
процесу ξ0 в C([0, T ]), де ξ0(t), t ∈ [0, T ] задовольняє ДФР рiвняння

dDξ0t = Lξ0t dt+ dz0(t), (9)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 43



причому z0(t) — гауссовий процес, для якого

Ez0(t) = 0,

E(z0(t1)z
0(t2)) =

0∫

−h

∞∫

−∞

BD(t1, t2, v)x
0(t1 + s)x0(t2 + s) dvds +

+

t1∫

0

t2∫

0

0∫

−h

∞∫

−∞

BL(s1, s2, v)x
0(s1 + s)x0(s2 + s) dvdsds1ds2.

(10)

Доведення теореми розiб’ємо на два етапи:
1) доведемо, що випадковий процес zε(t), t ∈ [0, T ] є асимптотично гауссовим випадковим

процесом при ε → 0;
2) доведемо, що за ймовiрнiстю sup

t∈[0,T ]
|ξε(t)− ζε(t)| → 0, де ζε(t) — частково усереднений

випадковий процес, який задовольняє ДФР

dDζεt = Lζεt dt+ dzε(t). (11)

Найперше зауважимо, що при умовi 1 теореми 1 та (3) вiрна оцiнка

sup
t∈[−h,T ]

|x0(t)| <∞.

Розглянемо Bε(t1, t2) := E(zε(t1)z
ε(t2)), враховуючи умову 2 теореми:

Bε(t1, t2) = ε−1

0∫

−h

0∫

−h

BD(t1, t2, ε
−1(s1 − s2))x

0(t1 + s1)x
0(t2 + s2) ds1ds2 +

+ ε−1

t1∫

0

t2∫

0

0∫

−h

0∫

−h

BL(z1, z2, ε
−1(s1 − s2))x

0(z1 + s1)x
0(z2 + s2) ds1ds2dz1dz2.

Зробивши замiну u1 = s1, u2 = ε−1(s1 − s2) у двох iнтегралах, отримаємо

Bε(t1, t2) =

0∫

−h

ε−1(h+u1)∫

ε−1u1

BD(t1, t2, u2)x
0(t1 + u1)x

0(t2 + u1 − εu2) du2du1 +

+

t1∫

0

t2∫

0

0∫

−h

ε−1(h+u1)∫

ε−1u1

BL(z1, z2, u2)x
0(z1 + u1)x

0(z2 + u1 − εu2) du2du1dz1dz2.

З умови 3 теореми та обмеженостi розв’язку x0(t), t ∈ [0, T ] випливає, що ∃B(t1, t2):

B(t1, t2) : = lim
ε→0

Bε(t1, t2) = E(z0(t1)z
0(t2)),
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де z0 — гауссовий процес з параметрами, визначеними в (10). Тодi, згiдно з теоремою 2.1 [4],

lim
ε→0

zε ⇉ z0, (12)

де через ⇉ позначимо слабку збiжнiсть у просторi неперервних функцiй C([0, T ]) (див.
[2, 4]).

У лiтературi, наприклад [10], випадковi процеси ζε(t), ε > 0, iнодi називають частково
усередненими процесами. З урахуванням умов 2, 4 теореми 1 та умови (3) для рiзницi
|ξε(t) − ζε(t)|, t ∈ [0, T ] вiрна нерiвнiсть

|ξε(t)− ζε(t)| 6 K sup
s∈[0,T ]

|ξε(s)− ζε(s)|+Ψε(t, ω),

де K = K(l, T ) < ∞,

Ψε(t, ω) :=

∣∣∣∣∣

0∫

−h

(D(t, ε−1s, ω)−D(t))ζε(t+ s) ds +

+

t∫

0

0∫

−h

(L(s, ε−1s1, ω)− L(s))ζε(s+ s1) ds1ds

∣∣∣∣∣.

Для доведення того, що

sup
t∈[0,T ]

|ξε(t)− ζε(t)| → 0 (13)

за ймовiрнiстю при ε → 0, достатньо показати, що

lim
ε→0

Ψε(T, ω) = 0.

Доведення аналогiчного факту можна знайти в [11], де розглянуто збiжнiсть за ймовiр-
нiстю розв’язкiв задач (1), (2) у схемi усереднення при ε → 0.

Згiдно з (13), випадковi процеси ζε та ξε є асимптотично близькi за ймовiрнiстю на [0, T ]
при ε → 0, тобто для ∀ δ > 0

lim
ε→0

P
{

sup
s∈[0,T ]

|ζε(s)− ξε(s)| > δ
}
= 0

та має мiсце слабка збiжнiсть (12) в C([0, T ]).
Тодi, за теоремою 4.1 [4], отримуємо твердження теореми 1, тобто ξε ⇉ ξ0 при ε → 0

в C([0, T ]), де граничний процес ξ0(t), t > 0, задовольняє граничне ДФР (9).
Теорема 1 доведена.

Автор висловлює щиру вдячнiсть за увагу до даної роботи та цiннi поради акад. НАН України
В.С. Королюку.
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И.В. Малык

Сходимость в схеме диффузионной аппроксимации решений
дифференциально-функциональных уравнений нейтрального типа

Рассмотрены достаточные условия слабой сходимости в C([0, T ]) для случайных процес-
сов, описываемых дифференциально-функциональными уравнениями со случайными опера-
торами. Получены достаточные условия слабой сходимости для решений данных уравнений
в условиях, наложенных на коэффициенты исходного уравнения.

I. V. Malyk

Convergence in the diffusion approximation scheme for solutions of
differential-functional equations of the neutral type

We consider sufficient conditions for the weak convergence in C([0, T ]) for random processes descri-
bed by functional differential equations with random operators. Sufficient conditions for the weak
convergence of solutions of the equations under conditions imposed on the coefficients of the ori-
ginal equation are obtained.
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УДК 519.872:330.45

В.В. Семенов

Моделювання впливу мiжбюджетних трансфертiв
України на фiнансування соцiальної iнфраструктури

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

Проведено аналiз впливу власних ресурсiв регiонiв та мiжбюджетних трансфертiв на
обсяг i стабiльнiсть фiнансування головних соцiальних програм лiнiйної та логариф-
мiчно-лiнiйної моделей залежностi обсягу трансфертiв вiд власних ресурсiв регiонiв та
сформульовано низку гiпотез i пропозицiй стосовно оптимiзацiї системи мiжбюджет-
них трансфертiв. Дослiджено перерозподiльнi властивостi системи мiжбюджетних
трансфертiв України щодо скорочення мiжрегiональної нерiвностi доходiв регiональних
бюджетiв на одну особу за перiод 1999–2011 рокiв.

В Iнститутi кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН України розвивається напрямок створен-
ня методичного та технологiчного iнструментарiю розробки розподiлених iнформацiйних
технологiй, якi забезпечують комплексну автоматизацiю дiяльностi державних територiаль-
но-розподiлених органiзацiйних структур. Однiєю iз основних проблем на завершальнiй ста-
дiї ринкових перетворень є пошук шляхiв фiнансової стабiлiзацiї та гармонiзацiї вiдносин
мiж суб’єктами бюджетного процесу всiх рiвнiв, удосконалення фiскальної полiтики, забез-
печення вiдповiдностi мiж делегованими повноваженнями та видатковими зобов’язаннями,
середньо- та довгострокове прогнозування наповнення бюджетiв усiх рiвнiв [1–3]. В умовах
фiскального федералiзму особливiстю цих проблем є необхiднiсть урахування факторiв ри-
зику та невизначеностi, мiжрегiональної податкової i видаткової конкуренцiї, моделювання
наслiдкiв рiзних схем узгодження центрального, регiональних та мiсцевих бюджетiв, а та-
кож велика розмiрнiсть задач при проведеннi модельних розрахункiв.

Традицiйна теорiя фiскального федералiзму заснована на аналiзi розподiлу функцiо-
нальних повноважень мiж рiвнями державного управлiння й фiскальних iнструментiв, не-
обхiдних для виконання делегованих повноважень. Основним висновком дослiджень Арон-
сона, Боудвея, Бредфорда, Оутса [4–7] та iн. є той факт, що на рiвнi нацiонального уряду
повиннi бути сконцентрованi повноваження в галузi макроекономiчного регулювання та
перерозподiлу доходiв на користь малозабезпечених верств населення. Разом з тим, iснує
низка суспiльних благ, щодо яких максимальний рiвень суспiльного добробуту може бути
досягнутий лише при їхньому виробництвi та забезпеченнi на регiональному рiвнi (теорема
про децентралiзацiю Оутса [8]).

Основну роль у забезпеченнi ефективного функцiонування суспiльних фiнансiв вiдi-
грають фiскальнi iнструменти: 1) пiдтримка певного рiвня вертикальної незбалансованостi
бюджетної системи (вертикального фiскального дисбалансу); 2) вертикальна та горизон-
тальна координацiя i гармонiзацiя податкової та бюджетної полiтики мiж органами держав-
ного управлiння рiзних рiвнiв; 3) система мiжбюджетних грантiв (трансфертiв). Дослiджен-
ня перерозподiльної здатностi та прогресивностi податково-трансферної системи України
наведено в [2]. В данiй роботi анонсовано результати дослiдження впливу власних ресурсiв
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регiонiв та мiжбюджетних трансфертiв на обсяги i стабiльнiсть фiнансування освiти, охоро-
ни здоров’я та соцiального захисту на основi дослiдження лiнiйної i логарифмiчно-лiнiйної
моделей залежностi обсягiв трансферту вiд власних ресурсiв регiонiв, а також сформулю-
вано ряд гiпотез i пропозицiй щодо оптимiзацiї системи мiжбюджетних трансфертiв.

Еластичнiсть трансфертiв за власними надходженнями регiонiв (ВРП) оцiнюється за
допомогою рiвняння

ln

(
Si

S

)
= α+ β ln

(
Yi

Y

)
+ εi, (1)

де Si та Yi — трансферт i власнi надходження (ВРП) регiону i вiдповiдно; S та Y — середнi
значення; εi — стохастична компонента. Тут i нижче всi данi в термiнах на особу. Iншу
корисну характеристику перерозподiльної здатностi отримуємо з такого рiвняння:

ln

(
Yi + Si

Y + S

)
= α+ β ln

(
Yi

Y

)
+ εi, (2)

де (1−β) — оцiнка перерозподiльної здатностi трансфертiв; Yi — власнi надходження регiо-
нiв. При β = 1 вiдносний дохiд регiонального бюджету перед трансфертом точно корелює iз
вiдносним регiональним бюджетом пiсля одержання трансферту (мiжбюджетний перероз-
подiл вiдсутнiй). Якщо β = 0,8, це означає, що пiсля розподiлу трансфертiв 20% початкової
нерiвностi у вiдносних доходах регiональних бюджетiв видалено.

Прогресивнiсть податково-трансфертної системи була перевiрена за допомогою лiнiйної
та логарифмiчної моделей трансфертiв.

Лiнiйна модель трансфертiв має вигляд:

Sti = αt + βtYti + εti, (3)

де Sti — трансферт регiону i в рiк t; Yti — ВРП регiону i в рiк t (для оцiнки вирiвнювання
сукупних регiональних доходiв) або податковi надходження регiонального бюджету регiо-
ну i в рiк t (при дослiдженнi перерозподiлу регiональних доходiв за допомогою трансфер-
тiв). У лiнiйнiй моделi умова прогресивностi трансферту еквiвалентна αt > 0, при αt = 0
трансферт пропорцiйний, при αt < 0 — регресивний.

У логарифмiчнiй моделi припускається нелiнiйна (з постiйною еластичнiстю) залежнiсть
трансфертiв вiд змiнної, яка вирiвнюється. Дослiдження прогресивностi в такiй моделi по-
лягає в перевiрцi гiпотези стосовно еластичностi обсягу трансферту за податковими над-
ходженнями до регiонального бюджету, ВРП, власними надходженнями до регiональниого
бюджету у даний рiк. Таким чином, перевiряються гiпотези про коефiцiєнт βt у моделi ви-
гляду Sti = AtY

βt
ti . Якщо βt < 1 (βt > 1), система трансфертiв прогресивна (регресивна).

Вiдповiдне логарифмiчно-лiнiйне рiвняння має вигляд

ln(Sti) = αt + βt ln(Yti) + εti, (4)

де Sti й Yti визначенi вище. Еластичнiсть трансфертiв за власними надходженнями регiонiв
оцiнена за допомогою рiвняння (1). У всiх випадках (за винятком 1999 р.) модель адекватна
за F -критерiєм Фiшера. Компонента перетину за 2005 рiк статистично не вiдрiзняється вiд
нуля. Таким чином, збiльшення власних ресурсiв регiонiв зменшує обсяг трансферту.

Перерозподiльна здатнiсть трансфертiв оцiнюється за допомогою рiвняння (2), де Yti —
власнi надходження в бюджет регiону i в рiк t. Вiдповiдно до отриманих результатiв, за
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розглянутий перiод вiд 45 до 78% початкових вiдносних рiзниць у власних доходах регiо-
нiв погашалося в результатi розподiлу трансфертiв. Таким чином, система мiжбюджетних
вiдносин має потужний перерозподiльний i вирiвнювальний ефекти.

Лiнiйна модель трансфертiв (3) оцiнювалася для трьох пояснюючих змiнних: ВРП, влас-
них надходжень i податкових надходжень регiонiв. У всiх випадках мiжбюджетнi трансфер-
ти є прогресивними (умова прогресивностi трансферту еквiвалентна αt > 0).

У випадку логарифмiчної моделi (4) система мiжбюджетних трансфертiв України про-
гресивна (за винятком 1999 i 2001 рр. при ВРП як пояснюючої змiнної). Умова прогресив-
ностi — βt < 1.

При оцiнюваннi лiнiйної Tti = αt+βtYti+ εti i логарифмiчної ln(Tti) = αt+βt ln(Yti)+ εti
моделей регiональних податкових надходжень, де Tti — податковi надходження регiону i
в рiк t, пояснювальною змiнною є ВРП. Для лiнiйної моделi регiональнi податки прогресивнi
при αt < 0, пропорцiйнi при αt = 0 та регресивнi при αt > 0. У логарифмiчнiй моделi
податкова система прогресивна при βt > 1, пропорцiйна при βt = 1 та регресивна при βt <
< 1. Вiдповiдно до лiнiйної моделi регiональна податкова система була прогресивною лише
в 2000–2002 рр. Згiдно з логарифмiчною моделлю, система регiонального оподатковування
була прогресивною в 2000–2002 рр. та пропорцiйною в 2003 р.

При оцiнювання моделi податкових надходжень Ti = α0+α1Yi+α2Si+εi, де Yi — власнi
ресурси регiону, Si — об’єм трансферту, визначається тип грантiв, який переважно вико-
ристовується при мiжрегiональному перерозподiлi ресурсiв. Отриманi результати свiдчать,
що в 1999–2005 рр. уряд бiльшою мiрою орiєнтувався на видiлення загальноцiльових без-
умовних грантiв. У перiод 2006–2011 рр. вплив грантiв спiвфiнансування стає домiнуючим,
утворюючи позитивнi стимули до нарощування власних податкових надходжень регiонiв.

При оцiнюваннi впливу власних ресурсiв регiонiв i мiжбюджетних трансфертiв на рi-
вень i стабiльнiсть фiнансування головних соцiальних програм (освiта, охорона здоров’я,
соцiальний захист) застосовано лiнiйну i логарифмiчну моделi з обсягом власних ресурсiв
i трансфертiв як пояснюючих змiнних.

Вiдповiдно до отриманих результатiв найбiльш потужний вплив система мiжбюджетних
трансфертiв має на фiнансування освiти.

Лiнiйна модель видаткiв мiсцевих бюджетiв на освiту, охорону здоров’я i соцiальний
захист iз власними надходженнями та обсягом трансфертiв як пояснюючих змiнних вико-
ристана також для кожного регiону окремо. Це дало можливiсть оцiнити вплив власних
ресурсiв регiонiв i мiжбюджетних трансфертiв на обсяги й стабiльнiсть фiнансування со-
цiальних програм за перiод 1999–2011 рр. у регiональному розрiзi. Головний результат по-
лягає в тому, що в Українi утворено двi групи регiонiв (по сiм регiонiв у кожнiй групi),
для яких (перша група) домiнуючу роль у фiнансуваннi трьох галузей соцiальної iнфра-
структури вiдiграють власнi ресурси та (друга група) мiжбюджетнi трансферти (тут пiд
домiнуванням мається на увазi таке: при видiленнi додаткової гривнi трансферту вона буде
використана для фiнансування соцiальних програм (друга група регiонiв) i, навпаки (перша
група)). Таким чином, є всi пiдстави для гiпотези про процес мiжрегiональної поляризацiї
(мiжрегiональної дивергенцiї) за даною ознакою.

Дослiдження вирiвнюючих властивостей мiжбюджетних трансфертiв України та їх
впливу на фiнансування основних соцiальних програм дозволило виявити деякi “бiлi пля-
ми” i шляхи вдосконалення системи. Наявнiсть впливу регiональних податкiв на обсяги
власних трансфертiв i трансфертiв iншим регiонам ставить важливi питання щодо практи-
чного застосування та теоретичного обгрунтування моделей мiжрегiонального перерозпо-
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дiлу. По-перше, при використаннi деякої заданої моделi процес узгодження мiж регiонами
щодо початкового розподiлу ресурсiв може бути досить складним. По-друге, якщо регiони
повнiстю усвiдомили, що обсяг ресурсiв, якi вони можуть одержати, залежить вiд фiскаль-
ної поведiнки iнших регiонiв, процес мiжрегiонального узгодження може стати полiтично
неможливим. Ця проблема може пом’якшуватись, якщо еластичнiсть податкової бази змен-
шується (ставка податку прямує до точки максимуму кривої Лафера). Таким чином, якщо
уряд зацiкавлений у практичнiй реалiзацiї моделi вирiвнювання, при конструюваннi систе-
ми мiжбюджетних трансфертiв цi ефекти повиннi бути мiнiмiзованi.

З теоретичної точки зору, наявнiсть перехресних ефектiв означає, що при аналiзi станiв
рiвноваги необхiдно враховувати можливу стратегiчну поведiнку економiчних агентiв. Ви-
користовуючи оцiнки перехресних ефектiв, можна iдентифiкувати моделi, у яких стратегiч-
на поведiнка вiдiграє важливу роль. Проведений аналiз свiдчить про те, що будь-який кiн-
цевий стан економiчної рiвноваги визначається поведiнкою регiонiв i уряду. Однак для того
щоб отримати поведiнкову модель економiчної рiвноваги, необхiдно специфiкувати функцiї
корисностi регiонiв i уряду. Крiм того, в оптимальнiй системi мiжбюджетних трансфертiв
необхiдно враховувати рiвень участi уряду у формуваннi сукупного трансферту та можли-
вiсть поглинання державним бюджетом ефектiв регiонального оподатковування.

Оптимальний вибiр регiональної влади залежить вiд правил розподiлу трансфертiв мiж
регiонами. Розглядаючи вплив на оптимальний вибiр регiональної влади змiн у принци-
пах розподiлу трансфертiв, можна сформулювати низку змiстовних гiпотез та висновкiв
про вплив способу реалiзацiї мiжбюджетних вiдносин на фiскальну поведiнку регiонiв, що
вiдображається у виборi рiвня податкового навантаження та бюджетних витрат.

1. Оптимальнi рiвнi видаткiв регiональних бюджетiв i податкових надходжень пози-
тивно залежать вiд доходiв економiчних агентiв. При цьому рiвень зростання податкових
надходжень залежить вiд системи переваг (функцiї корисностi) регiональної влади при
порiвняннi обсягiв споживання в регiонi приватних i суспiльних благ i не залежить вiд
методики розподiлу мiжбюджетних трансфертiв.

2. При збiльшеннi регiональних доходiв бюджетнi видатки зростають тим бiльше, чим
бiльше значення в точцi оптимуму граничної норми замiщення рiвня оподатковування об-
сягом видаткiв.

3. Чим бiльший вплив податкового потенцiалу порiвняно з фактичними доходами регiо-
нального бюджету при визначеннi величини трансферту та чим бiльший вплив фактичних
бюджетних видаткiв при розподiлi трансфертiв, тим бiльшим буде зростання пропозицiї
суспiльних благ при зростаннi доходiв економiчних агентiв.

4. У перiоди економiчного зростання для мiнiмiзацiї переливiв трансферту в приватний
сектор при оцiнюваннi фiскального розриву методика розподiлу трансфертiв повинна бути
орiєнтована на податковий потенцiал i фактичнi видатки.

5. У перiоди рецесiї для мiнiмiзацiї негативного впливу скорочення доходiв економiчних
агентiв на пропозицiю суспiльних благ при визначеннi фiскального розриву необхiдно орiєн-
туватися на фактичнi податковi надходження та нормативнi видатковi потреби.

6. Для максимального використання трансферту з метою виробництва суспiльних благ
i послуг, а не скорочення податкового навантаження в регiонi, в методицi визначення вели-
чини трансфертiв повиннi використовуватися параметри, якi характеризують рiвень ком-
пенсацiї коливань у фактичних доходах регiональних бюджетiв.

7. Збiльшення рiвня спiвфiнансування регiональних видаткiв приводить до неоднознач-
ного впливу на прийняття регiонами рiшень щодо обсягу видаткiв. Якщо, вiдповiдно до
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методики, частка покриття фiскального розриву незначна, а його оцiнювання значною мi-
рою основане на податковому потенцiалi, а не на фактичних податкових надходженнях, то
видатки будуть збiльшуватися при зростаннi рiвня спiвфiнансування.

8. Якщо при визначеннi величини трансферту орiєнтуються на фактичнi податковi над-
ходження та покривається значна частина фiскального розриву, може виникнути ситуацiя,
при якiй зростання рiвня спiвфiнансування видаткiв буде приводити до оптимальностi iншої
стратегiї: скороченню податкових надходжень при вiдносно меншому (завдяки наявностi
трансферту) скороченнi бюджетних видаткiв, якi необхiднi для збалансованостi бюджету.

9. Якщо при визначеннi величини трансферту має мiсце орiєнтацiя на оцiнку фiскаль-
ного розриву мiж доходами та видатками на основi їхнiх нормативних оцiнок, величина
трансферту не залежить вiд фактичних рiшень регiонiв щодо власних податкових надход-
жень i видаткiв. У такому випадку у регiональної влади вiдсутнi стимули до зменшення
податкового навантаження та збiльшення видаткiв за рахунок збiльшення трансферту (зро-
зумiло, що рiзнi за величиною трансферти утворюють рiзнi за величиною ефекти доходу,
що призводить до зменшення податкових надходжень та зростання бюджетних видаткiв).

10. Якщо при визначеннi величини трансферту нормативнi значення регiональних до-
ходiв та видаткiв врахованi симетрично, тобто при однаковому рiвнi участi регiону в спiв-
фiнансуваннi видаткiв регiонального бюджету та формуваннi доходiв, у регiону вiдсутнi
стимули до манiпулювання параметрами фiскальної полiтики з метою збiльшення корисно-
стi за рахунок збiльшення трансферту.

11. Якщо необхiдно уникнути утворення стимулiв до змiни регiональної фiскальної полi-
тики з метою впливу на величину трансферту, при визначеннi його величини необхiдно за-
стосовувати нормативнi значення регiональних доходiв i видаткiв. У цьому випадку видатки
регiонального бюджету для надання суспiльних благ i послуг збiльшуються на величину,
меншу, нiж видiлений трансферт, а податкове навантаження скорочується, що дозволяє
економiчним агентам збiльшити споживання приватних благ. Такi змiни рiвнiв податкового
навантаження та бюджетних видаткiв викликаються лише ефектом доходу.

12. Якщо правила розподiлу трансфертiв несиметричнi, ефект замiщення, який при
цьому виникає, у рiзних ситуацiях може приводити до посилення або до ослаблення ефекту
доходу.

13. Якщо величина трансферту бiльшою мiрою залежить вiд фактичних податкових
надходжень, нiж фактичних видаткiв (участь у формуваннi доходiв бюджету вища, нiж
у спiвфiнансуваннi), збiльшення трансферту призводить до скорочення податкових надхо-
джень та зростання видаткiв.

14. Якщо при розподiлi трансфертiв має мiсце орiєнтацiя на участь у формуваннi регiо-
нальних доходiв, видатки можуть скорочуватись, а видiлений трансферт майже повнiстю
буде використовуватися на збiльшення споживання приватних благ.

Для перевiрки сформульованих припущень необхiднi подальшi дослiдження методiв
мiжрегiонального перерозподiлу ресурсiв з урахуванням рiзних специфiкацiй функцiй ко-
рисностi уряду та регiональної влади: доброзичлива влада, яка прагне максимiзувати до-
бробут населення; роулсiанська влада, яка прагне мiнiмiзувати рiвень бiдностi (у своїй теорiї
лiберальної егалiтарної справедливостi Дж. Роулз об’єднав принципи соцiальної та еконо-
мiчної рiвностi європейського соцiалiзму iз принципами терпимостi, персональних свобод
та персональної вiдповiдальностi американського лiбералiзму); влада, яка прагне максимi-
зувати податковi надходження; влада, яка максимiзує добробут груп спецiальних iнтересiв;
влада, що переслiдує власнi цiлi (влада бюрократiв, модель Нiсканена).
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Таким чином, аналiз результатiв проведених дослiджень дозволив оцiнити вплив влас-
них ресурсiв регiонiв та мiжбюджетних трансфертiв на обсяги i стабiльнiсть фiнансуван-
ня освiти, охорони здоров’я i соцiального захисту, а також сформулювати низку гiпотез
i пропозицiй щодо напрямiв подальших дослiджень. Для використання переваг системи
мiжбюджетних трансфертiв i посилення її впливу на розвиток соцiальної iнфраструктури
доцiльно:

1) перейти до середньострокового (3–4 роки) планування регiональних бюджетiв з метою
стабiлiзацiї фiнансування iнфраструктурних галузей;

2) у системi мiжбюджетних вiдносин створити окремий фонд мiжрегiонального вирiв-
нювання та розвитку (аналоги: Фонд регiонального розвитку в Росiйськiй Федерацiї, Фонд
спiльного добробуту в Австралiї — Commonwealth, Структурнi фонди Євросоюзу) i незале-
жну комiсiю з розподiлу трансфертiв вирiвнювання;

3) розмежувати трансферти регiонам на гранти, призначенi для фiнансування надання
соцiальних послуг (освiта, охорона здоров’я, соцiальний захист тощо) та фiнансування iн-
вестицiйних програм. Першi повиннi бути безумовними галузевими грантами, iнвестицiйнi
проекти повиннi реалiзовуватися як цiльовi гранти на умовах спiвфiнансування;

4) удосконалити методику мiжрегiонального перерозподiлу ресурсiв з урахуванням
принципiв прозоростi, демографiчних i соцiальних характеристик регiонiв з метою забез-
печення потреб населення в суспiльних послугах.

Реалiзацiя розглянутих пiдходiв до мiжрегiонального перерозподiлу як окремого бло-
ку економiко-математичних моделей дозволить вiдiйти вiд помилкової практики розробки
вiдповiдних iнституцiональних iнструментiв на основi принципiв доцiльностi й оцiнювання
сценарних варiантiв. Їх реалiзацiя дасть можливiсть: залежно вiд значень параметрiв вирiв-
нювати рiзнi характеристики мiсцевих бюджетiв (податковий потенцiал, сукупнi видатковi
потреби, нормативнi податковi надходження та видатки, а також їхнi комбiнацiї); врахо-
вувати реакцiю мiсцевих органiв влади на обсяги трансфертiв щодо власної податкової та
видаткової полiтики; поглинати вертикальнi та горизонтальнi екстерналiї, утворенi власни-
ми рiшеннями мiсцевих органiв влади; зменшувати мiжрегiональну фiскальну конкуренцiю,
що буде сприяти оптимальному розмiщенню ресурсiв. Розробленi методи та моделi можуть
використовуватися на рiзних рiвнях державного управлiння.
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В.В. Семенов

Моделирование влияния межбюджетных трансфертов Украины
на финансирование социальной инфраструктуры

Проведен анализ влияния собственных ресурсов регионов и межбюджетных трансфертов
на объемы и стабильность финансирования трех основных социальных программ: образова-
ния, здравоохранения и социальной защиты на основе исследования линейной и логарифми-
чески-линейной моделей зависимости объемов трансферта от собственных ресурсов регио-
нов, а также сформулирован ряд гипотез и предложений относительно оптимизации сис-
темы межбюджетных трансфертов. Исследованы перераспределительные свойства систе-
мы межбюджетных трансфертов Украины относительно сокращения межрегионального
неравенства доходов региональных бюджетов на душу населения за период 1999–2011 гг.

V.V. Semenov

Modeling the impact of Ukraine’s interbudget transfers on financing the
social infrastructure

The impact of the own resources of regions and the interbudget transfers on the volumes and
the stability of the financing of three main social programs (education, health service, and social
protection) is analyzed on the basis of studies of the linear and logarithmic-linear models of the
dependence of the transfer volumes on the own resources of regions. A number of hypotheses and
proposals as for the optimization of a system of interbudget transfers are presented. The redistri-
butive properties of the system of Ukraine’s interbudget transfers concerning a reduction of the
interregional inequality of regional incomes per person for the period 1999–2011 are studied.
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Прогнозирование эффекта Баушингера в ортотропных
материалах с трансляционным упрочнением

при знакопеременном одноосном нагружении

(Представлено академиком НАН Украины Я.М. Григоренко)

Рассматривается методика прогнозирования меры эффекта Баушингера в ортотроп-
ных металлических материалах, упрочнение которых происходит в соответствии с ги-
потезой трансляционного типа. Исследована зависимость меры эффекта Баушингера
при одноосном знакопеременном нагружении в направлении осей симметрии от вели-
чины пластической деформации. Приведен числовой пример определения меры эффекта
Баушингера в толстой плите, изготовленной из стали мартенситного класса. Показа-
но, что материал проявляет существенную анизотропию эффекта Баушингера в облас-
ти малых пластических деформаций, которая при их увеличении практически исчезает.

Как установлено рядом исследований [1, 2], эффект Баушингера оказывает определенное
влияние на характеристики малоцикловой усталости при знакопеременном нагружении,
обусловливающем накопление микроповреждений в материале, а также на коэффициенты
концентрации и интенсивности напряжений.

Эффект Баушингера достаточно полно исследован в изотропных материалах. На необ-
ходимость его изучения в анизотропных материалах обращается внимание в работах [3–5].
Этот эффект ранее [6] был рассмотрен в трансверсально изотропных материалах с ки-
нематическим упрочнением. Здесь его мера оценивалась расчетным путем применительно
к одноосному знакопеременному нагружению в направлении двух ортогональных осей, одна
из которых совпадает с осью симметрии, а вторая лежит в плоскости изотропии. Базовым
экспериментом в этом случае явились опыты на одноосное растяжение образцов в указан-
ных направлениях.

В настоящей работе рассматривается методика определения расчетным путем меры эф-
фекта Баушингера в ортотропных материалах с трансляционным упрочнением при знако-
переменном одноосном нагружении в направлении трех осей симметрии, когда первичное
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Рис. 1. Диаграммы растяжения стали 28Х3СНМВА в состоянии поставки в направлении осей 1, 2, 3

нагружение осуществляется путем одноосного растяжения. Указанный вид анизотропии
имеет место в металлических плитах, изготавливаемых путем прессования, в результате
образования ориентированной текстуры [7], а также в волокнистых композитах с ортого-
нальной укладкой волокон. Как показывают экспериментальные исследоваиия [8], транс-
ляционное упрочнение характерно для сталей мартенситного класса и титановых сплавов.
Предлагаемая методика основана на использовании концепции поверхности нагружения,
разделяющей в пространстве напряжений области упругого и неупругого деформиования,
и графоаналитического метода [9]. Ранее концепция поверхности нагружения была исполь-
зована в методике оценки эффекта Баушингера в тонколистовом материале [10].

Постановка задачи. Рассмотрим толстую металлическую плиту, полученную путем
прессования, которое обусловило образование ортогонально ориентированной структуры.
Введем ортогональную систему координат 1, 2, 3 (рис. 1), оси которой совпадают с ося-
ми симметрии материала. Состояние поставки обозначим индексом 0, а состояние после
первичного растяжения до величины пластической деформации ε(p) — индексом k (k =
= 1, 2, . . . , n). При этом мера эффекта Баушингера λi (i = 1, 2, 3) в направлении осей 1, 2,
3 будет определяться следующими соотношениями:

λ
(k)
1 =

σ
(−)
1T (ε

p(k)
(1) )

σ
(+)
1T (εp(1))

, λ
(k)
2 =

σ
(−)
2T (ε

p(k)
(2) )

σ
(+)
2T (εp(2))

, λ
(k)
3 =

σ
(−)
3T (ε

p(k)
(3) )

σ
(+)
3T (εp(3))

, (1)

где σ(+)
1T , σ(+)

2T , σ(+)
3T — пределы текучести при повторном растяжении в направлении осей

1, 2, 3 соответственно; σ(−)
1T , σ(−)

2T , σ(−)
3T — пределы текучести при сжатии (после первично-

го растяжения) в направлении осей 1, 2, 3 соответственно; εp(1), ε
p
(2), ε

p
(3) — пластические

деформации при первичном растяжении в направлении осей 1, 2, 3 соответственно.
Для определения пределов текучести σ(+)

iT и σ(−)
iT , входящих в соотношения (1), исполь-

зуем условие пластичности анизотропных тел [11], анизотропия которых вызвана дефор-
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мационным упрочнением. Это условие в пространстве нормальных напряжений σ11, σ22,
σ33 имеет вид

2

3
(σ211 + σ222 + σ233)−

2

3
(σ11σ22 + σ22σ33 + σ11σ33)− 2

√
2

3
a1σ11 +

+
√
2

(
a1√
3
− a2

)
σ22 +

√
2

(
a1√
3
+ a2

)
σ33 + a21 + a22 −R2 = 0, (2)

где a1, a2 и R — параметры, характеризующие анизотропию материала. Заметим, что урав-
нение (2) описывает предельную поверхность, получившую название поверхности нагру-
жения. Для удобства анализа процессы нагружения, происходящие в пространстве {σii}
(i = 1, 2, 3), будем рассматривать в пятимерном векторном пространстве {Sm} (m =
= 1, 2, 3, 4, 5) [12]. В этом случае процессы нагружения будут представлены в плоскости
S1 − S2 пространства {Sm}, где поверхность (2) изобразится окружностью

(S1 − a1)
2 + (S2 − a2)

2 = R2 (3)

с координатами центра a1, a2 и радиусом R. Компоненты S1 и S2 связаны с компонентами
девиатора напряжений Sii соотношениями [12]

S1 =

√
3

2
S11, S2 =

√
2

2
(S22 − S33), (4)

где Sii = σii − σ; σ = (σ11 + σ22 + σ33)/3 — среднее напряжение. Тогда получим:

S1 =
1√
6
(2σ11 − σ22 − σ33); S2 =

√
2

2
(σ22 − σ33). (5)

Заметим, что в случае трансляционного упрочнения R = R(0) = const, а центр окруж-
ности (3) материала в состоянии поставки будет находиться в точке с координатами a

(0)
1 ,

a
(0)
2 . Параметры a

(0)
1 , a(0)2 и R(0) являются функциями пределов текучести σ

(0)
1T , σ(0)2T , σ(0)3T

и определяются следующим образом. Подставим последовательно в условие пластичности
(2) граничные условия σ11 = σ1T при σ22 = σ33 = 0, σ22 = σ2T при σ11 = σ33 = 0, σ33 =
= σ3T при σ11 = σ22 = 0. При этом получим систему из трех уравнений, решая которую
относительно искомых неизвестных, находим:

a
(0)
1 =

√
2

3

σ
(0)
2T [(σ

(0)
1T )

2 − (σ
(0)
3T )

2] +
√
2σ

(0)
3T [(σ

(0)
1T )

2 − (σ
(0)
2T )

2]

σ
(0)
2T (2σ

(0)
1T + σ

(0)
3T ) + σ

(0)
3T (2σ

(0)
1T + σ

(0)
2T )

,

a
(0)
2 =

√
2
3 [(σ

(0)
1T )

2 − (σ
(0)
3T )

2 − (2σ
(0)
1T + σ

(0)
3T )a

(0)
1

σ
(0)
2T

,

R(0) =

[(√
2

3
σ
(0)
1T − a

(0)
1

)2

+ (a
(0)
2 )2

]1/2
.

(6)

Как видно, в случае изотропного материала, когда σ
(0)
1T = σ

(0)
2T = σ

(0)
3T , a(0)1 = a

(0)
2 = 0,

R(0) =
√

2/3σ
(0)
T и условие (2) переходит в известное условие Генки–Мизеса.
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Ниже изложена методика определения значений входящих в соотношения (1) пределов

текучести σ
(±)
iT , которые являются функциями пластической деформации εp(i).

Мера эффекта Баушингера в направлении оси 1. В этом случае, согласно (5),
траектория первичного растяжения изобразится в плоскости S1 − S2 прямой

S2 = 0. (7)

Полагая σ11 = σ1T и σ22 = σ33 = 0, из условия пластичности (2) получим

2

3
σ21T − 2

√
2

3
a1σ1T + a21 + a22 −R2 = 0, (8)

откуда находим

σ
(±)
1T =

√
3

2
[a1 ± (R2 − a22)

1/2]. (9)

Для определения входящих в уравнение (8) значений a1(ε
p(k)
11 ); и a(k)2 (ε

p(k)
11 ) воспользуем-

ся графоаналитическим методом [9], основанном на гипотезе Циглера [13]. В соответствии
с этой гипотезой центр окружности (3) при растяжении в направлении прямой S2 = 0 бу-

дет смещаться в сторону оси 1. Зададимся на прямой (7) рядом точек N
(k)
1 (S

(k)
1(1), S

(k)
2(1)),

которым соответствуют пластические деформации εp(k)i . При этом на каждом из этапов на-
гружения центр окружности (3) будет смещаться в направлении вектора, соединяющего ее
центр с изображающей точкой на траектории нагружения (7). На первом этапе при растя-
жении до точки N

(1)
1 с координатами S

(1)
1(1), S

(1)
2(1) (в данном случае S(1)

2(1) = 0) этот вектор
ориентирован в направлении прямой

S1 − a
(0)
1

S
(1)
1(1) − a

(0)
1

=
S2 − a

(0)
2

S
(1)
2(1) − a

(0)
2

, (10)

которая проходит через точки с координатами (a(0)1 , a
(0)
2 ) и (S(1)

1(1), S
(1)
2(1)). Решая совместно

уравнения прямой (10) и окружности

(S1 − S
(1)
1(1))

2 + (S2 − S
(1)
2(1))

2 = (R(0))2 (11)

с центром в точке (S(1)
1(1), S

(1)
2(1)), определим координаты a

(1)
1 и a(1)2 нового центра окружнос-

ти (3), соответствующие точке N (1):

a
(1)
1(1) = x2 − (x22 − 4x1x3)

1/2, a
(1)
2(1) = (S

(1)
2(1) − a

(0)
2 )

a
(1)
1(1) − a

(0)
1

S
(1)
1(1) − a

(0)
1

+ a
(0)
2 , (12)

где

x1 = 1 +

(S(1)
2(1) − a

(0)
2

S
(1)
1(1) − a

(0)
1

)2

;
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x2 = 2
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S
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1(1)
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a
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1 − 2a
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2 S

(1)
2(1) − (R(0))2.

Далее, проводя через точки a(a
(1)
1 , a

(1)
2 ) и N

(2)
(1) (S

(2)
1(1), S

(2)
2(1)) прямую

S1 − a
(1)
1

S
(1)
1(1) − a

(1)
1

=
S2 − a

(1)
1

S
(2)
2(1) − a

(1)
2

(13)

и решая это уравнение совместно с уравнением окружности

(S1 − a
(1)
1 )2 + (S2 − a

(1)
2 )2 = (R(0))2, (14)

находим новое положение центра окружности (3) с координатами a
(2)
1 , a(2)2 , соответствую-

щее точке N (2). Поступая и далее аналогичным образом, получаем ряд точек, которые
определяют траекторию центра поверхности нагружения. Значения пластической дефор-
мации εp(1), соответствующие точкам k, находятся из кривой деформирования σ

(0)
(1)(ε

(0)
(1)),

которая определяется экспериментально. Подставляя найденные значения a(k)1 и a(k)2 в (9),

определяем величины пределов текучести σ
(±)
1T (εp(1)) и по первой из формул (1) находим

меру эффекта Баушингера как функцию пластической деформации εp(1) при растяжении
в направлении прямой (7).

Мера эффекта Баушингера в направлении оси 2. В этом случае σ11 = σ33 = 0.
Поскольку, согласно (5), S1 = −σ22/

√
6, S2 = σ22/

√
2, траектория нагружения в плоскости

S1 − S2 изобразится прямой

S1 = − S2√
3
. (15)

Полагая σ22 = σ2T , из условия пластичности (2) находим

2

3
σ22T +

√
2

(
a1√
3
− a2

)
σ2T + a21 + a22 −R2 = 0, (16)

откуда получаем

σ
(±)
2T =

3

2
√
2

{
−
(
a1√
3
− a2

)
±
[(

a1√
3
− a2

)2

− 4

3
(a21 + a22 −R2)

]1/2}
. (17)

Для определения входящих в (17) значений a1(ε
p(k)
(2) ) и a2(ε

p(k)
(2) ) воспользуемся, как и выше,

методом [9]. При этом, согласно [13], центр окружности (3) будет смещаться в сторону пря-
мой (15). Зададимся на этой прямой рядом точек N (k)

2 (S
(k)
1(2), S

(k)
2(2)), которым соответствуют

пластические деформации ε
p(k)
(k) .
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На первом этапе при нагружении до точки N
(1)
2 (S

(1)
1(2), S

(1)
2(2)) этот вектор будет ориенти-

рован в направлении прямой

S1 − a
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1

S
(1)
1‘(2) − a

(0)
1

=
S2 − a
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S
(1)
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(0)
2

, (18)

которая проходит через точки с координатами (a
(0)
1 , a

(0)
2 ) и (S

(1)
1(2), S

(1)
2(2)). Решая совместно

уравнения прямой (18) и окружности

(S1 − S
(1)
1(2)

)2 + (S2 − S
(1)
2(2)

)2 = (R(0))2 (19)

с центром в точке N (1)
(2) , определяем новое положение центра окружности (3):

a
(1)
1(2) = x2 − (x22 − 4x1x3)

1/2,

a
(1)
2(2) = (S

(1)
2(2) − a

(0)
2 )

a
(1)
1(2) − a

(0)
1

S
(1)
1(2) − a

(0)
1

+ a
(0)
2 .

(20)

При определении входящих в (20) значений x1, x2, x3 воспользуемся формулами (12), куда

будем подставлять вместо величин S
(1)
1(1) и S

(1)
2(1) значения соответственно S(1)

1(2) и S(1)
2(2).

Далее, проводя через точки a(1), (a(1)1(2), a
(1)
2(2)) и N (2)(S

(2)
1(2), S

(2)
2(2)) прямую

S1 − a
(1)
1(2)

S
(2)
1(2) − a

(1)
1(2)

=
S2 − a

(1)
2(2)

S
(2)
2(2) − a

(1)
2(2)

(21)

и решая уравнение (21) совместно с уравнением окружности

(S1 − S
(2)
1(2))

2 + (S2 − S
(2)
2(2)) = (R(0))2, (22)

находим новое положение центра окружности (3) a(2)(a(2)1(2), a
(2)
2(2)), а по формулам (17) и

(1) — значения пределов текучести σ(±)
2T и меру эффекта Баушингера λ2. Поступая дальше

аналогичным образом, определяем значения σ
(±)
2T (εp(2)) и λ2(ε

p
(2)), соответствующие пласти-

ческим деформациям ε
p(1)
(2) , εp(2)(2) , . . . , ε

p(n)
(2) .

Мера эффекта Баушингера в направлении оси 3. В этом случае σ11 = σ22 = 0
и, согласно (5), имеем: S1 = −σ33/

√
6 и S2 = −σ33/

√
3. Тогда траектория нагружения

в плоскости S1 − S2 изобразится прямой

S1 =
1√
3
S2. (23)

Полагая в условии пластичности (2) σ11 = σ22 = 0 и σ33 = σ3T , находим

2

3
σ233 +

√
2

(
a1√
3
+ a2

)
σ33 + a21 + a22 −R2 = 0, (24)
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откуда следует

σ
(±)
3T =

3

2
√
2

{
−
(
a1√
3
+ a2

)
±
[(

a1√
3
+ a2

)2

− 4

3
(a21 + a22 −R2)

]1/2}
. (25)

При одноосном растяжении в направлении оси 3 центр окружности (3), согласно [13], будет
смещаться в сторону прямой (23). Зададимся на этой прямой рядом точек N (k)

(3) (S
(k)
1(3), S

(k)
2(3)),

которым соответствуют пластические деформации εp(k)(3) . При этом центр окружности (3) на
каждом из этапов нагружения будет смещаться в направлении вектора, соединяющего ее
центр с изображающей точкой на траектории нагружения (23). На первом этапе нагружения

до точкиN (1)
(3) с координатами (S

(1)
1(3), S

(1)
2(3)) вектор будет ориентирован в направлении прямой

S1 − a
(0)
1

S
(1)
1(3) − a

(0)
1

=
S2 − a

(0)
2

S
(1)
2(3) − a

(0)
2

, (26)

которая проходит через точки a(0) и N (1)
(3) . Решая совместно уравнения прямой (26) и окру-

жности

(S1 − S
(1)
1(3))

2 + (S2 − S
(1)
2(3))

2 = (R(0))2 (27)

с центром в точке N (1)
(3) , определим новое положение центра окружности (3):

a
(1)
1(3) = x2 − (x2 − 4x1x3)

1/2,

a
(1)
2(3) = (S

(1)
2(3) − a

(0)
2 )

a
(1)
1(3) − a

(0)
1

S
(1)
1(3) − a

(0)
1

+ a
(0)
2 .

(28)

Для нахождения значений x1, x2, x3, входящих в (28), по формулам (12) будем подставлять

вместо величин S
(1)
1(1) и S

(1)
2(1) значения соответственно S

(1)
1(3) и S

(1)
2(3). Проводя затем через

точки a(1)(a
(1)
1(3), a

(1)
2(3)) и N (2)(S

(2)
1(3), S

(2)
2(3)) прямую

S1 − a
(1)
1(3)

S
(2)
1(3) − a

(1)
1(3)

=
S2 − a

(1)
2(3)

S
(2)
2(3) − a

(1)
2(3)

(29)

и решая это уравнение совместно с уравнением окружности

(S1 − S
(2)
1(3))

2 + (S2 − S
(2)
2(3))

2 = (R(0))2, (30)

находим новое положение центра окружности (3) с координатами (a
(2)
1(3), a

(2)
2(3)). Поступая

дальше аналогичным образом, определим траекторию центра окружности (3), значения
пределов текучести σ

(±)
3T (εp

(3)
) и меру эффекта Баушингера λ3(ε

p
(3)

), соответствующие раз-

ным величинам пластической деформации εp(3). Эти значения найдем из кривой деформи-

рования σ
(0)
(3)(ε

(0)
(3)).
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Рис. 2. Зависимости меры эффекта Баушингера в направлении осей 1, 2, 3

Числовой пример. В качестве примера определим меру эффекта Баушингера в тол-
стой плите из ортотропного материала (сталь 28Х3СНМВФА мартенситного класса), по-
лученной путем прессования, в трех ортогональных направлениях, совпадающих с осями
симметрии материала. Кривые одноосного растяжения σ0(1)(ε(1)), σ

(0)
(2)(ε2), σ

(0)
(3)(ε(3)) материа-

ла в состоянии поставки в направлении осей 1, 2, 3 приведены на рис. 1. Пределы текучести
σ
(0)
1T , σ(0)T2 , σ(0)3T равны соответственно 1350, 1610 и 1560 МПа. Значения пределов прочности σb

и модуля упругости E в направлении осей симметрии практически одинаковы и равны со-
ответственно 1860 и 2 · 105 МПа. Указанным значениям пределов текучести σ(i)T , согласно

формулам (6), соответствует окружность с координатами центра a
(0)
1 = −161, a(0)2 = 115

и радиусом R(0) = 1273 МПа. При этом условие пластичности (2) примет вид

2

3
(σ211 + σ222 + σ233)−

2

3
(σ11σ22 + σ22σ33 + σ11σ33) + 264σ11 − 293σ22 +

+ 31σ33 − 168 · 104 = 0, (31)

где значения напряжений σ11, σ22, σ33 входят в МПа, а степень анизотропии материала
оценивается коэффициентом анизотропии [14] α = a/R = 0,16, где a = (a21 + a22)

1/2.
Задаваясь на диаграмме σ0(1)(ε

(0)
(1)) рядом значений напряжения σ(1) и полагая, что они

совпадают с пределами текучести σ
(+)
1T , определяем соответствующие значения a

(k)
1(1)(ε

p(k)
1 )

и a
(k)
2(1)(ε

p(k)
1 ), а по формуле (9) находим значения пределов текучести σ

(+)
1T и по формуле

(1) — величину меры эффекта Баушингера λ1(ε
p
(1)). Эта зависимость в направлении оси 1

приведена на рис. 2 в виде кривой 1. Соответствующие значения пределов текучести σ(±)
1T ,

параметров a(k)1 и a(k)2 , а также величин λ1 указаны в табл. 1. Пластические составляющие
деформаций εp(1) находили, вычитая из полных деформаций упругие составляющие εp(1) =
= σ(1)/E.
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Таблица 1. Характеристики материала при растяжении в направлении оси 1

σ
(+)
1T , МПа εp(1), % a1(1), МПа a2(1), МПа σ

(−)
1T , МПа

1350 0 −160 115 1710
1500 0,45 −20 110 1560
1600 0,65 80 101 1435
1700 1,84 170 92 1320
1840 1,60 280 84 1210

Таблица 2. Характеристики материала при растяжении в направлении оси 2

σ
(+)
1T , МПа εp(2), % a1(1), МПа a2(2), МПа σ

(−)
1T , МПа

610 0 −160 115 1290
1700 0,35 −170 135 1210
1750 0,46 −175 155 1205
1800 0,75 −185 180 1200
1840 1,20 −195 190 1185

Таблица 3. Характеристики материала при растяжении в направлении оси 3

σ
(+)
1T , МПа εp(3), % a1(3), МПа a2(3), МПа σ

(−)
1T , МПа

1560 0 −160 115 1480
1635 0,40 −130 170 1425
1740 0,75 −75 240 1320
1830 1,30 −20 320 1185
1850 1,90 5 340 1155

Поступая аналогичным образом в случаях первичного растяжения в направлении осей 2
и 3, последовательно находим зависимости меры эффекта Баушингера λ2(ε

p
(2)) и λ3(ε

p
(3)),

которые графически представлены на рис. 2 кривыми 2 и 3. Соответствующие численные
данные приведены в табл. 2 и 3. Как видно из рис. 2, эффект Баушингера имеет наиболее
выраженный характер в направлении оси c большей разницей между пределами прочности
и текучести.

Заметим, что в случае изотропного упрочнения зависимости меры эффекта Баушингера
от величины пластической деформации будут иметь вид прямых λ(i) = const. При этом
указанные зависимости у материалов с изотропно-трансляционным упрочнением изобразят-
ся линиями, занимающими промежуточное положение между кривыми рис. 2 и прямыми
λ(i) = const.

Таким образом, в данной работе с применением концепции поверхности нагружения
изложена методика определения меры эффекта Баушингера в ортотропных материалах
с трансляционным упрочнением в направлении осей симметрии. На примере знакопере-
менного одноосного нагружения показано, что анизотропия предела текучести сопровож-
дается анизотропией меры эффекта Баушингера, которая проявляется в большей степени
в направлении оси симметрии с большей разницей между пределами прочности и текучес-
ти. С увеличением величины пластической деформации анизотропия эффекта Баушингера
уменьшается и в области развитых пластических деформаций практически исчезает.
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В.М. Бастун

Прогнозування ефекту Баушингера в ортотропних матерiалах
з трансляцiйним змiцненням при знакозмiнному одновiсному
навантаженнi

Викладено методику прогнозування мiри ефекту Баушингера в ортотропних металевих
матерiалах, змiцнення яких здiйснюється за гiпотезою трансляцiйного типу. Дослiдже-
но залежнiсть мiри ефекту Баушингера при одновiсному знакозмiнному навантаженнi
в напрямку осей симетрiї вiд величини пластичної деформацiї. Наведено числовий при-
клад визначення мiри ефекту Баушингера в товстiй плитi, виготовленiй iз ортотропної
сталi мартенситного класу. Показано, що матерiал проявляє значну анiзотропiю ефекту
Баушингера в областi малих пластичних деформацiй, яка в разi їх збiльшення практично
зникає.
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V.N. Bastun

Predictiоn of the Bauschinger effect in orthotropic materials with
translational hardening under alternating uniaxial loading

The paper addresses a technique of predicting the Bauschinger effect measure in orthotropic mate-
rials, whose strain hardening is described by the translational-type hypothesis. The dependence of
the Bauschinger effect measure on the value of a plastic strain under uniaxial alternating loading
in the direction of symmetry axes is studied. A numerical example of determining the Bauschin-
ger effect in a thick plate made of martensitic steel is presented. It is shown that the material
demonstrates a significant anisotropy of the Bauschinger effect in the range of small plastic strains,
which practically vanishes, as the strains increase.

64 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №10



УДК 539.3.

В.А. Галазюк, Г. Т. Сулим

Напружено-деформований стан необмеженого
середовища iз “залiкованою” дисковою трiщиною

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Г.С. Кiтом)

З використанням концепцiї межових шарiв розв’язана некоректна задача визначення
параметрiв внутрiшнього межового шару у площинi трiщини, який при довiльно зада-
них нормальних напруженнях на її поверхнях забезпечує їх повний контакт без додат-
кового тиску.

У роботi [1] запропоновано математичну iнтерпретацiю явища деформування тiла з дис-
ковою трiщиною, в якiй вона вважається частиною площини розриву параметрiв напру-
жено-деформованого стану нульового порядку [2] — внутрiшнiм межовим шаром (рос. —
погранслоем). Використання концепцiї внутрiшнього межового шару дає можливiсть за
допомогою межового шару з тими або iншими параметрами формулювати i розв’язува-
ти оберненi задачi теорiї трiщин, задачi управлiння напруженнями i перемiщеннями на
берегах трiщини, а разом з тим виконанувати, крiм класичних коректних i некоректних
крайових умов на поверхнях трiщини, також i фiзично обгрунтовану вимогу неперервностi
змiни пружних кутiв повороту лiнiйних елементiв на її фронтi, забезпечуючи там плавне
змикання її поверхонь.

1. Однорiдний iзотропний пружний простiр вiднесемо до цилiндричної системи коор-
динат (Rα,R,Rγ) i вважатимемо, що пiд дiєю навантаження у просторi реалiзується осе-
симетричний вiдносно осi γ напружено-деформований стан. Вiдповiдно до результатiв [1]
у площинi майбутньої трiщини γ = 0 (разом iз її серединною поверхнею) розподiлимо пе-
лену об’ємних сил

Xα(α) = 4k2
∞∫

0

ξA(ξ, q)J1(ξα) dξ (1)

з довiльною твiрною функцiєю A(ξ, q), якi заникають на нескiнченностi. У цьому випадку
компоненти uα(α, γ) i uγ(α, γ) вектора пружного перемiщення ~u у напрямку осей α i γ
вiдповiдно визначаються розв’язками рiвнянь рiвноваги

k2∂αθ + 2∂γωβ = δ(γ)Xα(α), k2∂γθ − 2α−1∂α(αωβ) = 0 (2)

стосовно першого iнварiанта тензора деформацiї i компоненти вектора локального жорст-
кого повороту ~Ω = 0,5 rot ~u

θ = div ~u = α−1∂α(αuα) + ∂γuγ , 2ωβ = (rot ~u)β = ∂γuα − ∂αuγ (3)

© В. А. Галазюк, Г.Т. Сулим, 2013
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i подаються iнтегралами Ганкеля

uα(α, γ) = −(k2 + 1)

∞∫

0

A(ξ, q) exp−ξ|γ|J1(ξα) dξ + (k2 − 1)|γ|
∞∫

0

ξA(ξ, q)×

× exp−ξ|γ|J1(ξα) dξ,

uγ(α, γ) = (k2 − 1)|γ|
∞∫

0

ξA(ξ, q) exp−ξ|γ|J0(ξα) dξ.

(4)

За вiдомими компонентами (4) вектора пружного перемiщення, спiввiдношеннями (3) та
законом Гука обчислимо характеристики напружено-деформованого стану:

θ(α, γ) = −2

∞∫

0

ξA(ξ, q) exp−ξ|γ|J0(ξα) dξ,

ωβ(α, γ) = k2 sgn γ

∞∫

0

ξA(ξ, q) exp−ξ|γ|J1(ξα) dξ,

(5)

σγγ(α, γ) = 2µ×

×
{ ∞∫

0

ξA(ξ, q) exp−ξ|γ|J0(ξα) dξ − (k2 − 1)

∞∫

0

ξ2A(ξ, q) exp−ξ|γ|J0(ξα) dξ
}
,

σαγ(α, γ) = 2µ×

×
{
sgnγ

∞∫

0

k2A(ξ, q) exp−ξ|γ|J1(ξα) dξ−(k2−1)γ

∞∫

0

ξ2A(ξ, q) exp−ξ|γ|J1(ξα) dξ
}
.

(6)

У рiвняннях (2) i поданнях (4)–(6) k2 = 2(l − ν)/(l − 2ν), ν — коефiцiєнт Пуассона.
Отже, вiдповiдно до подань (5) та (6) компонента ωβ(α, γ) вектора локального жорсткого

повороту ~Ω i дотичне напруження σαγ(α, γ) мають стрибки пiд час переходу через площину
γ = 0, що є механiчним проявом внутрiшнього межового шару, а розподiлена пелена об’єм-
них сил Xα(α)(1) є механiзмом його реалiзацiї, його механiчною, а вiдтак, i математичною
моделлю.

2. Нехай пiд дiєю зовнiшнього нормального навантаження береги дискової трiщини роз-
ходяться i перестають контактувати. Задача полягає в знаходженнi такої об’ємної сили
Xα(α)(1), яка забезпечує вiдсутнiсть розкриття трiщини, її механiчне “залiковування” при
довiльно заданому, симетричному вiдносно осi α розподiлi нормальних напружень на її
поверхнях. Отже, маємо крайовi умови:

σγγ(α,±0) = −σ0γγf(α2) (0 6 α 6 1),

uγ(α,±0) = 0 (0 6 α <∞),
(7)
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якi, з погляду класичної теорiї пружностi, є некоректними, оскiльки стосуються одночас-
ного задання однойменних складових векторiв напруження i перемiщення. Оскiльки по-
дання (4) автоматично забезпечує виконання другої умови (7), то вiдповiдно до виразу (6)
i першої умови (7) для визначення функцiї A(ξ, q) одержимо iнтегральне рiвняння першого
роду

∞∫

0

ξA(ξ, q)J0(ξα) dξ = −
σ0γγ
2µ

f(α2) (0 6 α 6 1), (8)

розв’язок якого подамо узагальненим рядом Неймана [3]

ξA(ξ, q) =

∞∑

n=0

an
J2n−q+1(ξ)

ξq
. (9)

Ряд (9) пiдставимо в iнтегральне рiвняння (8) та обчислимо розривний iнтеграл Вебера–
Шафхейтлiна [4] i в результатi одержимо рiвняння для визначення коефiцiєнтiв an:

∞∑

n=0

an
Γ(n− q + 1)F (n − q + 1;−n; 1;α2)

2qΓ(n+ 1)
= −

σ0γγ
2µ

f(α2) (0 6 α 6 1). (10)

Оскiльки F (n − q + 1;−n; 1;α2) i є полiномами Якобi, то ряд у лiвiй частинi (10) стосовно
коефiцiєнтiв an є рядом за полiномами Якобi [4] з аргументом (1 − 2α2), якi утворюють
повну i ортогональну систему функцiй на промiжку [0, 1], то коефiцiєнти an iснують при
довiльнiй неперервнiй функцiї f(α2) та обчислюються за формулою ортогональностi.

За вiдомими коефiцiєнтами an i поданням (1) знайдемо розподiл об’ємної сили Xα(α),
яка забезпечує нерозкриття трiщини при заданих на її берегах нормальних напруженнях:

Xα(α) = 4k2
∞∑

n=0

an

∞∫

0

J2n−q+1(ξ)

ξq
J1(ξα) dξ.

Обчислення розривного iнтеграла Вебера–Шафхейтлiна дає в областi 0 6 α 6 1

Xα(α) = 4k2
∞∑

n=0

an
Γ(n− q + 1,5)α

2qΓ(n+ 0,5)
F (n− q + 1,5;−n+ 0,5; 2;α2) (11)

i в областi 0 6 α 6 ∞ —

Xα(α) = 4k2
∞∑

n=0

an
Γ(n− q + 1,5)F (n − q + 1,5;−n + 0,5; 2n − q + 2;α−2)

2qΓ(2n − q + 2)Γ(−n + q + 0,5)α2n−2q+2
. (12)

Отже, вiдповiдно до подань (11) i (12), об’ємна сила Xα(α) має рiзнi, залежнi вiд параметра q
аналiтичнi вирази в областях 0 6 α < 1 i 1 6 α < ∞. Оскiльки цi вирази у точцi α = 1
можуть давати рiзнi значення, то будемо вимагати, щоб

lim
α→1−0

Xα(α) = lim
α→1+0

Xα(α), lim
α→∞

Xα(α) = 0. (13)
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Вiдзначимо, що при виконаннi умов (13) усi характеристики напружено-деформованого
стану також будуть неперервними на фронтi трiщини i заникатимуть на нескiнченностi.
Оскiльки гiпергеометрична функцiя Гаусса F (a, b, c;x2), яка входить у вирази (11) i (12),
є неперервною в точцi x = 1 при умовi c − a − b > 0, то умови (13) будуть виконуватися,
якщо параметр q обмежений нерiвнiстю

0 < q < 0,5. (14)

Тепер за поданнями (4)–(6) i вiдомою твiрною функцiєю A(ξ, q) можна обчислити усi
характеристики напружено-деформованого стану у середовищi iз “залiкованою” дисковою
щiлиною, який зумовлений пеленою об’ємних сил (11) i (12). При цьому при виконаннi
нерiвностi (14) усi характеристики будуть неперервними на фронтi трiщини i заникатимуть
на нескiнченностi. Зазначимо, що є справедливою рiвнiсть:

Xα(α) = 4|ωβ(α,±0)| = 2µ−1|σαγ(α,±0)|, (15)

яка є наслiдком спiввiдношень (1), (5), (6) i простими залежностями пов’язує об’ємну силу
Xα(α), компоненту ωβ(α,±0) вектора ~Ω i дотичне напруження σαγ(α,±0).

4. Якщо припустити, що поза межами щiлини межовий шар вiдсутнiй (дотичнi напру-
ження нульовi), то умова Xα(α) = 0 в областi 1 6 α <∞ буде виконуватися, якщо параметр
q = −0,5. Тодi на промiжку 0 6 α 6 1 за поданням (11) виявимо для розподiленої тут
масової сили

Xα(α) = 4k
√
2k2

∞∑

n=0

an
Γ(n+ 1)α

Γ(n+ 0,5)
F (n+ 2;−n + 0,5; 2;α2) =

=
4k

√
2k2α√

(1− α2)

∞∑

n=0

an
Γ(n+ 1)α

Γ(n+ 0,5)
F (−n;n+ 1,5; 2;α2)

класичну кореневу особливiсть. У вiповiдностi з рiвнiстю (15) компонента ωβ(α,±0) вектора
також необмежено ~Ω зростає, що суперечить гiпотезi суцiльностi.

1. Галазюк В.А., Сулим Г.Т. Рiвновага дискової щiлини з поверхневим шаром з реологiчними власти-
востями // Фiз.-хiм. механiка матерiалiв. – 2004. – № 4. – С. 17–33.

2. Трусделл К. Первоначальний курс механики сплошных сред. – Москва: Мир, 1975. – 592 с.
3. Галазюк В.А. Обмежений розв’язок крайової задачi про напружено-деформований стан пружного

тiла з абсолютно жорстким дископодiбним включенням нульової товщини // Доп. АН УРСР. Сер. А. –
1987. – № 12. – С. 23–27.

4. Абрамовиц М., Стиган И. Справочник по специальным функциям. – Москва: Наука, 1979. – 832 с.

Надiйшло до редакцiї 19.03.2013Львiвський нацiональний унiверситет
iм. Iвана Франка

В.А. Галазюк, Г. Т. Сулим

Напряженно-деформированное состояние неограниченной среды
с “залеченной” дисковой трещиной

С применением концепции граничных слоев решена некорректная задача определения па-
раметров внутреннего граничного слоя в плоскости трещины, который при произвольно
заданных нормальных напряжениях на его поверхностях обеспечивает их полный контакт
без дополнительного давления.
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V.A. Halazyuk, G.T. Sulym

Stress-strain state of the unlimited medium with a “healed” disc crack

Using the conception of internal boundary layers, the ill-posed problem of determining the parame-
ters of an internal boundary layer in the crack plane is solved. The boundary layer provides the full
contact without additional pressure by arbitrarily specified normal stresses on the crack surface.
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УДК 539.3

А.Я. Григоренко, Л.В. Соколова, М. В. Романишин

Решение задач о свободных колебаниях конических

оболочек переменной толщины на основе уточненной
модели

(Представлено академиком НАН Украины В.Д. Кубенко)

Развивается численно-аналитический подход для исследования свободных колебаний ко-
нических изотропных оболочек переменной толщины на основе уточненной модели, ко-
торый базируется на сплайн-аппроксимации неизвестных функций. Расчеты произве-
дены для разных типов граничных условий. Исследовано влияние переменной толщины
на характер поведения динамических характеристик конических оболочек. Проведено
сравнение значений динамических характеристик для конических оболочек постоянной
и переменной толщины.

Конические оболочки переменной толщины находят широкое применение во многих отрас-
лях современной техники. Одним из важных аспектов обеспечения прочности оболочек
является получение информации об их свободных колебаниях.

Обзор исследований по свободным колебаниям оболочек приведен в [1–3].
Решение задач о свободных колебаниях конических оболочек с переменной толщиной

связано с большими трудностями вычислительного характера. В рамках классической тео-
рии оболочек такой подход был применен в [4].

В данной работе проводится исследование свободных колебаний конических оболочек
с переменной толщиной на основе уточненной модели [5], предлагается эффективная чис-
ленная методика исследования свободных колебаний конических оболочек переменной жес-
ткости. В основу методики положено применение сплайн-аппроксимации и метода колло-
кации, с помощью которых исходная краевая задача на собственные значения для систем
дифференциальных уравнений в частных производных сводится к соответствующей задаче
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений [4, 6]. Последняя решается чи-
сленным методом дискретной ортогонализации в сочетании с методом пошагового поиска.
Предлагаемая методика позволяет провести исследование свободных колебаний конических
оболочек с произвольным законом изменения толщины при сложных граничных условиях.

Исходные соотношения. Рассмотрим задачу о свободных колебаниях изотропной ко-
нической оболочки переменной толщины h(s, θ) в криволинейной ортогональной системе
координат (s, θ), где s — длина дуги меридиана; θ — центральный угол в параллельном
круге. Параметры Ламе в данном случае равны: A = 1, B = r.

Согласно теории Тимошенко–Миндлина [4], уравнения, описывающие свободные коле-
бания конических оболочек, будут иметь вид:

r
∂Ns

∂s
+ cosϕNs −Nθ cosϕ+

∂Nθs

∂θ
= rρh

∂2u

∂t2
,

∂Nθ

∂θ
+ r

∂Nsθ

∂s
+ cosϕNsθ + cosϕNθs + sinϕQθ = rρh

∂2v

∂t2
,
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r
∂Qs
∂s

+ cosϕQs +
∂Qθ
∂θ

− sinϕNθ = rρh
∂2w

∂t2
, (1)

r
∂Ms

∂s
+ cosϕMs +

∂Mθs

∂θ
− cosϕMθ − rQs =

rρh3

12

∂2Ψs

∂t2
,

∂Mθ

∂θ
+ cosϕ(Msθ +Mθs) + r

∂Msθ

∂s
− rQθ =

rρh3

12

∂2Ψθ

∂t2
,

где ϕ — угол, образованный нормалью к координатной поверхности и осью вращения; r —
радиус параллельного круга; t — время; u, v, w — перемещение точек срединной поверх-
ности; ρ — плотность материала; ω — частота свободных колебаний оболочки.

Представим связь между деформациями и перемещениями:

εs =
∂u

∂s
, εθ =

1

r

∂v

∂θ
+

cosϕ

r
u+

sinϕ

r
w, εsθ =

1

r

∂u

∂θ
+
∂v

∂s
− cosϕ

r
v,

κs =
∂ψs
∂s

, κθ =
1

r

{
∂ψθ
∂θ

+ ψs cosϕ− sinϕ

r

(
∂v

∂θ
+ u cosϕ+ w sinϕ

)}
,

2κsθ =
1

r

∂ψs
∂θ

+
∂ψθ
∂s

− ψθ
r

cosϕ− sinϕ

r2

(
∂u

∂θ
− v cosϕ

)
,

γs = ψs − ϑs, γθ = ψθ − ϑθ, ϑs = −∂w
∂s

, ϑθ = −1

r

∂w

∂θ
+
v sinϕ

r
,

(2)

где ϑs, ϑθ — углы поворота нормали без учета поперечных сдвигов; γs, γθ — углы поворота
нормали, вызваные поперечным сдвигом.

Для нормальных и сдвигающих усилий Ns, Nθ, Nsθ, Nθs, сгибающих и крутильных
моментов Ms, Mθ, Msθ, Mθs, перерезывающие усилий Qs, Qθ при условии изотропного ма-
териала справедливо такое соотношение:

Ns = C11εs + C12εθ, Nθ = C12εs + C22εθ, Nsθ = C66εsθ +
2 sinϕ

r
D66κsθ,

Ms = D11κs +D12κθ, Mθ = D12κs +D22κθ, Msθ =Mθs = 2D66κsθ,

Qs = K1γsQθ = K2γθ.

(3)

Из системы уравнений (1)–(3) получим пять эквивалентных дифференциальных урав-
нений относительно трех переменных u, v, w точек срединной поверхности оболочки

∂2u

∂θ2
= Fu

(
u,
∂u

∂s
,
∂u

∂θ
,
∂2u

∂s2
, v,

∂v

∂s
,
∂v

∂θ
,
∂2v

∂s∂θ
,w,

∂w

∂s

)
,

∂2v

∂θ2
= Fv

(
u,
∂u

∂s
,
∂u

∂θ
,
∂2u

∂s∂θ
, v,

∂v

∂s
,
∂v

∂θ
,
∂2v

∂s2
, w,

∂w

∂θ
,
∂ψs
∂θ

,
∂2ψs
∂s∂θ

, ψθ,
∂ψθ
∂s

,
∂2ψθ
∂s2

)
,

∂2w

∂θ2
= Fw

(
u,
∂u

∂s
, v,

∂v

∂θ
,w,

∂w

∂s
,
∂w

∂θ
,
∂2w

∂s2
, ψs,

∂ψs
∂s

, ψθ,
∂ψθ
∂θ

)
,

∂2ψs
∂θ2

= Fψs

(
u,
∂u

∂s
,
∂u

∂θ
,
∂2u

∂s2
, v,

∂v

∂s
,
∂v

∂θ
,
∂2v

∂s∂θ
,w,

∂w

∂s
, ψs,

∂ψs
∂s

,
∂ψs
∂θ

,
∂2ψs
∂s2

, (4)

ψθ,
∂ψθ
∂s

,
∂ψθ
∂θ

,
∂2ψθ
∂s∂θ

)
,
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∂2ψθ
∂θ2

= Fψθ

(
u,
∂u

∂s
,
∂u

∂θ
,
∂2u

∂s∂θ
, v,

∂v

∂s
,
∂v

∂θ
,
∂2v

∂s2
, w,

∂w

∂θ
, ψs,

∂ψs
∂s

,
∂ψs
∂θ

,
∂2ψs
∂s∂θ

,

ψθ,
∂ψθ
∂s

,
∂ψθ
∂θ

,
∂2ψθ
∂s2

)
,

где Fu, Fv, Fw, Fψs
, Fψθ

— линейные дифференциальные операторы.
На торцах и прямолинейных краях граничные условия могут иметь такой вид:
а) жесткое закрепление

u = v = w = ψs = ψθ = 0; (5)

б) шарнирное опирание

∂u

∂s
= v = w =

∂ψs
∂s

= ψθ = 0 (на торцах),

u =
∂v

∂θ
= w = ψs =

∂ψθ
∂θ

= 0 (на прямолинейных контурах).

(6)

Методика решения. Решение системы уравнений (5) будем искать в виде

u =
N∑

i=0

ui(θ)ϕ1i(s), v =
N∑

i=0

vi(θ)ϕ2i(s), w =
N∑

i=0

wi(θ)ϕ3i(s),

ψs =

N∑

i=0

ψsi(θ)ϕ4i(s), ψθ =

N∑

i=0

ψθi(θ)ϕ5i(s),

(7)

где ui(θ), vi(θ), wi(θ), ψsi, ψθi (i = 0, . . . , N) — искомые функции; ϕji(s) (j = 1, . . . , 5) —
функции, построенные с помощью B-сплайнов третьей степени (N > 4). Выбор функций
ϕji(s) (j = 1, . . . , 5) обусловлен требованиями удовлетворить граничные условия при s =
= const с помощью линейных комбинаций B-сплайнов 3-й степени.

Подставив (7) в уравнения (4), требуем, чтобы они удовлетворялись в заданных точках
коллокации ξk ∈ [sa, sb], k = 0, . . . , N . В случае четного числа узлов сетки (N = 2n + 1,
n > 3) и при условии, что узлы коллокации удовлетворяют требованиям ξ2i ∈ [s2i, s2i+1],
ξ2i+1 ∈ [s2i, s2i+1] (i = 0, . . . , n), на отрезке сетки [s2i, s2i+1] имеем два узла коллокации,
а на соседних отрезках [s2i+1, s2i+2] узлы коллокации отсутствуют. На каждом из отрез-
ков сетки [s2i, s2i+1] точки коллокации выбираются следующим образом: ξ2i = s2i + z1h,
ξ2i+1 = s2i + z2h (i = 0, . . . , n), где h — шаг сетки; z1 и z2 — корни полинома Лежандра
второго порядка на отрезке [0, 1], которые равняются: z1 = 1/2 −

√
3/6 и z2 = 1/2 +

√
3/6.

Такой выбор точек коллокации является оптимальным и существенно повышает порядок
точности аппроксимации. После всех преобразований получим систему N + 1 линейных
дифференциальных уравнений относительно ui, vi, wiψsi, ψθi. Если ввести обозначения

Φlj = [ϕ
(l)
ij (ξk)]i, k = 0, . . . , N, l = 0, . . . , 2,

uT = {u0, . . . , uN}vT = {v0, . . . , vN}wT = {w0, . . . , wN},

ψTs = {ψs0, . . . , ψsN}ψTθ = {ψθ0, . . . , ψθN},
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aT1r = {a1r(θ, ξ0), . . . , a1r(θ, ξN )}, r = 1, . . . , 10,

aT2r = {a2r(θ, ξ0), . . . , a2r(θ, ξN )}, r = 1, . . . , 15,

aT3r = {a3r(θ, ξ0), . . . , a3r(θ, ξN )}, r = 1, . . . , 12,

aT4r = {a4r(θ, ξ0), . . . , a4r(θ, ξN )}, r = 1, . . . , 18,

aT5r = {a5r(θ, ξ0), . . . , a51r(θ, ξN )}, r = 1, . . . , 18,

aT111 = {a111(θ, ξ0, ω), . . . , a111(θ, ξN , ω)}, aT216 = {a217(θ, ξ0, ω), . . . , a216(θ, ξN , ω)},

aT313 = {a313(θ, ξ0, ω), . . . , a313(θ, ξN , ω)}, aT419 = {a419(θ, ξ0, ω), . . . , a419(θ, ξN , ω)},

aT519 = {a519(θ, ξ0, ω), . . . , a519(θ, ξN , ω)},

а также для матрицы A = [aij ] (i, j = 0, . . . , N) и вектора c = {c0, . . . , cN} обозначить через
c · A матрицу [ciaij], то система дифференциальных уравнений (4) примет вид

u′′ = (Φ01a11 +Φ11a12 +Φ21a14 +Φ01a111)u+ (Φ01a13)u
′ + (Φ02a15 +Φ12a16)v +

+ (Φ02a17 +Φ12a18)v
′ + (Φ03a19 +Φ13a110)w,

v′′ = (Φ01a21+Φ11a22)u+(Φ01a23+Φ11a24)u
′+(Φ02a25+Φ12a26+Φ22a28+Φ02a216)v +

+ (Φ02a27)v
′ + (Φ03a29)w + (Φ03a210)w

′ + (Φ04a211 +Φ14a212)ψ
′
s +

+ (Φ05a213 +Φ15a214 +Φ25a215)ψθ,

w′′ = (Φ01a31 +Φ11a32)u+ (Φ02a33)v + (Φ02a34)v
′ + (Φ03a35 +Φ13a36 +Φ23a38 +

+Φ03a313)w + (Φ03a37)w
′ + (Φ04a39 +Φ14a310)ψs + (Φ05a311)ψθ + (Φ05a312)ψ

′
θ, (8)

ψ′′
s = (Φ01a41 +Φ11a42 +Φ21a44)u+ (Φ01a43)u

′ + (Φ02a45 +Φ12a46)v +

+ (Φ02a47 +Φ12a48)v
′ + (Φ03a49 +Φ13a410)w + (Φ04a411 +Φ14a412 +Φ24a414 +

+Φ04a419)ψs + (Φ04a413)ψ
′
s + (Φ05a415 +Φ15a416)ψθ + (Φ05a417 +Φ15a418)ψ

′
θ,

ψ′′
θ = (Φ01a51 +Φ11a52)u+ (Φ01a53 +Φ11a54)u

′ + (Φ02a55 +Φ12a56 +Φ22a58)v +

+ (Φ02a57)v
′ + (Φ03a59)w + (Φ03a510)w

′ + (Φ04a511 +Φ14a512)ψs + (Φ04a513 +

+Φ14a514)ψ
′
s + (Φ05a515 +Φ15a516 +Φ25a518 +Φ05a519)ψθ + (Φ05a517)ψ

′
θ.

Полученную систему (8) обыкновенных дифференциальных уравнений можно привести
к нормальному виду:

dY

dθ
= A(θ, ω)Y (0 6 θ 6 b), (9)

где

Y T = {u0, . . . , uN , u′0, . . . , u′N , v0, . . . , vN , v′0, . . . , v′N , w0, . . . , wN , w
′
0, . . . , w

′
N ;ψs0, . . . ,

. . . , ψsN , ψ
′
s0, . . . , ψ

′
sN , ψθ0, . . . , ψθN , ψ

′
θ0, . . . , ψ

′
θN};

A(θ, p) — квадратная матрица порядка 10(N + 1) × 10(N + 1).
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Граничные условия (5), (6) для системы (9) можно записать в виде

B1Y (0) = 0, B2Y (b) = 0. (10)

Задача на собственные значения для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений (9) с граничными условиями (10) решалась методом дискретной ортогонализации
в сочетании с методом пошагового поиска.

Решение задач. Анализ результатов. Упругие характеристики материала иссле-
дуемых оболочек таковы: E = 1; ν = 0,3; ρ = 1.

Расчеты проведены по методу сплайн-коллокации при разном количестве точек колло-
кации практически совпадают (N = 8; 10; 14). Данные расчетов приведены для N = 10.

Оценка достоверности получаемых результатов осуществлялась путем сравнения частот
цилиндрической оболочки (R = 10, L = 20, h0 = 2) с частотами близких к ней конических
оболочек эквивалентной массы со следующими геометрическими параметрами: R = 10,
L = 20, h0 = 2, угол конусности β = 1◦ (будем обозначать такой вариант геометрических
параметров — С); R = 10, L = 20, h0 = 2, β = 2,5◦ (будем обозначать такой вариант геомет-
рических параметров — D). Рассматривался случай шарнирного опирания всех контуров.
Для цилиндрической панели задача решалась путем аппроксимации функций перемещений
двойными рядами Фурье:

u =
∑

i

∑

j

akn cos(nθ) cos

(
πk

L
s

)
, v =

∑

i

∑

j

bkn sin(nθ) sin

(
πk

L
s

)
,

w =
∑

i

∑

j

ckn cos(nθ) sin

(
πk

L
s

)
, ψs =

∑

i

∑

j

dkn cos(nθ) cos

(
πk

L
s

)
,

ψθ =
∑

i

∑

j

ekn cos(nθ) cos

(
πk

L
s

)
.

(11)

Решение этой системы осуществлялось методом пошагового поиска и сравнивалось с час-
тотами, полученными методом сплайн-коллокации для данной оболочки и близкими к ней
коническими оболочками. В табл. 1 приведены следующие результаты расчета собствен-
ных частот для указанных граничных условий: А — задача решалась для случая цилинд-
рической оболочки с помощью аналитического подхода; В — задача решалась для случая
цилиндрической оболочки с помощью предложенной численной методики; С, D — зада-
ча решалась для случая конических оболочек, геометрические параметры которых близки
к рассматриваемой цилиндрической панели. Результаты приведены для частотного пара-
метра Ωm = ωmH0

√
ρ/G0 · 102 (m — номер частоты).

На основании предлагаемой методики были исследованы свободные колебания коничес-
кой изотропной оболочки, жестко закрепленной по всем контурам с переменной в окружном

Таблица 1

Ωm A B C D

Ω1 7,01 7,08 7,06 7,03
Ω2 9,09 9,39 9,21 8,94
Ω3 9,86 9,87 9,83 9,57
Ω4 9,99 10,00 9,85 9,82
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Таблица 2

Ωm

α

0 0,05 0,1 0,15 0,2

Ω1 7,85 7,82 7,76 7,67 7,56
Ω2 8,20 8,21 8,23 8,25 8,26
Ω3 9,09 9,09 9,10 9,11 9,13

направлении толщиной со следующими геометрическими параметрами: R = 10, L = 20,
β = π/6, где L — длина образующей; R0 — начальный радиус; β — угол конусности.

Толщина исследуемой оболочки изменяется по следующему закону:

h = h0(1 + α cos θ), (12)

где 0 6 α 6 0,2; l — длина образующей; h0 — толщина оболочки постоянной толщины и экви-
валентной массы (в расчетах h0 = 2). Результаты расчетов собственных частот указанных
выше конических оболочек с соответствующими граничными условиями для различных
значений параметра α приведены в табл. 2.

На основании данных в табл. 2 можно проследить характер различия значений собствен-
ных частот конических оболочек с переменной толщиной относительно оболочек с постоян-
ной толщиной. Наблюдается уменьшение значения первой частоты и возростание значений
второй и третьей частот при увеличении параметра α и на более высоких частотах.
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О.Я. Григоренко, Л. В. Соколова, М. В. Романiшин

Розв’язання задач про вiльнi коливання конiчних оболонок змiнної
товщини на основi уточненої моделi

Розвинуто чисельно-аналiтичний пiдхiд для дослiдження вiльних коливань конiчних iзо-
тропних оболонок змiнної товщини на основi уточненої моделi, який базується на
сплайн-апроксимацiї невiдомих функцiй. Розрахунки виконано для рiзних типiв граничних
умов. Дослiджено вплив змiнної товщини на характер поведiнки динамiчних характерис-
тик конiчної оболонки. Проведено порiвняння значень динамiчних характеристик для ко-
нiчних оболонок сталої та змiнної товщини.
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A.Ya. Grigorenko, L. V. Sokolova, M.V. Romanishyn

Solving the problems of free vibrations of conical shells with variable
thickness on the basis of a refined model

The paper considers free vibrations of thick conical shells with variable thickness within a refined
model. The method of spline-approximation is used. Calculations were carried out for different types
of boundary conditions. The influence of a variable thickness of shells on free vibrations is studied.
The dynamical characteristics of conical shells with constant or variable thickness are compared.
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УДК 539.3

Н.И. Ободан, В.А. Громов

Закритическая деформация и критические нагрузки
для цилиндрической оболочки с расслоением

по толщине

(Представлено академиком НАН Украины Я.М. Григоренко)

Рассматривается структура ветвления решений нелинейной краевой задачи теории
тонкостенных оболочек для случая цилиндрической оболочки с областью расслоения.
Установлено существование ветвей решения, отвечающих совместной и отдельной де-
формации слоев в области расслоения.

При исследовании процесса деформирования и оценке несущей способности цилиндричес-
ких оболочек с дефектами в виде расслоения возникает задача о “выщелкивании” слоя, ко-
торое является “инициатором” дальнейшей общей потери устойчивости системы; при этом
возможен старт роста дефекта вследствие “выщелкивания” с увеличением области дефек-
та. Современные исследования в этом направлении [1–5] посвящены анализу распределе-
ния напряжения по толщине пакета, возможному росту расслоения, при этом подобласти
и условия контакта в области расслоения описываются априори гипотезами типа Винклера;
нелинейное поведение исследуется вплоть до локальной потери устойчивости.

1. Исследуется деформация цилиндрической оболочки радиусом R, длиной L, толщи-
ной h, имеющей прямоугольную в плане область расслоения, характеризующуюся толщи-
нами верхнего и нижнего слоев — h1 и h2 соответственно; оболочка подвергнута действию
равномерного внешнего давления; торцы оболочки закреплены; x1, x2 соответствуют про-
дольному и окружному направлениям соответственно. В области расслоения (Ωd = {xi,min 6

6 xi 6 xi,max, i = 1, 2}) предполагается существование прямоугольных в плане подобла-
стей нормального контакта и раздельного деформирования слоев Ωj = {xji,min 6 xi 6

6 xji,max, i = 1, 2}, j = 1, S: здесь xji,min, x
j
i,max — границы j-й подобласти раздельного

деформирования. Рассматривается вариационная постановка нелинейной краевой задачи
теории оболочек, обобщенная на случай многослойности (с использованием гипотезы лома-
ной нормали) [2], являющаяся вариационной задачей с неизвестной границей подобластей
нормального контакта и раздельного деформирования слоев. В качестве независимо ва-
рьируемых функций используются отыскиваемые в рамках итерационного процесса функ-
ции одной переменной U (i1)

s (x1) и U (i2)
s (x2), такие, что Us(x1, x2) = U (i1)

s (x1)U
(i2)
s (x2), где

i1 = i, i2 = i − 1 для четных i (номер итерации), i1 = i − 1, i2 = i — для нечетных;
здесь U(x1, x2) = {Us(x1, x2), s = 1,K} — вектор неизвестных функций задачи. Из условий
стационарности соответствующего функционала следуют: системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений относительно функций U (i1)

s (x1) (U (i2)
s (x2)) с коэффициентами, со-

держащими интегралы от функций U (i2)
s (x2) (U (i1)

s (x1)) и их производных (1); на границах
неповрежденной части оболочки и прилегающей к ней подобласти контакта — интеграль-
ные условия совместности по обобщенным по соответствующей границе деформациям (2),
интегральные условия равновесия по обобщенным тангенциальным усилиям и изгибающим
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Рис. 1. Структура ветвления нелинейной краевой задачи: а — ветви, которым соответствуют формы с пол-
ным контактом слоев в зоне расслоения; б — формы с чередованием подобластей полного контакта и ра-
здельной деформации слоев

моментам (3); на границах подобластей контакта и раздельного деформирования слоев —
условия (2), (3), интегральные условия равновесия по обобщенным перерезывающим си-
лам, сформулированные с учетом скачков по обобщенным перерезывающим силам на ука-
занных границах (4); внутри и на границах подобластей нормального контакта слоев —
условие непроникновения слоев (5); условия трансверсальности, для определения границ
подобластей (6); на торцах оболочки — граничные условия (7). Решения одномерных задач
строятся итеративно, сведением на каждой итерации краевой задачи к задаче Коши мето-
дом Ньютона, в число неизвестных задачи входят координаты границы; для обеспечения
сходимости алгоритма использовался метод продолжения по параметру.

2. Указанный подход был применен для анализа структуры ветвления решений зада-
чи (1)–(7) для условий шарнирного опирания на торцах оболочки. Установлено, что ветви
решения задачи (1)–(7) в данном случае могут быть разделены на две группы в соответ-
ствии с характером деформации слоев оболочки в области расслоения. К первой группе
ветвей относятся ветви, характеризующиеся полным нормальным контактом слоев в облас-
ти расслоения, ко второй — характеризующиеся чередованием подобластей полного кон-
такта и раздельной деформации слоев. На рис. 1 представлена характерная структура
ветвления анализируемой нелинейной краевой задачи (для случая L/R = 4, R/h = 150,
ηd = h1/h = 0,1, Ωd = {0 6 x1 6 L/R,−π/6 6 x2 6 π/6}). Здесь по оси абсцисс
отложен характерный безразмерный прогиб, по оси ординат — величина параметра на-
гружения (отношение значения действующей нагрузки к величине критической нагрузки,
полученной для той же оболочки без области расслоения). Ветви решения с совместной
деформацией слоев подобны по топологической структуре и фиксируемым на них фор-
мам деформации закритическим ветвям решения для случая оболочки без расслоения:
данная часть структуры ветвления может рассматриваться как разрушение бифуркаци-
онной картины для случая монолитной оболочки вследствие снижения жесткости в облас-
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Рис. 2. Зависимость величины параметра нагружения для верхней и нижней особых точек ветвей решения
от относительной толщины нижнего слоя в области расслоения: а — формы с полным контактом слоев; б —
формы с чередованием подобластей полного контакта и раздельной деформации

ти расслоения. В случае раздельного деформирования фиксируются как формы с двумя
подобластями контакта слоев, расположенными по краям области расслоения (“выщелки-
вание” нижнего слоя, Ω1 : x

(1)
1,min ≈ 0; x(1)1,max ≈ L/R; x(1)2,min = −π/6 + ϕc; x

(1)
2,max = π/6 − ϕc;

ϕc ≈ 0,01) — ветви 3 и 4, так и формы с тремя подобластями контакта — двумя по-

добластями раздельного деформирования слоев (Ωj : x
(j)
1,min ≈ 0; x(j)1,max ≈ L/R; j = 1, 2;

Ω1 : x
(1)
2,min = −π/6 + ϕc; x

(1)
2,max = −ϕc; Ω1 : x

(1)
2,min = ϕc; Ω2 : x

(2)
2,min = π/6 − ϕc; ϕc ≈ 0,01) —

ветвь 5.
3. Широкомасштабный численный эксперимент для различных геометрических пара-

метров показал, что в зависимости от геометрических характеристик как самой оболочки,
так и области расслоения для каждой ветви первой группы может существовать ветвь с ана-
логичными формами деформации, но с раздельным деформированием слоев. При наличии
области расслоения в виде полосы размеры подобластей контакта и раздельного деформи-
рования слоев в продольном направлении близки к длине полосы; для случая одной по-
добласти раздельного деформирования слоев размеры указанной подобласти в окружном
направлении либо практически совпадают с размерами области расслоения в данном на-
правлении, либо, если размеры области расслоения в окружном направлении превышают
некоторый предельный угол ϕ∗, равны данному углу и не зависят от размеров области
расслоения. Величина ϕ∗ определяется толщиной нижнего слоя.

На рис. 2 представлена характерная зависимость значений параметра нагружения, со-
ответствующих верхним (h) и нижним (l) особым точкам рассмотренных выше ветвей ре-
шения, от параметра относительной толщины нижнего слоя оболочки в области расслое-
ния ηd. Нумерация зависимости на рис. 2 и 3 соответствует номерам кривых на рис. 1.
На рис. 3 для данных ветвей представлены указанные величины в функции от размеров
области расслоения в окружном направлении ϕ0 = x2,max − x2,min. Проведенные исследова-
ния показывают, что наличие зоны расслоения по толщине оболочки существенно изменяет
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Рис. 3. Зависимость величины параметра нагружения для верхней и нижней особых точек ветвей решения
от центрального угла (в радианах) области расслоения: а — формы с полным контактом слоев; б — формы
с чередованием подобластей полного контакта и раздельной деформации

критические нагрузки и характер деформирования; при этом бифуркационная картина су-
щественно отличается от осесимметричного случая.
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Н. I. Ободан, В.О. Громов

Закритична деформацiя та критичнi навантаження
для цилiндричної оболонки з розшаруванням за товщиною

Розглянуто структуру розгалуження розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi теорiї тонко-
стiнних оболонок для випадку цилiндричної оболонки з областю розшарування. Встановлено
наявнiсть гiлок розв’язку, що вiдповiдають спiльнiй та окремiй деформацiї шарiв оболонки
в областi розшарування.
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N. I. Obodan, V. A. Gromov

Postcritical deformation and critical loads for a cylindrical shell with
delamination over the thickness

The branching structure for the solutions of a non-linear boundary-value problem of the thin-
walled shell theory for a cylindrical shell with a delamination area is considered. Solution branches
corresponding to joint and separate deformations of layers in the delamination area are analyzed.
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Теоретично дослiджується вплив радiацiйного опромiнення на особливостi структур-
них характеристик рiдинних систем iз застосуванням фундаментальних рiвнянь Бо-
голюбова, якi було записано для випадку стацiонарного стану. Стан рiдини пiд опромi-
ненням, який є нерiвноважним, розглядається як збурення рiвноважного. Оскiльки цей
нерiвноважний стан характеризується збуреним розподiлом за iмпульсами, то отри-
мано систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь для визначення основної структурної
характеристики рiдинних систем — бiнарної функцiї розподiлу.

Створення ядерних реакторiв нового поколiння вимагає подальшого розвитку радiацiйної
фiзики й радiацiйного матерiалознавства. Насамперед, це зумовлено фiзичними процесами,
що вiдбуваються в таких установках, i, як наслiдок, використанням якiсно iнших конструк-
цiйних матерiалiв. Особливе мiсце серед ядерних реакторiв нового поколiння займають рiд-
косольовi ядернi реактори, паливом для яких є радiоактивний розплав, а саме: хiмiчнi спо-
луки радiоактивного елемента [1]. В рiдкосольових ядерних реакторах тепло генерується
прямо в розплавленiй солi, тому важливо детально дослiдити особливостi процесiв теплопе-
редачi та iнших процесiв переносу в таких системах як у штатних, так i нештатних режимах
роботи реактора, адже одною з головних переваг таких систем повинна бути повiльна реак-
цiя на зростання температури. Також важливо знати тиск парiв розплавлених солей та їх
радiацiйну стабiльнiсть [2].

Радiацiйне опромiнення конденсованого середовища призводить до помiтної змiни рiв-
новажних термодинамiчних властивостей рiдинних систем. Як вiдомо, термодинамiчнi вла-
стивостi речовини визначаються її структурними властивостями. При радiацiйному ж опро-
мiненнi в рiдинах порушується термодинамiчна рiвновага i вiдбувається перебудова струк-
тури рiдини. Вiдновлення рiвноважної структури в рiдинах супроводжується рiзноманiт-
ними релаксацiйними процесами, головним чином, структурною релаксацiєю [3, 4]. Тепло-
фiзичнi властивостi рiдини значною мiрою залежать вiд характеру цих релаксацiйних про-
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цесiв. Проте питання детального аналiзу релаксацiйних процесiв та визначення їх внеску
у динамiчнi значення термодинамiчних параметрiв залишається дуже складним i потребує
подальшого вивчення.

У загальному випадку, структурнi характеристики конденсованих систем в стацiонарно-
му станi вичерпно описуються парною функцiєю розподiлу F2(~r1, ~r2), де ~r1 та ~r2 — радiус-ве-
ктори положень центрiв структурних одиниць (молекул, iонiв, вакансiй тощо). Знання цiєї
функцiї дає змогу описувати не лише структурнi властивостi конденсованого середовища
(число найближчих сусiдiв, середню вiдстань мiж молекулами, характерний радiус коре-
ляцiї та тощо), а й теплофiзичнi властивостi конденсованої системи, як рiвноважнi, так
i нерiвноважнi. Iснує багато методiв визначення парної функцiї розподiлу: експерименталь-
нi, теоретичнi та методи комп’ютерного моделювання. Переважна бiльшiсть цих методiв
дозволяє визначити цю функцiю в рiвноважному станi.

Пiд дiєю радiацiйного опромiнення конденсована система переходить до нерiвноважного
стану. Це, зокрема, пов’язано з тим, що радiацiйне опромiнення порушує розподiл Максвел-
ла молекул за швидкостями. Це, в свою чергу, призводить до зменшення ентропiї системи,
що вiдповiдає появi в системi iнформацiї. Зрештою, через певний промiжок часу в резуль-
татi процесiв структурної релаксацiї система приходить до стацiонарного стану. При цьому
в системi є внутрiшнє продукування ентропiї, яке дорiвнює зменшенню ентропiї в резуль-
татi процесiв опромiнення.

Постає питання, як змiнюється при цьому основна структурна характеристика конден-
сованого середовища — парна функцiя розподiлу, яка є функцiєю лише просторових коор-
динат, а не швидкостей. Строгий статистичний опис термодинамiчного стану рiдини можна
провести на основi рiвняння Лiувiлля. Однак, як вiдомо, рiвняння Лiувiлля є зворотним за
часом, i в такому виглядi його не можна застосувати до опису незворотних процесiв, що
вiдбуваються в рiдинах. М.М. Боголюбов розробив найбiльш систематичнi методи побу-
дови вiдповiдних кiнетичних рiвнянь на основi концепцiї частинних функцiй розподiлу [5].
Вводячи поняття s-частинкових функцiй розподiлу i використовуючи рiвняння Лiувiлля,
вiн отримав ланцюжок зв’язаних рiвнянь для цiєї функцiї.

Для теоретичного розв’язання нашої задачi застосуємо фундаментальний метод кiнетич-
них рiвнянь Боголюбова. З цiєю метою використаємо друге рiвняння ланцюжка Боголюбова
для нерiвноважної функцiї розподiлу F2(~r1, ~r2, ~p1, ~p2, t), яка залежить вiд просторових ко-
ординат ~r1, ~r2, iмпульсiв ~p1, ~p2 та часу t [5]:

∂F2

∂t
+
∂F2

∂~r1

~p1
m0

+
∂F2

∂~r2

~p2
m0

− ∂F2

∂~p1

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r1

− ∂F2

∂~p2

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r2

=

= ρ

∫ [
∂F3

∂~p1

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r1

+
∂F3

∂~p2

∂φ(|~r2 − ~r3|)
∂~r2

]
d~r3d~p3, (1)

де F3(~r1, ~r2, ~r3, ~p1, ~p2, ~p3, t) — нерiвноважна потрiйна функцiя розподiлу, що залежить вiд
просторових координат ~r1, ~r2, ~r3, iмпульсiв ~p1, ~p2, ~p3 та часу t; φ(|~ri − ~rj|) — потенцiал
взаємодiї структурних елементiв, якi знаходяться в точках ~ri, ~rj вiдповiдно; ρ = N/V —
чисельна густина рiдини; m0 — маса структурного елемента.

Очевидно, що в рiвноважному випадку рiвняння (1) повинно зводитись до вiдомого рiв-
няння для рiвноважної парної функцiї розподiлу F2(~r1, ~r2), за допомогою якої обчислюють-
ся рiвноважнi термодинамiчнi властивостi конденсованої системи. Справдi, в рiвноважному
випадку функцiю F2(~r1, ~r2, ~p1, ~p2, t) можна подати у виглядi добутку парної функцiї розпо-
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дiлу за координатами g2(~r1, ~r2) та парної функцiї розподiлу за iмпульсами f2(~p1, ~p2). При
цьому очевидно, що f2(~p1, ~p2) = f1(~p1)f1(~p2), де f1(~p) має вигляд функцiї розподiлу Макс-
велла за iмпульсами, диференцiальне рiвняння для якої має вигляд

df1
d~p

+
~p

m0kT
f1 = 0. (2)

Зауважимо, що умовою рiвноваги в даному випадку є не лише умова ∂F2/∂t = 0, але й
умова (2).

Для доведення цього використаємо рiвняння (1) у рiвноважному випадку, тобто коли
∂F2/∂t = 0, та два рiвняння ланцюжка Боголюбова–Борна–Грiна–Кiрквуда–Iвона (ББГКI)
для функцiй g2(~r1, ~r2):

∂g2(~r1, ~r2)

∂~r1
+

1

kT
g2(~r1, ~r2)

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r1

− ρ

kT

∫
d~r3g3(~r1, ~r2, ~r3)

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r3

= 0, (3)

∂g2(~r1, ~r2)

∂~r2
+

1

kT
g2(~r1, ~r2)

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r2

− ρ

kT

∫
d~r3g3(~r1, ~r2, ~r3)

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r3

= 0. (4)

Помножимо рiвняння (3) на
~p1
m0

f2(~p1, ~p2), а рiвняння (4) — на
~p2
m0

f2(~p1, ~p2) та додамо їх,

врахувавши, що f2(~p1, ~p2) =
∫
d~p3f3(~p1, ~p2, ~p3). В результатi одержуємо таке рiвняння:

f2(~p1, ~p2)

m0

(
~p1
∂g2(~r1, ~r2)

∂~r1
+ ~p2

∂g2(~r1, ~r2)

∂~r2

)
+

+
f2(~p1, ~p2)g2(~r1, ~r2)

m0kT

(
~p1
∂φ(|~r1 − ~r2|)

∂~r1
+ ~p2

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r2

)
−

− ρ(~p1 + ~p2)

m0kT

∫
d~r3d~p3f3(~p1, ~p2, ~p3)g3(~r1, ~r2, ~r3)

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r3

= 0. (5)

Очевидно, що рiвняння (5) з урахуванням факторизацiї рiвноважних функцiй f2(~p1, ~p2) та
f3(~p1, ~p2, ~p3), а також диференцiального рiвняння (2) збiгається з рiвнянням (1) у випадку
∂F2/∂t = 0 (рiвноважна система).

Розглянемо рiдинну систему, що знаходиться пiд дiєю радiацiйного опромiнювання вiд
джерела з постiйною потужнiстю. Очевидно, що в цьому випадку система стає нерiвнова-
жною, тобто розподiл Максвелла за iмпульсами змiнюється на iнший розподiл, який ви-
значається енергетичним спектром радiацiйного опромiнення. Зрозумiло, що в загальному
випадку для цього розподiлу спiввiдношення (2) не виконується. З часом, завдяки сталiй ве-
личинi флюенсу радiацiйного випромiнювання, система переходить до стацiонарного стану,
в якому похiдна ∂F2/∂t дорiвнює нулю. Зауважимо, що стацiонарний стан не є рiвноважним
станом, так що в цьому станi в системi iснує продукування ентропiї, зовнiшнє радiацiйне
опромiнення привносить до системи вiдповiдну вiд’ємну ентропiю, тому, звичайно, згiдно
з принципом Ле Шател’є–Брауна, в системi повиннi вiдбуватися структурнi змiни, якi за-
безпечують це продукування ентропiї. Цi структурнi змiни повиннi мати своє вiдображення
в термiнах парної функцiї розподiлу g2(~r1, ~r2).
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Легко зрозумiти, що у випадку стацiонарного стану рiвняння (1) перетворюється на суму
двох рiвнянь, кожне з яких є рiвнянням ланцюжка ББГКI у випадку нерiвноважного стану:

~p1
m0

f2(~p1, ~p2)
∂g2(~r1, ~r2)

∂~r1
− g2(~r1, ~r2)

∂f2(~p1, ~p2)

∂~p1

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r1

−

− ρ

∫
d~r3d~p3g3(~r1, ~r2, ~r3)

∂f3(~p1, ~p2, ~p3)

∂~p1

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r1

= 0, (6)

~p2
m0

f2(~p1, ~p2)
∂g2(~r1, ~r2)

∂~r2
− g2(~r1, ~r2)

∂f2(~p1, ~p2)

∂~p2

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r2

−

− ρ

∫
d~r3d~p3g3(~r1, ~r2, ~r3)

∂f3(~p1, ~p2, ~p3)

∂~p2

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r1

= 0. (7)

Iнтегруючи будь-яке з цих рiвнянь, наприклад (6), за ~p1 та ~p2 та враховуючи спiввiдно-
шення

∫
d~p3f3(~p1, ~p2, ~p3) = f2(~p1, ~p2), отримаємо модифiковане рiвняння ББГКI у випадку

нерiвноважного стацiонарного стану, яке можна записати, ввiвши ефективну температуру
стацiонарного стану Tref , у виглядi:

kTref
∂g2(~r1, ~r2)

∂~r1
+ g2(~r1, ~r2)

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r1

+ ρ

∫
d~r3g3(~r1, ~r2, ~r3)

∂φ(|~r1 − ~r3|)
∂~r1

= 0, (8)

де kTref визначається спiввiдношенням:

kTref = −

∫
d~p1d~p2

~p1
m
f2(~p1, ~p2)

∫
d~p1d~p2

∂f2(~p1, ~p2)

∂~p1

. (9)

Вираз (9) дозволяє визначити ефективну температуру системи в загальному випадку. Але
у випадку, коли джерела випромiнювання неперервно i рiвномiрно розподiленi в об’ємi сис-
теми, функцiї розподiлу f2(~p1, ~p2) та f3(~p1, ~p2, ~p3) стають парними функцiями своїх аргу-
ментiв. Тодi визначення ефективної температури за допомогою формули (9) призводить до
невизначеностi типу 0/0. Для обчислення температури в цьому випадку розглянемо таку
процедуру. Спочатку у виразi (9) обчислимо iнтеграл за ~p2, використовуючи можливiсть
факторизацiї функцiї розподiлу за iмпульсами f2(~p1, ~p2) = f1(~p1)f1(~p2):

kTref
∂f1(~p1)

∂~p1
= − ~p1

m0
f1(~p1), (10)

де f1(~p) — унарна функцiя розподiлу за iмпульсами. Беручи до уваги, що f1(~p) — парна
функцiя вiд ~p, тобто f1(~p) = ψ(p2), i, вiдповiдно, ∂f1(~p)/∂~p1 = 2~pψ′(p2), пiсля iнтегрування
за ~p1 отримаємо вираз, в якому не виникає згаданої вище невизначеностi:

kTref = − 1

2m

∫
d~p1ψ(p

2
1)∫

d~p1ψ′(p21)
= −

(
2m

∫
d~p1ψ

′(p21)

)−1

. (11)

Очевидно, що у випадку, коли ψ(p2) вiдповiдає розподiлу Максвелла за iмпульсами, kTref =
= kT .
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Таким чином, у стацiонарному станi структурнi характеристики системи, що знаходить-
ся пiд опромiнюванням вiд джерела з постiйною потужнiстю, описуються фундаментальни-
ми iнтегро-диференцiальними рiвняннями статистичної рiвноважної теорiї рiдин при ефек-
тивнiй температурi Tref , яка в загальному випадку визначається виразом (9), а у випадку
просторо-однорiдного радiацiйного опромiнення сталої потужностi — виразом (11).

Зауважимо, що змiна парної функцiї розподiлу пiд дiєю радiацiйного опромiнення обо-
в’язково призведе до змiни калоричного та термiчного рiвнянь стану. Зокрема, для кало-
ричного рiвняння стану можна записати такий вираз:

U(T, V,N) = (CV )idT +
ρ2

2

∫∫
d~r1d~r2g2(~r1, ~r2)φ(|~r1 − ~r2|), (12)

де U(T, V,N ) — внутрiшня енергiя системи; (CV )id — теплоємнiсть вiдповiдного iдеального
газу. Вираз для термiчного рiвняння стану набуває вигляду:

p(T, V,N) = ρkT − ρ2

6V

∫∫
d~r1d~r2g2(~r1, ~r2)(~r1 − ~r2)

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r1

, (13)

де p(T, V,N) — тиск системи. Крiм того, при цьому вiдбувається змiна хiмiчного потенцiалу
рiдини µ(T, V,N ) згiдно з виразом

µ(T, V,N) = µid +
ρ

V

1∫

0

dλ

∫∫
d~r1d~r2φ(|~r1 − ~r2|)g2(~r1, ~r2;λ), (14)

де µid — хiмiчний потенцiал вiдповiдного iдеального газу; λ — параметр вмикання взаємодiї,
змiна якого вiд 0 до 1 вiдповiдає збiльшенню частинок системи на одиницю.

Таким чином, можна зробити такий висновок: для визначення змiни структурних ха-
рактеристик конденсованої системи пiд дiєю радiацiйного опромiнення необхiдно мати де-
тальну iнформацiю (експериментальну або теоретичну) щодо змiни розподiлу Максвелла за
iмпульсами пiд дiєю радiацiйного опромiнення, щоб iдентифiкувати коефiцiєнти при невi-
домих функцiях розподiлу i, вiдповiдно, обчислити значення ефективної температури Tref .

Ми запропонували теоретичний метод отримання цiєї iнформацiї. З цiєю метою викорис-
тали перше рiвняння ланцюжка Боголюбова для унарної нерiвноважної функцiї розподiлу
F1(~r1, ~p1, t):

∂F1

∂t
+
∂F1

∂~r1
~v1 = ρ

∫ [
∂F2

∂~p1

∂φ(|~r1 − ~r2|)
∂~r1

]
d~r2d~p2. (15)

У рiвноважному випадку лiва i права частини цього рiвняння дорiвнюють нулю. Розглянемо
випадок нерiвноважної стацiонарної системи, коли радiацiйне опромiнення рiвномiрно роз-
подiлене за об’ємом системи. Тодi лiва частина також дорiвнює нулю, а права не дорiвнює
нулю. Це означає, що в цьому випадку в правiй частинi рiвняння Боголюбова (15) потрi-
бен доданок типу “джерело”, потужнiсть якого повинна бути пропорцiйна унарнiй функцiї
розподiлу

J =

∫
F1(~p− ~p′)A(p′) dp′, (16)

де A(~p1) — розподiл частинок радiацiйного опромiнення за iмпульсами (енергiями).
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Таким чином, система фундаментальних рiвнянь (1)–(16) є самоузгодженою системою
для визначення змiни структурних характеристик конденсованого середовища пiд дiєю ра-
дiацiйного опромiнення. Для її розв’язання потрiбно лише виразити потрiйну функцiю роз-
подiлу через вiдповiдну бiнарну функцiю. Ця вiдома процедура добре вiдпрацьована в теорiї
рiвноважних властивостей рiдин рiзної природи (простi рiдини, молекулярнi рiдини, елект-
ролiти, плазма, рiдкi кристали тощо).

Вiдомо, що опромiнення твердих тiл призводить до порушення структури кристалiчної
гратки (точковi дефекти та дислокацiйнi петлi, ближнє переупорядкування та iн.). Якщо
розглядати рiдинну систему в рамках квазiкристалiчної моделi рiдини, стає зрозумiлим, що
радiацiйне опромiнення призводить до порушення ближнього порядку рiдини, який опи-
сується парною функцiєю розподiлу [6]. Запропонована нами теорiя дозволяє описати цей
ефект з фундаментальної точки зору.

Отже, можна зробити такi висновки.
1. У стацiонарному станi структурнi характеристики системи, що знаходиться пiд опро-

мiнюванням вiд джерела з постiйною потужнiстю, описуються фундаментальними iнте-
гро-диференцiальними рiвняннями статистичної рiвноважної теорiї рiдин при ефективнiй
температурi Tref .

2. Задача знаходження парної функцiї розподiлу в однокомпонентнiй рiдинi в стацiо-
нарному станi зводиться до розв’язання одного iнтегро-диференцiального рiвняння, яке
дає змогу описати змiну структурних характеристик рiдини у випадку, коли вiдома iн-
формацiя щодо змiни функцiї розподiлу Максвелла за швидкостями пiд дiєю радiацiйного
опромiнення.
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Д.А. Гаврюшенко

Влияние радиационного облучения на структуры конденсированных
систем

Проведено теоретическое исследование воздействия радиационного облучения на особеннос-
ти структурных характеристик различных систем на основе применения фундаменталь-
ных уравнений Боголюбова, записанных для стационарного состояния. Термодинамическое
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состояние вещества, находящегося в радиационном поле, рассматривалось как возмущение
равновесного. Так как неравновесное состояние характеризовалось возмущенным распреде-
лением по импульсам, получена система интегро-дифференциальных уравнений для опре-
деления основной структурной характеристики жидкостных систем — парной функции
распределения.

D.A. Gavryushenko

Influence of irradiation on condensed matter structures

The effect of irradiation on peculiarities of the structural characteristics of various systems on
the basis of Bogolubov’s fundamental equations for stationary states is theoretically studied. The
thermodynamic state of an irradiated condensed matter is considered as a perturbation of the equi-
librium one. The nonequlibrium state is characterized by a pertubed distribution over momenta.
A system of integro-differential equations for the main structural characteristic of fluid systems,
namely the pair distribution function, is obtained.
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УДК 537.624

Е.В. Гомонай

Особенности формирования равновесной доменной
структуры в многослойных системах

(Представлено академиком НАН Украины В.М. Локтевым)

Процессы перемагничивания в многослойных пленках, состоящих из материалов с раз-
личными магнитными свойствами, связаны с образованием в них сложной доменной
структуры. Предлагается формализм для описания неоднородных магнитных состоя-
ний в таких системах. Показано, что возникающие на межслоевых границах доменные
стенки или вихри (обменные пружины) могут создавать дальнодействующие поля, ана-
логичные полям размагничивания, что, в свою очередь, должно приводить к формирова-
нию равновесной доменной структуры. В применении к двухслойным пленкам, состоя-
щим из ферро- и антиферромагнитного слоев, предложенная модель позволяет объяс-
нить такие экспериментально наблюдаемые особенности, как асимметрия петли пе-
ремагничивания и возникновение доменной структуры при наклонной ориентации вне-
шнего поля по отношению к легкой оси ферромагнетика.

Процессы формирования и перестройки доменной структуры под действием внешних полей
определяют функциональные свойства многих современных материалов. Механизмы воз-
никновения равновесной доменной структуры во всех ферроиках (ферромагнетиках, ферро-
электриках, ферроэластиках) практически одинаковы (см., например, недавний обзор [1])
и опираются а) на наличие границы и граничных условий, способствующих зарождению
неоднородного распределения параметра порядка вблизи поверхности образца, а также
б) на наличие дальнодействующих полей, которые “распространяют” неоднородность на
весь объем образца. С точки зрения термодинамики, разбиение ферроиков на домены опре-
деляется принципом Кюри [2], который постулирует симметричное соответствие между
причиной и следствием. Иными словами, в отсутствие внешнего поля доменная структу-
ра восстанавливает симметрию образца, локально нарушенную возникновением векторного
(ферромагнитного, электрического) параметра порядка; внешнее же поле вызывает такое
перераспределение доменов, которое восстанавливает соответствие усредненного по объему
параметра порядка симметрии поля.

Стандартная теория доменной структуры ферроиков, основанная на учете эффектов
размагничивания, деполяризации, раздеформирования, хорошо работает в исходно (т. е.
выше температуры Кюри) однородных образцах, симметрия которых определяется формой
и структурой кристаллической решетки.

Однако в последнее время особый интерес вызывают синтетические структуры, состоя-
щие из слоев с разными магнитными, электрическими, упругими свойствами. Использо-
вание таких систем опирается главным образом на особенности поведения интерфейсов —
тонких переходных областей между различными слоями. Упорядочение одного из слоев
может, за счет сильного межслоевого взаимодействия, приводить к возникновению в об-
ласти интерфейса спиральных структур с разным направлением закручивания (хираль-
ностью). Цель данной работы — обобщить теорию доменной структуры на такие системы.

© Е.В. Гомонай, 2013
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В частности, предметом исследования являются широко используемые двуслойные пленки
ферромагнетик (ФМ)/антиферромагнетик (АФМ), в которых наблюдается явление подмаг-
ничивания [3]: обменное взаимодействие между АФМ и ФМ слоями приводит к возникно-
вению на интерфейсе так называемых обменных спиралей [4, 5], закрепленных со стороны
АФМ слоя. Мы утверждаем, что создаваемые обменными спиралями дальнодействующие
поля могут служить причиной формирования и перестройки равновесной доменной струк-
туры в ФМ слое. Развитый в работе формализм может применяться не только к магнитным,
но и к другим ферросистемам, а также к естественным и синтетическим мультиферроикам.

“Магнитные токи” как альтернатива “магнитным зарядам”. Стандартная тео-
рия формирования доменов в ферромагнетиках (см., например, [6]) исходит из уравнений
магнитостатики для потенциального поля размагничивания Hd = −∇Φd, где Φd — ска-
лярный потенциал. В такой постановке задачи дивергенция ρV = divM намагниченности
M(r) внутри образца и/или скачок нормальной компоненты намагниченности на поверх-
ности/границе раздела ρS = (MS ,n) (где n — вектор нормали) рассматриваются как исто-
чники поля (“заряды”), потенциал которого удовлетворяет уравнению Пуассона −∆Φd = ρV
с граничными условиями n∇Φd = ρS на поверхности образца. Решение этой задачи хорошо
известно:

Φd(r) =
µ0
4π

[
−
∫

V

divM(r′)
|r− r′| dV

′ +
∫

S

(MS(r
′),n)

|r− r′| dS′
]
, (1)

где µ0 — магнитная проницаемость вакуума. В силу дальнодействующего, “кулоновского”
характера потенциала (1) поле магнитных “зарядов” создает положительный, пропорци-
ональный объему вклад в энергию образца, называемый энергией размагничивания или
энергией диполь-дипольного взаимодействия:

Fd =
1

2µ0

[∫

V

ρV (r)Φd(r) dV +

∫

S

ρS(rS)Φd(rS) dS

]
. (2)

В образцах, форма которых близка к эллиптической, основной вклад в энергию раз-
магничивания определяется усредненной по объему V образца намагниченностью 〈M〉,
и выражение (2) обычно записывают в виде

Fd =
µ0
2
V 〈M〉ℵ̂〈M〉, (3)

где введен тензор размагничивающих коэффициентов

ℵjk = −∇j∇k

∫

V

dV ′

|r− r′| . (4)

Аналогичным образом можно описать и энергию деполяризации в ферроэлектриках.
Подойдем теперь к решению той же задачи магнитостатики несколько иначе. Вместо

потенциального поля Hd будем работать с вихревым полем Bd = ∇ × Ad(r), однозначно
определяемым вектор-потенциалом Ad(r). Из уравнений магнитостатики и соотношения
B = µ0(H+M), с учетом кулоновской калибровки divAd(r) = 0, получаем для потенциала
Ad(r) уравнение Пуассона

∆Ad = −µ0jV (5)
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Рис. 1. Двуслойная структура, состоящая из ферромагнитного (ФМ) и антиферромагнитного (АФМ)
слоев a; разворот вектора намагниченности в переходном слое б

с граничными условиями

(n · ∇)Ad|поверхн = −µ0jS . (6)

В уравнениях (5), (6) роль источников поля играют “магнитные токи”

jV = µ0 rotM ≡ µ0∇×M, jS = −µ0n×MS . (7)

Равно как и заряды, “магнитные токи” создают в образце дальнодействующие поля с по-
тенциалом

Ad(r) =
µ0
4π

[∫

V

∇×M(r′)
|r− r′| dV ′ −

∫

S

n×MS(r
′)

|r− r′| dS′
]
. (8)

Соответствующий вклад в энергию размагничивания аналогичен выражению (2) и имеет
следующий вид:

Fd = − 1

2µ0

[∫

V

jV (r)Ad(r) dV +

∫

S

jS(r)Ad(r) dS

]
. (9)

Легко убедиться, что учет энергии размагничивания в форме (9) приводит к тем же резуль-
татам, что и стандартное выражение (2). Соответственно, альтернативная формулировка
задачи магнитостатики эффективна лишь в случае, когда граничные условия “навязывают”
системе образование магнитных вихрей (областей, с отличным от нуля rotM). Примером
подобных системы служат многослойные ФМ/АФМ пленки с эффектом подмагничивания.

Магнитные пленки с обменным подмагничиванием. Рассмотрим тонкую пленку,
состоящую из ФМ и АФМ слоев (см. рис. 1). В типичной (и практически важной ситуа-
ции) температура магнитного упорядочения АФМ материала превышает температуру Кю-
ри ФМ слоя. Будем предполагать, что в плоскости пленки АФМ слой упорядочен однородно
и характеризуется вектором антиферромагнетизма L в глубине слоя, а также ненулевым
вектором намагниченности MAФМ в приповерхностной области. Происхождение MAФМ мо-
жет быть связано как с нарушением трансляционной симметрии в направлении нормали
пленки (ось z), так и с несовершенством интерфейса (ступеньки, кристаллические дефекты
и пр.). Как правило, именно этот нескомпенсированный магнитный момент и обусловливает
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процессы подмагничивания ФМ слоя, хотя возможны и другие ситуации, рассмотрение ко-
торых выходит за рамки данной работы.

Ферромагнитный слой характеризуется локальным вектором намагниченности MФМ(r).
Магнитная анизотропия слоев такова, что направление АФМ вектора L (а, следовательно,
и MAФМ) фиксировано, а намагниченность ФМ слоя может поворачиваться под действием
внешнего поля. Наиболее важным свойством системы является наличие сильной обменной
связи (так называемого обменного подмагничивания, exchange bias) между магнитными
векторами ФМ и АФМ слоев, играющее роль своеобразной “пружины”, препятствующей
свободному вращению вектора MФМ(r) под действием внешних полей.

В случае, когда ориентация MФМ отлична от MАФМ, обменное межслоевое взаимо-
действие приводит, как показывают эксперименты (см., например, [7–9]), к формированию
частичной доменной стенки — “обменной пружины”, расположенной в окрестности границы
раздела (см. рис. 1, б ). Вызванный полем разворот MФМ сопровождается раскручивани-
ем/скручиванием пружины.

Покажем, что однородная в плоскости пленки обменная пружина может служить источ-
ником дополнительных размагничивающих полей (8). Для простоты предположим, что
1) |MФМ| = |MАФМ| = M0; 2) оба вектора лежат в плоскости пленки; 3) максимальный

угол разворота ФМ вектора θ0 ≡ ̂(MФМ,MАФМ) не превышает 180◦. В этом случае не-
трудно убедиться в том, что обменная пружина создает в переходном слое z ∈ [−d/2, d/2]
плотность “магнитного тока”

j(x, y) = µ0

d/2∫

−d/2

rotM dz = µ0[n× (MАФМ −MФМ)]. (10)

Если толщина переходного слоя существенно меньше толщины магнитных слоев, d≪ DФМ,
DАФМ, можно считать, что “магнитный ток” локализован в бесконечно тонком слое, jV =
= j(x, y)δ(z). Если плотность “тока” однородна в плоскости пленки, то ток, согласно фор-
муле (8), создает внутри ФМ слоя (с объемом VФМ) однородное поле с энергией

Fd =
VФМ

2µ0
j2. (11)

Энергия (11) “магнитного тока” (а, значит, и обменной пружины) положительна и пропор-
циональна объему ФМ слоя и в этом смысле аналогична энергии размагничивания.

Можно ли уменьшить вклад (11)? Да, если допустить, что в разных областях пленки
пружина закручивается в разные стороны, т. е. возникают области с разным направлением
MФМ — домены (напомним, что направление MАФМ фиксировано). В этом случае основной
вклад в энергию (11) дают средние по плоскости пленки токи:

Fd =
VФМ

2µ0
〈j〉2. (12)

Если 〈j〉 = 0, то вклад (11) в полную энергию образца минимален и разбиение на домены
выгодно.
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Рис. 2. Равновесные состояния ФМ слоя во внешнем поле Hex, направленном под углом ψ к легкой оси x:
а — ψ < π/2; б — ψ > π/2. Волнистой линией показано направление раскручивания “обменной пружины”

Заметим, что формулу (12) с учетом выражения (10) можно представить в виде, ана-
логичном (3):

Fd =
VФМµ0

2
〈n× (MАФМ −MФМ)〉ℵ̂〈n× (MАФМ −MФМ)〉, (13)

где ℵ̂ — тензор размагничивающих коэффициентов (4).
Возникает вопрос о соответствии полученного результатата двум хорошо известным

фактам: 1) формирование доменной структуры определяется теми поверхностями образ-
ца, на которых направление легкой оси ФМ перпендикулярно поверхности, т. е., в нашей
геометрии, боковыми гранями; 2) доменная граница Блоховского типа (вектор намагничен-
ности вращается в плоскости границы) не создает магнитостатических зарядов и потому
имеет меньшую энергию по сравнению с Неелевской (вектор намагниченности вращается
перпендикулярно плоскости границы).

Никакого противоречия с известными результатами не возникает, если учесть тот факт,
что выражение (11) учитывает только специфические, навязанные явлением подмагничи-
вания граничные условия на поверхности раздела ФМ/АФМ слоев и не учитывает дру-
гих поверхностей образца. Иными словами, состояние со средними нулевыми токами имеет
меньшую энергию по сравнению с состояниями с теми же граничными условиями на сво-
бодных поверхностях системы. То же касается и типа доменной границы — в нашей поста-
новке задачи “свободным параметром” является не тип доменной границы (он уже задан
системой), а направление вращения в ней вектора ФМ.

Конкретный пример. В качестве примера использования формализма “магнитных то-
ков” рассмотрим процесс перемагничивания ФМ/АФМ структуры при произвольной ориен-
тации внешнего поля Hвн по отношению к легкой оси и параллельному ей полю подмаг-
ничивания Hбайас‖MАФМ (см. рис. 2). Из общих соображений очевидно, что если угол

ψ = ̂(Hвн,Hбайас) отличен от нуля или π, равновесная намагниченность ФМ слоя с неи-
збежностью отклонится от легкой оси (ось x на рис. 2), возникнет обменная пружина и,
как следствие, j 6= 0. Будем предполагать, что в этом случае возможны два равновесных
состояния с намагниченностями M1 и M2. Соответствующие объемные доли доменов будем
обозначать ξ1 ≡ ξ и ξ2 ≡ 1 − ξ. Равновесное состояние ФМ слоя определяется из условий
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Рис. 3. Кривая перемагничивания ФМ/АФМ пленки, рассчитанная на основании выражения (14) при
Hанизотр = 40 Э, Hбайас = 10 Э, ψ = 20◦. На вставке показана зависимость от внешнего поля Hex доли
домена ξ: 1, 2 — однодоменные состояния; 3 — многодоменное состояние

минимума свободной энергии, объемную плотность которой (в единицах поля), с учетом
энергии размагничивания (12) представим в виде

F

VФМ
= −1

2
Hанизотр

2∑

j=1

ξj cos
2 θj −Hвн

2∑

j=1

ξj cos(θj − ψ) +

+
1

2
Hбайас

[(
2∑

j=1

ξj sin θj

)2

+

(
2∑

j=1

ξj(cos θj + 1)

)2]
. (14)

ЗдесьHанизотр — поле собственной магнитной анизотропии ФМ слоя, M0 — намагниченность
насыщения, θj, j = 1, 2, — угол, определяющий ориентацию вектора намагниченности Mj .
Положительное направление оси анизотропии x противоположно полю подмагничивания
Hбайас (отрицательное смещение).

На рис. 3 показана зависимость средней компоненты намагниченности Mx ФМ слоя
в зависимости от величины внешнего магнитного поля, рассчитанная путем минимизации
энергии (14) по переменных θ1, θ2 и ξ (ψ = 20◦). Как видно из рисунка, в области больших
положительных полей, где MФМ‖Hвн, реализуется однодоменное состояние 1, в котором
намагниченность M1 образует острый угол с легкой осью (см. рис. 2, a), “растяжение”
обменной пружины ненулевое, но малое. По мере уменьшения поля пружина плавно рас-
кручивается до тех пор, пока состояние 1 не потеряет устойчивость и не перейдет скачком
в однородное состояние 2, в котором угол между намагниченностью M2 и осью x тупой
(см. рис. 2, б )). В состоянии 2 пружина сильно растянута, поэтому при увеличении поля
(при Hвн > 0) система переходит в многодоменное состояние 3. При этом доля 1-го домена
монотонно увеличивается вплоть до перехода в монодоменное состояния (ξ = 1, см. вставку
на рис. 3) в поле Hвн = Hкр:

Hкр = 2Hбайас
(Hанизотр +Hбайас)

2 cosψ

(Hанизотр +Hбайас)2 cos2 ψ +H2
байас sin

2 ψ
. (15)

Таким образом, кривая перемагничивания имеет асимметричный вид, в соответствии
с экспериментальными наблюдениями (см., например, [10]).
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Пусть теперь Hвн‖Hбайас. Анализ выражения (14) показывает, что в области больших
положительных полей MФМ‖MАФМ и никакой обменной спирали не возникает. При умень-
шении величины поля такое состояние будет сохраняться вплоть до потери им устойчи-
вости в поле Hвн = Hкр1 ≡ Hбайас − Hанизотр. При Hвн < Hкр1 возникнет состояние
с MФМ ↑↓ MАФМ и, соответственно, обменная спираль. При увеличении поля это состояние
может также сохраняться без изменений вплоть до потери устойчивости при Hвн = Hкр2 ≡
≡ Hбайас +Hанизотр. Следовательно, в этом случае процессы перемагничивания происходят
скачком, без образования доменов.

Подчеркнем, что в обоих случаях петля перемагничивания смещена на величину
∝ Hбайас за счет явления обменного подмагничивания. Это обстоятельство учитывается
энергией (12), которой также соответствует последнее слагаемое в (14).

Таким образом, в работе развит феноменологический подход к описанию равновесной
доменной структуры в ферромагнитных пленках с закрепленной в магнитном отношении
поверхностью. В качестве источников дальнодействующих магнитостатических полей рас-
сматриваются навязываемые граничными условиями вихри в распределении намагничен-
ности — “магнитостатические токи” (вместо обычно рассматриваемых “магнитнитостатиче-
ских зарядов”, связанных с потоком намагниченности). Предложенный формализм, будучи
полностью эквивалентным стандартному, позволяет эффективно учитывать влияние при-
граничных “обменных пружин”, вихрей и подобных магнитных неоднородностей на магни-
тную структуру многослойных пленок с сильным межслоевым взаимодействием обменной
природы. В силу известной аналогии между задачами магнито-, электро- и эластостатики
этот формализм может быть легко обобщен и на другие системы, состоящие, например,
из комбинаций магнитных и ферроэлектрических слоев, ферроэлектриков и пьезоэлектри-
ков и т. п.
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О.В. Гомонай

Особливостi формування рiвноважної доменної структури
в багатошарових системах

Процеси перемагнiчування в багатошарових плiвках, що складаються з матерiалiв iз рiзни-
ми магнiтними властивостями, пов’язанi iз виникненням в них складної доменної струк-
тури. Пропонується формалiзм для опису неоднорiдних магнiтних станiв в таких сис-
темах. Показано, що доменнi стiнки або вихори (обмiннi пружини), що виникають на
мiжшарових границях, можуть створювати далекосяжнi поля. Цi поля аналогiчнi полям
розмагнiчування i повиннi, в свою чергу, призводити до формування рiвноважної домен-
ної структури. Запропонована модель застосована до двошарових плiвок, якi складаються
з феро- та антиферомагнiтних шарiв. На основi моделi дана iнтерпретацiя таких осо-
бливостей експерименту, як асиметрiя петлi перемагнiчування та виникнення доменної
структури при ненульовому нахилi вектора зовнiшнього магнiтного поля вiдносно легкої
осi феромагнетика.

O.V. Gomonay

Peculiarities of equilibrium domain structure formation in multilayered
systems

Magnetization processes in magnetic multilayers are related to the formation of complicated domain
structures. We propose a model for the description of inhomogeneous magnetic states in such films
with magnetically coupled layers. We show that the interfacial domain walls or vortices (exchange
springs) can produce long-range fields analogous to demagnetization stray fields and thus can induce
the formation of an equilibrium domain structure. The model enables us to interpret some peculi-
arities of the magnetization curves experimentally observed in ferro-antiferromagnetic bilayers with
the exchange bias, namely, the asymmetry of the curve and the formation of a domain structure
in the inclined (with respect to the ferromagnetic easy axis) external magnetic field.
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УДК 533.6.011.6.+523.682

Л.Ф. Черногор

Физические эффекты пролета Челябинского метеорита

(Представлено академиком НАН Украины А.А. Коноваленко)

Оценены основные эффекты, сопровождавшие падение Челябинского болида (Чебаркульс-
кого метеорита) 15 февраля 2013 г. Показано, что основное энерговыделение (около
0,2 Мт) имело место вблизи высоты 25 км, где скорость потерь массы достигала
20 кт/с, энергия оптического свечения — 375 ТДж. Вблизи эпицентра взрыва боли-
да давление во фронте ударной волны составляло единицы килопаскалей. Площадь зоны
частичных разрушений построек была близка к 6 тыс. км2. Взрыв болида привел к заме-
тному возмущению не только нижней, но и верхней атмосферы на удалениях не менее
1–2 тыс. км. Величина геомагнитного эффекта составила 0,5–1,0 нТл. Магнитуда зем-
летрясения, вызванного взрывом болида, не превышала 3.

Пролет Челябинского метеорита над населенными пунктами, сопровождавшийся яркой
вспышкой и грохотом, представлял собой самый опасный удар космического тела за по-
следнее столетие. Он нашел резонансный отклик у большого количества людей. Частично
пострадали постройки. В Челябинске взрывом было выбито около 20 тыс. м2 оконных сте-
кол. В Челябинской области пострадало от мелких ранений более 1,6 тыс. человек. Жертв,
к счастью, не было. Нанесенный ущерб превысил 30 млн долларов США. Ввиду уникаль-
ности события актуальной задачей является детальное и всестороннее изучение эффектов
падения на Землю каждого достаточно крупного космического тела, а также последствий
такого падения [1–3].

Болид вторгся в атмосферу Земли 15 февраля 2013 г. в 03 : 20 : 26 UT. Космическое
тело двигалось с востока на запад (азимут составлял ≈270◦) под углом к горизонту ≈20◦.
Начальная масса тела m0 ≈ 11 кт, начальная скорость v0 ≈ 18,5 км/с, а начальный диаметр
тела — d0 ≈ 18 м [4]. Найденные осколки болида свидетельствуют о том, что космическое
тело представляло собой хондрит типа LL5, в составе которого были металлическое железо,
оливин и сульфиты.

Взаимодействию болидов с атмосферой посвящен ряд работ (см., например, [6, 7]), где
изучены особенности движения и разрушения болидов в атмосфере, детально разработана
теория дробления метеоритов.

Цель настоящей работы — оценка основных физических эффектов, сопутствовавших
падению Челябинского болида.

Физические процессы, сопровождавшие падение метеорита. Падение достаточ-
но крупных метеоритов сопровождается целым комплексом первичных и вторичных физи-
ческих процессов (см., например, [5]).

Кинетическая энергия метеороида в процессе его полета расходуется на образование
головной отсоединенной ударной волны. За фронтом ударной волны происходит нагрев
воздуха в ударно-сжатом слое, возбуждение колебаний молекул, их диссоциация и иониза-
ция, т. е. образование плазмы. Определенная часть кинетической энергии частиц воздуха
за фронтом ударной волны передается телу за счет конвективного переноса. Электроны
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плазмы передают метеороиду часть энергии за счет теплопроводности. Нагретый воздух
излучает электромагнитные волны. Энергия излучения обеспечивает нагрев и испарение
вещества болида, прогрев, расширение и разлет паров вещества тела, нагрев и ионизацию
воздуха перед фронтом ударной волны. Разлет паров представляет собой абляционную
ударную волну. Не поглощенная часть излучения высвечивается преимущественно в опти-
ческом диапазоне.

Образовавшаяся при движении метеороида баллистическая волна расширяется в сторо-
ны от траектории тела, постепенно затухая. Баллистическая и абляционная волны, сложив-
шись, образуют ударную волну. Достигая поверхности Земли, ударная волна от метеороида
производит механические повреждения и разрушения. Световая вспышка вызывает нагрев,
ожоги и даже — при достаточной энергии — пожары.

Первичные процессы приводят к возникновению вторичных процессов во всех геообо-
лочках, часть которых кратко описана ниже.

Остатки метеороида, двигаясь с дозвуковой скоростью, выпадают на поверхность Земли.
Движение достаточно крупных (d > 10÷20 м) космических тел приводит к образованию

нагретого следа. После выделения энергии на заключительной стадии торможения продук-
ты взрыва всплывают вдоль следа. Образуется так называемый плюм (см., например, [2]).

Тепловые и ударно-волновые процессы при движении метеороида, а также плюма со-
провождаются магнитными и электрическими возмущениями.

Результаты расчетов. Движение метеороида в атмосфере Земли описывается извест-
ными уравнениями торможения, потери массы, изменения угла падения, высоты и свечения
тела (см., например, [5, 7]):

m
dv

dt
= −Cd

2
ρv2S +mg sinα, (1)

dm

dt
= −Ch

2Q
ρv3S, (2)

mv
dα

dt
= mg cosα− mv2

RE
cosα− CL

2
ρv2S, (3)

dz

dt
= −v sinα, (4)

I = −τ
2

d

dt
mv2, (5)

где mи v — масса и скорость тела; S — площадь сечения (мидель) болида; g — ускорение
свободного падения; α — угол между касательной к траектории и горизонтом; Cd и CL —
коэффициенты динамического сопротивления и подъемной силы; Ch — коэффициент тепло-
обмена, Q — удельная теплота сублимации; RE — радиус Земли; ρ — плотность атмосферы
на высоте z; τ — коэффициент светимости.

Данные уравнения решались численно с учетом дробления космического тела. Счита-
лось, что начальная форма тела близка к шарообразной. Полагалось, что коэффициенты
динамического сопротивления Cd, теплообмена Ch и светимости τ в процессе движения
тела оставались неизменными (Cd = 1, Ch = 0,02 и τ = 0,2). Удельная теплота сублима-
ции полагалась равной 1,5 МДж/кг. Принималась экспоненциальная модель атмосферы
с масштабом H = 7,5 км.
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Начальная кинетическая энергия космического тела оказалась близка к 1,88 · 1015 Дж.
Такая энергия выделяется при взрыве 0,44 Мт тринитротолуола. Энергия взрыва Челябин-
ского болида эквивалентна взрыву 35 бомб, сброшенных в 1945 г. на Хиросиму.

Основное выделение энергии падающего болида происходило в слое атмосферы толщи-
ной около 22 км. Характерное время энерговыделения составило 1,2 с. При этом характер-
ная мощность процесса равнялась 1,6 ПВт.

Рассмотрим кратко основные эффекты, сопровождавшие падение Челябинского болида.
В верхней части траектории каменный болид испытывал шелушение, на высотах 20–

35 км — дробление. Первоначально шароподобное тело болида постепенно превращалось
в блинообразное тело с монотонно увеличивающимся сечением (миделем).

Космическое тело разрушается при условии, что динамическое давление на него
сравнивается с прочностью вещества тела. Разные части болида имеют разную про-
чность, поэтому прочность каменного метеорита (хондрита) изменяется в широких пре-
делах: σ = 106 ÷ 107 Н/м2 [2]. Условие разрушения выполняется на высотах, где ρ ≈
≈ 5,8 · 10−3 ÷ 5,8 · 10−2 кг/м3. Им соответствуют диапазон высот 37–22 км. Принималось,
что дробление болида началось на высоте z0 ≈ 37 км, а закончилось на высоте ≈20 км.
После начала дробления осколки двигались как квазижидкость, приобретая поперечную
скоростью порядка 1–10 м/с.

Результаты расчета миделя S, скорости болида v и скорости потери его массы dm/dt
приведены в табл. 1, из которой видно, что основная потеря массы болида имела место на
высотах 23–27 км.

Рассмотрим оптическое излучение болида. Интегральная энергия излучения Er, опре-
деленная при помощи сенсоров, установленных на геостационарных ИСЗ США, оказалась
близкой к 3,75 · 1014 Дж [4]. При эффективной длительности импульса излучения, равного
1,2 с, имеем пиковую мощность излучения 313 ТВт.

Оценим далее плотность потока энергии оптического излучения. Считая, что излучение
истекает от огненного шара, площадь поверхности которого близка к 8·104 м2, получим, что
плотность потока равна 3,9·109 Вт/м2. Плотность потока мощности вблизи эпицентра с уче-
том поглощения в атмосфере близка к 9 · 103 Вт/м2. Она более чем на порядок превышала
плотность потока света от Солнца (около 500 Вт/м2). Если бы область взрыва имела свой-
ства абсолютного черного тела, то его температура при указанных значениях плотности
потока равнялась бы 1,5 · 104 К. При этом максимум излучения приходился на длину вол-
ны около 1,9 · 10−7 м. В действительности, излучение нагретого тела скорее объемное, чем
поверхностное. В любом случае его температура была несколько меньше 104 К.

Зная величину Er, можно оценить потенциальную пожароопасность болида. Оказалось,
что вблизи эпицентра плотность потока энергии от вспышки болида близка к 1,8·104 Дж/м2.
Возгорание сухого вещества возникает при плотности потока (2÷ 10) · 106 Дж/м2. Так что
пожары при взрыве Челябинского болида жителям не грозили.

Оценим параметры ударной волны. Будем считать, что основное взрывоподобное энер-
говыделение имело место вблизи высоты 25 км (см. табл. 1). Считая взрыв цилиндрическим,
вычисление радиуса ударной волны дало значение, равное 0,43 км. Для ударной волны ци-
линдрического типа в экспоненциальной атмосфере избыточное давление под эпицентром
взрыва близко к 2,4 кПа. Зависимость избыточного давления ∆p(R) приведена в табл. 2
(R0 — расстояние от эпицентра вдоль поверхности Земли). Видно, что вплоть до расстояний
в 100 км ударная волна остается достаточно сильной, чтобы вызывать частичные разру-
шения. Оценки ∆ps(R) для сферической на достаточно больших расстояниях волны также
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Таблица 1. Высотная зависимость плотности атмосферы, основных кинематических и энергетических параметров болида (Ek и P — кинетическая
энергия и мощность торможения болида)

z, км 18 19 20 21 22 23 24 25 27 30 32 35 37

ρ, кг/м3 10−1 8,6·10−2 7,3·10−2 6,5·10−2 5,3·10−2 4,9·10−2 4,1·10−2 3,4·10−2 2,4·10−2 1,6·10−2 1,3·10−2 8·10−3 5,8·10−3

S, м2 7,5·104 6,3·104 5,2·104 4,36·104 3,6·104 3·104 2,4·104 2·104 1,25·104 5,8·103 3,1·103 922 254
v, км/с 0,07 0,45 1,7 4,6 8,3 11,6 14,3 15,9 17,6 18,4 18,5 18,5 18,5
m, кт 3,50 3,50 3,54 3,76 4,41 5,50 6,94 8,16 9,87 10,9 11,0 11,0 11,0

−
dm

dt
, кт/с 1,7·10−5 3,3·10−3 0,1 1,84 7,82 15,3 19,2 18,2 10,9 3,85 1,7 0,3 0,06

Ek, ТДж 8,6·10−3 0,35 5,1 40 152 370 710 1030 1530 1845 1880 1880 1880
P , ПВт 1,32·10−6 2,47·10−4 9,49·10−3 1,58·10−1 8,57·10−1 2,18 3,29 3,68 2,53 9,38·10−1 4,19·10−1 7,59·10−2 1,47·10−2
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приведены в табл. 2. При избыточном давлении в 1 кПа площадь частичных повреждений
близка к 6 тыс. км.

Распространение ударной волны вверх привело к возмущению верхней атмосферы. Ре-
зультаты расчета высотной зависимости ∆p(z) приведены в табл. 3, из которой видно, что
по мере увеличения высоты избыточное давление во фронте ударной волны достаточно
быстро уменьшается. Относительное избыточное давление на высотах более 50 км увели-
чивается. Реально величина избыточного давления будет несколько меньше, так как при
расчетах не учитывалась диссипация энергии волны.

Энергия ударной волны распространяется также в горизонтальном направлении. Так,
при сферической расходимости на высоте 300 км и расстоянии 1000 км относительное
избыточное давление порядка 1. Энергия волны, однако, может каналироваться в природ-
ных атмосферных волноводах. При этом на расстоянии в 1000 км от гипоцентра взрыва
указанный параметр может быть заметно больше.

Рассмотрим акустический эффект пролета и взрыва болида. Движение болида в атмо-
сфере приводит к генерации волн плотности в широком диапазоне частот: от акустических
частот ∼1 кГц до частот порядка 10−3–3 · 10−3 Гц, соответствующих внутренним гравита-
ционным волнам. До взрыва болида в энергию акустических и внутренних гравитацион-
ных волн преобразуется около 1 и 5% кинетической энергии болида (см., например, [3, 9]),
т. е. около 1,9 · 1013 и 9,4 · 1013 Дж соответственно. При взрыве болида в энергию удар-
ной волны переходит около 30% кинетической энергии болида [2], т. е. около 5,6 · 1014 Дж.
На достаточно больших удалениях от места взрыва энергия ударной волны преобразуется
в энергию акустико-гравитационных волн.

Период акустических волн с наибольшей амплитудой связан с энергией источника [3].
Оказалось, что он близок к 21 с. Эта оценка справедлива для приземных взрывов. При
взрыве на высоте в 25 км период волн приблизительно равен 63 с. Примерно такие периоды
(около 55 с) действительно наблюдались на инфразвуковой станции в Казахстане [10]. Даль-
ше других (вплоть до глобальных) расстояний распространяются волны с максимальным
периодом около 4,5 мин [3]. В их энергию переходит ≈10% энергии взрыва.

Кратко опишем ионосферные эффекты. Ударная волна приводит к движущемуся фрон-
ту повышенной концентрации электронов. Относительное возмущение последней примерно

Таблица 2. Зависимость давления в ударной волне от расстояния (Sd = πR2
0 — площадь повреждений и

разрушений)

R, км 25 30 40 50 60 70 80 90 100

R0, км 0 16,6 31,2 43,3 54,5 65,4 76 86,5 96,8
∆p, кПа 2,4 2 1,9 1,7 1,5 1,4 1,3 1,26 1,2
∆ps, кПа 2,4 1,8 1,3 1 0,9 0,75 0,66 0,59 0,53
Sd, км2 0 855 3, 1 · 103 5, 9 · 103 9, 3 · 103 1, 6 · 104 1, 8 · 104 2, 3 · 104 2, 9 · 104

Таблица 3. Высотная зависимость давления в ударной волне, значение приведенной высоты H и давления
в невозмущенной атмосфере

z, км 30 40 50 60 70 80 90 100 150 200 300

2H , км 15 15 15 15 15 15 15 21,7 43,5 87 90
∆p, кПа 720 220 18 6,7 2,7 1,1 0,5 0,2 1, 2·10−2 2, 7·10−4 5, 5·10−4

p0, кПа 1, 8·103 480 130 33,5 8,8 2,3 0,6 0,16 1, 6·10−2 1, 6·10−3 1, 6·10−4

∆p/p0 0,40 0,46 0,14 0,20 0,31 0,48 0,83 1,25 7,5 16,9 34,4
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равно относительному возмущению давления. Движение ударной волны является источ-
ником перемещающихся ионосферных возмущений в диапазоне акустико-гравитационных
волн (см., например, [3, 1]).

Нестационарный плазменный след, взаимодействуя с геомагнитным полем болида, яв-
ляется источником магнитогидродинамических волн, которые могут распространяться в ио-
носфере и магнитосфере. В результате взаимодействия этих волн с высокоэнергичными
электронами радиационного пояса Земли могут возникнуть высыпания электронов в атмо-
сферу [3, 12].

Геомагнитный эффект болидов изучен недостаточно. Механизмы генерации геомагнит-
ных возмущений, перечисленные в работе [13], не могут считаться эффективными. Наиболее
существенным механизмом является модуляция токовой струи в динамообласти ионосфе-
ры, которая находится в основном на высотах 100–150 км [3]. Модуляция происходит за
счет движения газа в поле акустико-гравитационной волны от взрыва (см., например, [11]).
Оценки показывают, что для периода акустической волны, равного 60 с, относительно-
го изменения концентрации электронов, равной 1, плотности ионосферного тока, равно-
го 10−7 ÷ 2 · 10−7 А/м2, амплитуда геомагнитных пульсаций близка к 0,5−1,0 нТл.

Оценим далее величину сейсмического эффекта. При площади воздействия ударной вол-
ны в 1000 км2 имеем значение энергии ударной волны у поверхности Земли, равное 1013 Дж.
В энергию сейсмических волн переходит около 10−5–10−4 энергии ударной волны от при-
земного взрыва [3]. При этом энергия сейсмических волн составляет 108–109 Дж. Такому
значению энергии соответствует магнитуда землетрясения, близкая к 2,1–2,8. Землетрясе-
ние с такой магнитудой практически не ощущаются человеком. Добавим, что сейсмические
измерения дали магнитуду, равную 3,2 [14, 15].

Таким образом, Челябинский болид вызвал комплекс явлений в атмосфере и магнито-
сфере, т. е. в системе Земля–атмосфера–ионосфера–магнитосфера (ЗАИМ) в целом [12]. Их
детальное описание требует, однако, отдельного рассмотрения.

В заключение оценим частоту падения метеороидов, подобных Челябинскому. Часто-
та падения космических тел зависит от его энергии (массы и скорости). При этом число
падающих тел в течение 1 года дается известным эмпирическим соотношением (см., на-
пример, [3, 8]). Расчеты по этому соотношению позволяют утверждать, что тела, подобные
Челябинскому метеороиду, падают на Землю примерно каждые 65 лет.

Обсуждение результатов. Пролет и взрыв Челябинского болида вызвал целый комп-
лекс физических процессов на поверхности планеты, в атмосфере и геокосмосе. Оцененная
высота основного энерговыделения примерно равнялась 25 км. Ее значение зависит от то-
чности задания входных параметров. Варьирование этих параметров приводит к изменению
высоты взрыва не более чем на несколько километров.

Размер (около 18 м) и начальная энергия (около 0,44 Мт) космического тела была до-
статочно велика, чтобы тело отнести скорее к малым астероидам, чем к большим боли-
дам (суперболидам). Можно условно принять, что диаметр малого астероида составляет
10–100 м, а болидов — 0,1–10 м.

Эффекты Челябинского болида (малого астероида) существенно отличались от эффек-
тов, вызванных взрывом Тунгусского тела. Основных причин две. Первая из них — на-
чальная энергия (масса) Тунгусского тела была на два порядка больше, чем Челябинско-
го. Вторая причина заключается в том, что высота взрыва Тунгусского тела была близка
к 6–8 км. Поэтому зона разрушений и пожаров при падении Тунгусского тела составляла
около 2000 и 500 км2 соответственно (см., например, [2, 3]).
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Достаточно большая высота взрыва (около 25 км) Челябинского метеороида (мало-
го астероида) привела лишь к незначительным разрушениям элементов жилых построек.
Этим же объясняется и относительная легкость ранений жителей пострадавшего ре-
гиона.

Магнитный эффект Тунгусского тела составил около 50–70 нТл [2], что объясняется
движением плюма. При этом, по расчетам, возмущение магнитного поля близко к 60 нТл.
Для Челябинского метеороида магнитный эффект на два порядка меньше.

Важно, что возмущения, вызванные взрывом Челябинского тела, распространялись как
по вертикали на сотни километров вверх, так и по горизонтали на расстояния в тысячи
километров. Регистрируемые возмущения возникли не только в атмосфере, но и в ионо-
сфере, а также геомагнитном поле. Результаты наблюдений эффектов в этих средах еще
предстоит осмыслить. Уже сейчас можно утверждать, что сама природа предоставила
редкую возможность изучения целого комплекса явлений на поверхности Земли, в атмо-
сфере и геокосмосе астрономам, физикам, геофизикам, сейсмологам и другим специа-
листам.
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Л.Ф. Чорногор

Фiзичнi ефекти прольоту Челябiнського метеорита

Оцiнено основнi ефекти, що супроводжували падiння Челябiнського болiда (Чебаркульського
метеорита) 15 лютого 2013 р. Показано, що основне енерговидiлення (близько 0,2 Мт) мало
мiсце близько висоти 25 км, де швидкiсть втрати маси досягала 20 кт/с, енергiя оптич-
ного свiчення — 375 ТДж. Близько епiцентру вибуху болiда тиск у фронтi ударної хвилi
становив одиницi кiлопаскалей. Площа зони часткових руйнувань будiвель була близька до
6 тис. км2. Вибух болiда призвiв до помiтного збурення не лише нижньої, а й верхньої
атмосфери на вiддаленнях не менше 1–2 тис. км. Розмiр геомагнiтного ефекту становив
0,5–1,0 нТл. Магнiтуда землетрусу, викликаного вибухом болiда, не перевищувала 3.

L. F. Chernogor

Physical effects of the Chelyabinsk meteorite passage

The main effects associated with the (February 15, 2013) Chelyabinsk bolide (Chebarkul meteorite)
have been estimated. The major energy release (approximately 0.2 Megaton) occurred near the
25-km altitude, where the rate of mass loss attained 20 kiloton s−1, and the optical emission energy
was 375 TJ. The pressure at the shock wave front near the bolide explosion epicenter attained a
few kPa. The surface area of partial destructions was equal to approximately 6,000 km2. The bolide
explosion gave rise to appreciable disturbances not only in the lower atmosphere, but also in the
upper one at a distances up to 1,000–2,000 km. The effects in the geomagnetic field reached 0.5–1.0
nT. The earthquake caused by the bolide explosion had a Richter magnitude of at most 3.
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Об уравнениях состояния порошковой системы
на заключительной стадии жидкофазного спекания

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины О.Н. Григорьевым)

Приведены уравнения состояния беспористой порошковой смеси на заключительной ста-
дии ее жидкофазного спекания. Соответствующая жидкотвердая среда рассматривает-
ся как двухпараметрическая термодинамическая система. Свободная энергия системы
зависит от среднего размера зерен твердой фазы и ее смежности, объемной концент-
рации жидкой фазы, плотности фаз и избытка свободной энергии на межзеренных и на
межфазных поверхностях раздела. Принимается во внимание зависимость двугранного
угла от содержания жидкости и рост зерен в процессе спекания. Термодинамическое
давление зависит более чем от десяти параметров. Главным механизмом течения сре-
ды предполагается скольжение по границам зерен твердой фазы.

Под заключительной стадией жидкофазного спекания композитных материалов на основе
тугоплавких карбидов и металлов здесь подразумевается стадия изотермического спекания
после полного исчезновения пористости. При выборе уравнений состояния такой твердо-
жидкой среды исходим из экспериментальных результатов исследования ползучести твер-
дых сплавов WC–Co [1]. В [1] установлено, что основным механизмом деформирования
в процессе высокотемпературной ползучести этих композитов является скольжение по гра-
ницам зерен твердой фазы. При этом с уменьшением объемного содержания связки зави-
симость скорости ползучести от напряжения приближается к линейной. В связи с этим
в качестве макроскопических уравнений состояния рассматриваемой композитной твердо-
жидкой среды выбираем соотношения

σij = −pδij + λekkδij + 2µeij , p = ρ2
∂F

∂ρ
. (1)

Здесь σij — напряжения Коши; eij — скорость деформаций; λ и µ — коэффициенты вяз-
кости; p — термодинамическое давление; ρ — плотность и F (ρ, T ) — свободная энергия
единицы массы среды [2]. Плотность данной двухфазной системы определяется равенством

ρ = ρlVl + ρs(1− Vl), (2)
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где Vl — объемное содержание жидкости; ρl и ρs — плотности жидкой и твердой фаз, со-
ответственно. Удельная свободная энергия F (ρ, T ) в данном случае связана с избытком
свободных энергий на межзеренных границах твердой фазы и на межфазных границах
твердое–жидкое. Обозначив через Ass и Asl площади этих поверхностей раздела в единице
массы среды, имеем

F = γssAss + γslAsl. (3)

В (3) γss и γsl — избыток свободной энергии, приходящейся на единицу площади соот-
ветствующих границ. Удельные площади межзеренных и межфазных поверхностей опре-
деляются через микроструктурные параметры данной среды следующими равенствами:

Ass =
2

ρds
(1− Vl)C, Asl =

4

ρds
(1− Vl)(1− C), (4)

где ds — средний размер зерен твердой фазы и C — ее коэффициент смежности (относитель-
ная доля площади контактных границ зерен в общей площади их границ). Соотношения (4)
выводятся на основании анализа стереометрических измерений и могут быть получены, на-
пример, из приведенных в работе [3] результатов для твердых сплавов WC−Co. Выражение
для свободной энергии (3) преобразуется с использованием (4) к виду

F = 4
γsl
ds

1− Vl
ρ

(γC + 1), γ = cos(0,5Φ)− 1, cos(0,5Φ) =
γss
2γsl

. (5)

В (5) Φ — двугранный угол.
Коэффициент смежности зерен твердой фазы с кубической кристаллической решеткой

зависит от ее объемного содержания Vs и двугранного угла [4]

C = V 2
s (0,43 sin Φ + 0,35 sin2 Φ), Vs = 1− Vl. (6)

С увеличением содержания жидкости двугранный угол убывает до нуля, когда контакт
между зернами твердой фазы исчезает и, следовательно, коэффициент смежности стано-
вится равным нулю. Воспользуемся для зависимости Φ(Vl) простейшей линейной аппрокси-
мацией

Φ = Φ0
Ṽl − Vl

Ṽl − Vl0
. (7)

Здесь Ṽl — предельное значение объемного содержания жидкой фазы, при котором двугран-
ный угол равен нулю, а Φ0 — двугранный угол при некотором фиксированном значении Vl0
концентрации жидкости.

В процессе изотермического спекания происходит укрупнение зерен твердой фазы. Так,
например, для тяжелого сплава на основе вольфрама имеет место линейная связь между
средним размером зерна в третьей степени и временем [4]

d3s = d3s0 +KtV
−2/3
l , (8)

где K — зависящий от температуры параметр процесса укрупнения зерен. В этом случае
свободная энергия F = F (ρ, T, t).
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При дифференцировании выражения (5) по плотности ρ должны быть учтены соотно-
шения (6)–(8) и (2). В итоге после некоторых преобразований приходим к следующему
выражению для термодинамического давления:

p = p1 + p2 + p3, p1 = α

[
1 + γC

(
1 + 2

ρ

ρl

)]
,

p2 = αbVs
ρ

ρl
[−0,5C sin(0,5Φ) + γV 2

s (0,43 cos(Φ) + 0,35 sin(2Φ))],

p3 = −2

9
α

kt

V
5/3
L + ktVl

ρ

ρl
Vs(1 + γC).

(9)

В (9) введены такие обозначения:

α =
4γslρl
ds

, k =
K

d3s0
, b =

Φ0

Ṽl − Vl0
, (10)

а плотности здесь отнесены к ∆ρ = ρs−ρl, т. е. к разности плотностей твердой и жидкой фаз.
Таким образом, термодинамическое давление зависит от микроструктурных парамет-

ров Vl, ds, C и Φ, энергетических характеристик γss и γsl, плотностей фаз и параметров,
которые входят в соотношения (7) и (8). Существенной также является его зависимость от
времени, которая обусловлена укрупнением микроструктуры при фиксированных значе-
ниях температуры и плотности среды.

Для определения значений параметров в равенствах (10) в случае спекания тяжелых
сплавов W−Ni−Fe рассмотрим сплав с 88% (мас.) вольфрама. Принимаем плотности фаз
ρs = 18,9 г/см3 и ρl = 8,4 г/см3, начальный средний размер зерен твердой фазы ds = 15 мкм,
параметры в соотношении (7) Φ0 = 40◦, Vl0 = 0,3, Ṽl = 0,7 и k = 1. Результаты вычисле-
ний по формулам (9) и (5) в интервале изменения объемного содержания жидкой фазы Vl
от 0,25 до 0,7 состоят в следующем. Термодинамическое давление монотонно возрастает,
а свободная энергия монотонно убывает с увеличением Vl. При этом их минимальные и мак-
симальные значения уменьшаются с течением времени.

Коэффициенты вязкости данной твердожидкой среды λ и µ зависят от вязкости твер-
дой и жидкой фаз. Исходя из аналогии между уравнениями состояния упругой и вязкой
композитных сред, приходим к такому выражению:

µ = 3µs
(1− Vl)

2

3− Vl
, λ = µ

2ν

1− 2ν
. (11)

В данных равенствах µs — коэффициент сдвиговой вязкости твердой фазы и ν — вязкий
аналог коэффициента Пуассона. Первая формула (11) соответствует модулю сдвига упругой
композитной среды при условии малости модуля сдвига одной из фаз [5]. Таким образом,
вязкостью жидкой фазы мы пренебрегаем.

В итоге все входящие в уравнения состояния (1) величины определены.
Данные уравнения состояния совместно с соответствующими дифференциальными урав-

нениями механики сплошной среды могут быть использованы для исследования эволюции
микроструктуры и внешней формы крупногабаритного порошкового изделия на изотерми-
ческой стадии его жидкофазного спекания.
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В.Т. Головчан

Про рiвняння стану порошкової ситеми на заключнiй стадiї
рiдкофазного спiкання

Наведено рiвняння стану безпористої порошкової сумiшi на заключнiй стадiї її рiдкофазного
спiкання. Вiдповiдне рiдкотверде середовище розглядається як двопараметрична термоди-
намiчна система. Вiльна енергiя системи залежить вiд середнього розмiру зерен твердої
фази та її сумiжностi, об’ємної концентрацiї рiдкої фази, густини фаз i надлишку вiльної
енергiї та мiжзеренних i мiжфазних поверхнях роздiлу. Береться до уваги залежнiсть дво-
гранного кута вiд вмiсту рiдини та рiст зерен у процесi спiкання. Термодинамiчний тиск
залежить бiльше нiж вiд десяти параметрiв. Головним механiзмом деформацiї порошкової
системи вважається ковзання по границях зерен твердої фази.

V.T. Golovchan

On the constitutive equations of a free-pore powder compact during the
final stage of liquid phase sintering

To study the evolution of the microstructure and the shape distortion of a powder compact during
the isothermal stage of liquid phase sintering, the constitutive equations have been developed. The
liquid/solid medium is considered as a two-parameter thermodynamic system. The free energy of
the system depends on the mean grain size of the solid skeleton and its contiguity, liquid volume
fraction, phase densities, and excess free energies of liquid/solid and solid/solid interfaces. The
dependence of the dihedral angle on the liquid content and the growth of grains during the liquid
phase sintering are considered. The thermodynamic pressure depends on more than ten parameters.
The grain boundary sliding is assumed as the main mechanism of the medium flow.
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Експериментальне дослiдження динамiчного
деформування структурованого геофiзичного
середовища

Проведено експериментальне дослiдження процесiв деформування структурованого мо-
дельного середовища, утвореного елементами у виглядi куль однакового дiаметра, пiд
дiєю iмпульсного навантаження. Вiдзначається, що дiаграми деформування такого се-
редовища залежать вiд розмiрiв елементiв структури та вiд характеру їх взаємодiї.
Збiльшення розмiру структурних елементiв призводить до значного пiдвищення зна-
чень залишкових деформацiй, а змiна характеру взаємодiї шляхом додавання в середо-
вище флюїду змiнює опуклiсть дiаграми в фазi навантаження. Також було дослiджено
особливостi деформування структурованого середовища при багаторазовому наванта-
женнi. Встановлено, що збiльшення кратностi навантаження призводить до посту-
пового ущiльнення середовища i пiсля 4–5 навантажень дiаграма деформування зали-
шається незмiнною.

Механiзми деформування структурованих природних середовищ, зокрема сипучих, за свої-
ми особливостями значно вiдрiзняться вiд процесiв деформування однорiдних матерiалiв.
Про це свiдчать експерименти з використанням оптичних методiв [1–6], методу нейтронної
дифракцiї [7] та методiв iз застосуванням замiрювань силових характеристик в окремих
елементах структури [8–10]. Структурованi середовища такого типу мають значно бiльше
внутрiшнiх степенiв вiльностi, мiж якими вiдбувається неперервний процес перерозподiлу
енергiї i це впливає на характер їх деформування. Такий перерозподiл енергiї залежить
вiд структурної будови, форми структурних елементiв, характеру їх взаємодiї, наявностi
флюїдiв та вiд швидкостi деформування тощо.

У даному повiдомленнi експериментально дослiджується вплив розмiрiв елементiв
структури та характеру їх взаємодiї на макрохарактеристики модельного структурованого
середовища, зокрема на дiаграму деформування, при його iмпульсному навантаженнi.

Експериментальнi дослiдження деформування структурованих середовищ проводили на
установцi, яку iлюструє рис. 1. У товстостiнному цилiндрi, закрiпленому на металевiй плитi,
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Рис. 1. Схематичне зображення установки для дослiдження деформування структурованого середовища:
1 — цилiндр; 2 — плита; 3 — масив куль; 4 — поршень; 5 — ударник

знаходиться масив металевих кульок однакового розмiру з розташованим на ньому порш-
нем. Металевий ударник, падаючи з певної висоти, ударяється об поршень i таким чином
здiйснює iмпульсне навантаження поршня, який, в свою чергу, передає навантаження на
структуроване середовище, що знаходиться в цилiндрi.

Поршень складається з двох частин, мiж якими встановлено датчик сили. Змiщення
поршня реєструється за допомогою датчика — трубки з прорiзом, з одного боку якої вста-
новлений фотоелемент, а з iншого — джерело свiтла. На поршнi закрiплена шторка зi спе-
цiальним профiлем, що частково перекриває свiтловий потiк, який випромiнює джерело.
Фотоелемент формує вiдповiдну електричну напругу, яка надалi реєструється числовим
осцилографом.

Для згладжування iмпульсу навантаження використовували гумову прокладку, розта-
шовану на верхнiй поверхнi поршня, удар по якiй наносився ударником. Необхiднiсть її
використання зумовлена тим, що за реальних умов створити iдеально плоский ударний
фронт надзвичайно складно, оскiльки незначна нерiвнiсть на поверхнi ударника чи поршня
або незначне вiдхилення ударника вiд вертикалi призводить до того, що на осцилограмах
з’являються високочастотнi паразитичнi осциляцiї та, крiм того, використання прокладки
призводить до згладжування iмпульсiв. Це також дає змогу отримувати подiбнi iмпульси
при однакових ударах.

За описаною вище методикою було проведено три серiї дослiджень деформування струк-
турованих середовищ. У першiй — середовище складалося з металевих кульок дiаметром
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3 мм, у другiй — це саме середовище було насичене флюїдом (мастилом), у третiй — дослiд-
жувалось деформування кульок дiаметром 5 мм. Кiлькiсть структурних елементiв обирали
з умови рiвних об’ємiв. Найбiльш характернi часовi залежностi початкового навантаження,
деформацiї середовища та вiдповiднi дiаграми деформування демонструє рис. 2. Як видно,
дiаграми деформування масивiв з рiзними структурними елементами мають iстотнi вiд-
мiнностi. Збiльшення розмiру структурних елементiв призводить до значного пiдвищення
значень залишкових деформацiй майже в 1,8 раза.

Наявнiсть у середовищi флюїду змiнює характер його деформування. В цьому ви-
падку значно зменшується коефiцiєнт тертя мiж структурними елементами середовища,
що призводить до збiльшення швидкостi його деформування, а отже, до швидкої пере-
упаковки структурних елементiв i, як наслiдок, — до рiзкого зростання жорсткостi сере-
довища. В результатi взаємодiї поршня з таким середовищем останнiй набуває значного
прискорення в зворотному напрямi. Присутнiсть у середовищi флюїду також впливає на
форму дiаграми деформування: без флюїду стиснення середовища вiдбувається по опук-
лiй кривiй вгору (див. а на рис. 2), при наявностi флюїду — опуклiсть обернена униз
(див. б ).

Слiд вiдзначити, що в окремих випадках характер деформування залежить вiд почат-
кової упаковки масиву. Так, iмовiрне початкове розташування ланцюжкiв куль в одну лi-
нiю, перпендикулярну площинi навантаження, спричинює збiльшення жорсткостi удару.
Поршень пiсля взаємодiї з середовищем рухається в зворотному напрямi. Деформацiї при
навантаженнi такого середовища значно знижуються.

Також було проведено експерименти з деформування гранульованого середовища при
багаторазовому iмпульсному навантаженнi. Згiдно з отриманими результатами, при збiль-
шеннi кiлькостi послiдовних навантажень спостерiгається поступове ущiльнення середови-
ща, що призводить до збiльшення жорсткостi удару. В результатi спостерiгається зростання
амплiтуди початкового iмпульсу i зменшення його тривалостi. Дiаграми деформування, що
побудованi для середовищ iз кульок двох рiзних дiаметрiв й при багаторазовому наван-
таженнi, демонструє рис. 3. З рисунка видно, що зi збiльшенням кратностi навантаження
масиви кульок поступово ущiльнюються, що призводить до зниження їх залишкових де-
формацiй. Незалежно вiд розмiрiв структурних елементiв повне ущiльнення настає при 4–5
навантаженнях. Пiсля повного ущiльнення масиву спостерiгається значний рух поршня
в зворотному напрямi.

Таким чином, нами проведено ряд експериментiв з деформування структурованого мо-
дельного середовища, утвореного елементами у виглядi куль однакового дiаметра. Розгля-
нуто два випадки розмiрiв структурних елементiв: d = 3 мм й d = 5 мм. Отриманi в експери-
ментах дiаграми деформування масивiв iз рiзними структурними елементами мають iстотнi
вiдмiнностi. Збiльшення розмiру структурних елементiв призводить до значного пiдвищен-
ня значень залишкових деформацiй. Проведено також динамiчне деформування структу-
рованого середовища з дiаметром елементiв 3 мм з додаванням невеликої кiлькостi флюїду.
Показано, що присутнiсть у середовищi флюїду також впливає на форму дiаграми дефор-
мування, змiнюючи випуклiсть дiаграми в фазi навантаження.

Експериментально було дослiджено характер деформування структурованого середови-
ща при багаторазовому навантаженнi. Доведено, що збiльшення кратностi навантаження
призводить до поступового ущiльнення середовища. Незалежно вiд розмiрiв структурних
елементiв повне ущiльнення настає при 4–5 навантаженнях, пiсля чого дiаграма деформу-
вання не змiнюється.
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Рис. 2. Хвильовi процеси при iмпульсному навантаженнi середовища та вiдповiднi дiаграми деформування
масиву.
Масив iз кульок : а — d = 3 мм; б — d = 3 мм з доданням флюїду; в — d = 5 мм
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Рис. 3. Дiаграми деформування середовища з кульок дiаметром 5 (а) i 3 мм (б ) при багаторазовому наван-
таженнi; n — кратнiсть навантаження
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Член-корреспондент НАН Украины В.А. Даниленко, С.В. Микуляк,
В.А. Поляковский

Экспериментальное исследование динамического деформирования
структурированной геофизической среды

Проведено экспериментальное исследование процессов деформирования структурированной
модельной среды, образованной элементами в виде шаров одинакового диаметра, под дейст-
вием импульсной нагрузки. Показано, что диаграммы деформирования такой среды зависят
от размеров элементов структуры и от характера их взаимодействия. Увеличение разме-
ра структурных элементов приводит к значительному повышению значений остаточных
деформаций, а изменение характера взаимодействия путем добавления в среду флюида ме-
няет выпуклость диаграммы в фазе нагрузки. Также были исследованы особенности дефор-
мирования структурированной среды при многократном нагружении. Установлено, что
увеличение кратности нагрузки приводит к постепенному уплотнению среды и после 4–5
нагрузок диаграмма деформирования остается неизменной.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.A. Danylenko, S.V. Mykulyak,
V.O. Polyakovskiy

Experimental study of dynamic deformations of a structured
geophysical medium

Experimental studies of the deformation of a structured model medium formed by elements in the
form of balls of the same diameter under the impulse loading are performed. It is found that the
stress-strain diagram of such medium depends on the size of structure elements and the nature
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of their interaction. Increasing the size of structural elements leads to a significant growth of the
residual strain, and changing the character of interaction by adding a fluid in the medium results
in a change of the diagram convexity in the phase of loading. The deformation characteristics of a
structured medium under repeated loading are investigated. It is found that increasing the multipli-
city of a load leads to a gradual consolidation of the environment. But the chart of deformations
does not change after 4–5 loadings.
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Умови формування прожилково-вкрапленої
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Встановлено умови формування прожилково-вкрапленої мiнералiзацiї y базальтах лу-
чичiвської товщi трапової формацiї у зонi зчленування Волинського палеозойського пiд-
няття та Волино-Подiльської моноклiналi Захiдної Волинi. Оптимальними параметра-
ми процесiв мiнералогенезу слiд вважати температурний iнтервал 325–235 ◦С (за пер-
винними включеннями в анальцимi й кальцитi) та перевагу азоту (до 100% (об.)) над
дiоксидом вуглецю у газовiй складовiй, що вiдповiдає середньотемпературним гiдротер-
мальним процесам (мезотермальнi процеси 200–300 ◦С), подiбно до парагенезiв мiденос-
них трапiв Декану (Iндiя).

Флюїднi включення в мiнералах трапової формацiї нижнього венду Захiдної Волинi вже
достатньо вивчено [1]. Водночас прожилково-вкраплену мiнералiзацiю у вiдкладах лучи-
чiвської товщi зони зчленування Волинського палеозойського пiдняття i Волино-Подiль-
ської моноклiналi (Ратно–Камiнь–Каширська площа) та включення флюїдiв у складових її
мiнералах ще не дослiджували. Важливiсть дослiджень цього безпосереднього показника
процесiв флюїдопереносу речовини i продукту залiковування мiгрувальних трiщин [2] не-
заперечна, оскiльки сприятиме встановленню фiзико-хiмiчної природи, просторово-часової
послiдовностi прояву та мiнливостi параметричних характеристик флюїдiв, а отже, вiдтво-
ренню флюїдного режиму мiнералогенезу породно-рудних комплексiв [3].

Лучичiвська товща (толеїтовi базальти) разом iз зорянською (туфи, туфiти) та яку-
шiвською (базальти з прошарками туфiв, туфоконгломератiв) товщами складають вулка-
ногенну ратнiвську свiту волинської серiї нижнього венду [4], яку вiднесено до трапової
формацiї платформових ефузивних, пiрокластичних та iнтрузивних фацiй, похiдних вiд
слабкодиференцiйованої базальтової магми [5].

Об’єктом наших дослiджень слугували розрiзи лучичiвської товщi (V1lč) у мiсцях мак-
симальної i середньої потужностi: максимальна становить 51–52 м (св. 8262), середня —
29–30 м (св. 8273). Розрiз максимальної потужностi представлений лавовим утворенням
загальною потужнiстю 51 м (iнтервал глибини 226–277 м), на поверхнi якого вiдсутнi ознаки
ерозiйного зрiзу.

У свердловинi 8262 вiд поверхнi лавового утворення — потоку (глибина 226 м) i до гли-
бини 234 м (8 м вiд поверхнi) залягають лавобрекчiї потужнiстю 8 м. Аналогiчнi лавобрекчiї
встановленi у пiдошвi потоку на глибинi 276,5–277 м (в iнтервалi 50,5–51,0 м вiд поверхнi
лави). Вони характеризуються (зр. 8262/32) брекчiєподiбним виглядом, червонувато-бу-
рим кольором. Центральна частина цього утворення представлена в основному афiровими
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Рис. 1. Прожилок анальциму завтовшки 2–3 мм у базальтi лучичiвської товщi максимальної потужностi
в зонi зчленування Волинського палеозойського пiдняття i Волино-Подiльської моноклiналi. Зр. 8262/5,
гл. 238,0 м. Нат. величина

базальтами з незначною кiлькiстю мигдалекам’яних базальтiв. Ознак мiдного зруденiння
в лавобрекчiях не встановлено. Мiдне зруденiння приурочене до приповерхневої частини
потоку.

У свердловинi 8273 в покрiвлi лавового утворення на глибинi 238,0–240,5 м спостерi-
гаються лавокластичнi брекчiї, як i в припiдошовнiй частинi — на глибинi 267,0–268,3 м.
Центральна частина характеризується перешаруванням афiрових i мигдалекам’яних ба-
зальтiв рiзного складу та наповнення. Значних концентрацiй мiдi не виявлено.

Основними породоутворювальними мiнералами є плагiоклаз i пiроксен; руднi мiнера-
ли представленi магнетитом, iльменiтом, гематитом; майже завжди присутнє вулканiчне
скло i гелеподiбнi продукти кристалiзацiї базальтової магми (палагонiти) рiзного ступе-
ня розкристалiзацiї. Дуже рiдко зустрiчається олiвiн, з акцесорних мiнералiв трапляється
апатит.

Прожилково-вкраплена мiнералiзацiя в базальтах представлена анальцимом i стильбi-
том, хлоритами, палагонiтами, кальцитом, кварцом, халцедоном, агатом. Крiм того, ви-
явлено ще такi цеолiти, як натролiт, анальцим, томсонiт, ломонтит, гейландит, птилолiт,
морденiт [6], фожазит, сколецит [7], вайракiт [8].

Прожилки мають рiзну ширину (вiд часток мiлiметра до 1 см) i склад (кварц, кальцит,
цеолiти) (рис. 1). Зустрiчаються гнiздоподiбнi утворення, що представленi анальцимом, хал-
цедоном, кальцитом. Мигдалини здебiльшого виповненi цеолiтами овальної, округлої, ви-
довженої форми. Розмiр мигдалин вiд 1 мм до 2–3 см, iнодi навiть до 5 см. Об’єм у породi
вiд перших вiдсоткiв до 30–40%. Оранжево-червоний анальцим досить часто утворює обля-
мiвку навколо мигдалин, якi виповненi безколiрним анальцимом. Контакт мiж ними рiзкий.
У базальтах Довгого Поля В.П. Шашкiна (1958) також виявила двi вiдмiни анальциму [6].
Досить часто мигдалини майже iдеально круглої форми виповненi чорною хлоритоподiб-
ною речовиною (палагонiт?).

За даними рентгенофазового аналiзу, мiнералогiчної зональностi в базальтах лучичiвсь-
кої товщi вiд пiдошви до покрiвлi потоку не встановлено, оскiльки на глибинi 265,00 м (зр.
8262/22) виявлено анальцим, на глибинi 248,00 м (зр. 8273/21) — стильбiт, на глибинi 240,5 м
(зр. 8273/17) — анальцим iз незначним вмiстом кварцу, на глибинi 238,00 м (зр. 8262/5) —
анальцим з домiшкою польових шпатiв.
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Рис. 2. Флюїднi включення в мiнералах прожилково-вкраплених утворень у вiдкладах лучичiвської товщi:
а — первинне газово-рiдке включення типу L + G (L — водний розчин; G — газова фаза), вакуоль якого
має фрагменти негативного кристалу, в зонi росту анальциму. Температура розгерметизацiї 340 ◦С (у рiдку
фазу). Зр. 8273/17, гл. 240,5 м;
б — первинне газово-рiдке плоске включення типу L+G (L — водний розчин; G — газова фаза) форми сплю-
щеного негативного кристалу в зонi росту кальциту iз лавобрекчiї (каменоломня Рафалiвка). Температура
гомогенiзацiї 205 ◦С (у рiдку фазу). Зр. R1

Включення мiнералоутворювальних флюїдiв — релiкти флюїдного середовища криста-
лiзацiї мiнералiв та їхнiх парагенезiв вивчали методами мiнералофлюїдологiї [9]. До них
вiднесемо мiкроскопiчнi спостереження, термометричнi вимiрювання i мас-спектрометрич-
нi хiмiчнi визначення складу летких компонентiв та вiдносних газонасиченостi ∆P i водо-
насиченостi CH2O.

Придатнi для термометричних дослiджень флюїднi включення iдентифiковано в аналь-
цимi й кальцитi прожилково-вкраплених утворень.

Флюїднi включення в анальцимi переважно розташованi ланцюжками або групами
в площинах залiкованих трiщин. Окремi включення без видимого зв’язку з трiщинами i за
вiдсутностi iнших орiєнтирiв умовно вважаємо первинними. За фазовим складом — це дво-
фазовi газово-рiдкi i рiдинногазовi включення невитриманого наповнення, розмiри яких
коливаються вiд приблизно 0,001 до 0,1 мм. Форма включень здебiльшого неправильна,
з рваними, кутуватими краями, або видовжена чи овальна. Вакуолi найбiльш раннiх умов-
но первинних включень мають фрагменти негативних кристалiв (рис. 2, а). Характерною
особливiстю деяких включень є те, що межа включення “мiнерал-господар” ледве помiт-
на, що може свiдчити про близький за значенням показник заломлення водно-сольового
розчину флюїдних включень та анальциму. Повсюдно наявнi явища розшнуровування i пе-
ренаповнення включень, прояв яких цiнний тим, що дає змогу схарактеризувати стадiй-
нiсть мiнералоутворення. За даними термометричного аналiзу, гомогенiзацiя газово-рiдких
включень у рiдку фазу вiдбувається при температурi 290–325 ◦С для первинних i умовно
первинних та вiд 175–185 до 220–230 ◦С — для вторинних включень. Поряд з газово-рiд-
кими включеннями присутнi рiдинногазовi. Вмiст газової фази досягає 80% об’єму вакуо-
лi. Їхня форма здебiльшого неправильна або видовжена. Одне з таких видовжених вклю-
чень — початково рiдинногазове (поряд сингенетичнi газово-рiдкi) перенаповнене бiльш
пiзнiми розчинами. Температура гомогенiзацiї цього включення становить 240 ◦С у рiдку
фазу.
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У кальцитi з лавобрекчiй (каменоломня Рафалiвка) в зонах росту кристалiв знайдено
первиннi включення форми сплющених негативних кристалiв (див. б на рис. 2), темпе-
ратура гомогенiзацiї яких становить 205 ◦С (у рiдку фазу). Вториннi газово-рiдкi i рiдкi
включення знаходяться у площинах залiкованих трiщин, частiше за спайнiстю. Газово-рiдкi
включення видовженої, неправильної форми, а рiдкi — чiтко окресленi чотирикутники. Мi-
нiмальна температура гомогенiзацiї вторинних включень становить 50–65 ◦С, максималь-
на — 235 ◦С i проходить у рiдку фазу.

Склад летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор порiд ви-
значається спiввiдношенням азоту i дiоксиду вуглецю (табл. 1, рис. 3). У бiльшостi проб
значно переважає азот. Його вмiст, коливаючись вiд 63,2 до 92,9% за об’ємом, в окремих
зразках досягає 100% для лучичiвської товщi максимальної потужностi та становить вiд 76,6
до 88,2% за об’ємом для базальтiв лучичiвської товщi середньої потужностi. Вмiст СО2 ко-
ливається вiд 7,1 до 36,8% за об’ємом для лучичiвської товщi максимальної потужностi.
На глибинах 243,0 й 273,0 м, а також в цеолiтi з глибини 265,0 м СО2 не встановлено.
Для базальтiв лучичiвської товщi середньої потужностi концентрацiя СО2 варiює вiд 11,8
до 23,4% за об’ємом.

У всiх зразках базальтiв азот знайдено у порожнинах разом з H2O й СО2. Наявнiсть пор
з леткими компонентами вiдiграє важливу роль у всiх кiнетичних явищах [10]. У науковiй
публiкацiї [11] вказується на пiдвищений вмiст N2 у складi летких компонентiв у ромбiчному
i моноклiнному пiроксенi, а також плагiоклазi з андезито-базальтiв о. Iтуруп, у плагiоклазi

Таблиця 1. Склад летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор у породах за розрiзом
свердловин 8262 i 8273 лучичiвської товщi трапової формацiї в зонi зчленування Волинського палеозойського
пiдняття та Волино-Подiльської моноклiналi Захiдної Волинi, за даними мас-спектрометричного хiмiчного
аналiзу, аналiтик Б. Е. Сахно (мас-спектрометр МСХ-3А)

Номер
зразка

Свiта, товща
Мiнерал,
вмiсна
порода

Глибина
вiдбору,

м

Компонен-
ти, об’ємна
частка, %∗

Вiдносна
газонаси-
ченiсть,
∆P , Па∗∗

Водонаси-
ченiсть

CH2O, % за
об’ємом∗∗∗

СО2 N2

8262/8а Лучичiвська товща, Базальт 241,00 7,1 92,9 0,1 83,3
максимальна потужнiсть

8262/10 Там само Те саме 243,00 — 100,0 0,07 96,3
8262/17 “ “ 249,00 36,8 63,2 0,07 92,0
8262/22 “ Анальцим 265,00 — 100,0 0,49 90,7
8262/22 “ Базальт 265,00 33,2 66,8 0,04 69,2
8262/28 “ Палагонiт∗ 273,00 — 100,0 0,00 +∗∗∗∗

8262/28 “ Базальт 273,00 13,8 82,6 0,07 86,5
8273/17 Лучичiвська товща, Те саме 240,5 11,8 88,2 0,04 40,3

середня потужнiсть
8273/21 Там само “ 248,0 23,4 76,6 0,04 80,0

∗Пробу мiнералу (породи) наважкою 200 мг фракцiї +1–2 подрiбнювали шляхом роздавлювання в спецiаль-
но сконструйованiй ступцi, перед аналiзом напускну систему мас-спектрометра вакуумували до величин
порядку 1 · 10−3 Па (наважка зр. 8262/28 — 50 мг); ∗∗вiдносна газонасиченiсть ∆P , Па — прирiст тиску
в напускнiй системi мас-спектрометра (вiдносно залишкового тиску порядку 1 · 10−3 Па у нiй), який ство-
рюється у результатi вивiльнення летких компонентiв (без урахування пари води, яку сорбували на P2O5,
помiщеному в напускну систему) iз включень та закритих пор при подрiбненнi проби i може бути порiв-
няльною величиною для однакових наважок; ∗∗∗вiдносна водонасиченiсть CH2O, % за об’ємом — вiдсотковий
вмiст пари води, яку сорбували на P2O5, помiщеному в напускну систему, в загальному об’ємi вивiльнених
летких компонентiв; ∗∗∗∗+ — у пробi 8262/28 присутня пара води.
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Рис. 3. Змiна складу летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах прожилкiв (цеолiтах, палагонi-
тах) i закритих пор вмiсних порiд (базальтiв) за розрiзом свердловини 8262, М-б 1 : 200 (лучичiвська товща,
максимальна потужнiсть), за даними мас-спектрометричного хiмiчного аналiзу (див. табл. 1)
Умовнi позначення: 1 — лавокластичнi брекчiї; 2 — афiровi базальти; 3 — мигдалекам’янi базальти (а —
мигдалини великих розмiрiв, б — мигдалини дрiбнi); 4 — порфiровi базальти; 5 — видiлення мiдi (а —
краплеподiбної форми, б — ниткоподiбної форми); 6 — забарвлення базальтiв
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з андезиту вулкану Шевелуч. Вмiст азоту (до 100% за об’ємом) у цеолiтах можна поясни-
ти особливостями структури, яку можна представити у виглядi порожнин молекулярних
розмiрiв: великих з дiаметром 1,14 нм i вiкнами дiаметром 0,42 нм i невеликi з розмiрами
0,66 й 0,25 нм вiдповiдно. В первинну пористу структуру цеолiтiв проникають i запов-
нюють порожнини, тобто адсорбуються, молекули лише тих речовин, якi за розмiрами, що
визначаються “критичним дiаметром” молекул, можуть проходити через вiкна всередину
цеолiтiв [12], у нашому випадку азот.

Таким чином, за даними вивчення мiнерального складу i флюїдних включень в анальци-
мi i кальцитi прожилково-вкраплених утворень у вiдкладах лучичiвської товщi зони зчлену-
вання Волинського палеозойського пiдняття та Волино-Подiльської моноклiналi, генетичнi
особливостi накладених процесiв мiнералогенезу є такими.

Присутнiсть в одних i тих самих зонах дослiджених мiнералiв (анальцим, стильбiт, каль-
цит) або в залiкованих трiщинах включень з рiзним спiввiдношенням фаз є однiєю з ознак
гетерогенностi флюїдного середовища кристалiзацiї мiнералiв, тому припускаємо, що во-
но перебувало в станi двофазової рiвноваги, зумовленої гетерогенiзацiєю (?) мiнералоутво-
рювального флюїду з вiддiленням газової фази (стан розчину, що закипає), i включення
мають, ймовiрнo, гетерогенне походження. Цьому сприяли й незначнi глибини залягання
породних комплексiв. Наявнiсть родин включень невитриманого наповнення i прояв явищ
розшнурування i перенаповнення включень також вказує на нерiвноважнiсть середовища
мiнералоутворення.

Оптимальними параметрами формування парагенезiв з анальцимом i кальцитом слiд
вважати температурний iнтервал 325–235 ◦С (за первинними включеннями) з перевагою
азоту в газовiй складовiй, що вiдповiдає середньотемпературним гiдротермальним проце-
сам (мезотермальнi процеси 200–300 ◦С) з переходом до низькотемпературних процесiв.
Оскiльки в дослiджених лавобрекчiях концентрацiй мiдi не було виявлено, то про пара-
генез кальциту i мiдi не можна говорити, а визначенi температури гомогенiзацiї можуть
вказувати на стадiйнiсть мiнералоутворення, а не рудоутворення.

Для порiвняння вiдзначимо, що температури утворення мiнералiв у парагенезах мiде-
носних трапiв Декану (Iндiя) становили [13]: для хлориту нижче 300 ◦С; пренiту, натролiту,
ломонтиту 200–100 ◦С; гейландиту, стильбiту, апофiлiту — 110–90 ◦С; мезолiту, сколециту
90–60 ◦С; томсонiту, шабазиту ще нижче.

Отже, включення флюїдiв у прожилково-вкрапленiй мiнералiзацiї фiксують наявнiсть
необхiдних умов для перенесення i кристалiзацiї речовини з формуванням рудних тiл на
постмагматичному етапi мiнералогенезу лавових потокiв лучичiвської товщi. Для даної
геологiчної ситуацiї вони завершують еволюцiйний ряд комплексу флюїдних включень
у мiнералах породно-рудних комплексiв трапової формацiї нижнього венду Захiдної Во-
линi, аналiз яких [1] дає змогу прослiдкувати еволюцiю флюїдiв, зокрема рудної речо-
вини, що вiддiлилася вiд силiкатного розплаву, подiбно до даних працi [14] про вiддiле-
ння рудоутворювальних халькофiльних розчинiв вiд силiкатного магматичного розплаву
при закономiрному падiннi температури, зафiксоване переходом вiд раннiх високотемпе-
ратурних включень розплавiв до пiзнiх, висококонцентрованих водно-сольових включень
у трiщинах охолодження, тобто у сферi функцiонування глибинного високотемпературного
флюїду [3].
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И.М. Наумко, Ю.И. Федоришин, Н.В. Нестерович, Л.Ф. Телепко,
Б.Э. Сахно

Условия формирования прожилково-вкрапленной минерализации
в отложениях лучичивской толщи трапповой формации зоны
сочленения Волынского палеозойского поднятия
и Волыно-Подольской моноклинали Западной Волыни

Установлены условия формирования прожилково-вкрапленной минерализации в базальтах
лучичивской толщи трапповой формации в зоне сочленения Волынского палеозойского под-
нятия и Волыно-Подольской моноклинали Западной Волыни. Оптимальными параметрами
процессов минералогенеза следует считать температурный интервал 325–235 ◦С (по пер-
вичным включениям в анальциме и кальците) и преобладание азота (до 100% (об.)) над
диоксидом углерода в газовой составляющей, что соответствует среднетемпературным
гидротермальным процессам (мезотермальные процессы 200–300 ◦С), подобно парагенези-
сам меденосных траппов Декана (Индия).
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I.M. Naumko, Yu. I. Fedoryshyn, N.V. Nesterovych, L. F. Telepko,
B. E. Sakhno

Formation conditions of veinlet-impregnated mineralization in deposits
of the Luchychi stratum of a trap rock association in the junction zone
of the Volyn Paleozoic uplift and the Volyn-Podillya monocline of the
West Volyn area

Formation conditions of the veinlet-impregnated mineralization in basalts of the Luchychi stratum of
a trap formation in the junction zone of the Volyn Paleozoic uplift and the Volyn-Podillya monocline
of the West Volyn area have been determined. The temperature interval 325–235 ◦С (based on
primary inclusions in analcime and calcite) and the predominance of nitrogen (to 100 vol. per
cent) over carbon dioxide in the gas constituent should be considered as optimum parameters of
the minerogenesis, which corresponds to average-temperature hydrothermal processes (mesothermal
processes at 200–300 ◦С) just like the parageneses of copper-bearing traps of Deссan (India).
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Член-корреспондент НАН Украины В.И. Осадчий, Л. А. Ковальчук

Стохастическое оценивание местного климата на основе

вековых наблюдений за температурой воздуха
и атмосферными осадками

Посредством трехпараметрического распределения Гаусса (Gµ,σ,ε) воссоздана вековая ди-
намика статистических распределений температуры воздуха и атмосферных осадков
на основе наблюдений в Киеве. Осуществлены линейные прогнозы µ, σ, ε, что позволило
рассчитать плотности вероятностей и вероятности категорий температуры и осад-
ков на 2010–2016 гг., 2017–2023 гг. Вековое 5%-е потепление сопровождается также
высокими вероятностями отрицательных аномалий температуры. Статистические
параметры атмосферных осадков подчинены межгодовой вариабельности и вековой ста-
бильности. Климатический процесс един и не делим: выборочным спектрам темпера-
туры и осадков характерна изменчивость не только по амплитуде, но и по фазе.

Состояние проблемы. С климатическим потеплением связывают увеличение частоты как
стихийных, так и экстремальных метеорологических явлений в Украине [1]. Климатичес-
ким изменениям приписывают нарушения сезонных ритмов, хотя не установлены причи-
ны ранних или поздних сезонов, или, другими словами, фазовых смещений температуры
относительно нормы. К тому же нет обоснования устойчивости положительных трендов
температуры, т. е. не изучена предсказуемость климата. В результате воздействия на кли-
матическую систему природных и антропогенных факторов предвидится к 2100 г. повыше-
ние глобальной температуры на 2–4 ◦С относительно ее значения в начале промышленной
революции [2].

В связи с гипотезой о глобальном потеплении, нами дана объективная оценка будущего
состояния регионального климата как основа для принятия стратегических решений.

Материал и методика. В основу исследования положены ежедневные значения тем-
пературы воздуха и атмосферных осадков в Киеве, полученные Гидрометеорологической
службой Украины по результатам стандартных наблюдений, которые были очищены от де-
терминированной составляющей — годового хода. Из ежедневных значений температуры
воздуха или атмосферных осадков вычитались среднемноголетние значения температуры
или осадков соответствующего дня, т. е. значения медианы. По температуре воздуха исполь-
зованы ежедневные аномалии с 1900 по 2010 гг.; по атмосферным осадкам, учитывая их
нерегулярность, использованы месячные суммы аномалий осадков с 1881 по 2010 гг.

Будущее состояния климата оценено не традиционно, а посредством прогнозирования
характеристик климата: средних значений температуры и осадков, при помощи парамет-
ров статистических распределений температуры и осадков. Идентифицированные по ожи-
даемым параметрам законы (статистических распределений температуры и осадков) были
соответственно сопоставлены с современными законами и с законами вековой давности,
что позволило оценить существенность возможных изменений климата в рамках интерва-
ла предсказуемости. Законы идентифицировались трехпараметрической (µ, σ, ε) моделью
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Рис. 1. Выборочная спектральная плотность (RmdT — амплитудно-частотная характеристика) аномалий
температуры воздуха в Киеве: 1 — 1929–1935 гг.; 2 — 2003–2009 гг.

Гаусса [3] (generalized Gaussian distribution). Кроме того, были вычислены предшествовав-
шие и ожидаемые вероятности аномалий температуры воздуха и осадков по семи диапазо-
нам, а именно: экстремально ниже нормы, значительно ниже нормы, ниже нормы, норма,
выше нормы, значительно выше нормы, экстремально выше нормы.

Целостность климатического процесса исследовалась с привлечением гармонического
анализа [3, 4].

На первом этапе к расчетам привлекались средне пятидневные аномалии температуры
воздуха, подвергнутые скользящему гармоническому анализу по семилетиям, когда длина
анализируемого временного ряда составляла 512 значений, что позволяло после каждого
преобразования Фурье получать 255 гармоник. Затем вычислялись значения спектральной
плотности амплитуд (амплитудно-частотные характеристики) и спектральной плотности
фаз (фазово-частотные характеристики). После их анализа были выделены низко-(клима-
тические), средне-(сезонные) и высоко-(синоптические) гармоники. Для оценки фазовых
смещений были вычислены в скользящем режиме спектральные энергии фаз климатичес-
кой, сезонной и синоптической составляющих колебаний температуры воздуха. Для оценки
вклада каждой из групп гармоник в значения температуры были вычислены в скользящем
режиме спектральные энергии амплитуд колебаний климатических, сезонной и синоптичес-
кой составляющих аномалий температуры воздуха.

На втором — при скользящем гармоническом анализе месячных сумм аномалий осад-
ков анализируемый временной ряд включал 21 год и 4 мес., что составляло 256 значений,
а каждое преобразования Фурье давало 128 гармоник.

Обсуждение результатов исследований. Наиболее высокие значения спектральной
плотности (нормированных амплитуд) аномалий температуры воздуха характерны для низ-
кочастотных (0,012–0,086) гармоник климатической составляющей с периодом от 7-ми лет
до 1-го года. Уменьшаются на десятки процентов амплитуды среднечастотных (0,087–1,031)
гармоник сезонной составляющей с периодами от 1-го года до 3-х мес. и на сотни процентов
уменьшаются амплитуды высокочастотных (1,032–3,129) гармоник синоптической состав-
ляющей с периодами от 3-х мес. до 10-ти сут (рис. 1).

Скользящие оценки спектральной энергии амплитуд, т. е. площади под кривой их спект-
ральной плотности, которая может трактоваться, согласно Парсевалю [4], как дисперсия,
показали, что дисперсии климатической, сезонной и синоптической составляющих имеют
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Рис. 2. Выборочная спектральная плотность (RmdOs — амплитудно-частотная характеристика) аномалий
атмосферных осадков в Киеве: 1 — 1881–1902 гг.; 2 — 1986–2006 гг.

отрицательные тенденции. При этом доминировали дисперсии сезонной и синоптической со-
ставляющих над дисперсией климатической составляющей аномалий температуры. Диспер-
сии фаз климатической, сезонной и синоптической составляющих, симметричные относи-
тельно нуля, имеют отрицательные тенденции. Наименее слабую отрицательную тенденцию
и незначительный размах колебаний имела климатическая составляющая, что свидетель-
ствует о минимальном ее влиянии на смещения сезонностей. Размахи сезонной и синопти-
ческой составляющих были близки, частично асинхронны, тогда как синхронность, по-ви-
димому, обуславливала сезонные смещения в хронологии аномалий температуры, т. е. сме-
щения сроков сезонов. Проверка по средним значениям и стандартным отклонениям со-
ставляющих аномалий температуры подтвердила, что закон статистических распределе-
ний фактических аномалий температуры есть свертка законов климатической, сезонной
и синоптической составляющих температуры: низко-, средне- и высокочастотные колеба-
ния температуры представляют собой единый климатический процесс.

Выборочные спектральные плотности аномалий осадков не подчинены столь однознач-
ной изменчивости, как у аномалий температуры: напротив, с увеличением частоты, ампли-
туды могут расти на сотни процентов (рис. 2). Спектральная энергия климатической и се-
зонной составляющей аномалий осадков, как и аномалий температуры, со временем умень-
шалась, но спектральная энергия синоптической составляющей аномалий осадков слабо
росла. Дисперсии фаз климатической, сезонной и синоптической составляющих аномалий
осадков были симметричны относительно нуля, не имели тенденций и были хаотичны, что
не могло обуславливать смещения сроков сезонов. Проверка по статистическим моментам
составляющих аномалий осадков также подтвердила, что закон статистических распреде-
лений аномалий осадков есть свертка законов климатической, сезонной и синоптической
составляющих аномалий осадков. Климатический процесс един как по температуре, так
и по осадкам.

Скользящий анализ параметров статистических распределений температурных анома-
лий показал, что дисперсия и эксцесс в течение века слабо уменьшались, тогда как матема-
тическое ожидание в течение последних десятилетий росло. Положительное смещение цен-
тра распределений, т. е. положительный тренд температуры в Киеве, по-видимому, обуслов-
лен атмосферно-океаническими процессами в северных частях Атлантического, Индийского
и Тихого океанов. Проверка гипотезы проведена на основе полувековых ежедневных наблю-
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Рис. 3. Эволюция законов статистических распределений p(x) аномалий температуры воздуха dT за 1901–
2023 гг.

дений за температурой воздуха в Киеве, Мурманске, Петропавловске-Камчатском и Бомбее.
Статистически значимой оказалась не только корреляционная матрица, но и синхронная
регрессия между аномалиями температуры воздуха в Киеве и аномалиями температуры во-
здуха в Мурманске и Бомбее. Следовательно, в качестве интервала предсказуемости сред-
ней температурной аномалии в Киеве может быть принят минимальный период инерции
атмосферно-океанических процессов, предположительно равный около 20 лет. На основа-
нии линейного прогноза математического ожидания и стандартного отклонения аномалий
температуры до 2023 г. были вычислены плотности вероятностей температурных аномалий
на периоды: 2010–2017 гг. и 2018–2023 гг.

Хотя эволюция плотности вероятности не может трактоваться, как значимое изменение
климата (рис. 3), но она обуславливает существенные изменения вероятностей аномалий
температуры по диапазонам. Повысились вероятности температурных аномалий: экстре-
мально выше нормы (+8,7 . . . + 12,0 ◦С) с 0,008 до 0,016; значительно выше нор-
мы (+5,2 . . . + 8,6 ◦С) с 0,05 до 0,10; выше нормы (+1,8 . . . + 5,1 ◦С) с 0,15 до 0,30.
Несмотря на положительную тенденцию математического ожидания, понизилась за счет
отрицательных тенденций дисперсии и эксцесса, вероятность температур в пределах нор-
мы (−3,0 . . . + 1,7 ◦С) с 0,54 до 0,46. Понизились вероятности температур ниже нормы
(−9,3 . . . − 3,1 ◦С) с 0,22 до 0,11; значительно ниже нормы (−15,6 . . . − 9,4 ◦С) с 0,015
до 0,005; экстремально ниже нормы (−22,0 . . . − 15,7 ◦С) с 0,007 до 0,0007. В целом
с учетом размаха аномалий температур от −22 до +12 и повышения скользящей средней
семилетней температуры на 1,6 ◦С за период 1900–2010 гг. вековое потепление составило
всего лишь 5%.

Скользящий анализ параметров статистических распределений осадков показал, что
в течение века их математическое ожидание слабо росло с коэффициентом тренда kr =
= 0,0018, тогда как дисперсия слабо убывала (kr = −0,0016), и практически не имела тренда
вариабельность эксцесса (kr = −0,0002). Соответственно повысилась вероятность месячных
аномалий осадков в пределах нормы (−18 . . .+ 25 мм) с 0,574 до 0,581; немного повыси-
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Рис. 4. Эволюция законов статистических распределений p(x) аномалий атмосферных осадков dOs за 1881–
2023 гг.

лись вероятности аномалий выше нормы (+25,1 . . .+75 мм) с 0,183 до 0,187; значительно
выше нормы (+75,1 . . .+125 мм) с 0,015 до 0,0019. Не изменились вероятности (0,002) ме-
сячных аномалий осадков экстремально выше нормы (>125,1 мм). Понизилась вероят-
ность аномалий осадков ниже нормы (−18,1 . . .− 53 мм) с 0,211 до 0,162, и не существен-
но повысились вероятности аномалий значительно ниже нормы (−53,1 . . . − 88,0 мм)
с 0,032 до 0,036, а также экстремально ниже нормы (<−88,1 мм) с 0,004 до 0,007. Судя
по вековой эволюции плотности вероятностей аномалий осадков (рис. 4), нет объективных
оснований ожидать значимых изменений осадков в ближайшие два десятилетия.

Таким образом, анализ вековой динамики статистических распределений температуры
воздуха и атмосферных осадков в Киеве свидетельствует о том, что потепление сопровож-
дается значительными отрицательными аномалиями температуры воздуха, в то время как
атмосферным осадкам свойственны межгодовые различия и вековая стабильность. Кроме
того, спектры температуры и осадков изменчивы не только по амплитуде, но и по фазе,
что подтверждает единство климатического процесса.
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Член-кореспондент НАН України В. I. Осадчий, Л.А. Ковальчук

Стохастичне оцiнювання мiсцевого клiмату на основi вiкових
спостережень за температурою повiтря та атмосферними опадами

За допомогою трипараметричного розподiлу Гауса (Gµ,σ,ε) вiдтворено вiкову динамiку ста-
тистичних розподiлiв температури повiтря та атмосферних опадiв на основi спостере-
жень у Києвi. Здiйснено лiнiйнi прогнози µ, σ, ε, що дозволило розрахувати щiльнiсть iмо-
вiрностi та ймовiрностi категорiй температури й опадiв на 2010–2016 рр., 2017–2023 рр.
Вiкове 5%-е потеплiння супроводжується також високими ймовiрностями вiд’ємних ано-
малiй температури. Статистичнi параметри атмосферних опадiв пiдпорядкованi рiчним
варiацiям та вiковiй стабiльностi. Клiматичний процес єдиний та неподiльний: вибiрко-
вим спектрам температури i опадiв характерна мiнливiсть не тiльки за амплiтудою, а
й за фазою.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V. I. Osadchiy, L. A. Kovalchuk

Stochastic evaluation of a local climate on the basis of the secular
watching of air temperature and rainfalls

By means of three-parameter Gauss distribution (Gµ,σ,ε), the secular dynamics of the statistical
distributions of air temperature and rainfalls is recreated based on supervisions in Kyiv. Linear
prognoses of µ, σ, and ε are carried out, which allowed us to calculate the probability density and the
probabilities of temperature categories and fallouts for 2010–2016 and 2017–2023. The secular 5%
rise in temperature is accompanied by the high probabilities of temperature negative anomalies. The
statistical parameters of atmospheric fallouts are inferior to interannual variations and the secular
stability. The climatic process is single and not divisible: the changeability is characteristic of the
selective spectra of temperature and fallouts not only in the amplitude, but also in the phase.
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Регуляцiя рiвня фенольних антиоксидантiв у тканинах

сої при дiї салiцилової кислоти

(Представлено членом-кореспондентом НАН України А. I. Вовком)

Дослiджено регуляцiю рiвня фенольних сполук та динамiку вiдновної активностi тка-
нин сої (Glycine max) при дiї салiцилової кислоти. Встановлено, що обробка салiцило-
вою кислотою спричиняє зростання загальної вiдновної активностi фотосинтетичних
тканин та пiдвищення рiвня загальних фенолiв, α- й γ-токоферолiв та флавоноїдiв.
Отриманi результати вказують на перспективнiсть використання салiцилової кисло-
ти як iндуктора нагромадження вторинних метаболiтiв з антиоксидантним потен-
цiалом, що може пiдвищувати цiннiсть продуктiв з сої як природного джерела бiоло-
гiчно активних речовин.

Швидкi темпи виробництва сої в Українi та свiтi зумовленi її особливостями порiвняно
з iншими сiльськогосподарськими культурами. Головними з них є багатий i рiзноманiтний
хiмiчний склад насiння й вегетативної маси, висока поживна цiннiсть продукцiї та можли-
вiсть унiверсального використання в харчових, кормових i технiчних галузях, зокрема як
джерело бiологiчно активних речовин. З огляду на це актуальними є дослiдження шляхiв
нагромадження фенольних антиоксидантiв та їх метаболiзму в тканинах рослин сої. Серед
антиоксидантiв фенольної природи особливу увагу привертають флавоноїди та токоферо-
ли [1]. Розумiння ролi флавоноїдiв у процесах адаптацiї рослин до стресових чинникiв набу-
ває розвитку разом iз визначенням механiзмiв регуляцiї вмiсту та складу флавоноїдiв, що
продукуються рослинами у вiдповiдь на сигнали середовища [2]. Концентрацiя флавоноїдiв
у насiннi сої становить у середньому 72% вмiсту загальних фенолiв i змiнюється залежно
вiд генотипу та впливу зовнiшнiх факторiв [3]. Ведеться активне обговорення механiзмiв
взаємозв’язку синтезу i депонування специфiчних флавоноїдiв та змiн вмiсту i напрямiв
транспорту фiтогормонiв.

На сьогоднi створюються сорти сої з пiдвищеним вмiстом флавоноїдiв, що забезпечуєть-
ся активацiєю їх синтезу у вiдповiдь на дiю стресових факторiв. Бiосинтез флавоноїдiв
в клiтинах рослин вiдбувається фенiлпропаноїдним шляхом з депонуванням готових про-
дуктiв у цитоплазмi [4]. Ключовi ферменти бiосинтезу флавоноїдiв — халконсинтаза, iзо-
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флавонсинтаза та флавонон-3-гiдроксилаза — також задiянi у формуваннi стiйкостi до бак-
терiальних та вiрусних iнфекцiй [5]. Перекривання бiосинтетичних шляхiв флавоноїдiв (спо-
лук з антиоксидантними властивостями) та салiцилової кислоти (прооксидантного бiорегу-
лятора i медiатора резистентностi) може бути основою для конструювання нових рослин
з пiдвищеним вмiстом антиоксидантiв за умов бiотичного стресу [6].

Мета нашого дослiдження полягала у визначеннi впливу салiцилової кислоти на рiвень
фенольних сполук як складової антиоксидантної системи тканин рослин, вiдповiдальної
за пролонгованi адаптивнi реакцiї. Для цього було дослiджено регуляцiю рiвня фенольних
сполук, зокрема флавоноїдiв та токоферолiв у тканинах сої Glycine max сорту Ворскла при
дiї салiцилової кислоти.

Визначення загального вмiсту фенольних сполук у тканинах сої проводили на 1-у
й 7-у добу пiсля обробки сої на стадiї трьох справжнiх листкiв салiциловою кислотою
(1 ммоль/л). Перед вимiрюванням поверхню листкових пластинок вiдмивали у дистильова-
нiй водi. Наважку 20 мг розтирали в 2 мл 80% метанолу та екстрагували 48 год при 20 ◦C.
До 0,25 мл екстракту додавали 1,25 мл дистильованої води та 75 мкл 5% розчину NaNO2.
Далi пiсля 6 хв додавали 150 мкл 10% розчину AlCl3 : 6H2O, а через 5 хв вносили 0,5 мл роз-
чину 1 моль/л NaOH та розмiшували. Загальний вмiст флавоноїдiв визначали за допомогою
спектрофотометричного аналiзу. Вимiрювали екстинцiю при довжинi хвилi 510 нм. Резуль-
тати перераховували в еквiвалентi кверцетину (мг QE/г зразка) [7]. Визначення загального
вмiсту фенолiв проводили з додаванням реактиву Фолiна–Чiолкалтеу [8]. Загальну вiднов-
ну активнiсть вимiрювали в реакцiї з 2,2-дифенiл-1-пiкрилгiдразилом [9]. Для визначення
вмiсту токоферолiв рослинний матерiал гомогенiзували в 3 мл сумiшi метанол : хлороформ
(об’ємне спiввiдношення 2 : 1) з додаванням iонолу 0,01%. Пiсля 20 хв iнкубацiї додавали
1 мл хлороформу i 1,8 мл води, перемiшували та центрифугували. Нижню фазу висушу-
вали пiд током азоту та розчиняли у 150 мкл сумiшi дихлорометан : метанол (об’ємне
спiввiдношення 1 : 5). Роздiлення токоферолiв та їх визначення проводили за допомогою
хромато-мас-спектрометричної системи Agilent 6890N/5973 inert 1100 у колонцi C18 3 мкм
2,1 × 100 мм у системi розчинникiв метанол : вода (об’ємне спiввiдношення 95 : 5). Вмiст
вимiрювали вiдповiдно до стандартiв α- i γ-токоферолiв (Sigma–Aldrich) [10].

Отриманi експериментальнi данi демонстрували зростання загального вмiсту фенолiв на
∼30% через 1 добу пiсля дiї фiтогормону, а через 7 дiб пiсля введення салiцилової кислоти
пiдвищення становило вже 50%. Водночас дiя салiцилової кислоти спричиняла пiдвищення
вмiсту флавоноїдiв на 25% у порiвняннi з контролем (табл. 1). Цi данi свiдчать про актива-
цiю бiосинтетичних процесiв, спрямованих на знешкодження окисного стресу та запобiгання
стрес-iндукованим порушенням бiомолекул. Iмовiрно, саме таким чином обробка салiци-
ловою кислотою рослин аспарагусу (Asparagus officinalis L.) пiсля збору врожаю iстотно
затримувала деградацiю при зберiганнi, запобiгаючи руйнуванню хлорофiлу та пiдтримую-
чи вмiст фенолiв i вiдновну активнiсть тканин на рiвнi контролю та вiдповiдно збiльшуючи

Таблиця 1. Загальний вмiст фенольних сполук та флавоноїдiв у фотосинтетичних тканинах сої на 1-у та
7-у добу пiсля екзогенної дiї салiцилової кислоти (1 ммоль)

Показник, мкг/г
сирої ваги Контроль 1 доба 7 доба

Загальнi феноли 61 ± 9 85 ± 5 100 ± 4
Флавоноїди 8,8 ± 0,2 9,7 ± 0,1 11,7± 0,2
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Рис. 1. Показник змiн загальної вiдновної активностi тканин сої через 1-у добу та 7 дiб пiсля екзогенної дiї
салiцилової кислоти (1 ммоль/л)

вмiст флавоноїдiв [11]. На культурi клiтин кореневих волоскiв Pueraria candollei також було
показано iндукцiю депонування флавоноїдiв при дiї елiситорiв (метилжасмонату, хiтозану,
суспензiї агробактерiй, екстракту дрiжджiв та салiцилової кислоти). Цiкаво, що дiя метил-
жасмонату стимулювала продукцiю флавоноїду дайдзеїну на 6-у добу обробки, в той час
як ефект салiцилової кислоти спостерiгався вже на 3-ю добу пiсля внесення в культуральне
середовище [12].

Незважаючи на iнтенсивнi дослiдження метаболiзму флавоноїдiв та токоферолiв сої,
мало що вiдомо про взаємозв’язок мiж антиоксидантною активнiстю тканин та вмiстом
цих сполук. Нами було проаналiзовано загальну вiдновну активнiсть тканин сої пiсля дiї
салiцилової кислоти (рис. 1). Було встановлено, що через 1 добу дiї салiцилової кислоти спо-
стерiгається збiльшення загальної вiдновної здатностi тканин сої, однак через 7 дiб пiсля
обробки рiвень зв’язування 2,2-дифенiл-1-пiкрилгiдразилу вирiвнявся з контрольним. На
рослинах iмбирю (Zingiber officinale R o s c o e) ранiше було показано, що обробка салiцило-
вою кислотою пiдвищує загальну вiдновну активнiсть, що корелюється з вмiстом антоцiанi-
ну та фiзетину. Разом з тим було виявлено зростання активностi халконсинтази [13]. Таким
чином, сплеск антиоксидантної активностi може бути наслiдком збiльшення вмiсту речовин
з радикал-зв’язувальними властивостями, одночасно з прямою активацiєю ферментних сис-
тем детоксифiкацiї активних форм кисню. Нами встановлено, що екзогенна дiя салiцилової
кислоти викликає пiдвищення антиоксидантної активностi вегетативних тканин сої за до-
бу пiсля введення, що вiдповiдає нагромадженню фенольних сполук, зокрема флавоноїдiв,
у той час як вiдносна частка токоферолiв зменшується (рис. 2). У попереднiх дослiджен-
нях було показано акумуляцiю пероксиду водню через 1 добу при дiї салiцилової кислоти,
при тому що рiвень перекисного окиснення лiпiдiв залишався сталим, що свiдчить про
активацiю антиоксидантних систем. Однак виявленi у вказаних умовах змiни активностi
каталази, пероксидази та супероксиддисмутази були недостатнiми для повної компенсацiї
ушкоджуючого впливу активних форм кисню [7]. Отже, саме дiя фенольних сполук з ан-
тиоксидантними властивостями (флавоноїдiв й токоферолiв) видається ключовою ланкою
у пролонгованих адаптивних реакцiях рослин.
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Рис. 2. Частка токоферолiв, флавоноїдiв та iнших фенольних сполук у фотосинтетичних тканинах сої на
1-у й 7-у добу пiсля екзогенної дiї салiцилової кислоти (1 ммоль/л):
1 — γ-токоферол; 2 — α-токоферол; 3 — флавоноїди; 4 — iншi фенольнi сполуки

Проте через 7 дiб пiсля обробки салiциловою кислотою зростання загального вмiсту фе-
нольних сполук та власне флавоноїдiв супроводжувалось зменшенням загальної вiдновної
активностi. Частка α- й γ-токоферолiв серед загальних фенольних сполук зменшилась, що
вказує на їх регуляторну та пряму антиоксидантну дiї впродовж тривалих часових промiж-
кiв (див. рис. 2). Водночас у проросткiв сої рiвень перекисного окиснення лiпiдiв на 7-у добу
дiї фiтогормону залишався на рiвнi контролю, що свiдчить про активацiю компенсаторних
механiзмiв забезпечення балансу активних форм кисню пiд час формування адаптивних
реакцiй рослинного органiзму на дiю медiаторiв бiотичного стресу [7].

Таким чином, нами вперше було показано, що салiцилова кислота може виступати iн-
дуктором нагромадження вторинних метаболiтiв з антиоксидантним потенцiалом у рослин,
зокрема токоферолiв i флавоноїдiв, та, як наслiдок, пiдвищувати цiннiсть продуктiв з сої
як природного джерела бiологiчно активних речовин.

Дослiдження виконано за пiдтримки грантiв НАН України № 2.1.10.32-10, 8-13 та 9.1-06-13.

1. Chirumbolo S. Quercetin in сancer prevention and therapy // Integr. Cancer Therapies. – 2013. – 12. –
P. 97–102.

2. Brenda W.-S. Biosynthesis of flavonoids and effects of stress // Curr. Opin. Plant Biol. – 2002. – 5. –
P. 218–223.

3. Chennupati P., Seguin P., Chamoun R., Jabaji S. Effects of High-Temperature stress on soybean isoflavone
concentration and expression of key genes involved in isoflavone synthesis // J. Agric. Food Chem. – 2012. –
60. – P. 421–427.

4. Pavet V., Olmos E., Kiddle G. et al. Ascorbic acid deficiency activates cell death and disease resistance
responses in Arabidopsis // Plant Phys. – 2005. – 139. – P. 127–130.

5. Cheng H., Wang J., Chu S. et al. Diversifying selection on flavanone 3-hydroxylase and isoflavone synthase
genes in cultivated soybean and its wild progenitors // PLoS ONE. – 2013. – 8. – P. 154–158.

6. Xu M., Dong J., Wang H., Huang L. Complementary action of jasmonic acid on salicylic acid in mediating
fungal elicitor-induced flavonol glycoside accumulation of Ginkgo biloba cells // Plant, Cell & Envir. –
2009. – 32. – P. 960–967.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 133



7. Kalachova T.A., Iakovenko O.M., Kretinin S. V., Kravets V. S. Effects of salicylic and jasmonic acid on
phospholipase D activity and the level of active oxygen species in soybean seedlings // Biochem. (Moscow)
Suppl. Ser. A: Membrane and Cell Biol. – 2012. – 6. – P. 243–248.

8. Gonzбlez M., Guzmбn B., Rudyk R. et al. Spectrophotometric determination of phenolic compounds in
propolis // Acta Farm. Bonaerense. – 2003. – 22. – P. 243–248.

9. Yousuf S., Choudhary M. I., Rahman A.U. Separation of phenylpropanoids and evaluation of their anti-
oxidant activity // Adv. Prot. in Oxidative Stress II. Methods in Mol. Biol. – 2009. – P. 357–377.

10. Yang W., Cahoon R.E., Hunter S.C. et al. Vitamin E biosynthesis: Functional characterization of the
monocot homogentisate geranylgeranyl transferase // Plant J. – 2011. – 65. – P. 206–217.

11. Wei Y., Liu Z., Su Y. et al. Effect of salicylic acid treatment on postharvest quality, antioxidant activities,
and free polyamines of asparagus // J. Food Sci. – 2011. – 76. – P. 126–132.

12. Udomsuk L., Jarukamjorn K., Tanaka H., Putalun W. Improved isoflavonoid production in Pueraria
candollei hairy root cultures using elicitation // Biotech. Lett. – 2011. – 33. – P. 369–374.

13. Ghasemzadeh A., Jaafar H., Karimi E. Involvement of Salicylic Acid on Antioxidant and Anticancer
Properties, Anthocyanin Production and Chalcone Synthase Activity in Ginger (Zingiber officinale Roscoe)
Varieties // Int. J. Mol. Sci. – 2012. – 13. – P. 828–844.

Надiйшло до редакцiї 15.05.2013Iнститут бiоорганiчної хiмiї та нафтохiмiї
НАН України, Київ

Т. А. Калачева, О.Н. Яковенко, О.Н. Бондаренко, В.С. Кравец

Регуляция уровня фенольних антиоксидантов в тканях сои
при воздействии салициловой кислоты

Исследована регуляция уровня фенольных соединений и динамика восстанавливающей ак-
тивности тканей сои (Glycine max) при воздействии салициловой кислоты. Установлено,
что обработка салициловой кислотой приводит к росту общей восстанавливающей актив-
ности фотосинтетических тканей и повышению уровня общих фенолов, α- и γ-токоферолов
и флавоноидов. Полученные результаты указывают на перспективность использования са-
лициловой кислоты в качестве индуктора накопления вторичных метаболитов с антиокси-
дантным потенциалом, что может повышать ценность продуктов из сои как природного
источника биологически активных веществ.

T.A. Kalachova, O.M. Iakovenko, O.M. Bondarenko, V. S. Kravets

Regulation of phenolic antioxidant level in soybean tissues
under salicylic acid treatment

The regulation of the phenolic compounds level and the dynamics of the total reducing activity of
soybean tissues (Glycine max) under the influence of salicylic acid are investigated. The treatment
by salicylic acid leads to an increase of the total reducing activity of photosynthetic tissues and the
content of total phenolic compounds, α-and γ-tocopherols and flavonoids. The results indicate the
prospects to use salicylic acid as an inducer of the secondary metabolites accumulation, which may
increase the value of soy products as a natural source of biologically active substances.
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И.С. Мартынюк, Т. Т. Алексеева

Особенности кинетики образования последовательных

взаимопроникающих полимерных сеток на основе
сетчатого полиуретана и органо-неорганического
сополимера

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Ю. Керчой)

Калориметрическим методом изучены особенности кинетики образования последова-
тельных взаимопроникающих полимерных сеток (ВПС) на основе сетчатого полиуре-
тана и Ti-содержащего сополимера, синтезированного на основе 2-гидроксиэтилмет-
акрилата и изопропоксид титана. Показано, что с увеличением содержания изопропок-
сид титана в системе снижается скорость образования как исходных Ti-содержащих
сополимеров, так и в составе ВПС. При формировании органо-неорганических ВПС зна-
чительно увеличивается время индукционного периода, что отражается на времени
максимума приведенной скорости образования Ti-содержащего сополимера, что связано
с замедлением процесса радикальной полимеризации при введении изопропоксид титана.

В последние годы представляет интерес исследование поведения полимерных молекул
в ограниченном пространстве [1, 2]. Взаимопроникающие полимерные сетки (ВПС), по-
лученные последовательным способом формирования, когда второй компонент полимери-
зуется в заранее синтезированной матрице, изучали в качестве примера указанных систем.
Образование последовательных ВПС имеет свою специфику, так как один из компонентов
ВПС формируется в матрице, уже сформированной вторым компонентом. Детальным изу-
чением установлено [3, 4], что при последовательном способе образования линейных полиме-
ров (полистирол, полибутилметакрилат, полиметакриловая кислота) в объеме ячеек поли-
уретановых сеток кинетические параметры полимеризации мономеров изменяются в зави-
симости от плотности сшивки матричной сетки, соотношения компонентов в системе и при-
роды мономера. В публикациях [5, 6] исследовалась кинетика образования полистирола
(ПС) и полиметилметакрилата (ПММА) в заранее сформированных сетках на основе со-
полимеров метилметакрилата (ММА) с диметакрилатом тридекаэтиленгликоля и стирола
с диметакрилатом этиленгликоля при фотополимеризации. Показано, что полимеризация
ММА начинается сразу со стадии автоускорения в достаточно плотно сшитых полимер-
ных сетках, в то время как при полимеризации стирола стадия автоускорения наступает
сразу после включения источника инициирования в самых редких первичных сетках. Было
установлено, что структура полу-ВПС представляет собой систему глобулярных включений
линейного полимера в непрерывной фазе первичной сетки.

Кинетику радикальной термической полимеризации 2-гидроксиэтилметакрилата
(ГЭМА), наполненного наночастицами SiO2 с привитыми метакрилатными группами
ГЭМА, оценивали авторы работы [7]. Показано, что гелеобразование исходного ГЭМА
сопровождается эффектом Тромсдорфа. Введение функционализированных наночастиц
SiO2 замедляет скорость образования наполненных систем. При термической полимери-
зации экранированные радикалы не способны инициировать привитые метакрилатные
группы на наночастицах SiO2.
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Кинетические закономерности образования одновременных ВПС на основе сетчатого
полиуретана (ПУ) и Ti-содержащего сополимера демонстрируют авторы настоящего сооб-
щения в [8]. Показано, что изопропоксид титана катализирует реакцию уретанообразования
в составе ВПС, что приводит к формированию in situ последовательных ВПС. С увеличе-
нием содержания изопропоксид титана понижается скорость образования органо-неорга-
нического сополимера (закономерности образования сохраняются при формировании орга-
но-неорганических (ОН) ВПС.

Целью данной работы является изучение кинетических особенностей формирования по-
следовательных ОН ВПС на основе сетчатого ПУ и Ti-содержащего сополимера.

Экспериментальная часть. Органо-неорганический сополимер (ОНС) синтезиро-
вали на основе ГЭМА и изопропоксид титана (Ti(OiPr)4) при мольном соотношении
ГЭМА/Ti(OiPr)4 = 16 : 1, 8 : 1, 4 : 1 при температуре 60 ◦С (14 ч) и 100 ◦С (2 ч). По-
следовательные как исходные, так и ОН ВПС были получены в две стадии. На первой
исследовались образцы сетчатых ПУ на основе макродиизоцианата (2,4–2,6 толуилендиизо-
цианат и полиоксипропиленгликоль ММ 1000) и сшивающего агента — триметилолпропана.
Полученные образцы ПУ вакуумировали до постоянного веса. На второй — в ПУ вводили
второй компонент. Введение компонента осуществляли путем равновесного набухания по-
лиуретановой сетки в ГЭМА (исходные ВПС) и в органо-неорганическом мономере (ОНМ)
на основе ГЭМА и Ti(OiPr)4 с растворенным в нем инициатором — 2,2′-азо-бис-изобути-
ронитрилом (АИБН) и последующей полимеризацией при 60 ◦С (10 ч) и 100 ◦С (2 ч) до
полного завершения реакции (контроль ИК спектроскопией). Полученные пленки последо-
вательных исходных и ОН ВПС вакуумировали до постоянного веса. Значения соотношения
компонентов ПУ/ПГЭМА/TiO2 соответствуют усредненным значениям не менее 5 опытов.
Погрешность не превышает ±5%.

Кинетику полимеризации ГЭМА, ОНМ как исходных, так и в составе последовательных
ОН ВПС изучали при температуре 60 ◦C на дифференциальном калориметре ДАК-1–1А.
Из данных по кинетике образования полигидроксиэтилметакрилата (ПГЭМА) и ОНС опре-
деляли следующие кинетические параметры: конверсию мономера в момент начала авто-
ускорения αа, время начала автоускорения τа, максимальное значение приведенной скоро-
сти образования Wmax пр и время максимальной приведенной скорости образования τmax пр

ГЭМА и ОНС, которые определяли из зависимости приведенной скорости образования Wпр

(V /[M]) от времени τ . Кинетические параметры представлены в табл. 1.
Результаты и их обсуждение. Проведенные ранее ИК-исследования показали [9],

что в результате реакции конденсации ГЭМА и Ti(OiPr)4 образуется ОНМ, радикальная

Таблица 1. Кинетические параметры образования ПГЭМА, ОНС, ВПС-П, ОН ВПС-П

Образец
ГЭМА/Ti(OiPr)4,

моль
ПУ/ПГЕМА/

Ti(OiPr)4, % (мас.) αa τa, мин
Wmaxпр·10

2,
мин−1

τmaxпр,
мин

ПГЭМА — 0/100/0 0,160 19,0 2,80 31
ОНС-1 16/1 0/88/12 0,012 26,0 1,10 37
ОНС-2 8/1 0/78/22 0,079 41,0 0,70 44
ОНС-3 4/1 0/65/35 0,058 55,0 0,47 75
ВПС-П — 30/70/0 0,021 135,0 6,90 200
ОНВ-1П 16/1 17,7/72,5/9,8 0,040 325,0 1,98 400
ОНВ-2П 8/1 11,25/69,93/18,82 0,021 310,0 0,70 475
ОНВ-3П 4/1 21,87/49,66/28,47 0,014 290,0 0,36 330
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полимеризация которого приводит к формированию ОНС. При синтезе одновременных ОН
ВПС на основе ПУ и сополимера образуются трехмерные сетчатые структуры с включе-
нием фрагментов (–ТiО2–) в полимерную цепь ПГЭМА. Предположительно схему 1 реакции
образования ОНМ и ОНС можно представить следующим образом (в зависимости от моль-
ного соотношения ГЭМА/Ti(OiPr)4 возможны замещения 1–4 алкоксигрупп изопропоксид
титана гидроксильными группами ГЭМА):

Вероятно, при взаимодействии Ti(OiPr)4 и ГЭМА образуется смесь ОНМ с различной
степенью замещения алкоксигрупп Ti(OiPr)4.

Кинетические данные образования ГЭМА и ОНС при варьировании мольного соотно-
шения ГЭМА/Ti(OiPr)4 = 16 : 1, 8 : 1, 4 : 1 демонстрирует табл. 1, откуда следует, что
значения Wmax пр образования исходного ПГЭМА почти в три раза выше, чем Wmax пр

образования сополимера ОНС-1 с минимальным содержанием Ti(OiPr)4 (молярное соот-
ношение ГЭМА/Ti(OiPr)4 = 16 : 1). Степень конверсии αа исходного ПГЭМА на порядок
выше относительно полимеризации сополимера ОНС-1. Такая же закономерность сохраня-
ется для всего ряда ОНС с различным содержанием Ti(OiPr)4. При увеличении мольной
доли Ti(OiPr)4 зависимость Wmax пр от τmaxпр расширяется и сдвигается в более позднюю
временную область, при этом скорость образования ОНС уменьшается в ряду ОНС-1 >
> ОНС-2 > ОНС-3 (cм. табл. 1). Степень конверсии αа изменяется немонотонно, а время
до начала автоускорения увеличивается в ряду ОНС-1 < ОНС-2 < ОНС-3.

Известно [10], что атом титана имеет координационное число 6 (к. ч. = 6) и может
образовывать кроме четырех ковалентных связей с гидроксильной группой ГЭМА две до-
норно-акцепторные связи с карбонильной группой ГЭМА, как представлено на схеме 2:

При этом возможно образование комплексного соединения с октаэдрическим расположе-
нием лигандов, что также может повышать общую плотность сшивки сетки. Это приводит
к так называемому клеточному эффекту, при котором образовавшиеся радикалы окруже-
ны молекулами реакционной среды и поэтому не могут мгновенно разойтись. За это время
часть радикальных пар рекомбинирует, а оставшаяся часть уходит в объем. Вследствие
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Рис. 1. Зависимость степени конверсии α (а) и приведенной скорости Wпр полимеризации (б ) от времени τ
исходной последовательной ВПС и последовательной ОН ВПС состава ПУ/ПГЭМА 30 : 70 при разных
соотношениях ГЭМА/Ti(OiPr)4: 1 — ВПС-П; 2 — ОНВ-1П; 3 — ОНВ-2П; 4 — ОНВ-3П

этого существенно снижается эффективность инициирования АИБН [11], что и отражается
на кинетике образования ОНС с увеличением содержания Ti(OiPr)4. Полученные резуль-
таты согласуются с данными, приведенными в работе [3], что может быть также связано
с формированием более густосшитых систем за счет сшивания полимерных цепей ПГЭМА
Ti(OiPr)4.

Рассмотрим кинетические закономерности образования ПГЭМА в последовательных
ВПС на основе ПУ/ПГЭМА состава 30/70% по массе и ОНС в ОН ВПС при варьировании
мольного соотношения ГЭМА/Ti(OiPr)4 = 16 : 1, 8 : 1, 4 : 1.

С увеличением содержания Ti(OiPr)4 в ОН ВПС максимальная степень конверсии
за время эксперимента (1000 мин) снижается (рис. 1, а). При минимальном содержании
Ti(OiPr)4 в ОН ВПС (образец ОНВ-1П) αmax составляет 0,92, а при максимальном содер-
жании Ti(OiPr)4 в ОН ВПС-П (образец ОНВ-3П) αmax = 0,58 (см. а на рис. 1). Аналогичная
закономерность наблюдалась и в ряду исходных ОНС. Это, вероятно, связано с усилением
клеточного эффекта при увеличении содержания Ti(OiPr)4 и замедления радикальной по-
лимеризации вследствие стерических затруднений.

Максимум приведенной скорости образования ПГЭМА в сетчатом ПУ возрастает
в 2,5 раза относительно полимеризации исходного ПГЭМА, однако достигается значительно
позже (τmax пр = 200 мин) по сравнению с исходным ПГЭМА (τmax пр = 31 мин) (см. табл. 1).
Вероятно, это связано с тем, что при полимеризации ПГЭМА в сетчатом ПУ диффузия ли-
митирует реакцию обрыва цепи.

Аналогичным образом начало автоускорения полимеризации в образце исходного ГЭМА
происходит раньше (19 мин), чем в образце ВПС-П (135 мин), что, по-видимому, обусловле-
но повышенным значением вязкости системы при формировании ПГЭМА в твердой ПУ-со-
ставляющей. Показано что, введение Ti(OiPr)4 в ОН ВПС приводит к снижению Wmax пр

образования ОН ВПС (см. б на рис. 1; табл. 1). Так, Wmax пр образования ОНВ-1П с ми-
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нимальным содержанием Ti(OiPr)4 (9,8% по массе) в три раза ниже Wmax пр образова-
ния ПГЭМА в исходной ВПС-П. При этом максимум приведенной скорости образования
ОНВ-1П достигается значительно позже (τmax пр = 400 мин) относительно исходной ВПС-П
(τmax пр = 200 мин). Начало автоускорения в образце ВПС-П происходит раньше (135 мин),
чем в образце ОНВ-1П (325 мин), что указывает на торможение радикальной полимериза-
ции при введении Ti(OiPr)4.

С увеличением содержания Ti(OiPr)4Wmax пр образования ОНВ снижается в ряду
ОНВ-1П > ОНВ-2П > ОНВ-3П, а τmax пр образования изменяется немонотонно, при этом
время τa и αa также снижается в ряду ОНВ-1П < ОНВ-2П < ОНВ-3П (см. б на рис. 1;
табл. 1). Полученные результаты, вероятно, связаны (как и для ряда образцов ОНС)
с повышением значений эффективной плотности сшивки в ряду ОНВ-1П > ОНВ-2П >
> ОНВ-3П, что в свою очередь ведет к затруднению выхода радикалов из “клетки”, и диф-
фузия может лимитировать не только реакции обрыва цепи, но и реакции инициирова-
ния. “Клеточные эффекты” [11] повышают вероятность рекомбинации первичных радика-
лов и понижают эффективность инициирования.

Таким образом, проведенные исследования кинетики формирования последовательных
ОН ВПС на основе сетчатого полиуретана и Ti-содержащего сополимера показали, что
закономерности образования ОНС сохраняются и при формировании последовательных ОН
ВПС. С увеличением содержания Ti(OiPr)4 в системе снижается скорость образования как
исходных ОНС, так и в составе ОН ВПС. Однако при формировании ОН ВПС значительно
повышается время индукционного периода, что отражается на времени Wmax пр и связано
с замедлением процесса радикальной полимеризации при введении Ti(OiPr)4.
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I. С. Мартинюк, Т. Т. Алексєєва

Особливостi кiнетики утворення послiдовних взаємопроникних
полiмерних сiток на основi сiтчастого полiуретану
i органо-неорганiчного кополiмеру

Калориметричним методом вивченo особливостi кiнетики утворення послiдовних взаємо-
проникних полiмерних сiток (ВПС) на основi сiтчастого полiуретану i Ti-вмiсного копо-
лiмеру, синтезованого на основi 2-гiдроксiетилметакрилату та iзопропоксид титану. По-
казано, що зi збiльшенням вмiсту iзопропоксид титану в системi знижується швидкiсть
утворення як вихiдних Ti-вмiсних кополiмерiв, так i у складi ВПС. При формуваннi ор-
гано-неорганiчних ВПС значно збiльшується час iндукцiйного перiоду, що впливає на час
максимуму приведеної швидкостi утворення Ti-вмiсного кополiмеру, що пов’язано з упо-
вiльненням процесу радикальної полiмеризацiї при введеннi iзопропоксид титану.

I. S. Martynyuk, T. T. Alekseeva

Kinetic peculiarities of the formation of sequential interpenetrating
polymer networks based on crosslinked polyurethane and
organic-inorganic copolymer

Kinetic features of the sequential interpenetrating polymer networks (IPN) based on crosslinked
polyurethane and Ti-containing copolymer based on 2-hydroxyethylmethacrylate and titanium iso-
propoxide have been studied by the method of calorimetry. It is shown that an increase of the content
of titanium isopropoxide in the system leads to a decrease of the formation rate for the initial
Ti-containing copolymers and Ti-containing copolymers in composition IPN. The duration of the
induction period considerably increases at the formation of the organic-inorganic IPN, and this
affects the time of a maximum of the reduced formation rate of Ti-containing copolymer, which
is connected with decelerating the radical polymerization process at the introduction of titanium
isopropoxide.
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УДК 546.185.31.683.07.

Член-кореспондент НАН України М. С. Слободяник, П. Г. Нагорний,
Р.С. Бойко, О.М. Заславський

Синтез та структура фосфатiв лужних металiв i галiю

Проведено дослiдження процесiв утворення кристалiчних фаз у розплавлених оксидних
системах Me2O−P2O5−Ga2O3 (Me — Li, Na, K). Зафiксовано утворення простих та по-
двiйних фосфатiв лужних металiв i галiю Ga(PO3)3, GaPO4, MeGaP2O7 (Me — Li, Na,
K). Для отриманих сполук було встановлено межi мольних спiввiдношень Me2O/P2O5,
концентрацiю оксиду галiю, а також температури кристалiзацiї iндивiдуальних речо-
вин. Методами фiзико-хiмiчного аналiзу доведено їх склад, встановлено температури
їх плавлення та фазових переходiв.

Подвiйнi фосфати лужних та полiвалентних металiв мають ряд особливих нелiнiйно-оп-
тичних та електрофiзичних властивостей. Вони використовуються як у виглядi полiкрис-
талiчних керамiчних зразкiв, так i у виглядi монокристалiв [1]. Серед рiзноманiтних ме-
тодiв синтезу подвiйних фосфатiв одним з найпоширенiших є синтез iз розплавiв системи
Me2O−P2O5 (Me — Li, Na, K тощо) [2–4], який дає змогу шляхом варiювання умов синтезу
отримувати кристалiчнi зразки рiзного розмiру.

Мета даної роботи полягала у встановленнi можливостi й оптимальних умов синтезу
подвiйних дифосфатiв галiю, що утворюються при взаємодiї компонентiв у розплавах по-
трiйних систем Li(Na,K)2O−P2O5−Ga2O3, та дослiдженнi їх структури i полiморфiзму.

Вивчення розчинностi та взаємодiї оксиду галiю в фосфатних системах натрiю та ка-
лiю проводили iз застосуванням методу iзотермiчного насичення розплавiв з подальшим
повiльним охолодженням гомогенних розплавiв з обраною швидкiстю до певної температу-
ри. Для цього використовували розчини–розплави фосфатiв лужних металiв iз мольними
спiввiдношеннями оксидiв Me2O/P2O5 вiд 0,5 до 2,0. Системи нагрiвали в межах вiд 550
до 1000 ◦С.

Гомогеннi розплави поступово охолоджували (швидкiсть охолодження змiнювали за-
лежно вiд спiввiдношення компонентiв у системi та густини розчинiв–розплавiв), перiодично
перемiшуючи їх платиновими мiшалками. Отриманi кристалiчнi фази вiдмивали розчинами
мiнеральних кислот дистильованою водою, спиртом та сушили на повiтрi при кiмнатнiй
температурi. В подальшому їх дослiджували фiзико-хiмiчними методами аналiзу.

Склад отриманих сполук, а також вмiст тривалентних металiв у рiдких фазах визначали
елементним аналiзом. Вмiст оксиду галiю в склоподiбних та кристалiчних зразках визна-
чали об’ємним методом аналiзу [5]. Атомно-абсорбцiйний аналiз на вмiст натрiю й калiю
в подвiйних фосфатах проводили за допомогою спектрофотометра С-302. Вмiст фосфору
встановлювали за методикою [6].

Рентгенофазовий аналiз кристалiчних зразкiв проводили на дифрактометрi “Дрон-3.0”
(CuKα-випромiнювання, швидкiсть сканування — 1 град/хв). Параметри кристалiчної грат-
ки уточнювали за програмою “INDEX”. IЧ-спектри зразкiв знiмали на приладi UR-10 й
UR-20 (Carl Zeiss Iena) у таблетках з KBr в областi 400–1600 см−1. Диференцiально-термiчнi
дослiдження проводили на дериватографi Q-1500 “квазi” у температурному iнтервалi вiд 20
до 1000 ◦С у динамiчному режимi.
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Рис. 1. Залежнiсть температури початку кристалiзацiї сполук вiд мольного спiввiдношення Li2O/P2O5: 1 —
5% за масою Ga2O3; 2 — 15% за масою Ga2O3; 3 — 25 % за масою Ga2O3

Взаємодiю в системах Li2O−P2O5−Ga2O3 вивчали в широкому дiапазонi мольних спiв-
вiдношень Li2O/P2O5 вiд 0,5 до 2,0 з рiзними вихiдними кiлькостями оксиду галiю Ga2O3,
якi становили 5, 15 й 25% за масою. Залежнiсть температури початку кристалiзацiї сполук
iз гомогенних розчинiв–розплавiв вiд спiввiдношення Li2O/P2O5 iлюструє рис. 1. Як видно з
рисунку, кривi залежностi початку кристалiзацiї для систем з рiзним вмiстом оксиду галiю
значно вiдрiзняються одна вiд одної, що вказує на рiзний характер взаємодiї. При збiль-
шеннi кiлькостi оксиду галiю в межах спiввiдношень Li2O/P2O5 вiд 1,5 до 1,7 проявляєть-
ся дещо аномальне зменшення температури початку кристалiзацiї розчину–розплаву. Це
можна пояснити, по-перше, рiзною в’язкiстю розплавiв та тенденцiєю останнiх до утворен-
ня пересичених розчинiв зi збiльшенням вмiсту Ga2O3, i, по-друге, утворенням у кожному
окремому випадку рiзних сполук, розчиннiсть яких також вiдповiдно буде рiзною. Вказа-
нi кривi мають ряд екстремумiв. Максимуми кривих належать до областей спiввiдношень
Li2O/P2O5, де утворюються iндивiдуальнi сполуки, та вiдповiдають розчинам–розплавам
з найменшою розчиннiстю сполук.

Згiдно з даними хiмiчного аналiзу твердих фаз (табл. 1) у системах Li2O−P2O5−Ga2O3,
що мiстить 5% за масою Ga2O3, утворюється сполука Ga(PO3)3 у дiапазонi мольних спiв-
вiдношень Li2O/P2O5 вiд 0,5 до 0,83, що можна описати реакцiєю:

Li2P4O11 +Ga2O3 → Ga(PO3)3 + LiPO3.

При збiльшеннi кiлькостi Li2O у системi з розчинiв–розплавiв кристалiзується подвiйний
дифосфат LiGaP2O7. Температури початку кристалiзацiї сполуки рiвномiрно збiльшуються
iз збiльшенням спiввiдношення Li2O/P2O5 (див. криву 1 на рис. 1).

Таблиця 1. Данi хiмiчного аналiзу сполук у системах Me2O−P2O5−Ga2O3 (Me — Li, Na, K)

Сполука
Масовий вмiст Me2O, % Масовий вмiст P2O5, % Масовий вмiст Ga2O3, %

теорет. практ. теорет. практ. теорет. практ.

Ga(PO3)3 — — 69,38 67,80 30,62 29,77
GaPO4 — — 43,03 41,30 56,97 55,12
LiGaP2O7 5,98 5,72 56,57 54,45 37,45 37,60
NaGaP2O7 11,44 10,67 52,40 53,31 34,69 34,12
KGaP2O7 16,38 15,92 49,48 49,93 32,75 32,87
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Рис. 2. IЧ-спектри фосфатiв. Кривi : 1 — Ga(PO3)3; 2 — GaPO4; 3 — LiGaP2O7

При масовому вмiстi у вихiдних шихтах 15% оксиду галiю областi iснування сполук
у системi змiщуються порiвняно з системою, яка мiстила 5% Ga2O3. У дiапазонi спiв-
вiдношень Li2O/P2O5 вiд 0,5 до 0,63 утворюються голчастi кристали метафосфату галiю
Ga(PO3)3. При збiльшеннi спiввiдношення до 1,4 з розчинiв-розплавiв викристалiзовується
подвiйний дифосфат LiGaP2O7, який формується також у виглядi голок. Подальше збiль-
шення вмiсту Li2O у системi призводить до рiзкого збiльшення в’язкостi розплавiв, що,
в свою чергу, ускладнює процес кристалiзацiї речовин iз таких розплавiв. У результатi
утворюється скло, яке пiсля повного охолодження до кiмнатної температури частково крис-
талiзується з утворенням, за даними рентгенофазового аналiзу, дифосфату лiтiю Li4P2O7.

Наслiдком збiльшення кiлькостi Ga2O3 у системi Li2O−P2O5 до 25% за масою є утво-
рення пiд час швидкої кристалiзацiї (у порiвняннi з попереднiми системами) однiєї сполу-
ки — GaPO4. Ортофосфат галiю, який видiлено з розплавiв з мольним спiввiдношенням
Li2O/P2O5 вiд 0,63 до 1,5, найкраще кристалiзується в областi спiввiдношень 0,8–1,2.

При повiльному охолодженнi розплавiв (поряд з GaPO4) нами зафiксовано утворення
дифосфату LiGaP2O7, кiлькiсть якого збiльшується зi зменшенням швидкостi охолоджен-
ня. Це можна пояснити таким чином. Спочатку в розчинi-розплавi утворюється сполука
GaPO4, яка поступово реагує з фосфатним розплавом, утворюючи подвiйний дифосфат:

LiPO3 +Ga2O3 → GaPO4 + Li4P2O7,

GaPO4 + LiPO3 → LiGaP2O7.

Отже, на кристалiзацiю тiєї або iншої сполуки впливає, як один iз багатьох чинникiв,
густина розчину-розплаву та швидкiсть кристалiзацiї.

Будову фосфатних анiонiв отриманих сполук встановлено за допомогою IЧ спектро-
скопiчного методу аналiзу (рис. 2). Так, у спектрi ортофосфату GaPO4 спостерiгаються
валентнi коливання тетраедричного анiона PO3−

4 в областi 1030–1080 см−1.
Характеристичне коливання νs зв’язкiв P−O−P на IЧ-спектрi подвiйного дифосфа-

ту LiGaP2O7 проявляється при 772 см−1. Валентнi симетричнi та асиметричнi коливання
PO3-груп спостерiгаються при 1040, 1087, 1105 см−1 (νs) та при 1130, 1150, 1240 см−1 (νas).
Деформацiйнi коливання PO3-груп проявляються в областi 415–585 см−1.

IЧ-спектр метафосфату Ga(PO3)3 характеризується наявнiстю двох смуг поглинан-
ня при 720 й 770 см−1, якi вiдповiдають областi симетричних валентних коливань груп
P−O−P. Наявнiсть двох пiкiв вказує на присутнiсть у кристалiчному каркасi двох нерiв-
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Рис. 3. Залежнiсть температури початку кристалiзацiї сполук вiд мольного спiввiдношення Me2O/P2O5

(Me — Na, K).
Кривi : Na2O/P2O5: 1 — 15% за масою Ga2O3, 2 — 25% за масою Ga2O3; K2O/P2O5: 3 — 15% за масою
Ga2O3

ноцiнних кутiв ∠РОР. Асиметричнi коливання зв’язкiв P−O−P проявляється в дiапазо-
нi вiд 890 до 1050 см−1. Симетричнi та асиметричнi валентнi коливання груп O−P−O
спостерiгаються в областях 1090–1160 см−1 та 1230–1310 см−1 вiдповiдно. Смуги погли-
нання вiд 430 до 580 см−1 вiдповiдають деформацiйним коливанням фосфатного анiона та
коливанням кристалiчної гратки.

Результати рентгенографiчного дослiдження отриманих сполук наведенi в табл. 2.
Аналiз рентгенографiчних даних вказує на те, що ортофосфат галiю GaPO4 кристалi-
зується в модифiкацiї високотемпературного кварцу α-SiO2 та iзоструктурного берлiнiту
AlPO4 [7, 8].

Кристалоутворення в системах Na2O−P2O5−Ga2O3 дослiджували в двох концентрацiй-
них розрiзах з вихiдним масовим вмiстом Ga2O3, що становив 15 й 25% (рис. 3).

За результатами хiмiчного аналiзу (див. табл. 1) встановлено, що з розчинiв-розплавiв
систем Na2O−P2O5−Ga2O3, якi мiстять 15% за масою Ga2O3, кристалiзується сполука,
що має склад подвiйного дифосфату NaGaP2O7. Сполука утворюється в межах мольних
спiввiдношень Na2O/P2O5 вiд 0,5 до 1,1. При спiввiдношеннях Na2O/P2O5 вiд 1,1 до 1,6
розплави не кристалiзуються навiть при 600 ◦С, густина розплавiв при цьому досить висока
i при подальшому охолодженнi вони склуються.

Внесення в натрiйфосфатну систему 25% за масою Ga2O3 пiдвищує в’язкiсть роз-
чинiв i також призводить до утворення (за результатами хiмiчного аналiзу) дифосфату
NaGaP2O7, який, на вiдмiну вiд попередньої системи, при спiввiдношеннях Na2O/P2O5

Таблиця 2. Кристалографiчнi характеристики отриманих сполук

Сполука Сингонiя
Просторова

група
Параметри кристалiчної гратки, нм

a b c β, град

GaPO4 Тригон. Р3121 0,4902 — 1,1021 —
Ga(PO3)3 Монокл. С/с1 1,3011 1,8901 0,9315 126,9
LiGaP2O7 Монокл. Р21 0,4757 0,7940 0,6868 109,0
NaGaP2O7 Монокл. Р21/с 0,7305 0,9802 0,8139 106,8
KGaP2O7 Монокл. Р21/с 0,7298 0,9796 0,8148 106,8
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Рис. 4. IЧ-спектри фосфатiв. Кривi : 1 — NaGaP2O7; 2 — KGaP2O7

вiд 0,5 до 0,95 кристалiзується при бiльш високих температурах, а в дiапазонi 0,95 — 1,15
температури його кристалiзацiї нижчi. Кристалiзацiя вiдбувається лавиноподiбно в усьому
об’ємi розплаву.

У системах K2O−P2O5−Ga2O3 дослiдження проводили в одному концентрацiйному роз-
рiзi з масовим вмiстом Ga2O3 15% (рис. 3), що пов’язано зi збiльшенням в’язкостi трикомпо-
нентних оксидних розплавiв в ряду лужних металiв. Калiйфосфатна система вiдзначається
дуже високою густиною розчинiв-розплавiв, якi склуються при пiдвищеннi вмiсту оксиду
галiю, тому вказана вище концентрацiя Ga2O3 є оптимальною для взаємодiї в розплавах.

У системах K2O−P2O5−Ga2O3 в областi мольних спiввiдношень K2O/P2O5 вiд 0,5 до 1,2
також утворюється дифосфат KGaP2O7.

IЧ-спектри отриманих сполук, що наведенi на рис. 4, практично iдентичнi один до одного
та вiдрiзняються тiльки значеннями хвильових чисел коливань тiєї або iншої групи.

За результатами рентгенографiчних дослiджень розраховано параметри кристалiчних
граток подвiйних дифосфатiв (див. табл. 2).

Дослiдження термiчної поведiнки отриманих у системах Li(Na,K)2O−P2O5−Ga2O3 фос-
фатiв проводили в iнтервалi температур вiд 20 до 1000 ◦С. Швидкiсть нагрiвання зразкiв
становила 10 град/хв. Всi подвiйнi дифосфати MeGaP2O7 (Me — Li, Na, K) плавляться
до 1000 ◦С; температури плавлення та температури зворотних фазових переходiв наведенi
в табл. 3. У ряду LiGaP2O7−NaGaP2O7−KGaP2O7 проявляється закономiрнiсть зростан-
ня температур плавлення подвiйних дифосфатiв iз збiльшенням iонного радiуса лужного
металу (див. табл. 3).

Орто- та метафосфат галiю мають температури плавлення понад 1000 ◦С. Для кожного
з них зафiксовано зворотнi перетворення рiзних модифiкацiй.

Енантiотропнi полiморфнi перетворення. спостерiгаються також для подвiйних фосфа-
тiв з лужними металами натрiєм та калiєм.

Таблиця 3. Температури плавлення та фазових переходiв сполук у системах Me2O−P2O5−Ga2O3 (Me —
Li, Na, K)

Сполука tф.п,
◦С tпл,

◦С Сполука tф.п,
◦С tпл,

◦С

LiGaP2O7 — 795 Ga(PO3)3 590 > 1000
NaGaP2O7 840 860 GaPO4 460 > 1000
KGaP2O7 820 895 — — —
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Таким чином, за допомогою методiв хiмiчного елементного аналiзу, рентгенофазового
аналiзу, IЧ спектроскопiї встановлено дiапазони кристалiзацiї фосфатних сполук та пiдi-
брано оптимальнi умови для їх отримання. Показано, що на склад синтезованих фосфатiв
впливають такi фактори: вихiднi мольнi спiввiдношення Me2O/P2O5, концентрацiя окси-
ду галiю, температура та швидкiсть охолодження розчинiв-розплавiв. Утворення сполуки
Ga(PO3)3 у лiтiй–фосфатнiй системi було зафiксовано при вихiдних масових концентрацiях
Ga2O3 5 та 15%, сполуки GaPO4 при масовiй концентрацiї Ga2O3 25%. Утворення подвiйних
дифосфатiв MeGaP2O7 (Me — Li, Na, K) є характерним для всiх дослiджених систем.
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Синтез и структура фосфатов щелочных металлов и галлия

Проведено исследование процессов образования кристаллических фаз в расплавленных оксид-
ных системах Me2O−P2O5−Ga2O3 (Me — Li, Na, K). Зафиксировано образование простых
и двойных фосфатов щелочных металлов и галлия Ga(PO3)3, GaPO4, MeGaP2O7 (Me —
Li, Na, K). Для полученных соединений были определены области мольных соотношений
Me2O/P2O5, концентрация оксида галлия, а также температура кристаллизации индиви-
дуальных веществ. Методами физико-химического анализа установлен их состав, темпе-
ратуры плавления и фазовых переходов.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine M. S. Slobodyanyk, P.G. Nagornyi,
R. S. Boiko, O.M. Zaslavskyi

Synthesis and structure of alkali metals and gallium phosphates

The study of the crystalline phase formation is carried out for molten oxide systems
Me2O−P2O5−Ga2O3 (Me = Li, Na, K). Crystallization of simple and double phosphates of alkali
metals and gallium, GaPO4 and MeGaP2O7 (Me = Li, Na, K), is observed. Ranges of Me2O/P2O5

molar ratio, concentrations of gallium oxide, and the temperature of crystallization are determi-
ned for the compounds obtained. The chemical composition, temperatures of phase transitions, and
melting points are studied by physical and chemical methods.

146 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №10



УДК 546.571+547,792

Д.М. Хоменко, Р.О. Дорощук, Р. Д. Лампека

ЯМР спектроскопiчне та рентгеноструктурне

дослiдження координацiйних сполук аргентуму (I)
з похiдними 3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолу

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.С. Слободяником)

Синтезовано два нових комплекси на основi етилового естеру (HL1) та амiду (HL2)
3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолiлоцтової кислоти. Молекулярна та кристалiчна будови спо-
луки Ag(HL2)2NO3 доведенi методом РСА. Аргентум у цiй сполуцi має нехарактерне
координацiйне оточення — викривлений плоский квадрат. Лiганди координованi через
пiридиновий азот, а також N2 й N4 триазолу. Таким чином, HL2 утворює два рiзних
хелатних цикли. Цiкавою особливiстю кристалiчної структури Ag(HL2)2NO3 є незнач-
на вiдстань (0,32 нм) мiж молекулярними шарами. Це може бути результатом знач-
них π-стекiнгових взаємодiй мiж сусiднiми частинками [Ag(HL2)2]

+. На пiдставi да-
них ЯМР-спектрiв, записаних в ДМСО, зроблено висновки щодо можливої структури
отриманих комплексiв у розчинi.

Аргентум у ступенi окиснення +1 вступає в реакцiї комплексоутворення з багатьма класами
органiчних i неорганiчних лiгандiв та, як правило, утворює лiнiйнi комплекси. Це зумовлює
невелику поширенiсть хелатних комплексiв, де в ролi центрального атома виступає iон
аргентуму [1–5]. Тому, оскiльки координацiйнi сполуки аргентуму (I) з тетраедричним та
плоскоквадратним оточенням центрального атома маловiдомi, їх синтез та дослiдження
представляє як теоретичний, так i практичний iнтерес.

Мета роботи полягає в синтезi та дослiдженнi будови нових комплексiв аргентуму на
основi етилового естеру (HL1) та амiду (HL2) 3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолiлоцтової кислоти.

Об’єкти та методи дослiдження. Етиловий естер та амiд 5-(2-пiридил)-1,2,4-триазо-
лiлоцтової кислоти було синтезовано, згiдно з ранiше описаними методиками [6].

Комплекси отримували змiшуванням метанольних розчинiв двох еквiвалентiв вiдповiд-
ного лiганду та одного еквiвалента солi нiтрату аргентуму.

IЧ-спектри синтезованих сполук в областi 400–4000 см−1 були записанi на приладi “Spekt-
rum BX Perkin Elmer” (таблетки KBr). Вiднесення коливальних частот виконувалося на
пiдставi порiвняльного дослiдження IЧ-спектрiв комплексу та лiганду.

ЯМР-спектри синтезованих сполук були записанi в DMSO-d6 на приладi “Mercury 400”
фiрми “Varian” при кiмнатнiй температурi.

Експериментальний матерiал для розшифровки кристалiчних структур було отрима-
но на автодифрактометрi “Bruker Apex II CCD”. Усi розрахунки виконано за програмою
SHELX [7, 8].

Результати та їх обговорення. Отриманi координацiйнi сполуки аргентуму дослiджу-
вали за допомогою IЧ спектроскопiї. Характернi для складноефiрної групи смуги ν(C=O)
та ν(C−O−C) у сполуцi Ag(HL1)2NO3 майже не змiщуються в порiвняннi з некоордино-
ваним лiгандом, що свiдчить про вiдсутнiсть координацiї через атом кисню карбонiльної
групи. В IЧ-спектрi Ag(HL2)2NO3 смуги амiд I та амiд II зливаються в одну, що спосте-
рiгається при 1678 см−1. Амiд III i деякi смуги поглинання вiд триазольного кiльця ви-
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Рис. 1. Будова комплексного катiона [Ag(HL2)2]
+

дiлити в спектрi важко, оскiльки вони маскуються за бiльш iнтенсивними коливаннями
нiтрат анiона. Смуги, що вiдповiдають коливанням ν(C=C,C=N) пiридинового гетероцик-
лу в комплексах змiщуються в порiвняннi з некоординованими лiгандами, що пояснюється
зв’язуванням iона аргентуму з атомом азоту пiридинового циклу.

Будову Ag(HL2)2NO3 було встановлено за допомогою рентгеноструктурного аналiзу
(рис. 1, табл. 1, 2). Комплекс має моноядерну будову, координацiйне оточення аргентуму
близьке до плоскоквадратного. Обидва лiганди утворюють хелатнi п’ятичленнi металоцик-
ли. Один лiганд координується через пiридиновий азот та N4 триазолу. Вiдстанi Ag−N
становлять 0,238 й 0,236 нм вiдповiдно, кут N(6)Ag(1)N(5) 71,43◦. Другий лiганд координо-
вано через пiридиновий азот та N2 триазолу. Вiдстанi Ag−N становлять 0,228 й 0,258 нм
вiдповiдно, кут N(1)Ag(1)N(2) 70,13◦. Отже, можна бачити, що вiдстань Ag(1)–N(2) бiльша
в середньому на 0,025 нм у порiвняннi з iншими зв’язками Ag−N. Але, виходячи з лiтера-
турних даних [4, 5], для подiбних систем цей зв’язок також можна вважати координацiйним.

Таблиця 1. Величини довжин деяких зв’язкiв у сполуцi Ag(HL2)2NO3

Зв’язок Довжина зв’язкiв, нм Зв’язок Довжина зв’язкiв, нм

Аg(1)–N(1) 2,279(6) C(6)–N(2) 1,315(8)
Аg(1)–N(2) 2,576(5) N(2)–N(3) 1,341(8)
Аg(1)–N(5) 2,376(6) C(16)–N(6) 1,332(8)
Аg(1)–N(6) 2,358(5) C(15)–N(6) 1,343(8)
N(1)–C(5) 1,346(8) C(15)–С(14) 1,471(9)
C(5)–C(6) 1,486(9) C(14)–N(5) 1,325(8)

Таблиця 2. Величини деяких валентних кутiв у сполуцi Ag(HL2)2NO3

Валентний
кут

Значення валентного
кута, град

Валентний
кут

Значення валентного
кута, град

N(1)–Ag(1)–N(6) 121,0(2) C(6)–N(2)–Ag(1) 108,7(4)
N(6)–Ag(1)–N(5) 71,44(19) N(3)–N(2)–Ag(1) 147,1(4)
N(1)–Ag(1)–N(2) 71,44(19) C(1)–N(1)–Ag(1) 122,1(4)
N(5)–Ag(1)–N(2) 97,79(19) C(5)–N(1)–Ag(1) 121,1(5)
C(16)–N(6)–Ag(1) 142,1(4) C(14)–N(5)–Ag(1) 116,4(5)
C(15)–N(6)–Ag(1) 113,9(4) C(10)–N(5)–Ag(1) 125,9(5)
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Рис. 2. Кристалiчна упаковка сполуки Ag(HL2)2NO3. Проекцiя вздовж осi C

Моноядернi одиницi [Ag(HL2)2]+ i NO−
3 у кристалi утворюють паралельнi шари, вiд-

стань мiж якими становить приблизно 0,32 нм (рис. 2), що, очевидно, є результатом iсну-
вання значної π-стекiнгової взаємодiї мiж молекулами сусiднiх шарiв [3].

ПМР-спектри отриманих комплексiв аргентуму мають деякi спiльнi риси, що вiдрiз-
няють їх вiд спектрiв вiльних лiгандiв (табл. 3). α-Пiридиновi протони при координацiї зсу-
ваються в сильне поле на 0,11–0,14 м. ч., що свiдчить про утворення координацiйного зв’язку
через пiридиновий атом азоту. Найбiльшого зсуву (0,15–0,20 м. ч.) у слабке поле зазнають
сигнали протона 4 пiридинового циклу, а також протони метиленової групи, що може свiд-
чити про координацiю триазольного циклу. Протони в азиновому циклi, що не знаходяться
в безпосереднiй близькостi до центрiв координацiї, зазнають незначного зсуву в слабке поле.
В ПМР-спектрах обох координацiйних сполук присутнiй сигнал триазольного протона.

За даними ПМР спектроскопiї (див. табл. 3) можна зробити висновки, що в обох дослiд-
жуваних координацiйних сполуках реалiзується схожий спосiб координацiї лiгандiв цент-
ральним атомом.

Слiд вiдзначити, що результати ПМР спектроскопiчного дослiдження сполуки
Ag(HL2)2NO3 певною мiрою не корелюють iз даними РСА для цiєї сполуки. Лiганди
в Ag(HL2)2NO3 координованi по-рiзному, а отже, в спектрi 1Н ЯМР може спостерiгати-
ся подвiйний набiр сигналiв. Але насправдi кiлькiсть сигналiв у спектрi така, як i у вiль-
ному лiгандi. За будовою координацiйного полiедра та способом координацiї лiгандiв спо-

Таблиця 3. ПМР спектральнi характеристики сполук Ag(HL1)2NO3 та Ag(HL2)2NO3

де R = OEt, NH2

Сполука
Хiмiчнi зсуви протонiв та їх мультиплетностi

1 2 3 4 5 6

HL1 8,69(д.) 7,51(м.) 7,97(м.) 8,04(д.) 14,60 3,83(с.)
Ag(HL1)2NO3 8,58(д.) 7,58(м.) 8,06(м.) 8,21(д.) 14,85 4,04(с.)
HL2 8,67(д.) 7,48(м.) 7,94(м.) 8,04(д.) 14.40 3,58(с.)
Ag(HL2)2NO3 8,53(д.) 7,57(м.) 8,07(м.) 8,24(д.) 14,74 3,82(с.)

Пр и м i т ка . Спектри записано в DMSO-d6. Умовнi позначення: c. — синглет, д. — дублет, м. — мультиплет.
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лука Ag(HL2)2NO3 нагадує сполуку Pd(HL1)Cl2 [9], тому правдивим є припущення, що
їх спектри 1Н ЯМР будуть мати спiльнi риси. Але нами зазначено протилежне, зокрема
сигнали α-протонiв пiридинового гетероциклу в комплексi срiбла зсунутi в сильне поле, а
в паладiєвому — в слабке порiвняно з некоординованим лiгандом. Виходячи з цих розбiж-
ностей, iмовiрно було б припустити, що в розчинi ДМСО сполука Ag(HL2)2NO3 частково
дисоцiює. Наслiдком цього є усереднення сигналiв в ПМР-спектрi сумiшi комплексiв, що
при цьому утворюються та спiвiснують у динамiчнiй рiвновазi. Загалом величини зсувiв
у протонному спектрi сполуки Ag(HL2)2NO3 бiльш близькi до тих, що спостерiгались для
сполуки Zn(HL2)2(NO3)2 [6].

Таким чином, нами синтезовано два нових комплекси на основi етилового естеру (HL1)
та амiду (HL2) 3-(2-пiридил)-1,2,4-триазолiлоцтової кислоти. В сполуцi Ag(HL2)2NO3 арген-
тум має нехарактерне координацiйне оточення — викривлений плоский квадрат. Цiкавою
особливiстю кристалiчної будови даної сполуки є незначна вiдстань (0,32 нм) мiж молеку-
лярними шарами, що може бути результатом значних π-стекiнгових взаємодiй мiж сусiднi-
ми частинками [Ag(HL2)2]

+.
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Д.Н. Хоменко, Р.А. Дорощук, Р. Д. Лампека

ЯМР спектроскопическое и рентгеноструктурное исследования
координационных соединений серебра (I) с производными
3-(2-пиридил)-1,2,4-триазола

Синтезированы два новых комплекса на основе этилового эстера (HL1) и амида (HL2)
3-(2-пиридил)-1,2,4-триазолилуксусной кислоты. Молекулярное и кристаллическое строе-
ния соединения Ag(HL2)2NO3 определены методом РСА. Серебро в данном соединении име-
ет нехарактерное координационное окружение — искривленный плоский квадрат. Лиганды
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координированы через пиридиновый азот, а также N2 и N4 триазола. Таким образом, HL2

образует два разных хелатных цикла. Интересной особенностью кристаллической струк-
туры Ag(HL2)2NO3 является незначительное расстояние (0,32 нм) между молекулярными
слоями. Это может быть результатом значительных π-стекинговых взаимодействий
между соседними частицами [Ag(HL2)2]

+. По данным ЯМР-спектров, записанных в ДМСО,
сделаны выводы о возможной структуре полученных комплексов в растворе.

D.M. Khomenko, R.O. Doroschuk, R.D. Lampeka

NMR-spectroscopic and X -ray studies of Ag(I) complexes with
3-(2-pyridyl)-1,2,4-triazole derivatives

Two new argentum(I) complexes with 3-(2-pyridyl)-1,2,4-triazoleylacetic acid ethyl ether (HL1)
and amide (HL2) have been synthesized. Ag(HL2)2NO3 wаs characterized by single crystal X-ray
diffraction. In this compound, argentum has an indistinctive distorted square planar N4 coordination
sphere. Ligands are coordinated through nitrogen of pyridyl moiety and N2 or N4 of triazole. So HL2

forms two different N, N bidentate chelates. As an interesting peculiarity of the crystal structure
Ag(HL2)2NO3, one should note the small distance (0.32 nm) between molecular layers. It could be a
result of the strong π-stacking interaction between neighbor [Ag(HL2)2]

+ parts. Probable structures
of the obtained compounds in a DMSO solution are proposed by means of NMR-spectroscopy.
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Реакцiя фотосинтетичного апарату шпинату на дiю
важких металiв, iнгiбiторiв карбоангiдрази

(Представлено академiком НАН України К. М. Ситником)

Дослiджено вплив важких металiв (iонiв Cu2+ та Zn2+), iнгiбiторiв карбоангiдрази, на
мембранну систему iзольованих хлоропластiв шпинату. Виявлено, що за умов обробки
препаратiв хлоропластiв iонами Zn2+ знижується вмiст бiкарбонату на 20%, збiль-
шується товщина тилакоїдiв гран на 35% та мiжтилакоїдних промiжкiв на 34% по-
рiвняно з контролем. Пiд дiєю iонiв Cu2+ порiвняно з контролем неiстотно знижується
рiвень бiкарбонату, тодi як товщина тилакоїдiв гран збiльшується на 15%, а товщина
мiжтилакоїдних промiжкiв — на 10%. Вiдмiчено, що вплив iонiв Zn2+ на структуру
гранальної системи i рiвень бiкарбонату є бiльш значущим, нiж iонiв Cu2+. Отрима-
нi данi можуть вказувати на зниження активностi тилакоїдної карбоангiдрази, iнгi-
бування електронного транспорту та процесу фотосинтезу в цiлому в присутностi
iнгiбiторiв карбоангiдрази.

Однiєю з проблем фотобiологiї рослин є визначення органiзацiї первинних процесiв аси-
мiляцiї СО2, до якої належать поглинання, трансмембранне перемiщення та внутрiшньо-
клiтинне накопичення неорганiчного вуглецю (Сн), а також концентрування СО2 в зонах
карбоксилювання. Оскiльки провiдна роль в первинних процесах асимiляцiї Сн належить
ензиматичним реакцiям за участю карбоангiдраз, то вищеназвану проблему дослiджують,
вивчаючи саме цю групу ферментiв.

Як вiдомо, фотосинтез вiдбувається за участю Сн. Його надходження у фотосинтезуючi
клiтини активно вивчається протягом останнiх 20 рокiв [1].

Вже встановлено форми, в яких Сн надходить у клiтини, кiнетика його транспорту, за-
лежнiсть транспорту вiд ряду параметрiв навколишнього середовища. Транспорт Сн вiдбу-
вається проти градiєнта концентрацiї, а отже, потребує енергiї для свого здiйснення, тобто
є активним транспортом.

Призначенням механiзмiв активного транспорту, якi здатнi накопичувати в клiтинах
неорганiчний вуглець у концентрацiях, що в сотнi й тисячi разiв перевищують його концен-
трацiю в навколишньому середовищi, є створення оптимальних умов для фотосинтетичної
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фiксацiї вуглецю [2]. Такi механiзми з урахуванням речовини, що транспортується, нази-
ваються СО2-концентруючими, або Сн-концентруючими механiзмами.

СО2-концентруючий механiзм є результатом злагодженої роботи карбоангiдрази та сис-
теми переносникiв сполук Сн, якi створюють в зонi активного сайта рибулозобiфосфаткар-
боксилази/оксигенази (РБФК/О) необхiдну концентрацiю СО2. Карбоангiдраза (КА, кар-
бонат гiдролiаза, ЄС 4.2.1.1.) — фермент, який широко розповсюджений у всiх живих ор-
ганiзмах вiд прокарiот до людини [3]. КА бере участь у всiх процесах Сн-концентруючого
механiзму (поглинання Сн, запобiгання витоку Сн з клiтини, внутрiшньоклiтинне перетво-
рення форм Сн). Cн, що поглинається клiтиною, накопичується у виглядi пулу НСО−

3 . Вна-
слiдок iснування рiзних форм Сн, у яких вiн накопичується i фiксується в клiтинi, для
перебiгу реакцiй карбоксилювання є необхiдним перетворення НСО−

3 в СО2. Це вiдбуваєть-
ся за участю КА в умовах її тiсної кооперацiї з РБФК/О. Останнє є важливим у зв’язку
з тим, що внутрiшньоклiтинне пiдвищення вмiсту СО2 неминуче призведе до його вiдтоку
з клiтини за градiєнтом концентрацiї [4, 5].

Виявлено, що рослинна КА iнгiбується деякими важкими металами; ця властивiсть об-
умовлена наявнiстю в її складi великої кiлькостi цистеїнових залишкiв [6].

На сьогоднi велику кiлькiсть публiкацiй присвячено бiохiмiчному вивченню КА, проте
залишаються мало дослiдженими механiзми дiї її iнгiбiторiв (зокрема, важких металiв)
на структурнi компоненти рослини, де вiдбувається фотосинтез, на їх фотосинтетичний
апарат, а саме на мембранну систему хлоропластiв.

Тому ми ставили за мету дослiдження впливу iонiв Cu2+ та Zn2+ на мембранну систему
iзольованих хлоропластiв шпинату.

Хлоропласти класу “С” видiляли з листкiв 15-добових проросткiв шпинату (Spinacea
oleracea L.) методом диференцiйного центрифугування [7] в середовищi, що мiстило 300 мМ
сорбiтолу, 10 мМ NaCl, 15 мМ аскорбату натрiю, 10 мМ трис-НСl (pH 7,8). Час iнкубацiї
зразкiв з металами i без них становив 1,5 год за темнових умов.

Структурнi характеристики будови гранальних тилакоїдних мембран вивчали методом
трансмiсiйної електронної мiкроскопiї. Видiленi хлоропласти, якi були обробленi iнгiбiтора-
ми i не обробленi, помiщали в середину агарових блокiв. Проби фiксували 2,5% глутаровим
альдегiдом. Пiсля промивки здiйснювали дофiксацiю розчином 1% ОsO4. Зневоднення i за-
ливку в епон-аралдитну смолу проводили за стандартною методикою. Ультратонкi зрiзи
виготовляли на ультрамiкротомi LKB-V (LKB, Швецiя), дослiджували i фотографували
у трансмiсiйному електронному мiкроскопi JEM-1300 (JEOL, Японiя). Розмiри тилакоїд-
ної системи гран на зображеннях зрiзiв визначали за допомогою комп’ютерної програми
ImageTool 3.0 (UTHSCSA, США).

Для визначення змiн вмiсту зв’язаного бiкарбонату суспензiю хлоропластiв шпинату
з концентрацiєю хлорофiлу 4 мг/мл iнкубували протягом 3 год при 0 ◦С з iнгiбiторами КА
(80 мкМ Cu2+, 200 мкМ Zn2+). Вмiст бiкарбонату в тилакоїдах визначали за допомогою
iнфрачервоного газоаналiзатора Q-S151 (“Qubit systems”, Канада) за рiзницею виходу СО2

iз суспензiї та вiдповiдного супернатанту пiсля додавання HCl до концентрацiї 1 М.
Як нами було визначено, в контрольних хлоропластах вмiст бiкарбонату становив

225 нмоль/мг хлорофiлу, що в молярному спiввiдношеннi вiдповiдає однiй молекулi бiкарбо-
нату на кожнi п’ять молекул хлорофiлу, а пiсля обробки iнгiбiторами КА його вмiст знижу-
вався (рис. 1). В присутностi 80 мкМ Cu2+ спостерiгалася незначна тенденцiя до його зни-
ження. Пiсля обробки хлоропластiв 200 мкМ Zn2+ вмiст бiкарбонату становив 185 нмоль/мг
хлорофiлу, або приблизно 80% контрольної величини. З урахуванням отриманих даних бу-
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Рис. 1. Вмiст бiкарбонату в тилакоїдах шпинату в контролi та пiсля обробки iнгiбiторами КА

ло дослiджено структуру гранальної системи хлоропластiв шпинату пiд впливом металiв,
iнгiбiторiв карбоангiдраз.

На рис. 2, а зображено фрагменти хлоропластiв з контрольного варiанта, якi позбавленi
оболонок, де чiтко вирiзняються окремi грани, пластоглобули, тилакоїди строми. Iнтактна
грана складається з 42 тилакоїдiв, вiд кiнцевих дiлянок яких вiдходять тилакоїди строми
(див. рис. 2, б ). Пiдрахунки виявили, що товщина тилакоїдiв гран у середньому досягала
9,7 нм, тодi як промiжок мiж ними становив 12 нм (рис. 3).

Порушення фотосинтетичного апарату, що вiдбувалися пiд впливом iнгiбiторiв карбо-
ангiдрази, iонiв Cu2+ або Zn2+, чiтко виявлялися у виглядi змiн ультраструктури гран.

За умов дiї iонiв Cu2+ спостерiгалося збереження загальної структури гран, рiвномiрне
пакування тилакоїдiв у гранах (див. рис. 2, в). Однак порiвняно з контролем змiнювалися
параметри гран (див. рис. 2, г): товщина тилакоїдiв гран збiльшувалася на 15%, а ширина
мiжтилакоїдних промiжкiв — на 10% (див. рис. 3).

На вiдмiну вiд впливу iонiв Cu2+ за умов обробки препаратiв хлоропластiв iонами Zn2+

спостерiгалася неоднорiднiсть пакування тилакоїдiв гран, змiнювався характер будови гран
(див. рис. 2, д, е). Це виявлялося в рiзкому збiльшеннi порiвняно з контролем ширини мiж-
тилакоїдних промiжкiв на 34%, особливо в центральнiй частинi гран, при цьому зовнiшнi
дiлянки тилакоїдiв залишалися попарно з’єднаними; товщина тилакоїдiв гран також збiль-
шувалася на 35% порiвняно з контролем (див. рис. 3).

Слiд зазначити, що деякими дослiдниками показано зменшення кiлькостi гран i пору-
шення їх структури пiд дiєю iонiв iнших важких металiв, зокрема кадмiю [8, 9]. Грани мали
неправильну форму i мiстили меншу кiлькiсть тилакоїдiв. Вiдбувалася також деградацiя
тилакоїдiв строми [10].

Зниження активностi карбоангiдрази може бути безпосередньою або опосередкованою
причиною порушень фотосинтезу. Так негативними проявами впливу Zn2+ i Cu2+ є пригнi-
чення росту та розвитку листкiв i коренiв, поява у рослин хлорозу, що є наслiдком змiн на
рiвнi фотосинтезу. Вiдомо, що фотосинтетичний апарат рослин дуже чутливий до пiдви-
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Рис. 2. Ультраструктура видiлених хлоропластiв шпинату та їх гран. а, б — контроль; в, г — обробка Сu2+;
д, е — Zn2+. Позначення: Г — грана, ТГ — тилакоїди грани, Пг — пластоглобули, ТС — тилакоїди строми

щення вмiсту важких металiв у навколишньому середовищi, що виявляється в порушеннi
багатьох параметрiв його функцiонування [11]. Серед основних причин цього явища можна
назвати такi: зниження активностi ферментiв синтезу хлорофiлу i каротиноїдiв, руйнування
пiгментiв iнгiбуванням електрон-транспортного ланцюга фотосинтезу, а також опосередко-
вано через вплив на обмiн залiза.
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Рис. 3. Вплив iнгiбiторiв КА на розмiри структури гран — товщину тилакоїдiв та ширину мiжтилакоїдних
промiжкiв

Наявнi данi щодо впливу Cu2+ та Zn2+ на рiвнi фотосинтетичного електрон-транспорт-
ного ланцюга свiдчать про те, що найбiльш уразливою його дiлянкою є фотосистема II
(ФСII). Зокрема, iони Cu2+ та Zn2+ можуть зв’язуватися в межах Fe2+-сайта мiж QА i QB,
викликаючи зсув негемового залiза, який реєструється як зникнення сигналу ЕПР, що на-
лежить QA — Fe2+ в частках ФСII [12]. Модифiкацiї акцепторної сторони ФСII пiд впливом
iонiв важких металiв пiдтверджуються також методами релаксацiї флуоресценцiї хлоро-
фiлу i визначення вiдносного вмiсту QB-невiдновлювальних реакцiйних центрiв ФСII [12].
Порушення в структурi хлоропластiв пiд впливом важких металiв призводять до зниження
вмiсту хлорофiлiв у листках рослин, а також викликають iнактивацiю кисневидiляючого
центру ФСII i уповiльнення електронного транспорту [13].

Результати структурних дослiджень дають можливiсть припустити, що змiна кiнетич-
них характеристик фотохiмiчних процесiв у хлоропластах в присутностi iонiв Cu2+ та Zn2+,
яка спостерiгалася ранiше [11], може бути наслiдком саме перебудов мембранної системи
хлоропластiв (набухання тилакоїдних мембран, руйнування гран та структури тилакоїдiв).
Слiд зазначити, що вплив iонiв Zn2+ на структуру гранальної системи виявився бiльш вира-
женим, нiж iонiв Cu2+, що збiгається з даними про бiльший ступiнь iнгiбування активностi
КА iонами Zn2+, нiж Cu2+ [14].

Функцiї КА багатограннi, i всi вони заснованi на швидкому обмiнi СО2 i НСО−
3 . Разом

з тим, як свiдчать нашi результати, у тилакоїдах цей фермент консервує Сн i запобiгає його
втратi. Тилакоїдна КА, ймовiрно, є важливою частиною нещодавно описаного базального
Сн-концентруючого механiзму [15], притаманного всiм фотосинтезуючим органiзмам. Роль
рослинної γ-КА комплексу I мiтохондрiй полягає в перетвореннi СО2 на НСО−

3 з подальшою
транслокацiєю в цитоплазму для запобiгання втрати клiтиною СО2, що утворився при де-
карбоксилюваннi, i його подальшого використання при фотосинтезi. Тилакоїдна КА β-типу,
у свою чергу, зв’язує бiкарбонат, i перетворює його на СО2 за умови дефiциту останньо-
го [15]. Проте ми вважаємо, що не менш важливою є каталiтична, а не субстратна функцiя
бiкарбонатного пулу. Вiн, включаючись у структуру тилакоїдної мембрани, полегшує ла-
теральне перенесення протонiв до АТФ-синтази i, регулюючи ефективнiсть синтезу АТФ,
забезпечує координування свiтлової та темнової фаз фотосинтезу, тобто виступає в ролi
сигнальної молекули.
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Отриманi данi можуть вказувати на важливу роль тилакоїдної КА у пiдтриманнi бi-
карбонатного пулу в хлоропластах, як поблизу РБФК/О, так i в тилакоїдах, а також на
iстотне значення бiкарбонатного пулу в пiдтриманнi ультраструктури тилакоїдних мемб-
ран. Разом з тим не можна виключати безпосереднiй вплив металiв-iнгiбiторiв (Cu2+ та
Zn2+) на ультраструктуру тилакоїдних мембран.

Отже, на пiдставi одержаних нами експериментальних даних можна висловити припу-
щення про участь КА в органiзацiї та пiдтримцi iнтактної структури гранальної системи
хлоропластiв.

Аналiз впливу iнгiбiторiв КА на ультраструктуру тилакоїдiв гран може становити знач-
ний iнтерес, оскiльки вiн несе iнформацiю про стан гран i хлоропластiв у цiлому. Ультра-
структурнi характеристики тилакоїдiв гран можна також використовувати як маркери при
вивченнi впливу на рослини несприятливих факторiв навколишнього середовища, зокрема
iонiв важких металiв.
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12. Jegerschöld C., MacMillan F., Lubitz W. Effects of copper and zinc ions on photosystem II studied by
EPR spectroscopy // Biochemistry. – 1999. – 38, No 38. – P. 12439–12445.

13. Atal N., Saradhi P.P., Mohanty P. Inhibition of the chloroplast photоchemical reactions by treatment of
wheat seedlings with low concentrations of cadmium. Analysis of electron transport activities and changes
in fluorescence yield // Plant Cell Physiol. – 1991. – 32, No 7. – P. 943–951.

14. Hakan S., Beydemir S. The impact of heavy metals on the activity of carbonic anhydrase from rainbow
trout (Oncorhynchus mykiss) kidney // Toxicol. Indust. Health. – 2011. – 27, No 1. – P. 1–10.

15. Zabaleta E., Martin M.V., Braun H.-P. A basal carbon concentrating mechanism in plants? // Plant Sci. –
2012. – 187. – P. 97–104.

Надiйшло до редакцiї 23.04.2013Iнститут ботанiки iм. М. Г. Холодного
НАН України, Київ

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 157



М.В. Водка, А. В. Полищук, Н.А. Белявская, Е. К. Золотарева

Реакция фотосинтетического аппарата шпината на действие
тяжелых металлов, ингибиторов карбоангидразы

Исследовано влияние тяжелых металлов (ионов Cu2+ и Zn2+), ингибиторов карбоанги-
дразы, на мембранную систему изолированных хлоропластов шпината. Установлено, что
при обработке препаратов хлоропластов ионами Zn2+ снижается содержание бикарбоната
на 20%, увеличивается толщина тилакоидов гран на 35% и межтилакоидных промежутков
на 34% по сравнению с контролем. В условиях действия ионов Cu2+ по сравнению с контро-
лем несущественно снижается уровень бикарбоната, тогда как толщина тилакоидов гран
увеличивается на 15%, а толщина межтилакоидных промежутков — на 10%. Отмечено,
что влияние ионов Zn2+ на структуру гранальной системы и уровень бикарбоната более
выражено, чем ионов Cu2+. Полученные данные могут указывать на снижение активности
тилакоидной карбоангидразы, ингибирование электронного транспорта и процесса фотосин-
теза в целом в присутствии ингибиторов карбоангидразы.

M.V. Vodka, O.V. Polishchuk, N.O. Bilyavs’ka, E.K. Zolotareva

Response of spinach photosynthetic apparatus to the action of heavy
metals, carbonic anhydrase inhibitors

The effects of heavy metals (Cu2+ and Zn2+), carbonic anhydrase inhibitors, on the membrane
system of isolated chloroplasts of spinach are investigated. Following the treatment of chloroplast
preparations with zinc ions, a decline in the bicarbonate content by 20% occurred, the thickness
of the granal thylakoids increased by 35%, and the interspace between thylakoids did by 34% as
compared with control. As a result of the Cu2+ treatment, the bicarbonate level decreased by 20%,
the thickness of granal thylakoids enhanced by 15%, and the interspace between thylakoids increased
by 10% in comparison to control. It is shown that the effects of zinc ions on the structure of the
chloroplast granal system and the bicarbonate level are more evident than those of cooper ions.
The data obtained can indicate a decrease in the activity of thylakoid carbonic anhydrase and the
inhibition of the electron transport and the photosynthetic process as a whole in the presence of
carbonic anhydrase inhibitors.
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УДК 581.1.036.2:577.15

Ю.Е. Колупаев, А.А. Луговая, А. И. Обозный, Т.О. Ястреб,
Ю.В. Карпец, член-корреспондент НАН Украины Л. И. Мусатенко

Сигнальные посредники при индуцировании

антиоксидантных ферментов растительных клеток
жасмоновой кислотой

Показано, что обработка изолированных колеоптилей пшеницы жасмоновой кислотой
(ЖАК) в концентрации 1 мкМ вызывает транзиторное усиление образования супер-
оксидного анион-радикала (O

.−

2 ), последующее увеличение активности антиоксидантных
ферментов — супероксиддисмутазы (СОД) и каталазы — и повышение устойчивости
к повреждающему прогреву. Все эти эффекты угнетает предварительная обработка
колеоптилей ингибитором НАДФН-оксидазы имидазолом. Антагонист зависимого от
фосфолипазы D образования фосфатидной кислоты бутанол-1 также нивелирует вызы-
ваемое ЖАК усиление генерации O

.−

2 , активацию СОД и каталазы и развитие тепло-
устойчивости колеоптилей. Его неактивный изомер бутанол-2 не влияет на исследуе-
мые показатели. Сделано заключение, что повышение активности антиоксидантных
ферментов и теплоустойчивости колеоптилей пшеницы экзогенной ЖАК опосредовано
усилением генерации активных форм кислорода, связанным с активацией НАДФН-окси-
дазы. При этом посредником, задействованным в ее регуляции, может быть фосфатид-
ная кислота.

Жасмоновая кислота (ЖАК) относится к фитогормонам, участвующим в развитии защит-
ных реакций растений на биотические и абиотические стрессоры. В условиях последних
механизмы физиологических эффектов ЖАК остаются малоизученными. Имеются сведе-
ния, указывающие на роль активных форм кислорода (АФК) в жасмонатном сигналин-
ге [1]. Полагают, что некоторые эффекты ЖАК, в частности, индуцирования ею закрытия
устьиц [2], повышения активности фенилаланинаммонийлиазы [3] связаны с усилением ге-
нерации АФК, обусловленным активацией НАДФН-оксидазы, поскольку данные явления
нивелировались ингибиторами этого фермента. Установлена способность экзогенной ЖАК
индуцировать ферментативную антиоксидантную систему растений, что может быть важно
для развития устойчивости к абиотическим стрессорам [4, 5].

Недавно было показано, что при действии экзогенного метилжасмоната на клетки Capsi-
cum chinense в них происходит повышение активности фосфолипазы D (ФЛD) [6], которая
участвует в образовании фосфатидной кислоты — важного вторичного мессенджера липи-
дного сигналинга. Известно, что фосфатидная кислота может принимать участие в актива-
ции НАДФН-оксидазы — одного из основных источников АФК, образующихся на клеточной
поверхности [7]. Можно полагать, что существует взаимодействие между фосфатидной кис-
лотой и АФК как сигнальными посредниками. Однако о том, участвуют ли эти посредники
в процессах индуцирования стресспротекторных систем, задействованных в формировании
устойчивости растений к абиотическим стрессорам под влиянием экзогенной ЖАК, почти
ничего не известно.

В связи с изложенным наша цель состояла в выяснении методом ингибиторного анализа
возможной роли НАДФН-оксидазы и ФЛD в индуцировании экзогенной ЖАК антиокси-
дантных ферментов растительных клеток и их теплоустойчивости.
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Материалы и методы исследования. В работе использовали отрезки базальной час-
ти колеоптилей пшеницы (Triticum aestivum L.) сорта Элегия, которые отделяли от 4-су-
точных этиолированных проростков, выращенных при 20 ◦С. Колеоптили являются адек-
ватной моделью для исследования действия экзогенных соединений на устойчивость расте-
ний, определяющуюся преимущественно клеточными механизмами [8].

Отрезки колеоптилей инкубировали на простерилизованном 2%-м растворе сахарозы
с добавлением пенициллина (Na-соль, 100 000 ед.) (контроль). Обработку колеоптилей
ЖАК в конечной концентрации 1 мкМ проводили в течение 24 ч внесением ее в среду инку-
бации. Предварительно ЖАК растворяли в небольшом объеме этанола. В среду вариантов
без ЖАК вносили эквивалентное количество этанола. Оптимальная концентрация ЖАК,
в наибольшей степени повышающая теплоустойчивость колеоптилей, была установлена на-
ми ранее [9]. В соответствующих вариантах опыта колеоптили обрабатывали в течение 26 ч
ингибитором НАДФН-оксидазы имидазолом [10] в концентрации 1 мкМ или ингибитором
ФЛD-зависимого образования фосфатидной кислоты 0,2%-м бутанолом-1 либо его неактив-
ным аналогом бутанолом-2 в такой же концентрации [11]. В вариантах с комбинированной
обработкой колеоптилей ЖАК и имидазолом или ЖАК и бутанолом-1 (бутанолом-2) соот-
ветствующие эффекторы добавляли в среду инкубации колеоптилей за 2 ч до внесения в нее
ЖАК. Концентрации эффекторов были выбраны на основании предварительных опытов.

После завершения инкубации колеоптилей на растворах исследуемых соединений часть
отрезков каждого варианта подвергали потенциально летальному прогреву в водяном
ультратермостате в стерильной дистиллированной воде при 43 ± 0,1 ◦С в течение 10 мин.
Затем колеоптили помещали в чашки Петри с простерилизованным 2%-м раствором саха-
розы с добавлением пенициллина. Через 2 сут после прогрева оценивали их повреждения
по появлению специфического оттенка и потере тургора.

Выделение супероксидных анион-радикалов из отрезков колеоптилей во внешний раст-
вор определяли по восстановлению нитросинего тетразолия (НСТ) до формазана как опи-
сано ранее [8]. Для проверки специфичности определяемой генерации О.−

2 в специальных
опытах в пробы добавляли супероксиддисмутазу (СОД) (50 ед./мл). СОД угнетала обра-
зование формазана не менее чем на 90%. В связи с этим считали, что количество восста-
новленного НСТ определяется содержанием О.−

2 . Супероксидпродуцирующую активность
оценивали как изменение светопоглощения реакционной смеси за единицу времени инку-
бации в расчете на один отрезок. За 100% принимали величину в контрольном варианте
в первой временной точке наблюдений.

Для определения активности СОД (КФ 1.15.1.1) и каталазы (КФ 1.11.1.6) навеску
растительного материала гомогенизировали на холоде в 0,15 М K,Na-фосфатном буфере
(pH 7,6) с добавлением ЭДТА (0,1 мМ), дитиотреитола (1 мМ), фенилметилсульфонил-
фторида (0,5 мМ) и детергента Тритона Х-100 (конечная концентрация 0,1%). Для ана-
лиза использовали супернатант после центрифугирования гомогената при 8000 g в течение
10 мин при 4 ◦С. Активность СОД определяли, используя метод, основанный на способности
фермента конкурировать с нитросиним тетразолием за супероксидные анионы, образую-
щиеся вследствие аэробного взаимодействия НАДH и феназинметасульфата [8]. Активность
каталазы определяли по количеству разложившегося пероксида водорода за единицу време-
ни как описано ранее [8]. Содержание белка анализировали по методу Бредфорд, используя
в качестве стандарта бычий сывороточный альбумин [12]. Опыты проводили в трехкратной
биологической повторности и каждый воспроизводили независимо три раза. На рисунках
приведены средние величины и их стандартные отклонения.
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Рис. 1. Генерация супероксидного анион-радикала (% к контролю в начале эксперимента) колеоптилями
пшеницы.
Здесь и на рис. 2, 3: 1 — контроль; 2 — ЖАК (1 мкМ); 3 — имидазол (1 мкМ); 4 — ЖАК (1 мкМ)+имидазол
(1 мкМ); 5 — бутанол-1 (0,2%); 6 — ЖАК (1 мкМ) + бутанол-1 (0,2%); 7 — бутанол-2 (0,2%); 8 — ЖАК
(1 мкМ) + бутанол-2 (0,2%)

Результаты исследования и их обсуждение. Как было установлено ранее, под
действием ЖАК в колеоптилях пшеницы происходит транзиторное усиление генерации
супероксидного анион-радикала, отмечающееся в течение первых двух часов после нача-
ла обработки [9]. В связи с этим влияние ингибитора НАДФН-оксидазы и антагониста
ФЛD-зависимого образования фосфатидной кислоты на ЖАК-индуцируемую генерацию
супероксидного анион-радикала исследовали через 15 мин и 2 ч после начала обработки
колеоптилей ЖАК. Генерация О.−

2 колеоптилями пшеницы через 15 мин после начала об-
работки ЖАК увеличивалась более чем на 30%, а через 2 ч этот эффект снижался до 19%
(рис. 1). Ингибитор НАДФН-оксидазы имидазол сам по себе вызывал тенденцию к сниже-
нию продукции супероксидного анион-радикала колеоптилями пшеницы и почти полностью
нивелировал усиление образования АФК, индуцируемое ЖАК. Генерация О.−

2 снижалась
и под влиянием ингибитора образования фосфатидной кислоты бутанола-1, который также
снимал эффект повышения продукции супероксида, вызываемый ЖАК (см. рис. 1). Обра-
ботка колеоптилей бутанолом-2 (неактивным изомером бутанола-1) не оказывала влияния
на образование О.−

2 и достоверно не изменяла проявление эффекта ЖАК.
Таким образом, можно полагать, что ключевым ферментом генерации супероксидного

анион-радикала, активируемым действием на колеоптили ЖАК, является НАДФН-оксида-
за. Повышение ее активности, по-видимому, зависит от образования фосфатидной кислоты,
катализируемого ФЛD, поскольку оно нивелировалось действием бутанола-1.

Есть основания полагать, что вызываемое ЖАК транзиторное усиление генерации АФК
колеоптилями пшеницы должно приводить к последующему увеличению активности антио-
ксидантных ферментов. Если этот процесс индуцируется АФК как сигнальными посредни-
ками, ингибирование ферментов, прямо или опосредованно задействованных в их генера-
ции, должно модифицировать активность ферментативных компонентов антиоксидантной
системы. Под влиянием ЖАК происходило повышение активности СОД и каталазы в коле-
оптилях пшеницы, которое отмечалось как через 2, так и через 24 ч после начала обработки
(рис. 2). Имидазол сам по себе существенно не влиял на активность этих ферментов, однако
частично снимал повышение их активности, вызываемое действием ЖАК.

Обработка колеоптилей бутанолом-1 незначительно увеличивала активность СОД
и практически не влияла на активность каталазы (см. рис. 2). При этом в сочетании
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Рис. 2. Активность СОД (а) и каталазы (б ) в колеоптилях пшеницы

Рис. 3. Выживание (%) колеоптилей пшеницы после повреждающего прогрева (43 ◦С, 10 мин)

с ЖАК данный спирт, по крайней мере, частично снимал активирующее действие ЖАК на
указанные ферменты. Под влиянием бутанола-2 в колеоптилях происходило незначитель-
ное (недостоверное при p 6 0,05) повышение активности СОД, связанное, по-видимому,
с его неспецифическим действием на колеоптили пшеницы, при этом активность каталазы
не изменялась. Бутанол-2 не влиял на проявление эффекта активации СОД и каталазы,
вызываемого обработкой колеоптилей ЖАК (см. рис. 2).

Активация или ингибирование антиоксидантных ферментов, являющихся компонента-
ми стресспротекторной системы, может сказываться на устойчивости колеоптилей пшеницы
к стрессорам, в частности к повреждающему прогреву. В наших экспериментах под вли-
янием ЖАК теплоустойчивость колеоптилей повышалась, ингибитор НАДФН-оксидазы
имидазол существенно не влиял на теплоустойчивость отрезков, но в значительной степени
уменьшал положительное влияние ЖАК (рис. 3). Бутанол-1 заметно не влиял на устойчи-
вость колеоптилей к прогреву, но в то же время существенно угнетал повышение их тепло-
устойчивости, вызываемое ЖАК. Его неактивный аналог бутанол-2 не вызывал изменения
теплоустойчивости колеоптилей пшеницы и не влиял на ее индуцирование ЖАК.

Таким образом, есть основания полагать, что стресспротекторное влияние ЖАК на ко-
леоптили пшеницы опосредовано образованием АФК, зависимым от НАДФН-оксидазы, пос-
кольку вызываемые ЖАК повышение теплоустойчивости колеоптилей пшеницы и актива-
ция антиоксидантных ферментов угнетались ингибитором НАДФН-оксидазы имидазолом
(см. рис. 2, 3). В регуляции активности НАДФН-оксидазы могут принимать участие различ-
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ные посредники, в частности ионы кальция [13] и фосфатидная кислота [7]. Известно, что
в системе in vitro фосфатидная кислота стабилизирует НАДФН-оксидазный комплекс мем-
бранной фракции, выделенной из растительных клеток, и тем самым усиливает генерацию
АФК [7]. Показано участие фосфатидной кислоты в усилении продуцирования АФК расти-
тельными клетками в условиях холодового стресса [14]. Вполне возможно, что ЖАК-ин-
дуцированное повышение активности НАДФН-оксидазы опосредовано участием фосфати-
датной сигнальной системы. В пользу этого предположения свидетельствует снятие бу-
танолом-1 (антагонистом ФЛD-зависимого образования фосфатидной кислоты) влияния
ЖАК на генерацию колеоптилями АФК, активность антиоксидантных ферментов и теп-
лоустойчивость. Предположение о влиянии ЖАК на образование фосфатидной кислоты
согласуется с данными [6], полученными путем непосредственного определения активности
ФЛD в растительных клетках.
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Сигнальнi посередники при iндукуваннi антиоксидантних ферментiв
рослинних клiтин жасмоновою кислотою

Показано, що обробка iзольованих колеоптилiв пшеницi жасмоновою кислотою (ЖАК)
у концентрацiї 1 мкМ спричиняє транзиторне посилення утворення супероксидного
анiон-радикала (O

.−

2 ), наступне збiльшення активностi антиоксидантних ферментiв — су-
пероксиддисмутази (СОД) i каталази — i пiдвищення стiйкостi до ушкоджуючого прогрi-
ву. Всi цi ефекти пригнiчує попередня обробка колеоптилiв iнгiбiтором НАДФН-оксидази
iмiдазолом. Антагонiст залежного вiд фосфолiпази D утворення фосфатидної кислоти бу-
танол-1 також нiвелює спричинюванi ЖАК посилення генерацiї O.−

2 , активацiю СОД i ка-
талази та розвиток теплостiйкостi колеоптилiв. Його неактивний iзомер бутанол-2 не
впливає на дослiджуванi показники. Зроблено висновок, що пiдвищення активностi анти-
оксидантних ферментiв i теплостiйкостi колеоптилiв пшеницi екзогенною ЖАК опосеред-
ковано посиленням генерацiї активних форм кисню, пов’язаним з активацiєю НАДФН-окси-
дази. При цьому посередником, задiяним в її регуляцiї, може бути фосфатидна кислота.

Yu.E. Kolupaev, G.А. Lugova, A. I. Oboznyi, T.O. Yastreb, Yu.V. Karpets,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine L. I. Musatenko

Signal intermediates at the induction of antioxidant enzymes of plant
cells by jasmonic acid

It is shown that the treatment of wheat isolated coleoptiles with jasmonic acid (JA) in a concentra-
tion of 1 µM causes the transitional intensifying of the generation of superoxide anion-radical
(O

.−

2 ), the subsequent rise of activity of antioxidant enzymes — superoxide dismutase (SOD) and
catalases — and the increase of resistance to damaging heating. All these effects were suppressed by
the preliminary treatment of coleoptiles with imidazole, the inhibitor of NADPH oxidase. Butanol-1,
the antagonist of phosphatidic acid formation dependent on phospholipase D, also leveled the
intensifying of the generation O

.−

2 , activation of SOD and catalase, and development of coleopti-
les heat resistance caused by JA. Its inactive isomer butanol-2 did not influence the investigated
parameters. The conclusion is made that the increase of the activity of antioxidant enzymes and the
heat resistance of wheat coleoptiles by exogenous JA is mediated by the intensifying of the genera-
tion of reactive oxygen species related to the NADPH oxidase activation. Thus, phosphatidic acid
can be the intermediate involved in its regulation.
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Комплексний пiдхiд у визначеннi ефективностi

застосування лiпосом при дiї iонiзуючої радiацiї

Iз застосуванням методу головних компонент систематизовано та комплексно оцiнено
молекулярно-бiохiмiчнi процеси в органiзмi щурiв при дiї iонiзуючої радiацiї та коригу-
вальний ефект лiпосомальної форми бiологiчно активної добавки FLP-MD. Показано, що
за допомогою багатофакторного аналiзу вдається вирiшувати питання щодо доцiльнос-
тi використання того чи iншого препарату в конкретнiй клiнiчнiй ситуацiї.

Використання традицiйних пiдходiв варiацiйної статистики не завжди сприяє створенню цi-
лiсного уявлення про характер змiн в органiзмi при патологiї. Адекватну вiдповiдь можна
отримати при застосуваннi методу факторного статистичного аналiзу [1–3]. За допомогою
цього методу можливе виявлення прихованих показникiв (факторiв), якi вiдповiдають за
наявнiсть лiнiйних статистичних зв’язкiв (кореляцiй) мiж ними. Крiм того, встановлення
бiльш значущих за умов проведення дослiджень факторiв серед первинно обраних пара-
метрiв, а також виявлення статистичного зв’язку визначає обгрунтованiсть висновкiв що-
до ефективностi тих чи iнших впливiв на дослiджувану систему (прогнозування розвитку
процесу).

При використаннi методу головних компонент (факторiв) результати дослiджень необ-
хiдно представляти в геометричнiй iнтерпретацiї [2]. Для цього на основi початкової вибiрки
(статистичного набору отриманих значень показникiв, класифiкованих за вiдношенням до
певної пiдмножини об’єктiв) формується вибiркова кореляцiйна матриця i будується модель
головних компонент. Показники, близькi за сукупнiстю характеристик, будуть групуватися
в побудованому таким чином просторi i утворювати область, яка належить до видiленого
класу. Центр ваги кожної такої групи, який називається центроїдом, характеризує середнє
значення коефiцiєнтiв розкладу для об’єктiв iз подiбними характеристиками.

Мета дослiдження полягала в проведеннi комплексної оцiнки ефективностi застосування
лiпосом на основi фосфолiпiдiв молока (БАД FLP-MD) [4, 5] при дiї на органiзм iонiзуючої
радiацiї за допомогою багатофакторного аналiзу.

Комплексну оцiнку ефективностi застосування лiпосом при дiї на органiзм щурiв iонi-
зуючої радiацiї проводили за методом головних компонент iз використанням бiохiмiчних
i бiофiзичних показникiв, числовi значення яких характеризують стан дослiджуваних об’єк-
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тiв. Для корекцiї виявлених змiн було застосовано лiпосомальну форму БАД FLP-MD на
основi фосфолiпiдiв молока.

При обробцi результатiв дослiджень усi данi попередньо нормували до вiдповiдного зна-
чення в контрольнiй групi, тобто всi змiннi для неї мають значення 1,0. Результати при вико-
ристаннi методу головних компонент (факторiв) наведено в геометричнiй iнтерпретацiї [2].

Дослiдження проводили на безпородних щурах-самцях масою тiла 180–200 г, яких утри-
мували на стандартному рацiонi вiварiю. Тварин-аналогiв роздiляли на групи по 5 особин
у кожнiй: перша група — контрольнi тварини; друга — тварини, яких тотально одноразово
опромiнювали рентгенiвськими променями в дозi 2,0 Гр; третя — тварини, яким протягом
5 дiб вводили 1%-й розчин лiпосомальної форми БАД FLP-MD (у подальшому в текстi
лiпосомальна форма БАД FLP-MD) у дозi 13,5 мг/кг маси тiла i яких потiм пiддавали
рентгенiвському опромiненню в дозi 2,0 Гр. Щурiв декапiтували через 2 доби. Вiдразу пi-
сля забою було проведено патолого-анатомiчний розтин тварин та вiдiбрано бiологiчний
матерiал (кров, зразки печiнки та тонкої кишки).

Опромiнення здiйнювали на установцi РУМ-17 з тубусом за таких умов: потужнiсть
дози 0,17 Гр/ хв, фiльтри 0,5 мм Cu та 1 мм Al, сила струму 10 мА, напруга 200 кВ,
шкiро-фокусна вiдстань 50 см.

Для аналiзу отриманих результатiв методом головних компонент використовували 76
бiохiмiчних показникiв, що характеризують стан клiтин печiнки, тонкої кишки та кровi,
якi систематизовано в табл. 1.

На першому етапi проводили дiагоналiзацiю повної коварiацiйної матрицi всiх показни-
кiв для визначення кiлькостi головних компонент, якi вiдображають стан дослiджуваного
об’єкта. Власнi значення коварiацiйної матрицi λi наведенi в табл. 2. Отриманi результати
свiдчать про те, що перша головна компонента (А1) вичерпує 41%, друга (А2) — 25, а третя
(А3) — вже тiльки 6% сумарної дисперсiї.

Встановлено, що серед дослiджених показникiв основним внеском у роздiлення на групи
характеризується 31 показник.

Для компоненти А1 основнi факторнi навантаження вносять показники, якi характери-
зують: стан про-антиоксидантної системи печiнки, ентероцитiв тонкої кишки та сироватки
кровi; процеси окисного фосфорилування в мiтохондрiях гепатоцитiв i структурний стан
внутрiшньої мембрани мiтохондрiй. Для компоненти А2 основнi факторнi навантаження
вносять показники, якi характеризують лiпiдний склад внутрiшньої мембрани мiтохондрiй
гепатоцитiв та ентероцитiв, процеси окисного фосфорилування в мiтохондрiях ентероцитiв.

На рис. 1 подано результати групування ознак у просторi проекцiй головних компонент
А1 i А2 при дiї iонiзуючої радiацiї та ефективнiсть коригування виявлених змiн за допомо-
гою лiпосомальної форми БАД FLP-MD. Встановлено чiтке групування (здоровi тварини —
контроль; тварини, опромiненi в дозi 2 Гр; тварини, яких опромiнювали та яким вводили
лiпосомальну форму БАД FLP-MD) на першi двi головнi компоненти при використаннi
всiх показникiв.

За умов опромiнення найбiльшi змiни спостерiгаються по А1, а основний внесок у це
групування здiйснюють показники, якi характеризують про-антиоксидантну рiвновагу та
структурно-функцiональний стан внутрiшньої мембрани мiтохондрiй гепатоцитiв.

Стан об’єкта, що зумовлює групу опромiнених тварин iз застосуванням лiпосомальної
форми БАД FLP-MD, наближений до контрольної групи, хоча незначнi вiдмiнностi спо-
стерiгаються по А1 та дещо бiльшi по А2 (див. рис. 1). Тобто введення хворим тваринам
лiпосомальної форми БАД FLP-MD сприяє швидкому вiдновленню функцiонального стану
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клiтин печiнки та тонкої кишки. Цей лiкувальний засiб здатний пiдвищувати радiорези-
стентнiсть органiзму. Однак для вирiшення питання про можливiсть радiопротекторної дiї
лiпосомальної форми БАД FLP-MD необхiднi додатковi дослiдження.

Отже, використання методу головних компонент дало можливiсть систематизувати та
комплексно оцiнити функцiональний стан органiзму опромiнених тварин та коригувальний
ефект дiї лiпосомальної форми БАД FLP-MD. За умов опромiнення найбiльших змiн за-
знають показники, якi характеризують про-антиоксидантну рiвновагу та структурно-функ-
цiональний стан внутрiшньої мембрани мiтохондрiй гепатоцитiв. Введення опромiненим
тваринам лiпосомальної форми БАД FLP-MD сприяє швидкому вiдновленню функцiональ-

Таблиця 1. Бiохiмiчнi показники кровi та тканин щурiв при дiї опромiнення та при застосуваннi лiпосо-
мальної форми БАД FLP-MD

№
п/п Печiнка

№
п/п

Ентероцити тонкої
кишки

№
п/п

Сироватка
кровi

1 ТБК-активнi продукти 29 ТБК-активнi продукти 57 ТБК-активнi продукти
2 СОД 30 СОД 58 СОД
3 Кат 31 Кат 59 Кат
4 ГТ 32 ГТ 60 ГТ
5 ГП 33 ГП 61 ГП
6 ВГЛ 34 ВГЛ 62 ВГЛ
7 ЗЛ 35 ЗЛ 63 Загальний бiлок
8 ФЛ 36 ФЛ 64 Альбумiн
9 ВХС 37 ВХС 65 Сечовина

10 ЕХС 38 ЕХС 66 Креатинiн
11 ФХ 39 ФХ 67 Глюкоза
12 ФЕ 40 ФЕ 68 АлАТ
13 СМ 41 СМ 69 АсАТ
14 ФС+ФI 42 ФС+ФI 70 ЛФ
15 КЛ 43 КЛ 71 ГГТП
16 FАНС 44 FАНС 72 ТАГ
17 КАНС 45 КАНС 73 ХС
18 NАНС 46 NАНС 74 ЛПДНЩ
19 N335 47 N335 75 ЛПВЩ
20 N280 48 N280 76 ЛПНЩ
21 Триптофанова F 49 Триптофанова F — —
22 Частка, доступна 50 Частка, доступна — —

гасiнню триптофанiлiв гасiнню триптофанiлiв
23 Константа 51 Константа — —

Штерна–Фольмера (KSV) Штерна–Фольмера (KSV)
24 НАДН-КоQ-оксидоредуктаза 52 НАДН-КоQ-оксидоредуктаза — —
25 Сукцинат-КоQ- 53 Сукцинат-КоQ- — —

оксидоредуктаза оксидоредуктаза
26 КоQ-цитохром 54 КоQ-цитохром — —

c-оксидоредуктаза c-оксидоредуктазa
27 Цитохром c-оксидоредуктаза 55 Цитохром c-оксидоредуктаза — —
28 Н+-АТФаза 56 Н+-АТФаза

Таблиця 2. Власнi значення коварiацiйної матрицi дослiджуваних показникiв при дiї iонiзуючої радiацiї та
при застосуваннi лiпосомальної форми БАД FLP-MD

Головнi
компоненти А1 А2 А3 А4 А5

λ 0,41 0,25 0,06 0,05 0,03
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Рис. 1. Групування ознак у просторi проекцiї головних компонент А1–А2 при дiї опромiнення та застосуваннi
лiпосомальної форми БАД FLP-MD

ного стану клiтин печiнки та тонкої кишки, полiпшує молекулярно-бiохiмiчнi процеси в пош-
коджених тканинах та пiдвищує радiорезистентнiсть їх органiзму.

Таким чином, лiпосомальна форма БАД FLP-MD за визначеними показниками є перс-
пективним лiкувальним засобом при опромiненнi тварин.
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Академик НАН Украины Д.А. Мельничук, В.А. Грищенко

Комплексный подход в определении эффективности применения
липосом при действии ионизирующей радиации

С использованием метода главных компонентов систематизированы и комплексно оцене-
ны молекулярно-биохимические процессы в организме крыс при действии ионизирующей
радиации и коррегирующий эффект липосомальной формы биологически активной добавки
FLP-MD. Показано, что с помощью многофакторного анализа удается решить вопрос отно-
сительно целесообразности использования того или иного препарата в конкретной клини-
ческой ситуации.
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Academician of the NAS of Ukraine D.O. Melnychuck, V.A. Grishchenko

Сomplex approach to determining the efficiency of liposomes
application at the ionizing radiation effect

Using the method of principal components allowed us to systematize and to do the integrated
assessment of molecular and biochemical processes in organism of rats at the effect of ionizing
radiation and the corrective effect of the liposomal form of dietary supplement (DS) FLP-MD.
Multivariate analysis allowed us to solve the question about whether a preparation can be used in
a particular clinical situation.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 169



УДК 547.962.4;612.115

Л.П. Урвант, Є. М. Макогоненко, М. О. Пидюра,
I.М. Колєснiкова, Н. Е. Луговська,
член-кореспондент НАН України Е. В. Луговськой,
академiк НАН України С. В. Комiсаренко

Локалiзацiя епiтопу фiбринспецифiчного

моноклонального антитiла I-3с у Вβ118–134 фрагментi
фiбрину людини

Уточнено локалiзацiю неоантигенної детермiнанти фiбрину людини в межах його фраг-
мента Вβ118–134. Порiвняльний аналiз iнгiбiторної дiї пептидiв Вβ109–126 i Вβ121–138
на полiмеризацiю фiбрину та iмуноферментний аналiз зв’язування монАТ I-3с з фiб-
рином людини, бика, коня, щура та кроля вказали на локалiзацiю епiтопу у фрагмен-
тi Вβ126–135 фiбрину людини. На основi бiоiнформативного аналiзу молекул фiбрино-
гену i фiбрину висловлено припущення, що експонування неоантигенної детермiнанти
при переходi фiбриногену у фiбрин вiдбувається внаслiдок ослаблення взаємодiї мiж β-,
α- та γ-ланцюгами у фрагментi суперспiралi, що включає Вβ73–138 дiлянку молекули
фiбрину.

Ранiше нами було встановлено, що епiтоп фiбринспецифiчного моноклонального антитiла
(монАТ) I-3с експонується в дiлянцi Вβ118–134 фiбрину [1]. Було виявлено, що експозицiя
епiтопу монАТ I-3с пов’язана зi структурними перетвореннями в Е-регiонi i суперспiральнiй
дiлянцi молекули фiбриногену пiсля вiдщеплення фiбринопептидiв А у процесi трансфор-
мацiї її у фiбрин [2]. Оскiльки дiлянка Вβ118–134 має великий для епiтопу розмiр, ми
ставили за мету бiльш точно локалiзувати епiтоп монАТ I-3с та дослiдити механiзм його
експонування.

Фiбриноген людини й бика отримували з плазми кровi людини i бика шляхом фракцiйно-
го висолювання сульфатом натрiю [3], фiбриноген коня використовували виробництва фiр-
ми “Sigma”. Тромбiн видiляли за методом Fenton [4]. Пептиди QTSSSSQFVMVLLKDLWQ
та LKDLWQKRQKQVKDNENV, якi вiдповiдають Вβ109–126 та Вβ121–138 послiдовностi
молекули фiбрину, були синтезованi в лабораторiї хiмiї пептидiв Iнституту молекулярної
бiологiї iм. О.В. Енгельгарда РАН.

Забiр кровi кроля проводили з вушної вени за допомогою катетера. Кров щура лiнiї
Wistar отримували з яремної вени пiсля декапiтацiї. Свiжоотриману кров кроля та щура
одразу змiшували з антикоагулянтом (0,02 М ε-АКК та 3,8% цитрат Na) у спiввiдношен-
нi 9 : 1. Плазму отримували шляхом центрифугування кровi при 1500 об/хв протягом 15 хв.
До плазми додавали тромбiн до концентрацiї 1 NIH/мл i витримували протягом 30 хв.
Сформований фiбриновий згусток вимотували за допомогою скляної палички, промивали
в 0,15 М NaCl та розчиняли в 20 мМ оцтовiй кислотi.

Електрофорез у полiакриламiдному гелi в присутностi SDS здiйнювали за методом
Laemmli [5].
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Рис. 1. Вплив синтетичних пептидiв Вβ109–126 (1 ) та Вβ121–138 (2 ) на рiзнi стадiї полiмеризацiї фiбри-
ну: швидкiсть самоскладання протофiбрил (а); швидкiсть латеральної асоцiацiї протофiбрил (б ); кiнцеву
мутнiсть згустка (в)

Полiмеризацiю фiбрину дослiджували турбiдиметричним методом при довжинi хвилi
350 нм. Концентрацiя desAB фiбрину становила 0,1 мг/мл. Реакцiю полiмеризацiї проводи-
ли в 0,05 М амонiй-ацетатному буферi, pH 7,4, що мiстив 0,1 М NaCl i 0,1 мМ CaCl2.

Iмуноферментний аналiз проводили у мiкропланшетах (“Sarstedt”, Нiмеччина) за за-
гальною методикою для розчинних бiлкiв [6]. Фiбриноген людини, бика та коня, а також
фiбрин щура та кроля вносили в лунки мiкропланшета по 100 мкл кожного при концентрацiї
0,01 мг/мл в 0,02 М HEPES, pH 7,4, з 0,15 М NaCl. В лунки з фiбриногеном людини, бика та
коня додавали тромбiн до концентрацiї 1 NIH/мл. Зв’язування монАТ I-3с, специфiчних до
фiбрину людини, з фiбринами дослiджуваних видiв тварин детектували, використовуючи
як вториннi антитiла овечi антимишинi IgG-HRP кон’югати.

Комп’ютернi моделi молекул X-фрагментiв фiбриногену та фiбрину було отримано в про-
грамi Modeller [7]. Надалi данi моделi були дослiдженi методом конформацiйного аналiзу
за допомогою програми CONCOORD [8]. Комп’ютерний аналiз моделей та вiзуалiзацiю ви-
конано з використанням програм VMD [9] та PyMol [10].

Вплив пептидiв Вβ109–126 та Вβ121–138 на полiмеризацiю фiбрину людини.
Ранiше нами було показано, що епiтоп для монАТ I-3с i сайт латеральної асоцiацiї прото-
фiбрил фiбрину розташованi в дiлянцi Вβ118–134 фiбрин(ген)у людини. Для бiльш точної
локалiзацiї сайта латеральної асоцiацiї в цiй дiлянцi фiбрину людини дослiджували iнгi-
буючий вплив на полiмеризацiю фiбрину синтетичних пептидiв QTSSSSQFVMVLLKDLWQ
та LKDLWQKRQKQVKDNENV, якi iдентичнi вiдповiдно N-термiнальнiй (Вβ109–126) та
С-термiнальнiй (Вβ121–138) частинi послiдовностi Вβ118–134 молекули фiбрину. За до-
помогою методу турбiдиметричного аналiзу ми встановили, що пептид Вβ109–126 у кон-
центрацiї до 0,5 мМ не впливав на полiмеризацiю фiбрину (рис. 1). Водночас синтетичний
пептид, що вiдповiдав послiдовностi Вβ121–138, при тих самих концентрацiях iнгiбував по-
лiмеризацiю фiбрину. При цьому його дiя на окремi етапи полiмеризацiї була рiзною за
величиною. Так, вiн майже в 2 рази гальмував швидкiсть самоскладання протофiбрил i
в 2 рази зменшував кiнцеву мутнiсть згустка, що вказувало на зменшення товщини фiбрил
(див. рис. 1, а, б ). Найбiльшу гальмiвну дiю цей пептид чинив на швидкiсть латеральної
асоцiацiї протофiбрил, яка зменшувалася бiльш нiж у 20 разiв (див. рис. 1, б ). Пептид
Вβ121–138 також зв’язувався з монАТ I-3с, що свiдчило про iдентичнiсть структури пеп-
тиду в розчинi з його структурним аналогом в молекулi фiбрину [2]. Останнiй результат
свiдчить про те, що дiлянка Вβ121–138 мiстить сайт латеральної взаємодiї протофiбрил
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i пiдтверджує отриманi ранiше данi про iнгiбування полiмеризацiї фiбрину монАТ I-3с [1].
Наявнiсть у пептиду Вβ121–138 i монАТ I-3с подiбної iнгiбуючої дiї на процес латеральної
асоцiацiї протофiбрил i вiдсутнiсть такої у пептиду Вβ109–126 дає можливiсть припусти-
ти, що епiтоп моноклонального антитiла i, можливо, сайт латеральної асоцiацiї cформо-
вано тими ж самими амiнокислотними залишками, якi зосередженi в дiлянцi Вβ126–138
фiбрину.

Зв’язування монAТ I-3с з фiбрином людини i тварин. Для визначення бiльш точ-
ної локалiзацiї епiтопу монАТ I-3с у дiлянцi Вβ118–134 фiбрину ми дослiдили зв’язування
монАТ I-3с з фiбрином людини, бика, коня, щура та кроля, первинна структура яких з’я-
сована. За допомогою методу ELISA встановлено, що монАТ I-3с зв’язувалося з фiбрином
людини, кроля й коня, iммобiлiзованими в лунках мiкроплашки, i не зв’язувалося з фiбри-
ном бика i щура (рис. 2). Величина зв’язування монАТ I-3с з фiбрином коня i кроля була
вiдповiдно в 1,2 i 1,4 раза бiльша за таку з фiбрином людини.

Порiвняння первинної структури дiлянки Вβ121–138 фiбрину людини i фiбринiв тва-
рин показало, що найбiльша гомологiя для цих послiдовностей спостерiгається у фрагментi
Вβ118–125. Розглянемо первинну структуру Вβ121–138 дiлянки фiбрину людини i гомоло-
гiчних їй дiлянок фiбрину кроля, коня, щура та бика:

Очевидно, що дiлянка Вβ118–125 не є важливою для взаємодiї монАТ I-3с з фiбрином.
Навпаки, в дiлянцi Вβ126–138 фiбрину людини мають мiсце вiдмiнностi в амiнокислотних
послiдовностях фiбринiв, якi зв’язують i не зв’язують монАТ I-3с. Провiдну роль у процесi
зв’язування монАТ I-3с зi своїм епiтопом, iмовiрно, вiдiграє К130, який присутнiй у фiб-
ринi людини, кроля та коня i замiщений у фiбринi бика та щура на аспарагiн та аланiн
вiдповiдно. Важливими для зв’язування монАТ I-3с можуть бути також К127, R128, Q131,
K133, D134 i N135 амiнокислотнi залишки, положення яких у фiбринi людини, коня i кроля
повнiстю збiгаються. Це пiдтверджує припущення про локалiзацiю епiтопу в дiлянцi Вβ126–
135 фiбрину. Оскiльки дiлянка Вβ126–138 утворює α-спiраль, то висловлене припущення
узгоджується з тим фактом, що вказанi амiнокислотнi залишки розташованi на поверхнi
α-спiралi, оберненiй до водного середовища, що оточує молекулу, i є типовим для взаємодiї
антиген–антитiло (рис. 3, б ).

Механiзм експозицiї неоантигенної детермiнанти в ходi трансформацiї фiб-
риногену у фiбрин. Механiзм експонування неоантигенної детермiнанти, до якої були
отриманi фiбринспецифiчнi монАТ I-3с, дослiджено з використанням комп’ютерного мо-
делювання структури молекули фiбриногену i фiбрину [11, 12]. На основi структурного
аналiзу дiлянки Вβ126–138 в моделях фiбриногену i фiбрину, проведеного iз застосува-
нням методу конформацiйної динамiки CONCOORD, показано, що в молекулi фiбрино-
гену амiнокислотнi залишки D134 i N135, а також K130 екранованi сусiдньою частиною
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Рис. 2. Iмуноферментний аналiз зв’язування монАТ I-3с з фiбрином людини i рiзних видiв тварин, iммо-
бiлiзованим у лунках мiкроплашки (а). Електрофоретичний аналiз (б ) фiбриногену людини (1 ), бика (2 ),
коня (3 ) i фiбрину щура (4 ), кроля (5 ) у вiдновлюючих дисульфiднi зв’язки умовах. М — маркери молеку-
лярної маси

α-спiралi Вβ137–140 (див. рис. 3, б ). З рисунка видно, що в цьому мiсцi iснує перегин
в α-спiралi Вβ-ланцюга. Було визначено та порiвняно доступнiсть амiнокислотних зали-
шкiв Вβ126–138 для розчинника (води) у молекулах фiбриногену та фiбрину пiд час кон-
формацiйної динамiки (див. рис. 3, а). Пiсля трансформацiї фiбриногену у фiбрин, що
iнiцiюється вiдщепленням фiбринопептидiв А [1], доступнiсть до розчинника амiнокисло-
тних залишкiв Вβ126–128 у N-кiнцевiй частинi дiлянки зменшується, а в центральнiй —
Вβ129–133 i С-кiнцевiй частинi — Вβ134–136 вона збiльшується (див. рис. 3, а). Це вказує
на те, що в молекулi фiбрину вiдбуваються конформацiйнi змiни, направленi на випрям-
лення перегину α-спiралi в дiлянцi Вβ126–135 у напрямку розчинника, що, в свою чергу,
призводить до змiни доступностi до розчинника радикалiв амiнокислот, форми поверхнi
дiлянки, перерозподiлу зарядiв i, як наслiдок, формування неоантигенної детермiнанти
монАТ I-3с.

Для з’ясування можливої причини змiни конформацiї α-спiралi дiлянки Вβ121–138 фiб-
рину за допомогою програми VMD було проведено комп’ютерний аналiз ймовiрностi утво-
рення нековалентних зв’язкiв мiж амiнокислотними залишками пар ланцюгiв β–α, β–γ та
α–γ фiбриногену i фiбрину в дiлянцi суперспiралi, яка вiдповiдає областi Вβ73–138 мо-
лекули (рис. 4). Виявлено, що ймовiрнiсть мiжланцюгової взаємодiї в парах β–α та β–γ
зменшується на 14 та 15% вiдповiдно, а в парi α–γ — зростає на 36% (див. рис. 4). Цi
данi вказують на послаблення взаємодiї мiж β-, α- та γ-ланцюгами фiбрину, що може при-
зводити до змiни конформацiї в Вβ126–135 дiлянцi α-спiралi Вβ-ланцюга молекули фiб-
рину.
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Рис. 3. Зміна доступності до розчинника поверхні амінокислотних залишків ділянки Вβ126–138
молекули фібриногену до і після її трансформації у молекулу фібрину (а). Атомна модель поверхні
та поліпептидного ланцюга ділянки Вβ126–138 в молекулі фібриногену до і після її трансформації
у молекулу фібрину (б). Синім зображено епітоп монАТ І-3с, вишневим — ділянка, що, ймовірно,
частково екранує даний епітоп

Рис. 4. Ймовірність утворення нековалентних зв’язків між амінокислотними залишками β і  α,  β і
γ та α і  γ ланцюгів у молекулі фібриногену до і після її трансформації у фібрин в області
суперспіралі, яка включає Вβ73–138 ділянку молекули



Таким чином, отриманi нами данi вказують на те, що неоантигенна детермiнанта, до
якої отримано фiбринспецифiчне монАТ I-3с, i пов’язаний з нею сайт латеральної асоцiацiї
протофiбрил розташованi в дiлянцi Вβ126–135 фiбрину.
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Локализация эпитопа фибринспецифического моноклонального
антитела I-3с в Вβ118–134 фрагменте фибрина человека

Уточнена локализация неоантигенной детерминанты фибрина человека в пределах его фраг-
мента Вβ118–134. Сравнительный анализ ингибирующего действия пептидов Вβ109–126
и Вβ121–138 на полимеризацию фибрина и иммуноферментный анализ связывания монАТ
I-3с с фибрином человека, быка, лошади, крысы и кролика указали на локализацию эпито-
па во фрагменте Вβ126–135 фибрина человека. На основе биоинформативного анализа мо-
лекул фибриногена и фибрина высказано предположение, что экспонирование неоантиген-
ной детерминанты при переходе фибриногена в фибрин происходит вследствие ослабления
взаимодействия между β-, α- и γ-цепями во фрагменте суперспирали, который включает
Вβ73–138 участок молекулы фибрина.
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Academician of the NAS of Ukraine S.V. Komisarenko

Localization of epitope of fibrin specific monoclonal antibody I-3c
within Bβ118–134 fragment of human fibrin

Localization of the neoantigenic determinant within Вβ118–134 fragment of human fibrin has been
clarified. Comparative analysis of the inhibitory influence of Bβ109–126 and Bβ121–138 peptides
on fibrin polymerization, immuno-enzyme assay of mAb I-3c to human, bovine, horse, rat and rabbit
fibrins binding indicated the location of epitope within Bβ126–135 part of Bβ118–138 fragment of
a molecule. Based on the bioinformatic analysis of fibrinogen and fibrin molecules, we suggested
that the neoantigenic determinant exposure at the fibrinogen-to-fibrin transition occured due to
weakening the interaction between β-, α-, and γ-chains of the coiled-coil region, including Bβ73–138
fragment of a fibrin molecule.
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Проведено дослiдження впливу постiйного магнiтного поля (ПМП) та електромагнiт-
ного поля (ЕМП) пiд час магнетомеханохiмiчного синтезу нанокомплексу з наночасти-
нок Fe3O4 i протипухлинного антибiотика доксорубiцину за допомогою методу маг-
нiтометрiї й спектрiв електронного парамагнiтного резонансу (ЕПР). Показано, що за
умов проведених дослiджень величина коерцитивної сили пiдвищується, а кiлькiсть па-
рамагнiтних центрiв, величина магнiтного моменту та ширина лiнiй ЕПР має нелiнiй-
ний характер змiн. В умовах експерименту 8 мТл ПМП та 2 Вт вихiдної потужностi
ЕМП магнiтний момент насичення, кiлькiсть парамагнiтних центрiв та ширина лi-
нiї ЕПР досягають максимальних величин. Результати дослiдження перспективнi для
практичного застосування при магнiтнiй нанотерапiї раку.

Нанотехнологiї в останнi роки стали однiєю з найбiльш перспективних областей знань, що
динамiчно розвиваються. Пiдвищений iнтерес до наноматерiалiв обумовлений тим, що при
переходi в нанорозмiрний стан вiдбувається змiна ряду фундаментальних властивостей ре-
човини. Одним з головних чинникiв, що визначають фiзичнi характеристики нанорозмiрних
об’єктiв, виступає розвинена поверхня. В результатi у твердому тiлi виникають новi фiзичнi
явища та властивостi, яких не було ранiше i якi неможливо передбачити, виходячи з будо-
ви i властивостей речовини. Iстотно змiнюються i його магнiтнi характеристики, внаслiдок
чого наночастинки набувають феро- i суперпарамагнiтних властивостей. У даний час син-
тезований широкий спектр магнiтних наночастинок: на основi металiв Co, Fe, Ni, оксидiв
залiза та феритiв [1].

Наночастинки оксидiв мають меншi за величиною магнiтнi моменти, нiж наночастинки
на основi металiв, проте вони бiльш стiйкi до окислення. Завдяки цьому найбiльш широкого
застосування в медицинi набули наночастинки оксиду залiза, що обумовлено їх низькою ток-
сичнiстю i стабiльнiстю магнiтних характеристик. Вони складаються з ядра оксиду металу,
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укладеного в оболонку з органiчної речовини. Це робить наночастинки бiльш стабiльними
при застосуваннi в бiологiї та медицинi [2].

Магнетомеханохiмiчна технологiя синтезу в нанореакторi — це новий метод, заснова-
ний на iнтеграцiї двох вiдомих методiв: механохiмiчного синтезу i синтезу в мiкрореакто-
рi з магнiтними елементами [3]. Принцип механохiмiчного синтезу включає фрагмента-
цiю окремих елементiв та iнiцiацiю парамагнiтних центрiв (вiльних радикалiв) у структурi
нанокомплексу (НК). Одночасне опромiнення неоднорiдними постiйним магнiтним полем
(ПМП) та електромагнiтним полем (ЕМП) призводить до виникнення вихрових струмiв та
магнiтних вихорiв в областях контактiв мiж наночастинками оксидiв залiза та органiчними
сполуками [4].

На сьогоднi найкраще дослiдженим експериментально є магнетомеханохiмiчно синтезо-
ваний (ММХС) протипухлинний НК, що складається з магнетиту Fe3O4 та протипухлин-
ного антибiотика антрациклiнового ряду доксорубiцину (ДР). За нормальних умов iони
залiза потрапляють до клiтин зв’язаними з бiлком феритином i здатнi залежно вiд рiзних
факторiв впливу нейтралiзувати або, навпаки, iнiцiювати гiдроксильнi радикали [5]. Маг-
нетит є м’яким феромагнетиком з високим магнiтним моментом насичення в широкому
дiапазонi температур. У процесi магнетомеханохiмiчної активацiї його магнiтнi властивостi
змiнюються. ДР є цитостатичним препаратом, який широко застосовується для лiкування
рiзних видiв злоякiсних захворювань. Вплив зовнiшнiх магнiтних та електромагнiтних по-
лiв на хiмiчнi реакцiї обумовлений магнiтно-спiновими ефектами, якi можуть виявлятися
в радикальних реакцiях за участю речовин з парамагнiтними та феромагнiтними власти-
востями. Це реакцiї рекомбiнацiї радикалiв, що вiдбуваються з утворенням бiрадикалiв,
реакцiї радикалiв з триплетними молекулами, парамагнiтними комплексами тощо. Тому
природне утворення комплексу ДР—оксид залiза пiд час комбiнованої терапiї хiмiопрепа-
рату та електромагнiтного опромiнення (ЕО) iнiцiює ефект цитотоксичностi внаслiдок фор-
мування гiдроксильних радикалiв у злоякiснiй пухлинi. Якщо локальна протипухлинна дiя
препарату є лiкувальним фактором, то разом з цим можливi й побiчнi ефекти в iнших
органах (наприклад, кардiотоксичнiсть) [6]. ДР у звичайному станi є дiамагнетиком та дi-
електриком. Магнетомеханохiмiчна активацiя ДР призводить до керованого виникнення
у препаратi додаткових носiїв заряду i зростання кiлькостi парамагнiтних центрiв (вiльних
радикалiв). Завдяки цьому виникає можливiсть штучного керування ефектом цитотоксич-
ностi за рахунок зовнiшнього ЕО.

При ЕО в наночастинках металiв, а особливо на їх поверхнi, iнiцiюються нелiнiйнi елект-
ромагнiтнi ефекти. Специфiка нелiнiйностi полягає у визначальнiй ролi магнiтної компо-
ненти електромагнiтного поля. Магнiтна компонента, яка набагато бiльша за електричну,
може iстотно змiнити траєкторiю електрона. Якщо довжина вiльного пробiгу електронiв пе-
ревищує характернi розмiри електронних траєкторiй в магнiтному полi, провiднiсть металу
стає функцiєю просторового розподiлу цього поля, що i є причиною нелiнiйностi [7].

Нелiнiйнi магнiтнi властивостi вiдiграють важливу роль для можливостi дистанцiйного
керування ПМП, ЕМП та протипухлинною активнiстю НК. I не лише його феромагнiтним
ядром з магнетиту, а i зовнiшньою оболонкою з парамагнiтними властивостями ДР [3].
Виходячи з цього, нашою метою було дослiдження нелiнiйностi магнiтних характеристик
магнетомеханохiмiчно синтезованого НК на основi Fe3O4 та ДР при рiзних за величиною
ПМП та ЕМП пiд час ММХС.

Дослiджували НК на основi наночастинок оксиду залiза Fe3O4 з КСl дiаметром 20–
40 нм, отриманих iз застосуванням технологiї електронно-променевого випаровування та
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конденсацiї у вакуумi неорганiчних матерiалiв [8] й ДР виробництва Пфайзер Iталiя С. р. л.,
Iталiя. Масова частка ДР у НК — 65%. ММХС НК у сухому виглядi проводили за допо-
могою магнетомеханохiмiчного нанореактору “ММР1” (НIР). НК пiддавали постiйнiй ме-
ханiчнiй активацiї з iнтенсивнiстю пiдводу механiчної енергiї 20 Вт/г з частотою 35 Гц за
допомогою просторового коливання камери з кульками та одночаснiй дiї радiочастотного
випромiнювання вiд iндуктора при змiнних параметрах ЕМП з частотою 40 МГц i ПМП
постiйних неодимових магнiтiв протягом 5 хв [9].

Магнiтнi характеристики препарату дослiджували методом магнiтометрiї на вiбрацiйно-
му магнiтометрi “Vibrating Magnetometer 7404 VSM” (“Lake Shore Cryotronics, Inc. ”, США)
у магнiтних полях з напруженiстю до 13000 Е. Чутливiсть магнiтометра становила 10−7 емо,
що давало можливiсть виконувати вимiри магнiтного моменту на зразках масою до оди-
ниць мiлiграм. Масу дослiджуваних зразкiв визначали за допомогою електронних мiкроваг
AB135-S/FACT з автокомпенсацiєю (“METTLER TOLEDO”, Швейцарiя). Чутливiсть ваг
становила 10−5 г.

Для дослiдження стабiльних вiльних радикалiв аналiзували спектри електронного па-
рамагнiтного резонансу (ЕПР), якi реєстрували на модернiзованому спектрометрi марки
РЕ1307 (ЗЕПС АН) при температурi рiдкого азоту (≈ 77 К) у цилiндричному резонаторi
з модою Н011 на частотi близько 9,15 ГГц. Потужнiсть надвисокочастотного випромiню-
вання становила 40 мВт. Використовували модуляцiю магнiтного поля частотою 100 кГц.
Пробу розмiщували у кварцовому дьюарi з внутрiшнiм дiаметром 4,5 мм. Об’єм проби ста-
новив 0,5 мл.

Аналiз магнiтних характеристик (рис. 1) та спектрiв ЕПР (рис. 2) свiдчить про те,
що всi дослiдженi зразки НК були магнiтом’якими феромагнетиками. Сумiсний вплив
ПМП та ЕМП при 2 Вт вихiдної потужностi пiдвищували величину коерцитивної си-
ли в усiх проведених дослiдах, крiм варiанту, коли дослiджували НК без впливу ПМП.
При цьому кiлькiсть парамагнiтних центрiв у зразках також збiльшувалася, за винят-
ком експерименту при 18 мТл ПМП. Величина магнiтного моменту насичення зменшу-
валася в усiх експериментах, за винятком варiанту при 8 мТл ПМП й 2 Вт вихiдної по-
тужностi ЕМП та постiйнiй механiчнiй вiбрацiї. В умовах останнього експерименту ма-
гнiтний момент насичення, кiлькiсть парамагнiтних центрiв та ширина лiнiї ЕПР досяга-
ли максимальних величин (рис. 3). Посилення сигналiв вищезазначених параметрiв при
8 мТл ПМП та 2 Вт вихiдної потужностi ЕМП, як ми припускаємо, було обумовлено тим,
що параметри ПМП, ЕМП та механiчної вiбрацiї впливали на спiнову динамiку спiн-ко-
рельованих пар та носили резонансний характер. Тому посилення сигналiв зареєстрова-
них магнiтних параметрiв, iмовiрно, було обумовлено резонансним магнетомеханохiмiчним
ефектом.

Отриманi результати свiдчать про те, що для магнiтних властивостей ММХС НК при-
таманнi нелiнiйнi ефекти. Добре вiдомо, що навiть малi збурення можуть викликати ве-
ликi наслiдки в нелiнiйних системах. Це пiдтверджує ранiше розробленi теоретичнi моделi
та експериментальнi дослiдження стосовно магнетодинамiчної нелiнiйностi [10]. Механiзми
цього процесу можуть базуватися на ефектах перенесення електронiв мiж наночастинками
магнетиту i ДР пiд впливом ПМП та ЕМП. Одним з можливих механiзмiв перенесення
електронiв є виникнення циркуляцiйних (вихрових) струмiв та магнiтних вихорiв при су-
мiсному опромiненнi ПМП та ЕМП за рахунок нерiвномiрного намагнiчування матерiалу
НК [11]. Iнший механiзм перенесення електронiв, так званий спiнтронний механiзм, пов’я-
заний з виникненням явищ гiгантського та колосального магнеторезистивного ефектiв [12].
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Рис. 1. Залежнiсть питомого магнiтного моменту m вiд напруженостi магнiтного поля H при кiмнатнiй
температурi.
W — вихiдна потужнiсть ЕМП; B — магнiтна iндукцiя ПМП; T — температура при ММХС.
а — W = 2 Вт; T = 293 К; B = 0 мТл (1 ); B = 8 мТл (2 ); B = 5 мТл (3 );
б — B = 12 мТл; T = 293 К; W = 2 Вт (4 ); W = 50 Вт (5 ); W = 160 Вт (6 ); W = 270 Вт (7 );
в — W = 2 Вт; B = 30 мТл; T = 293 К (8 ); T ≈ 77 К (9 )

У гетероструктурi Fe3O4–ДР джерелом спiн-поляризованих електронiв є магнетит. У зов-
нiшньому ПМП виникає зеєманiвське розщеплення зони провiдностi з формуванням двох
зеєманiвських енергетичних пiдрiвнiв. При сумiснiй дiї ПМП та ЕМП виникає iнжекцiя
спiн-поляризованих електронiв, що дає можливiсть реалiзувати керованi переходи як на
верхнiй, так i на нижнiй рiвнi в НК та створити iнверсiї їх заселення. В рядi експеримен-
тальних даних при ММХС змiнювався g-фактор вiд 2,3 до 2,46, що свiдчить про збiльшення
внеску в магнiтний момент саме спiнiв неспарених електронiв, що є непрямим свiдченням
збiльшення кiлькостi парамагнiтних центрiв (вiльних радикалiв).

Пiдвищення вихiдної потужностi змiнного ЕМП вiд 50 до 160 Вт при ПМП 12 мТл
знижувало магнiтний момент насичення до мiнiмальної у всiй серiї дослiдiв величини —
7,8388 емо/г. Це пов’язано з ефектами, коли при ММХС одночасна дiя механiчного чинни-
ка, ПМП i ЕМП приводила до розмагнiчування магнiтних доменiв. Але при цьому кiлькiсть
парамагнiтних центрiв у дослiджених зразках зростала до 2,02 ·1019 мг−1. Виходячи з того,
що наночастинки Fe3O4 мають у своєму складi iони з неспареними електронами на вну-
трiшнiй оболонцi (3d оболонка iонiв Fe у Fe3O4), якi обумовлюють магнiтнi властивостi
магнетиту [13], можна припустити виникнення умов переходу електронiв при ММХС мiж
внутрiшнiми та частково заповненими зовнiшнiми орбiталями, що призводить до збiльшен-
ня парамагнiтних центрiв у гетероструктурi Fe3O4 — ДР.
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Рис. 2. Спектри ЕПР.
W — вихiдна потужнiсть ЕМП; B — магнiтна iндукцiя ПМП; T — температура при ММХС.
а — W = 2 Вт; T = 293 К; B = 0 мТл (1 ); B = 8 мТл (2 ); B = 5 мТл (3 );
б — B = 0 мТл; T = 293 К; W = 50 Вт (6 ); W = 160 Вт (4 ); W = 270 Вт (5 );
в — W = 2 Вт; B = 30 мТл; T = 293 К (7 ); T ≈ 77 К (8 )

В експериментах, коли проводили ММХС в умовах температури зрiдженого азоту
(≈77 К), знижувався магнiтний момент насичення на 22% та зростала коерцитивна си-
ла на 43% i кiлькiсть парамагнiтних центрiв на 28% в НК порiвняно з експериментами,
коли проводили синтез при подiбних параметрах ПМП та ЕМП в умовах кiмнатної темпе-
ратури. Отриманi данi добре узгоджуються з вiдомими фактами залежностi коерцитивної
сили феромагнетикiв вiд наслiдкiв деформацiї їх структури при охолодженнi [14].

Аналiз наведених на рис. 3 залежностей питомого магнiтного моменту насичення, ши-
рини спектра ЕПР та кiлькостi парамагнiтних центрiв вiд величини iндукцiї ПМП при
2 Вт вихiдної потужностi генератора ЕМП та постiйнiй механiчнiй вiбрацiї вказує на те,
що цi залежностi не є лiнiйними i можуть бути наближенi степеневими полiномами 6-го
порядку. На графiках всiх залежностей маємо явно вираженi максимуми магнiтного мо-
менту, концентрацiї парамагнiтних центрiв, ширини лiнiї ЕПР при iндукцiї ПМП 8 мТл та
вихiднiй потужностi генератора ЕМП 2 Вт. Мiнiмуми ж не мають збiгу. Так, на кривiй маг-
нiтного моменту насичення мiнiмум (8,435 емо/г) спостерiгається при 5 мТл iндукцiї ПМП,
мiнiмальна концентрацiя вiльних радикалiв (1,17 · 1019 мг−1) та ширина спектра ЕПР —
при 18 мТл ПМП.

На графiку залежностi магнiтного моменту насичення при збiльшеннi iндукцiї ПМП
вiд 8 до 30 мТл спостерiгається добре виражений коливальний процес. Залежностi магнiт-
ного моменту та концентрацiї парамагнiтних центрiв мiж собою не корелюють.
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Рис. 3. Нелiнiйна динамiка змiн, її апроксимацiя степеневими полiномами при 2 Вт вихiднiй потужностi
ЕМП.
R — коефiцiєнт кореляцiї з експериментальними даними; B — iндукцiя ПМП.
a — питомий магнiтний момент насичення: m = 227,5B6

− 222,2B5 + 6,1B4 + 44B3
− 8,1B2

− 1,3B + 0,2;
R = 0,76;
б — кiлькiсть парамагнiтних центрiв: C = −121,5B6

− 0,12B5 + 39,8B4
− 11,7B3

− 4,14B2
− 1,48B + 0,1;

R = 0,66;
в — ширина спектра ЕПР: w = −340,7B6 + 79B5 + 105,4B4

− 2,7B3
− 10B2

− 1,1B + 0,2; R = 0,76

Рис. 4. Вплив температури на ММХС МК: a — магнiтний момент; б — кiлькiсть парамагнiтних центрiв

У вiдомих технологiях протипухлинний ефект препаратiв iнiцiюється внаслiдок абляцiї
(випарювання) пухлини при 50–60 ◦С або синергетичних ефектiв при 42–46 ◦С [15], але лiку-
вання онкологiчних хворих при таких значеннях температури має ряд проблемних питань.
У нашiй альтернативнiй технологiї магнiтнiй нанотерапiї синергетичний протипухлинний
ефект хiмiомагнiтермiї iнiцiюється за рахунок вiльнорадикальних реакцiй в умовах помiрної
гiпертермiї 37–39 ◦С. Виходячи iз закону Кюрi, ми дослiдили вплив температури на магнiт-
ний момент та кiлькiсть парамагнiтних центрiв ММХС НК (рис. 4). Згiдно з одержаними
результатами, магнiтний момент та кiлькiсть парамагнiтних центрiв при температурi 37 ◦С
були бiльшi, нiж при 41 ◦С. При наступному збiльшеннi температури до 80 ◦С магнiтний
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момент зменшувався, а кiлькiсть парамагнiтних центрiв, навпаки, збiльшувалася. Все це
свiдчить про те, що магнiтну нанотерапiю краще проводити при фiзiологiчнiй помiрнiй
магнiтотермiї.

Отриманi результати мають двi перспективнi можливостi практичного використання
в онкологiї. Перша — це на основi отриманої нелiнiйної динамiки магнiтних властивостей
НК та полiномiв для її апроксимацiї можливiсть наступної розробки комп’ютерних моде-
лей й програм для встановлення параметрiв ПМП та ЕМП з метою отримання необхiдних
магнiтних властивостей протипухлинних препаратiв при ММХС. Друга — це можливiсть
дистанцiйного керування цитотоксичними та антиоксидантними властивостями введеного
в злоякiсну пухлину НК за допомогою генерацiї нелiнiйних впливiв ПМП та ЕМП на основi
теорiї динамiчного хаосу злоякiсних процесiв [3].
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В.Э. Орел, А.Д. Шевченко, А.Ю. Рыхальский, А. П. Бурлака,
С.Н. Лукин, И. Б. Щепотин

Нелинейные магнитные свойства магнетомеханохимически
синтезированного нанокомплекса из магнетита
и противоопухолевого антибиотика доксорубицина

Проведено исследование влияния постоянного магнитного поля (ПМП) и электромагнит-
ного поля (ЭМП) при магнетомеханохимическом синтезе нанокомплекса из наночастиц
Fe3O4 и противоопухолевого антибиотика доксорубицина с помощью метода магнитомет-
рии и спектров электронного парамагнитного резонанса (ЭПР). Показано, что в условиях
проведенных исследований величина коэрцитивной силы повышается, а количество парама-
гнитных центров, величина магнитного момента и ширина линий ЭПР имеют нелинейный
характер изменений. В условиях эксперимента 8 мТл ПМП и 2 Вт выходной мощности
ЭМП магнитный момент насыщения, количество парамагнитных центров и ширина ли-
нии ЭПР достигают максимальных величин. Результаты исследования перспективны для
практического применения при магнитной нанотерапии рака.

V.E. Orel, A. D. Shevchenko, A. Yu. Ryhalskyy, A. P. Burlaka, S.N. Lukin,
I. B. Schepotin

Nonlinear magnetic properties of a magneto-mechano-chemically
synthesized nanocomplex including magnetite and antitumor antibiotic
doxorubicin

The influence of a constant magnetic field (CMF) and an electromagnetic field (EMF) during
the magneto-mechano-chemical synthesis of a nanocomplex (NC) including Fe3O4 nanoparticles
and antitumor antibiotic doxorubicin is studied by the methods of magnetometry and electron
paramagnetic resonance (EPR). The coercivity increased in all experiments. The number of para-
magnetic centers, magnetic moment, and EPR line width change nonlinearly. In the experiment
with a 8-mT CMF and an output EMF power of 2 W, the saturation magnetic moment, the number
of paramagnetic centers, and EPR line width reached maximum values. Results of the study are
promising for the practical application to the magnetic nanotherapy of cancer.
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Вторичное загрязнение Черного моря техногенными
радионуклидами после аварии на Чернобыльской АЭС

На основе данных радиоэкологического мониторинга и ядерно-геохронологической рекон-
струкции прослежена динамика радиоактивного загрязнения Черного моря за период
1986–2013 гг. с учетом вклада вторичных источников чернобыльских радионуклидов,
к которым относится их поступление из водосборных бассейнов и ремобилизация из
донных отложений. Установлено, что совокупность этих процессов, а также вариа-
бельность речного стока, значительно усилившегося в 1995–1999 гг., могли стать основ-
ными причинами отмеченного в конце 1990 — начале 2000-х гг. увеличения содержания
90Sr и 137Cs в воде, донных осадках и гидробионтах Черного моря. Полученные данные
позволили существенно уточнить прогноз периода времени, когда радиоактивное загря-
знение Черного моря достигнет доаварийного уровня.

Черное море является одним из самых загрязненных техногенными радионуклидами бас-
сейнов Мирового океана [1–3]. Оно занимает второе место после Ирландского моря по содер-
жанию 90Sr и третье — по загрязнению 137Cs, уступая только Ирландскому и Балтийскому
морям [2–4]. Основными источниками поступления антропогенных радионуклидов в Чер-
ное море были атмосферные выпадения после испытаний ядерного оружия в 1950–60-е гг.,
а также в результате аварии на Чернобыльской АЭС (ЧАЭС). Вместе с тем Черное мо-
ре обладает обширными водосборными территориями, суммарная площадь которых более
чем в 5 раз превышает площадь поверхности моря, поэтому поступление речных вод ста-
ло важнейшим фактором вторичного радиоактивного загрязнения черноморского бассейна
в 1960–80-е гг. и после аварии на ЧАЭС [4, 5–7].

Установлено, например, что суммарное количество 90Sr, поступившее в Черное море
с речным стоком в 1986–1994 гг., практически сравнялось с его атмосферными выпадения-
ми после аварии на ЧАЭС [1, 2, 6]. Роль вторичного радиоактивного загрязнения Черного
моря после 2000 г. практически не оценивалась [2, 7], хотя результаты предшествующих ис-
следований давали основание предполагать, что речной сток техногенных радионуклидов
в черноморский бассейн достигнет доаварийного уровня только к 2020–2025 гг. [2]. В связи
с этим, целью данной работы была оценка динамики радиоактивного загрязнения Черно-
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го моря за последние десятилетия с учетом вклада вторичных источников поступления
чернобыльских радионуклидов.

Исследования были выполнены на основе данных радиоэкологического мониторинга
Черного моря, который проводился в Отделе радиационной и химической биологии Инсти-
тута биологии южных морей НАН Украины (ОРХБ ИнБЮМ НАН Украины, Севастополь)
в течение всего периода после аварии на ЧАЭС [1, 2]. Кроме того, была применена мето-
дология ядерно-геохронологической реконструкции поступления радионуклидов в донные
осадки Черного моря за более длительный период, разработанная в ОРХБ ИнБЮМ НАН
Украины [8, 9].

Результаты определения концентрации 90Sr и 137Cs в поверхностном слое воды Черного
моря, полученные сотрудниками ОРХБ ИнБЮМ НАН Украины в 2011–2013 гг, демонстри-
рует табл. 1. Из данных таблицы следует, что уровни содержания радионуклидов в Черном
море все еще относительно высоки и в ряде случаев превышают значения, зарегистрирован-
ные в дочернобыльский период, когда они составляли в среднем около 16 Бк ·м−3 для 137Cs
и 22 Бк · м−3 для 90Sr [10]. При этом наибольшая концентрация 90Sr была отмечена нами
в 2011 г. вблизи Днепро-Бугского лимана, что свидетельствует о продолжающемся поступ-
лении этого радионуклида в Черное море со стоком р. Днепр. Вместе с тем неожиданно
высокое содержание 90Sr и 137Cs было обнаружено также вблизи Керченского пролива. Это
не могло быть связано с поступлением чернобыльских радионуклидов из Азовского мо-
ря, поскольку, по данным статьи [11], их содержание в азовской воде снизилось к 2000 г.
до (9,6 ± 3,8) Бк · м−3 для 90Sr и (2,5 ± 2,4) Бк · м−3 для 137Cs, т. е. уже тогда оно было
значительно меньше, чем средние значения, обнаруженные нами в Черном море в 2011 г.
((15 ± 8) Бк · м−3 и (23 ± 18) Бк · м−3 соответственно, см. табл. 1).

Таблица 1. Расположение станций отбора проб и содержание радионуклидов в поверхностной воде Черного
моря и Северо-Крымского канала в 2011–2013 гг.

№
п/п С.ш. В. д. Глубина, м

137Cs,
Бк·м−3 ±1σ

90Sr,
Бк·м−3 ±1σ

Расположение
в Черном море

1 46◦26,8′ 31◦23,1′ 14 14,9 1,1 32,1 2,2 Р-н Днепро-Бугского лимана
2 46◦02,9′ 31◦32,1′ 20 — — 14,2 1,4 СЗ шельф
3 45◦37,2′ 31◦38,1′ 45 15,2 0,5 7,6 1,4 СЗ шельф
4 44◦40,7′ 31◦51,7′ 698 — — 11,0 1,4 СЗ материковый склон
5 43◦20,0′ 32◦09,7′ 2040 16,8 1,0 10,8 1,3 Западный глубоководный

бассейн
6 45◦46,6′ 32◦14,4′ 31 — — 6,7 1,3 Каркинитский залив
7 45◦55,4′ 33◦16,2′ 11 — — 13,1 1,7 Каркинитский залив
8 45◦09,2′ 33◦06,9′ 45 — — 9,8 1,3 Траверз Евпатории
9 44◦26,5′ 34◦13,8′ 87 — — 22,1 1,7 Траверз Ялты

10 44◦57,0′ 36◦26,0′ 36 56,1 1,1 23,1 1,9 Прикерченский р-н
11 44◦36,9′ 33◦30,2′ Прибрежная зона 12,8 0,2 13,0 1,2 Внешний рейд Севастополя —

июнь, 2011
12 44◦36,9′ 33◦30,2′ Прибрежная зона 17,1 0,9 13,4 2,5 Внешний рейд Севастополя —

март–апрель, 2012
13 44◦36,9′ 33◦30,2′ Прибрежная зона 16,5 0,8 9,8 1,4 Внешний рейд Севастополя —

январь, 2013
14 46◦07,1′ 33◦41,4′ Прибрежная зона — — 54,9 2,7 СКК (р-н Армянска) —

июль, 2012

Пр и м е ч а н и е. Отбор проб на станциях, указанных под № 1–10, выполнен в августе 2011 г.; станции,
указанные под № 1–6, расположены вдоль широтного разреза в северо-западной части Черного моря, обо-
значенного на рис. 1.
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Рис. 1. Изменение концентрации 137Cs (1 ) и 90Sr (2 ) в поверхностной воде и ее соленость (3 ) вдоль широт-
ного разреза от Днепро-Бугского лимана до западного глубоководного бассейна Черного моря в августе
2011 г.
На врезке схематично показано расположение станций на данном разрезе

Таким образом, можно предположить, что повышенное содержание 137Cs и 90Sr в при-
керченском районе обусловлено поступлением в него днепровской воды по восточной ветке
Северо-Крымского канала (СКК), который берет свое начало в Каховском водохранили-
ще [12], отличающемся достаточно высокой степенью радиоактивного загрязнения после
аварии на ЧАЭС [4, 5, 13]. Действительно, наши измерения показали, что концентрация 90Sr
в днепровской воде, отобранной в июле 2012 г. из СКК, составила около 55 Бк·м−3, т. е. была
в 3,7 раза выше, чем средние значения для Черного моря в 2011–2013 гг. (см. табл. 1).

О продолжающемся влиянии речного стока на загрязнение Черного моря чернобыльски-
ми радионуклидами свидетельствуют также результаты, полученные нами в августе 2011 г.
вдоль широтного разреза от Днепро-Бугского лимана до западного глубоководного бассей-
на (рис. 1). Согласно данным, приведенным на графике, видно, что концентрация 90Sr была
наибольшей в приустьевой зоне и затем постепенно снижалась по мере удаления от берега.
По иному вел себя 137Cs, концентрация которого в поверхностной воде была практически
одинаковой на всех станциях разреза, представленного на рис. 1. Это отражает различную
геохимическую подвижность 90Sr и 137Cs в водосборных бассейнах.

Известно, что стронций находится в пресной и морской воде преимущественно в раство-
ренном состоянии из-за относительно высокой концентрации в обеих средах его химического
аналога — кальция, снижающего сорбцию 90Sr почвами и взвешенным веществом [4, 5, 8, 9].
Для цезия растворенная форма преобладает только в морской воде, где сравнительно много
его химического аналога — калия, которого, напротив, значительно меньше в пресноводной
среде. Поэтому в речных бассейнах, в отличие от морских, 137Cs активно сорбируется поч-
вами, донными отложениями и взвесью, что существенно замедляет его миграцию [4, 5].
Установлено, что в отличие от 90Sr, поступление которого в Черное море с водами рек
Днепра и Дуная практически сравнялось с его атмосферными выпадениями после аварии
на ЧАЭС, доля 137Cs, поступившего с речным стоком, составила в 1994 г. всего 1–1,5%
его общего содержания в Черном море [2]. В нашем случае, такое отличие геохимического
поведения 90Sr и 137Cs проявилось в различном соотношении содержания этих радионукли-
дов вдоль широтного разреза. Вблизи Днепро-Бугского лимана это отношение было равно
примерно 2, затем оно быстро уменьшалось по мере удаления в открытое море, составив
всего 0,6 в центре западного глубоководного бассейна (см. данные в табл. 1 и на рис. 1).
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Рис. 2. Динамика концентраций 90Sr (1 ) и 137Cs (2 ) и их соотношение (3 ) в поверхностной воде западного
глубоководного бассейна Черного моря после аварии на ЧАЭС

Столь значительные различия в динамике содержания 90Sr и 137Cs в черноморской во-
де проявились не только в пространственном, но и во временнóм отношении. На рис. 2
показана многолетняя изменчивость концентрации этих радионуклидов в поверхностном
слое воды западного глубоководного бассейна Черного моря, откуда видно, что содержа-
ние 137Cs снижалось достаточно монотонно с периодом полууменьшения всего около 7 лет.
Это отражает значительный вклад процессов самоочищения морской среды, поскольку пе-
риод полураспада 137Cs намного больше — 30,17 года [2, 7]. Концентрация 90Sr, напротив,
практически не снижалась с конца 1980-х гг. (см. рис. 2), несмотря на то что период его по-
лураспада меньше, чем у 137Cs, и составляет 28,8 года. Соотношение активности 90Sr/137Cs
в данном случае изменялось от 0,3–0,4 в 1986–1987 гг. до 1,0 в конце 1990 — начале 2000-х гг.
(см. рис. 2). Отмеченный в этот период максимум величины отношения концентрации 90Sr
и 137Cs совпадает со значительным (почти в 4 раза) увеличением поступления 90Sr в Черное
море с водами рек Днепра и Дуная, произошедшего в результате усиления стока этих рек
в 1995–1999 гг. [2, 6]. Это отразилось и на содержании 90Sr и 137Cs в донных отложениях
приустьевой зоны Днепро-Бугского лимана, в которых была выполнена геохронологичес-
кая реконструкция радиоактивного загрязнения с использованием методики, описанной,
например, в работах [8, 9, 14].

Отметим, что на профиле вертикального распределения 90Sr в указанных осадках су-
ществует два основных максимума — один на глубине, соответствующей 1986 г., т. е. пе-
риоду аварии на ЧАЭС, а второй — в поверхностном слое (рис. 3). По всей видимости,
первый пик отражает поступление из р. Днепр и оседание в приустьевой зоне более по-
движных форм 90Sr, например, в составе речной взвеси, а второй — замедленную мигра-
цию этого радионуклида вместе с частицами почв, подвергшихся эрозии, а также остатков
сухопутных и речных организмов, накопивших 90Sr. Очевидно, что этот механизм посту-
пления 90Sr из бассейна Днепра в Черное море c так называемым твердым стоком [8, 9, 15]
является вторичным по сравнению с его поступлением в растворенном виде, тогда как
для 137Cs, из-за его меньшей геохимической подвижности в пресной воде, данный способ
переноса в водосборных бассейнах может быть основным [9, 15]. Действительно, на про-
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Рис. 3. Вертикальное распределение 90Sr и 137Cs в черноморских донных отложениях, отобранных в при-
устьевой зоне Днепро-Бугского лимана в 1997 г.

филе вертикального распределения 137Cs в донных отложениях приустьевой зоны Дне-
про-Бугского лимана отсутствует максимум, приуроченный к 1986 г., а основное коли-
чество 137Cs находится в самом верхнем слое осадков (см. рис. 3). Это показывает, что
даже в 1997 г. (когда были отобраны донные отложения [8]), т. е. через 11 лет после чер-
нобыльской аварии, содержание в них 137Cs еще не достигло максимума. По всей види-
мости, столь значительное запаздывание поступления этого радионуклида из р. Днепр ха-
рактеризует буферную емкость его водосборного бассейна, т. е. способность удерживать
загрязняющие вещества, проявляющие высокую сорбционную активностью в пресноводной
среде [8, 9].

В целом рассмотренные данные о вертикальном распределении чернобыльских радио-
нуклидов в донных отложениях прибрежной зоны Черного моря свидетельствуют о зна-
чительном вторичном поступлении 90Sr и 137Cs в Черное море с твердым речным стоком,
которое достигло максимума в конце 1990-х гг. Интересно, что такой же эффект был обна-
ружен и в дочернобыльский период, когда основным источником радиоактивного загрязне-
ния являлось выпадение радионуклидов после испытаний ядерного оружия в атмосфере.
Так, анализ радиоэкологической базы данных ОРХБ ИнБЮМ НАН Украины [1, 2] по-
казал, что в тот период наибольшее содержание 90Sr в черноморской воде было отмече-
но в начале 1960-х гг., когда ядерные испытания достигли своего максимума. Затем оно
снизилось примерно вдвое, однако во второй половине 1970-х гг., т. е. через 12 лет пос-
ле максимальных выпадений, вновь возросло. Не исключено, что причиной этого, так-
же как в постчернобыльский период, было замедленное поступление радионуклидов из
водосборных бассейнов в составе твердого речного стока со сходным периодом запазды-
вания.

Отметим, что процесс вторичного радиоактивного загрязнения должен был отразиться
и на содержании чернобыльских радионуклидов в других компонентах экосистемы Черного
моря, в том числе в гидробионтах. Результаты нашего многолетнего радиоэкологического
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Рис. 4. Изменение содержания 137Cs (1 ) и 90Sr (2 ) в черноморской бурой водоросли Cystoseira sp. после
аварии на ЧАЭС

мониторинга подтвердили это предположение и показали, что содержание 90Sr и 137Cs в бу-
рой водоросли Cystoseira sp. после 1986 г. монотонно снижалось, но с конца 1990 — начала
2000-х гг. оно, наоборот, начало вновь возрастать (рис. 4). Для 90Sr это можно объяснить,
например, упомянутым выше четырехкратным увеличением поступления данного радио-
нуклида из р. Днепр в конце 1990-х гг. за счет возросшего притока днепровских вод. При
этом поступление 137Cs из р. Днепр также возросло, хотя и в меньшей степени — не более
чем в 1,5 раза по сравнению с предшествующими годами [2, 4–6]. Не исключено также, что
дополнительным источником загрязнения черноморских гидробионтов 137Cs могла стать
его ремобилизация из донных отложений, расположенных в приустьевых зонах рек Дуная
и Днепра, в которых суммарное содержание 137Cs, выраженное в Бк · м−2, на 1–2 порядка
величин выше, чем в удаленных от берега акваториях Черного моря [2, 8].

Существенный вклад указанных процессов во вторичное радиоактивное загрязнение
морской среды был обнаружен, например, в акватории Ирландского моря, прилегающей
к району британского предприятия по переработке облученного ядерного топлива Селла-
филд, на котором в 1950–80-е гг. произошли значительные выбросы радионуклидов [15].
В этих исследованиях было показано, что около 80% содержания 137Cs в Ирландском море
обусловлено его вторичным поступлением из донных осадков. В Черном море значитель-
ная геохимическая подвижность 137Cs была также обнаружена нами в донных отложениях,
прилегающих к устьевой зоне р. Чорох [9].

Таким образом, совокупность процессов замедленного поступления чернобыльских ра-
дионуклидов с твердым речным стоком, значительно усилившимся в период с 1995 по
1999 гг., а также возможность их ремобилизации из донных отложений в приустьевых
зонах могли стать основными причинами вторичного радиоактивного загрязнения воды,
донных осадков и гидробионтов Черного моря в конце 1990 — начале 2000-х гг. Это оказало
существенное влияние на динамику содержания чернобыльских радионуклидов в Черном
море и должно учитываться при оценке периода времени, когда оно достигнет доаварийного
уровня. Например, в начале 1990-х гг. на основании имевшихся тогда результатов монито-
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ринга было определено, что концентрация 90Sr в черноморской воде в районе Днепро-Бугс-
кого лимана снизится до величин, зарегистрированных до аварии на ЧАЭС, к 2017 г. [2, 6].
Однако если учесть рассмотренную выше динамику вторичного радиоактивного загрязне-
ния Черного моря, то можно определить, что это наступит существенно позже — примерно
к 2025 г.
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С.Б. Гулiн, Н. Ю. Мiрзоєва, академiк НАН України В.М. Єгоров,
I. Г. Сiдоров, В.Ю. Проскурнiн, Л.В. Гулiна

Вторинне забруднення Чорного моря техногенними радiонуклiдами
пiсля аварiї на Чорнобильськiй АЕС

На пiдставi даних радiоекологiчного монiторингу та ядерно-геохронологiчної реконструкцiї
простежено динамiку радiоактивного забруднення Чорного моря за перiод 1986–2013 рр.
з урахуванням внеску вторинних джерел чорнобильських радiонуклiдiв, до яких вiдноситься
їх надходження з водозбiрних басейнiв i ремобiлiзацiя з донних вiдкладень. Встановлено, що
сукупнiсть цих процесiв, а також варiабельнiсть рiчкового стоку, який значно посилився
в 1995–1999 рр., могли стати основними причинами вiдзначеного наприкiнцi 1990 — по-
чатку 2000-х рр. збiльшення вмiсту 90Sr й 137Cs у водi, донних вiдкладеннях i гiдробiонтах
Чорного моря. Отриманi данi дозволили iстотно уточнити прогноз перiоду часу, коли ра-
дiоактивне забруднення Чорного моря досягне доаварiйного рiвня.

S.B. Gulin, N.Yu. Mirzoeva, Academician of the NAS of Ukraine V. N. Egorov,
I.G. Sidorov, V.Yu. Proskurnin, L.V. Gulina

Secondary pollution of the Black Sea with man-made radionuclides after
the Chernobyl accident

Based upon the data from the radioecological monitoring and the nuclear-geochronological recon-
struction, the dynamics of radioactive pollution of the Black Sea has been traced for the period
1986–2013 taking the contributions of secondary sources of Chernobyl radionuclides into account,
including their input from the catchment basins and remobilization from seabed sediments. It is
found that the combination of these processes and the variability of river discharge, which became
stronger in 1995–1999, may be the main reasons for the increase of the 90Sr and 137Cs concentra-
tions in the Black Sea water, sediments, and biota observed in the late 1990s — early 2000s. The
obtained data have allowed improving the prediction of a period, when the radioactive contamination
of the Black Sea will reach the pre-accident level.
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чаючи список лiтератури — до 15 поз., таблицi, рисунки — до 4).

Фiзичнi величини наводяться в одиницях СI. Наукова термiнологiя повинна вiдпо-
вiдати «Росiйсько-українському словнику наукової термiнологiї» (Київ: Наук. думка. –
Т. 1–3. – 1994, 1996, 1998).

Резюме українською, росiйською та англiйською мовами подаються на окремiй
сторiнцi (обов’язково вказати написання прiзвищ та назву статтi трьома мовами).

Рукопис та рисунки (на окремiй сторiнцi) слiд надсилати у двох екземплярах.
Текст має бути пiдготовлений методом комп’ютерного набору та роздрукований на
бiлому паперi через 1,5 iнтервала на однiй сторонi аркуша, розмiр шрифту 14 пт.

Електронну версiю статтi автор надсилає на вимогу редакцiї безпосередньо при пiд-
готовцi вiдповiдного номеру журналу до друку (термiн узгоджується в редакцiї). Файл
статтi подається у форматi LATEX2ε та з результатом трансляцiї у dvi- чи pdf-файл.
Текст у файлi повинен точно вiдповiдати надрукованому тексту. Рисунки по-
трiбно записувати окремими файлами у вихiдному форматi та у форматi .eps. Для
iмен файлiв використовувати зрозумiлi короткi назви, набранi латинськими лiтерами
(для статтi — прiзвище першого автора, для рисункiв — rys1, rys2 i т.д.). Статтi, що не
мiстять математичних формул, можна подавати в форматi Word.

Список лiтератури складається в порядку посилання в текстi; оформлення лiте-
ратурних джерел повинно вiдповiдати вимогам журналу (див. списки лiтератури в
останнiх номерах журналу).

Коректура статей авторам не надсилається.
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Автор може передплатити номер журналу, в якому надруковано його стат-
тю, у вiддiленнi зв’язку «Укрпошти» (iндекс 74137), а також у агенцiї “Укр-
iнформнаука” (e-mail: innovation@nas.gov.ua; тел./факс: +38(044)239–64–57).
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