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Доказано, что замкнутое многообразие, гомеоморфное пятимерной сфере, не допускает
слоения коразмерности один неотрицательной кривизны.

1. Постановка задачи. Будем называть слоение F слоением неотрицательной кривизны
на римановом многообразии M , если все слои F в индуцируемой метрике имеют неотри-
цательную секционную кривизну.

Примером слоения неотрицательной кривизны является знаменитое слоение Риба на
стандартной трехмерной сфере постоянной кривизны. В [1] классифицированы все замкну-
тые трехмерные ориентированные многообразия, допускающие трансверсально ориентиру-
емые слоения неотрицательной кривизны.

В [2] доказано, что сферы S2n+1 положительной секционной кривизны при n > 1 не до-
пускают слоения коразмерности один неотрицательной кривизны (даже неотрицательной
кривизны Риччи). Однако до сих пор не установлено, могут ли произвольные римановы
многообразия, гомеоморфные S2n+1, n > 1, иметь слоение коразмерности один неотрица-
тельной секционной кривизны. Этот вопрос поставлен Г. Штаком в [3].

Цель данной работы — дать ответ на вопрос Г. Штака в случае n = 2.
Теорема A. Пусть M — замкнутое пятимерное риманово многообразие, гомеоморф-

ное пятимерной сфере. Тогда M не допускает C2-слоения коразмерности один неотрица-
тельной секционной кривизны.

2. Многообразия неотрицательной кривизны. Топология и геометрия полных мно-
гообразий неотрицательной кривизны хорошо известны благодаря работам Топоногова, Чи-
гера, Громола, Маренича, Перельмана, Вальшапа. Мы приведем здесь некоторые важные
результаты, используемые в данной работе.

Топологическая структура полных некомпактных многообразий неотрицательной сек-
ционной кривизны описывается следующей известной теоремой:

Теорема 1 [4]. Полное открытое многообразие M неотрицательной секционной кри-
визны диффеоморфно нормальному расслоению ν(S) компактного вполне выпуклого, вполне
геодезического подмногообразия S в M . Подмногообразие S называется душой многообра-
зия M .

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №12 7



Замкнутые многообразия неотрицательной секционной кривизны обладают следующим
важным свойством:

Теорема 2 [4]. Пусть M — замкнутое многообразие неотрицательной секционной
кривизны. Существует последовательность изометрических накрытий

M̃
iso≃ P × Ek

π1→ M̂
π2→M,

где P компактно и односвязно, а M̂ диффеоморфно M1 × T k, где M1 — изометрически
накрывается многообразием P , а T k — плоский тор. В частности, π1(M) содержит под-
группу конечного индекса, изоморфную Zk, а если M является K(π, 1)-пространством, то
M — плоское.

3. Слоения неотрицательной кривизны. Ранее в [1] нам удалось классифицировать
замкнутые ориентируемые трехмерные многообразия, допускающие слоения неотрицатель-
ной кривизны. Ключевым этапом в доказательстве этой теоремы явилось установление
того факта, что слоение отрицательной кривизны является слоением почти без голономии.
Это означает, что нетривиальную группу голономии могут иметь только лишь компактные
слои. Оказывается, это верно и в многомерном случае. В [5] мы показали, что трансвер-
сально ориентируемое C2-слоение коразмерности один неотрицательной кривизны Риччи
на замкнутом ориентируемом многообразии является слоением почти без голономии. Это
позволило применить результат Иманиши [6] и представить многообразие в виде объеди-
нения блоков, где слоение выглядит достаточно просто. А именно, нами была доказана
следующая теорема.

Теорема 3. Пусть F — трансверсально ориентируемое слоение коразмерности один
неотрицательной кривизны Риччи на замкнутом ориентируемом римановом многообра-
зии M . Тогда F является слоением почти без голономии и выполнена одна из следующих
возможностей:

1) все слои всюду плотны и M является расслоением над S1;
2) F содержит компактный слой и M можно разбить конечным числом компактных

слоев на блоки1 одного из следующих типов:
А) исключительный блок: B гомеоморфен K × I, где K является компактным слоем

слоения и слой K × 0 является предельным для множества компактных слоев;
B) плотный блок: все внутренние слои диффеоморфны типичному слою L и плотны

в B;
С) собственный блок: все внутренние слои диффеоморфны типичному слою L и яв-

ляются вложенными подмногообразиями в B. В этом случае intB является расслоением
над S1 со слоем L.

Если B — неисключительный блок, то ĩntB ∼= L̃ × R, а его фундаментальная группа
описывается групповым расширением

1 → π1(L) → π1(B)
φ→ Zk → 0, (1)

где L — типичный внутренний слой блока B. Более того, k > 1 и k = 1 тогда и только
тогда, когда блок собственный.

Если, более того, F — слоение неотрицательной секционной кривизны, то граница
каждого блока имеет максимум две компоненты связности.

1Блоком мы называем компактное слоеное многообразие с границей, состоящей из компактных слоев.
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В случае, когда ориентируемое замкнутое многообразие M имеет размерность пять
и F — трансверсально ориентируемое слоение неотрицательной секционной кривизны наM ,
нам удалось, существенно используя результаты [7, 8], а также [9], доказать следующее
утверждение.

Утверждение 1 [5]. Если N является объединением конечного числа блоков, граница
которых имеет две связные компоненты, то вложение i : K → N граничного слоя яв-
ляется гомотопической эквивалентностью.

4. Набросок доказательства теоремы A. Из теоремы 2 в случае n = 4 следует, что
мы можем определить четыре типа компактных слоев:

1. Компактный тип: K̃ компактно ⇐⇒ π1(K) конечна.
2. Тип S3 × E: K̃ изометрично прямому произведению трехмерной сферы с метрикой

неотрицательной секционной кривизны и евклидовой прямой.
3. Тип S2 × E2: K̃ изометрично риманову произведению двумерной сферы с метрикой

неотрицательной секционной кривизны и евклидовой плоскости.
4. Тип E4: K̃ изометрично четырехмерному евклидову пространству, т. е. K является

плоской четырехмерной пространственной формой.
Всегда можно считать при переходе к конечнолистному накрытию, что многообразие

и слоение ориентируемы. В частности, F трансверсально ориентируемо. Допустим M до-
пускает слоение неотрицательной секционной кривизны.

Случай 1. F не имеет компактных слоев.
По теореме 3 F является слоением без голономии, а значит, многообразие является рас-

слоением над окружностью (см. [10]). В частности, фундаментальная группа многообразия
должна содержать Z, что невозможно для пятимерной сферы.

Случай 2. F состоит из компактных слоев.
В этом случае по теореме стабильности Риба (см. [11]), учитывая трансверсальную

ориентируемость слоения, M должно быть расслоением над S1, что невозможно в случае
пятимерной сферы.

Случай 3. F содержит компактный слой с конечной фундаментальной группой.
В этом случае по теореме стабильности Риба F состоит из компактных слоев, что не-

возможно по предыдущему случаю.
В остальных случаях согласно теореме 3 и с учетом того, что каждый компактный слой

разбивает M , многообразие M можно представить в виде объединения M = A
⋃
B, где

A
⋂
B — объединение блоков, имеющих две компоненты связности границы, если такие

блоки существуют, и A
⋂
B — единственный компактный слой в противном случае. Тогда

C = M \ intB и D = M \ intA — блоки с одной компонентой связности границы. Тогда
из утверждения 1 получаем, что ∂C, ∂D и A

⋂
B гомотопически эквивалентны. Из точной

гомологической последовательности Майера–Вийеториса

· · · → H2(M) → H1(A
⋂
B)

(iA
∗
,iB
∗
)→ H1(A)⊕H1(B) → H1(M) → · · · , (2)

учитывая, что средние гомологии M нулевые и так как β1(A) и β1(B) нетривиальны (это
следует, например, из эпиморфности φ в (1)), имеем (iA∗ , i

B
∗ ) — изоморфизм. Следовательно,

Ker iA∗ = Im iB∗ 6= 0 и Ker iB∗ = Im iA∗ 6= 0. В частности, имеем

β1(A
⋂
B) = β1(A) + β1(B) > 2. (3)

Случай 4. F содержит компактный слой типа E4.
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В этом случае из предложения 1 следует, что все слои и блоки асферичны. Предположим
cdπ1(C) < 3. Тогда H3(C) ∼= H2(C, ∂C) = 0. Из точной последовательности пары следует,
что iC : H1(∂C) → H1(C) — мономорфизм. Следовательно, iA∗ — мономорфизм. Отсюда
Im iB∗ = 0, чего не может быть, как отмечалось выше. Из этого противоречия следует, что
cdπ1(C) > 3. Из аналогичных соображений cdπ1(D) > 3.

Напомним следующее свойство группы π1(M) = π1(A
⋃
B) (здесь M — произвольное

связное многообразие с линейно связным пересечением A
⋂
B):

Теорема 4 [12]. Если для некоторой группы G следующая диаграмма коммутативна:

то однозначно определен гомоморфизм σ : π1(M) → G такой, что ρi = σ ◦ ψi, i = 1, 2, 3,
где φ1, φ2, а также ψ1 : π1(A) → π1(M), ψ2 : π1(B) → π1(M), ψ3 : π1(A

⋂
B) → π1(M) —

гомоморфизмы, индуцированные включениями.
Отметим два важных следствия из данной теоремы:
Следствие 1. Если хотя бы один из гомоморфизмов φi не сюрьективен, то π1(M)

нетривиальна.
Следствие 2. Пусть N — группа, порожденная Kerφ1

⋃
Kerφ2. Если N 6= π1(A

⋂
B),

то π1(M) нетривиальна.
Утверждение 2. Пусть M — замкнутое пятимерное многообразие с C2-слоением

коразмерности один неотрицательной секционной кривизны. Если слоение содержит ком-
пактный асферический слой, то π1(M) 6= 0. В частности,M не может быть гомеоморфно
пятимерной сфере.

Доказательство. Заметим, что ∂C плоское (по теореме 2) и, по известной теореме
Бибербаха, содержит подгруппу конечного индекса, изоморфную Z4. Из предположения,
что π1(M) тривиальна, и следствия 1 следует, что φ1(Z

4) и φ2(Z
4) имеют конечный индекс

в π1(A) и π1(B) соответственно. Так как cdπ1(A) > 3 и cdπ1(B) > 3, то cdKer φ1
⋂
Z4 =

= cdKer φ1 6 1 и cdKer φ2
⋂

Z4 = cdKer φ2 6 1. Так как группа π1(∂C) ∼= π1(A
⋂
B) имеет

полиномиальный рост, она не содержит подгруппу Z ∗Z. А так как группы с cdπ 6 1 — это
свободные произведения группы Z, то ядро Kerφi либо тривиально, либо изоморфно Z. Если
одна из групп Kerφi тривиальна, то очевидно, что N 6= π1(A

⋂
B), и π1(M) нетривиальна по

следствию 2. Предположим Kerφ1 = Kerφ2 = Z. Обозначим соответствующие образующие
через a и b. Так как обе группы Kerφ1 и Kerφ2 нормальны, имеем следующие соотношения
в группе N :

aba−1 = bk, bab−1 = al.

Если k 6= 1 и l 6= 1, то группа N = I(N) := {n ∈ N : ∃ p : np ∈ N ′}. Предположим N =
= π1(A

⋂
B), тогда β1(A

⋂
B) = β1(∂C) = 0. Но из (3) следует, что это невозможно.

Отсюда мы заключаем, что k или l равно 1 и, учитывая, что N не имеет кручения,
N = Z2. Но тогда N 6= π1(A

⋂
B) по теореме 2, и по следствию 2 π1(M) 6= 0, что невоз-

можно. Следовательно, предположение, что π1(M) — тривиальна, неверно. Это завершает
доказательство предложения.
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Случай 5. F содержит компактный слой K типа S2 × E2.
Из леммы 1 следует, что ∂C, ∂D и A

⋂
B гомотопически эквивалентны. Из (3) получаем,

что Z2 ⊂ H1(K). Кроме того, по теореме 2 π1(K) содержит конечную подгруппу Z2.
Легко показать, что равенство χ(K) = 0 всегда имеет место для компактного слоя K лю-

бого трансверсально ориентируемого слоения коразмерности один замкнутого многообра-
зия Mn, при условии, что [K] = 0 в Hn−1(M

n) (см. [11]). В силу теоремы 10.12 работы [13],
учитывая ориентируемость слоев, единственно возможным вариантом является случай, ког-
да K гомотопически эквивалентно S2×S1-расслоению над S1. Поэтому π1(K) гомеоморфна
либо Z2, либо фундаментальной группе бутылки Клейна. Но так как Z2 ⊂ H1(K), мы за-
ключаем, что π1(K) ∼= Z2. Заметим, что касательное расслоение TK есть ограничение TF
на K. Поэтому полный класс Штифеля–Уитни w(TK) = 0. Согласно [13, Cor. 6.11.1] K
определяется с точностью до гомеоморфизма полным классом Штифеля — Уитни и фун-
даментальной группой, поэтому K гомеоморфно S2 × T 2. Из утверждения 1 и теоремы
об s-кобордизме [14], учитывая, что Wh(π1(K)) = Wh(Z2) = 0, получаем, что если F со-
держит блок B c двумя связными компонентами границы, то B ≃ S2 × T 2 × I. Теперь
многообразие M , как и выше, можно представить в виде объединения M = A

⋃
B, где

A
⋂
B ≃ S2 × T 2 × I, если множество блоков с двумя компонентами связности границы

непусто, и A
⋂
B ≃ S2 × T 2 в противном случае. Из последовательности (2) ввиду нетри-

виальности β1(A) и β1(B) немедленно следует, что

H1(C) ∼= H1(D) ∼= Z. (4)

В частности, отсюда и теоремы 3 следует, что блоки C и D собственные и их внутренности
являются расслоением над S1 с типичным слоем L. Комбинируя (4) со следствием 1 и тем,
что π1(S

2 × T 2) ∼= Z2, получаем, что π1(C) и π1(D) абелевы, и единственно возможным
вариантом является случай, когда фундаментальная группа типичного слоя L как в C, так
и в D тривиальна. Более того, типичный слой L должен иметь один конец, так как в про-

тивном случае L
iso≃ S3 ×E имеет кокомпактную группу изометрий и должен накрывать K

(см. [9]), что невозможно.
Без ограничения общности рассмотрим блок C. Из доказанного следует, что ∂C ≃ S2 ×

× T 2. Учитывая результат Нисимори [15], описывающий структуру слоения в окрестности
компактного слоя с абелевой голономией, нетрудно построить везде, кроме нижнего осно-
вания, трансверсальное гладкое вложение j : T 2 × I → C такое, что j0 := j|T 2×0 совпа-
дает с ограничением вложения граничного слоя i : S2 × T 2 → C на s × T 2 для некоторой
точки s ∈ S2. Так как слоение внутри C является расслоением, единственно возможным
вариантом индуцированного на торе j1(T

2) := j(T 2 × 1) слоения G является расслоение
окружностями. Так как типичный слой внутри C имеет один конец, нетрудно показать,
что двойственная по Пуанкаре к слоям G окружность l ⊂ j1(T

2) является не только се-
чением расслоения G, но и сечением расслоения L → intC

p→ S1. Таким образом, мы
имеем послойное вложение T 2 → intC. Рассмотрим отображение спектральных последо-
вательностей расслоений Epql → E′p

ql , индуцированное включением j1 : T
2 → intC. Так как

π1(L) = H1(L) = 0, имеем j1∗[T
2] ∼= j1∗E

2
11 ⊂ E′2

11
∼= H1(S

1;H1(L)) = 0. Следовательно,
j1∗[T

2] = j0∗[T
2] = i∗[T

2] = 0. Аналогичное утверждение верно и для блока D. Так как
A
⋂
B ≃ S2 × T 2 × I, то в точной последовательности Майера–Вийеториса

· · · → H3(M) → H2(A
⋂
B)

(iA
∗
,iB
∗
)→ H2(A)⊕H2(B) → H2(M) → · · ·
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0 6= [T 2] ⊂ Ker(iA∗ , i
B
∗ ), и мы заключаем, что H3(M) 6= 0. Значит, многообразие M не может

быть гомеоморфно пятимерной сфере.
Случай 6. F содержит компактный слой K типа S3 × E.
По теореме 2 π1(K) содержит кокомпактную подгруппу, изоморфную Z. Следователь-

но, β1(K) 6 1. Но это противоречит неравенству (3), так как K и A
⋂
B гомотопически

эквивалентны. Поэтому этот случай также приводит к противоречию. Теорема доказана.

Автор выражает благодарность проф. А.А. Борисенко за внимание к работе и полезные за-
мечания.
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Д.В. Болотов

Топологiя шарувань невiд’ємної кривини на п’ятивимiрних
многовидах

Доведено, що замкнений многовид, гомеоморфний п’ятивимiрнiй сферi, не припускає шару-
вання ковимiрностi один невiд’ємної кривини.

D.V. Bolotov

Topology of nonnegative curvature foliations on five-dimensional
manifolds

We prove that a closed manifold homeomorphic to a five-dimensional sphere does not admit a
codimension one foliation of nonnegative curvature.
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В.А. Войтович, А.С. Сердюк

Наближення класiв аналiтичних функцiй

iнтерполяцiйними аналогами сум Валле Пуссена

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

Одержано асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж наближень iнтерполяцiй-
ними аналогами сум Валле Пуссена на класах 2π-перiодичних функцiй Cψβ,s та CψβHω,
якi задаються мультиплiкаторами ψ(k) i зсувами за аргументом β ∈ R, за умови,

що послiдовностi ψ(k) задовольняють умову Даламбера Dq: lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ (0, 1).

У цьому випадку функцiї iз зазначених класiв допускають регулярне продовження у фiк-
совану смугу | Im z| < ln(1/q) комплексної площини, тобто є аналiтичними функцiями.

Нехай Ls, 1 6 s <∞, — простiр сумовних у s-му степенi на (0, 2π) 2π-перiодичних функцiй

f(t) з нормою ‖f‖s =
( π∫
−π

|f(t)|sdt
)1/s

, L∞ — простiр вимiрних iстотно обмежених 2π-перiо-

дичних функцiй f(t) з нормою ‖f‖∞ = ess sup
t

|f(t)|, C — простiр неперервних 2π-перiодич-

них функцiй f(t), в якому норма задається рiвнiстю ‖f‖C = max
t

|f(t)|.
Нехай далi LψβN, N ⊂ L1, — клас 2π-перiодичних сумовних функцiй f(f ∈ L1), якi

майже для всiх x ∈ R можуть бути поданi у виглядi згортки

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫

−π

Ψβ(t)ϕ(x + t) dt, a0 ∈ R, ϕ ∈ N, ϕ ⊥ 1, (1)

з фiксованим ядром Ψβ(t), ряд Фур’є якого має вигляд

S[Ψβ(t)] =

∞∑

k=1

ψ(k) cos

(
kt+

βπ

2

)
, ψ(k) > 0, β ∈ R.

Функцiю ϕ з рiвностi (1) називають (ψ, β)-похiдною функцiї f i позначають через fψβ .
В роботi як множини N виступають множини

Us = {ϕ ∈ Ls : ‖ϕ‖s 6 1}, 1 6 s 6 ∞, (2)

а також

Hω = {ϕ ∈ C : ω(ϕ; t) 6 ω(t)}, (3)

де ω(ϕ; t) = sup{|ϕ(x1)−ϕ(x2)| : |x1−x2| 6 t, x1, x2 ∈ R} — модуль неперервностi функцiї ϕ,
а ω(t) — фiксований опуклий модуль неперервностi. Покладемо далi CψβN = C

⋂
LψβN. Для

класiв CψβN рiвнiсть (1) розумiється як рiвнiсть в кожнiй точцi x ∈ R. Класи LψβN та
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CψβN введенi О. I. Степанцем (див., наприклад, [1, с. 131–142]). Для зручностi покладемо

Cψβ,s := Cψβ Us.
При кожному фiксованому q ∈ (0, 1) через Dq позначимо множину додатних послiдов-

ностей ψ(k), k ∈ N, для яких виконується умова lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q. Основнi результати даної

роботи отриманi для класiв CψβN, що визначаються послiдовностями ψ ∈ Dq при деякому

q ∈ (0, 1). У цьому випадку (див. [1, с. 351]) множини CψβN складаються з 2π-перiодичних
функцiй f(x), що допускають регулярне продовження в смугу | Im z| 6 ln(1/q) комплексної
площини, тобто з аналiтичних функцiй.

Важливим частинним випадком класiв CψβN, для яких ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), є класи iнте-
гралiв Пуассона, що складаються з функцiй вигляду

f(x) = A0 +
1

π

π∫

−π

ϕ(x+ t)Pq,β(t) dt, A0 ∈ R, ϕ ∈ N, ϕ ⊥ 1,

де

Pq,β =
∞∑

k=1

qk cos

(
kt+

βπ

2

)
, q ∈ (0, 1), β ∈ R, —

ядро Пуассона з параметрами q та β. У цьому випадку класи CψβN позначають через CqβN.

Нехай f ∈ C i S̃n−1(f ;x) — тригонометричний полiном порядку n − 1, що iнтерполює

функцiю f(x) у точках x
(n−1)
k = 2kπ/(2n − 1), k ∈ Z, тобто такий, що

S̃n−1(f ;x
(n−1)
k ) = f(x

(n−1)
k ), k ∈ Z.

Полiном S̃n−1(f ;x) можна записати у виглядi (див., наприклад, [2, с. 13–14])

S̃n−1(f ;x) =
a
(n−1)
0

2
+
n−1∑

k=1

(a
(n−1)
k cos kx+ b

(n−1)
k sin kx), (4)

де

a
(n−1)
k =

2

2n− 1

2n−2∑

j=0

f(x
(n−1)
j ) cos kx

(n−1)
j , k = 0, 1, . . . , n− 1, (5)

b
(n−1)
k =

2

2n− 1

2n−2∑

j=0

f(x
(n−1)
j ) sin kx

(n−1)
j , k = 1, 2, . . . , n− 1, — (6)

коефiцiєнти Фур’є–Лагранжа функцiї f , за системою вузлiв x(n−1)
k .

Позначимо через
∼
V n,p(f ;x) полiноми вигляду

Ṽn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑

k=n−p

S̃
(n−1)
k (f ;x), n, p ∈ N, p 6 n, (7)
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де S̃(n−1)
k (f ;x) — частиннi суми порядку k полiнома S̃n−1(f ;x) виду (4), тобто

S̃
(n−1)
k (f ;x) =

a
(n−1)
0

2
+

k∑

j=1

(
a
(n−1)
j cos jx+ b

(n−1)
j sin jx

)
,

a
(n−1)
j i b(n−1)

j означенi формулами (5) та (6) вiдповiдно. При p = 1 суми
∼
V n,p(f ;x) збiгаються

з iнтерполяцiйними полiномами
∼
Sn−1(f ;x).

Для класичних сум Валле Пуссена Vn,p(f ;x) має мiсце зображення

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑

k=n−p

Sk(f ;x), (8)

де Sk(f ;x) — частиннi суми ряду Фур’є функцiї f , тому суми (7) можна розглядати, як
iнтерполяцiйнi аналоги сум (8).

У роботi дослiджується асимптотична поведiнка при n − p → ∞ i p → ∞ величин

E(Cψβ,s; Ṽn,p;x) = sup
f∈Cψβ,s

|f(x)− Ṽn,p(f ;x)|, (9)

E(CψβHω; Ṽn,p;x) = sup
f∈Cψ

β
Hω

|f(x)− Ṽn,p(f ;x)|, (10)

при довiльних x ∈ R, ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R.
Для формулювання основних результатiв введемо такi позначення:

Kq,p(u) = 2−1/u

∥∥∥∥
√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
u

, 1 6 u 6 ∞, q ∈ (0, 1), p ∈ N, (11)

εm = sup
k>m

∣∣∣∣
ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣. (12)

Теорема 1. Нехай ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 6 s 6 ∞, n, p ∈ N, p 6 n i ω(t) — опуклий
вгору модуль неперервностi, що задовольняє умову lim

t→0
(ω(t)/t) = ∞. Тодi для довiльного

x ∈ R при n − p → ∞ i p → ∞ мають мiсце асимптотичнi рiвностi

E(Cψβ,s; Ṽn,p;x) =
ψ(n − p+ 1)

p

(‖ cos t‖s′
π1+

1
s′

Kq,p(s
′) +

+O(1)

(
1

(n − p+ 1)(1 − q)3
+

εn−p+1

(1− q)3
+

ψ(n)

ψ(n − p+ 1)

p

1− q

))
, (13)

E(CψβHω; Ṽ n,p;x) =
ψ(n − p+ 1)

p

(
4

π2
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)

(
ω(π)

(n−p+1)(1−q)3 +ω
( 1

n−p+1

)(
εn−p+1

(1−q)3 +
ψ(n)

ψ(n−p+1)

p

1−q

)))
, (14)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №12 15



де s′ =
s

s− 1
, K(ρ) =

π/2∫

0

dt√
1− ρ2 sin2 t

— повний елiптичний iнтеграл першого роду,

Kq,p(u) та εn−p+1 означенi рiвностями (11) та (12) вiдповiдно, а O(1) — величини, рiвно-
мiрно обмеженi за всiма розглядуваними параметрами.

Доведення. З леми 2 роботи [3, c. 287] випливає, що за умови
∞∑
k=1

ψ(k) <∞ для довiль-

ної функцiї f ∈ CψβX, де X = Ls або X = C, у кожнiй точцi x ∈ R має мiсце рiвнiсть

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x) +O(1)En(f
ψ
β )X

∞∑

k=n

ψ(k), (15)

в якiй ρn,p(f ;x) = f(x) − Vn,p(f ;x), En(ϕ)X — найкраще наближення функцiї ϕ тригоно-
метричними полiномами порядку, не вищого нiж n − 1, в метрицi простору X, а O(1) —
величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних параметрiв.

З леми 1 роботи [4, c. 379] випливає, що коли ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), то має мiсце нерiвнiсть

∞∑

k=n

ψ(k) 6 ψ(n)

(
1

1− q
+

εn
(1− q)(1− q − εn)

)
. (16)

При досить великих значеннях n маємо εn < (1 − q)/2, а отже, при n → ∞
∞∑

k=n

ψ(n) = O(1)
ψ(n)

1 − q
. (17)

Розглянувши точнi верхнi межi вiд модулiв обох частин у рiвностi (15) за класом Cψβ,s,
1 6 s 6 ∞, з урахуванням (17) отримаємо оцiнку

E(Cψβ,s; Ṽn,p;x) = E(Cψβ,s;Vn,p) +O(1)
ψ(n)

1 − q
, (18)

де E(CψβN;Vn,p) = sup
f∈Cψ

β
N

|f(x) − Vn,p(f ;x)|. З роботи [5, c. 9] випливає, що коли ψ ∈ Dq,

q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 6 s 6 ∞, n, p ∈ N та p 6 n, то при n − p → ∞ i p → ∞ має мiсце
асимптотична рiвнiсть

E(Cψβ,s;Vn,p) =

=
ψ(n − p+ 1)

p

(‖ cos t‖s′
π1+

1
s′

Kq,p(s
′) +O(1)

(
1

(n− p+ 1)(1 − q)3
+

εn−p+1

(1− q)3

))
, (19)

де s′ = s/(s − 1), а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних
параметрiв.

Ha основi (18) та (19) отримаємо рiвнiсть (13).
Враховуючи очевиднi спiввiдношення 1 − qp 6

√
1− 2qp cos pt+ q2p 6 1 + qp, можемо

записати

Kq,p(s
′) = 2−1/s′

∥∥∥∥
1

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
s′
+O(1)

qp

(1 − q)2
. (20)
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Оскiльки 2−1/s′
∥∥∥∥

1

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
s′
>

1

(1 + q)2
, то, як випливає з (20), формула (13) є асимп-

тотичною рiвнiстю при p → ∞, n − p → ∞.
Якщо f ∈ CψβHω, то з (15) та (17) маємо

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x) +O(1)En(f
ψ
β )C

ψ(n)

1− q
. (21)

Внаслiдок нерiвностi Джексона (див., наприклад, [6, c. 61]) iснує абсолютна стала K > 0

така, що En(f
ψ
β )C 6 Kω(1/n), тому, розглянувши точнi верхнi межi вiд модулiв обох частин

рiвностi (21) за класом CψβHω, отримаємо

E(CψβHω; Ṽn,p;x) = E(CψβHω;Vn,p) +O(1)ω

(
1

n

)
ψ(n)

1− q
. (22)

З роботи [5, c. 11] випливає, що коли ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R, n, p ∈ N, p 6 n,
а ω(t) — опуклий вгору модуль неперервностi, що задовольняє умову lim

t→0
(ω(t)/t) = ∞, то

при n − p → ∞ i p → ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E(CψβHω;Vn,p) =
ψ(n− p+ 1)

p

(
4

π2
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)

(
ω(π)

(n− p+ 1)(1− q)3
+

εn−p+1

(1− q)3
ω

(
1

n− p+ 1

)))
, (23)

де K(ρ) — повний елiптичний iнтеграл першого роду, а O(1) — величина, рiвномiрно обмеже-
на вiдносно всiх розглядуваних параметрiв. Iз (22) та (23) отримуємо рiвнiсть (14). Теорему
доведено.

У випадку класiв iнтегралiв Пуассона CqβN з теореми 1 отримуємо таке твердження.
Наслiдок 1. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 6 s 6 ∞, n, p ∈ N, p 6 n i ω(t) — опуклий вгору

модуль неперервностi, що задовольняє умову lim
t→0

(ω(t)/t) = ∞. Тодi для довiльного x ∈ R

при n − p → ∞ i p → ∞ мають мiсце асимптотичнi рiвностi

E(Cqβ,s; Ṽn,p;x) =
qn−p+1

p

(‖ cos t‖s′
π1+

1
s′

Kq,p(s
′) +O(1)

1

(n − p+ 1)(1 − q)3
+
pqp−1

1− q

)
,

E(CqβHω; Ṽn,p;x) =
qn−p+1

p

(
4

π2
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)

(
ω(π)

(n− p+ 1)(1 − q)3
+ ω

(
1

n− p+ 1

)
pqp−1

1− q

))
,

де s′ = s/(s − 1), K(ρ) — повний елiптичний iнтеграл першого роду, величина Kq,p(u)
означена рiвнiстю (11), а O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi за всiма розглядуваними
параметрами.
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Прикладами опуклих модулiв неперервностi ω(t), що задовольняють умову lim
t→0

(ω(t)/t) =

= ∞, є функцiї ω(t) = tα, α ∈ (0, 1), ω(t) = lnβ(t + 1), β ∈ (0, 1), та iншi. Вiдзначимо,
що у випадку ω(t) = tα, α ∈ (0, 1), класи Hω перетворюються у вiдомi класи Гельдера
порядку α, що позначаються через Hα. В цьому випадку рiвнiсть (14) набуває вигляду

E(CψβHα; Ṽn,p;x) =
ψ(n − p+ 1)

p

(
2α+2

π2(n− p+ 1)α
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

tα sin tdt+

+O(1)

(
πα

(n− p+ 1)(1− q)3
+

1

(n− p+ 1)α

(
εn−p+1

(1− q)3
+

ψ(n)

ψ(n− p+ 1)

p

1− q

)))
.
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В.А. Войтович, А. С. Сердюк

Приближение классов аналитических функций интерполяционными
аналогами сумм Валле Пуссена

Получены асимптотические равенства для точных верхних границ приближений интер-
поляционными аналогами сумм Валле Пуссена на классах 2π-периодических функций Cψβ,s
и CψβHω, которые задаются мультипликаторами ψ(k) и сдвигами по аргументу β ∈
∈ R, при условии, что последовательности ψ(k) удовлетворяют условию Даламбера Dq:
lim
k→∞

ψ(k + 1)/ψ(k) = q, q ∈ (0, 1). В этом случае функции из указанных классов допускают

регулярное продолжение в фиксированную полосу | Im z| < ln(1/q) комплексной плоскости,
т. е. они являются аналитическими функциями.

V.A. Voytovich, A. S. Serdiyk

Approximation of classes of analytic functions by interpolation analogs
of Vallée–Poussin sums

We have found asymptotic estimates for the least upper bounds of approximations by the interpola-
tion analogs of Vallée–Poussin sums on the classes of 2π-periodic functions Cψβ,s and CψβHω, that
are set by multipliers ψ(k) and by shifts by the argument βk under condition that the sequences
ψ(k) satisfy the d’Alembert condition Dq, q ∈ (0, 1). In this case, the functions of these classes
allow a regular continuation in a fixed strip | Im z| < ln(1/q) of the complex plane i. e., they are
analytic functions.
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Свободная интерполяция целыми функциями конечного
порядка

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Борисенко)

Получены необходимые и достаточные критерии разрешимости задачи кратной ин-
терполяции в классе целых функций конечного порядка и нормального типа, которые
формулируются в терминах канонического произведения и меры, которая определяется
узлами интерполяции.

Классическая задача интерполяции в классах целых функций состоит в нахождении функ-
ции F , принадлежащей данному классу, принимающей в заданных точках {an}, n ∈ N, —
узлах интерполяции, заданные значения {bn}, n ∈ N. Если на последовательность {bn}
накладываются минимальные ограничения, обусловленные заданным классом целых функ-
ций, то задача называется задачей свободной интерполяции.

Существенный вклад в решение таких задач внесли А.Ф. Леонтьев [1], А.В. Братищев
и Ю.Ф. Коробейник [2], А.Ф. Гришин и А. Руссаковский [3], К. Г. Малютин [4]. Кроме того,
в разное время этими задачами занимались Б.Я. Левин, Б.В. Винницкий, Т.И. Абанина,
В.Б. Шаран, И.Б. Шепарович, Р.Э. Хейман и др.

Пусть ρ(r) — уточненный порядок в смысле Валирона, lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0. Обозначим

через [ρ(r),∞) класс целых функций типа не выше чем нормальный при ρ(r), т. е. таких,
что для функции f из этого класса существует константа Kf > 0 (зависящая от f) такая, что

ln |f(z)| 6 KfV (|z|), z ∈ C, (1)

где V (r) = rρ(r), r ∈ [0,∞), lim
r→+0

V (r)
def
= 1.

Мы будем рассматривать задачу кратной интерполяции в классе [ρ(r),∞).
Определение 1. Дивизор D = {an; qn}n∈N ( т. е. множество различных комплексных

чисел an вместе с их кратностями qn, qn > 1 — целое число) называется интерполяционным
в классе [ρ(r),∞), если для любой последовательности комплексных чисел {bn,j}, j ∈ 1, qn,
n ∈ N, удовлетворяющей условию

sup
n∈N

1

V (|an|)
ln+ max

1<j<qn

|bn,j|
(j − 1)!

<∞, (2)

существует целая функция F (z) класса [ρ(r),∞) со свойством

F (j−1)(an) = bn,j, j ∈ 1, qn, n ∈ N. (I)

Ограничение (2) на значения интерполирующей функции F (z) является следствием (1)
и интегральной формулы Коши, поэтому рассматриваемая задача относится к классу задач
свободной интерполяции.

Задача кратной интерполяции в классе [ρ(r),∞) была решена в работе [2] в терминах
канонического произведения E(z) множества D. При ρ = 0 эта задача решена в работе [2]
при двух ограничениях на функцию роста V (r):
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1) V (r) — медленно возрастающая функция (определение авторов работы [2]);
2) V (r) — логарифмически выпуклая на [0,∞) функция.

Других работ, в которых рассматривается случай ρ = 0, в наше поле зрения не попало.
В настоящей работе мы снимаем ограничение 1 и приводим два критерия разрешимос-

ти задачи (2): в терминах канонического произведения и в терминах меры, определяемой
узлами интерполяции.

Отметим одно естественное ограничение на функцию роста V (r), связанное с тем, что
класс [ρ(r),∞) отличен от множества всех полиномов:

lim
r→∞

ln r

V (r)
= 0.

Прежде чем сформулировать основной результат нашей работы, введем следующие обо-
значения и определения. Через C(z, r) мы будем обозначать открытый круг с центром в точ-
ке z радиуса r. Пусть D = {an; qn}n∈N — дивизор, G — множество в C. Обозначим через

nD(G) =
∑

an∈G

qn

меру, определяемую дивизором D, и рассмотрим семейство функций

ΦD,z(α) =
(nd(C(r, α|z|)) − qz)

+

V (|z|) ,

где qz — кратность ближайшей к точке z точки an (если таких точек несколько, то будем
брать наибольшую кратность). Предположим, что точки дивизора занумерованы в порядке
возрастания, т. е. r1 < r2 < · · · < rn < · · · . Если D = {an; qn}n∈N — дивизор, то |D| = ⋃

n
an.

Включение D ⊂ D′ = {sn; pn}n∈N означает, что |D| ⊂ |D′| и если an = sn, то qn 6 pn.
Если f(z) — целая функция, то через Df будем обозначать дивизор ее корней, через nf (G)
и Φf,z(α) — величины, построенные с помощью дивизора Df .

При нецелом ρ или ρ = 0 присоединенной функцией ED(z) дивизора D называется его
каноническое произведение рода [ρ] (через [·] как обычно обозначается целая часть числа).
При целом ρ > 0 присоединенная функция ED(z) — это каноническое произведение рода ρ,
построенное по точкам дивизора D′ такого, что D ⊂ D′, причем точки {sn}n∈N дивизо-
ра D′, отличные от точек D, простые, отделены от точек D и образуют слабо регулярное
R-множество, т. е. удовлетворяют неравенству

|sn+1| − |sn| > d|sn|1−ρ(|sn|),

где d > 0 — фиксированное число.
Результат Братищева–Коробейника может быть сформулирован в виде следующей тео-

ремы.
Теорема (Братищев–Коробейник). Пусть ρ(r) — уточненный порядок, lim

r→∞
ρ(r) = ρ >

> 0. Причем если ρ = 0, то V (r) — медленно возрастающая и логарифмически выпуклая
на [0,∞) функция. Для того чтобы дивизор D был интерполяционным в классе [ρ(r),∞),
необходимо и достаточно, чтобы его присоединенная функция ED(z) удовлетворяла сле-
дующему условию:

sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

qn!

|E(qn)
D (an)|

<∞. (3)
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В работе мы получаем новый критерий разрешимости задачи (I). Этот критерий форму-
лируется в терминах функций ΦD,z(α) и является более удобным для проверки интерполя-
ционности различных множеств. Для ясности изложения мы сформулируем наш результат
в виде двух теорем для случая ρ > 0 и для случая ρ = 0.

Теорема 1. Пусть D = {an; qn}n∈N — дивизор, ρ(r) — уточненный порядок такой, что
lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0. Для того чтобы дивизор D был интерполяционным в классе [ρ(r),∞),

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие соотношения:

sup
z∈C

1/2∫

0

ΦD,z(α)

α
dα <∞, (4)

sup
n∈N

qn ln |an|
V (|an|)

<∞. (5)

Cлучай ρ = 0 является более сложным и требует дополнительных ограничений на функ-
цию роста V (r).

Теорема 2. Пусть D = {an; qn}n∈N — дивизор, ρ(r) — уточненный порядок такой, что
ρ(r) = 0. Причем выполняется одно из двух условий:

a) функция V (r) логарифмически выпуклая на полуоси [0,∞);
b) выполняется соотношение

sup
r>0

1

exp(V (r))
max
16t6r

(
r

t

)V (t)

<∞. (6)

Тогда следующие три утверждения эквивалентны:
1) дивизор D является интерполяционным в классе [ρ(r),∞);
2) присоединенная функция ED(z) дивизора D удовлетворяет условию (3);
3) справедливы соотношения (4) и (5).
Доказательство теоремы 2 (как, впрочем, и теоремы 1) проводится по схеме (1) =⇒

⇒ (3) =⇒ (2) =⇒ (1). Доказательство импликаций (1) =⇒ (3) =⇒ (2) близко к рассуж-
дениям в работе [3]. Заметим, что дополнительные условия a или b используются только
в импликации (2) =⇒ (1), доказательство которой близко к рассуждениям работ [2, 5].

Приведем кратко доказательство теоремы. Рассмотрим импликацию (1) =⇒ (3). Дока-
жем сначала, что (1) ⇒ (5). Пусть F (z) — функция класса [ρ(r),∞), решающая интерпо-
ляционную задачу для последовательности bn,j, где bn,j = 0, j ∈ 1, qn − 1, bn,qn = (qn − 1)!.
Напишем формулу Иенсена для функции F (z) в точке an:

qn ln
1

2
|an|+

1/2|an|∫

0

nF (C(an, t))− qn
t

dt =

=
1

2π

2π∫

0

ln |F (an +
1

2
|an|eiθ)|dθ + ln

(qn − 1)!

|F (qn−1)(an)|
. (7)

Поскольку функция F ∈ [ρ(r),∞), то при некотором K1 > 0 выполняется неравенство

ln |F (z)| 6 K1V (|z|). (8)
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Тогда из (7) и (8) следует неравенство (5).
Аналогично доказывается, что

sup
n∈N

1/2∫

0

ΦD,an(α)

α
dα <∞.

Для завершения доказательства (4) остаeтся заметить, что при α 6 1/2 имеет место
оценка

1/2∫

0

ΦD,z(α)

α
dα 6 K2

1/2∫

0

ΦD,an(α)

α
dα,

где an — ближайшая к точке z точка дивизора D.
Импликация (1) =⇒ (3) доказана.
Рассмотрим импликацию (3) =⇒ (2). Заметим, что если выполняется условие (3), то

при ρ > 0 присоединенная функция ED(z) дивизора D принадлежит классу [ρ(r),∞). Если
ρ = 0, то ее принадлежность классу [ρ(r),∞) следует из результатов работы Рубела [6].
Используя лемму 4 из работы [2], найдем постоянную K3, не зависящую от n, такую, что
неравенство

ln |E(z)| > −K3V (|z|) (9)

выполняется в кольце |an|/2 6 |z| 6 3|an|/2 для всех z, кроме, быть может, исключительного
множества кружков Un с общей суммой радиусов меньше |an|/4. Тогда найдется такое δn ∈
∈ (0, 1/2), что окружность |z−an| = δn|an| будет лежать вне множества Un. В силу формулы
Иенсена

ln

∣∣∣∣
E(qn)(an)

qn!

∣∣∣∣ =
1

2π

2π∫

0

ln |E(an + δn|an|eiθ)| dθ − V (|an|)
δn∫

0

ΦD,an(α)

α
dα− qn ln δn|an| >

>
1

2π

2π∫

0

ln |E(an + δn|an|eiθ)|dθ − V (|an|)
1/2∫

0

ΦD,an(α)

α
dα− qn ln |an|.

Тогда из (4), (5) и (9) следует (3).
Рассмотрим импликацию (2) =⇒ (1). Обозначим через

Pk,j =
1

(j − 1)!

(
d

dz

)j−1 (z − ak)
qk

E(z)

∣∣∣∣
z=ak

,

где j = 1, 2, . . . , qk, k = 1, 2, . . ..
Положим далее

αk,m =
(−1)m−1

(m− 1)!

qk−m∑

j=0

1

j!
Pk,qk+1−m−jbk,j+1, m = 1, . . . , qk, k = 1, 2, . . . ,
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Pk(z) =

qk∑

m=1

αk,m

[
1

z − ak

(
z

ak

)Sk](m−1)

,

где {Sk}∞k=1 — последовательность натуральних чисел, которая выбирается таким образом,
что ряд

F (z) = E(z)
∞∑

k=1

Pk(z) (10)

принадлежит классу [ρ(r),∞).
Непосредственно проверяется, что формальный ряд (10) решает интерполяционную за-

дачу (I).
Замечание. Можно показать, что при ρ > 0 функция роста V (r) является выпуклой

относительно ln r, а при ρ > 1/e удовлетворяет и условию (6). Таким образом, дополни-
тельные ограничения на V (r) при ρ = 0 являются, в некотором смысле, естественными.

Работа выполнена в рамках научно-исследовательской темы №0111U002152.
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К.Г. Малютiн, О.А. Боженко

Вiльна iнтерполяцiя цiлими функцiями скiнченного порядку

Отримано необхiднi i достатнi критерiї розв’язуваностi задачi кратної iнтерполяцiї в кла-
сi цiлих функцiй скiнченного порядку i нормального типу, якi формулюються в термiнах
канонiчного добутку та мiри, яка визначається вузлами iнтерполяцiї.

K.G. Malyutin, O.A. Bozhenko

Free interpolation by entire functions of finite order

Necessary and sufficient criteria of resolvability of a problem of multiple interpolation in a class of
entire functions of a finite order and the normal type, which are formulated in terms of a canonical
product and a measure defined by interpolation knots, are obtained.
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Оператори редукцiї рiвняння Бюргерса

(Представлено членом-кореспондентом НАН України А. Г. Нiкiтiним)

Систематично дослiджено задачу про оператори редукцiї рiвняння Бюргерса. Наведено
нове доведення теореми про спецiальний “no-go” випадок регулярних операторiв редукцiї,
а також побудовано зображення коефiцiєнтiв цих операторiв у спецiальному випадку
через розв’язки вихiдного рiвняння.

Еволюцiйне рiвняння другого порядку

L[u] := ut + uux + uxx = 0 (1)

запропонував Дж.М. Бюргерс як одновимiрну модель турбулентностi. Його застосовують
також для моделювання iнших явищ у фiзицi, хiмiї, математичнiй бiологiї тощо. Досить
повний огляд властивостей рiвняння Бюргерса зроблено в [1, роздiл 4].

Вiдомо, що рiвняння (1) лiнеаризується до рiвняння теплопровiдностi vt + vxx = 0 так
званою замiною Коула–Хопфа u = 2vx/v [2, с. 102], але внаслiдок його важливостi ви-
черпне вивчення властивостей цього рiвняння в рамках симетрiйного аналiзу є актуальною
задачею.

Лiївськi симетрiї рiвняння Бюргерса та деяких його узагальнень дослiджували почи-
наючи з 1960-х рокiв. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi рiвняння (1) в процесi
групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь вигляду ut+uux = (f(u)ux)x вперше обчис-
лив В.Л. Катков [3]. Її породжують векторнi поля

∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − u∂u, t∂x + ∂u, t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Вiдповiдну повну групу G точкових симетрiй рiвняння (1) складають перетворення

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0
γt+ δ

, ũ =
κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

де α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльний набiр сталих, визначених з точнiстю до ненульового
множника, причому αδ−βγ = κ2 > 0. З точнiстю до композицiї з неперервними точковими
симетрiями група G мiстить лише одну дискретну симетрiю (t, x, u) → (t,−x,−u).

Редукцiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними за допомогою їх лiївських
симетрiй, як правило, не дають достатньо широких сiмей точних розв’язкiв цих рiвнянь.
У 1969 р. запропоновано так званий метод некласичної редукцiї, який використовує наба-
гато ширший клас векторних полiв, нiж лiївськi симетрiї [4]. Пiзнiше такi векторнi поля
отримали назву некласичних (умовних) симетрiй або операторiв редукцiї.

Оператором редукцiї рiвняння (1) є векторне поле вигляду

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u (2)
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з коефiцiєнтами τ i ξ, що не дорiвнюють одночасно нулю, яке дозволяє побудувати анзац,
що зводить це рiвняння до звичайного диференцiального рiвняння. Загальне означення
операторiв редукцiї див., наприклад, у [5]. Оператори лiївської симетрiї також є оператора-
ми редукцiї. На множинi операторiв редукцiї iснує вiдношення еквiвалентностi, породжене
домноженням на функцiї вiд (t, x, u), якi не набувають нульових значень.

Рiвняння Бюргерса стало першим диференцiальним рiвнянням, розглянутим з точки зо-
ру некласичних симетрiй, пiсля вiдомої роботи [4]. Вiдповiднi результати, вперше отриманi
Г.С. Вудардом, наведено в [6]. З iнших публiкацiй, що стосуються некласичних симетрiй
рiвняння Бюргерса, варто вiдзначити [7–12]. П. Олвер i Є.М. Воробйов дослiдили некласич-
нi симетрiї системи диференцiальних рiвнянь першого порядку, що еквiвалентна рiвнянню
Бюргерса [9]. Але насправдi всi згаданi статтi мiстять лише окремi фрагменти розв’язання
задачi про оператори редукцiї рiвняння (1), до того ж поданi доведення не оптимiзовано,
а вiдповiднi твердження сформульовано нечiтко. Метою цiєї роботи є повне розв’язання
задачi про оператори редукцiї рiвняння Бюргерса з використанням спецiальних методiв
теорiї умовних симетрiй.

Визначальнi рiвняння для коефiцiєнтiв операторiв редукцiї. Дослiдження опе-
раторiв редукцiї рiвняння Бюргерса проводимо аналогiчно [13].

Для (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь задача знаходження операторiв редукцiї з
коефiцiєнтом τ = 0 (такi оператори для еволюцiйних рiвнянь є сингулярними) зводиться
до розв’язання єдиного визначального рiвняння на одну невiдому функцiю вiд трьох змiн-
них, причому воно еквiвалентне вихiдному рiвнянню [14, 15]. Для рiвняння Бюргерса це
визначальне рiвняння має вигляд ηt + uηx + η2 + ηxx + 2ηηxu + η2ηuu = 0; коефiцiєнт ξ
покладено рiвним одиницi завдяки згаданому вiдношенню еквiвалентностi.

Зосередимося на вiдшуканнi регулярних операторiв редукцiї вигляду (2) з ненульовими
значеннями коефiцiєнта τ . З урахуванням того ж вiдношення еквiвалентностi для будь-
якого регулярного оператора Q можна покласти τ = 1. Визначальнi рiвняння на коефiцiєн-
ти ξ та η отримаємо, використовуючи критерiй умовної iнварiантностi Q(2)L[u] |L∩Q(2)= 0
(див., наприклад, [5]). Тут Q(2) — друге продовження оператора Q; L — многовид у прос-

торi J (2) струменiв другого порядку, який вiдповiдає рiвнянню Бюргерса L[u] = 0; Q(2) —
многовид у цьому ж просторi струменiв, визначений умовою iнварiантної поверхнi Q[u] = 0
та її диференцiальними наслiдками DtQ[u] = 0 i DxQ[u] = 0, де Q[u] = η − ut − ξux —
характеристика оператора Q, а Dt та Dx — оператори повного диференцiювання за змiн-
ними t i x вiдповiдно. Але за рахунок того, що коефiцiєнт τ вiднормовано, диференцiальнi
наслiдки при виведеннi визначальних рiвнянь використовувати не потрiбно, тобто для пе-
реходу на многовид L⋂Q(2) у критерiї умовної iнварiантностi достатньо врахувати лише
рiвняння ut + uux + uxx = 0 та η − ut − ξux = 0. Пiдставивши отриманi з цих рiвнянь
вирази для ut та uxx у диференцiальну функцiю Q(2)L[u] та розщепивши результат за ux,
маємо

ξuu = 0,

ηuu = 2ξxu + 2ξuξ − 2uξu,

ξt − uξx + ξxx + 2ξxξ − 2ηxu − 2ξuη − η = 0,

ηt + uηx + ηxx + 2ξxη = 0.

(3)
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Iнтегруючи першi два рiвняння, функцiї ξ та η можна подати у виглядi многочленiв
вiд u з коефiцiєнтами, якi зображено через гладкi функцiї ξ1, ξ0, η1 i η0 змiнних t, x:

ξ = ξ1u+ ξ0, η =
1

3
ξ1
(
ξ1 − 1

)
u3 +

(
ξ1x + ξ1ξ0

)
u2 + η1u+ η0. (4)

Це дозволяє розщепити третє рiвняння системи (3) за u, внаслiдок чого отримаємо таку
систему диференцiальних рiвнянь на функцiї ξ1, ξ0, η1 та η0:

ξ1(2ξ1 + 1)(ξ1 − 1) = 0,

ξ1(2ξ1 + 1)ξ0 + 4ξ1ξ1x = 0,

ξ1t − 2(ξ1ξ0)x − 3ξ1xx − (2ξ1 + 1)η1 − ξ0x = 0,

ξ0t + 2ξ0ξ0x + ξ0xx − (2ξ1 + 1)η0 − 2η1x = 0.

(5)

Подальший розгляд проводимо в залежностi вiд вибору одного з трьох можливих роз-
в’язкiв першого рiвняння. Останнє рiвняння системи (3) перепишемо в термiнах ξ1, ξ0, η1,
η0 та розщепимо за u окремо для кожного конкретного значення ξ1.

Випадок ξ1 = 1 тривiальний, оскiльки, як видно iз системи (5), коефiцiєнти ξ0, η1 та η0

при цьому значеннi ξ1 нульовi. Вiдповiдне векторне поле Q1 = ∂t+u∂x — єдиний (з точнiстю
до вiдношення еквiвалентностi) оператор редукцiї для рiвняння Бюргерса у цьому випад-
ку. Множина Q1-iнварiантних розв’язкiв складається з двох сiмей — двопараметричної та
однопараметричної. Двопараметричну сiм’ю утворюють функцiї u = (x + c1)/(t + c2), де
c1, c2 — довiльнi сталi. Кожен з цих розв’язкiв є лiївськи iнварiантним й еквiвалентним
масштабно-iнварiантному розв’язку u = x/t. Елементами однопараметричної сiм’ї є сталi
функцiї. Кожна з них iнварiантна вiдносно зсувiв i за t, i за x.

Випадок ξ1 = 0 повнiстю розглянуто в [7] (див. також [8]), де вiдзначено, що вiдповiднi
розв’язки рiвняння Бюргерса лiївськи iнварiантнi. Iз системи (5) при ξ1 = 0 випливає, що
η1 = −ξ0x i η0 = ξ0t + 2ξ0ξ0x + 3ξ0xx, а розщеплення останнього рiвняння системи (3) за u дає

ξ0xx = 0,

ξ0tt + 2ξ0ξ0tx + 4ξ0t ξ
0
x + 4ξ0

(
ξ0x
)2

= 0.

Звiдси отримаємо, що ξ0 = ξ01(t)x+ξ00(t), де коефiцiєнти ξ01 та ξ00 задовольняють систему

ξ01tt + 6ξ01ξ01t + 4
(
ξ01
)3

= 0,

ξ00tt + 4ξ01ξ00t + 2ξ01t ξ
00 + 4

(
ξ01
)2
ξ00 = 0.

Замiна ξ01 = αt/2α, ξ00 = β/α зводить цю систему до двох простих незачеплених рiвнянь
αttt = 0 i βtt = 0 вiдносно функцiй α = α(t) i β = β(t), а тому

ξ01 =
c2t+ c1

c2t2 + 2c1t+ c0
, ξ00 =

c4t+ c3
c2t2 + 2c1t+ c0

,

де c0, . . . , c4 — довiльнi сталi, для яких (c0, c1, c2) 6= (0, 0, 0). Залишається пiдставити знай-
денi значення η1, η0 i ξ0 = ξ01x + ξ00 у рiвностi (4), звiдки

Q = ∂t +
(c2t+ c1)x+ c4t+ c3
c2t2 + 2c1t+ c0

∂x +
−(c2t+ c1)u+ c2x+ c4

c2t2 + 2c1t+ c0
∂u,
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тобто оператор Q вiдрiзняється вiд оператора лiївської симетрiї рiвняння Бюргерса на
множник

(
c2t

2 + 2c1t + c0
)−1. Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 1. Будь-який оператор редукцiї вигляду Q = ∂t + ξ(t, x)∂x +
(
η1(t, x)u +

+ η0(t, x)
)
∂u рiвняння Бюргерса еквiвалентний оператору лiївської симетрiї цього рiв-

няння.
Випадок ξ1 = −1/2 приводить до операторiв редукцiї загального вигляду

Q = ∂t +

(
−1

2
u+ ξ0

)
∂x +

(
1

4
u3 − ξ0

2
u2 + η1u+ η0

)
∂u, (6)

де функцiї ξ0, η1 та η0 задовольняють систему диференцiальних рiвнянь

ξ0t + 2ξ0ξ0x + ξ0xx − 2η1x = 0,

η1t + 2ξ0xη
1 + η1xx + η0x = 0,

η0t + 2ξ0xη
0 + η0xx = 0,

(7)

яка є прямим наслiдком (5). Оскiльки диференцiальною пiдстановкою систему (7) можна
звести до незачепленої системи з трьох копiй лiнiйного рiвняння теплопровiдностi [11, 12],
ї ї повне розв’язання неможливе, а тому випадок ξ1 = −1/2 є “no-go”. Доведемо, що це
випливає безпосередньо з того факту, що Q — оператор редукцiї рiвняння (1). Бiльш того,
покажемо, що розв’язки системи (7) можна виразити через розв’язки незачепленої системи
з трьох копiй рiвняння Бюргерса.

Теорема 2. Будь-який розв’язок системи визначальних рiвнянь (7) на коефiцiєнти
операторiв редукцiї з ξ1 = −1/2 можна зобразити у виглядi

ξ0 =
(W (v))x
W (v)

, η1 =
|v, vxx, vxxx|

W (v)
, η0 = −2

W (vx)

W (v)
, (8)

де v =
(
v1, v2, v3

)
— набiр з трьох лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння теплопровiднос-

тi vt+ vxx = 0, W (v) та W (vx) — вронскiани цього набору та набору вiдповiдних похiдних
за x, а позначення |a, b, c| використано для визначника матрицi, складеної з трикомпо-
нентних стовпчикiв a, b та c. I навпаки, будь-який набiр функцiй ξ0, η1 i η0, який допускає
зображення (8), задовольняє систему (7).

Доведення. Фiксуємо оператор Q вигляду (6). Множина Q-iнварiантних розв’язкiв рiв-
няння Бюргерса L[u] = 0 збiгається з множиною розв’язкiв системи L[u] = 0, Q[u] = 0
i параметризована двома довiльними сталими, оскiльки Q — регулярний оператор редукцiї
рiвняння Бюргерса [14]. Рiвняння системи зручно перекомбiнувати таким чином: L[u] = 0,
L[u] + Q[u] = 0. Перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v зводить цю систему до лiнiйної
системи

vt + vxx = 0,

vxxx − ξ0vxx + η1vx +
1

2
η0v = 0.

(9)

Нехай для деякого натурального n функцiї v1, . . . , vn змiнних t i x є лiнiйно незалежними
розв’язками системи (9). Тодi формула

u = 2
c1v

1
x + · · · + cnv

n
x

c1v1 + · · ·+ cnvn
, (10)
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де c1, . . . , cn — довiльнi сталi, якi одночасно не дорiвнюють нулю, визначає сiм’ю Q-
iнварiантних розв’язкiв рiвняння Бюргерса, параметризовану n − 1 суттєвими сталими,
а тому n 6 3, оскiльки таких параметрiв не може бути бiльше, нiж два. Iнакше кажучи,
розмiрнiсть простору V розв’язкiв системи (9) не перевищує три. Ця розмiрнiсть не може
бути i менше трьох. Дiйсно, нехай тепер функцiї v1, . . . , vn змiнних t i x утворюють базис
простору V , де n = dimV . Тодi формула (10) є зображенням загального розв’язку системи
L[u] = 0, Q[u] = 0, що мiстить n−1 суттєвих сталих параметрiв, а тому n−1 = 2, тобто n = 3.

Розглянемо деякий базис {v1, v2, v3} простору V . Його елементи є розв’язками лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi vt + vxx = 0 за означенням простору V , а тому з їх звичайної
лiнiйної незалежностi випливає їх лiнiйна незалежнiсть над кiльцем гладких функцiй вiд t,
тобто вронскiан W (v) функцiй v1, v2, v3 за змiнною x не дорiвнює нулю (див., наприклад,
зауваження 5 в [13]). Пiдстановка елементiв базису в друге рiвняння системи (9) дає добре
визначену систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

vixxx − ξ0vixx + η1vix +
1

2
η0vi = 0, i = 1, 2, 3,

вiдносно коефiцiєнтiв ξ0, η1, η0, або, у матричному виглядi, Mq = vxxx, де

v =



v1

v2

v3


 , M =



v1 v1x v1xx

v2 v2x v2xx

v3 v3x v3xx


 , q =



−1

2
η0

−η1

ξ0


 .

Розв’язавши цю систему вiдносно ξ0, η1 та η0, отримаємо зображення (8).
Оскiльки доведення можна обернути, зворотне твердження також вiрне.
Теорему доведено.
Наслiдок 1. Коефiцiєнти оператора редукцiї (6) рiвняння Бюргерса можна зобразити

у виглядi

ξ0 =
1

2

|e, u, z|
|e, u, y| , η1 =

1

4

|e, y, z|
|e, u, y| , η0 = −1

4

|u, y, z|
|e, u, y| , (11)

де стовпчики e, y та z складенi з трьох одиниць, виразiв yi = 2uix + (ui)2 та zi = 4uixx +
+ 6uiuix + (ui)3 вiдповiдно, а u — з трьох розв’язкiв рiвняння Бюргерса з |e, u, y| 6= 0. Тут
i = 1, 2, 3.

Доведення. Зв’язок 2vix/v
i = ui мiж розв’язками рiвняння теплопровiдностi i рiвнян-

ням Бюргерса через перетворення Коула–Хопфа дає вирази

vixx
vi

=
1

2
uix +

1

4

(
ui
)2
,

vixxx
vi

=
3

4
uiuix +

1

8

(
ui
)3

+
1

2
uixx, i = 1, 2, 3,

пiдстановка яких у (8) i доводить наслiдок. Визначник |e, u, y| не дорiвнює нулю, оскiльки
ненульовим є вронскiан W (v).

Наслiдок 2. Зображення (8) та (10), де n = 3, явно визначають взаємно однознач-
ну вiдповiднiсть мiж операторами редукцiї вигляду (6) та сiм’ями розв’язкiв рiвняння
Бюргерса, iнварiантними вiдносно цих операторiв.

Таким чином, з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi на множинi операторiв редук-
цiї, що дозволяє покласти τ = 1 при τ 6= 0, пiдмножина таких регулярних операторiв
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складається з сiм’ї операторiв з ξ1 = −1/2, де коефiцiєнти ξ0, η1 та η0 задовольняють
рiвняння (11), одного оператора ∂t + u∂x з ξ1 = 1, а також операторiв з ξ1 = 0, кожен з
яких еквiвалентний лiївському.

Проблему опису некласичних симетрiй рiвняння Бюргерса розглядали в багатьох стат-
тях, але в цiй роботi вперше її розв’язання викладено систематично i вичерпно. Також
наведено нове доведення теореми про оператори редукцiї у випадку ξ1 = −1/2, що ґрун-
тується безпосередньо на властивостях таких операторiв. Як наслiдок теореми отримано, що
коефiцiєнти операторiв редукцiї в цьому випадку допускають зображення через розв’язки
незачепленої системи з трьох копiй рiвняння Бюргерса.

Автори висловлюють вдячнiсть В.М. Бойку за плiднi обговорення. Дослiдження пiдтримано
Австрiйським науковим фондом (FWF), проект P23714.
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А.А. Почекета, Р. Е. Попович

Операторы редукции уравнения Бюргерса

Систематически исследована задача об операторах редукции уравнения Бюргерса. Приведено
новое доказательство теоремы о специальном “no-go” случае регулярных операторов редук-
ции, а также построено представление коэффициентов этих операторов в специальном
случае через решения исходного уравнения.
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O.A. Pocheketa, R.O. Popovych

Reduction operators of the Burgers equation

The problem of reduction operators of the Burgers equation is systematically studied. A new proof
of the theorem on the special “no-go” case of regular reduction operators is presented, and the
representation of the coefficients of these operators in the special case in terms of solutions of the
initial equation is constructed.
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Численное моделирование динамики некоторых
аномальных процессов переноса

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины И.Н. Парасюком)

Выполнено численное моделирование динамики некоторых миграционных процессов
в рамках субдиффузионной модели распределенного порядка. Сформулирована соот-
ветствующая нелинейная краевая задача для моделирования аномального процесса гео-
миграции солевых растворов, разработан алгоритм ее приближенного решения, приве-
дены результаты численной реализации указанного алгоритма.

Вопросы математического моделирования динамики систем, описывающих пространствен-
но-временные процессы геофильтрации и массопереноса, в настоящее время представляют
значительный интерес, в частности, при решении задач охраны подземных вод и водоза-
боров от загрязнений, являющихся (часто на фоне сложных горно-геологических условий)
результатом действия техногенных факторов. Следует отметить, что в сложных горно-гео-
логических условиях существенно проявляются эффекты неравновесности геомиграцион-
ных процессов, что обусловлено рядом причин, например сложностью пространственно-вре-
менной структуры среды, ее неоднородностью, кавернозностью и т. д. [1]. Попытки учесть
указанные эффекты при теоретическом описании процессов переноса в насыщенной гео-
пористой среде стимулировали разработку соответствующих локально-неравновесных ма-
тематических моделей [2, 3]. Так, в работе [4] в рамках теории аномальной диффузии [5]
построена математическая модель для исследования динамики геомиграционных процессов
в насыщенной солевыми растворами геопористой среде в условиях значительной временной
нелокальности и разработана методика численного решения соответствующих этой модели
краевых задач.

Данная работа посвящена разработке методики численного моделирования локально-не-
равновесных во времени геомиграционных процессов в рамках субдиффузионной модели,
описываемой уравнениями распределенного порядка [6–8], в частности рассмотрена задача
моделирования динамики фильтрационно-консолидационного процесса в насыщенной со-
левым раствором геопористой среде. Полученные результаты могут быть применены для
математического моделирования динамики миграционных процессов в геопористых средах
фрактальной структуры в условиях временной нелокальности.
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Разностный метод решения первой краевой задачи для уравнения аномаль-
ной диффузии распределенного порядка. В области (0, l)× (0, T ] рассмотрим первую
краевую задачу для обобщенного уравнения диффузии [6–8]

D
(λ)
t u(x, t) = a

∂2u

∂x2
− qu+ f(x, t), (1)

u(0, t) = u(l, t) = 0, (2)

u(x, 0) = u0(x), (3)

где введены обозначения [8]:

D
(λ)
t u =

β∫

α

λ(γ)D
(γ)
t udγ; (4)

D
(γ)
t — оператор регуляризованной дробной производной [9] по временной переменной по-

рядка γ, 0 6 α < γ < β 6 1, λ(γ) > 0, a > 0, q > 0.
Введем в рассмотрение сеточные области ωh = {xi : xi = ih (i = 0,m)},

ωτ = {tj : tj = jτ (j = 0, n)}, ωhτ = ωh × ωτ , ωh∗ = {γk : γk = α+ kh∗(k = 0, N)},

где h, h∗, τ — шаги сетки по переменным x, γ, t соответственно. Применяя к (4) квадра-
турную формулу трапеций, аппроксимируем на сетке ωh∗ уравнение (1) таким уравнением:

h∗
2

(
λ(α)D

(α)
t u+ λ(β)D

(β)
t u+ 2

N−1∑

k=1

λ(γk)D
(γk)
t u

)
= a

∂2u

∂x2
− qu+ f(x, t). (5)

Задаче (5), (2), (3) поставим в соответствие на сетке ωhτ следующую разностную схему:

∆̃ty =
1

2
Λ(ŷ + y) + ϕ, (6)

y0 = ym = 0, y(x, 0) = u0(x), (7)

где обозначено

Λy = ayxx − qy, ŷ = yj+1, y = yj, ϕ = f(x, tj+1/2),

∆̃ty =
h∗
2

(
λ(α)∆

(α)
t y + λ(β)∆

(β)
t y + 2

N−1∑

k=1

λ(γk)∆
(γk)
t y

)
,

∆
(α)
t y =

1

Γ(2− α)

j∑

s=0

b(j)s (α)yst ,

b(j)s (α) = τ1−α((j − s+ 1)1−α − (j − s)1−α), ∆
(β)
t y =

1

Γ(2− β)

j∑

s=0

d(j)s (β)yst ,
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d(j)s (β) = τ1−β((j − s+ 1)1−β − (j − s)1−β), ∆
(γk)
t y =

1

Γ(2− γk)

j∑

s=0

c(j)s (γk)y
s
t ,

c(j)s (γk) = τ1−γk((j − s+ 1)1−γk − (j − s)1−γk), yst =
ys+1 − ys

τ
,

Γ(z) — гамма-функция Эйлера [10].
Отметим, что в классе достаточно гладких функций справедливо соотношение

h∗
2

(
λ(α)D

(α)
t u+ λ(β)D

(β)
t u+ 2

N−1∑

k=1

λ(γk)D
(γk)
t u

)
= ∆̃tu+O(τ).

Расписывая в (6) соответствующие разностные операторы и приводя подобные члены,
получаем систему уравнений

Ayj+1
i−1 − Cyj+1

i +Ayj+1
i+1 = −F ji (i = 1,m− 1; j = 0, n), (8)

где

F ji =
aτ

2h2
(yji+1 + yji−1) +

(
ρ
(j)
j,N − ρ

(j)
j−1,N − τ

(
q

2
+

a

h2

))
yji +R+ τϕji , A =

aτ

2h2
,

R = ρ
(j)
j−1,Ny

j−1
i − τ

j−2∑

s=0

ρ
(j)
s,Ny

s
t , C =

aτ

h2
+
qτ

2
+ ρ

(j)
j,N ,

ρ
(j)
s,N =

h∗
2

(
λ(α)

Γ(2− α)
b(j)s (α) +

λ(β)

Γ(2− β)
d(j)s (β) + 2

N−1∑

k=1

λ(γk)

Γ(2− γk)
c(j)s (γk)

)
(s = 0, j).

Система (8) эффективно решается методом прогонки [11, 12]. Неравенство

D = |C| − 2|A| = qτ

2
+ ρ

(j)
j,N > 0

определяет устойчивость прогонки. На основании принципа максимума [12] имеем нера-
венство

‖yj+1‖C 6

∥∥∥∥
F

D

∥∥∥∥
C

, (9)

где ‖y‖C = max |yi|
06i6m

.

С учетом неравенства [13] (j + 1)1−γ − 2j1−γ + (j − 1)1−γ < 0 (∀ γ > 1) имеем

|R| 6 max
06s6j−1

‖ys‖Cτ1−β(21−α − 1)ωNλ , (10)

где

ωNλ =
h∗
2

(
λ(α)

Γ(2− α)
+

λ(β)

Γ(2− β)
+ 2

N−1∑

k=1

λ(γk)

Γ(2− γk)

)
. (11)
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При выполнении условия

τα 6 (2− 21−α)h2ωNλ (12)

с учетом неравенства (10) получаем оценку для F в виде

‖F j‖C 6 τ1−βωNλ max
06s6j

‖ys‖C + τ max
06s6j

‖ϕs‖C . (13)

Тогда, на основании неравенства (9), с учетом (13) и неравенства D > ρ
(j)
j,N получаем

‖yj+1‖C 6 ‖y0‖C +
τα

ωNλ

j∑

ν=0

‖ϕν‖C , (14)

где ωNλ дается соотношением (11). Отсюда легко находится оценка для погрешности z = y−u
(u — непрерывное решение)

‖zj+1‖C 6
τα

ωNλ

j∑

ν=0

‖ψν‖C , (15)

где ψ =
1

2
Λ(û + u) + ϕ − ∆̃tu.

Неравенства (14), (15) выражают устойчивость разностной задачи (6), (7) по начальным
данным и правой части, а также сходимость схемы в равномерной метрике при выполнении
условия (12). Следует отметить, что указанное условие устойчивости (12) для разностной
схемы, соответствующей уравнению диффузии распределенного порядка, с точностью до не
зависящего от τ постоянного множителя совпадает с соответствующим условием устойчи-
вости [13] разностной схемы для уравнения диффузии дискретного дробного порядка.

Численно-аналитическое решение задачи. На основании метода суммарных пред-
ставлений (дискретный аналог метода интегральных преобразований [14]) ниже построено
численно-аналитическое (замкнутое) решение краевой задачи (1)–(4), непрерывное по вре-
менной и дискретное по геометрической переменной.

Не нарушая общности, положим α = 0 и, применяя к (4) квадратурную формулу тра-
пеций, аппроксимируем на сетке ωh∗ уравнение (1) следующим:

h∗
2

(
λ(β)D

(β)
t u+ 2

N−1∑

k=1

λ(γk)D
(γk)
t u

)
= a

∂2u

∂x2
−
(
q +

λ(0)h∗
2

)
u+ f(x, t). (16)

На сетке ωh поставим в соответствие задаче (16), (2), (3) дифференциально-разностную
задачу вида

h∗
2

(
λ(β)D

(β)
t ~u(t) + 2

N−1∑

k=1

λ(γk)D
(γk)
t ~u(t)

)
=

=
a

h2
(T (m−1) − 2E)~u(t)−

(
q +

λ(0)h∗
2

)
~u(t) + ~f(t), (17)

~u(0) = ~u0, (18)
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где

~u(t) = [u1(t), u2(t), . . . , um−1(t)]
T ; ~f(t) = [f1(t), f2(t), . . . , fm−1(t)]

T ;

~u0 = [u0(x1), u0(x2), . . . , u0(xm−1)]
T = [u01 , u02 , . . . , u0m−1 ]

T ;

ui(t) = u(xi, t) (i = 1,m− 1); T (m−1) — квадратная матрица порядка m − 1, определенная
в [14]; E — единичная матрица (m − 1)-го порядка.

Введем в рассмотрение P -трансформации векторов ~u, ~f , ~u0 соотношениями

~̂u(t) = P (m−1)~u(t),
~̂
f(t) = P (m−1) ~f(t), ~̂u0 = P (m−1)~u0,

где P (m−1) — фундаментальная по отношению к матрице T (m−1) матрица порядка m − 1,
определенная соотношением [14]

P (m−1) = [pkj]
m−1
k,j=1 =

√
2

m

[
sin

(
πkj

m

)]m−1

k,j=1

. (19)

Умножая (17), (18) слева на матрицу P (m−1), с учетом равенства [14] T (m−1) =
= P (m−1)Λ(m−1)P (m−1) (Λ(m−1) = [λ∗1, λ

∗
2, . . . , λ

∗
m−1] — диагональная матрица собственных

чисел матрицы T (m−1), λ∗k = 2cos(πk/m) (k = 1,m− 1)), получаем в изображениях задачу
Коши, записываемую в скалярной форме в виде

D
(β)
t ûi(t)− λ̃D

(γN−1)
t ûi(t)−

N−2∑

k=1

AkD
(γk)
t ûi(t)− Ãiûi(t) = F̂i(t) (i = 1,m− 1), (20)

ûi(0) = û0i (i = 1,m− 1). (21)

Здесь

ûi(0) =

m−1∑

k=1

piku0k (i = 1,m− 1); λ̃ = −2λ(γN−1)

λ(β)
;

Ak = −2λ(γk)

λ(β)
(k = 1, N − 2); F̂i(t) =

2

λ(β)h∗
f̂i(t) (i = 1,m− 1);

Ãi =
1

λ(β)

(
2a

h2h∗
(λ∗i − 2− q)− λ(0)

)
(i = 1,m− 1); λ(β) 6= 0.

Решение задачи (20), (21), согласно [9], имеет вид

ûi(t) = û0iΦi(t) +

t∫

0

(t− τ)β−1G(i)
γ1,γ2,...,γN−2;γN−1,β;λ̃

(t− τ)F̂i(τ) dτ (i = 1,m− 1), (22)

где функции Φi, G
(i)записываются в замкнутом виде в терминах обобщенной функции Рай-

та [9] (ввиду громоздкости соответствующие соотношения здесь не приводятся).
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Возвращаясь в соотношениях (22) к оригиналам по геометрической переменной, полу-
чаем решение дифференциально-разностной задачи (17), (18) в виде

ui(t) = χi(t) +

m−1∑

k=1

t∫

0

Ωik(t− τ)fk(τ)dτ (i = 1,m− 1), (23)

где

Ωik(t− τ) =
2(t− τ)β−1

λ(β)h∗

m−1∑

l=1

pilplkG
(l)

γ1,γ2,...,γN−2;γN−1,β;λ̃
(t− τ),

χi(t) =
m−1∑

l=1

m−1∑

k=1

pilplkΦl(t)u0k (i = 1,m− 1; k = 1,m− 1).

(24)

Данное решение обладает, в частности, преимуществом, состоящем в возможности выборо-
чного счета значений искомой функции в фиксированной точке сеточной области в задан-
ный момент времени. Указанное свойство позволяет во многих случаях сократить время
вычисления решения и удобно в инженерных приложениях.

Численное моделирование динамики локально-неравновесного во времени
процесса геомиграции солевых растворов на основе субдиффузионной модели
распределенного порядка. Математическая модель для изучения динамики процесса
миграции солевых растворов в геопористой среде в условиях сильной временной нелокаль-
ности построена в [4] и базируется на системе уравнений дискретного дробного порядка для
полей поровых давлений p(x, t) и концентрации в жидкой фазе C(x, t). В рамках теории
аномальных субдиффузионных процессов распределенного порядка [6–8] соответствующая
модель может быть сформулирована в виде следующей системы уравнений с производными
распределенного порядка от искомых функций:

D
(λ)
t p(x, t) = κ

∂2p

∂x2
− η

∂2C

∂x2
, (25)

σD
(λ)
t C(x, t) = d

∂2C

∂x2
− υx

∂C

∂x
, (26)

где υx = −k
µ

∂p

∂x
+ν

∂C

∂x
— скорость фильтрации; k — коэффициент фильтрации; µ— вязкость

жидкости; ν — коэффициент осмоса, κ = k/(µβ∗1), η = ν/β∗1 , β
∗
1 — коэффициент упруго-

емкости пласта; D(λ)
t — оператор производной распределенного порядка вида (4) (α = 0,

β = 1); σ — пористость среды; d — коэффициент диффузии.
Таким образом, исследование динамики полей давлений и концентраций при геофиль-

трации солевых растворов в условиях временной нелокальности процесса, например в слу-
чае массива конечной мощности l с проницаемыми границами, сводится к решению в об-
ласти (0, l) × (0,+∞) системы уравнений (25), (26) с краевыми условиями

p(0, t) = 0, p(l, t) = 0, p(x, 0) = p0, (27)

C(0, t) = C0, C ′
x(l, t) = 0, C(x, 0) = 0, (28)
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где p0 — начальное поровое давление; C0 — заданное значение концентрации солей на входе
фильтрационного потока.

Введем в рассмотрение безразмерные переменные и параметры соотношениями

x′ =
x

l
, t′ =

(
κ

l2

) 1
γ

t, C ′ =
C

C0
, p′ =

p

p0
, d′ =

d

κ
,

ν ′ =
νC0

κ
, k′ =

kp0
µκ

, η′ =
ηC0

κp0
(γ = const).

(29)

Переходя в (25)–(28) к безразмерным переменным согласно соотношениям (29) и опуская
в дальнейшем знак “штрих” над безразмерными величинами, получаем нелинейную крае-
вую задачу

D
(λ)
t p =

∂2p

∂x2
− η

∂2C

∂x2
, (30)

σD
(λ)
t C = d

∂2C

∂x2
− υ

∂C

∂x
, (31)

p(0, t) = p(1, t) = 0, p(x, 0) = 1, (32)

C(0, t) = 1, C ′
x(1, t) = 0, C(x, 0) = 0, (33)

где υ = −k ∂p
∂x

+ ν
∂C

∂x
.

Конечноразностная методика построения приближенного решения краевой задачи (30)–
(33) кратко состоит в следующем.

Введем в рассмотрение сеточную область ωhτи используем аппроксимацию континуаль-
ных производных вида

D
(λ)
t u ≈ ∆

(λ)
t u,

где

∆
(λ)
t u =

j∑

s=0

ρ(j)s ust , ρ(j)s =

1∫

0

λ(γ)

Γ(2− γ)
b(j)s (γ) dγ,

b(j)s (γ) = τ1−γ((j − s+ 1)1−γ − (j − s)1−γ), ust =
us+1 − us

τ
,

λ(γ) > 0 — весовая функция.
Отметим, что в классе достаточно гладких функций справедливо соотношение D(λ)

t u =

= ∆
(λ)
t u + O(τ). Применяя для аппроксимации на сетке ωhτ уравнений (30), (31) неявную

шеститочечную разностную схему, имеем в стандартных обозначениях теории разностных
схем [12] систему вида

∆
(λ)
t p =

1

2
(p̂xx + pxx)− ηĈxx, (34)

σ∆
(λ)
t C =

d

2
(Ĉxx + Cxx) +

1

2
(kp0

x
− νC0

x
)(Ĉ0

x
+ C0

x
). (35)
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Расписывая в соотношениях (34), (35) соответствующие разностные операторы и при-
водя подобные члены, получаем следующие системы линейных алгебраических уравнений:

Apj+1
i−1 − Spj+1

i +Apj+1
i+1 = −F ji (i = 1,m− 1; j = 0, n), (36)

ÃjiC
j+1
i−1 − S̃jiC

j+1
i + B̃j

iC
j+1
i+1 = −F̃ ji (i = 1,m− 1; j = 0, n), (37)

где обозначено

A =
1

2h2
, S = 2A+

ρ

τ
, Ãji =

1

2h

(
d

h
− υji

)
, B̃j

i =
1

2h

(
d

h
+ υji

)
,

S̃ji = σ
ρ

τ
+ Ãji + B̃j

i , υji =
1

4h
(k(pji+1 − pji−1)− ν(Cji+1 − Cji−1)),

F ji =
ρ

τ
pji −

j−1∑

s=0

ρ(j)s
ps+1
i − psi
τ

+
1

2h2
(pji−1 − 2pji + pji+1)−

η

h2
(Cj+1

i−1 − 2Cj+1
i +Cj+1

i+1 ),

F̃ ji = σ
ρ

τ
Cji − σ

j−1∑

s=0

ρ(j)s
Cs+1
i − Csi

τ
+

d

2h2
(Cji−1 − 2Cji + Cji+1) +

υji
2h

(Cji+1 − Cji−1),

ρ =

1∫

0

λ(γ)τ1−γ

Γ(2− γ)
dγ,

j−1∑

s=0

(·) = 0 при j = 0.

Разностные уравнения систем (36), (37), являясь трехточечными, эффективно решают-
ся методом прогонки [11, 12]. При этом устойчивость метода прогонки вытекает из фак-
та диагонального преобладания в матрицах коэффициентов этих систем алгебраических
уравнений.

Вычислительный алгоритм для приближенного решения рассматриваемой задачи со-
стоит в последовательном вычислении на данном временном слое значений концентрации C
в соответствии с (37) и давления p — в соответствии с (36).

Численное моделирование динамики полей фильтрационных давлений и полей концент-
раций в рамках рассматриваемой локально–неравновесной во времени математической мо-
дели геомиграции (называемой в дальнейшем моделью распределенного порядка) выпол-
нено относительно безразмерных переменных и параметров, определяемых соотношения-
ми (29). Некоторые из полученных результатов для случая λ(γ) = H(γ) −H(γ − 1) (H —
функция Хевисайда) графически изображены на рис. 1, где показана динамика полей по-
ровых давлений для дробно-дифференциальной геомиграционной модели [4] дискретного
порядка (кривые 1–4, γ = 0,8) и модели распределенного порядка (кривые 1 ′–4 ′) в различ-
ные моменты времени: 1, 1 ′ — t = 0,15; 2, 2 ′ — t = 0,3; 3, 3 ′ — t = 0,45; 4, 4 ′ — t = 0,75.

Анализ результатов численных экспериментов позволяет сделать вывод о том, что за
исключением начальной стадии процесса (для которой имеет место несколько ускоренное
рассеивание полей давлений в рамках модели распределенного порядка) на всех последую-
щих стадиях геомиграционного процесса имеем стойкое замедление процесса рассеивания
полей поровых давлений, описываемых моделью распределенного порядка, по сравнению
со случаем его описания дробно-дифференциальной моделью дискретного порядка (кри-
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Рис. 1

вые 2, 2 ′; 3, 3 ′; 4, 4 ′ на рис. 1). Кроме того, сопоставление результатов численных эк-
спериментов, касающихся динамики соответствующих полей концентраций в жидкой фазе
в рамках обоих упомянутых выше моделей, показывает заметное отставание во времени при
формировании полей концентраций в случае описания процесса моделью распределенного
порядка.

В заключение отметим, что компьютерные эксперименты свидетельствуют о качествен-
ном соответствии результатов моделирования динамики рассматриваемого геомиграцион-
ного процесса при описании его как моделью распределенного порядка (в рамках теории
сверхмедленной диффузии [6–8]), так и дробно-дифференциальной моделью дискретного
порядка [4].
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В.М. Булавацький

Числове моделювання динамiки деяких аномальних процесiв
переносу

Виконано числове моделювання динамiки деяких мiграцiйних процесiв у рамках субдифузiй-
ної моделi розподiленого порядку. Сформульовано вiдповiдну нелiнiйну крайову задачу для
моделювання аномального процесу геомiграцiї сольових розчинiв, розроблено алгоритм її на-
ближеного розв’язання, наведено результати чисельної реалiзацiї вказаного алгоритму.

V.M. Bulavatsky

Numerical modeling of the dynamics of some anomalous transfer
processes

The numerical modeling of the dynamics of some migration processes in the frame of a sub-diffusion
model of distributed order has been performed. The corresponding nonlinear boundary-value problem
for the modeling of the anomalous geomigration of salt solutions is formulated, the algorithm of its
approximate solution is developed, and the results of numerical realization of the specified algorithm
are given.
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Нормализованная Φ-функция сферических сегментов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Г. Стояном)

Для аналитического описания отношений включения, пересечения и касания двух сфе-
рических сегментов строится нормализованная Φ-функция. Данная функция может
быть использована для математического моделирования задач оптимального размеще-
ния трехмерных объектов, образованных с помощью произвольных сферических сегмен-
тов.

Теория Φ-функций [1, 2] позволила создать фундаментальные основы построения адекват-
ных математических моделей задач размещения геометрических объектов. Целью данной
работы является построение нормализованной Φ-функции сферических сегментов.

Рассмотрим следующие типы сегментов:

Ğ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − τ)2 6 ρ2, z 6 0},

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z + τ)2 6 ρ2,−z 6 0},

где τ = ρ−w, w — высота сегмента. Обозначим через Si шар, с помощью которого образован
сегмент Gi (или Ği). Радиус окружности в основании сегмента Gi (или Ği) обозначим через

ri = wi

√
2

wi
ρi − 1, а сечения Si и Gi плоскостью Y OZ — через S∗

i и G∗
i соответственно,

i = 1, 2. Сегменты допускают лишь аффинные преобразования трансляции. Сегмент Gi
(или Ği), транслированный на вектор ui = (xi, yi, zi), обозначим Gi(ui) (или Ği(ui)).

Построим нормализованную Φ-функцию для Ğ1 и G2. Координаты точки P на S∗
1 ,

в которой касательная к S∗
1 совпадает с касательной к S∗

2 в точке (y2 − r2, z2), равны(
ρ1
r2
ρ2
, ρ1

(
τ1
ρ1

− τ2
ρ2

))
. Введем функцию f(ν) =

τ1
ρ1

− τ2
ρ2

, где ν = (ν1, ν2), νi = (ρi, wi),

i = 1, 2, значение которой будет определять вид искомой Φ-функции. Рассмотрим следую-
щие случаи.

1. Если f(ν) > 0, то P /∈ Ğ∗
1 и сечение плоскостью Y OZ поверхности d-уровня Φ-функции

для Ğ1(0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) будет иметь вид, представленный на рис. 1.
Введем следующие функции:

ω1(x, y, z) =

√(√
x2 + y2 −R12

)2
+ z2;

ω2(x, y, z) =

√(√
x2 + y2 − r1

)2
+ (z − τ2)2 − ρ2;

θ1(x, y, z) =
r2
w2

√
x2 + y2 + z − r2

w2
R12;

θ2(x, y, z) =
2

k

((
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)√
x2 + y2 −

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)
z −

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
R12

)
,
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Рис. 1. Сечение поверхности d-уровня Φ-функции для Ğ1(0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) при f(ν) > 0

где

k =

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)2

+

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)2

, R12 = r1 + r2.

Для определения коэффициентов функции θ1(x, y, z) осуществим следующие построе-
ния. Вначале построим нормальное уравнение прямой l1, проходящей через точки с коорди-

натами A(R12, d) и B
(
R12 + d

r2
ρ2
,−d τ2

ρ2

)
(рис. 1). Поскольку L(R12, 0), то LE = LA+LB =

= d

(
r2
ρ2
,
w2

ρ2

)
, где LA = (0, d) и LB = d

(
r2
ρ2
,− τ2

ρ2

)
, и ‖LE‖ = d

√
2w2

ρ2
. Поэтому нормальное

уравнение прямой l1 будет иметь вид

r2√
2ρ2w2

y +
w2√
2ρ2w2

z + Ĉ = 0.

Далее, LẼ = d cos
µ1
2

, cosµ1 = − τ2
ρ2

, cos
µ1
2

=

√
1 + cosµ1

2
=

w2√
2ρ2w2

, где µ1 = ∠ALB,

µ1
2

= ∠ALE. Поэтому d =
LẼ

cos(µ1/2)
. Отсюда коэффициенты Ã, B̃, C̃ в уравнении ко-

нуса θ1(x, y, z) = Ã
√
x2 + y2 + B̃z − C̃ = 0 равны Ã =

r2√
2ρ2w2

√
2ρ2w2

w2
=

r2
w2

, B̃ =

=
w2√
2ρ2w2

√
2ρ2w2

w2
= 1. Коэффициент C̃ =

r2
w2
R12 + 1 · 0 =

r2
w2
R12 получается из необ-

ходимости прохождения прямой l1 на 0-уровне через точку (R12, 0).
Аналогичным образом определяются коэффициенты функции θ2(x, y, z). Для это-

го строится нормальное уравнение прямой l2, проходящей через точки с координатами

B

(
R12 + d

r2
ρ2
,−d τ2

ρ2

)
и C

(
r1 + (ρ2 + d)

r1
ρ1
, τ2 − (ρ2 + d)

τ1
ρ1

)
(см. рис. 1). Так как M(r1, τ2)

и MH =MB+MC, то MH = (ρ2+d)

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2
,−
(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

))
, где MC = (ρ2+d)

(
r1
ρ1
,− τ1

ρ1

)
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Рис. 2. Сечение поверхности d-уровня Φ-функции для Ğ1(0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) при f(ν) < 0

и MB = (ρ2 + d)

(
r2
ρ2
,− τ2

ρ2

)
, ‖MH‖ = (ρ2 + d)

√(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)2

+

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)2

= (ρ2 + d)c,

c =
√
k. Отсюда нормальное уравнение прямой l2 примет вид

1

c

((
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
y −

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)
z + Ĉ

)
= 0.

Далее, MH̃ = (ρ2 + d) cos
µ2
2

, cosµ2 =
r1
ρ1

r2
ρ2

+
τ1
ρ1

τ2
ρ2

=
c2

2
− 1, cos

µ2
2

=

√
1 + cosµ2

2
=
c

2
,

где µ2 = ∠BMC,
µ2
2

= ∠BMH. Поэтому ρ2 + d =
MH ′

cos(µ2/2)
. Отсюда коэффициенты

в уравнении конуса равны Ã =
2

k

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
, B̃ = −2

k

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)
. Коэффициент C̃ =

=
2

k

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
R12 получается из необходимости прохождения прямой l2 на 0-уровне через

точку (R12, 0).
Положим

ϕi(x, y, z) = min{θi(x, y, z), ωi(x, y, z)}, i = 1, 2;

ϕ3(x, y, z) =
√
x2 + y2 + (z − (τ1 + τ2))2 − (ρ1 + ρ2); ϕ4(x, y, z) = z.

Очевидно, если ϑ(x, y, z) = max
i=1,2,3,4

ϕi(x, y, z) > 0, то Ğ1
⋂
G2 = ∅. Тогда нормализован-

ная Φ-функция сегментов Ğ1(u1) и G2(u2) для случая f(ν) > 0 примет вид ΦĞG(u1, u2) =
= ϑ(u2 − u1).

2. Если f(ν) < 0, то P ∈ Ğ∗
1 и сечение плоскостью Y OZ поверхности d-уровня Φ-функции

для Ğ1(0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) будет иметь вид, представленный на рис. 2.
Введем следующие функции:

ω′
1(x, y, z) =

√(√
x2 + y2 −R12

)2
+ z2;
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ω′
2(x, y, z) =

√(√
x2 + y2 − r2

)2
+ (z − τ1)2 − ρ1;

θ′1(x, y, z) =
r1
w1

√
x2 + y2 + z − r1

w1
R12;

θ′2(x, y, z) =
2

k

((
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)√
x2 + y2 −

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)
z −

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
R12

)
.

Коэффициенты в функциях θ′i(x, y, z), i = 1, 2, определяются по аналогии с первым
случаем. Пусть

ϕ′
i(x, y, z) = min{θ′i(x, y, z), ω′

i(x, y, z)}, i = 1, 2;

ϕ′
3(x, y, z) =

√
x2 + y2 + (z − (τ1 + τ2))2 − (ρ1 + ρ2); ϕ′

4(x, y, z) = z.

Очевидно, если ϑ′(x, y, z) = max
i=1,2,3,4

ϕ′
i(x, y, z) > 0, то Ğ1

⋂
G2 = ∅. Тогда нормали-

зованная Φ-функция сегментов Ğ1(u1) и G2(u2) для случая f(ν) < 0 будет иметь вид

ΦĞG(u1, u2) = ϑ′(u2 − u1).
3. Если f(ν) = 0, то P ∈ Ğ∗

1. В этом случае действует любая из Φ-функций, полученных
для предыдущих случаев. При этом функции ω2(x, y, z) и θ2(x, y, z) в данном случае будут
отсутствовать.

Таким образом, на основании описанных случаев Φ-функция для сегментов Ğ1(u1) и
G2(u2) может быть записана в виде

ΦĞG(u1, u2, ν) = max
i=1,2,3,4

ϕi(u2 − u1, ν),

где

ϕ1(u, ν) = min{θ1(u, ν), ω1(u, ν)}; ϕ2(u, ν) = min{θ2(u, ν), ω2(u, ν), ζ(ν)};

ϕ3(u, ν) =
√
x2 + y2 + (z − (τ1 + τ2))2 − (ρ1 + ρ2); ϕ4(u, ν) = z;

ω1(u, ν) =

√(√
x2 + y2 −R12

)2

+ z2;

ω2(u, ν) =

√(√
x2 + y2 − r3−t

)2

+ (z − τt)2 − ρt;

θ1(u, ν) =
rt
wt

√
x2 + y2 + z − rt

wt
R12;

θ2(u, ν) =
2

k

((
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)√
x2 + y2 −

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)
z −

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
R12

)
;

f =
τ1
ρ1

− τ2
ρ2
, t =

{
1, если f(ν) < 0,

2, если f(ν) > 0,
k =

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)2

+

(
τ1
ρ1

+
τ2
ρ2

)2

,

R12 = r1 + r2, ζ(ν) =

{
−λ, если f(ν) = 0,

λ, если |f(ν)| > 0,
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Рис. 3. Сечение поверхности d-уровня Φ-функции для G1 (0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) при f(ν) > 0

Рис. 4. Сечение поверхности d-уровня Φ-функции для G1(0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) при f(ν) < 0

λ — сколь угодно большое положительное число, не влияющее на значение Φ-функции,
u ∈ R3.

Построим нормализованную Φ-функцию для G1(u1) и G2(u2). При этом воспользуемся
рассуждениями, изложенными выше. Как и в случае с Φ-функцией для Ğ1(u1) и G2(u2), вид
Φ-функции для G1(u1) и G2(u2) будет зависеть от значения функции f(ν) = τ1/ρ1 + τ2/ρ2.
На рис. 3, 4 представлены сечения плоскостью Y OZ поверхности d-уровня Φ-функции сег-
ментов G1(0, 0, 0) и G2(0, y2, z2) для случаев f(ν) > 0 и f(ν) < 0.

Основываясь на рассуждениях, приведенных выше, введем следующие функции:

ωi(u, ν) =

√(√
x2 + y2 − r3−i

)2
+ (z + (−1)i−1τi)2 − ρi, i = 1, 2;

ω3(u, ν) =





√(√
x2 + y2 −R12

)2
+ z2, если f(ν) > 0,

√
x2 + y2 + (z − (τ2 − τ1))2 − (ρ1 + ρ2), если f(ν) < 0,
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θi(u, ν) =





wi
ri

√
x2 + y2 + (−1)i−1z +

wi
ri
R12, если f(ν) > 0,

r3−i
w3−i

√
x2+ y2+ (−1)i−1z+ 2ρ3−i− w3−i+ wi, если f(ν) < 0,

i = 1, 2,

θ3(u, ν) =
2

k

((
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)√
x2 + y2 +

(
τ1
ρ1

− τ2
ρ2

)
z −

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)
R12

)
,

где

k =

(
r1
ρ1

+
r2
ρ2

)2

+

(
τ1
ρ1

− τ2
ρ2

)2

, u ∈ R3.

Пусть

ϕi(u, ν) = min{θi(u, ν), ωi(u, ν)}, i = 1, 2,

ϕ3(u, ν) = min{θ3(u, ν), ω3(u, ν), ζ(ν)}; ϕ4(u, ν) = z − w1; ϕ5(u, ν) = −z − w2.

Тогда нормализованную Φ-функцию для сферических сегментов G1(u1) и G2(u2) можно
записать в следующем виде:

ΦGG(u1, u2, ν) = max
i=1,2,3,4,5

ϕi(u2 − u1, ν).

На основании построенных Φ-функций легко можно получить Φ-функции для трехмер-
ных объектов, сформированных с использованием различных сферических сегментов. В ка-
честве примера такой Φ-функции приведем вид Φ-функции для дисков L, образованных
объединением двух сегментов Ğ и G, высота которых не превышает радиус шара.

Пусть даны диски Lj , j = 1, 2, с параметрами: rj — радиус основания; ρj,j — радиус
верхнего шара; ρ3−j,j — радиус нижнего шара; wj,j — высота верхнего сегмента; w3−j,j —

высота нижнего сегмента, причем ρi,j =
r2j + w2

i,j

2w2
i,j

, i = 1, 2; νs,i = (ρs,i, ws,i), νs = (νs,1, νs,2),

i, s = 1, 2; ν = (ν1, ν2).
Введем две функции:

fs(νs) =
τs,1
ρs,1

− τs,2
ρs,2

, s = 1, 2,

а также зададим функции

ωs(u, ν) =

√(√
x2 + y2 − r3−ts

)2
+ (z + (−1)s−1τs,ts)

2 − ρs,ts , s = 1, 2,

ω3(u, ν) =

√(√
x2 + y2 −R12

)2
+ z2,

θs(u, ν) =
2

ks

((
r1
ρs,1

+
r2
ρs,2

)√
x2 + y2 + (−1)s−1

(
τs,1
ρs,1

+
τs,2
ρs,2

)
z −

(
r1
ρs,1

+
r2
ρs,2

)
R12

)
,

s = 1, 2,

θ3(u, ν) =
2

µ

((
r2
ρ1,2

+
r2
ρ2,2

)√
x2 + y2 +

(
τ1,2
ρ1,2

− τ2,2
ρ2,2

)
z −

(
r2
ρ1,2

+
r2
ρ2,2

)
R12

)
,
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ωs,1(x, y, z) =
√
x2 + y2 + (z + (−1)s−1(τs,1 + τs,2 −H12))2 − (ρs,1 + ρs,2);

ωs,2(x, y, z) =

√(√
x2 + y2 − r3−ts

)2
+ (z + (−1)s−1(τs,ts −H12))2 − ρs,ts ;

ωs,3(x, y, z) =

√(√
x2 + y2 −R12

)2
+ z2;

θs,1(x, y, z) = (−1)s−1z −
(
ws,ts −

ρs,ts
ρs,3−ts

ws,3−ts +H12

)
;

θs,2(x, y, z) =
2

ks

((
r1
ρs,1

+
r2
ρs,2

)√
x2 + y2 + (−1)s−1

(
τs,1
ρs,1

+
τs,2
ρs,2

)
z −

−
(
r1
ρs,1

+
r2
ρs,2

)
R12 +

(
τs,1
ρs,1

+
τs,2
ρs,2

)
H12

)
;

θs,3(x, y, z) =
2

µ

((
r2
ρ1,2

+
r2
ρ2,2

)√
x2 + y2 +

(
τ1,2
ρ1,2

− τ2,2
ρ2,2

)
z −

(
r2
ρ1,2

+
r2
ρ2,2

)
R12

)
,

где

ks =

(
r1
ρs,1

+
r2
ρs,2

)2

+

(
τs,1
ρs,1

+
τs,2
ρs,2

)2

; µ =

(
r2
ρ2,2

+
r2
ρ1,2

)2

+

(
τ1,2
ρ1,2

− τ2,2
ρ2,2

)2

;

ts =

{
1, если fs(νs) < 0,

2, если fs(νs) > 0
u ∈ R3.

Пусть

ϕs,1(u, ν) = min{θs(u, ν), ωs(u, ν), ζ(νs)}, s = 1, 2,

ϕs,2(u, ν) =
√
x2 + y2 + (z + (−1)s−1(τs,1 + τs,2))2 − (ρs,1 + ρs,2), s = 1, 2,

ϕs(u, ν) = max{ϕs,1(u, ν), ϕs,2(u, ν)}, s = 1, 2,

ϕ3(u, ν) = min{θ3(u, ν), ω3(u, ν)}.

Тогда нормализованная Φ-функция для рассматриваемых объектов будет иметь вид

ΦLL(u1, u2, ν) = max
i=1,2,3

ϕi(u2 − u1, ν).

Представленные в работе Φ-функции позволяют строить математические модели опти-
мизационных задач размещения трехмерных объектов, образованных с помощью сферичес-
ких сегментов. Аппарат Φ-функций дает возможность применять для решения прикладных
оптимизационных задач упаковки трехмерных объектов современные методы локальной
и глобальной оптимизации [3].
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В.В. Сьомкiн, А. М. Чугай

Нормалiзована Φ-функцiя сферичних сегментiв

Для аналiтичного опису вiдношень включення, перетинання та торкання двох сферичних
сегментiв будується нормалiзована Φ-функцiя. Ця функцiя може бути використана для
математичного моделювання задач оптимального розмiщення тривимiрних об’єктiв, утво-
рених за допомогою довiльних сферичних сегментiв.

V.V. Semkin, A.M. Chugay

The normalized Φ-function for spherical segments

For the analytical description of the relations of inclusion, intersection, and contact for spherical
segments, the normalized Φ-function is constructed. The Φ-function can be used for the mathemati-
cal modeling of problems of optimal packing of three-dimensional objects, which are formed by
arbitrary spherical segments.
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Функцiя Грiна рiвняння Гельмгольца для нескiнченної
прямої жорсткостiнної труби кругового поперечного
перерiзу з осередненою течiєю

(Представлено академiком НАН України В. Т. Грiнченком)

Побудовано функцiю Грiна тривимiрного рiвняння Гельмгольца для нескiнченної прямої
жорсткостiнної труби кругового поперечного перерiзу з осередненою течiєю. Ця функцiя
записується у виглядi ряду за акустичними модами зазначеної труби i є перiодичною
за азимутальною координатою та симетричною вiдносно осьового перерiзу, в якому
розташоване точкове джерело. Крiм того, в нiй у явному виглядi вiдображенi ефекти
осередненої течiї. Цi ефекти стають вагомiшими зi збiльшенням числа Маха течiї,
зумовлюючи, зокрема, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї Грiна вiдносно
поперечного перерiзу, в якому знаходиться точкове джерело. I навпаки, зi зменшен-
ням числа Маха вагомiсть впливу осередненої течiї на зазначену функцiю зменшується,
спричиняючи, окрiм iншого, зменшення вказаної її асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi
осередненої течiї побудована функцiя Грiна є симетричною вiдносно вказаного попереч-
ного перерiзу i збiгається з вiдповiдною функцiєю Грiна для дослiджуваної труби, яка
наведена в науковiй лiтературi.

Дослiдження акустичних полiв у трубах є актуальною проблемою у лiтако- та автомобiле-
будуваннi, комунальному господарствi, архiтектурi, медицинi, нафтогазовiй промисловостi
тощо [1–3]. Ця проблема, незалежно вiд типу труб й акустичних джерел у них, в принципi
може бути розв’язана за допомогою методу функцiй Грiна. Проте його застосування є до-
цiльним лише за умови iснування принципової можливостi побудови вiдповiдної функцiї
Грiна.

Ця можливiсть, окрiм квалiфiкацiї дослiдника, залежить вiд геометрiї дослiджуваної
труби та форми її поперечного перерiзу, фiзичних властивостей її стiнок та умов її закрiп-
лення, акустичних умов на кiнцях труби та наявностi або вiдсутностi течiї в нiй тощо. Як
показує аналiз наукової лiтератури, з-помiж випадкiв, якi визначаються рiзними комбiна-
цiями цих факторiв, найбiльш дослiдженими є випадки нескiнченної прямої жорсткостiнної
труби кругового та прямокутного поперечного перерiзу [1, 3–10]. Для цих випадкiв побу-
довано вiдповiднi функцiї Грiна хвильового рiвняння i рiвняння Гельмгольца, а також, з їх
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Рис. 1. Геометрiя задачi

допомогою, одержано вирази для рiзних характеристик акустичних полiв, згенерованих
вiдповiдними джерелами у зазначених трубах. Проте всi цi результати, як правило, обме-
жуються випадком вiдсутностi течiї в трубi. Якщо ж наявнiсть течiї i береться до уваги, то
її ефекти у вiдповiдних функцiях Грiна та/або кiнцевих результатах проявляються лише
у неявному виглядi [1, 4, 7–10].

Цей недолiк частково виправляється у данiй роботi. Тут будується функцiя Грiна рiв-
няння Гельмгольца для нескiнченної прямої жорсткостiнної труби кругового поперечного
перерiзу з осередненою течiєю. Ця функцiя має явну залежнiсть вiд параметрiв течiї, а
в разi її вiдсутностi — збiгається з вiдповiдною функцiєю Грiна для зазначеної труби, яка
наведена в науковiй лiтературi [1, 6–10].

Постановка задачi. Розглядається нескiнченна пряма жорсткостiнна труба кругового
поперечного перерiзу радiусом a (див. рис. 1), в якiй з осередненою осьовою швидкiстю U
тече рiдина. У трубi заданi довiльним чином розташованi акустичнi джерела рiзної природи,
якi генерують в нiй звукове поле. Це поле описується конвективним хвильовим рiвнянням1,
яке в цилiндричнiй системi координат (r, ϕ, z) має такий вигляд [7–10]:

1

c20

d2pa
dt2

−∇2pa = γ, 0 6 r 6 a, 0 6 ϕ 6 2π, |z| <∞, |t| <∞,

d2

dt2
=

(
∂

∂t
+ U

∂

∂z

)2

=
∂2

∂t2
+ 2U

∂2

∂t∂z
+ U2 ∂

2

∂z2
=

∂2

∂t2
+ 2c0M

∂2

∂t∂z
+ c20M

2 ∂
2

∂z2
,

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

(1)

Образ Фур’є рiвняння (1) у частотнiй областi

∇2⌣

pa + k20
⌣

pa + i2k0M
∂

⌣

pa
∂z

−M2 ∂
2⌣

pa
∂z2

=
⌣

γ, 0 6 r 6 a, 0 6 ϕ 6 2π, |z| <∞ (2)

описує довiльну частотну компоненту зазначеного поля [7–10] i називається конвективним
рiвнянням Гельмгольца (тут pa та

⌣

pa — вiдповiдно акустичний тиск та його частотний
образ Фур’є, c0 — швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi, γ — функцiя, що описує сумарний
розподiл вищевказаних джерел,

⌣

γ — її частотний образ Фур’є, M = U/c0 — число Маха

1Наявiсть термiну “конвективне” у назвi цього рiвняння зумовлена тим, що воно, внаслiдок наявностi
конвективної похiдної U∂/∂z у повнiй похiднiй за часом d/dt, мiстять доданки, якi залежать вiд числа
Маха течiї. У разi вiдсутностi течiї (M = 0) зазначенi доданки зникають, i це рiвняння збiгається зi своїм
класичним аналогом.
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течiї, k0 = ω/c0 — акустичне хвильове число, а ω — колова частота). Необхiдно побудувати
функцiю Грiна рiвняння (2) для дослiджуваної труби.

Функцiя Грiна. Функцiя Грiна G̃ рiвняння (2) задовольняє рiвняння

∇2G̃+ k20G̃+ i2k0M
∂G̃

∂z
−M2 ∂

2G̃

∂z2
= − 1

2π

1

r
δ(r − r0)δ(ϕ − ϕ0)δ(z − z0),

0 6 r, r0 6 a, 0 6 ϕ,ϕ0 6 2π, |z| <∞, |z0| <∞
(3)

(де δ(. . .) — дельта-функцiя Дiрака) i описує акустичний тиск у точцi (r, ϕ, z), який гене-
рується в трубi на частотi ω точковим джерелом, розташованим у точцi (r0, ϕ0, z0). Крiм
цього, G̃ повинна мати нульову радiальну похiдну на нерухомiй жорсткiй стiнцi труби

∂G̃

∂r

∣∣∣∣
r=a

= 0, (4)

задовольняти умову випромiнювання у нескiнченнiсть2, а також бути перiодичною за ко-
ординатою ϕ i симетричною вiдносно площини ϕ = ϕ0 розташування зазначеного джерела.

Розв’язок граничної задачi (3), (4) шукаємо у виглядi ряду за акустичними модами
труби {Ψ(1)

nm,Ψ
(2)
nm}:

G̃(r, ϕ, z, r0 , ϕ0, z0;ω) =

2∑

j=1

∞∑

n=0

∞∑

m=1

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0;ω)Ψ

(j)
nm(r, ϕ),

Ψ(1)
nm(r, ϕ) = Jn(αnmr) cos(nϕ), Ψ(2)

nm(r, ϕ) = Jn(αnmr) sin(nϕ),

(5)

де Jn — цилiндричнi функцiї Бесселя першого роду порядку n; αnm = ζnm/a — радiальнi
хвильовi числа; ζnm — коренi рiвняння J ′

n(ζnm) = 0 (m = 1, 2, . . .); а Ψ
(2)
0m ≡ 0. Вибране

представлення (5) функцiї G̃ задовольняє умову (4), а його невiдомi коефiцiєнти G̃(j)
nm —

одновимiрне конвективне рiвняння Гельмгольца2

(1−M2)
∂2G̃

(j)
nm

∂z2
+ k2nmG̃

(j)
nm + i2k0M

∂G̃
(j)
nm

∂z
= − 1

2π

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

δ(z − z0),

knm =
√
k20 − α2

nm; |z| <∞, |z0| <∞; j = 1, 2; n > 0; m > 1;

‖Ψ(1)
nm‖2 =





πa2J2
0 (α0ma), n = 0,

πa2

2
J2
n(αnma)

[
1− n2

α2
nma

2

]
, n > 1,

‖Ψ(2)
nm‖2 =

{
0, n = 0,

‖Ψ(1)
nm‖2, n > 1,

(6)

яке одержується з рiвняння (3) пiсля пiдстановки в нього ряду (5) та подальшого множення
одержаного при цьому спiввiдношення скалярно на моди Ψ(j)

nm i врахування ортогональностi
останнiх.

Розв’язок рiвняння (6) можна одержати з розв’язку класичного одновимiрного рiвняння
Гельмгольца, до якого можна звести рiвняння (6) шляхом виконання певних математичних
операцiй. Для цього запишемо функцiї G̃(j)

nm у виглядi

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0;ω) =

λa

c0
e−iλ

2Mk0(z−z0)G̃(j)
nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω), (7)

2Перша умова означає рiвнiсть нулю радiальної компоненти акустичної швидкостi на стiнцi труби, тодi
як друга — вiдсутнiсть вiдбиття звуку на її кiнцях (на нескiнченностi).
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де Ĝ(j)
nm є новими невiдомими функцiями,

Z =
λz

a
, Z0 =

λz0
a

— (8)

безрозмiрними осьовими координатами,

Ω = λ
ωa

c0
= λk0a — (9)

безрозмiрною частотою, а

λ =
1√

1−M2
— (10)

безрозмiрним параметром. Тодi пiдстановка представлення (7) у рiвняння (6) i врахування
там спiввiдношень (8)–(10) приводить до рiвняння для функцiй G̃(j)

nm:

∂2G̃
(j)
nm

∂Z2
+K2

nmG̃
(j)
nm = − 1

2π

c0a

λ

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

δ

(
a

λ
(Z − Z0)

)
,

Knm =
√

Ω2 − α2
nma

2 =
√
λ2k20 − α2

nma,

|Z| <∞, |Z0| <∞, j = 1, 2; n > 0, m > 1,

(11)

яке є класичним одновимiрним рiвнянням Гельмгольца. Його розв’язок для нескiнченної
областi має такий вигляд [1, 7–10]:

G̃(j)
nm =

ic0
4πKnm

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

eiKnm|Z−Z0|;

|Z| <∞; |Z0| <∞; j = 1, 2; n > 0; m > 1.

(12)

Наявнiсть виразу (12) для функцiй Ĝ(j)
nm, а також виразiв (8), (9) i (11) для параметрiв

{Z,Z0}, Ω i Knm вiдповiдно дозволяє, на основi (7), одержати розв’язок рiвняння (6):

G̃(j)
nm =

iλ

4π
√
λ2k20 − α2

nm

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

e
i
(
λ
√
λ2k20−α

2
nm|z−z0|−λ2Mk0(z−z0)

)

. (13)

Тодi врахування коефiцiєнтiв (13) у рядi (5) приводить до виразу для шуканої функцiї
Грiна конвективного рiвняння Гельмгольца (2) для дослiджуваної труби:

G̃ =
iλ

4π
e−iλ

2Mk0(z−z0)
2∑

j=1

∞∑

n=0

∞∑

m=1

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

Ψ(j)
nm(r, φ)

eiλ
√
λ2k20−α

2
nm|z−z0|

√
λ2k20 − α2

nm

. (14)

Аналiз спiввiдношення (14) показує, що функцiя G̃ розкладається в ряд за акустичними
модами труби Ψ(j)

nm i, як i має бути, є перiодичною за координатою ϕ та симетричною вiд-
носно площини ϕ = ϕ0. Крiм того, в (14) через числа M i λ у явному виглядi вiдображено
вплив осередненої течiї на функцiю G̃. Цей вплив збiльшується зi збiльшенням числа M ,
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викликаючи, крiм iншого, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї G̃ вiдносно пе-
рерiзу z = z0 розташування точкового джерела, що стоїть у правiй частинi рiвняння (3).
Натомiсть зменшення числа Маха приводить до зменшення впливу течiї на функцiю G̃, зу-
мовлюючи, зокрема, зменшення зазначеної асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi осередненої
течiї (M = 0, λ = 1) функцiя (14) є симетричною вiдносно перерiзу z = z0 i збiгається
з функцiєю Грiна класичного рiвняння Гельмгольца для дослiджуваної труби, яка наведе-
на в науковiй лiтературi.

Таким чином, зробимо такi висновки.
1. У данiй роботi побудовано функцiю Грiна рiвняння Гельмгольца (вираз (14)) для

нескiнченної прямої жорсткостiнної труби кругового поперечного перерiзу з осередненою
течiєю. Ця функцiя записуються у виглядi ряду за акустичними модами зазначеної труби i
є перiодичною за азимутальною координатою ϕ та симетричною вiдносно площини ϕ = ϕ0

розташування точкового джерела.
2. У побудованiй функцiї Грiна в явному виглядi вiдображенi ефекти осередненої те-

чiї. Цi ефекти стають вагомiшими зi збiльшенням числа Маха течiї, зумовлюючи, зокрема,
появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї вiдносно поперечного перерiзу z = z0, в яко-
му розташоване вказане джерело. I навпаки, зi зменшенням числа Маха вагомiсть впливу
осередненої течiї на функцiю Грiна зменшується, спричиняючи, окрiм iншого, зменшення
зазначеної її асиметрiї.

3. У випадку вiдсутностi осередненої течiї побудована функцiя Грiна є симетричною
вiдносно перерiзу z = z0 i збiгається з вiдповiдною функцiєю Грiна для дослiджуваної
труби, яка наведена в науковiй лiтературi.

4. У процесi побудови функцiї Грiна запропоновано перетворення (7)–(10), що дозволяє
зводити одновимiрне конвективне рiвняння Гельмгольца (6) до його класичного одновимiр-
ного аналогу (11), i на основi вiдомого розв’язку останнього одержувати розв’язок першого
рiвняння.
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А.А. Борисюк

Функция Грина уравнения Гельмгольца для бесконечной прямой
жосткостенной трубы кругового поперечного сечения с осредненным
течением

Построена функция Грина трехмерного уравнения Гельмгольца для бесконечной прямой
жосткостенной трубы кругового поперечного сечения с осредненным течением. Эта функ-
ция записывается в виде ряда по акустическим модам указанной трубы и является пе-
риодической по азимутальной координате и симметричной относительно осевого сечения,
в котором расположен точечный источник. Кроме этого, в ней в явном виде отражены
эффекты осредненного течения. Эти эффекты становятся более существенными с увели-
чением числа Маха течения, вызывая, в частности, появление и дальнейшее увеличение
асимметрии функции Грина относительно поперечного сечения, в котором находится то-
чечный источник. И наоборот, с уменьшением числа Маха весомость влияния осредненного
течения на указанную функцию уменьшается, приводя, кроме прочего, к уменьшению ука-
занной асимметрии. В случае же отсутствия осредненного течения построенная функция
Грина является симметричной относительно указанного поперечного сечения и совпадает
с соответствующей функцей Грина для исследуемой трубы, приведенной в научной лите-
ратуре.

A.O. Borisyuk

Green’s function of the Helmholtz equation for an infinite straight
rigid-walled pipe of circular cross-section with mean flow

Green’s function of the three-dimensional Helmholtz equation for an infinite straight rigid-walled
pipe of circular cross-section with mean flow is found. This function is written in terms of a series
of the pipe acoustic modes and is periodic in the azimuthal coordinate and symmetric with respect
to the axial section, where a point source is located. Apart from this, the mean flow effects are
directly reflected in the function. The effects become more significant as the Mach number increases,
causing, in particular, the appearance and a further growth of the Green’s function asymmetry with
respect to the cross-section of the point source location. Vice versa, the decrease of the Mach number
results in a decrease of the effects and, in particular, a decrease of the indicated asymmetry of the
function. Without the mean flow, the obtained Green’s function is symmetric with respect to the
indicated cross-section and coincides with the corresponding Green’s function for the investigated
pipe, which is available in the scientific literature.
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С.О. Папков, В.Н. Чехов

Исследование регулярности бесконечной системы

алгебраических уравнений и определение критических
нагрузок в задаче об устойчивости сжатой
прямоугольной пластины

(Представлено академиком НАН Украины А.Н. Гузем)

Исследуется квазирегулярная бесконечная система линейных алгебраических уравнений
для прогиба тонкой прямоугольной пластины, сжимаемой двумя равномерными нор-
мальными к границам усилиями в плоскости пластины. Численное сканирование доста-
точных условий существования ограниченного решения бесконечной системы позволяет
локализовать область критических значений сжимающих усилий. Построена уточнен-
ная зависимость между критическими значениями сжимающих усилий в частном слу-
чае квадратной пластины.

Проблемы устойчивости тонкостенных элементов конструкций остаются актуальными. По-
становка задач, различные обобщения и обзоры представлены в работах [1–3].

Ниже предлагается новый подход к исследованию устойчивости на примере класси-
ческой задачи об устойчивости защемленной тонкой пластины (x, y) ∈ {[−a; a] × [−b; b]},
равномерно сжатой усилиями Nx и Ny в своей плоскости. Прогиб w(x, y) должен [3] удовле-
творять линеаризованному уравнению устойчивости (D — изгибная жесткость пластины):

D∆∆w +Nx
∂2w

∂x2
+Ny

∂2w

∂y2
= 0. (1)

На границе пластины Γ заданы условия жесткого защемления:

w|Γ = 0;
∂w

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0. (2)

Точное решение дифференциального уравнения (1) получаем методом разделения перемен-
ных и с учетом симметрии представляем в виде ряда с неопределенными коэффициентами
An, Bn

w =

∞∑

n=1

An ch p1,nb

(
chp1,ny

ch p1,nb
− ch p2,ny

ch p2,nb

)
cosαnx+

+

∞∑

n=1

Bn ch q1,na

(
ch q1,nx

ch q1,na
− ch q2,nx

ch q2,na

)
cos βny. (3)

Здесь αn = (n− 1/2)π/a, βn = (n− 1/2)π/b; величины p1,n, p2,n, q1,n, q2,n являются корнями
характеристических уравнений (Q = Nx/D; P = Ny/D):

p1,n =

√

α2
n −

P

2
+

√
(Q− P )α2

n +
P 2

4
, q1,n =

√

β2n −
Q

2
+

√
(P −Q)β2n +

Q2

4
,
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p2,n =

√

α2
n −

P

2
−
√

(Q− P )α2
n +

P 2

4
, q2,n =

√

β2n −
Q

2
−
√

(P −Q)β2n +
Q2

4
.

Подстановка решения (3) в краевые условия (2) приводит к бесконечной системе однород-
ных линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов An, Bn:

Xm∆
x
m =

∞∑

n=1

2αnYn
(α2

n + q21,m)(α
2
n + q22,m)

,

Ym∆
y
m =

∞∑

n=1

2βnXn

(β2n + p21,m)(β
2
n + p22,m)

(m = 1, 2, . . .),

(4)

где Xn = Bn
(−1)n

a
(q21,n − q22,n) ch q1,na, Yn = An

(−1)n+1

b
(p21,n − p22,n) ch p1,nb;

∆x
m

a
=
q1,m th q1,ma− q2,m th q2,ma

βm(q21,m − q22,m)
;

∆y
m

b
=
p1,m th p1,mb− p2,m th p2,mb

αm(p21,m − p22,m)
.

Систему (4) можно записать в канонической форме

zm =

∞∑

n=1

Mmn(P,Q)zn (m = 1, 2, . . .), (5)

обозначив z2m−1 = Xm, z2m = Ym.
Если в некоторой области параметров (P,Q) система (5) является вполне регулярной,

т. е. найдется такая константа θ ∈ (0, 1), что все ряды из абсолютных значений коэффи-
циентов (5) удовлетворяют неравенствам

Sm =

∞∑

n=1

|Mmn(P,Q)| 6 θ < 1, (6)

то существует [4] единственное ограниченное решение системы (5), которое в силу однород-
ности системы является тривиальным zm ≡ 0. Очевидно, что в такой области параметров
не могут находиться значения критических сил.

Ряды в условиях регулярности (6) вычисляются при помощи дигамма-функции ψ(z):

S2m−1 =

a

(
ψ

(
1

2
+ i

aq1m
π

)
− ψ

(
1

2
+ i

aq2m
π

)
+ ψ

(
1

2
− i

aq1m
π

)
− ψ

(
1

2
− i

aq2m
π

))

|∆x
m|π(q21m − q22m)

,

S2m =

b

(
ψ

(
1

2
+ i

bp1m
π

)
− ψ

(
1

2
+ i

bp2m
π

)
+ ψ

(
1

2
− i

bp1m
π

)
− ψ

(
1

2
− i

bp2m
π

))

|∆y
m|π(p21m − p22m)

.

(7)

Переходя здесь к пределу, получаем для любых значений P и Q:

lim
m→∞

Sm =
2

π
.
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Таким образом, система (5) удовлетворяет условиям (6), начиная с некоторого номера
m > NR, т. е. является квазирегулярной.

В работе [2] были предложены следующие условия существования ограниченного реше-
ния для квазирегулярной бесконечной системы.

Теорема 1. Бесконечная система zk =
∞∑
n=1

aknzn+ bk (k = 1, 2, . . .) имеет ограниченное

решение, если ее коэффициенты и свободные члены при заданном значении N удовлетво-
ряют условиям:

a) det[δkn − akn]
N
k,n=1 6= 0,

б) max
j=1..N

N∑

i=1

|cji|
∞∑

n=N+1

|ain| < 1 + inf
k>N

ρk
N∑

n=1

|akn|
,

в) |bk| 6 BN

N∑

n=1

|akn| (k = N + 1, N + 2, . . .),

где {cji}Nj,i=1 — матрица, обратная к матрице {δkn− akn}Nk,n=1; δkn — символы Кронекера;

ρk = 1 −
∞∑
n=1

|akn|.
Применение теоремы 1 к системе (5) сводится к проверке условия

max
j=1,...,N

N∑

i=1

|cji|
(
1− ρi −

N∑

n=1

|Min|
)
< 1 + inf

m>N

ρm
N∑
n=1

|Mmn|
, (8)

достаточного для регулярности бесконечной системы

zm =
∞∑

n=N+1

(
Mmn +

N∑

i,j=1

MmicijMjn

)
zn (m = N + 1, N + 2, . . .), (9)

получающейся после исключения из системы (5) первых N неизвестных.
В силу оценки

SNm =

∞∑

n=N+1

∣∣∣∣∣Mmn +

N∑

i,j=1

MmicijMjn

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

n=N+1

|Mmn|+
N∑

i=1

|Mmi|µi

(
µi =

N∑

j=1

|cij |
(
1− ρj −

N∑

n=1

|Mjn|
))

и асимптотического поведения элементов бесконечной матрицы lim
m→∞

Mmi = 0, следует, что

при m → ∞ ряды в условиях регулярности для систем (5) и (9) эквиваленты, т. е.

lim
m→∞

SNm =
2

π
.
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Рис. 1. Локализация области критических нагрузок

Следовательно, бесконечная система (9) является [4] вполне регулярной. Таким образом,
выполнение критерия (8) в некоторой области параметров (P,Q) гарантирует отсутствие
критических нагрузок в этой области.

Реализация условия (8) сводится к аналитическому суммированию рядов с помощью
формул (7) и обращению конечной матрицы порядка N .

На рис. 1 представлена область (Pa2/π2, Qb2/π2) ∈ {[0; 3] × [0; 3]} в случае квадратной
пластины (a = b). Белым цветом окрашены подобласти параметров, удовлетворяющие усло-
вию существования нулевого решения системы (9). На рис. 1, а условие (8) совпадает с про-
веркой регулярности системы (5) на основе (7). Увеличением порядка N удается сузить
область критических нагрузок настолько, что в значениях критических сил начинают сов-
падать несколько первых значащих цифр. В табл. 1 это показано для случая одноосного
сжатия (P = 0).

Из таблицы следует критическое значение QC = 2,518(π/a)2. По приближенной формуле
для критических нагрузок

Q+ P =
8

3
(π/a)2, (10)
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Таблица 1

N 4 10 20 30 50

Интервал для

(

b

π

)2

Q 2,456–2,586 2,507–2,530 2,515–2,522 2,517–2,520 2,518–2,518

приведенной в [5], ему соответствует Q0 = 2,667(π/a)2. В [6] дается уточненное значение
Q1 = 2,517(π/a)2, которое отлично согласуется с найденным значением.

Аппроксимация кривой на рис. 1, г позволяет заменить приближенную зависимость (10)
на следующую уточненную зависимость между критическими значениями параметров на-
грузки при двухосном сжатии квадратной пластины:

Q+ P + 0,0211
a2

π2
(Q− P )2 = 2,652

π2

a2
. (11)

Для определения формы потери устойчивости остается с учетом найденных значений
критических нагрузок PC и QC выполнить численные оценки нетривиального ограничен-
ного решения квазирегулярной бесконечной системы (4) и воспользоваться аналитическим
представлением прогиба в форме бесконечного ряда (3).
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С.О. Папков, В.М. Чехов

Дослiдження регулярностi нескiнченної системи алгебраїчних
рiвнянь та знаходження критичних зусиль в задачi про стiйкiсть
прямокутної пластини, що стискається

Дослiджується квазiрегулярна нескiнченна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь щодо
прогину тонкої прямокутної пластини, яка стискається двома рiвномiрними перпендику-
лярними до границь зусиллями в площинi пластини. Числове сканування достатнiх умов
iснування обмеженого розв’язку нескiнченної системи дозволяє локалiзувати область кри-
тичних значень зусиль, що стискають пластину. Побудовано уточнену залежнiсть мiж
критичними зусиллями в частинному випадку квадратної пластини.
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S.O. Papkov, V.N. Chekhov

Research of a regularity for the infinite system of algebraic equations
and the buckling problem for a compressed rectangular plate

The quasiregular infinite system of linear algebraic equations for the bending of a thin rectangular
plate compressed by two uniform forces in a plane of the plate is investigated. Numerical scanning
of sufficient conditions for the existence of a bounded solution of the infinite system allows us to
localize the area of critical forces. The refined dependence between the critical values of forces in
the partial case of a square plate is constructed.
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Плоская задача о растяжении тела с трещиной
для линейно-упрочняющегося материала

Рассмотрена плоская задача о растяжении тела с трещиной для линейно-упрочняющи-
хся материалов. Методом интегрального преобразования Фурье задача сведена к сис-
теме нелинейных алгебраических уравнений. Для применения численных методов про-
ведена дискретизация полученной системы. На основании численного решения задачи
исследовано распределение напряжений и деформаций, зоны пластичности для плоского
деформированного и плоского напряженного состояний.

При рассмотрении задачи о деформировании линейно-упрочняющегося материала с тре-
щиной учет реальной диаграммы деформирования материалов приводит к значительным
трудностям вычислительного характера, поэтому используются различные упрощающие
предположения, позволяющие их избежать [1–4]. Но возникающие при таких предположе-
ниях неограниченные напряжения в вершине трещины противоречат физическим сообра-
жениям.

В настоящей работе рассматривается плоская задача о растяжении тела с трещиной для
линейно-упрочняющегося материала с постоянным коэффициентом Пуассона. На основе ин-
тегрального преобразования Фурье задача сведена к системе нелинейных интегро-диффе-
ренциальных уравнений и проведена их дискретизация для применения численных методов.
Получено решение задачи в случае плоского деформированного и плоского напряженного
состояний. Исследованы зоны пластических деформаций, распределение напряжений.

Основные уравнения и соотношения. При постоянном коэффициенте Пуассона ν
зависимости между напряжениями и деформациями можно представить как

σij = 2µ(Jε)

(
ν

1− 2ν
εrrδij + εij

)
, Jε = (ε′ijε

′
ij)

1/2 (i, j = 1, 2, 3). (1)

Модуль сдвига µ(Jε) для диаграммы деформирования с линейным законом упрочнения
определяется выражением

µ(Jε) =





µ0, Jε <
k

2µ0
,

µ′ +

(
1− µ′

µ0

)
k

2Jε
, Jε >

k

2µ0
,

(2)

где µ0, µ′, k = σ0
√

2/3 — постоянные (σ0 — предел текучести материала).
Введем замену

σij = µσ̂ij, µ =
µ

µ0
. (3)

Подставляя (3) в уравнение равновесия, относительно модифицированных напряжений бу-
дем иметь

σ̂ij,j + f̂i = 0, f̂i =
1

µ
(σ̂ijµ,j + Fi), (4)
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где Fi — объемные силы. При этом безразмерный модуль сдвига µ, согласно (2), (3), опре-
деляется выражением

µ(Jσ̂) =





1, Jσ̂ < k,

µ′ + (1− µ′)
k

Jσ̂
, Jσ̂ > k

(
µ′ =

µ′

µ0

)
. (5)

Решение дифференциальных уравнений (4) будем искать в виде суммы σ̂ij = σ̂0ij+σ̂
∗
ij , где

σ̂0ij — решение однородных уравнений (4); σ̂∗ij — частное решение. Для решения однородных
уравнений (4) используем функцию напряжений

σ̂011 = ϕ,22, σ̂022 = ϕ,11, σ̂012 = −ϕ,12, (6)

удовлетворяющую бигармоническому уравнению

ϕ,iijj = 0 (i, j = 1, 2). (7)

Частное решение неоднородных уравнений (4), которое можно построить методом преобра-
зований Фурье для бесконечной области [1], представляется через интегралы по области D
тела

σ̂∗11 + σ̂∗22 = − 1

2π(1− ν̂)

∫

D

(xj − ξj)f̂j(ξr)

(xi − ξi)(xi − ξi)
dξ1dξ2,

σ̂∗11 − σ̂∗22 =
1− 2ν̂

π(1− ν̂)

∫

D

(x1 − ξ1)(x2 − ξ2)eij(xi − ξi)f̂j(ξr)

[(xi − ξi)(xi − ξi)]2
dξ1dξ2 −

− 1

π

∫

D

(x1 − ξ1)
2 − (x2 − ξ2)

2

[(xi − ξi)(xi − ξi)]2
(xj − ξj)f̂j(ξr) dξ1dξ2,

σ̂∗12 = − 1− 2ν̂

4π(1− ν̂)

∫

D

(x1 − ξ1)
2 − (x2 − ξ2)

2

[(xi − ξi)(xi − ξi)]2
eij(xi − ξi)f̂j(ξr)dξ1dξ2 −

− 1

π

∫

D

(x1 − ξ1)(x2 − ξ2)(xj − ξj)f̂j(ξr)

[(xi − ξi)(xi − ξi)]2
dξ1dξ2 (i, j, r = 1, 2),

(8)

где e11 = e22 = 0, e12 = −e21 = 1. В результате приходим к системе нелинейных ин-
тегро-дифференциальных уравнений относительно модифицированных напряжений σ̂11,
σ̂22, σ̂12.

Плоская задача о растяжении тела с трещиной. Рассмотрим плоскую задачу
о распределении напряжений в бесконечном двухмерном теле, ослабленном внутренней
трещиной (−c 6 x 6 c, y = 0), при заданной на бесконечности нормальной равномерно
распределенной нагрузке p0, действующей вдоль оси y. В силу симметрии распределения
напряжений относительно осей x и y достаточно ограничиться первым квадрантом D1 об-
ласти телаD, учитывая при этом влияние остальных квадрантов D2,D3,D4 при построении
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частного решения (8). В результате приходим к соотношениям

σ̂∗11(x, y) =

∫

D1

[Pi(x, y; ξ, η) +Qi(x, y; ξ, η)]f̂i(ξ, η) dξdη,

σ̂∗22(x, y) =

∫

D1

[Pi(x, y; ξ, η) −Qi(x, y; ξ, η)]f̂i(ξ, η) dξdη,

σ̂∗12(x, y) =

∫

D1

Si(x, y; ξ, η)f̂i(ξ, η) dξdη

(
f̂i = σ̂ij

µ,j
µ

; i, j = 1, 2

)
,

(9)

где функции влияния определяются формулами

P1(x, y; ξ, η) = − 1

4π(1− ν̂)

(
α1

β1
− α2

β2
− α2

β3
+
α1

β4

)
;

P2(x, y; ξ, η) = − 1

4π(1− ν̂)

(
α3

β1
+
α3

β2
− α4

β3
− α4

β4

)
,

Q1(x, y; ξ, η) = − 1− 2ν̂

2π(1− ν̂)

(
α1α

2
3

β21
− α2α

2
3

β22
− α2α

2
4

β23
+
α1α

2
4

β24

)
−

− 1

2π

(
α1γ1
β21

− α2γ2
β22

− α2γ3
β23

+
α1γ4
β24

)
,

Q2(x, y; ξ, η) = − 1− 2ν̂

2π(1− ν̂)

(
−α

2
1α3

β21
− α2

2α3

β22
+
α2
2α4

β23
+
α2
1α4

β24

)
−

− 1

2π

(
α3γ1
β21

+
α3γ2
β22

− α4γ3
β23

− α4γ4
β24

)
,

S1(x, y; ξ, η) = − 1− 2ν̂

4π(1 − ν̂)

(
−α3γ1

β21
+
α3γ2
β22

+
α4γ3
β23

− α4γ4
β24

)
−

− 1

π

(
α2
1α3

β21
− α2

2α3

β22
− α2

2α4

β23
+
α2
1α4

β24

)
,

S2(x, y; ξ, η) = − 1− 2ν̂

4π(1 − ν̂)

(
α1γ1
β21

+
α2γ2
β22

− α2γ3
β23

− α1γ4
β24

)
−

− 1

π

(
α1α

2
3

β21
+
α2α

2
3

β22
− α2α

2
4

β23
− α1α

2
4

β24

)
,

α1 = x− ξ, α2 = x+ ξ, α3 = y − η, α4 = y + η,

β1 = α2
1 + α2

3, β2 = α2
2 + α2

3, β3 = α2
2 + α2

4, β4 = α2
1 + α2

4,

γ1 = α2
1 − α2

3, γ2 = α2
2 − α2

3, γ3 = α2
2 − α2

4, γ4 = α2
1 − α2

4.

(10)

Нагрузку p0 принимаем меньшей предела текучести k, приводящую к образованию не-
линейной зоны лишь в окрестности трещины, так что на бесконечности, согласно (4), выпол-
няются граничные условия σ̂22|∞ = p0, σ̂11|∞ = σ̂12|∞ = 0. На оси y = 0 граничные условия
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формулируются в виде σ̂22(x, 0) = 0 для |x| 6 c, u2(x, 0) = 0 для |x| > c, σ̂12(x, 0) = 0 для

Lr(i, j, k, n) =
N∑

p,q=1
(I

(1)
ijp + I

(2)
ijp)I

−1
pq , где u2(x, 0) — перемещение вдоль оси y.

На основе интегрального преобразования [5] решение сформулированной задачи можно
представить в виде

σ̂11(x, y) = σ̂∗11(x, y) −
2

π

∞∫

0

p̃(ξ)(1 − ξy)e−ξy cos ξxdξ,

σ̂22(x, y) = p0 + σ̂∗22(x, y)−
2

π

∞∫

0

p̃(ξ)(1 + ξy)e−ξy cos ξxdξ,

σ̂
(
12x, y) = σ̂∗12(x, y)−

2y

π

∞∫

0

p̃(ξ)ξe−ξy sin ξxdξ,

(11)

где функция p̃(ξ) определяется из дуальных интегральных уравнений

2

π

∞∫

0

p̃(ξ) cos ξxdξ = p0 + σ̂∗22(x, 0), 0 6 x 6 c,

∞∫

0

p̃(ξ)
cos ξx

ξ
dξ = 0, x > c, (12)

при этом перемещение берегов трещины находим согласно выражению

u2(x, 0) =
2(1− ν̂)

πµ0

∞∫

0

p̃(ξ)
cos ξx

ξ
dξ, 0 6 x 6 c. (13)

Таким образом, приходим к системе нелинейных интегро-дифференциальных уравнений
(9)–(12) относительно модифицированных напряжений σ̂11, σ̂22, σ̂12.

Численное решение системы (9)–(12) связано с необходимостью определения функции
p̃(ξ) в пространстве изображений в области 0 6 ξ <∞, что существенно усложняет задачу.
В связи с этим, учитывая соотношение

ũ2(ξ, 0) =
1− ν̂

µ0

p̃(ξ)

ξ
, (14)

преобразуем уравнения (11) к виду

σ̂11(x, y) = σ̂∗11(x, y) −
2µ0

π(1− ν̂)

c∫

0

[R1(x, y, η) − yR2(x, y, η)]u2(η, 0)dη,

σ̂22(x, y) = p0 + σ̂∗22(x, y)−
2µ0

π(1− ν̂)

c∫

0

[R1(x, y, η) + yR2(x, y, η)]u2(η, 0)dη,

σ̂12(x, y) = σ̂∗12(x, y) −
2µ0

π(1− ν̂)

c∫

0

R3(x, y, η)u2(η, 0)dη,

(15)
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где функция u2(η, 0) удовлетворяет интегральному уравнению

p0 + σ̂∗22(x, 0) =
2µ0

π(1 − ν̂)

c∫

0

R(x, η)u2(η, 0)dη, 0 6 x 6 c, (16)

а ядра определяются формулами

R(x, η) =
1

2

∂

∂η

(
1

x+ η
− 1

x− η

)
,

R1(x, y, η) =
1

2

∂

∂η

[
x+ η

(x+ η)2 + y2
− x− η

(x− η)2 + y2

]
,

R2(x, y, η) =
∂

∂η

{
y(x+ η)

[(x+ η)2 + y2]2
− y(x− η)

[(x− η)2 + y2]2

}
,

R3(x, y, η) =
1

2

∂

∂η

{
(x+ η)2 − y2

[(x+ η)2 + y2]2
− (x− η)2 − y2

[(x− η)2 + y2]2

}
.

(17)

Введем безразмерные параметры

σij =
σ̂ij
k
, σ∗ij =

σ̂∗ij
k
, p0 =

p0
k
, u(η, 0) =

2µ0u2(η, 0)

π(1− ν̂)kc
, (18)

тогда соотношения (15) приводятся к виду

σ11(x, y) = σ∗11(x, y)− c

c∫

0

[R1(x, y, η) − yR2(x, y, η)]u(η, 0) dη,

σ22(x, y) = p0 + σ∗22(x, y)− c

c∫

0

[R1(x, y, η) + yR2(x, y, η)]u(η, 0) dη,

σ
(
12x, y) = σ∗12(x, y)− cy

c∫

0

R3(x, y, η)u(η, 0)dη,

(19)

где функция u(η, 0), как следует из (16), удовлетворяет интегральному уравнению

po + σ∗22(x, 0) = c

c∫

0

R(x, η)u(η, 0)dη, 0 6 x 6 c. (20)

При этом частное решение, согласно (9), определяется интегралами

σ∗11(x, y) =

∫

D1

[Pi(x, y; ξ, η) +Qi(x, y; ξ, η)]f i(ξ, η) dξdη,

σ∗22(x, y) =

∫

D1

[Pi(x, y; ξ, η) −Qi(x, y; ξ, η)]f i(ξ, η) dξdη,

σ∗12(x, y) =

∫

D1

Si(x, y; ξ, η)f i(ξ, η) dξdη

(
f i = σij

µ,j
µ
, i, j = 1, 2

)
.

(21)
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Дискретизация задачи. Поскольку решить систему интегро-дифференциальных
уравнений (19) в аналитическом виде не представляется возможным, воспользуемся чис-
ленными методами. Для этого необходимо преобразовать (19) из континуальной формы
в дискретную. Разобьем интервал (0, c) на N частей, представив интеграл в (20) суммой

c∫

0

R(x, η)u(η, 0)dη =

N∑

k=1

u(xk, 0)

xk+ak∫

xk−ak

R(x, η)dη

(
N∑

k=1

2ak = c

)
. (22)

Учитывая (17), приведем интегральное уравнение (20) относительно u(η, 0) к системе
алгебраических уравнений

p0 + σ∗22(xi, 0) =

N∑

k=1

Iiku(xk, 0) (i = 1, . . . , N), (23)

где матрица Iik с безразмерными элементами определяется формулой

Iik= −ak
[

1

(xi+xk)
2−a2k

+
1

(xi−xk)2−a2k

] (
xi=

xi
c
; ak=

ak
c
; i, k= 1, . . . , N

)
. (24)

Аналогично на основе (17), (20) получим представление решения в произвольной точке
xi, yj области D1, включая границу, через суммы

σ11(xi, yj) = σ∗11(xi, yj)−
N∑

k=1

(I
(1)
ijk − I

(2)
ijk)u(xk, 0);

σ22(xi, yj) = p0 + σ∗22(xi, yj)−
N∑

k=1

(I
(1)
ijk + I

(2)
ijk)u(xk, 0),

σ12(xi, yj) = σ∗12(xi, yj)−
N∑

k=1

I
(3)
ijku(xk, 0),

(25)

где матрицы I
(1)
ijk , I

(2)
ijk , I

(3)
ijk определяются формулами

I
(1)
ijk =

1

2

(
r1

r21 + r25
− r2
r22 + r25

+
r3

r23 + r25
− r4
r24 + r25

)
,

I
(2)
ijk = r25

[
r1

(r21 + r25)
2
− r2

(r22 + r25)
2
+

r3
(r23 + r25)

2
− r4

(r24 + r25)
2

]
,

I
(3)
ijk =

r5
2

[
r21 − r25

(r21 + r25)
2
− r22 − r25

(r22 + r25)
2
+

r23 − r25
(r23 + r25)

2
− r24 − r25

(r24 + r25)
2

]
,

r1 = xi + xk + ak, r2 = xi + xk − ak, r3 = xi − xk + ak,

r4 = xi − xk − ak, r5 = yj .

(26)
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Частное решение (21) представляется через двойные суммы по прямоугольным ячейкам
области D1

σ∗11(xi, yj) = 4
∞∑

k,n=1

[Pr(xi, yj ;xk, yn) +Qr(xi, yj ;xk, yn)]f r(xk, yn)akbn,

σ∗22(xi, yj) = 4
∞∑

k,n=1

[Pr(xi, yj ;xk, yn)−Qr(xi, yj ;xk, yn)]f r(xk, yn)akbn,

σ∗12(xi, yj) = 4
∞∑

k,n=1

Sr(xi, yj;xk, yn)f r(xk, yn)akbn (r = 1, 2).

(27)

Здесь введены обозначения

Pr(xi, yj ;xk, yn) = cPr(xi, yj ;xk, yn); Qr(xi, yj ;xk, yn) = cQr(xi, yj ;xk, yn);

Sr(xi, yj ;xk, yn) = cSr(xi, yj ;xk, yn);

f r(xk, yn) =
1

c

{
σr1(xk, yn)

ak + ak+1

[
µ(xk+1, yn)

µ(xk, yn)
− 1

]
+
σr2(xk, yn)

bn + bn+1

[
µ(xk, yn+1)

µ(xk, yn)
− 1

]}

(r = 1, 2).

(28)

При этом безразмерные координаты и величины определяются отношениями

xi =
xi
c
, yj =

yj
c
, ak =

ak
c
, bn =

bn
c
, (29)

где ak, bn — половины размеров прямоугольных ячеек области D1 с координатами центров
xk, yn.

Таким образом, при равномерном разбиении области D1 на квадратные ячейки задача
сводится к решению системы нелинейных алгебраических уравнений (23), (25) относительно
переменных u(xk, 0), σij(xk, yn), σ

∗
ij(xk, yn).

Анализ численных результатов. В качестве конкретной задачи исследовано напря-
женно-деформированное состояние в окрестности вершины трещины для линейно-упрочня-
ющегося материала (µ′ = 0,03) с коэффициентом Пуассона ν = 0,3. При расчетах половина
длины трещины разбивалась на N = 200 одинаковых частей при равномерном разбиении
области D1 с одинаковыми размерами ячеек вдоль обеих осей, равными 2a = 1/N = 0,005
в безразмерных координатах. Нагрузка задавалась в интервале 0,3 6 p0 6 0,5. Для по-
крытия области нелинейного деформирования задавалось 30× 24 квадратных ячеек. Нуле-
вым приближением служило решение соответствующей линейной задачи.

На рис. 1 сплошными линиями обозначены зоны пластических деформаций для плоско-
го напряженного состояния для растягивающих нагрузок p0 = p0/k, принимающих значе-
ния 0,3; 0,35; 0,4; 0,45; 0,5 при µ′ = 0,03, штриховыми — зоны, в которых превзойден предел
текучести по [6], причем отклонение изменялось от 9,8% при нагрузке p0 = 0,3 до 12,7%
при p0 = 0,5. Отношение поперечных зон пластичности к продольным составляет 0,8–1.

На рис. 2 сплошной линией представлены зависимости нормальных напряжений
σ̃22(x, 0) = σ22(x, 0)/k в окрестности трещины от расстояния x−1 до ее вершины для нагруз-
ки p0 = 0,5 плоско-напряженного состояния. Кривая 1 соответствует значению µ′ = 0,03,
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Рис. 1

Рис. 2 Рис. 3

кривая 2 — µ′ = 0, кривая 3 отвечает линейно-упругой задаче, кривая 4 — асимптоти-
ческому приближению линейно-упругой задачи. Как видно из рисунка, напряжения имеют
ограниченное значение и для линейно-упрочняющегося материала. При этом значения нор-
мальных напряжений увеличиваются по сравнению со значением для идеального упру-
го-пластического материала в 2,6 раза и уменьшаются по сравнению со значением для
линейно-упругой задачи на 17%. При удалении от вершины трещины напряжения σ̃22(x, 0)
приближаются к соответствующим значениям напряжений для линейной задачи, равным
p0 на бесконечности.

На рис. 3 приведены зависимости нормальных напряжений σ̃22(x, 0) = σ22(x, 0)/k для
плоского деформированного состояния при различных значениях µ′ (кривая 1 — µ′ = 0,
кривая 2 — µ′ = 0,03, кривая 3 — µ′ = 0,05) и нагрузке p0 = 0,5. Как видно из графи-
ков, нормальные напряжения принимают также ограниченные значения при увеличении
коэффициента линейного упрочнения.

Таким образом, с помощью численного решения задачи исследованы зоны пластичес-
ких деформаций, распределения напряжений и деформаций, перемещения берегов трещи-
ны. Установлено распределение нормальных напряжений для плоско-напряженного и плос-
ко-деформированного состояний линейно-упрочняющегося материала с трещиной.
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Член-кореспондент НАН України Л.П. Хорошун, О. I. Левчук

Плоска задача про розтяг тiла з трiщиною для лiнiйно-змiцнюваного
матерiалу

Розглянуто плоску задачу про розтяг тiла з трiщиною для лiнiйно-змiцнюваних мате-
рiалiв. Методом iнтегрального перетворення Фур’є задачу зведено до системи нелiнiйних
алгебраїчних рiвнянь. Для застосування числових методiв проведено дискретизацiю отри-
маної системи. На основi числового розв’язку задачi дослiджено розподiл напружень i де-
формацiй, зони пластичностi для плоского деформованого i плоского напруженого станiв.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine L.P. Khoroshun, O. I. Levchuk

The plane problem of tension of the body with a crack for a linearly
strengthening material

The plane problem of tension of the body with a crack for a linearly strengthening material is
considered. The problem is reduced to the system of nonlinear algebraic equations by the Fourier
integral transformation method. For the use of numerical method, the digitization of the obtained
system is made. On the basis of the numerical solution, the distributions of stresses and strains
and the plasticity zones for the plane stresses and plane strained states are investigated.
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Розрахунок функцiї виробництва ентропiї в процесах

дифузiї за наявностi хiмiчних реакцiй

Однiєю з основних задач термодинамiки незворотних процесiв як польової теорiї є отри-
мання концентрацiйної залежностi iнтенсивностi виробництва ентропiї в системi
для рiзноманiтних незворотних процесiв, що в нiй протiкають. Для цього необхiдним
є знання макроскопiчних законiв збереження в локальнiй формi, в якi входять такi
величини, як потоки речовини, тепла, iмпульсу. В роботi проведено дослiдження ви-
робництва ентропiї в обмежених системах за наявностi процесiв дифузiї для розчинiв
рiзних типiв у рамках лiнiйної термодинамiки незворотних процесiв, зокрема розгляну-
то загальне рiвняння для швидкостi виробництва ентропiї за наявностi процесiв дифу-
зiї, а також побудовано модель, яка описує виробництво ентропiї в плоскопаралельному
шарi з осмотичними граничними умовами.

Загальний вираз для виробництва ентропiї в системах з дифузiєю та хiмiчними
реакцiями. У роботi [1] показано, що за наявностi в системi хiмiчних реакцiй, градiєнтiв
температури та хiмiчного потенцiалу, а також вiдсутностi зовнiшнiх полiв iнтенсивнiсть
джерела ентропiї σ або виробництво ентропiї в одиницю часу на одиницю об’єму можна
подати у виглядi:

σ = − 1

T 2
~Jq · ~∇T − 1

T

n∑

k=1

~JkT · ~∇µk
T

− 1

T

r∑

i=1

n∑

k=1

Jiνkiµk, (1)

де ~Jq — потiк тепла; T — температура; ~Jk = ρk(~vk −~v) — дифузiйний потiк вiдносно центра
мас; ~v — масова швидкiсть; ~vk — масова швидкiсть k-го компонента; Ji — локальна швид-
кiсть i-ї хiмiчної реакцiї; νki — стехiометричний коефiцiєнт; r — кiлькiсть хiмiчних реакцiй;
µk(p, T, c1, . . . , cn−1) = (∂G/∂ck)T,p,c1,...,ck−1,ck+1,...,cn — хiмiчний потенцiал k-го компонента,

який є функцiєю тиску, температури та концентрацiй ck = ρk/
n∑
k=1

ρk. У виразi (1) i надалi

частиннi похiднi обчислюються при фiксацiї вiдповiдного набору змiнних T , ρ, ci.
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Крiм того, в [1] одержано вираз для потоку ~Jk:

~Jk = −Dk
~∇ck −

n∑

i=1

n∑

j=1
j 6=k

Lki

[
vi
∂p

∂cj
+ kT

(
δij
ci

+
1

γi

∂γi
∂cj

)]
~∇cj −

n∑

i=1

Lkivi
KT

ρ
~∇ρ−

−DT
~∇T. (2)

Нагадаємо, що в цьому виразi перший доданок вiдповiдає закону Фiка.
Отриманi вирази (1) та (2) дозволяють записати вираз для виробництва ентропiї в таких

системах у загальному виглядi:

σ(T, ρ, ci) = − 1

T 2
~Jq · ~∇T − 1

T

r∑

i=1

n∑

k=1

Jiνkiµk +
1

T

n∑

k=1

Dk
~∇ck · T ~∇

µk
T

+

+
1

T

n∑

k=1

n∑

i=1

n∑

j=1
j 6=k

Lki

[
vi
∂p

∂cj
+ kT

(
δij
ci

+
1

γi

∂γi
∂cj

)]
~∇cj · T ~∇

µk
T

+

+
1

T

n∑

k=1

({
n∑

i=1

Lkivi
KT

ρ
~∇ρ+DT

~∇T
}

· T ~∇µk
T

)
. (3)

Враховуючи, що

~∇µk
T

=
1

T

n∑

j=1

[
vk
∂p

∂cj
+ kT

(
1

γk

∂γk
∂cj

+
δkj
ck

)]
~∇cj +

vkKT

Tρ
~∇ρ+

+

(
pvkγT − sk

T
− µk
T 2

)
~∇T, (4)

перепишемо (3) в остаточному виглядi:

σ(T, ρ, ci) = − 1

T 2
~Jq · ~∇T − 1

T

r∑

i=1

n∑

k=1

Jiνkiµk +

+

{
n∑

k=1

Dk
~∇ck +

n∑

k=1

n∑

i=1

n∑

=1
j 6=k

Lki

[
vi
∂p

∂cj
+ kT

(
δij
ci

+
1

γi

∂γi
∂cj

)]
~∇cj +

+

n∑

k=1

n∑

i=1

Lkivi
KT

ρ
~∇ρ+DT

~∇T
}{

1

T

n∑

j=1

(
vk
∂p

∂cj
+kT

(
δki
ck

+
1

γk

∂γk
∂cj

)
∂µk
∂cj

)
~∇cj+

+
vkKT

Tρ
~∇ρ+

(
pvkγT − sk

T
− µk
T 2

)
~∇T
}
. (5)

Отриманий вираз (5) для виробництва ентропiї мiстить потоки речовини, що дифундує,
якi були одержанi в роботi [1].
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Виробництво ентропiї в плоскопаралельнiй порi. Застосуємо отримане загальне
рiвняння (2) для опису процесу дифузiї в мембраннiй системi. Пiд мембраною розумiти-
мемо плоскопаралельний шар речовини, обмежений напiвпроникними стiнками. В системi
можливе протiкання зворотних хiмiчних реакцiй, iнформацiю про якi врахуємо за допомо-
гою коефiцiєнта активностi γ.

Розглянемо процес дифузiї в плоскопаралельнiй мембранi товщиною l, обмеженiй напiв-
проникними стiнками, мiж якими знаходиться n-компонентний розчин, в якому вiдсутнiй
градiєнт температури. Введемо систему координат таким чином, щоб вiсь 0z була перпенди-
кулярна поверхням, що обмежують систему, причому цi поверхнi мають координати 0 та l.
Крiзь мембрану дифундує лише одна речовина, позначимо її вiдповiднi термодинамiчнi
змiннi iндексом 1. Як i в першiй частинi роботи, далi використовуватимемо концентрацiю
речовини в мольних долях xk.

Оскiльки всi iншi речовини весь час залишаються в мембранi, то їх потоки тотожно до-
рiвнюють нулю. Крiм того, вважатимемо, що в системi пiдтримується градiєнт концентрацiї
першої речовини, а саме, на границях системи концентрацiя субстрату пiдтримується ста-
лою, i граничнi умови мають вигляд:

{
x1(z = 0) = x0,

x1(x = l) = xl,
(6)

причому x0 > xl, xl 6= 0.
Застосуємо отримане загальне рiвняння (5) для опису процесу виробництва ентропiї

в мембраннiй системi. Вираз (5) у даному випадку набуває вигляду

σ = −J1
d

dz

µ1
T
, (7)

або, з урахуванням одержаного в [1] виразу для потоку J1 та виразу (4),

σ =
L1

T 2
(kT )2

{[
1

γ1

(
∂γ1
∂x1

)
+

1

x1

]
+

m∑

i=2

1

γ1

(
∂γ1
∂xi

)
∆i

∆
+

[
v10 +

1

γ1

(
∂γ1
∂p

)]
∆p

∆

}2

×

×
(
dx1
dz

)2

, (8)

де ∆, ∆i, ∆p — вiдповiднi визначники алгебраїчної системи рiвнянь [1].
Як i очiкувалося, отриманий результат вказує на те, що виробництво ентропiї квадра-

тично залежить вiд градiєнта концентрацiї компонента, що дифундує.
Розглянемо випадок, коли дифузiя вiдбувається в бiнарнiй системi. Тодi, з урахуванням

виразу для концентрацiйної залежностi хiмiчного потенцiалу, для потоку J1 отримаємо:

J1 = −2kL1
dx1
dz





[
1

x1
+

∂

∂x1
ln γ1

]
+

v10 + kT
∂

∂p
ln γ1

v20 + kT
∂

∂p
ln γ2

[
1

1− x1
− ∂

∂x1
ln γ2

]



. (9)
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Враховуючи вирази (8) та (9), у випадку стацiонарної дифузiї в бiнарному розчинi для
виробництва ентропiї остаточно запишемо

σ = L1(2k)
2

(
dx1
dz

)2





[
1

x1
+

∂

∂x1
ln γ1

]
−
v10 + kT ∂

∂p ln γ1

v20 + kT
∂

∂p
ln γ2

[
∂

∂x1
ln γ2 −

1

1− x1

]




2

. (10)

Для обчислення потоку речовини та виробництва ентропiї за допомогою отриманих ви-
разiв (9) та (10) необхiдно мати залежнiсть коефiцiєнтiв активностi вiд тиску та концентра-
цiї. Вiдомо, що коефiцiєнт активностi пов’язаний з особливостями рiвняння стану системи,
i тому, згiдно з iдеями Шахпаронова [2], можемо вважати, що його врахування дозволить
нам моделювати можливi зворотнi хiмiчнi реакцiї як своєрiдну мiжмолекулярну взаємо-
дiю [3]. Зокрема, в роботах [3, 4] показано, що iснує можливiсть моделювати хiмiчнi реакцiї
за допомогою врахування змiни термодинамiчних параметрiв.

У загальному випадку, як показано в [5], для визначення залежностi коефiцiєнтiв актив-
ностi вiд тиску та концентрацiї можна використати результати, отриманi за допомогою
теорiї збурень у межах iзобарично-iзотермiчного ансамблю. Явний вигляд цiєї залежнос-
тi досить часто визначається моделлю регулярних розчинiв та емпiричними рiвняннями
Маргулеса, Ван Лаара, Скетчард–Хаммера.

Застовування теорiї збурень в iзобарично-iзотермiчному ансамблi дає можливiсть обчи-
слити коефiцiєнти активностi бiнарних розчинiв неелектролiтiв, в яких iснує невалентна
полярна взаємодiя мiж молекулами. Зокрема, з урахуванням першого порядку теорiї збу-
рень для коефiцiєнтiв активностi бiнарного розчину можна записати [5]

ln γ1 =
x22
2
(2Φ12 − Φ11 − Φ22), ln γ2 =

x21
2
(2Φ12 − Φ11 − Φ22), (11)

де Φab виражається через радiальну функцiю розподiлу базисної системи
g(rij , T, 〈V (p, T,N)〉0)

Φab =

∫

〈V (p,T,N)〉0

drijg(rij , T, 〈V (p, T,N)〉0)
(
e−uab(rij)/(kT ) − 1

) 1

V0(p, T )
. (12)

Тут uab(rij) — потенцiал взаємодiї мiж частинками сортiв a та b, якi знаходяться на вiдста-
нi rij одна вiд одної. Очевидно, що Φab є функцiями температури та тиску.

Врахування рiзних порядкiв теорiї збурень дозволяє отримати теоретично обгрунтованi
значення коефiцiєнтiв активностi для розчинiв рiзних типiв. Зокрема, перший порядок тео-
рiї збурень при умовi 2Φ12 − Φ11 − Φ22 = a = const вiдповiдає моделi регулярного розчину.
Другий порядок теорiї збурень дозволяє отримати рiвняння, що збiгаються з емпiричними
спiввiдношеннями Маргулеса:

ln γ1 = n22

(
Φ12 −

1

2
(Φ11 +Φ22)− 3Φ111 + 2Φ112 − Φ122

)
+

+ 2n32(Φ111 −Φ222 − Φ112 +Φ122) =
a1
2
n22 +

a2
3
n32, (13)
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ln γ2 = n21

(
Φ12 −

1

2
(Φ11 +Φ22)− 3Φ222 + 2Φ122 − Φ112

)
+

+ 2n31(Φ222 −Φ111 − Φ122 +Φ112) =
a1 + a2

2
n21 −

a2
3
n31, (14)

де

a1 = 2Φ12 − Φ11 − Φ22 − 6Φ111 + 4Φ112 − 2Φ122,

a2 = 6(Φ111 +Φ122 − Φ112 − Φ222),
(15)

а вирази для Φabc наведено в [5].
Таким чином, за допомогою рiвнянь (9) та (10) можна проводити обчислення потоку

речовини та виробництва ентропiї в бiнарному атомарному або молекулярному розчинi,
що знаходиться в плоскопаралельнiй порi. При цьому слiд конкретизувати за допомогою
коефiцiєнта активностi характер взаємодiї мiж частинками розчину (тобто тип розчину) та
характер можливих хiмiчних реакцiй.

Одержанi результати вказують на те, що для опису процесу полегшеної дифузiї немає
потреби явно розглядати наявнiсть зворотних хiмiчних реакцiй, а достатньо коректним чи-
ном врахувати вiдповiдну мiжмолекулярну взаємодiю. Крiм того, важливо вiдзначити, що
ентропiйнi внески в змiну термодинамiчних потенцiалiв при змiшуваннi можуть призводити
до змiни характеру виробництва ентропiї в системi.
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Академик НАН Украины Л.А. Булавин, Д.А. Гаврюшенко, В.М. Сысоев,
К.В. Черевко

Расчет функции производства энтропии в процесах диффузии
при наличии химических реакций

Одной из основных задач термодинамики необратимых процессов как полевой теории яв-
ляется получение концентрационной зависимости интенсивности производства энтропии
в системе для различных протекающих в ней необратимых процессов. Для этого необхо-
димо знание макроскопических законов сохранения в локальной форме, куда входят такие
величины, как потоки вещества, тепла, импульса. В работе исследовано производство эн-
тропии в ограниченных системах при протекании процессов диффузии для разных типов
растворов в рамках линейной термодинамики необратимых процессов. В частности, рас-
смотрено общее уравнение для скорости производства энтропии при протекании процессов
диффузии, а также построена модель, описывающая производство энтропии в плоскопа-
раллельном слое с осмотическими краевыми условиями.
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Academician of the NAS of Ukraine L.А. Bulavin, D.А. Gavryushenko,
V.М. Sysoev, К. V. Cherevko

Evaluation of the entropy production function for the diffusion process
in the presence of chemical reactions

Evaluation of the dependence of the entropy production intensity on the concentration in different
processes running in a system is one of the main tasks of the nonequilibrium thermodynamics as a
field theory. To do this, it is necessary to know the macroscopic conservation laws in their local form
that includes such quantities as the substance, heat, and momentum flows. We study the entropy
production in bounded systems with regard for the diffusion processes for various solutions within
the thermodynamics of irreversible processes. The general equation for the entropy production rate
with regard for the diffusion is derived. A model describing the entropy production in a plane-
parallel layer under the osmotic boundary conditions is introduced.
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Ейнштейнiвська в’язкiсть розведеної суспензiї
мiкрочастинок у кровi

(Представлено академiком НАН України Л.А. Булавiним)

Отримано аналiтичний вираз та числовi значення для ефективної зсувної в’язкостi роз-
веденої суспензiї сферичних мiкрочастинок у кровi в рамках структурного реологiчного
методу Ейнштейна. Як реологiчна модель кровi у роботi використовується мiкрокон-
тинуальна полярна рiдина Ковiна. Врахування полярних властивостей кровi як несучої
рiдини суспензiї веде до збiльшення ефективної в’язкостi суспензiї порiвняно iз такою ж
суспензiєю з ньютонiвською несучою рiдиною.

У роботi розглядається розведена суспензiя у кровi недеформiвних сферичних частинок
однакового радiуса, якi мають нульову плавучiсть.

Суспензiї у кровi виникають [1] при рентгенiвськiй вiзуалiзацiї кровоносних судин, при
дiагностуваннi та лiкуваннi ракових захворювань, в апаратах для дiалiзу кровi тощо.

Вирiшуючи медичнi проблеми, створюючи суспензiї у кровi, слiд пам’ятати про можли-
вi наслiдки бiомеханiчного втручання в живий органiзм. Для цього необхiдно знати, як
дiє на кров додання до неї зважених частинок. У данiй роботi розглядається найпростi-
ша — сферична — форма таких частинок, отримано аналiтичний вираз та числовi значення
ефективної в’язкостi розведеної суспензiї, яка при цьому утворюється у кровi.

Реологiчна модель кровi як несучої рiдини суспензiї. У роботi припускається, що
радiус зважених частинок суспензiї набагато бiльший порiвняно з характерними розмiрами
формених елементiв кровi — еритроцитiв, лейкоцитiв i тромбоцитiв. Це дозволяє розглядати
взаємодiю кровi зi зваженими частинками як гiдродинамiчну взаємодiю рiдкого суцiльного
середовища з тiлами, якi ним обтiкаються. Обтiкання зважених частинок несучою рiдиною
суспензiї — кров’ю, як завжди в реологiї суспензiй, розглядається у наближеннi Стокса.

При виборi континуальної реологiчної моделi кровi слiд керуватися знаннями про рео-
логiчнi особливостi її поведiнки у градiєнтних течiях, про структурнi особливостi кровi,
а також знанням того, як структура кровi впливає на її поведiнку як рiдкого середовища.

Згiдно з [2], кров поводить себе по-рiзному, залежно вiд характерних розмiрiв областi
течiї. Зокрема, у великих судинах вона поводить себе як ньютонiвська рiдина, а в малих —
її поведiнка є неньютонiвською.

Сумарний об’єм еритроцитiв кровi приблизно в 50 разiв перевищує об’єм iнших фор-
мених елементiв кровi — лейкоцитiв i тромбоцитiв [2], тому реологiчну поведiнку кровi
визначає концентрацiя та механiчнi властивостi тiльки еритроцитiв [2].

Висока концентрацiя еритроцитiв — приблизно 46% — у кровi людини приводить до
того, що, як i в будь-якiй концентрованiй суспензiї, власна кутова швидкiсть еритроцитiв
у градiєнтних течiях кровi вiдрiзняється вiд регiональної кутової швидкостi елементарно-
го об’єму кровi, в якому вони знаходяться. Цим пояснюється вибiр у данiй роботi, як i
в роботах [3, 4], полярної рiдини Ковiна [5] для реологiчного моделювання кровi.

Феноменологiчна модель полярної рiдини Ковiна [5] є однiєю з моделей структурного
континууму [6]. Для врахування впливу елементiв мiкроструктури рiдини на напружений
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стан у нiй в моделi Ковiна [5] припускається, що частинки рiдини, якi мiстяться в еле-
ментарному об’ємi, що рухається зi швидкiстю vi i обертається з регiональною кутовою
швидкiстю ωk = (1/2)εklrvr,l, можуть обертатися, крiм того, навколо центра цього елемен-
тарного об’єму з кутовою швидкiстю Ωk, тобто частинки середовища можуть мати власнi
кутовi характеристики, вiдмiннi вiд швидкостi повороту елемента середовища як цiлого.
Припускається також, що мiж частинками рiдини дiють пари сил. При цьому дiя однiєї
частини рiдини на iншу, прилеглу до неї, характеризується не тiльки поверхневими силами
(в’язкими напруженнями), але й поверхневими моментами (моментними напруженнями).
Реологiчнi рiвняння стану полярної рiдини Ковiна [5] мають вигляд

τij = −pδij + 2µγij − 2kHij , (1)

Λij = αδij + (β + γ)Ψij + (β − γ)Ψji. (2)

Тут τij — тензор в’язких напружень; Λij — тензор моментних напружень; γij — тензор
швидкостей деформацiї, γij = (1/2)(vi,j−vj,i); Hij = εmijhm, де hm = Ωm−ωm; Ψmk = Ωm,k;
εijr, δij — символи Левi–Чiвiта i Кронекера; p — тиск; µ, k, α, β, γ — реологiчнi сталi; кома
в iндексах означає похiдну у напрямi осi, яка позначена iндексом, що йде за комою.

При розглядi найпростiших течiй у роботах [5, 7] отримано, що ефективна в’язкiсть
полярної рiдини Ковiна (1), (2) не залежить вiд кiнематичних характеристик течiї, а визна-
чається лише геометрiєю течiї та реологiчними сталими моделi (1), (2). Так, у течiї Куетта
ефективна в’язкiсть полярної рiдини (1), (2) визначається спiввiдношенням [5]

µ(0)a =
µ

1− N0l0
h

th
N0h

l0

, (3)

де h — половина ширини каналу в течiї Куетта; th — гiперболiчний тангенс; N0 i l0 визна-
чаються спiввiдношеннями

N0 =

√
k

µ+ k
, l0 =

√
β + γ

µ
.

Згiдно з [5], параметри N0 i l0 змiнюються в межах 0 6 N0 6 1, l0 > 0. При N0 = 0
реологiчна модель полярної рiдини перетворюється на реологiчну модель ньютонiвської
рiдини з в’язкiстю µ [5]. Iз (3) при цьому дiйсно випливає, що µ(0)a = µ.

Параметр l0, який має розмiрнiсть довжини, пов’язаний, згiдно з [5], з характерним роз-
мiром елементiв мiкроструктури реальних мiкроструктурних рiдин, якi моделюються по-
лярною рiдиною (1), (2). Аналiз спiввiдношення (3) дозволяє зробити висновок, що вплив
обертальної в’язкостi k полярної рiдини при 0 < N0 6 1 на ефективну в’язкiсть µ(0)a вияв-
ляється при скiнченних значеннях 2h/l0, тобто у порiвняно вузьких каналах течiї Куетта
полярної рiдини. У протилежному випадку, тобто при h/l0 → ∞, вплив обертальної в’яз-
костi k полярної рiдини (1), (2) на її ефективну в’язкiсть µ(0)a вiдсутнiй; при цьому з (3)
випливає, що µ(0)a = µ, тобто полярна рiдина (1), (2) поводить себе як ньютонiвська з в’яз-
кiстю µ. Проведений аналiз показує схожiсть реологiчної поведiнки полярної рiдини при
0 < N0 6 1 у вузьких i широких каналах i кровi у малих i великих судинах, вiдповiдно.

Рiвняння (1), (2) полярної рiдини були використанi у роботах [3, 4] для реологiчного
моделювання кровi. Порiвняння в роботi [4] профiлей швидкостi полярної рiдини i кровi
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у течiях Пуазейля на основi експериментальних даних, одержаних у роботi [8], дозволило
отримати значення параметрiв N0 i l0 полярної рiдини (1), (2) для реологiчного моделюва-
ння кровi при рiзних значеннях гематокриту Cb (табл. 1).

Ефективна в’язкiсть розведеної суспензiї сферичних частинок у кровi. Ви-
вчення в роботi [9] розведеної суспензiї сферичних частинок однакового радiуса, якi мають
нульову плавучiсть, у полярнiй рiдинi (1), (2) дозволило одержати вираз для ефективної
в’язкостi µa такої суспензiї

µa = µ

(
1 + 2,5cF

(
N0,

2a

l0

))
, (4)

де c — об’ємна концентрацiя зважених частинок; a — радiус сферичних зважених частинок;

F (N0, 2a/l0) =

3N0K3/2

(
2a

l0
N0

)

2a

l0
K5/2

(
2a

l0
N0

) ;

K3/2, K5/2 — функцiї Макдональда напiвцiлого порядку.
Вираз (4) для µa було отримано за припущень структурного методу Ейнштейна [10],

за якими несуча рiдина, що моделюється рiвняннями (1), (2), i зваженi сферичнi частинки
мають такi властивостi:

1) зваженi частинки суспензiї не деформуються у процесi течiї, однорiднi, мають одна-
ковi розмiри i форму;

2) дiаметр d зважених частинок значно менший, нiж характерний лiнiйний розмiр l
макротечiї суспензiї, але є значно бiльшим, нiж характерний розмiр l елементiв мiкростру-
ктури несучої рiдини: l ≪ d ≪ l;

3) на поверхнi зважених частинок немає пристiнного ковзання несучої рiдини, тобто
виконується умова прилипання;

4) рух несучої рiдини вiдносно зважених частинок повiльний;
5) об’ємна концентрацiя зважених частинок суспензiї є малою;
6) зваженi частинки мають нульову плавучiсть.
Використання у данiй роботi рiвнянь (1), (2) для реологiчного моделювання кровi як

несучої рiдини суспензiї вимагає виконання припущень 1–6 i для суспензiї сферичних час-
тинок у кровi. Припущення 1, 2, 4–6 не є специфiчними, вони можуть виконуватись для
суспензiї у кровi, як i для суспензiї з низькомолекулярною рiдиною. Виконання ж умови 3
для суспензiї у кровi не є очевидним, оскiльки кров як несуча рiдина суспензiї сама є сус-
пензiєю своїх формених елементiв. Але незважаючи на це, для кровi, згiдно з [4], як i для

Таблиця 1. Числовi значення характеристичної в’язкостi [µa] розведеної суспензiї сферичних частинок у
кровi

Cb, % N0 l0 · 10
6, м

[µa]

1 2 3 4

5 0,5021 8,475 2,8385 2,8071 2,7808 2,7586
10 0,5316 12,968 2,9952 2,9543 2,9193 2,8891
20 0,5501 16,597 3,1111 3,0649 3,0246 2,9893
30 0,5547 20,526 3,1963 3,1492 3,1072 3,0699
40 0,5569 23,462 3,2486 3,2019 3,1599 3,1219
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ньютонiвської несучої рiдини в теорiї Ейнштейна [10], також виконується умова прилипан-
ня. Порiвняння у роботi [4] рiзних межових умов на поверхнi, яка обтiкається кров’ю при
її моделюваннi полярною рiдиною (1), (2), показало, що результати теоретичних обчислень
i експериментiв найкраще збiгаються саме при виконаннi умови прилипання.

Функцiї Макдональда напiвцiлого порядку K3/2, K5/2 виражаються через елементарнi
функцiї [11]. Це дозволяє нам отримати µa у виглядi, зручному для аналiзу та обчислень

µa = µ

(
1 +

5

2
c

N2
0 (2a/l0)

2 + 3N0(2a/l0) + 3

N2
0 ((2a/l0)

2 − 3) + 3N0(2a/l0)(1−N2
0 ) + 3

)
. (5)

Визначення у роботi [4] параметрiв N0 i l0 полярної рiдини (1), (2) при моделюваннi
течiй кровi дає змогу дослiдити вплив полярних властивостей кровi на ефективну в’язкiсть
розведеної суспензiї сферичних частинок у нiй за допомогою формули (5).

Перед усiм, згiдно з (5), у граничному випадку c = 0, тобто за вiдсутностi в суспен-
зiї зважених частинок, несуча рiдини суспензiї — кров, яка моделюється полярною рiди-
ною (1), (2), поводить себе як ньютонiвська рiдина з в’язкiстю µ. Такий результат вiдповiдає
реальнiй поведiнцi кровi у великих судинах [2]. Це означає, що формула (5) визначає ефек-
тивну в’язкiсть розведеної суспензiї сферичних частинок у кровi саме у великих судинах.

Аналiз спiввiдношення (5) дозволяє також зробити висновок, що вплив обертальної в’яз-
костi кровi k при 0 < N0 6 1 на ефективну в’язкiсть суспензiї виявляється при скiнченних
значеннях 2a/l0, тобто при порiвняно малих розмiрах зважених частинок суспензiї. Зi збiль-
шенням a/l0 вплив обертальної в’язкостi кровi k на ефективну в’язкiсть суспензiї зникає,
формула (5) набуває вигляду µa = µ(1+2,5c), тобто ефективна в’язкiсть розведеної суспензiї
сферичних частинок у кровi при цьому визначається формулою Ейнштейна [10].

Формула (5) використовується нами також для знаходження числових значень харак-
теристичної в’язкостi [µa] = (µa − µ)/µc. Результати обчислень [µa] при рiзних значеннях
радiуса a зважених частинок суспензiї та гематокриту Cb ї ї несучої рiдини — кровi — подано
у табл. 1.

У цiй таблицi наведено залежнiсть [µa] вiд Cb i a; стовпчики 1–4 для [µa] вiдповiдають
a = 3,5 · 10−5 м, 4 · 10−5 м, 4,5 · 10−5 м, 5 · 10−5 м. Використанi тут значення a значно бiльшi
за ефективний радiус еритроцитiв у кровi, який з урахуванням їх об’єму 70–100 мкм3 [2]
дорiвнює (2,56−2,88)·10−6 м. Цим забезпечується коректнiсть моделювання кровi полярною
рiдиною (1), (2) при вибраних розмiрах зважених сферичних частинок.

Таким чином, аналiз аналiтичного виразу (5) для ефективної в’язкостi µa розведеної
суспензiї сферичних частинок у кровi i отриманi числовi значення [µa] показують, що кров
при наявностi в нiй зважених сферичних частинок виявляє свої неньютонiвськi — поляр-
нi — властивостi навiть у тих течiях, в яких вона поводить себе як ньютонiвська рiдина за
вiдсутностi в нiй зважених частинок. Серед таких течiй — течiя кровi у великих та середнiх
судинах або у каналах рiзних пристроїв поза органiзмом людини.

Врахування при цьому полярних властивостей кровi як несучої рiдини суспензiї при-
водить до збiльшення характеристичної в’язкостi [µa] суспензiї порiвняно з вiдповiдною
розведеною суспензiєю з ньютонiвською моделлю кровi. Зокрема, [µa] збiльшується вiд доб-
ре вiдомого значення 2,5, одержаного Ейнштейном [10] для розведеної суспензiї сферичних
частинок з ньютонiвською несучою рiдиною, до значень, наведених у табл. 1, якi були
одержанi у данiй роботi при моделюваннi кровi як несучої рiдини суспензiї полярною рi-
диною (1), (2), для рiзних значень гематокриту Cb кровi i рiзних значень радiуса a зва-
жених сферичних частинок. Дослiдження, проведенi у данiй роботi, розширюють дiапазон
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застосування полярної рiдини (1), (2) як реологiчної моделi кровi. Полярну рiдину слiд
застосовувати для моделювання кровi як дисперсiйного середовища суспензiї сферичних
частинок навiть у великих судинах або каналах рiзних пристроїв поза органiзмом людини
у випадках, коли кров виявляє властивостi полярної рiдини при взаємодiї зi зваженими
у нiй частинками.
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Е.Ю. Таран, В.А. Калион, О.А. Мельник

Эйнштейновская вязкость разбавленной суспензии микрочастиц
в крови

Получены аналитическое выражение и числовые значения для эффективной сдвиговой вяз-
кости разбавленной суспензии сферических микрочастиц в крови в рамках структурного
реологического метода Эйнштейна. В качестве реологической модели крови используется
микроконтинуальная полярная жидкость Ковина. Учет полярных свойств крови как не-
сущей жидкости суспензии приводит к увеличению эффективной вязкости суспензии по
сравнению с такой же суспензией с ньютоновской несущей жидкостью.

E.Yu. Taran, V. A. Kalion, O.O. Melnyk

Einsteinian viscosity of a dilute suspension of microparticles in blood

The analytical expression and numerical values for the effective shear viscosity of a dilute suspension
of spherical microparticles in blood are obtained within the frame of the Einsteinian structural
rheological method. The microcontinual Cowin polar fluid is used as a rheological model of blood.
The accounting of polar properties of blood as a carrier fluid of the suspension leads to the increase
of suspension’s characteristic viscosity in comparison with that of a suspension with the Newtonian
carrier fluid.
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Особливостi поведiнки температурного коефiцiєнта
лiнiйного розширення системи пентапласт/AgI

(Представлено академiком НАН України М.Т. Картелем)

Дослiджено особливостi теплового розширення наноструктурної композицiйної систе-
ми пентапласт/AgI в дiапазонi температур 300–450 К. Встановлено можливiсть одер-
жання композицiйних матерiалiв з технологiчно керованим температурним коефiцiєн-
том лiнiйного розширення в межах вiд −2 · 10−6 до +4 · 10−6 К−1. У температурному
iнтервалi фазового переходу наповнювача з аномальною дилатометричною поведiнкою
в композицiйнiй системi виявлено явище збудження термiчно стимульованих автоко-
ливань лiнiйних розмiрiв та дослiджено його закономiрностi.

Завдяки стiйкостi до впливу агресивних середовищ полiмернi матерiали мають широку
перспективу використання як рiзного роду технологiчнi покриття [1]. Серед них, внаслi-
док симетричного розмiщення в просторi хлорметильних груп вздовж основного ланцюга,
особливе мiсце займає пентапласт (3,3-бiс(хлорметил)оксациклобутан) [2]. Однак довговiч-
нiсть експлуатацiї полiмерних покриттiв при рiзних температурах обмежується невiдповiд-
нiстю їх температурного коефiцiєнта лiнiйного розширення (ТКЛР) матерiалу поверхнi.
Так, ТКЛР полiмерiв та, наприклад, металiв у бiльшостi випадкiв вiдрiзняються на поря-
док величини [3]. Така проблема може бути вирiшена шляхом доведення ТКЛР покриття до
значень ТКЛР матерiалу поверхнi з використанням при цьому полiмерних композицiйних
матерiалiв, до складу яких входить наповнювач iз аномальним (вiд’ємним) ТКЛР [4]. Опти-
мальним наповнювачем для такого випадку може бути йодид срiбла. Вiн має вiд’ємний та
стабiльний ТКЛР в широкому температурному iнтервалi (86–420 К) [3]. Крiм того, в областi
температури фазового β → α переходу йодиду срiбла iз дiелектричної до суперiонної фази
(Tс = 420 К) йому властиве додаткове стрiмке зменшення об’єму (∆V = −5,4%), зумовлене
структурною перебудовою iз гексагональної до кубiчної кристалiчної гратки [3]. Зменшен-
ня об’єму AgI передається до композицiйного матерiалу (КМ) в цiлому. Однак для зразкiв
з достатнiм вмiстом йодиду срiбла в температурному iнтервалi фазового β → α переходу
спостерiгається нове незвичне явище — коливання лiнiйних розмiрiв. Подiбнi коливання бу-
ли вперше виявленi при дослiдженнi композицiйної системи полiхлортрифторетилен−AgI
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Рис. 1. Температурна (а) та концентрацiйна (б ) залежностi ТКЛР КМ системи пентапласт/AgI (штриховi
лiнiї — кривi, розрахованi за формулою Тернера)

(ПХТФЕ−AgI) [5] i спостерiгалися також у системi пентапласт/AgI, одержанiй iз механiч-
ної сумiшi компонентiв [6].

Для покращення властивостей КМ типу полiмер — суперiонний провiдник розроблено
методику синтезу наноструктурної композицiйної системи на основi пентапласту та йодиду
срiбла з використанням фiзико-хiмiчного модифiкування поверхнi полiмеру йодидом срi-
бла (пентапласт/AgI) [7]. Результати електрофiзичних дослiджень композитiв свiдчать про
високу ефективнiсть їх формування за допомогою запропонованої методики.

У данiй роботi наведено результати дослiдження особливостей теплового розширення
КМ системи пентапласт/AgI.

Експеримент. Модифiкування поверхнi пентапласту йодидом срiбла проводили шля-
хом реакцiї обмiну мiж нiтратом срiбла та йодидом калiю на поверхнi функцiоналiзованих
частинок полiмеру (середнiй розмiр ∼40 мкм). Функцiоналiзацiю поверхнi пентапласту, для
надання гiдрофiльних властивостей, здiйснювали обробкою розчином диметилдихлорсила-
ну в циклогексанонi [7]. Блочнi зразки цилiндричної форми дiаметром 7 мм, заввишки 18 мм
виготовляли методом термiчного пресування при температурi 483 К i тиску 20 МПа.

Особливостi теплового розширення композицiйних матерiалiв системи пентапласт/AgI
дослiджували в iнтервалi температур 300–450 К за допомогою безконтактного лiнiйного
дилатометра iндукцiйного типу високої чутливостi з автоматичним записом результатiв ви-
мiрювання [6]. Температурну залежнiсть питомої теплоємностi КМ визначали динамiчним
калориметром з дiатермiчною оболонкою [8].

Результати та обговорення. Результати дослiдження температурної залежностi
ТКЛР композицiйних матерiалiв системи пентапласт/AgI з рiзним вмiстом дисперсного
наповнювача в дiапазонi температур 300–410 К наведено на рис. 1, а. Зразок AgI харак-
теризується вiд’ємним i стабiльним значенням ТКЛР у дослiджуваному температурному
iнтервалi, що зумовлено особливiстю розподiлу частот його фононного спектра, пов’язаною
з переважаючим внеском груп поперечних акустичних коливань низької частоти над попе-
речними оптичними i поздовжнiми акустичними коливаннями, вiдповiдальними за його роз-
ширення при нагрiваннi [3]. В свою чергу, змiна з температурою ТКЛР пентапласту (ПТП)
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є типовою для високомолекулярних тiл [9] i характеризується поступовим збiльшенням ко-
ефiцiєнта α вiд 55 ·10−6 до 90 ·10−6 К−1. Як i слiд було очiкувати, температурнi залежностi
ТКЛР зразкiв композицiйної системи займають промiжнi положення мiж вiдповiдними за-
лежностями окремих компонентiв. Однак змiна значень ТКЛР КМ системи пентапласт/AgI
зi збiльшенням вмiсту дисперсного наповнювача вiдбувається нелiнiйно (рис. 1, б ).

Як вiдомо, дослiдження закономiрностей змiни теплового розширення композицiйних
матерiалiв залежно вiд вмiсту наповнювача є iнформативною методикою одержання да-
них щодо мiжфазної взаємодiї компонентiв системи [10, 11]. У загальному випадку, при
вiдсутностi взаємодiї на межi роздiлу полiмер–наповнювач, ТКЛР композицiйної системи
визначається за простим правилом сумiшi

αк = αпϕп + αнϕн, (1)

де φп, αп та φн, αн — об’ємний вмiст i ТКЛР полiмеру та наповнювача вiдповiдно. При
наявностi ефективної мiжфазної взаємодiї поведiнка ТКЛР системи вже не узгоджується
з наведеним вище правилом i описується з використанням рiзних теоретичних пiдходiв [10].

Аналiз експериментальної залежностi α(C) композицiйної системи пентапласт/AgI ви-
явив, що значення ТКЛР високонаповнених зразкiв (CV > 40%) добре узгоджується з фор-
мулою Тернера для гомогенної сумiшi пружно взаємодiючих компонентiв

α =
αпϕпEп + αнϕнEн

ϕпEп + ϕнEн
, (2)

де Eп та Eн — модуль пружностi полiмеру та наповнювача вiдповiдно [12]. Рiвень мiжфазної
взаємодiї в композицiйнiй системi може бути кiлькiсно оцiнений за допомогою коефiцiєнта b,
який розраховується iз спiввiдношення

α = αc − b(αc − αt), (3)

де α, αс i αt — значення ТКЛР, визначенi, вiдповiдно, експериментально та розрахованi за
правилом сумiшi та формулою Тернера [12]. Для дiапазону концентрацiй 40–100% значення
коефiцiєнта b становить 0,9–1,1 i свiдчить про активну мiжфазну взаємодiю мiж полiмером
та наповнювачем. З практичної точки зору також важливо, що ТКЛР високонаповнених
зразкiв мало змiнюються з температурою — ∆α < 2·10−6 K−1 (див. рис. 1) i мають значення,
характернi для низькомолекулярних твердих тiл (−2 ÷ +4 · 10−6 K−1) [3].

В областi концентрацiй йодиду срiбла до 20% спостерiгається поступове зниження ТКЛР
системи. При цьому за рахунок збiльшення площi мiжфазного контакту експериментальна
залежнiсть α(C) близька до теоретичної кривої Тернера (рис. 1, б ). Однак з подальшим
збiльшенням вмiсту AgI на дiлянцi CV = 20–40% має мiсце вiдхилення значень ТКЛР вiд
розрахункових iз максимумом при об’ємному вмiстi наповнювача ∼30%. Такий результат ми
пов’язуємо iз зменшенням ступеня упорядкування надмолекулярної структури полiмерної
складової. Вказаний висновок пiдтверджується поведiнкою концентрацiйної залежностi пи-
томої теплоємностi КМ (рис. 2), а також збiльшенням ступеня упорядкування структурних
елементiв наповнювача у вказаному концентрацiйному дiапазонi. Зменшення коефiцiєнта α
при подальшому збiльшеннi вмiсту наповнювача (CV > 30%) пов’язане iз посиленням агре-
гацiйних процесiв мiж частинками AgI.

Для КМ системи пентапласт/AgI iз об’ємним вмiстом наповнювача 14–36% в областi
температури фазового переходу йодиду срiбла iз β- в α-фазу при нагрiваннi зi швидкiстю
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Рис. 2. Концентрацiйна залежнiсть питомої теплоємностi Cр КМ системи пентапласт/AgI

Рис. 3. Температурна залежнiсть вiдносного видовження КМ системи пентапласт/AgI при швидкостi на-
грiвання 2,6 К/хв. Об’ємний вмiст AgI: 1 — 36%; 2 — 27%; 3 — 20%

1,5–4 К/хв спостерiгається нове нетривiальне явище — коливання лiнiйних розмiрiв зразкiв
(рис. 3). Причину його виникнення можна пояснити таким чином. Як вiдомо, полiмер та
дисперсний наповнювач у складi КМ знаходяться в станi взаємного стиснення внаслiдок
значної рiзницi їх ТКЛР [4, 5]. Значення тиску на поверхнi роздiлу компонентiв може до-
сягати 240–480 · 105 Па [4].Iнтенсивне розширення полiмерної матрицi в КМ iз об’ємним
вмiстом наповнювача 20–40% (рис. 1, б ) створює на поверхнi роздiлу компонентiв системи
пентапласт/AgI додатковий тиск ∆p. В свою чергу, температура β → α переходу в AgI
(Tс), згiдно з фазовою дiаграмою (рис. 4, а) [13], зi збiльшенням тиску знижується. Функ-
цiональну залежнiсть Tс = f(p) можна подати таким рiвнянням:

Tc = −0,17p + 420 (4)

або

∆Tc = −0,17∆p. (5)

При фазовому β → α переходi вiдбувається додаткове значне зменшення розмiрiв час-
тинок AgI (∆V = −5,4%) [3] i, вiдповiдно, зменшення тиску з боку полiмерної компоненти.
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Рис. 4. Фазова дiаграма AgI (а) та схематичне зображення змiни лiнiйної довжини зразка КМ системи
пентапласт/AgI в околi температури фазового β → α переходу в AgI (б )

Розглянемо процес виникнення термiчно стимульованих автоколивань лiнiйних розмiрiв
зразкiв КМ за допомогою схематичного рис. 4, б. При нагрiваннi до температури початку
фазового перетворення в AgI, наприклад в точцi A, iнтенсивнiсть теплового розширення
КМ незначна. В областi температури фазового переходу зразок починає швидко скорочува-
тися за рахунок переважаючої iнтенсивної аномальної дилатометричної поведiнки йодиду
срiбла, що iлюструється неперервною кривою AK. При збiльшеннi вмiсту наповнювача iн-
тенсивнiсть скорочення зразка зростає, про що свiдчить змiна кута нахилу кривої на дiлянцi
AB (dl/dt = ctg φ). Якщо крутизна вiдрiзка кривої AB, наприклад в точцi B, стає бiльшою
вiд критичної, вiдбувається закритичне падiння тиску (dp/dl), i температура фазового пе-
реходу зростає (швидкiсть збiльшення Tс перевищує швидкiсть нагрiвання). Як наслiдок —
процес фазового перетворення припиняється i, вiдповiдно, припиняється стиснення части-
нок йодиду срiбла. В результатi зразок КМ починає розширюватися за рахунок полiмерної
складової (вiдрiзок BC). На данiй дiлянцi розширення полiмеру зумовлює наростання ти-
ску на частинки наповнювача. Це, в свою чергу, призводить до зниження Tс i в точцi C —
до вiдновлення процесу фазового перетворення в AgI. Знову вiдбувається дилатометричне
стиснення КМ (CD). Далi процес повторюється.

Таким чином, коли крутизна дiлянки BM вище критичної, в системi виникають стiйкi
дилатометричнi автоколивання. Роль зворотного зв’язку в автоколивнiй системi вiдiграє
аномальна залежнiсть Tс = f(p). Першопричиною виникнення явища є наявнiсть певної
“критичної’ концентрацiї наповнювача з аномальною дилатометричною поведiнкою.

Подiбнi коливання ранiше спостерiгалися лише в композицiйнiй системi ПХТФЕ−AgI [5]
та в зразках, одержаних iз механiчної сумiшi пентапласту та йодиду срiбла (пентапласт–
AgI) [6] (табл. 1). Розмiр частинок дисперсного наповнювача в таких системах становить
4–6 мкм. Слiд зазначити, що використання в нашiй роботi як полiмерної матрицi пен-
тапласту сприяло збiльшенню амплiтуди та перiоду дилатометричних коливань в 3,5 та
5 разiв вiдповiдно. На вiдмiну вiд композицiйної системи ПХТФЕ−AgI, в якiй колива-
ння збуджуються лише в зразках iз об’ємним вмiстом йодиду срiбла 60–68%, в системi
пентапласт–AgI вони виникають у бiльш широкому концентрацiйному дiапазонi — 3–42%.
Важливим критерiєм виникнення вказаних дилатометричних коливань, крiм достатнього
вмiсту наповнювача з аномальним ТКЛР (AgI), є також швидкiсть нагрiвання зразка. Для
системи ПХТФЕ−AgI вона має бути в межах вiд 1,3 до 4,5 К/хв [5]. При дослiдженнi ком-
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позицiйної системи пентапласт/AgI оптимальною, як з’ясувалось, є швидкiсть нагрiвання
2,6 К/хв.

Коливання лiнiйних розмiрiв зразкiв наноструктурної композицiйної системи пента-
пласт/AgI виникають, як i в системi, одержанiй iз використанням мiкрокристалiчного йо-
диду срiбла, у досить широкому концентрацiйному дiапазонi — 14–36%. Однак амплiтуда
коливань збiльшується в 1,5 раза, а середнiй перiод повного коливання дещо зменшується
(див. табл. 1). Вказанi змiни параметрiв термiчно збуджених дилатометричних коливань,
очевидно, спричиненi збiльшенням площi мiжфазного контакту за рахунок зменшення роз-
мiрiв частинок дисперсного наповнювача з аномальною дилатометричною поведiнкою з 4–
6 мкм до 500 нм [7]. Виявлене явище може бути використане в автоматичних схемах термо-
сигналiзацiї, п’єзогенераторах, критичних термодатчиках, у пристроях прес-форм (матри-
цi, скрiпленi бандажними стальними кiльцями) для термiчного пресування виробiв з КМ,
у тому числi епоксидних компаундiв тощо.

Таким чином, в роботi дослiджено особливостi теплового розширення композицiйних
матерiалiв системи пентапласт/AgI, одержаних iз використанням методики модифiкування
поверхнi пентапласту йодидом срiбла, в iнтервалi температур 300–450 К i дiапазонi концен-
трацiй дисперсного наповнювача 0–100%. Встановлено можливiсть використання високона-
повнених зразкiв КМ (CV > 40%) як функцiональних покриттiв з технологiчно керованим
ТКЛР в дiапазонi вiд −2 · 10−6 до +4 · 10−6 К−1 (включаючи нульове значення).

У системi пентапласт/AgI виявлено та дослiджено нове явище збудження термiчно
стимульованих коливань лiнiйних розмiрiв зразкiв у температурному iнтервалi фазово-
го переходу наповнювача. Першопричиною виникнення явища є наявнiсть у компози-
тi певної “критичної” концентрацiї наповнювача з аномальною дилатометричною пове-
дiнкою. Коливання є нелiнiйними внаслiдок нелiнiйностi дилатометричних змiн окремих
компонентiв i характеризуються значними амплiтудами, що становить 1–2% вiд довжини
зразка.

Таблиця 1. Параметри термiчно стимульованих коливань лiнiйних розмiрiв зразкiв систем ПХТФЕ−AgI,
пентапласт−AgI та пентапласт/AgI

CV , %
Швидкiсть
нагрiвання,
υ, К/хв

Перiод коливань, τ , с Амплiтуда, 2A,
∆l

l
· 104

T1 T2 T3 2A1 2A2 2A3

ПХТФЕ−AgI [5]

60 1,3 48 60 78 3,4 28,0 38,8
68 1,4 51 78 — 14,9 30,9 7,1
68 2,6 56 83 97 13,0 34,5 30,6
68 5,6 — — — — — —

Пентапласт−AgI [6]

8 2,6 734 286 — 128,7 81,3 —
17 2,6 712 187 133 118,7 93,1 72,5
20 2,6 704 169 110 85,4 70,7 59,5
36 2,6 608 — — 58 — —

Пентапласт/AgI

14 2,6 538 300 — 62 109 —
20 2,6 461 392 — 54 67 —
27 2,6 254 278 346 30,4 46 74
36 2,6 230 438 — 35 180 —
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И.М. Мудрак, В.В. Левандовский, П. П. Горбик, Л.К. Янчевский

Особенности поведения температурного коэффициента линейного
расширения системы пентапласт/AgI

Исследованы особенности теплового расширения наноструктурной композиционной систе-
мы пентаплст/AgI в диапазоне температур 300–450 К. Установлена возможность получе-
ния композиционных материалов c технологически регулируемым коэффициентом линей-
ного расширения в пределах от −2 · 10−6 до +4 · 10−6 К−1. В температурном интервале
фазового превращения наполнителя с аномальным дилатометрическим поведением в ком-
позиционной системе обнаружено явление возбуждения термически стимулированных ав-
токолебаний линейных размеров и исследованы его закономерности.
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I.M. Mudrak, V.V. Levandovskiy, P. P. Gorbyk, L. K. Yanchevskiy

Thermal expansion behavior of the penton/AgI system

Thermal expansion behavior of the nanostructured composite system penton/AgI in the temperature
range 300–450 K is investigated. The possibility to obtain composite materials with the technologi-
cally adjusted coefficient of thermal expansion in the range from −2·10−6 to +4·10−6 К−1 (including
zero value) is shown. The new phenomenon of the excitation of thermally stimulated dimensional
oscillations in the composite system penton/AgI under heating in the temperature interval of the
phase transition of a filler with anomalous dilatometric behavior has been revealed and investigated.
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Кинетические особенности изотермического

и неизотермического высокотемпературного окисления
композита системы SiC−Al2O3−ZrO2

(Представлено академиком НАН Украины С.А. Фирстовым)

С помощью методов термогравиметрии, дифференциального термического анализа,
а также рентгенофазового, петрографического и рентгеноспектрального анализов ис-
следовано неизотермическое высокотемпературное окисление на воздухе (до 1600 ◦C)
керамики системы SiC−Al2O3−ZrO2. При изотермическом окислении (1350 ◦C) выде-
лены кинетические температурные участки линейного и параболического окисления.
При температуре 1000–1500 ◦C установлено образование силиката алюминия Al2SiO5

в верхнем слое окалины.

В ряду композиционных материалов, работающих в условиях экстремальных нагрузок
и температур, чрезвычайно перспективной является керамика системы SiC−Al2O3−ZrO2,
обладающая высоким уровнем триботехнических, физико-механических и коррозионных
свойств [1]. Материалы указанной системы эффективно используются также в виде по-
рошков для нанесения газотермических покрытий. В частности, детонационное покрытие
на стали из композиционного порошка на основе системы SiC−Al2O3−ZrO2 обеспечивает
в четыре раза более высокую износостойкость по сравнению с традиционным покрытием
из твердого сплава ВК-15 [2].

Высокий уровень физико-механических свойств керамики системы SiC−Al2O3−ZrO2

позволяет использовать ее в виде монолитных композитов антифрикционного назначения:
уплотнительных элементов для нефтеперекачивающих насосов, деталей высоконагружен-
ных узлов трения, стенок нагревательных котлов, уменьшающих потери тепла, огнеупор-
ных кирпичей, а в горной промышленности — для изготовления колец, через которые дви-
жется порода.

Высокотемпературное окисление на воздухе керамики системы SiC−Al2O3−ZrO2 сопро-
вождается следующими последовательными реакциями:

SiC + 2O2 = SiO2 +CO2, (1)
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Al2O3 + SiO2 → Al2O3(SiO2) (твердый раствор), (2)

Al2O3 + SiO2 = Al2SiO5 (силикат алюминия). (3)

Целью настоящей работы является исследование прироста массы на единицу поверх-
ности образцов и тепловыделения при их высокотемпературном окислении на воздухе при
атмосферном давлении, а также изменений состава и структуры поверхности для керами-
ки системы SiC−Al2O3−ZrO2.

Методика и материалы. Исходные керамические образцы размером 10 × 10 × 10 мм
получали методом порошковой металлургии. При этом образцы подвергали специальной
механической обработке с целью удаления наружного дефектного слоя. Образцы с порис-
тостью 2–3% окисляли на воздухе при их постепенном нагреве до температуры 1600 ◦C;
прирост массы и тепловые эффекты взаимодействия фиксировали в соответствующих тем-
пературных интервалах TG- и DTA-методами.

Перед началом опыта (подачей воздуха) стеклянную систему установки откачивали,
затем очищали от адсорбированных газов продуванием аргона при атмосферном давлении.
Образцы керамики подвергали окислению на воздухе в изотермических условиях, в част-
ности, в течение двух часов при температуре 1350 ◦С, автоматически фиксируя величину
прироста массы на единицу площади поверхности образца, а также в неизотермических
условиях при скорости нагрева образца 28 град/мин. Оба вида исследований проводили на
дериватографе французской фирмы Setaram.

Металлографические, микроструктурные и рентгеноспектральные исследования как ис-
ходной, так и окисленных в лабораторных условиях поверхностей проводили с использова-
нием прибора CAMEBAX SX-50. Рентгенофазовый анализ продуктов окисления проводили
на дифрактометре ДРОН-3 (Cu Кα-излучение).

Образование силиката алюминия Al2SiO5 на поверхности окисленных образцов иденти-
фицировали петрографически при использовании минералогического микроскопа МИН-7
и набора стандартных иммерсионных жидкостей с известными коэффициентами прелом-
ления. Для силикатной фазы Al2SiO5 ромбической сингонии с массовым содержанием 62%
Al2O3 и 37,1% SiO2 коэффициенты преломления составляли np = 1,659, ng = 1,680 и nm =
= 1,660.

Результаты исследования и их обсуждение. Исходную кинетическую зависимость
при температуре 1350 ◦C в координатах: ∆m/S — прирост массы керамического образца
на единицу площади его поверхности; τ — время, приведенное на рис. 1, а, можно разде-
лить на три области. Как видно из рис. 1, б, начальная область этой зависимости (от 0
до ∼40 мин) является линейной ∆m/S = klτ с константой kl = 4,4 · 10−2 мг/(см2 · мин) =
= 7,4 · 10−6 кг/(м2 · с). Далее следует переходная область (∼40–80 мин), а за нею (∼80–
200 мин) — параболическая (∆m/S)2 = 2kpτ с kp = 5,04 · 10−2 мг2/(см4 · мин) =
= 8,3 ·10−8 кг2/(м4 ·с)(см. в на рис. 1). Такая зависимость является типичной в случае, ког-
да в начальный период времени (при малой толщине слоя химического соединения) общая
скорость взаимодействия фаз ограничивается скоростью реакции на их границе раздела,
а затем по мере утолщения слоя лимитирующей становится скорость диффузии реагирую-
щих частиц сквозь его объем [3].

Результаты неизотермического окисления того же образца до 1600 ◦С при скорости на-
грева 20 град/мин (рис. 2) подтверждают исключительно высокую устойчивость к оки-
слению образца исследуемой керамики SiC−Al2O3−ZrO2 (суммарное значение величины
∆m/S = 8,9 мг/см2).
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Рис. 1. Кинетические зависимости, полученные при изотермическом окислении на воздухе керамики сис-
темы SiC−Al2O3−ZrO2 при 1350 ◦С: а — общий вид кривой окисления; б — начальная линейная скорость
окисления образца; в — конечная параболическая зависимость скорости окисления образца

При этом данные TG- и DTA-анализа (см. рис. 2) однозначно свидетельствуют о двух
различных механизмах процесса: при температуре от 500 до 900 ◦С один механизм процес-
са окисления и максимальная скорость реакции окисления при 760 ◦С (первый пик DTA
на соответствующей кривой); при температуре от 900 до 1600 ◦С с другой максимальной
скоростью реакции окисления при 1500 ◦С (второй пик DTA).

С помощью рентгеноспектрального и петрографического анализов окалины на образ-
цах, окисленных в изотермических условиях при 760 и 1500 ◦С, установлено, что окисление
здесь осуществляется по реакциям (1) с образованием α-кристобалита (3); в результате
последней образуется силикат алюминия. При этом поверхностная пленка на окисленном
до 1500 ◦С образце состоит из четырех фаз: оксидов α-SiO2, α-Al2O3, ZrO2 и силиката алю-
миния Al2SiO5 (структура силлиманита ромбической сингонии). Распределение элементов
O, Si, Al и Zr в образующейся оксидной пленке показано на рис. 3.

В результате высокотемпературного окисления на поверхности образцов керамики сис-
темы SiC−Al2O3−ZrO2 формируется композиционный материал на основе силиката алю-
миния Al2SiO5, образующийся по реакциям (1) и (3). Кроме Al2SiO5, в окалине в меньшем
количестве присутствуют оксиды α-SiO2, α-Al2O3 и ZrO2. Такой композиционный мате-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №12 91



Рис. 2. TG- (1 ) и DTA-кривые (2 ) неизотермического (до 1600 ◦C) окисления на воздухе керамики системы
SiC−Al2O3−ZrO2

Рис. 3. Распределение элементов в оксидной пленке, образующейся при окислении керамики системы
SiC−Al2O3−ZrO2: а — Si, O; б — Al, O; в — Zr, O

риал имеет характерную самоармированную структуру. Структуры подобного типа обла-
дают повышенным уровнем физико-механических свойств. В частности, образующиеся при
высокотемпературной коррозии оксидные и силикатные фазы выполняют роль барьера,
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Рис. 4. Дифрактограмма окисленной при 1600 ◦C поверхности образца системы SiC−Al2O3−ZrO2

препятствующего диффузии кислорода в глубь образца. Следовательно, образование на
поверхности окисленного композита защитного слоя силиката алюминия обеспечивает его
высокую устойчивость к высокотемпературной коррозии.

Наружный защитный слой окалины толщиной ∼180 мкм (без пор и трещин) имеет са-
моармированную тонкодисперсную дискретную структуру, характерную как для муллитов,
так и для оксида алюминия. Именно такая структура образуется при нагреве на воздухе
композита SiC−Al2O3−ZrO2 до 1500 ◦С в результате диффузии реагентов из объема мате-
риала к поверхности с образованием силиката алюминия по реакциям (1) и (3). Это согла-
суется с данными РФА и МРСА.

Характер распределения элементов (Al, Si, Zr, O) в поперечном сечении окисленного
образца (см. рис. 3) подтверждает формирование многослойной структуры окалины с тре-
мя характерными слоями, отличающимися составом. Наружный слой толщиной ∼180 мкм
характеризуется повышенным содержанием Al и наименьшим — Zr, по сравнению с ниже-
лежащими слоями. При этом совпадение концентрационных пиков Al, O и Si указывает на
наличие в слое фазы силиката алюминия, что подтверждается РФА поверхности (рис. 4).

Таким образом, при высокотемпературном окислении композиционной керамики систе-
мы SiC−Al2O3−ZrO2 в среде воздуха при температуре до 1600 ◦С образуется трехслойная
окалина без трещин с изменяющимися по глубине составом и структурой.

Наружный защитный слой окалины толщиной ∼180 мкм, состоящий из силиката алю-
миния Al2SiO5 и имеющий тонкодисперсную дискретную волокнистую структуру, обладает
высокой коррозионной стойкостью и способствует повышению уровня служебных характе-
ристик исследованной керамики.
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А.Д. Панасюк, I. О. Подчерняєва, О.П. Уманський, В. I. Дибков,
В.П. Коновал, В.О. Лавренко

Кiнетичнi особливостi iзотермiчного i неiзотермiчного
високотемпературного окиснення композита системи
SiC−Al2O3−ZrO2

За допомогою методiв термогравiметрiї, диференцiального термiчного аналiзу, а також
рентгенофазового, петрографiчного та рентгеноспектрального аналiзiв дослiджено неi-
зотермiчне високотемпературне окиснення на повiтрi (до 1600 ◦C) керамiки системи
SiC−Al2O3−ZrO2. При iзотермiчному окисненнi (1350 ◦C) видiлено кiнетичнi температурнi
дiлянки лiнiйного та параболiчного окиснення. При температурах 1000–1500 ◦C встановлено
утворення силiкату алюмiнiю Al2SiO5 у верхньому шарi окалини.

A.D. Panasyuk, I. A. Podchernyaeva, A. P. Umanskyi, V. I. Dybkov,
V.P. Konoval, V. A. Lavrenko

Kinetic peculiarities of isothermal and non-isothermal high-temperature
oxidation of SiC−Al2O3−ZrO2 composite

With the use of thermogravimetry, TG, DTA, XRD petrographic, and EPMA methods, the non-
isothermal high-temperature oxidation in air (up to 1600 ◦C) of SiC−Al2O3−ZrO2 ceramics has
been studied. At 1350 ◦C, the linear and parabolic sections of oxidation kinetics have been observed.
At 1000–1500 ◦C, it has been established that, in the upper scale layer, the formation of Al2SiO5

aluminum silicate occurs.

94 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2012, №12



оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

12 • 2012

НАУКИ ПРО ЗЕМЛЮ

УДК 550.34

© 2012

Член-кореспондент НАН України В. А. Даниленко, С.В. Микуляк

Особливостi поширення нелiнiйних хвиль у сипкому
середовищi

Методом дискретних елементiв проведено моделювання двовимiрних процесiв поширен-
ня нелiнiйних хвиль у шарi сипкого (гранульованого) середовища, яке знаходиться в полi
сили тяжiння. Встановлено, що в шарi структурованого середовища можуть утворю-
ватися перiодичнi хвильовi структури, параметри яких залежать вiд розмiрiв елемен-
тiв структури та вiд висоти шару.

Процес поширення хвиль навантаження у природному сипкому середовищi є складним зва-
жаючи на його структурованiсть, неоднорiднiсть, нерiвноважнiсть, анiзотропiю, нелiнiйний
та дисипативний характер взаємодiї структурних елементiв, наявнiсть ланцюжкiв сили,
вздовж яких переносяться збурення малої амплiтуди, переупаковку елементiв у процесi на-
вантаження тощо [1–5]. Така складна поведiнка може привести до того, що середовище
буде в незвичний спосiб реагувати на зовнiшнi збурення, формуючи, наприклад, перiодичнi
сигнали певної характерної частоти, як це спостерiгалося в експериментах iз зануренням
загостреного стрижня в сухий пiсок [6], коли у згенерованiй ним хвилi мав мiсце процес
виокремлення перiодичного коливання з частотою ≈3 кГц (рис. 1).

Континуальними моделями, що iснують на сьогоднi, неможливо адекватно описати ди-
намiку гранульованого середовища, тому для моделювання рiзних динамiчних процесiв,
у тому числi й хвильових, широкого застосування набув метод дискретних елементiв, в яко-
му моделюється динамiка кожного елемента [7]. Система рiвнянь, що описує динамiку диск-
ретних елементiв, включаючи їх обертання, розв’язується чисельно. Можливостi сучасних

Рис. 1. Спектр сигналу при зануреннi загостреного стрижня в пiсок, за [6]
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Рис. 2. Масив сферичних дискретних елементiв

персональних комп’ютерiв такi, що дають змогу обрахувати рух десяткiв або навiть сотень
тисяч дискретних елементiв.

У даному повiдомленнi за допомогою методу дискретних елементiв моделюється дво-
вимiрний процес поширення нелiнiйної хвилi в шарi сипкого (гранульованого) середовища,
яке знаходиться в полi сили тяжiння. Масив дискретних елементiв, що утворює сипке се-
редовище, складається з 14 000 елементiв сферичної форми з гауссiвським розподiлом за
розмiром з невеликою дисперсiєю. Середнiй розмiр елементiв r0 = 0,4 мм. На рис. 1 наве-
дено фрагмент шару гранульованого середовища, що знаходиться поблизу поршня, яким
генерується хвиля, внаслiдок прикладеної сили в напрямi x:

F = F0 sin
2

(
πt

t0

)
при t 6 t0,

F = 0 при t > t0.

(1)

Систему звичайних диференцiйних рiвнянь, яка описує поступальний та обертальний
рух елементiв, розв’язували за допомогою алгоритму Верлета (velocity Verlet algorithm) [8].
Взаємодiю мiж дискретними елементами описували моделлю Герца для пружних тiл з ура-
хуванням кулонiвського тертя. Детально систему разом з алгоритмом числового розрахунку
наведено в статтях [9, 10]. Усередненi швидкостi обчислювали в шести областях завтов-
шки 5r0. Одну з цих областей у виглядi вертикальної лiнiї демонструє рис. 2. При розра-
хунках брали такi значення констант: F0 = 40 Н, t0 = 100 мкс.

Результати розрахункiв залежностi усередненої швидкостi вiд часу для шести вiдстаней
вiд початку координат показують, що хвиля, згенерована iмпульсним навантаженням (1),
у процесi її поширення дуже швидко згасає i згодом трансформується в перiодичну хвилю.
Залежнiсть для третьої областi вiд початку координат, де чiтко видно близькi до перiоди-
чних коливання, iлюструє рис. 3, а. Спектральний аналiз залежностi усереднених швидко-
стей вiд часу пiдтверджує наявнiсть характерної частоти у їх спектрах: νs ≈ 6400 Гц (див. б
на рис. 3). Аналiз поля швидкостей свiдчить про те, що в шарi гранульованого середовища
формуються перiодичнi структури (рис. 4). За умовами розрахункiв, значення коефiцiєнта
тертя мiж структурними елементами вибирали при Cf = 0,2; розрахунки значень коефiцiєн-
та тертя при Cf = 0,1 й Cf = 0,5 також пiдтверджують iснування цих хвильових структур.
У випадку вiдсутностi сили тертя, тобто при Cf = 0, такi хвилi зникають. Щодо залежностi
домiнантної частоти вiд коефiцiєнта тертя, то вона практично вiдсутня, тiльки зi збiльшен-
ням коефiцiєнта в’язкостi перiодична хвиля стає бiльш чiткою. Отже, хвильовi структури
утворюються лише за наявностi в середовищi сили тертя, що спричинює обертальний рух
елементiв та дисипацiю енергiї.

Для того щоб дослiдити вплив розмiру гранул на властивостi хвильових структур, було
проведено розрахунки поширення хвиль у шарi, утвореному масивом з вдвiчi меншими за
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Рис. 3. Залежнiсть усередненої швидкостi вiд часу на вiдстанi x = 24 см (а) та її спектр (б )

Рис. 4. Поле швидкостей в областi 28 см 6 x 6 32 см у момент часу t = 1,0 мс

розмiрами гранулами (середнiй розмiр елементiв r0 = 0,2 мм). При цьому кiлькiсть еле-
ментiв зросла до 64000 за умов, що висота шару залишилась тiєю ж самою. Як показують
розрахунки, в такому масивi також утворюються перiодичнi структури i також лише за на-
явностi сили тертя мiж його елементами. Видiлена у цьому випадку νs становить ∼8600 Гц.
Ця частота вища, нiж у випадку масиву з бiльшими елементами.

Ще один параметр, який був предметом дослiдження стосовно його впливу на хвильовi
структури, — висота шару. Було проведено розрахунки хвильового процесу в гранульова-
ному шарi з вдвiчi бiльшою висотою. Такий масив утворений з 28 000 елементiв iз середнiм
розмiром r0 = 0,4 мм. Як показали розрахунки, характерна частота перiодичних коливань
у цьому випадку майже у 1,5 раза нижча (νs ≈ 4100 Гц). Отже, збiльшення висоти вдвiчi
призводить до збiльшення розмiрiв структур лише у пiвтора раза. За даними розрахункiв
хвильового процесу в шарi гранульованого середовища за вiдсутностi сили тяжiння дове-
дено, що такi хвильовi структури не утворюються.

Таким чином, в результатi комп’ютерного моделювання встановлено, що в процесi поши-
рення нелiнiйної хвилi у шарi структурованого середовища можуть утворюватися хвильовi
структури, параметри яких залежать вiд розмiру елементiв структури та вiд висоти шару.
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Особенности распространения нелинейных волн в сыпучей среде

Методом дискретных элементов проведено моделирование двухмерных процессов распрост-
ранения нелинейных волн в слое сыпучей (гранулированной) среды, находящейся в поле си-
лы тяжести. Установлено, что в слое структурированной среды могут образовываться
периодические волновые структуры, параметры которых зависят от размеров элементов
структуры и от высоты слоя.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.A. Danylenko, S.V. Mykulyak

Characteristic features of the nonlinear wave propagation in a granular
medium

The computer simulation of the two-dimensional processes of nonlinear wave propagation in the
layer of a granular medium under the gravitation field is carried out, by using the discrete element
method. We have found that periodic wave structures can be formed in the layer of a structured
medium. Their parameters depend on the size of elements and on the height of the layer.
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Скорость роста глобальной приземной температуры
воздуха, рассчитанная по данным ре-анализа

за 1871–2008 гг.

Рассчитаны и проанализированы глобальные линейные тренды в поле приземной тем-
пературы воздуха (ПТВ) по данным ре-анализа Национального центра прогнозов США
за 1871–2008 гг. На большей части земного шара их типичные значения фиксируются
в пределах от 0 до 1 ◦С/100 лет либо являются незначимыми. Максимальные положи-
тельные величины линейных трендов температуры приходятся на высокие широты.
В зимние месяцы Северного полушария они достигают 5 ◦С/100 лет на северо-восто-
ке Канады и на юге Южной Америки. В летние месяцы Северного полушария макси-
мальные тренды ПТВ (до 6 ◦С/100 лет) отмечаются в районе Антарктического по-
луострова и в области, протянувшейся от крайнего северо-востока Евразии через се-
верную часть Северной Америки и до Гренландии. Значимые отрицательные величины
линейных трендов в поле ПТВ отсутствуют. Таким образом, подтверждается нали-
чие значимого глобального потепления приземного слоя тропосферы столетнего мас-
штаба. Вместе с тем на большей части Европейского региона не наблюдается значи-
мых трендов ПТВ. Здесь преобладает межгодовая–десятилетняя изменчивость ПТВ
естественного происхождения.

В последние два десятилетия для исследования глобальных климатических изменений ши-
роко используются данные ре-анализа как результат усвоения различных видов наблюде-
ний, накопленных в международных центрах данных, глобальными моделями динамики
атмосферы. Первое усвоение такого типа было выполнено в Национальном центре прогно-
зов США (NCEP), где использовались как контактные данные (начиная с 1948 г.), так
и спутниковые данные наблюдений (c 1979 г.) [1]. К настоящему времени выполнено еще
несколько расчетов, использующих практически ту же историческую базу данных, что и
в NCEP, но отличающихся пространственным разрешением атмосферных моделей, пара-
метризацией подсеточных процессов, алгоритмом усвоения данных, особенностями числен-
ных методов решения системы дифференциальных уравнений. Среди них можно отметить
данные ре-анализа Европейского центра среднесрочных прогнозов погоды (ECMWF) [2]
и Японского метеорологического сообщества (JRA) [3].

Использование упомянутых данных ре-анализа для надежной оценки глобальных трен-
дов метеорологических характеристик затруднено, что связано с пространственно-времен-
ной неоднородностью наблюдательной системы и ее принципиальным качественным разви-
тием в последние 30 лет. Действительно, спутниковые методы наблюдений, активно разви-
ваемые с конца 70-х годов XX ст., привели к тому, что результаты усвоения за последнюю
треть 20 и начало 21 века несравнимы с данными ре-анализа за предыдущий период [4].
Именно поэтому недавно в США был выполнен еще один ре-анализ за период с 1871 по
2008 гг. (так называемой 20th Century Reanalysis, далее — 20СR), описанный в статье [5]
и доступный для открытого использования [6]. Важной его особенностью является то, что
в нем усваиваются только срочные данные о приземном давлении, поступающие с сети
гидрометеорологических станций, на которых проводятся наблюдения на протяжении дли-
тельного периода времени на основе практически неизменных методических принципов.
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В качестве граничных условий над акваторией Мирового океана для 20СR используется
британский массив данных центра Хэдли (так называемый HadISST), содержащий архив-
ные результаты наблюдений о среднемесячной поверхностной температуре воды и концент-
рации морского льда [7]. При этом в атмосферной модели с пространственным разреше-
нием 2 × 2◦, применяемой для ре-анализа, усваиваются: информация об изменении кон-
центрации углекислого газа в атмосфере, имеющиеся данные об изменяющемся радиацион-
ном форсировании за счет небольших изменений солнечной постоянной и вулканических
извержений, а также информация о процессах, протекающих в почве [5, 8].

Длительность периода усвоения данных наблюдений (138 лет) позволяет рассчитать
и проанализировать глобальные линейные тренды приземной температуры воздуха (ПТВ),
характеризующие скорость глобального потепления приземного слоя тропосферы столетне-
го масштаба, что и является основной целью настоящего сообщения.

Первичный анализ качества данных 20СR был выполнен в работе [5], где, в частнос-
ти, отмечалась хорошая воспроизводимость циркуляции внетропических широт по резуль-
татам расчетов. Что касается поля ПТВ, то была зафиксирована значительная разница
среднегодовой температуры по данным 20СR и других ре-анализов вблизи обоих полюсов,
которая достигала 6–7 ◦С за 1979–2001 гг. [5]. Вероятно, такая разница была обусловлена
практическим отсутствием контактных наблюдений в этих районах на протяжении боль-
шей части периода усвоения данных 20СR. В других же ре-анализах усваиваются также
и спутниковые данные, поэтому наблюдается существенное различие временного хода тем-
пературы в высоких широтах по результатам разных расчетов, особенно выраженное в пос-
ледние 30 лет. Вот почему в данной работе анализ глобального поля ПТВ был ограничен
широтами 70◦ с.ш. и 70◦ ю.ш.

Несоответствие линейных трендов ПТВ, рассчитанных по результатам прямых наблю-
дений в Европе в 1979–2008 гг. и по данным 20СR, достигающее 0,2–0,4 ◦С за 10 лет,
выявлено в публикации [9]. В этой связи в [5] отмечалось о необходимости дальнейшей
работы по сравнению массива данных 20СR с другими данными. Поэтому дополнитель-
но нами проведено сравнение статистических характеристик (средних величин, линейных
трендов и коэффициентов корреляции), рассчитанных по данным 20СR и по результатам
долговременных метеорологических наблюдений за ПТВ для нескольких точек Европейс-
кого региона (табл. 1). Эти точки выбирались, исходя из следующих соображений. Во-пер-
вых, в окрестности выбранных гидрометеорологических станций отсутствуют выраженные
орографические неоднородности, которые могли бы приводить к локальным особенностям
ПТВ, плохо воспроизводимых в рамках проведенного ре-анализа из-за его достаточно грубо-
го пространственного разрешения. Во-вторых, на отобранных станциях выполнялись доста-
точно длительные наблюдения за ПТВ, что позволило надежно оценить линейные тренды
столетнего масштаба.

Сравнительный анализ показал, что статистические характеристики, полученные по
данным 20СR и результатам наблюдений за ПТВ на выбранных станциях, мало отличают-
ся друг от друга (см. табл. 1). Эти различия могут быть связаны с некоторой удаленностью
узлов регулярной сетки в ре-анализе 20СR от местоположения метеостанций. Кроме того,
на береговых станциях (таких, как Одесса) низкое пространственное разрешение ре-анали-
за все же оказывает некоторое влияние на результаты расчетов из-за наличия значитель-
ных различий в свойствах подстилающей поверхности на суше и на море. Однако в целом
можно сделать вывод о достаточно хорошей воспроизводимости проанализированных ста-
тистических характеристик ПТВ по данным 20СR (по крайней мере, для большей части

100 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2012, №12



Рис. 2. Глобальные линейные тренды приземной температуры воздуха (°C/100 лет) в июле за
1871–2008 гг.

Рис. 1. Глобальные линейные тренды приземной температуры воздуха (°C/100 лет) в январе за
1871–2008 гг. 
Здесь и на рис. 2: затемненные области, покрытые точками, — значимые величины (как минимум
на 95%-м уровне значимости)



Восточно-Европейского региона), что (как и результаты работы [9]) позволяет обоснованно
надеяться, что качество ре-анализа приемлемо для оценки глобальных линейных трендов
ПТВ (за исключением некоторых регионов).

Глобальные линейные тренды ПТВ. Распределение глобальных линейных трендов
температуры для января и июля (рис. 1, 2) принципиально подтверждает результаты отчета
Межправительственной группы экспертов по изменению климата [10], в котором отмечено,
что потепление протекает значительно более быстрыми темпами в высоких широтах как
в зимнее, так и в летнее время.

Во все зимние месяцы Северного полушария преобладающими на земном шаре яв-
ляются значимые положительные линейные тренды ПТВ. Их типичная величина изме-
няется от 0 до 1 ◦С/100 лет (см. рис. 1). На крайнем северо-востоке Канады и на юге
Южной Америки наблюдаются максимальные положительные тренды температуры, до-
стигающие 5 ◦С/100 лет. В северной части Азии отмечается обширная область, в которой
тренды достигают значительной величины (до 4 ◦С/100 лет). В то же время имеются об-
ширные области с отрицательными (до −2 ◦С/100 лет) и небольшими положительными
трендами температуры, которые являются незначимыми. Они приурочены к центральной
части Тихого океана (40◦ с.ш. — 40◦ ю.ш.), Северной Африке, центральной части Южной
Америки (0–20◦ ю.ш.) и области, протянувшейся от центральных районов Северной Аме-
рики и северной части Северной Атлантики до Европейского региона, включая большую
часть территории Украины.

В летние месяцы Северного полушария, так же, как и зимой, на большей части зем-
ного шара превалируют положительные тренды ПТВ, величина которых изменяется от 0
до 1 ◦С/100 лет (см. рис. 2). Область с положительными трендами (до 6 ◦С/100 лет) протя-
нулась от крайней северо-восточной части Евразии через северную часть Северной Америки
и до Гренландии. Отмечается еще одна область в районе Антарктического полуострова, где
величина максимальных положительных трендов температуры достигает 6 ◦С/100 лет. Это
совпадает с результатами, полученными по данным регулярных гидрометеорологических

Таблица 1. Сравнение температуры воздуха по данным 20CR и результатам наблюдений на метеостанциях
для января месяца

Метеостанция
и период наблюдения

Статистический
параметр

Сравнительная характеристика
по данным

наблюдений 20CR

Полтава (1900–2001 гг.) Средняя ПТВ, ◦С −6,33 −6,40
Тренд ПТВ, ◦С/год 0,012 0,011
Коэффициент корреляции 0,91

Одесса (1900–2001 гг.) Средняя ПТВ, ◦С −0,78 −1,90
Тренд ПТВ, ◦С/год 0,004 0,014
Коэффициент корреляции 0,90

Вильнюс (1871–2008 гг.) Средняя ПТВ, ◦С −6,0 −5,2
Тренд ПТВ, ◦С/год 0,013 0,011
Коэффициент корреляции 0,96

Варшава (1871–1998 гг.) Средняя ПТВ, ◦С −2,9 −2,68
Тренд ПТВ, ◦С/год 0,008 0,003
Коэффициент корреляции 0,95

Киев (1900–2000 гг.) Средняя ПТВ, ◦С −5,4 −5,3
Тренд ПТВ, ◦С/год 0,015 0,012
Коэффициент корреляции 0,96
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Рис. 3. Временные ряды приземной температуры воздуха в точках 46◦ с.ш., 30◦ в. д. (тонкая линия) и
50◦ с. ш., 30◦ в. д. (полужирная линия), осредненные за январь–февраль, и их линейные тренды за 1871–
2008 гг.
1 — 46◦ с.ш., 30◦ в. д.; 2 — 50◦ с.ш., 30◦ в. д.; линейные тренды: 3 — 50◦ с. ш., 30◦ в. д.; 4 — 46◦ с. ш.,
30◦ в. д.

наблюдений [9]. Так же, как и в зимние месяцы, имеются обширные области с незначи-
мыми трендами ПТВ. К ним относится большая часть Евразии, Южной Америки, Северной
Африки и центральная часть Северной Америки.

Таким образом, глобальное потепление не является повсеместным. Оно наиболее выра-
жено в высоких широтах, где величина линейных трендов ПТВ достигает 6 ◦С/100 лет. На
остальной части земного шара их типичные величины составляют менее 1 ◦С/100 лет, либо
тренды являются незначимыми. Эти результаты в целом согласуются с данными Межпра-
вительственной группы экспертов по изменению климата. Однако отмечаются и некоторые
различия. В частности, анализ более длительного периода времени (с 1871 по 2008 гг.) по-
казывает отсутствие области со значимыми положительными трендами ПТВ над Гренлан-
дией, Северной Атлантикой, Европой, Средним Востоком и Центральной Азией. В отче-
те же IPCC отмечается наличие положительных трендов ПТВ в этих регионах, достига-
ющих 0,45–0,75 ◦С/10 лет.

Важно обратить внимание, что над большей частью Европейского региона не наблю-
дается значимых трендов ПТВ. Здесь преобладает межгодовая — десятилетняя измен-
чивость температуры, которая визуально достаточно хорошо видна на временном ходе
ПТВ в большинстве узлов расчетной сетки, расположенных на Европейском континен-
те. Для примера на рис. 3 приведен соответствующий временной ход температуры в двух
точках, приуроченных к меридиану 30◦ в. д., пересекающему Восточную Европу. Отме-
ченное преобладание межгодовой — десятилетней изменчивости температуры в этом ре-
гионе подтверждает результаты, опубликованные в многочисленных работах (например,
в [11–13]), и свидетельствует о важности изучения естественной климатической изменчи-
вости.

Авторы выражают благодарность Г. Станкинавичусу за предоставленные среднемесячные
данные о температуре воздуха на метеостанции Вильнюса.
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Член-кореспондент НАН України О.Б. Полонський, Д. В. Башарiн

Швидкiсть зростання глобальної приземної температури повiтря, що
розрахована за даними ре-аналiзу за 1871–2008 рр.

Розраховано i проаналiзовано глобальнi лiнiйнi тренди в полi приземної температури по-
вiтря (ПТП) за даними ре-аналiзу Нацiонального центру прогнозiв США за 1871–2008 рр..
На бiльшiй частинi земної кулi їх типовi значення фiксуються в межах вiд 0 до 1 ◦С/100
рокiв або є незначущими. Максимальнi додатнi величини лiнiйних трендiв температури
припадають на високi широти. Взимку в Пiвнiчнiй пiвкулi вони досягають 5 ◦С/100 рокiв
на пiвнiчному сходi Канади та на пiвднi Пiвденної Америки. Влiтку в Пiвнiчнiй пiвкулi
максимальнi тренди (6 ◦С/100 рокiв) вiдзначаються в районi Антарктичного пiвострова
та в областi, що простяглася вiд крайнього пiвнiчного сходу Євразiї через пiвнiчну части-
ну Пiвнiчної Америки i до Гренландiї. Значущi вiд’ємнi величини лiнiйних трендiв у полi
приземної температури вiдсутнi. Таким чином, пiдтверджується наявнiсть значного гло-
бального потеплiння приземного шару тропосфери столiтнього масштабу. Разом з тим
на бiльшiй частинi Європейського регiону значних трендiв ПТП не спостерiгається. Тут
переважає мiжрiчна–десятирiчна мiнливiсть ПТП природного походження.
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Global warming rate of the surface air temperature using reanalysis
data for 1871–2008

The global linear trends in the surface air temperature (SAT) from the re-analysis of the National
Centers for Environmental Prediction of forecasts the U. S.A. for 1871–2008 (NCEP) have been
calculated and analyzed. In the most part of the globe, their typical values are in the range from zero
to 1 ◦C/100 year or are insignificant. The maximum positive values of linear temperature trends
occur in high latitudes. In the boreal winter, they reach 5 ◦C/100 years in the northeastern Canada
and in the southern South America. In the boreal summer the maximum trends (6 ◦C/100 years)
are observed in the Antarctic Peninsula and in the region extending from the north-eastern Eurasia
through the northern part of North America and up to Greenland. Significant negative trends in
SAT have not been found. This confirms the presence of a significant global warming of the surface
layer of the troposphere on the centennial scale. However, there are no significant SAT trends in
Europe. Here, the interannual-decadal variability of SAT of the natural origin dominates.
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Выделение дельтового типа торфонакопления
во Львовско-Волынском бассейне

(Представлено академиком НАН Украины П.Ф. Гожиком)

Приведены особенности образования угольных пластов глубоких горизонтов Львовско-
Волынского бассейна. Впервые выделен дельтовый тип торфонакопления. Описывают-
ся состав, строение, условия накопления отложений субаэральной части дельты. Ха-
рактеризуются особенности формирования палеоторфяников в дельтовой обстанов-
ке и отмечается значительное влияние на этот процесс речных русел, протоков
и разветвлений. Наиболее благоприятные для торфонакопления условия существовали
в центральной части торфяных массивов, удаленных от речных русел.

Из нескольких классификаций, определяющих в угольной геологии типы торфонакопле-
ния [1, 2], наиболее популярной является типизация П.П. Тимофеева [3]. С учетом ха-
рактера болотных ландшафтов им были выделены дельтово-побережный, дельтовый, до-
линно-речной и озерный типы торфонакопления. До настоящего времени исследователи
Львовско-Волынского бассейна (ЛВБ) отмечали присутствие в нем лишь одного типа тор-
фонакопления — побережного. Приведенные в научных публикациях [4, 5] новые данные
свидетельствуют о необходимости изменения существующих представлений на указанную
проблему. Возможность выделения в ЛВБ нового (дельтового) типа торфонакопления была
установлена при палеопотамическом анализе угольного пласта v6 [6] иваничской свиты сер-
пуховского яруса нижнего карбона. Пласт v6 располагается в толще терригенных пород
мощностью 30–65 м между известняками V6 и N1 (рис. 1). Он имеет весьма широкое пло-
щадное распространение и является основным рабочим пластом нижней угленосной под-
формации, залегая в 200–250 м ниже разрабатываемых в бассейне пластов угля [7]. Пласт v6
отличается значительной изменчивостью мощности, строения, выдержанности на площади.
Наиболее сложное строение и повышенную мощность он имеет на юге Червоноградского
района (Межреченское месторождение). В юго-западной части бассейна в пласте широко
развиты бифуркации, а также синторфяные и раннеэпиторфяные замещения и размывы.

В работе была использована комплексная методика исследования [8]. В сборе и подго-
товке к обработке первичного фактического материала принимали участие М.Н. Матро-
файло, И.Е. Костик, Н.Д. Король. Морфологические построения, а также компьютерная
обработка графики выполнены М.Н. Матрофайло.

В разрезе между известняками V1–N1 выделяются три литоцикла первого порядка
с угольными пластами v6, v

1
6 и v26 (рис. 1). Примечательной особенностью нижнего ли-

тоцикла, вмещающего пласт v6, является широкое развитие в его нижней (регрессивной)
части мощной (до 30 м и более) алевритопесчаной толщи (см. рис. 1, 2). Данные отложе-
ния распространены в пределах широкой (20–30 км) полосы, протягивающейся в юго-за-
падном направлении через всю территорию бассейна. Они залегают в форме извилистых
полос, простирание которых в южной части бассейна изменяется западнее г. Великие Мос-
ты с юго-западного на меридиональное и даже на северо-западное. В этом же направлении
в литоцикле V6–v6 отмечается увеличение содержания алевритопесчаных отложений.
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Рис. 1. Фациальный профиль угленосных отложений в интервале между известняками V6 и N1 (литоцикл
второго порядка V6–N1):
фации: 1 — алевритопесчаных осадков субаэральной дельты; 2 — глинисто-алевритовых осадков заростаю-
щих водоемов, заболоченной дельтовой равнины; 3 — углистых осадков торфяных болот (угольный пласт
и его индекс); 4 — глинисто-углистых осадков заиливающихся торфяных болот; 5 — алевритоглинистых
осадков приморских озер, сильно опресненных лагун и заливов; 6 — алевритоглинистых осадков лагун; 7 —
глинистых осадков моря; 8 — карбонатных осадков моря (пласт известняка и его индекс). Местоположение
профиля см. на рис. 4

Изучение внутреннего строения рассматриваемой толщи показало, что отложения I-го
литоцикла залегают на нижележащих отложениях с размывом (рис. 3, а). При этом снизу
вверх обычно происходит смена следующих литогенетических типов: 1) песчаник крупно-
зернистый, иногда гравелистый, обычно массивный с крупными, обугленными фрагментами
растений плохой сохранности (см. а, б на рис. 3); 2) песчаник, алевролит с косой однона-
правленной слоистостью (см. в на рис. 3); 3) песчаник, алевролит с окатышами аргилита,
алевролита; 4) алевролит, песчаник с прерывистой горизонтально-волнистой слоистостью.
В верхней части рассматриваемого комплекса пород часто распространено сочетание двух
литогенетических типов (снизу вверх): алевролит, песчаник с косой, косоволнистой однона-
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Рис. 2. Распространение алевритопесчаных отложений аккумулятивных тел основных водотоков и направ-
ления течений в период формирования регрессивной части литоцикла V6–v6:
1 — изолинии процентного содержания алевритопесчаньых отложений аккумулятивных форм; содержание
песчаников и алевролитов, %: 2 — 20–40, 3 — более 40; 4 — направление течений основных водотоков;
гидрографические системы: 5 — Горохово-Ровенская, 6 — Дубненская

правленной, мелкой косой сходящейся слоистостью (см. г на рис. 3) и алевролит с мелкой
волнистой, горизонтально-волнистой мульдовидной слоистостью. Охарактеризованные ли-
тогенетические типы образуют парагенетические сочетания, которые повторяются в разрезе
алевритопесчаной толщи, обусловливая ярусное строение. Выделяется до четырех ярусов
мощностью 5–12 м. Для всех ярусов характерно утонение обломочного материала вверх
по разрезу. Выделенные ярусы являются результатом боковой миграции речных русел по
долине [9–11, 14].

Состав, строение (генетические особенности), морфология алевритопесчаной толщи ин-
тервала V6–N1 весьма сходны с хорошо изученными отложениями устьев рек и субаэраль-
ных дельт [8–10, 12–15]. Общая палеогеографическая обстановка времени накопления рас-
сматриваемых угленосных отложений определялась существованием области сноса к восто-
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Рис. 3. Фотографии литогенетических типов: а — залегание с резким неровным контактом мелкогалечного
конгломерата русловой стрежневой фации на алевритистом аргиллите пойм; б — крупнозернистый пес-
чаник стрежневой части русла с многочисленными крупными обугленными фрагментами растений; в —
крупнозернистый песчаник участков, примыкающих к стрежневой зоне русла, с косой однонаправленной
слоистостью, подчеркнутой ритмической сортировкой зерен и углистым материалом; г — крупнозернистый
алевролит прирусловой отмели с мелкой косой, косоволнистой слоистостью, подчеркнутой углистым мате-
риалом

ку и северо-востоку от ЛВБ (Украинский щит). На юго-западе бассейна было расположе-
но море. Между ними находилась область обширных (периодически заливавшихся морем)
низменностей (Львовский тектонический прогиб с его внешней (северо-восточной) и внут-
ренней (юго-западной) зонами), где накапливалась угленосная формация. На территории
бассейна функционировали две крупные гидрографические системы (Дубненская и Горо-
хово-Ровенская) [6], истоки которых размещались в области Украинского щита, а их низо-
вья — юго-западнее, в области Львовского прогиба, откуда в северо-восточном направлении
происходили трансгрессии моря.

После образования известняка V6 в области Украинского щита произошло поднятие,
приведшее к регрессии моря и осушению местности. Из-за оживления деятельности Дубнен-
ской и южной ветви Горохово-Ровенской системы произошел интенсивный размыв ранее
сформировавшихся отложений и накопление алевритопесчаной толщи. Изучение морфо-
логии аккумулятивных тел, структурно-текстурных особенностей, генетического анализа,
а также внутреннего строения алевритопесчаной толщи указывают на существование в пре-
делах упомянутых гидрографических систем многочисленных русел, протоков, рукавов рек
с юго-западной ориентировкой водотоков; пойменных, старичных водоемов, реликтовых ла-
гун. Наблюдаемая на крайнем юго-западе бассейна северо-западная ориентировка аккуму-
лятивных алевритопесчаных тел связана с деятельностью вдольбереговых течений — III-й
тип, по [8]. Следовательно, можно сделать вывод, что в это время рассматриваемая нами
территория представляла субаэральную дельту (рис. 4). Северо-западнее и юго-восточнее
располагалась приморская низменность. В дальнейшем поднятие Украинского щита сме-
нялось опусканием области седиментации, сокращением речной деятельности и уменьше-
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Рис. 4. Палеогеографическая карта времени формирования угольного пласта v6: 1 — торфяные болота;
2 — площади с наиболее благоприятными условиями для торфонакопления (мощность пласта угля — бо-
лее 0,6 м); 3 — участки отсутствия палеоторфяников; 4 — направление водотоков; 5 — площади наиболее
интенсивного опускания местности; 6 — заболоченная приморская низменность; 7 — дельта; палеогидрогра-

фические системы: 8 — Горохово-Ровенская, 9 — Дубненская; 10 — граница палеогеографических областей;
11 — буровая скважина и ее номер; 12 — направление фациального профиля

нием приноса обломочного материала. Происходило зарастание, а затем и заболачивание
водоемов. Возникли предпосылки формирования палеоторфяников, в которых накопилось
материнское вещество угольного пласта v6.

Процессы торфонакопления распространились на всю территорию бассейна. Однако не
везде они имели одинаковый характер. В северо-западной и восточной частях бассейна
основное торфонакопление происходило в обстановке заболоченной приморской низменно-
сти (побережный тип торфонакопления). Иные условия существовали в области установ-
ленной нами дельты (см. рис. 4). В период формирования пласта v6 местность представ-
ляла собой субаэральную дельтовую равнину, имеющую слабый наклон на юго-запад. Как
и раньше, ее пересекали многочисленные, сильноветвящиеся речные русла, рукава и прото-
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ки. Однако в результате трансгрессии моря, вызвавшей подпор вод, зарастание водоемов,
водотоки отличались меньшими размерами и более ограниченным площадным распростра-
нением, ослабленной динамикой водной среды. Широко развитая в пределах субаэральной
дельты речная сеть оказывала большое влияние на условия формирования пласта v6.

Образование палеоторфяников в основном происходило на возвышенных участках, раз-
мещенных между водотоками, которые характеризовались неблагоприятными условиями
для обитания растений. В их пределах были широко развиты синторфяные и раннеэпитор-
фяные замещения и размывы палеоторфяников. Расположение дельты вблизи моря так-
же явилось отрицательным фактором формирования пласта v6. В результате трансгрес-
сии морские воды проникали в пониженные участки рельефа. Происходило образование
приморских озер, засолоненных болот с высоким уровнем стояния вод, препятствующим
интенсивному росту растений (см. рис. 1). Крупные торфяники значительной мощности
формировались в приустьевых частях субаэральной дельты, размещенных во внутренней
зоне Львовского прогиба (см. рис. 4). По сравнению с примыкающей северо-восточнее внеш-
ней зоной прогиба, она характеризовалась большей мобильностью фундамента и более ин-
тенсивным опусканием местности, что способствовало образованию торфяников повышен-
ной мощности. Конседиментационные тектонические движения, а также частые колеба-
ния уровня и динамики грунтовых вод обусловили многочисленные расщепления пласта v6
и образования в нем породных прослоев.

На крайнем юго-западе ЛВБ в пределах устьевой части аллювиально-дельтовой рав-
нины, расположенной вблизи моря, условия для формирования палеоторфяников станови-
лись менее благоприятными из-за ограниченных размеров, приподнятых заболачивающих-
ся участков, повышения уровня стояния вод торфяных болот, уменьшения продолжитель-
ности времени торфонакопления.

Последующее опускание местности привело к дальнейшей трансгрессии моря, установ-
лению лагунно-озерных обстановок и прекращению формирования угольного пласта v6 на
всей территории ЛВБ (см. рис. 1).

На основании изложенного выше обоснования необходимо подчеркнуть важность пер-
вого установления дельтового типа торфонакопления в ЛВБ. Приведенные нами материа-
лы уточняют и дополняют существующее представление о карбоновом угленакоплении на
юго-западе Восточно-Европейской платформы, и, в частности, о слабо изученном дельто-
вом типе торфонакопления. В практическом аспекте они представляют интерес для ре-
шения практических задач, связанных с прогнозной оценкой промышленной угленосности
глубоких горизонтов Львовско-Волынского бассейна.
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В.Ф. Шульга

Видiлення дельтового типу торфонагромадження
у Львiвсько-Волинському басейнi

Наведено особливостi утворення вугiльних пластiв глибоких горизонтiв Львiвсько-Волин-
ського басейну. Вперше видiлено дельтовий тип торфонагромадження. Описуються склад,
будова, умови нагромадження вiдкладiв субаеральної частини дельти. Характеризуються
особливостi формування палеоторфовищ у дельтовiй обстановцi та вiдзначається вплив
на цей процес рiчкових русел, протокiв i розгалужень. Найсприятливiшi для торфонагро-
мадження умови iснували в центральнiй частинi торфових масивiв, якi вiддаленi вiд рiч-
кових русел.

V.F. Shul’ga

Establishment of a peat accumulation of the deltaic type in the
Lviv-Volyn Basin

We have stated special features of the formation of seams in the deep horizons of the Lviv-Volyn
Basin. The deltaic type of a peat accumulation is established for the first time. The composition,
structure, and conditions of accumulation of deposits of the subaerial part of a delta have been
described. Special features of the formation of paleopeat bogs under deltaic conditions, as well as a
significant influence of the river beds, channels, and branches upon that process have been described.
The most favorable conditions for peat accumulations existed in the central part of the peat massifs
located distantly from river beds.
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Электропроводность нанокомпозитов на основе
сетчатых полимеров и карбонанотрубок

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Ю. Керчой)

Исследованы концентрационные зависимости электропроводности сетчатых полимер-
ных нанокомпозитов (СПНК) на основе эпоксидных полимеров и полицианурата, напол-
ненных карбонанотрубками. Для всех изученных образцов установлены низкие значения
порога перколяции (ПК) при содержании карбонанотрубок от 0,001 до 0,002 об. долей.
Полученные абсолютные значения ПК хорошо коррелируют с результатами матема-
тического моделирования. Показано, что электрические свойства СПНК могут быть
охарактеризованы в рамках одной и той же теоретической модели, несмотря на разли-
чие собственных свойств полимерных матриц.

Высокая электрическая проводимость и механическая прочность карбонанотрубoк (КНТ)
обусловили огромный интерес к вопросу электрической проводимости сетчатых полимер-
ных нанокомпозитов (СПНК) на их основе [1].

В последнее время большой обзор научных публикаций по изучению электрических
свойств нанокомпозитов на основе эпоксидных полимеров (ЭП) и КНТ представлен, на-
пример, в [2]. В большинстве работ обнаружен относительно низкий порог перколяции
при массовом содержании КНТ ωc ≈ 0,002–0,009 (соответствует объемному содержанию
ϕc ≈ 0,001–0,004). Показано, что величина порога перколяции главным образом определяет-
ся как свойствами самих КНТ, так и способом их распределения в полимерной матрице [3].

Целью нашей работы было изучение концентрационных зависимостей электропровод-
ности СПНК на основе одних и тех же КНТ и сетчатых полимеров различной химической
природы, т. е. представляло интерес определить, влияет ли природа полимерной сетчатой
матрицы на порог перколяции нанокомпозитов.

Объекты и методы исследования. Объектами исследования служили две серии
СПНК на основе различных эпоксидных полимеров (ЭП-1 и ЭП-2), а также серия СПНК
на основе полицианурата (ПЦ). В качестве нанонаполнителя использовали многослойные
КНТ производства ОАО “Спецмаш” (Украина) с удельной поверхностью 190 см2/г и плот-
ностью 2,10 г/см3.
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ЭП-1 и ЭП-2 были получены на основе эпоксидиановых олигомеров различной вязкости
и одного и того же отвердителя путем двухступенчатой схемы отверждения при иденти-
чных технологических условиях. Серия ЭП-1 получена на основе эпоксидианового оли-
гомера бисфенола А (торговая марка DER 321, производитель DOW Chemical, вязкость
≈450 мПа · с, эпоксидный эквивалентный вес ≈182 г/экв.). Серию образцов ЭП-2 тоже
получали на основе эпоксидианового олигомера (торговая марка Lapox® В-47, производи-
тель Atul Ltd, вязкость ≈650 мПа · с, эпоксидный эквивалентный вес ≈195 г/экв.). Общая
химическая формула эпоксидиановых олигомеров приведена на схеме 1:

В качестве отвердителя для получения ЭП-1 и ЭП-2 был использован отвердитель
Polypox H354 (производитель UPPC (Германия)), который обеспечивал достаточно быстрое
гелеобразование. Композиты были приготовлены путем ультразвукового диспергирования
КНТ в эпоксидиановых олигомерах при частоте 44 кГц в течении 60 мин с помощью ди-
спергатора УЗН 22/44 c последующим добавлением сшивающего агента. Массовое содер-
жание КНТ в ЭП-1 и ЭП-2 составляло от 0,05 до 1,50%. Формирование образцов проводили
в вакууме на тефлоновой подложке при остаточном давлении 270 Пa и температуре 293 К
в течение 24 ч.

Дальнейшее термическое доотверждение осуществляли в вакууме при том же остато-
чном давлении и температуре 473 К в течение 4 ч.

Образцы ПЦ на основе олигомера дицианового эфира бисфенола А марки PRIMASET
ВА230 (производство швейцарской фирмы LONZA) получали при многоступенчатом син-
тезе реакцией полициклотримеризации по схеме 2 [4]:

Для получения СПНК на основе ПЦ 75%-й раствор олигомера дицианового эфира в ме-
тилэтилкетоне смешивали с нанотрубками (массовое содержание КНТ составляло от 0,02
до 1,20%) при воздействии ультразвука (44 кГц) в течение 45 мин. Затем полученную смесь
вакуумировали (0,13 кПа) при 423 К в течение 4 ч. Образцы для измерений в виде дисков
диаметром 15 ± 0,2 мм толщиной около 1 мм получали между стеклянными пластинами
с антиадгезионным покрытием.
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Плотность образцов при комнатной температуре измеряли методом гидростатическо-
го взвешивания в эталонном изооктане. Аддитивные значения плотности (штрихованные
прямые) рассчитывали по формуле:

ρадд = (1− ω)ρп + ωρКНТ, (1)

где ω — массовое содержание наполнителя, которое задавалось при формировании нано-
композита; ρп — плотность полимерной матрицы; ρКНТ = 2100 кг/м3 — плотность карбо-
нанотрубок.

Объемное содержание нанонаполнителя ϕ рассчитывали по формуле:

ϕ =
ωρп

ωρп + (1− ω)ρКНТ
. (2)

Электропроводность измеряли на постоянном токе двухэлектродной схемой при тем-
пературе (293 ± 2) К с помошью тераомметра Е6-13 А. Значения электропроводности σ
(См/см) рассчитывали из следующего соотношения:

σ =
1

R

h

S
, (3)

где R — электрическое сопротивление образца, Ом; h — его толщина, см; S — площадь
электродов, см2.

Результаты и их обсуждение. Теоретически обосновано, что порог перколяции во-
зникает при условии, когда электропроводяший компонент образует непрерывный кластер
в объеме нанокомпозитов [5]. Поэтому численную оценку величины порога перколяции про-
водили путем математического моделирования [6].

Поскольку формирование исследованных нанокомпозитов подразумевает образование
пространственной полимерной сетки [7], моделирование их морфологической структуры
проводили в рамках перколяционной модели на основе трехмерной прямоугольной куби-
ческой решетки [8].

Внешний радиус КНТ (определенный с помощью метода малоуглового рассеяния рент-
геновских лучей) составляет r ≈ 20 нм, а контурная длина — lк = 1–1,5 мкм [9]. Тогда
объем отдельно взятой цилиндрической трубки vКНТ ≈ πr2lк ≈ (1,3–2,0) · 10−24 м3. Размер
каждой ячейки трехмерной правильной кубической решетки, каждая грань которой рав-
на контурной длине трубки, будет составлять V = (l3к) ≈ (1,0–3,4) · 10−18 м3. Учитывая
число граней ячейки (n = 12) и количество соседних ячеек 3 (т. е. каждая трубка однов-
ременно должна принадлежать четырем соседним элементарным ячейкам), объем трубок,
приходящийся на одну элементарную ячейку, будет составлять V ≈ (4,0–6,0) · 10−24 м3.
Следовательно, в первом приближении минимальное объемное содержание КНТ, способное
образовать непрерывный кластер, будет составлять ϕmin = (3,0–4,0) ·10−6. Принципиальная
схема такой идеализированной модели представлена на рис. 1. Здесь нужно учитывать, что
для построения совершенного трехмерного непрерывного кластера КНТ должны занимать
все грани каждой элементарной ячейки.

Детальные исследования свойств индивидуальных КНТ показали, что их персистент-
ная длина lп (которая в отличие от lк является характеристикой гибкости трубки) со-
ставляет 100–150 нм, т. е. КНТ нельзя считать “жесткими стержнями” [10]. В таком слу-
чае объем каждой ячейки трехмерной кубической решетки будет составлять V = (l3п) ≈
≈ (1,0–3,4) ·10−20 м3, а ϕmin повысится до (3,0–4,0) ·10−4. Более того, в полимерной матрице
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Рис. 1. Принципиальная схема использованной модели для расчета порога перколяции; 1–4 — элементарные
ячейки

Рис. 2. Зависимость плотности от массового содержания КНТ:
1 — ЭП-1; 2 — ЭП-2; 3 — ПЦ.
Штрихованные прямые соответствуют аддитивным значениям, расчитанным по уравнению (1)

lп снижается до 50 нм и ниже, а минимальное объемное содержание КНТ ϕmin становится
(6,0–8,0) · 10−4 и выше.

Таким образом, на основании простейшего моделирования следует ожидать появления
проводимости нанокомпозитов для всех трех серий образцов при ϕ > 0,0006.

На рис. 2 приведены графики зависимости плотности (с учетом стандартной погреш-
ности измерений около 1%) массового содержания (ω) КНТ. Значительные отклонения
плотности от аддитивных при ω > 0,004 для образцов серии ЭП-1 и ЭП-2 свидетельст-
вуют о наличии в СПНК некоторой доли вещества с пониженной плотностью. Абсолютные
величины экспериментальных значений плотности серии образцов ПЦ значительно выше
предыдущих и остаются близкими к аддитивным до ω 6 0,010. Это может быть обуслов-
лено более совершенной сеткой СПНК на основе ПЦ, которая характеризуется высокой
регулярностью структуры.

По нашему мнению, причиной появления отклонения плотности от аддитивных значе-
ний во всех СПНК может быть наличие микропор в образцах и дефектность полимерной
сетки как следствия стерических препятствий, создаваемых КНТ при формировании по-
лимерной матрицы.
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Рис. 3. Концентрационные зависимости электропроводности СПНК.
1 — ЭП-1; 2 — ЭП-2; 3 — ПЦ.
Точки — экспериментальные значения; линия — значения, рассчитанные по уравнению (4) с параметрами
ϕc ≈ 0,00078; t ≈ 3,4

Зависимости электропроводности СПНК от объемного содержания карбонанотрубок ил-
люстрирует рис. 3. Для всех образцов при очень низких ϕ (ниже порога перколяции) значе-
ния электропроводности остаются на уровне проводимости полимерной матрицы. Причем
абсолютные величины 〈lg σ〉 = −15,72 для ЭП-1, 〈lg σ〉 = −15,27 для ЭП-2 и 〈lg σ〉 = −14,21
для ПЦ повышаются с увеличением плотности СПНК (см. рис. 1). Стремительное возра-
стание lg σ до величин порядка 10−7–10−5 в узком интервале составов (ϕ = 0,0005–0,0012)
является типичным проявлением порога перколяции. Следовательно, все три серии образ-
цов можно считать топологически подобными СПНК (см. рис. 3).

Экспериментальные данные по электропроводности обрабатывали в рамках перколяци-
онной теории по уравнению [5]:

σ = σ0(ϕ− ϕc)
t, (4)

где σ0 — предэкспоненциальный фактор; ϕc — значение порога перколяции; t— критический
индекс, зависящий от размерности и топологии системы.

В результате расчетов по уравнению (4) получили такие параметры:
lg σ0 = −0,37, ϕc = 0,00056 (или ωс = 0,001 (0,1%)), t = 2,71 для ЭП-1;
lg σ0 = 1,68, ϕc = 0,00051 (или ωс = 0,00091 (0,09%)), t = 3,31 для ЭП-2;
lg σ0 = 4,06, ϕc = 0,00125 (или ωс = 0,00216 (0,22%)), t = 4,13 для ПЦ.
Величины критических параметров ϕc и t для двух серий нанокомпозитов на основе

эпоксидных смол в пределах погрешности измерений практически совпадают, что вполне
логично объясняется их близкой химической природой, а также идентичным способом по-
лучения. Величина порога перколяции для серии образцов ПЦ/КНТ превышает соответст-
вующие значения для СПНК на основе ЭП, однако все полученные ϕc хорошо согласуются
с теоретически обоснованными выше. Различие значений порога перколяции и критиче-
ского индекса t может быть связано с разной химической природой полимерных матриц,
механизмом образования сетчатой структуры в СПНК и способом их формирования.

Причиной превышения ϕc для СПНК на основе ПЦ относительно эпоксидсодержащих
нанокомпозитов также может служить их меньшие значения lп за счет высокой собственной
жесткости макромолекул ПЦ (температура стеклования (Tg) около 570 К [4]) относительно
ЭП (Tg ≈ 350 К [12, 13]). Последующее совершенствование и увеличение жесткости поли-
мерной сетки приводит к уменьшению (lп) частиц КНТ и, как следствие, к увеличению ϕc.
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Значения критического индекса t, полученных для всех трех серий СПНК, несколько
выше теоретического (t = 2,00), которое было рассчитано согласно модели статистического
распределения изолированных сферических электропроводных включений в непрерывной
сплошной среде [14, 15]. Такой эффект может быть связан как с наличием развитой сетки
химических связей в полимерных матрицах, так и с собственной анизометрией КНТ [11, 12].

Исходя из приведенных выше результатов и приняв во внимание то, что для всех СПНК
значительное возрастание электропроводности (на 8 порядков) происходит в узком диапа-
зоне концентраций нанонаполнителя (0,00051 6 ϕc 6 0,00125), можно сделать общий вывод
о том, что проводимость всех исследованных СПНК с достаточной точностью (около 5%)
может быть описана в рамках единой перколяционной теории проводимости с одними и те-
ми же критическими параметрами 〈ϕc〉 ≈ 0,00078 (или ≈0,08 (об)%) и 〈t〉 ≈ 3,4 (см. рис. 3).
Значения этих параметров типичны для большинства композиционных полимерных сис-
тем [2].

Таким образом, для всех изученных в данной работе нанокомпозитов характерны низкие
величины порога перколяции, что может быть обусловлено сильно выраженной геометри-
ческой анизометрией карбонанотрубок. Полученные значения порогов перколяции хорошо
коррелируют с результатами математического моделирования. Показано, что электриче-
ские свойства нанокомпозитов могут быть охарактеризованы в рамках одной и той же
теоретической модели, несмотря на различие собственных свойств полимерных матриц.
Природа и особенности структуры образовавшихся полимерных сеток не оказывают прин-
ципиального влияния на электрические свойства нанокомпозитов.
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В.В. Корсканов, Є. П. Мамуня, Л. В. Бардаш, О.М. Файнлейб

Електропровiднiсть нанокомпозитiв на основi сiтчастих полiмерiв
та карбонанотрубок

Дослiджено концентрацiйнi залежностi електропровiдностi сiтчастих полiмерних нано-
композитiв (СПНК) на основi епоксидних полiмерiв та полiцiанурата, наповнених карбона-
нотрубками. Для всiх вивчених зразкiв встановлено низькi значення порога перколяцiї (ПК)
при вмiстi карбонанотрубок вiд 0,001 до 0,002 об. часток. Отриманi абсолютнi значення ПК
добре корелюють з результатами математичного моделювання. Показано, що електричнi
властивостi СПНК можуть бути схарактеризованi в рамках єдиної теоретичної моделi,
незважаючи на рiзницю властивостей двох полiмерних матриць.

V.V. Korskanov, Y.P. Mamunya, L. V. Bardash, A.M. Fainleib

Electric conductivity of the nanocomposites based on thermosetting
polymers and carbon nanotubes

The dependence of the electric conductivity of nanocomposites based on thermosetting polyepoxides
and polycyanurate on the concentration of carbon nanotubes has been investigated. Low values of
percolation threshold at a volume fraction of carbon nanotubes from 0.001 to 0.002 are observed for
all the samples studied. The values of percolation threshold are in good agreement with the results of
mathematical modeling. It is established that the electrical properties of the nanocomposites based
on thermosetting polymers studied can be characterized in the frame of a general theoretical model
despite a difference in the properties of two polymer matrices.
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Антиоксидантные свойства синтетических

гидроксифлавонов и их комплексов с цинком

(Представлено академиком НАН Украины Н. Т. Картелем)

Изучены антиоксидантные свойства синтетических гидроксифлавонов и их комплек-
сов с цинком. Установлено, что гидроксифлавоны и их комплексы проявляют срав-
нимую антирадикальную активность по отношению к стабильному свободному ради-
калу дифенилпикрилгидразилу и восстанавливающую способность в реакции Фолина–
Чоколтеу. Показано, что металлокомплексы могут быть адсорбированы на поверхно-
сти высокодисперсного кремнезема. Катионы железа вытесняют цинк из его комп-
лексов с гидроксифлавонами, и, как следствие, происходит хелатирование металла–
прооксиданта.

Создание новых эффективных композиций на основе природных или синтетических ан-
тиоксидантов (АО) и дисперсного носителя является одним из перспективных направле-
ний исследований в медицине, косметологии, ветеринарии. Иммобилизация антиоксидан-
тов на твердой поверхности может увеличить их биодоступность и стабильность при хра-
нении, обеспечить пролонгированное высвобождение активного вещества [1]. Возможным
вариантом таких композитов является высокодисперсный кремнезем с адсорбированными
АО. К сожалению, многие эффективные АО фенольного типа, в частности флавонолы,
в физиологических условиях представляют собой преимущественно незаряженные молеку-
лы и плохо адсорбируются на поверхности кремнезема. Вызывает интерес идея адсорбции
антиоксиданта на поверхности кремнезема в виде его комплекса с биоактивным метал-
лом, например цинком. Предполагается, что при попадании таких композитов в водную
среду комплекс будет десорбироваться с поверхности кремнезема и частично диссоцииро-
вать, так что АО сможет проявить свою активность в реакциях ингибирования радикалов.
Другим аспектом проявления антиоксидантных свойств десорбированного вещества может
стать хелатирование АО промоторов окислительных процессов — катионов железа. Соглас-
но литературным данным [2], константа комплексообразования для системы АО–Fe выше,
чем в случае AO–Zn, поэтому можно ожидать, что железо будет вытеснять цинк из его
комплекса с флавонолом. Выделение в среду цинка также будет иметь дополнительный
положительный эффект, так как цинк входит в состав более 300 ферментов и гормонов,
обладает антиоксидантными свойствами, улучшает действие других АО, повышает защит-
ные функции организма и является компонентом многих лекарственных, витаминных, кос-
метических композиций.

В работе использовали ацетат цинка (Zn(CH3COO)2), хлорид железа (III) (FeCl3), син-
тетический АО 3-гидроксифлавон (HF) и его производные, содержащие в боковом фе-
нильном фрагменте заместители с разными электронодонорными свойствами: 4′-(N,N-диме-
тиламино)гидроксифлавон (HF1), 4′-[N,N-ди(2-гидроксиэтиламино)]гидроксифлавон (HF2)
и 3′,4′-ди(гидроксикарбонилметокси)гидроксифлавон (HF3).
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Рис. 1. УФ-спектры 3-гидроксифлавона в отсутствие (1 ) и в присутствии (2 ) Zn2+

Структурная формула HF и его производные следующая:

HF–R1 = H, R2 = H
HF1–R1 = N(CH3)2, R2 = H
HF2–R1 = N(CH2CH2OH)2, R2 = H
HF3–R1 = R2 = OCH2COOH

Для установления стехиометрии комплекса антиоксидант–металл использовали метод
изомолярных серий [3]. Готовили 0,5 ммоль/л растворы ацетата цинка и антиоксидантов
в 70%-м этаноле. Растворы компонентов смешивали в объемных соотношениях от 1 : 9
до 9 : 1. Об образовании комплексов антиоксидант–металл судили по изменению окраски
растворов и по изменениям в УФ-спектрах.

Антиоксидантную активность синтетических АО и их металлокомплексов определяли,
используя метод Фолина–Чоколтеу и DPPH•-тест. Для установления общего фенольного
индекса [4] к 1 мл раствора исследуемого АО или комплекса антиоксидант–металл последо-
вательно добавляли 11,5 мл воды, 5 мл 20%-го раствора карбоната натрия, 1,25 мл реакти-
ва Фолина–Чоколтеу и 6,25 мл воды. Раствор перемешивали в течение получаса, измеряли
поглощение при 750 нм и рассчитывали общий фенольный индекс [4]. Для определения
антирадикальной активности соединений использовали реакцию со стабильным свободным
радикалом дифенилпикрилгидразилом (DPPH•) [5]. К раствору исследуемого вещества до-
бавляли раствор DPPH•. Концентрацию стабильных радикалов через различные проме-
жутки времени после начала реакции определяли спектрофотометрическим методом по
изменению оптической плотности в максимуме поглощения 520 нм. Для контроля исполь-
зовали раствор с той же концентрацией DPPH•, но без АО.

Спектры антиоксиданта HF в растворе этанола в отсутствие и в присутствии соли цинка
иллюстрирует рис. 1. Характерной полосой в УФ-спектре раствора HF в этаноле является
полоса поглощения при 340 нм (полоса I) (см. спектр 1 ) [6], присутствие электронодонор-
ных заместителей (–N(CH3)2, –N(CH2CH2OH)2) в параположении бокового ядра вызывало
батохромное смещение полосы I на 60 нм [7]. Для всех исследуемых АО после добавления
к ним Zn(CH3COO)2 наблюдали батохромное смещение полосы I и появление новой поло-
сы в диапазоне между 400 и 470 нм (см. спектр 2 ), что свидетельствовало об образовании
комплекса антиоксидант–металл.
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Рис. 2. Зависимость выхода комплексов HF–Zn2+ (а) и HF3–Zn2+ (б ) от состава раствора в изомолярной
серии

Рис. 3. Кинетические кривые гибели радикала DPPH• при взаимодействии с АО (1 ) HF (а), HF1 (б ),
HF2 (в), HF3 (г) и c комплексами антиоксидант–металл (2 ). Мольное соотношение [АО]/[Zn2+] = 1,
[АО]/[DPPH•] = 1

Результаты изучения структуры комплексов методом изомолярных серий (рис. 2) по-
казывают, что HF, HF1, HF2 образуют с цинком преимущественно комплексы со струк-
турой 1 : 1 (см. а на рис. 2); для HF3 характерен состав комплекса 1 : 2 (см. б ). Образование
комплекса состава HF3 : Zn2+ = 1 : 2 может свидетельствовать о присутствии в молекуле
HF3 дополнительных центров связывания металла — карбоксильных групп боковых замес-
тителей фенильного фрагмента.

Данные об изменении концентрации стабильного свободного радикала DPPH• при его
взаимодействии с антиоксидантами HF, HF1, HF2, HF3 и их комплексами с цинком демонст-
рирует рис. 3. Полученные данные не обнаруживают значительных различий в кинетике
гибели радикалов в системах, содержащих индивидуальный АО или его комплекс с цинком;
некоторое замедление реакции при взаимодействии радикала с комплексом обусловлено,
очевидно, тем, что часть молекул АО в этом случае находится в “связанном” состоянии.
Таким образом, при введении гидроксифлавонов в реакционную систему в виде комплекса
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Рис. 4. УФ-спектры раствора HF (1 ), системы HF–Zn2+ (2 ) и HF–Zn2+–Fe3+ (3, 4 ). Соотношение
[HF]/[Zn2+] = 1, [HF]/[Fe3+] = 0,5 (3 ) и 0,8 (4 )

(АО–Zn)+, их антиоксидантные свойства почти не изменяются. Результаты, полученные
с использованием метода Фолина–Чоколтеу также показывают, что значения общего фе-
нольного индекса растворов антиоксидантов и их комплексов с цинком практически сов-
падают (концентрация АО в растворах 0,5 ммоль/л; их количество в пробе 0,5 мкмоль):
HF 0,9; HF–Zn2+ 1,0; HF1 2,0; HF1–Zn2+ 2,0; HF2 2,0; HF2–Zn2+ 2,1; HF3 2,1; HF3–Zn2+ 2,0.

В физиологических условиях (pH 7,4) гидроксифлавоны находятся преимущественно
в форме недиссоциированных и, следовательно, незаряженных молекул [8] и не должны
адсорбироваться на поверхности кремнезема. Комплекс гидроксифлавона с катионом цин-
ка (АО–Zn)+ имеет положительный заряд и может адсорбироваться на диссоциированных
силанольных группах кремнезема. Действительно, при взаимодействии кремнезема с рас-
твором, содержащим комплекс HF–Zn2+, была зафиксирована адсорбция ∼10 мкмоль ве-
щества/1 г адсорбента, в то время как из индивидуального раствора АО не адсорбировался.

После того, как кремнезем с адсорбированным на поверхности комплексом (АО–Zn)+ по-
мещали в воду, наблюдали антиоксидантную активность раствора в тестовой реакции с ре-
активом Фолина–Чоколтеу, т. е. десорбированный АО сохранял свою восстанавливающую
способность. Возможность замещения цинка железом и, следовательно, дополнительного
антиоксидантного эффекта гидроксифлавона за счет связывания металла–прооксиданта
подтверждается данными, представленными на рис. 4. Как видно из приведенных спектров
на рисунке, добавление к раствору комплекса HF–Zn2+ (спектр 2 ) катионов железа уже при
соотношении [HF]/[Fe(III)] = 0,5 приводит к исчезновению полосы 403 нм, соответствую-
щей комплексу HF–Zn2+, и к появлению новой полосы 394 нм, обусловленной образованием
комплекса HF–Fe3+ (спектр 3 ).

Таким образом, полученные данные показывают, что изученные антиоксиданты HF и его
производные образуют с цинком комплексы со структурой 1 : 1 и 1 : 2, которые могут
быть адсорбированы на диссоциированных силанольных группах поверхности кремнезема.
Включение гидроксифлавонов в комплекс с цинком не приводит к потере их антирадикаль-
ной способности в реакции с дифенилпикрилгидразилом и к уменьшению общего феноль-
ного индекса АО. Катионы железа вытесняют цинк из его комплекса с гидроксифлавоном,
в результате чего происходит хелатирование металла–прооксиданта.

Автор выражает благодарность профессору В. Г. Пивоваренко за предоставленные для иссле-
дований образцы гидроксифлавонов.
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I. В. Лагута

Антиоксидантнi властивостi синтетичних гiдроксифлавонiв та їх
комплексiв iз цинком

Вивчено атиоксидантнi властивостi синтетичних гiдроксифлавонiв та їх комплексiв з цин-
ком. Встановлено, що гiдроксифлавони та їх комплекси проявляють порiвняльну анти-
радикальну активнiсть вiдносно стабiльного вiльного радикала дифенiлпiкрилгiдразилу та
вiдновлювальну здатнiсть у реакцiї Фолiна–Чоколтеу. Показано, що металокомплекси мо-
жуть бути адсорбованi на поверхнi високодисперсного кремнезему. Катiони залiза замi-
щають цинк з його комплексiв з гiдроксифлавонами, внаслiдок чого вiдбувається хелату-
вання металу–прооксиданту.

I. V. Laguta

Antioxidant properties of synthetic hydroxyflavones and their
complexes with zinc

Antioxidant properties of synthetic hydroxyflavones and their complexes with zinc have been studied.
The hydroxyflavones and hydroxyflavones-zinc complexes are found to possess practically the same
free radical scavenging activity and reducing power in the Folin-Ciocalteu reaction. The results
demonstrate that hydroxyflavone–zinc complexes can be adsorbed on a highly dispersed silica surface.
It is found that ferric cations displace zinc in hydroxyflavone–zinc complexes, and the binding of
metal–prooxidant by hydroxyflavones occurs.
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Анионактивные полиуретановые иономеры: влияние

строения фрагментов макроцепи на структуру
и свойства

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Ю. Керчой)

На основе диизоцианатов и ионсодержащих составляющих различного химического
строения синтезированы анионактивные полиуретановые иономеры (АПУ), отличаю-
щиеся строением жесткого блока. Изучены коллоидно-химические свойства водных дис-
персий АПУ и физико-механические свойства сформированных пленок. Показано влия-
ние природы носителей ионных центров и диизоцианатов на свойства конечного мате-
риала. Методом дифракции рентгеновских лучей исследованы структурные особенности
АПУ в зависимости от природы исходных составляющих.

Иономерные полиуретаны (ИПУ) представляют значительный научный и практический ин-
терес, обусловленный комплексом присущих им ценных свойств и возможностью их исполь-
зования в виде водных дисперсий в качестве покрытий, связующих, адгезивов и аппретов.
Однако высокая гидрофильность [1, 2], присущая ИПУ и обусловленная присутствием в це-
пи солевых групп, часто ограничивает применение этих материалов. Одним из приемов ре-
гулирования степени гидрофильности является изменение молекулярного строения и соот-
ветственно структуры ИПУ путем варьирования природы исходных составляющих. Целью
данной работы было получение новых анионактивных полиуретанов (АПУ), исследование
их свойств и структуры в зависимости от природы исходных составляющих, а также изу-
чение влияния последних на их гидрофильность.

В качестве объектов исследования синтезировали АПУ на основе полиокситетрамети-
ленгликоля (ПТМГ, ММ = 1000), диизоционатов (ДИЦ): алифатического 1,6-гексамети-
лендиизоцианата (ГМДИ) и ароматического 4,4′-дифенилметандиизоцианата (ДФМДИ).
В качестве удлинителя макроцепи применялся дигидразид изофталевой кислоты (ДГИФК).
Ионогенные фрагменты: 2,2-бис(гидроксиметил)пропионовая кислота (ДМПК), дианги-
дрид пиромеллитовой кислоты (ДАПК). Нейтрализацию карбоксильных групп осуществ-
ляли триэтиламином (ТЭА) и КОН.

Элементарное звено получаемых полимеров представлено на схеме:

где R1 — остаток ГМДИ или ДФМДИ; R2 — остаток ПТМГ; R3 — остаток ионогенных
фрагментов:

Здесь A+ — N+H(C2H5)3; K+; R4 — остаток ДГИФК.
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Синтез АПУ проводили в две стадии: на первом этапе получали макродиизоцианат
с концевыми реакционноспособными изоцианатными группами. Далее при использовании
ДМПК или смеси ДМПК с ДАПК (как носителей ионных центров) были получены ионо-
мерные олигоуретаны, которые затем удлиняли ДГИФК. По окончании реакции удлине-
ния цепи синтезированный полимер обрабатывали нейтрализующими агентами, дисперги-
ровали в водной среде и отгоняли ацетон. Методом обращения фаз были получены стой-
кие пленкообразующие АПУ дисперсии. Состав, коллоидно-химические свойства дисперсий
и физико-механические свойства пленок, полученных по традиционной для полиуретанов
методике, представлены в табл. 1.

Использование ТЭА в качестве нейтрализующего (солеобразующего) агента в образце
сравнения АПУ-1 [1] вместо КОН, а также ДМПК вместо ДАПК (как носителя ионных
центров) снижает водопоглощение более чем в 3 раза (АПУ-2), прочность пленки при этом
увеличивается в 1,5 раза. Снижение водопоглощения объясняется строением ионогенного
фрагмента, в частности, наличием в ДМПК одной гидрофильной ионогенной группы (вмес-
то двух у ДАПК), а также природой нейтрализующего агента: ТЭА улетучивается в про-
цессе формирования пленки, в отличие от К+, который присутствует в пленке в виде соли,
что способствует водопоглощению. Одновременное использование ДМПК и ДАПК, нейтра-
лизованных ТЭА (АПУ-4), приводит к дальнейшему снижению водопоглощения до 3%, что
более чем в 6 раз меньше в сравнении с АПУ-1. Прочность и эластичность данного образца
сравнимы с показателями образца сравнения АПУ-1.

Замена алифатического ГМДИ на ароматический ДФМДИ (АПУ-3) приводит к уве-
личению водопоглощения и к существенному увеличению прочности при снижении элас-
тичности. Как было сказано, АПУ-2 на основе ГМДИ, ДМПК и ДГИФК имеет прочность,
повышенную в сравнении с образцами АПУ-1 и АПУ-4 на основе тех же исходных реаген-
тов, но в состав которых входит ДАПК. Очевидно, присутствие дополнительных объемных
фрагментов ДАПК, разрыхляющих систему водородных связей АПУ, обуславливает пе-
рестройку и уменьшение плотности существующей физической сетки, в результате чего
происходит изменение физико-механических показателей [3].

Способность системы сохранять свои свойства, дисперсионный состав, равномерное рас-
пределение частиц по объему определяется ее агрегационной и кинетической устойчи-
востью [4]. Агрегационная устойчивость коллоидных систем отвечает их способности со-
хранять постоянный размер частиц и, следовательно, определяется уровнем дисперсности.
Кинетические же характеристики зависят в большей степени от свойств поверхности кон-

Таблица 1. Состав и свойства АПУ дисперсий

Номер
образца

Исходные
составляющие

Водопоглоще-
ние, 24 ч, %

Средний р-р
частиц, нм pH σ, мПа ε, %

Устойчи-
вость, мес

АПУ-1 ПТМГ-1000, ГМДИ, 19,0 94,0 8,72 16,6 800 60
ДАПК, ДГИФК, КОН

АПУ-2 ПТМГ-1000, ГМДИ, 5,0 73,5 8,10 25,0 783 60
ДМПК, ДГИФК, ТЭА

АПУ-3 ПТМГ-1000, ДФМДИ, 12,6 48,0 7,86 41,0 383 60
ДМПК + ДАПК,
ДГИФК, ТЭА

АПУ-4 ПТМГ-1000, ГМДИ, 3,0 80,2 8,49 15,1 700 60
ДМПК + ДАПК,
ДГИФК, ТЭА
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Рис. 1. Профили ШУРРЛ АПУ c различным строением жестких блоков: 1 — АПУ-1; 2 — АПУ-2; 3 —
АПУ-4; 4 — АПУ-3

тактирующих фаз и pH среды, поскольку ионы H+ и ОН− обладают высокой специфической
адсорбционной способностью. Известно, что смещение значений pH в кислую область, равно
как и увеличение размеров частиц >500 нм, снижает устойчивость анионактивных диспер-
сий [5]. Данные показатели для исследуемых дисперсий приведены в табл. 1 и, как видим,
не претерпевают существенных изменений с изменением исходных составляющих. Они ха-
рактеризуют полученные АПУ как устойчивые: на момент исследований их устойчивость
составляла 60 мес.

Различия в макросвойствах полимеров определяются как строением макроцепи, так
и особенностями надмолекулярной организации, определяющей их структуру. Исследова-
ния структуры АПУ проводили методами широко- (ШУРРЛ) и малоуглового (МУРРЛ)
рассеяния рентгеновских лучей. Из анализа представленных на рис. 1 профилей ШУРРЛ
образцов с одним из двух типов ионсодержащих фрагментов — ДАПК (АПУ-1) и ДМПК
(АПУ-2) или их смесью ДАПК + ДМПК (АПУ-3, АПУ-4), а также с диизоцианатными
звеньями алифатической (АПУ-1, АПУ-2, АПУ-4) или ароматической (АПУ-3) природы
следует, что все исследуемые образцы характеризуются ближним трансляционным поряд-
ком в пространственном расположении фрагментов их макромолекулярных цепей. Об этом
свидетельствует проявление на дифрактограммах АПУ одного дифракционного максиму-
ма диффузного типа (аморфного гало). Однако положение (qmax) данного максимума на
дифрактограммах, представленных в виде функции I — f(q) (где q = (4π/λ) sin θ — величи-
на вектора рассеяния в пространстве обратной решетки, λ — длина волны рентгеновского
излучения, для Сu Kα λ ≈ 0,154 нм, а 2θ — угол рассеяния), зависит от типа ионсодер-
жащих фрагментов жестких блоков АПУ или их смеси (на рис. 1 это показано штриховой
линией).

Наибольшее значение (qmax ≈ 14,30 нм−1) характерно для АПУ-1 с ионсодержащим
фрагментом ДАПК, нейтрализованным КОН, а наименьшее (qmax ≈ 13,94 нм−1) соответст-
вует АПУ с различным строением диизоцианатных звеньев и смесью ионсодержащих фраг-
ментов (ДАПК и ДМПК) в жестких блоках (АПУ-3, АПУ-4). Среднее брэгговское расстоя-
ние d (d = 2π/qmax) между слоями макромолекулярных цепей в объеме АПУ-1 наименьшее
(d ≈ 0,43 нм), в объеме АПУ-2 оно является промежуточным по величине (d ≈ 0,44 нм), а
в АПУ-4 и АПУ-3 — наибольшим (d ≈ 0,45 нм). Следовательно, среднее расстояние между
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Рис. 2. Профили МУРРЛ анионактивных полиуретановых иономеров с различным химическим строением
ионсодержащих фрагментов жестких блоков: 1 — ДАПК; 2 — ДМПК; 3 — смесь ДМПК : ДАПК (0,43 : 0,17)

макромолекулярными слоями в объеме АПУ зависит от типа ионсодержащих фрагментов
жестких блоков, при замене же алифатического ГМДИ на ароматический ДФМДИ оно
остается неизменным. В связи с этим представляло интерес изучить влияние химическо-
го строения ионсодержащих фрагментов и природы ДИЦ на микрогетерогенное состояние
структуры АПУ.

Как следует из анализа профилей интенсивности МУРРЛ (рис. 2) образцов с алифа-
тическими диизоцианатными звеньями макроцепей, от химического строения и состава
ионсодержащих фрагментов жестких блоков существенно зависит степень совершенства
микрофазовой структуры этих линейных полимеров. Это находит проявление, прежде все-
го, в различной величине контраста электронной плотности ∆ρ между микрообластями
гетерогенности (жесткими и гибкими доменами) исследуемого ряда АПУ и в характере
размещения жестких и гибких доменов в пространстве. Так, на профиле АПУ-1 (с ион-
содержащим фрагментом ДАПК в жестких блоках) проявляются два интерференционных
максимума различной интенсивности и выраженности (см. рис. 2): вверху показано откло-
нение при q ≈ 1,44 нм−1 профиля АПУ-1 (1 ) от профиля интенсивности (1 ′), рассчитанного
в соответствии с законом Порода [6]. Если существенно более выраженный и интенсивный
максимум при qmax = 0,66 нм−1 свидетельствует о наличии периодичности при расположе-
нии в пространстве микробластей гетерогенности с различной величиной ρ (жестких и гиб-
ких доменов), брегговский период D (D = 2π/qmax) чередования которых равен 9,4 нм, то
слабовыраженный максимум низкой интенсивности при qmax = 1,44 нм−1 позволяет судить
о существовании периодичности при расположении в межмолекулярном пространстве или
в объеме жестких доменов агрегатов ионных групп, период чередования которых состав-
ляет около 4,4 нм.

Следует отметить, что существование двух интерференционных максимумов на профи-
лях МУРРЛ наблюдали также авторы работы [7] в исследованиях полиуретанов на основе
ПТМГ (MМ = 1000), ДФМДИ и ДМПК с нейтрализацией групп СООН гидроксидом одного
из щелочных металлов (Li, Na или K). Из простых рассуждений становится понятным, что
размер микрообластей гетерогенности всегда является меньшим или равным величине D
(среднему расстоянию между их ближайшими соседними центрами). Поэтому в случае мак-
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симального размера (равного D) жестких доменов и ионных агрегатов в объеме жестких
доменов АПУ-1 может вместиться лишь 4 ионных агрегата. Однако проведенная по мето-
ду Руланда [8, 9] оценка такого структурного параметра, как диапазон гетерогенности lp,
непосредственно связанного с усредненным диаметром 〈l1〉 и 〈l2〉 микрообластей гетероген-
ности 1 и 2 типов (при бесконечном пересечении прямых линий через их центр тяжести)
следующим образом [8]: l−1

p = 〈l1〉−1+〈l2〉−1 или lp = ϕ2〈l1〉 = ϕ1〈l2〉, где ϕ1 и ϕ2 — объемная
доля микрообластей обоих типов в двухфазной системе (ϕ1 + ϕ2 = 1), показала, что для
АПУ-1 величина lp более чем в два раза меньше D (табл. 2).

Учитывая, что объемная доля гибких блоков (ϕ2) в полимерах с гибкими блоками
ММ = 1000 и с Cжб ≈ 28–40% по массе (для АПУ-1 Cжб ≈ 31% по массе) изменяется
в относительно узком интервале 0,70–0,80 [10], размер жестких доменов (〈l1〉 = lp/ϕ2) нахо-
дится в пределах от 6,4 до 5,6 нм. Если размер ионных агрегатов АПУ-1 составляет 62 нм,
то расположение их в объеме жестких доменов является весьма реальным.

Существенно менее выраженной периодичностью пространственного расположения
жестких и гибких доменов, по сравнению с АПУ-1, характеризуется АПУ-2, содержащий
в молекулярных цепях жестких блоков фрагмент ДМПК, при этом брегговский период D
чередования однотипных по плотности доменов составляет около 8,5 нм. Это следует из
сопоставления четкого и слабовыраженного интерференционных максимумов на профилях
интенсивности АПУ-1 и АПУ-2 (см. кривые 1, 2 на рис. 2). Значительно меньшая, чем
в АПУ-1, величина контраста электронной плотности между жесткими и гибкими доме-
нами в объеме АПУ-2, судя по интенсивности проявления интерференционного максиму-
ма, по-видимому, является следствием незначительной термодинамической несовместимо-
сти между гибко- и жесткоцепной составляющими этого АПУ.

Таким образом, проведенные исследования показали взаимосвязь состав–структура–
свойства для АПУ, отличающихся содержащимися в макроцепи фрагментами алифати-
ческого или ароматического диизоцианата, носителями ионных центров и природой ней-
трализующих агентов. Химическое строение и состав ионсодержащих фрагментов жестких
блоков оказывают значительное влияние на существующую в объеме АПУ систему межмо-
лекулярных водородных связей и степень совершенства микрофазовой структуры. В ча-
стности, замена ДАПК на менее объемную ДМПК приводит к увеличению прочности на
разрыв за счет увеличения межцепного взаимодействия между жесткими доменами, сни-
жая гидрофильность почти в 4 раза.

Согласно рентгеноструктурным исследованиям, диапазон гетерогенности уменьшается,
что свидетельствует об уменьшении эффективного размера микрообластей гетерогенности.
Вероятность расположения уретановых групп одна напротив другой увеличивается, приво-
дя к увеличению количества Н связей в межмолекулярном пространстве жестких блоков
и кулоновских взаимодействий между ионами и противоионами, а также между катионами
ионных групп и фрагментами O=C < уретановых групп.

Таблица 2. Параметры микрофазовой структуры АПУ

Номер образца D, нм d3D, нм lp, нм−1 Q, о. е.

АПУ-1 9,4 (4,4) 10,0 4,5 11,0
АПУ-2 ∼8,5 7,0 3,9 9,2
АПУ-3 9,8 10,2 5,4 8,5
АПУ-4 — — 5,9 8,1
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Применением смеси ДМПК и ДАПК можно добиться дальнейшего снижения гидро-
фильности конечного материала более чем в 6 раз при сохранении его прочностных
показателей. Замена ГМДИ на ДФМДИ позволяет существенно повысить прочность
(АПУ-3), однако увеличивает гидрофильность. Следовательно, в формировании микрофа-
зовой структуры АПУ значительную роль играет микроструктура цепи жестких блоков
и величина термодинамической несовместимости гибких и жестких блоков, определяемая
природой ионогенного фрагмента и изоцианатной составляющей, что находит отражение
в макросвойствах получаемых материалов.
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Анiонактивнi полiуретановi iономери: вплив будови фрагментiв
макроланцюга на структуру i властивостi

На основi рiзних дiiзоцiанатiв та iонвмiсних складових синтезовано анiонактивнi полiуре-
тановi iономери (АПУ), якi вiдрiзняються будовою жорсткого блока. Вивчено колоїдно-хi-
мiчнi властивостi водних АПУ дисперсiй та фiзико-механiчнi властивостi сформованих
плiвок. Показано вплив природи носiїв iонних центрiв на властивостi кiнцевого матерiа-
лу. Методом дифракцiї рентгенiвських променiв дослiджено структурнi особливостi АПУ
залежно вiд природи вихiдних складових.
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Yu.V. Savelyev, Т.V. Travinskaya, А.N. Brykova, V. I. Shtompel

Anionactive polyurethane ionomers: influence of macrochain fragments
on the structure and properties

Anionactive polyurethane ionomers (APU) differing by hard block structure have been synthesized
on the basis of diisocyanates and ion-containing components of different chemical structures. The
colloid-chemical properties of APU water dispersions and physical-mechanical properties of formed
films have been studied. The effect of ion-center carriers and diisocyanates on the properties of
the resulting material has been shown. The structural features of APU depending on the initial
component composition have been investigated by the X-ray method.
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Кремнезем-желатиновые композиты
для пролонгированного высвобождения биологически
активных веществ

(Представлено академиком НАН Украины Н. Т. Картелем)

Получены желатиновые пленки и кремнезем-желатиновые композиты, содержащие
биологически активные вещества различной химической природы: витамины В1 и РР,
флавонол, комплекс флавонола с цинком, экстракт из листьев Magnolia kobus. Изучено
влияние высокодисперсного кремнезема на набухание пластинок в воде и высвобождение
инкорпорированных в материал биологически активных соединений. Показано, что до-
бавление к желатину кремнезема позволяет увеличить время растворения материалов
в водной среде и замедлить десорбцию биологически активных веществ.

Желатин широко используется для получения лекарственных форм пролонгированного
действия [1–3], активное вещество в них может быть заключено внутри водорастворимых
желатиновых капсул [1, 2] или инкорпорировано в биополимерный материал [3]. При кон-
такте с водной средой желатиновые материалы поглощают воду, набухают, постепенно
высвобождая заключенное в них активное вещество, и с течением времени растворяются
полностью. В тех случаях, когда требуется увеличить время растворения желатиновых
капсул [1, 2] или пластинок [3] и замедлить десорбцию лекарственного вещества, в поли-
мер дополнительно вводят “физические” или “химические” сшивающие агенты, образующие
водородные или ковалентные связи с молекулами полимера и уменьшающие набухание ма-
териалов в водной среде [2–5].

В качестве потенциально интересного сшивающего агента в последнее время рассматри-
вают [6–8] кремнезем, ≡ SiO−- и ≡ SiOH-группы которого могут участвовать в образовании
водородных связей и в электростатических взаимодействиях с молекулами желатина [6, 7].
В предыдущих работах [9, 10] нами было изучено водопоглощение пластинок из чистого
желатина и кремнезем-желатиновых композитов и показано, что присутствие кремнезе-
ма приводит к замедлению набухания и растворения образцов. В настоящем сообщении
рассматриваются свойства желатиновых и кремнезем-желатиновых материалов, содержа-
щих биологически активные соединения различной химической природы, и возможность
использования кремнезем-желатиновых композитов для пролонгированного высвобожде-
ния инкорпорированных в них активных веществ.

Желатиновые и кремнезем-желатиновые материалы готовили в форме тонких пласти-
нок; при этом использовали желатин фирмы “Fluka” и высокодисперсный кремнезем марки
А-300 с удельной поверхностью 250 м2/г. Концентрация желатина в растворах составля-
ла 5%, а соотношение кремнезема и желатина в композитах — 2 : 5. В качестве биологи-
чески активных веществ были взяты хлорид гидрохлорид тиамина (витамин В1), никотин-
амид (витамин РР), синтетический антиоксидант 3-гидроксифлавон (FL) (флавонол) и его
комплекс с цинком FL–Zn, а также экстракт из листьев магнолии Magnolia kobus в 70%-м
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Рис. 1. Набухание в воде желатиновых (1 ) и кремнезем-желатиновых (2 ) пластинок, приготовленных
с использованием различных буферных растворов. Время набухания 1 ч

этаноле, содержащий антиоксиданты рутин, кверцетин, кверцетрин и другие в концент-
рации, эквивалентной концентрации аскорбиновой кислоты 3,5 ммоль/л [11]. Количество
активного вещества в желатиновых и кремнезем-желатиновых пластинках, приходящееся
на 1 г желатина, составляло 2–10 мкмоль.

Результаты предварительного эксперимента показали (рис. 1), что набухание желати-
новых материалов существенным образом зависит от pH раствора, из которых они были
приготовлены. Поскольку добавление активного вещества может влиять на pH раствора, то
при приготовлении желатинових и кремнезем-желатиновых пластинок использовали стан-
дартный буфер с pH 6,86 (KH2PO4, Na2HPO4).

Общая схема получения желатинових и кремнезем-желатиновых пластинок была сле-
дующей. Желатин растворяли в 5 мл буферного раствора (pH 6,86) путем нагревания на
водяной бане при перемешивании в течение 20 мин. Готовили растворы витаминов В1 и РР
в буфере 6,86 и растворы флавонола и комплекса FL–Zn в 70%-м этаноле. Раствор флаво-
нола или комплекса FL–Zn в этаноле и экстракт из листьев магнолии смешивали с буфе-
ром 6,86 в соотношении 2 : 3 и 1 : 4 соответственно.

Для приготовления желатиновых пластинок в стакан с раствором желатина добавля-
ли 5 мл раствора активного вещества или экстракта в буфере 6,86 или в смеси буфера
с этанолом. Для приготовления кремнезем-желатиновых композитов 5 мл раствора актив-
ного вещества или экстракта добавляли к навеске кремнезема, суспензию перемешивали
в течение 5 мин и добавляли к раствору желатина. После дополнительного перемешивания
в течение 5 мин отбирали 2 мл раствора или суспензии, выливали тонким слоем в чашки
Петри диаметром 4 см и высушивали в течение двух суток при комнатной температуре. Для
приготовления контрольных образцов желатиновых и кремнезем-желатиновых пластинок,
не содержащих активное вещество, раствор желатина и суспензию кремнезема готовили
в дистиллированной воде (pH раствора и суспензии ∼5,5). Изучая зависимость свойств
материалов от pH растворов/суспензий (см. рис. 1), готовили образцы с использованием
стандартных буферных растворов с pH 1,68, 3,56, 6,86, 9,18, 12,45.

Исследовалось набухание материалов в водной среде, для этого сухие пластинки взве-
шивали, опускали в воду, затем (через определенные промежутки времени) извлекали их
из раствора и определяли прирост массы путем взвешивания. Эксперимент по десорб-
ции из материалов активных веществ проводили в условиях постоянного объема раствора.
В стаканчик с пластинкой добавляли фиксированный объем дистиллированной воды и (че-
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Рис. 2. Набухание в воде желатиновых (1 ) и кремнезем-желатиновых (2 ) пластинок

рез определенные промежутки времени) регистрировали УФ-спектры растворов. Измеряли
оптическую плотность при длине волны, соответствующей максимуму поглощения в спект-
рах исходных веществ и экстракта, с учетом калибровочных измерений оценивали долю
десорбированного вещества.

На рис. 2 представлены кривые набухания желатиновой и кремнезем-желатиновой плас-
тинок, для получения которых в качестве растворителя использовали дистиллированную
воду. Как видно из рисунка, добавление к желатину кремнезема приводит к значительному
замедлению набухания материала: количество воды, поглощаемой образцами в течение 24 ч,
уменьшается почти в 2 раза.

В табл. 1 приведены данные о набухании желатиновых и кремнезем-желатиновых плас-
тинок, содержащих различные биоактивные вещества. Полученные результаты показывают,
что добавление к раствору желатина активного вещества приводит к значительному уве-
личению набухания получаемых материалов: образцы поглощают 850–910% по массе воды
вместо 690% у контрольного образца (см. рис. 2). В меньшей степени замена дистиллиро-
ванной воды раствором биоактивного вещества влияет на свойства кремнезем-желатиновых
пластинок (набухание 400–430% вместо 380% у контрольного образца). Сравнение свойств
желатиновых и кремнезем-желатиновых пластинок, полученных с использованием одних
и тех же растворов и содержащих одинаковые биоактивные вещества, показывает, что во
всех случаях присутствие кремнезема обеспечивает значительное замедление набухания
образцов (см. табл. 1).

Как известно, поглощение воды и диффузия молекул полимера и других составляю-
щих желатиновых материалов в воду — две стороны одного процесса растворения мате-

Таблица 1. Состав растворов, использованных при приготовлении желатиновых и кремнезем-желатиновых
пластинок, и набухание образцов

Состав растворов Набухание образцов через 24 ч, %

активное вещество компоненты
желатиновые
пластинки

кремнезем-желатиновые
пластинки

Витамин В1 Буфер 6,86 890 410
Витамин РР Буфер 6,86 870 400
Экстракт Magnolia kobus Буфер 6,86, 70%-й этанол 850 410
Флавонол Буфер 6,86, 70%-й этанол 910 430
Комплекс флавонола с цинком Буфер 6,86, 70%-й этанол 900 420

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №12 133



Рис. 3. Десорбция витамина В1 (1, 2 ), витамина РР (3, 4 ) и экстракта Magnolia kobus (5, 6 ) из желатиновых
(1, 3, 5 ) и кремнезем-желатиновых пластинок (2, 4, 6 )

Рис. 4. Десорбция флавонола (1, 2 ) и его комплекса с цинком (3, 4 ) из желатиновых (1, 3 ) и кремнезем-же-
латиновых (2, 4 ) пластинок

риалов в водной среде (согласно А. Г. Пасынскому, 1959), поэтому уменьшение набухания
у кремнезем-желатиновых композитов по сравнению с желатиновыми пластинками должно
приводить и к замедлению высвобождения инкорпорированных в полимер биологически
активных соединений.

Действительно, представленные на рис. 3 данные о десорбции витаминов В1 и РР и эк-
стракта Magnolia kobus показывают, что при переходе от желатиновых пластинок к кремне-
зем-желатиновым композитам имеет место значительное замедление десорбции активных
веществ. Скорость десорбции флавонола и из желатинових пленок, и из кремнезем-жела-
тиновых композитов очень мала (кривые 1, 2 на рис. 4) и определяется, по всей видимо-
сти, не свойствами материалов, а низкой растворимостью флавонола в воде. Увеличение
растворимости флавонола и количества вещества, высвобождаемого из пластинок в воду,
может быть достигнуто за счет введения в материал вместо индивидуального флавонола
его комплекса с металлом, например цинком. Цинк, как известно, сам по себе является
биоактивным веществом и входит в состав многих лекарственных, витаминных, косметиче-
ских композиций. Приведенные на рис. 4 (кривые 3, 4 ) данные показывают, что десорбция
антиоксиданта в воду в виде комплекса FL–Zn увеличивается как в случае желатиновой
пленки, так и в случае композита. При этом кремнезем-желатиновый композит (как и при
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использовании других активных веществ) обеспечивает пролонгированное высвобождение
антиоксиданта.

Таким образом, полученные данные показывают, что кремнезем-желатиновые компози-
ты отличаются от желатиновых материалов меньшим набуханием в водной среде и более
медленной десорбцией инкорпорированных в них биологически активных веществ различ-
ной химической природы. Наблюдаемое изменение свойств желатиновых пластинок при
добавлении к ним кремнезема позволяет рассматривать кремнезем-желатиновые компози-
ты как перспективные материалы для создания лекарственных форм пролонгированного
действия с регулируемой скоростью высвобождения активного компонента.
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Кремнезем-желатиновi композити для пролонгованого вивiльнення
бiологiчно активних речовин

Отримано желатиновi плiвки та кремнезем-желатиновi композити, що мiстять бiоло-
гiчно активнi речовини рiзної хiмiчної природи: вiтамiни В1 и РР, флавонол, комплекс
флавонолу з цинком, екстракт iз листя Magnolia kobus. Вивчено вплив високодисперсно-
го кремнезему на набухання платiвок у водi та вивiльнення iнкорпорованих у матерiал
бiологiчно активних сполук. Показано, що додавання до желатину кремнезему дає змогу
збiльшити час розчинення матерiалiв (у водному середовищi) та уповiльнити десорбцiю
бiологiчно активних речовин.
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O.N. Stavinskaya

Silica-gelatin composites for prolonged drug release

Gelatin and silica-gelatin plates with embedded biologically active substances of different chemical
nature (vitamin B1, vitamin PP, flavonol, complex of flavonol with zinc, extract of Magnolia kobus)
are obtained. The effect of high-dispersive silica on the swelling behavior of the plates in water and
the release of drugs is studied. The addition of silica to gelatin materials increases the dissolution
time of a plate and retards the desorption of active substances.
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Динамика концентрации хлорофилла в онтогенезе

семядольных листьев Linum usitatissimum,
подвергшихся УФ-В облучению

Влияние ультрафиолета отражается на многих процессах растительного организма.
В работе рассматривается аспект старения. Исследована динамика содержания хлоро-
филла в процессе старения семядольных листьев Linum usitatissimum, характеризующая
скорость деградационных процессов в клетке. Анализируется воздействие разных доз
УФ-В облучения на скорость возрастной деградации хлорофилла. Показано, что с уве-
личением дозы ускоряются темпы распада хлорофилла. Обсуждаются вероятные меха-
низмы, связывающие старение и деградацию пигментов.

На сегодня среди ряда глобальных экологических проблем биосферы наиболее актуальной
остается проблема разрушения озонового слоя в атмосфере и повышения уровня УФ излу-
чения. За последние 20 лет содержание озона в атмосфере снизилось на 4%, что привело
к возрастанию уровня УФ на 8%. Это излучение достигает поверхности земли и оказывает
негативное влияние на живые организмы, в частности на растения [1]. По оценкам эк-
спертов, скорость убывания озона в атмосфере Земли на данный момент достигла 0,5%
в год [2, 3]. При сохранении нынешних темпов снижения уровень УФ в атмосфере бу-
дет стремительно увеличиваться. В результате повысится воздействие как интенсивного
облучения УФ-В лучами, так и более жестких коротковолновых лучей. Их повреждающее
воздействие может ослаблять сформированные в ходе эволюции механизмы защиты рас-
тения от УФ-В радиации и приводить к нарушению физиологических и биохимических
процессов. Может измениться соотношение продолжительности онтогенеза у разных видов
растений [4]. В связи с этим возникает необходимость исследования влияния повышенного
уровня УФ-В радиации на продолжительность этапов онтогенеза растений.

Как известно, высокие дозы УФ излучения оказывают ряд повреждающих воздействий
на растительную клетку, таких как димеры тимина, сшивки, окислительный стресс, пов-
реждение мембран, снижение эффективности системы репарации, повышение частоты му-
таций ДНК [5, 6]. Содержание защитных пигментов, таких как флавоноиды, антоцианы,
также уменьшается в процессе старения. Снижается и содержание хлорофилла [5, 7]. Это
обусловлено повышением активности гидролитических ферментов (хлорофиллазы), что
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приводит к усилению распада многих веществ, таких как хлорофилло-белковый комплекс,
и замедлению синтеза новых. По скорости снижения этого пигмента можно судить о темпах
старения растения [8]. Высокие дозы УФ-В излучения, которые, как уже отмечалось, обла-
дают повреждающим воздействием, аналогично вызывают деградацию хлорофилла [9].

Ранее нами была исследована возрастная динамика уменьшения содержания антоциа-
нов в лепестках Ipomoea purpurea, подвергшихся УФ облучению [10]. Мы проанализировали
воздействие разных доз на скорость возрастной деградации антоцианов. Было показано, что
в пределах исследованного диапазона только одна доза — 12,5 кДж/м2 — способствовала
замедлению распада антоцианов при старении растения. Это позволяет судить о сниже-
нии темпов деградационных процессов в клетке и запуске механизмов, защищающих от
повреждающих излучений.

Необходимо было определить, является ли старение отдельных органов показателем
старения целого растительного организма. Для дальнейшего исследования нами были вы-
браны семядольные листья льна. На данном объекте определяли динамику содержания
хлорофилла, по скорости распада которого можно судить о темпах деградационных про-
цессов, сопровождающих старение растения. Контроль за влиянием на эти процессы УФ-В
излучения является важным с точки зрения установления характера воздействия [11]. Как
известно, чем выше доза УФ-В излучения, тем быстрее происходит деградация хлорофил-
ла, активизируются гидролитические ферменты, активность которых совпадает с этапами
старения [5]. Предполагается, что под влиянием УФ-В облучения процесс распада хлоро-
филла в семядольных листьях будет ускоряться.

В настоящей работе приведены результаты изучения возрастной динамики хлорофилла
и влияния на его содержание разных доз УФ-В облучения в семядольных листьях моно-
карпического растения Linum usitatissimum.

Материалы и методы. Объектом исследования были выбраны семядольные листья
монокарпического растения льна долгунца (Linum usitatissimum). Семядольные листья яв-
ляются удобными для исследования, поскольку представляют собой орган, который первый
претерпевает деградационные изменения в процессе старения [12].

На стадии 15-дневного побега растения подвергали облучению источником УФ-В излу-
чения (лампа ДБ-30) в трех дозах: 4,2, 8,5 и 12,7 кДж/м2 в течение 1,5 ч. Для определе-
ния содержания хлорофилла пробы семядольных листьев взвешивали и гомогенизировали
в растворе ацетон : вода = 80 : 20 (соотношение сырая масса и раствор составляло 1 : 5). Эк-
стракцию проводили на каждой стадии онтогенеза листьев (от развития до пожелтения),
которые условно обозначили как: С1 (1 сут после облучения), С2 (15 сут после облуче-
ния), С3 (30 сут после облучения), С4 (45 сут после облучения). Полученные экстракты
освобождали от растительных остатков путем фильтрования. Концентрацию хлорофилла,
выраженную в мг/г сырой массы, определяли спектрофотометрическим методом, по фор-
муле A = (Ca + Cb)V/P , где Ca и Cb — поглощение хлорофилла a и b, соответствующее
длинам волн 663 и 645 нм; V — объем раствора; P — навеска [13].

Результаты и обсуждения. Распад пигментов в семядольных листьях можно оха-
рактеризовать по изменению окраски, что происходит в процессе старения, за счет разру-
шения хлорофилла. Доверительный интервал кривой показывает, что с увеличением дозы
процесс деградации хлорофилла достоверно ускоряется, это видно уже через 15 сут после
облучения (рис. 1).

Согласно полученным данным, во всех облученных вариантах и контроле с увеличением
времени воздействия устойчиво снижается содержание хлорофилла. Реакция на облучение
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Рис. 1. Динамика содержания хлорофилла во времени

последовала сразу же. Отмечается зависимость содержания хлорофилла от дозы облучения.
Плато на кривой отсутствует, что указывает на непрерывность процесса распада пигмента.
Разная степень угла наклона свидетельствует о различных темпах деградации и о зависи-
мости ее от дозы УФ-В облучения, что хорошо согласуется с данными о том, что облучение
оказывает влияние на ход онтогенеза, в частности на процессы старения растений [5, 14].
Однако эти изменения проявляются по–разному, в зависимости от дозы, способа облуче-
ния и вида растений. Наблюдается как ускорение, так и замедление старения. Механизмы,
участвующие в запуске процессов радиоиндуцированного старения монокарпических рас-
тений, сегодня не изучены детально [10, 15].

Для наибольшей дозы облучения темпы распада хлорофилла спустя 15 сут после облу-
чения оказались выше, чем для остальных доз, и составляли 0,38 мг/г (табл. 1). Спустя
45 сут после облучения содержание хлорофилла в данном варианте достигло минимального
по сравнению с другими вариантами значения — 0,03 мг/г сырого вещества (см. рис. 1). Для
средней дозы темпы распада пигмента спустя 30 сут были меньше и составляли 0,21 мг/г.
Его содержание через 45 сут после облучения было выше — 0,09 мг/г сырого вещества,
чем при наибольшей дозе, но меньше, чем в контроле (0,33 мг/г сырого вещества) и при
наименьшей дозе (0,2 мг/г сырого вещества). Для наименьшей дозы облучения темпы рас-
пада хлорофилла спустя 15 сут после облучения составляли 0,1 мг/г. Спустя 45 сут после
облучения содержание хлорофилла было выше, чем при двух других дозах — 0,2 мг/г, но
ниже, чем в контроле.

Таблица 1. Зависимость скорости уменьшения содержания хлорофилла (мг/г за отрезок времени между
стадиями) от дозы облучения

Вариант
Срок после облучения

15 сут 30 сут 45 сут

Контроль 0,13 0,21 0,26

4,2 кДж/м2 0,1 0,35 0,21

8,5 кДж/м2 0,32 0,21 0,24

12,7 кДж/м2 0,38 0,28 0,08
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Скорость протекания деградационных процессов зависит от дозы облучения. В пробах,
которые были облучены самой высокой дозой, деградационные процессы протекали быстрее
(см. табл. 1). Скорость снижения количества хлорофилла через 15 сут после облучения со-
ставляла 0,38 мг/г, через 30 сут — 0,28 мг/г, через 45 сут — 0,08 мг/г за каждый интервал
между стадиями соответственно. Кроме того, через 45 сут после облучения содержание
хлорофилла в образцах, подвергшихся воздействию самой высокой дозы, было ниже, чем
в контроле и при влиянии остальных доз на тот же самый момент. Это может свидетель-
ствовать о том, что именно облучение оказало большее влияние на распад хлорофилла, чем
процессы естественной возрастной деградации пигмента. Таким образом, УФ-В облучение
ускорило темпы старения семядольных листьев льна. Присутствовала прямая зависимость
усиления темпов распада хлорофилла от увеличения дозы. В пробах, облученных высокой
дозой — 12,7 кДж/м2, деградационные процессы протекали быстрее, чем в контроле и при
остальных дозах. Это позволяет сделать вывод о том, что чем выше доза, тем быстрее
скорость деградации.

Поскольку старение семядольных листьев является процессом запрограммированным,
но внешние факторы также могут влиять на него, можно предположить, что деградацион-
ные процессы, сопровождающие старение, под влиянием УФ-В облучения ускорились.

Вероятный механизм, объясняющий увеличение скорости деградационных процессов,
заключается в том, что под влиянием стрессовых факторов активность хлорофиллазы во-
зрастает, что способствует распаду хлорофилла. УФ-В облучение, как стрессовый фактор,
усиливает экспрессию генов гидролитических ферментов и вызывает ускоренную дегра-
дацию хлорофилла [2, 15]. Таким образом, динамика уменьшения хлорофилла во времени,
характеризующая скорость деградационных процессов в клетке, может служить критерием
для определения темпов старения. Это представляет интерес с точки зрения исследования
возрастной адаптации монокарпического растения к повышению уровня УФ-В радиации.
Аналогичные процессы наблюдаются на другом монокарпическом объекте — ипомее пур-
пурной. Полученные данные частично подтверждены предыдущими исследованиями [10].
Если сравнивать данные по льну с данными по ипомее пурпурной, то можно предположить,
что УФ-В облучение по-разному подействовало на эти два растительных объекта. У ипо-
меи процессы старения замедлились, у льна — ускорились. Возможно, это связано с тем,
что антоцианы представляют собой вакуолярный пигмент, а хлорофилл — пластидный,
вследствие чего они по-разному реагируют на действие облучения. Пластиды реагируют
на стресс и старение быстрее.

Результаты исследований распада хлорофилла под действием облучения подтверждают
пригодность данного метода для изучения механизмов старения. Темпы деградации хлоро-
филла в семядольных листьях возросли под воздействием УФ-В облучения. Следовательно,
облучение ускоряет процесс старения монокарпического растения, если об этом судить по
усилению распада хлорофилла в облученных вариантах.
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Динамiка концентрацiї хлорофiлу в онтогенезi сiм’ядольних листкiв
Linum usitatissimum, що зазнали УФ-В опромiнення

Вплив ультрафiолету вiдображається на багатьох процесах рослинного органiзму. У ро-
ботi придiлено увагу аспекту старiння. Дослiджено динамiку вмiсту хлорофiлу в процесi
старiння сiм’ядольних листкiв Linum usitatissimum, яка характеризує швидкiсть деграда-
цiйних процесiв у клiтинi. Аналiзується вплив рiзних доз УФ-В опромiнення на швидкiсть
вiкової деградацiї хлорофiлу. Показано, що зi збiльшенням дози прискорюються темпи роз-
паду хлорофiлу. Обговорюються вiрогiднi механiзми, що зв’язують старiння та деградацiю
пiгментiв.

А.M. Berestyana, Academician of the NAS of Ukraine D.M. Grodzinsky

Chlorophyll concentration dynamics in the ontogenesis of cotyledons
Linum usitatissimum exposed to UV-B radiation

The UV influence is manifested in many processes running in plants. This work studies the aging
aspect. The research was aimed at the dynamics of the chlorophyll content reduction in the aging
process of cotyledons leaves of Linum usitatissimum, which characterizes the rate of degradation
in cells. The influence of various UV radiation doses on the rate of age-related degradation of
chlorophyll is analyzed. The experiment proved that the higher the dose, the higher the rate of
degradation of chlorophyll. Various mechanisms which link the aging and the decomposition of
pigments are discussed.
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Характеристика мiкоценозу кореневої зони пшеницi
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(Представлено академiком НАН України В.С. Пiдгорським)

З кореневої зони пшеницi ярої, вирощеної на лучно-чорноземному вилугованому грун-
тi, в чисту культуру видiлено 328 штамiв мiкромiцетiв, якi належали до 15 родiв.
Видiленi гриби були охарактеризованi за дiєю на рослини: фiтопатогеннi (37,5%), фiто-
токсичнi (13,7%), а також продуценти бiологiчно активних речовин (17,4% загальної
кiлькостi видiлених грибiв). Вiдiбрано штами грунтових грибiв, якi можна вважати
перспективними продуцентами фiтогормональних речовин з ауксиновою, гiберелiновою
та цитокiнiновою активнiстю. Iдентифiкацiя за культурально-морфологiчними озна-
ками, а також з використанням видоспецифiчних праймерiв дозволила вiднести їх до
виду Cladosporium cladosporioides (Fres.) de Vries.

Грунтовi гриби вiдiграють надзвичайно важливу роль у створеннi родючостi грунтiв i актив-
но взаємодiють з рослинами. Гриби iстотно впливають на грунтотворнi процеси, що пов’я-
зано iз синтезом специфiчних речовин (меланiнiв, фенолiв, гумiнових кислот), якi входять
до складу гумусу. Крiм того, завдяки особливостям своєї будови гриби впливають на струк-
туру грунту. Так, гiфи здатнi адсорбувати на поверхнi частинки грунту, утворюючи мiцнi
агрегати, що сприяє обмiну мiнеральної частини грунту, перетворенню нерозчинних солей
у розчиннi, вимиванню деяких елементiв.

У ризосферi рослин, де завдяки екзосмосу створюються сприятливi умови як для самих
рослин, так i для мiкроорганiзмiв, вмiст грибiв значно бiльший, нiж у грунтi без рослин.
Специфiка кореневих видiлень визначає видовий склад грибiв у ризосферi. Так, наприклад,
у ризосферi злакових переважають гриби родiв Fusarium, Alternaria, у ризосферi бобових
i хрестоцвiтих — Penicillium. На склад грибних ценозiв впливають фiзiологiчно активнi ре-
човини, якi видiляються коренями рослин. Мiкроорганiзми ризосфери, у свою чергу, впли-
вають на рослину через кореневу систему, продукуючи рiстрегулювальнi речовини [1].

Ранiше було дослiджено видове рiзноманiття грибiв лучно-чорноземного вилугованого
грунту кореневої зони такої важливої культури, як пшениця яра [2].

Наша мета — охарактеризувати склад грибного ценозу кореневої зони пшеницi ярої за
функцiональною дiєю на рослини, виявити фiтопатогеннi i фiтотоксичнi форми мiкромiце-
тiв, а також гриби, що здатнi продукувати рiстрегулювальнi речовини.

Матерiали i методи. Зразки грунту для видiлення грибiв вiдбирали з орного шару
(0–20 см) ризосфери i ризоплани пшеницi ярої сорту Рання 93, яку вирощували в польовому
дослiдi на дослiдному полi Iнституту сiльськогосподарської мiкробiологiї та агропромисло-
вого виробництва НААН України, у фазу цвiтiння. Грунт — чорнозем вилугований негли-
бокий легкосуглинковий на лесоподiбних суглинках, який характеризувався такими агрохi-
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мiчними показниками: вмiст гумусу в орному шарi становив 3,6%, рухомих форм фосфору
(за Кiрсановим) — 210–240 мг P2O5, обмiнного калiю (за Кiрсановим) — 160–170 мг K2O
на 1 кг грунту, pHH2O — 6,5.

Вiдбiр грунтових зразкiв, видiлення, облiк i культивування грибiв здiйснювали за за-
гальноприйнятими методиками [3]. Культурально-морфологiчнi ознаки грибiв вивчали на
сусло-агарi, агаризованому середовищi Чапека та картопляно-глюкозному агарi. Їх iден-
тифiкацiю проводили за вiдповiдними для конкретної систематичної групи мiкромiцетiв
визначниками [4–10].

Стимулювання коренеутворення у живцiв квасолi пiд впливом фiтогормональних речо-
вин грунтових грибiв вивчали за методом Р. X. Турецької [11]. Гiберелiнову i цитокiнiнову
активнiсть визначали за методами, описаними в методичних рекомендацiях [12]. Фiтото-
ксичнi властивостi грунтових грибiв вивчали методом бiотестiв на насiннi i проростках
рослин [3], для чого гриби вирощували на пивному суслi з масовою часткою сухих речовин
вiд 3 до 4% i середовищi Чапека протягом 10 дiб при 26–28 ◦С.

Iдентифiкацiю грибiв роду Cladosporium проводили за допомогою полiмеразної ланцю-
гової реакцiї (ПЛР), використовуючи видоспецифiчнi праймери.

Для видiлення зразка ДНК колонiї штамiв мiкромiцетiв, вирощених на сусло-агарi, ре-
суспендували у 500 мкл лiзис-буфера (гуанiдинтiоцiанат — 49%, трис-HCl (pH 6,4) — 50 мМ,
ЕДТА (pH 8,0) — 20 мМ, тритон Х-100 — 1%).

Адсорбування фрагментiв ДНК проводили з використанням ДНК-сорбенту “Силiка”.
Сумiш фрагментiв ДНК iз сорбентом центрифугували 1 хв при 5000 об/хв та видаляли
супернатант. До осаду, що залишився, додавали 300 мкл розчину для вiдмивання (гуанi-
динтiоцiанат — 55% та трис-HCl (pH 6,4) — 50 мМ), перемiшували i центрифугували 1 хв
при 5000 об/хв. Супернатант видаляли. Потiм осад вiдмивали шляхом додавання 500 мкл
розчину, який складався з 96%-го етанолу — 80%, трис-HCl (pH 7,5) — 10 мМ, перемiшували
i центрифугували 1 хв при 10 000 об/хв. Супернатант видаляли i процедуру повторювали
ще один раз. Осад, який залишився, пiдсушували протягом 5 хв при 65 ◦С, до нього дода-
вали 100 мкл TE-буфера (трис — 242,28 г, льодяна оцтова кислота — 57 мл, 0,5 М ЕДТА
(pH 8,0) — 100 мл, дистильована вода — 1000 мл). Сумiш перемiшували i витримували
в термостатi при 65 ◦С протягом 5 хв. Пiсля термостатування сумiш ще раз перемiшували
i центрифугували 15 хв при 14 000 об/хв. Одержаний розчин ДНК переносили в пробiрки
ємнiстю 0,5 мл i зберiгали при −20 ◦С.

ПЛР здiйснювали за допомогою видоспецифiчних праймерiв, якi вiдповiдали консерва-
тивним позицiям на 3′- i 5′-кiнцях гена 16S рРНК.

Для пiдтвердження видової належностi штамiв грибiв до виду Cladosporium cladospori-
oides використовували праймери Cclad1F1 : 5′-CATTACAAGTGACCCCGGTCTAAC (For-
ward primer), CcladR1 : 5′-CCCCGGAGGCAACAGAG (Reverse primer). Робоча концентра-
цiя праймерiв становила 5 пМ/мкл. Реакцiю амплiфiкацiї проводили за допомогою прила-
ду Applied Biosystems з використанням робочих розчинiв праймерiв (10 мкл 16SF, 10,4 мкл
16SR та 29,6 мкл деiонiзованої води). Реакцiйна сумiш для ПЛР складалася з 5 мкл ПЛР-бу-
фера, 2,5 мкл дНТФ, 1 мкл сумiшi праймерiв, 0,2 мкл Taq ДНК-полiмерази i 1 мкл зразка
ДНК. ПЛР проводили протягом 35 циклiв (94 ◦С — 20 с, 55 ◦С — 20 с, 72 ◦С — 30 с).

Визначення отриманих ПЛР-продуктiв здiйснювали за допомогою сиквенування на ав-
томатичному капiлярному сиквенаторi Applied Biosystems ABI Prism 3130.

Порiвняння отриманих результатiв сиквенсу 16S рРНК iз даними сиквенсiв, що знахо-
дяться в базi даних Gen Bank, проводили за допомогою BLAST-аналiзу.
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Результати та їх обговорення. У результатi проведених дослiджень з кореневої зони
пшеницi ярої в чисту культуру було видiлено 339 штамiв грибiв, якi належали до 15 родiв. За
видовим рiзноманiттям домiнував рiд Penicillium (17 видiв), у значно меншiй кiлькостi були
представленi роди Fusarium (6 видiв, 3 рiзновидностi), Trichoderma (3 види), Acremonium
(2 види), Mucor (2 види) i в найменшiй (лише по одному виду) — Alternaria, Aureоbasidium,
Bionectria, Bipolaris, Cladosporium, Gliocladium, Hypocrea, Mortierella, Phialophora, Rhizopus.

Видiленi з кореневої зони пшеницi ярої грунтовi гриби вивчали на здатнiсть виявляти
фiтотоксичну активнiсть. Аналiз одержаних даних показав, що утворення фiтотоксичних
речовин притаманне представникам рiзних родiв грибiв. Усього фiтотоксична активнiсть
виявлена у 45 штамiв грибiв, якi належали до 13 видiв 8 родiв, що становило 13,7% загальної
кiлькостi вивчених грибiв (табл. 1).

За чисельнiстю i рiзноманiттям токсичних форм домiнував рiд Fusarium Link. Число фi-
тотоксичних штамiв цього роду становило 40,0% загальної кiлькостi видiлених грибiв з фiто-
токсичною активнiстю. Наступними за кiлькiстю токсиноутворювачiв та їхнiм видовим рiз-
номанiттям були Penicillium Link (33,3%), Gliocladium Corda (6,7%), Mucor Micheli ex Fries
(4,4%), Rhizopus Ehrenb (4,4%) та iн. Найбiльш високу фiтотоксичну активнiсть виявляли
види Acremonium charticola (Lindau) W. Gams, Alternaria alternata (Fr.) Keissler, Bipolaris
sorokiniana (Sacc.) Shoem., Fusarium oxysporum (Schlecht.) Snyd. et Hans., F. oxysporum var.
orthoceras (Appl. et Wr.) Bilai, Fusarium culmorum (W.G. Sm.) Sacc., Gliocladium viride Matr.,
Mucor circinelloides van Tiegh., Penicillium restrictum Gilman et Abbott, P. spinulosum Thom.
(Syn. Penicillium corylophilum Dierckx, Penicillium citreovirens S. Abe), P. steckii Zaleski,
P. variabile Sopp, Rhizopus stolonifer (Ehrenb.) Vuill. (Syn. Rhizopus nigricans Ehrenb.).

Таким чином, основними продуцентами фiтотоксичних речовин серед грибiв, видiле-
них з кореневої зони рослин пшеницi ярої, були представники родiв Penicillium, Fusarium,
Gliocladium.

Результати вивчення видового складу грибiв, видiлених з уражених кореневими гниля-
ми рослин пшеницi ярої, засвiдчили, що в патогенному комплексi переважали представни-
ки роду Fusarium, а саме: Fusarium culmorum (W.G. Sm) Sacc., F. avenaceum (Fr.) Sacc.,
F. oxysporum (Schlecht.) Snyd. et Hans., F. oxysporum var. orthoceras (Appl. et Wr.) Bilai,
F. heterosporum Nees: Fries, F. sambucinum var. minus Wollenw. Траплялися також Bipolaris
sorokiniana (Sacc.) Shoem. (syn. Drechslera sorokiniana (Sacc.) Subram, Helminthosporium sati-
vum Pammel, King et Bakke) i, зрiдка, Pseudocercosporella herpotrichoides (From) Deighton.
Щодо фiтотоксичних властивостей фiтопатогенних грибiв — збудникiв кореневих гнилей
пшеницi ярої, то всi вони утворювали речовини, якi пригнiчували рiст i розвиток рослин.

Таблиця 1. Фiтотоксичнi властивостi грибiв, видiлених з кореневої зони пшеницi ярої

Рiд грибiв
Кiлькiсть

видiлених штамiв

З них фiтотоксичних

кiлькiсть %

Acremonium Link 26 1 3,8
Fusarium Link 126 18 14,3
Gliocladium Corda 10 3 30,0
Mucor Micheli ex Fries 13 2 15,3
Penicillium Link 75 15 20,0
Rhizopus Ehrenb. 7 2 28,5
Iншi 71 4 5,6
Всього 328 45 13,7
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Важлива i рiзноманiтна роль грибiв в утвореннi бiологiчно активних сполук, якi сприя-
ють росту i розвитку рослин. Серед стимуляторiв росту рослин традицiйно видiляють п’ять
груп речовин: ауксини, гiберелiни, цитокiнiни, етилен i абсцизову кислоту, якi загалом роз-
глядаються як фiтогормони. Фiтогормони беруть участь у координацiї рiзних фiзiологiчних
процесiв у рослин, регулюють стан спокою i проростання насiння, впливають на утворення
коренiв, цвiтiння i дозрiвання плодiв. Вони пiдвищують резистентнiсть рослин щодо не-
сприятливих факторiв навколишнього середовища, iндукують або, навпаки, пригнiчують
експресiю генiв i бiосинтез деяких ферментiв, пiгментiв i метаболiтiв [13, 14].

Багато видiв грунтових мiкроорганiзмiв здатнi синтезувати фiтогормони. Iнтерес до ви-
вчення мiкроорганiзмiв-продуцентiв фiтогормонiв i гормоноподiбних речовин викликаний
як тим, що за допомогою утворюваних ними сполук здiйснюється взаємодiя клiтин, тканин
та органiв рослинного органiзму, так i тим, що вони є специфiчними посередниками у взає-
модiї мiж рослинами i мiкроорганiзмами, що важливо для становлення i розвитку вiдносин
всерединi природних угруповань [13].

Для мiкроорганiзмiв, крiм зазначених п’яти основних груп фiтогормонiв, характерна
також здатнiсть синтезувати й iншi гормоноподiбнi речовини, а саме: брасиностероїди, олi-
госахарини, салiцилову i жасмонову кислоти. Гормони i гормоноподiбнi речовини, якi син-
тезуються мiкроорганiзмами, не тiльки впливають на рослини, стимулюючи або гальмуючи
їхнiй рiст i фiзiологiчну активнiсть, а й гармонiзують формування i функцiонування сим-
бiотичної або асоцiативної системи мiкроорганiзми–рослина.

Первинний скринiнг культур грибiв, здатних продукувати бiологiчно активнi речовини,
проводили за допомогою бiотестiв, використовуючи насiння та проростки сiльськогоспо-
дарських культур (табл. 2).

Одержанi за результатами скринiнгу штами грибiв — продуцентiв рiстстимулювальних
речовин дослiджували на здатнiсть продукувати ауксини, гiберелiни та цитокiнiни, вико-
ристовуючи специфiчнi бiотести. Встановлено, що за ауксиновою, гiберелiновою i цитокiнi-
новою активнiстю представники роду Cladosporium значно переважали всi iншi гриби. Най-
бiльшою здатнiстю продукувати речовини фiтогормональної природи вiдзначалися штами
Cladosporium sp. 359 та Cladosporium sp. 495.

Наступний етап роботи полягав у проведеннi iдентифiкацiї отриманих перспективних
штамiв мiкромiцетiв.

За результатами морфолого-культуральних дослiдженнь штамiв Cladosporium sp. 359
i Cladosporium sp. 495 встановлено, що колонiї грибiв на сусловому агарi розпростертi, бар-

Таблиця 2. Грунтовi гриби-продуценти бiологiчно активних речовин фiтогормональної дiї

Рiд грибiв
Кiлькiсть

видiлених штамiв

З них продуцентiв бiологiчно
активних речовин

кiлькiсть %

Acremonium Link 26 6 23,1
Chaetomium Kunze 2 1 50,0
Cladosporium Link 4 4 100,0
Fusarium Link 126 22 17,5
Penicillium Link 75 8 10,7
Trichoderma Pers. 6 6 100,0
Iншi 100 12 12,0
Всього 339 59 17,4

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №12 145



Рис. 1. Результати ПЛР з видоспецифiчними олiгонуклеотидними праймерами. 1 — маркер молекулярної
маси MassRulerDNA Ladder Mix SM0403; 2 — Cladosporium sp. 495; 3 — Cladosporium sp. 359

хатистi, вiд маслиново-зелених до маслиново-коричневих, зворотна сторона колонiї масли-
ново-чорна. Конiдiєносцi рiзної довжини, до 350 мкм, 2–6 мкм завтовшки, середньомасли-
новi, коричневi, гладкi. Базальнi конiдiї одноклiтиннi, трапляються з однiєю перегородкою,
18–22 мкм завдовжки, 3,0–4,0 мкм завтовшки, гладкi. Конiдiї у довгих гiллястих ланцюж-
ках, одноклiтиннi, вiд елiптичної до лимоноподiбної форми, 5–8 × 3–4 мкм, маслиново-ко-
ричневi, гладкi, трапляються слабошорсткуватi.

Отже, за морфолого-культуральними ознаками зазначенi штами грибiв можна вiднести
до виду Cladosporium cladosporioides (Fres.) de Vries [4, 15].

Для пiдтвердження або вiдхилення висновкiв за результатами вивчення морфолого-
культуральних ознак вiдiбраних сапрофiтних грибiв i їх iдентифiкацiї були проведенi мо-
лекулярно-генетичнi дослiдження.

Вiдомо, що для iдентифiкацiї видiв грибiв використовуються внутрiшнi дiлянки транс-
крибцiї спейсерiв ядерної рибосомальної РНК.

В результатi проведення ПЛР-реакцiї було одержано фрагменти РНК, якi роздiляли за
допомогою електрофорезу в 1,2% агарозi (рис. 1). Використання маркера MassRulerDNA
Ladder Mix SM0403 дало можливiсть встановити, що довжина всiх отриманих фрагментiв
була в межах вiд 80 до 100 н. п. В табл. 3 наведено результати порiвняльного аналiзу нуклео-
тидних послiдовностей 18S рРНК видiлених штамiв Cladosporium sp. 359 та Cladosporium
sp. 495 з аналогiчними послiдовностями референс-штамiв з бази даних GenBank.

Аналiз одержаних даних щодо морфолого-культуральних ознак, а також результати
молекулярно-генетичного вивчення видiлених штамiв грунтових сапрофiтних грибiв Clado-
sporium sp. 359 i Cladosporium sp. 495 свiдчить про те, що зазначенi штами належать до
виду Cladosporium cladosporioides (Fres.) de Vries.

Таким чином, видiленi з кореневої зони пшеницi ярої грунтовi гриби охарактеризованi за
дiєю на рослини. Виявлено фiтопатогеннi (37,5%), фiтотоксичнi (13,7%) мiкромiцети, а та-
кож гриби-продуценти бiологiчно активних речовин (17,4% загальної кiлькостi видiлених
грибiв).

Вiдiбрано перспективнi штами грунтових грибiв, що позитивно впливають на рiст i роз-
виток рослин i якi можна вважати перспективними продуцентами фiтогормональних ре-
човин з ауксиновою, гiберелiновою та цитокiнiновою активнiстю. Iдентифiкацiя вiдiбраних
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Таблиця 3. Iдентичнiсть сиквенованих фрагментiв 18S рРНК видiлених штамiв роду Cladosporium iз сик-
венсами референс-штамiв грибiв з бази даних GenBank

Дослiджуваний штам Вид гриба та його номер у GenBank Iдентичнiсть, %

Cladosporium sp. 359 Cladosporium cladosporioides, FJ556911.1 100
Cladosporium cladosporioides strain M1, FJ556908.1 100
Cladosporium cladosporioides strain T4B1c.9P, FJ490621.1 100
Cladosporium cladosporioides strain T3B1c.10P, FJ490620.1 100
Cladosporium cladosporioides strain NIOCC F8, EU729712.1 100
Cladosporium cladosporioides strain MD-2, EU375523.1 100
Cladosporium cladosporioides strain STE-U 3683, AY251074.2 100
Cladosporium cladosporioides strain MUCC552, EU301111.1 100
Cladosporium cladosporioides strain MUCC217, EU301110.1 100
Cladosporium cladosporioides strain ST1, DQ780410.1 100

Cladosporium sp. 495 Cladosporium cladosporioides, FJ556911.1 100
Cladosporium cladosporioides strain M1, FJ556908.1 100
Cladosporium cladosporioides strain T4B1c.9P, FJ490621.1 100
Cladosporium cladosporioides strain T3B1c.10P, FJ490620.1 100
Cladosporium cladosporioides strain NIOCC F8, EU729712.1 100
Cladosporium cladosporioides strain MD-2, EU375523.1 100

Cladosporium sp. 495 Cladosporium cladosporioides strain STE-U 3683, AY251074.2 100
Cladosporium cladosporioides strain MUCC552, EU301111.1 100
Cladosporium cladosporioides strain MUCC217, EU301110.1 100
Cladosporium cladosporioides strain ST1, DQ780410.1 100

штамiв за культурально-морфологiчними ознаками, а також з використанням видоспеци-
фiчних праймерiв дозволила визначити їх належнiсть до виду: Cladosporium cladosporioides
(Fres.) de Vries.
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Академик НААН Украины В.Ф. Патыка, Е. П. Копылов, В. Г. Спиридонов,
О.Б. Копылова

Характеристика микоценоза корневой зоны яровой пшеницы по
функциональному воздействию на растения

Из корневой зоны яровой пшеницы, выращенной на лугово-черноземной выщелоченной поч-
ве, в чистую культуру было выделено 328 штаммов микромицетов, относящихся к 15
родам. Полученные штаммы охарактеризованы по действию на растения: фитопатоген-
ные (37,5%), фитотоксические (13,7%), а также продуценты биологически активных ве-
ществ (17,4% общей численности выделенных штаммов). Отобраны штаммы почвенных
грибов, которые можно считать перспективными продуцентами фитогормональных ве-
ществ с ауксиновой, гиббереллиновой и цитокининовой активностью. Идентификация по
культурально-морфологическим признакам, а также с использованием видоспецифических
праймеров позволила отнести их к виду Cladosporium cladosporioides (Fres.) de Vries.

Academician of the NAAS of Ukraine V. P. Patyka, E. P. Kopilov,
V.G. Spiridonov, O.B. Kopilova

Description of spring wheat root zone mycocenosis by its functional
impact on plants

328 fungi strains related to 15 genera are isolated into pure culture from the spring wheat root
zone grown up on leached chernozem meadow soil. The obtained strains are described by their
impact on plants. Among soil fungi in the spring wheat root zone, 37.5% of strains have been
identified as phytopathogenic, 13.7% — as phytotoxic, and 17.4% — as producers of biologically
active substances. The selected strains of soil fungi are considered as perspective producers of
phytohormonal substances with the auxin, gibberellin, and cytokinin activities. Identification of
the strains by morphological and cultural features with the use of species-specific primers allows us
to rank them to Cladosporium cladosporioides (Fres.) de Vries.
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I. В. Харчук, О. Андрухов, Г. В. Островська, В. К. Рибальченко

Похiднi малеiмiду i дигiдропiролу як потенцiйнi
антипролiферативнi та апоптозiндукуючi сполуки

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Ю. Євтушенком)

Встановлено здатнiсть нових АТФ-конкурентних iнгiбiторiв тирозинкiназ похiдного
малеiмiду МI-1 та похiдного дигiдропiролу Д-1 пригнiчувати життєздатнiсть та про-
лiферативну активнiсть клiтин остеосаркоми лiнiї MG-63 на 80% завдяки зупинцi клi-
тинного циклу перед реплiкацiєю ДНК. Активацiя апоптозу є одним з можливих ме-
ханiзмiв протипухлинної активностi нових сполук.

Пошук високоселективних препаратiв, якi пригнiчують подiл та рiст злоякiсних клiтин i не
впливають на iншi клiтини, є одним з найважливiших завдань сучасної протипухлинної
терапiї [1]. Виявлення онкогенних властивостей протеїнкiназ (ПК), активований стан яких
притаманний раковим клiтинам рiзного типу [2], сприяло створенню протипухлинних пре-
паратiв нового поколiння — цiльових iнгiбiторiв ПК. Їх основною перевагою є низька ток-
сичнiсть порiвняно з традицiйними лiками [3, 4], що значно покращує якiсть життя онко-
хворих.

У дослiдах in vivo було встановлено, що новi АТФ-конкурентнi iнгiбiтори тирозинкi-
наз: похiдне малеiмiду 1-(4-Cl-бензил)-3-Cl-4-(CF3-фенiламiно)-1Н-пiрол-2,5-дiон (МI-1) та
похiдне дигiдропiролу 1,4-замiщений 5-амiно-1,2-дигiдропiрол-3-он (Д-1) [5, 6] виявляють
низьку токсичнiсть по вiдношенню до тканин з високою пролiферативною активнiстю. До
таких тканин належать слизова оболонка кишечника [7, 11] i сперматогенний епiтелiй сi-
м’яникiв [8], де пригнiчення процесiв пролiферацiї не перевищувало 30%. Крiм того, для
МI-1 вiдмiчена низька гепатотоксичнiсть [9] та незначна нефротоксичнiсть [10]. Для Д-1
пригнiчення процесiв пролiферацiї в слизовiй оболонцi тонкої та товстої кишки щурiв не
виявлено [11].

Водночас ефекти обох сполук на клiтиннi функцiї дослiдженi недостатньо. У поперед-
нiх дослiдженнях на культурах трансформованих i злоякiсних клiтин людини показана
здатнiсть МI-1 та Д-1 у концентрацiях 10–100 мкмоль/л пригнiчувати їх пролiферативну
активнiсть на 80–90%. МI-1 найефективнiше пригнiчує подiл клiтин аденокарциноми ки-
шечника SW-620, карциноми молочної залози MCF7, меланоми UACC-62, лейкемiї SR, не-
дрiбноклiтинного раку легень A-549 [5]. Д-1 гальмує пролiферацiю клiтин лiнiй К-562 (ери-
тролейкемiя), CCRF-CEM (лiмфобластна лейкемiя), МDA-MB-435 (рак молочної залози),
HCT-15 (рак товстої кишки) та SNB-75 (нейробластома) [6]. Iнгiбування росту нормальних
фiбробластiв i ендотелiоцитiв пiд впливом МI-1 вiдбувається лише на 20–30% [5, 12].

Однак цi дослiдження були проведенi шляхом безпосереднього пiдрахунку життєздат-
них клiтин, i механiзми, що лежать в основi антипролiферативної активностi сполук, за-
лишаються нез’ясованими. Тому в подальших дослiдженнях на культурах клiтин вкрай
необхiдне використання альтернативних методiв.
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Наша мета полягала в дослiдженнi життєздатностi, пролiферацiї та апоптозу клiтин ос-
теосаркоми лiнiї MG-63 пiд впливом нових потенцiйних протипухлинних сполук похiдних
малеiмiду i дигiдропiролу. Клiтини лiнiї MG-63, з одного боку, є злоякiсними клiтинами,
з iншого — проявляють деякi властивостi остеобластiв [13].

У дослiдженнях використана комерцiйна лiнiя клiтин MG-63 (American Type Culture
Collection, США). Клiтини MG-63 були культивованi в МЕМ-середовищi (modified Eagle
medium) (Gibco®, “Invitrogen”, США). До середовищ культивування додавали 10% ембрiо-
нальної сироватки бика (fetal bovinе serum, FBS), стрептомiцин (50 мкг/мл) i пенiцилiн (100
од/мл). Всi культури пiдтримували при 37 ◦С в атмосферi, що мiстить 5% СО2, середовище
змiнювали кожнi 3 доби, всi експерименти здiйснювали мiж третiм i шостим пасажем.

МТТ-тест базується на вимiрюваннi функцiональної активностi мiтохондрiй клiтин i ви-
користовується для оцiнки пролiферативної активностi життєздатних клiтин [14]. Клiтини
були розсiянi в 500 мл МЕМ з 10% FBS зi щiльнiстю 2 · 104 на лунку в 24-лунковi планше-
ти. Пiсля 24 год середовище в експериментальних лунках було замiнене на вiдповiдне з 1%
FBS та дослiджуваними концентрацiями МI-1 i Д-1. За контроль були взятi клiтини, якi
не пiддавали впливу сполук. Кожну групу складали 6 рiзних лунок. Пiсля 4 i 24 год впли-
ву сполук життєдiяльнiсть клiтин оцiнювали за допомогою МТТ-тесту, який проводили
згiдно з iнструкцiєю виробника (“Sigma”, США).

Синтетичний нуклеозид бромдезоксиуридин (БДУ) замiщує тимiдин пiд час реплiка-
цiї ДНК протягом S-фази клiтинного циклу. Рiвень iнкорпорацiї БДУ в клiтини є iнди-
катором їх пролiферацiї [15]. Фарбування специфiчними антитiлами з флюоресцентною
мiткою (FITC) до iнкорпорованого БДУ поєднували з фарбуванням 7-амiно-актиномiци-
ном D (7-AAD), який вказує на загальну кiлькiсть ДНК. За допомогою проточного цито-
метра (FACS Calibur, Becton Dickenson, США) аналiзували позицiю клiтин у клiтинному
циклi (G0/G1, S, G2/M фази) за рiвнем синтезу ДНК. Для БДУ-тесту використовували
6-лунковi планшети, що мiстили 0,35 · 106 клiтин в 3 мл середовища в лунцi пiсля 24 год
впливу МI-1 та Д-1 у концентрацiях 1 i 10 мкмоль/л. Щоразу аналiзували 10000 клiтин.

Дослiдження апоптозу клiтин MG-63 проводили за допомогою проточної цитометрiї пi-
сля фарбування клiтин специфiчними антитiлами з флюоресцентною мiткою до анексину V
(Annexin V-FITC Apoptosis Detection Kit I, BD Pharmitrogen, США), що специфiчно зв’я-
зується з фосфатидилсерином на клiтиннiй поверхнi, i пропiдiум йодидом, який є маркером
мертвих клiтин [14]. Транслокацiя фосфатидилсерину з внутрiшньої сторони плазматичної
мембрани на зовнiшню є однiєю з найбiльш раннiх подiй апоптозу. Клiтини розсiювали
в 6-лунковi планшети в кiлькостi 0,7·106 на лунку в 3 мл середовища без сироватки та
iнкубували 24 год з МI-1 та Д-1 в концентрацiях 10−6 i 10−5 моль/л.

Данi подано як M ± SD, де M — середнє значення, SD — стандартне вiдхилення. Пi-
сля пiдтвердження нормального розподiлу всiх даних за допомогою тесту Колмогорова–
Смiрнова статистично значуща рiзниця мiж дослiдними групами i контролем була проана-
лiзована з використанням t-тесту Стьюдента. Аналiз даних проведено за допомогою стати-
стичної програми SPSS 14.0 (SPSS Inc, США). Рiзниця мiж дослiдними групами i контролем
вважалась статистично значущою при P < 0,05.

При порiвняннi впливу двох сполук на життєздатнiсть клiтин лiнiї MG-63 в дiапазонi
концентрацiй 0,01–10 мкмоль/л встановлено, що обидвi сполуки не проявляють ефекту при
концентрацiях нижче 1 мкмоль/л, а їх ефективнiсть вiдрiзняється лише при максималь-
нiй концентрацiї 10 мкмоль/л: МI-1 пригнiчує пролiферативну активнiсть клiтин на 84%,
а Д-1 — на 40%. З урахуванням таких особливостей було проведено серiю експериментiв
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Рис. 1. Ефект МI-1 (а) та Д-1 (б ) на життєздатнiсть клiтин лiнiї MG-63 пiсля 4 та 24 год впливу. ∗ — p < 0,05
по вiдношенню до контролю. Значення оптичної густини (od) при рiзних концентрацiях були нормалiзованi
iз середнiм значенням контролю (= 1). Значення наведенi як M ± SD (SD — стандартне вiдхилення)

при рiзних термiнах впливу (4 та 24 год), де концентрацiйнi дiапазони були пiдiбранi iнди-
вiдуально — для МI-1 0,1–10 мкмоль/л, для Д-1 1–100 мкмоль/л з введенням промiжних
концентрацiй.

Встановлено, що пiсля 4 год впливу МI-1 на клiтини лiнiї MG-63 кiлькiсть життєздатних
клiтин зменшується незалежно вiд концентрацiї на 35–40% у дослiджуваному дiапазонi,
а пiсля 24 год впливу — на 70–77% з незначною концентрацiйною залежнiстю (рис. 1, а). За
тих самих умов Д-1 виявляє менший ефект пiсля 4 год впливу: ефективнiсть пригнiчення
росту клiтин при дiї препарату в концентрацiї до 10 мкмоль/л становить лише 4–10% i тiль-
ки з концентрацiї 30 мкмоль/л зростає до 30–35%. За умов 24-годинного впливу кiлькiсть
життєздатних клiтин зменшується на 70–80% (див. рис. 1, б ). Тобто за здатнiстю пригнiчу-
вати клiтинну пролiферацiю i життєздатнiсть клiтин остеосаркоми лiнiї MG-63 МI-1 є бiльш
ефективним пiсля 4 год впливу порiвняно з Д-1, при тривалому впливi ефективнiсть обох
сполук майже однакова.

За результатами БДУ-тесту визначено, що пiд впливом МI-1 i Д-1 кiлькiсть клiтин, що
знаходяться в G0/G1-фазi, зростає на 30%, i одночасно кiлькiсть клiтин у S-фазi зменшуєть-
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Рис. 2. Результати БДУ-тесту для клiтин лiнiї MG-63 у контролi (а) i пiсля 24 год впливу МI-1 (б ) та Д-1
(в) у концентрацiї 10 мкмоль/л. Флюоресцентний сигнал вiд маркера загальної кiлькостi ДНК (7-AAD)
подавався в лiнiйнiй послiдовностi (вiсь абсцис), а флюоресцентний сигнал вiд БДУ-специфiчних антитiл —
у логарифмiчнiй (вiсь ординат). G2 + M, S, G0/G1 – фази клiтинного циклу, А — апоптоз

ся на 70–90% (табл. 1, рис. 2). Це свiдчить про зупинку клiтинного циклу в точцi рестрикцiї
G1/S. Для МI-1 кiлькiсть клiтин, що вступає в мiтотичний подiл (G2 + M), зменшується
на 60–65%, для Д-1 — на 35–40%. Кiлькiсть апоптотичних клiтин пiд впливом МI-1 зростає
в 3 рази при концентрацiї 10 мкмоль/л, для Д-1 спостерiгається незначне збiльшення.

Таблиця 1. Спiввiдношення клiтин у рiзних фазах клiтинного циклу пiд впливом МI-1 та Д-1 (G2+M, S,
G0/G1 — фази клiтинного циклу та апоптоз)

Фаза клiтинного
циклу

Кiлькiсть клiтин, %

Контроль
МI-1 Д-1

1 мкмоль/л 10 мкмоль/л 1 мкмоль/л 10 мкмоль/л

G2+M 14,43 5,54 5,08 9,62 8,86
S 13,18 3,78 1,44 2,38 1,94

G0/G1 65,78 84,78 84,02 83,92 85,28
Апоптоз 1,92 3,30 6,18 2,58 2,36
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Рис. 3. Спiввiдношення життєздатних клiтин, клiтин на раннiй стадiї апоптозу, загиблих шляхом апоптозу
i некрозу лiнiї MG-63 пiсля впливу МI-1 (а) та Д-1 (б ) протягом 24 год

Отже, результати BrdU-тесту свiдчать про те, що МI-1 i Д-1 зупиняють клiтинний цикл
клiтин остеосаркоми лiнiї MG-63 перед реплiкацiєю ДНК.

Для бiльш детального аналiзу впливу на життєздатнiсть та клiтинну загибель шляхом
апоптозу лiнiї MG-63 було проведено дослiдження у розширеному дiапазонi концентра-
цiй, ранiше визначеному для обох сполук. Встановлено, що МI-1 у концентрацiях нижче
1 мкмоль/л не справляє впливу на спiввiдношення живих та мертвих клiтин лiнiї MG-63
порiвняно з контролем (рис. 3). Таке спiввiдношення клiтин при дiї МI-1 у концентрацiї
10 мкмоль/л приблизно вiдповiдає спiввiдношенню, встановленому для Д-1 у концентрацiї
1 мкмоль/л: життєздатних клiтин — близько 50%, клiтин на раннiй стадiї апоптозу — близь-
ко 23–28%, клiтин на пiзнiй стадiї апоптозу — близько 16–23%, некротизованих клiтин —
3–4%. При дiї Д-1 у вищих концентрацiях вiдбувається перерозподiл мiж життєздатними
клiтинами i клiтинами, що знаходяться у раннiй та пiзнiй стадiї апоптозу: кiлькiсть останнiх
збiльшується, а життєздатних — зменшується. Для Д-1 у концентрацiї 30 мкмоль/л вiдмi-
чається деяке зменшення кiлькостi клiтин на раннiй стадiї апоптозу i збiльшення кiлькостi
клiтин, загиблих шляхом апоптозу, а при концентрацiї 100 мкмоль/л майже всi клiтини
гинуть шляхом апоптозу. Тобто апоптоз є основною формою загибелi клiтин пiд дiєю обох
сполук, з яких Д-1 є бiльш токсичною.
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Рис. 4. Результати дослiдження апоптозу клiтин лiнiї MG-63, отриманi на проточному цитометрi для конт-
ролю (а), МI-1 (б ) та Д-1 (в) у концентрацiї 10 мкмоль/л. Анексин V (A) є маркером ранньої стадiї апоптозу,
пропiдiум йодид (P) — маркер клiтин, загиблих шляхом некрозу. А−, Р− — живi клiтини; А+, Р− — клi-
тини на раннiй стадiї апоптозу; А−, Р+ — мертвi клiтини, що загинули шляхом некрозу; А+, Р+ — пiзнiй
апоптоз

На рис. 4 наведено результати, отриманi на проточному цитометрi для контролю i МI-1
та Д-1 у концентрацiї 10 мкмоль/л.

Таким чином, за здатнiстю пригнiчувати життєздатнiсть клiтин остеосаркоми лiнiї
MG-63 МI-1 є бiльш ефективним пiсля 4 год впливу порiвняно з Д-1. Пiсля 24 год впливу
ефективнiсть обох сполук майже однакова i сягає 80%. Зниження кiлькостi життєздатних
клiтин вiдбувається завдяки зупинцi клiтинного циклу перед реплiкацiєю ДНК. Отриманi
данi свiдчать про те, що активацiя апоптозу є одним з можливих механiзмiв протипухлин-
ної активностi дослiджених сполук.

Робота виконана спiльно з Вiденським медичним унiверситетом в рамках програми з науко-
вого спiвробiтництва мiж Україною i Республiкою Австрiя на 2011–2012 рр. та є фрагментом
НДР “Молекулярнi механiзми протипухлинної активностi нового похiдного малеiмiду”.
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Производные малеимида и дигидропиррола как потенциальные
антипролиферативные и апоптозиндуцирующие соединения

Установлена способность новых АТФ-конкурентных ингибиторов тирозинкиназ производ-
ного малеимида МИ-1 и производного дигидропиррола Д-1 подавлять жизнеспособность
и пролиферативную активность клеток остеосаркомы линии MG-63 на 80% благодаря оста-
новке клеточного цикла перед репликацией ДНК. Активация апоптоза является одним из
возможных механизмов противоопухолевой активности новых соединений.
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I. V. Kharchuk, O. Andrukhov, G.V. Ostrovska, V. K. Rybalchenko

Maleimide and dihydropyrrol derivatives as potential antiproliferative
and apoptosis-inducing compounds

The capacity of novel ATP-competitive inhibitors of tyrosine kinases, maleimide derivative MI-1
and dihydropyrrol derivative D-1, to inhibit the viability and the proliferative activity of osteosar-
coma cells line MG-63 to 80% due to cell cycle arrest before DNA replication has been establi-
shed. Activation of apoptosis is one of the possible mechanisms of antitumor activity of the novel
compounds.
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Стойкость проростков Arabidopsis thaliana из зоны
Чернобыльской АЭС к действию ДНК-повреждающих

факторов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Е.Л. Кордюм)

Показано, что проростки Arabidopsis thaliana, выросшие из семян, собранных
в 30- и 10-километровой зоне Чернобыльской АЭС, характеризуются повышенной стой-
костью к ДНК-повреждающим факторам (тяжелым металлам и радиомиметикам).
Впервые установлено, что механизм стойкости ДНК формируется на ранних этапах
развития растений и осуществляется за счет активации систем репарации ДНК.

Развитие атомной энергетики и сопутствующие техногенные катастрофы в данной облас-
ти обусловливают необходимость изучения влияния радиации на живые организмы. Изве-
стно, что в результате взрыва атомного реактора Чернобыльской АЭС в почву попали
радиоактивные элементы стронций-90 (Sr2+) и цезий-137 (Cs+) с периодами полураспа-
да 29 и 30 лет соответственно, которые создают определенный уровень радиации и в на-
стоящее время. Однако, несмотря на хроническую радиацию, состояние растительности
в зоне ЧАЭС свидетельствует о способности растений адаптироваться к данным услови-
ям. Как известно, радиация воздействует на геном живых организмов, вызывая различные
повреждения вплоть до одно- и двуцепочечных разрывов ДНК. В связи с этим актуаль-
ным является изучение состояния ДНК растений после 25-летнего воздействия радиации
в природных условиях. Мы определяли стойкость растений к генотоксичным факторам,
присутствующим в зоне, а именно к воздействию тяжелых металлов и радиации, влияние
которых моделировалось кадмием (Cd2+) и радиомиметиком блеомицином. Также опреде-
ляли экспрессию маркерных генов, участвующих в репарации ДНК. В качестве объекта
исследования использовали растение Arabidopsis thaliana (Brassicaceae), широко представ-
ленное во флоре зоны. Диплоидный геном A. thaliana полностью секвенирован, поэтому
данное растение является удобной моделью для молекулярных и генетических подходов.

Полученные данные показали, что A. thaliana из зоны ЧАЭС переносят генотоксичес-
кий стресс лучше, чем растения из незагрязненных территорий. Впервые установлено, что
повышенная стойкость к воздействию радиомиметика проявляется на ранних этапах разви-
тия растений A. thaliana и зависит от активации систем репарации ДНК.

Материал и методы исследования. В мае–июне 2009–2010 гг. семена растений A. tha-
liana собирали в 10 км (Ч-10 км) зоне отчуждения и 30 км (Ч-30 км) зоне отселения. Сре-
днегодовой уровень 137Cs в зоне отчуждения в настоящее время составляет около 15–40
Ки/км2, в зоне отселения — 1–5 Ки/км2, а 90Sr — 1,08–2,7 и 0,1–0,5 Ки/км2 соответственно.
Семена контрольных растений собирали в районе Киевской области (KО) (среднегодовой
уровень 137Cs — менее 1 Ки/км2, а 90Sr — менее 0,1 Ки/км2). В качестве второго контро-
ля использовали дикий тип Columbia (Сol–0). Исследовали второе поколение растений (не
менее пяти растений в каждом эксперименте).
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Проращивание семян A. thaliana осуществляли в двух вариантах.
Вариант I. Семена проращивали на питательной среде Murashige–Skoog (MS) [1] в тече-

ние 7 сут до появления первых настоящих листьев. Затем 7-суточные проростки переносили
на среду MS с добавлением генотоксинов (CdCl2 или блеомицина) и выращивали в течение
следующих 7 сут. CdCl2 добавляли в среду MS в концентрациях 25, 50, 75, 100 и 200 мкM,
а блеомицин — в концентрациях 0,25, 0,5, 1 и 2 мкг/мл [2, 3].

Вариант II. Растения проращивали непосредственно на среде с генотоксином в течение
14 сут до появления листьев розетки.

Измеряли длину корней 14-суточных проростков. Определяли процент ингибирования
роста корней, который рассчитывали по отношению прироста корней на среде с генотокси-
ном к приросту в контроле. Статистическую обработку полученных результатов проводили
с использованием программы Origin 7.5.

Анализ экспрессии генов методом полимеразной цепной реакции (ПЦР)
в реальном времени. Экспрессию маркерных генов репарации ДНК исследовали у 14-су-
точных проростков, выращенных на среде с блеомицином. Количественный анализ ПЦР
в реальном времени [4] проводили с использованием амплификатора Real-Time PCR
IQ-Cycler (“BioRad”, Великобритания). Специфические пары праймеров конструировали по
базе данных NCBI (http://www.ncbi.nlm.nih.gov) (табл. 1).

Результаты исследования. Влияние тяжелого металла. Выращивание растений на
среде с Cd2+ в течение 7 сут (вариант I) и 14 сут (вариант II) обнаружило дозозависи-
мое ингибирование роста корней, которое не зависело от времени внесения в среду кадмия
(рис. 1). Установлено, что корни проростков Ч-10 км и Ч-30 км росли быстрее, чем корни
контрольных KО и Col-0 (рис. 1).

Влияние радиомиметика. Влияние блеомицина, как и тяжелого металла Cd2+, также
приводило к дозозависимому ингибированию роста корней в обоих вариантах проращива-
ния. При этом действие блеомицина зависело от способа внесения его в среду. Так, в I
варианте проращивания, после переноса 7-суточных проростков на среду с блеомицином,
и контрольные и исследуемые проростки проявляли приблизительно одинаковую чувстви-
тельность к генотоксину. При этом разница между контрольными и экспериментальными
растениями не обнаруживалась (рис. 2, а). Во II варианте проращивания (т. е. при непосред-

Таблица 1. Список анализированных генов

Ген GenBank Последовательности праймеров

Ku70 AK221642.1 5′-CCCTTTATAGTGCTCTCTGGGTTG-3′ ,
5′-GAGATGCCAAGGTCTTGTGCAT-3′

RAD54 DQ912973.1 5′-GCCTCTGGTACTGAGAATATCG-3′,
5′-CCAGCTTCCTAGATCTTCTTCC-3′

PARP AJ131705.1 5′-GAAGACACTAGTGAGAGCCTTG-3′,
5′-GATACCGGTAGAGAGATCAGAC-3′

CYCB1;1 NM_119913.2 5′-CTGTTGAGAGTGAATGGAGG-3′,
5′-TAACCGACAAGAACCGATCC-3′

BRCA1 AY081328.1 5′-CATTGATTGGATTAAGGCGTG-3′,
5′-GATAAGGTCCTTCTCGTATTCC- 3′

EF-1_alfa AY128802.1 5′-TGAGCACGCTCTTCTTGCTTTCA-3′ ,
5′-GGTGGTGGCATCCATCTTGTTACA-3′

Actin2 AY096381.1 5′-CCTCAAAGACCAGCTCTTCC-3′ ,
5′-CAAGACTTCTGGGCATCTGA-3′
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Рис. 1. Ингибирование прироста корней A. thaliana на среде с CdCl2; проращивание: а — вариант I; б —
вариант II

Рис. 2. Ингибирование прироста корней A. thaliana на среде с блеомицином; проращивание: а — вариант I;
б — вариант II

ственном воздействии блеомицина на проростки) у проростков Ч-10 км и Ч-30 км отчетливо
прослеживалась пониженная чувствительность к генотоксину (см. рис. 2, б ).

Анализ РТ-ПЦР. Для анализа ПЦР в реальном времени мы выбрали гены, участвую-
щие в наиболее изученных на сегодня путях репарации ДНК: негомологичном соедине-
нии концов (NHEJ) — KU70 ; гомологичной рекомбинации (HR) — RAD54, BRCA1 (Breast
Cancer Suppressor Protein); репарации путем вырезания (base excision repair pathway) —
PARP (Poly (ADP-ribose) polymerase). Также изучали экспрессию гена CycB1;1 (циклин
В), который является маркером клеточной пролиферации и ареста клеток в фазе G2/M
клеточного цикла [5]. Установлено, что при воздействии блеомицина повышалась экспрес-
сия генов CycB1;1 и BRCA1 (рис. 3), а экспрессия генов RAD54,Ки70 и PARP существенно
не изменялась.

Обсуждение результатов исследования. Анализ прироста корней на среде с Cd2+

и блеомицином свидетельствует о том, что проростки A. thaliana, выращенные из семян
из 10 км и 30 км зоны ЧАЭС, оказались более стойкими к действию генотоксинов, чем
проростки из семян, собранных вне Чернобыля, и семян Col-0.
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Рис. 3. Экспрессия генов CycB1;1 (а) и BRCA1 (б ) у 14-суточных проростков A. thaliana при воздействии
блеомицина

Стойкость к действию генотоксинов у чернобыльских растений обнаруживали и другие
исследователи [6]. Так, показано, что семена A. thaliana, собранные через 5–6 лет после
аварии, давали растения, более стойкие к мутагенам, чем семена, собранные через 3–4 года
после аварии. Это указывает на адаптацию в пределах популяции, которая подвергалась
продолжительному воздействию хронической ионизирующей радиации [6].

Выращивание растений на среде с Cd2+ и блеомицином в варианте I и II (предусматри-
вающими влияние генотоксинов на ранние (7 сут) и более поздние стадии развития (14 сут))
впервые позволило выявить две противоположные тенденции в чувствительности к разным
генотоксинам. Так, низкая чувствительность к кадмию не зависела от стадии развития ра-
стения. Напротив, низкая чувствительность к радиомиметику блеомицину обнаруживалась
лишь в течение первых 7 сут роста и не проявлялась в случае действия радиомиметика на
более поздней стадии развития. Предполагается, что разница в чувствительности к дей-
ствию тяжелого металла и радиомиметика может быть обусловлена различиями в меха-
низмах их действия. Так, Cd2+ влияет на ДНК растений опосредованно путем активации
активных форм кислорода [3], действие которых ингибирует восстановление ДНК. Блео-
мицин непосредственно воздействует на геном и, как и ионизирующая радиация, вызывает
одно- и двуцепочечные разрывы ДНК [7].

Известно, что ранняя стадия развития растений характеризуется пролиферативной ак-
тивностью меристемы корня и, возможно, что механизм стойкости ДНК сопряжен именно
с активностью меристемы. Это предположение подтверждает повышенная экспрессия гена
CycB1;1 у растений A. thaliana, свидетельствующая об интенсивной клеточной пролифе-
рации. Обнаружено также, что экспрессия СусВ1;1 повышается и при разрывах ДНК [8].
CycB1;1 способствует аресту клеток в фазе G2 перед переходом в митоз и, таким образом,
блокирует пролиферацию клеток с поврежденной ДНК [5].

О пролиферативной активности меристемы свидетельствует и повышение экспрессии
другого маркерного гена, а именно BRCA1 [9, 10]. Также BRCA1 необходим для эффек-
тивного восстановления двойных разрывов ДНК в процессе, известном как гомологичная
рекомбинация (HR) [11, 12]. И. Ковальчук с соавт. [6] отмечали, что частота гомологичной
рекомбинации у растений, выращенных из семян 1990–1992 гг. сбора в зоне ЧАЭС, была
ниже, чем у растений, полученных из семян 1987–1989 гг. сбора, что является доказатель-
ством адаптации растений.

Помимо участия в гомологичной рекомбинации, BRCA1 способен расщеплять γ-тубулин
и влиять на нуклеацию микротрубочек в центрах их организации [13], что способствует рос-
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ту и пролиферации клеток меристемы. Возможно, этим также объясняется участие BRCA1
в цитокинезе [14] и клеточной пролиферации [15].

Таким образом, наши исследования впервые показали, что после 25-летнего воздействия
хронической радиации в природных условиях зоны ЧАЭС у проростков A. thaliana на ран-
них этапах развития формируется механизм стойкости генома к действию радиации. Фор-
мирование механизма стойкости происходит во время интенсивной пролиферации клеток
меристемы и осуществляется за счет активации репаративных процессов ДНК. Данный ме-
ханизм имеет адаптивное значение и направлен на сохранение целостности генома растений
и ограничение потенциально вредных перестроек в условиях хронической радиации.
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Г. В. Шевченко, А.С. Талалаєв, Дж. Дунан

Стiйкiсть проросткiв Arabidopsis thaliana iз зони Чорнобильської
АЕС до дiї ДНК-руйнуючих факторiв

Показано, що проростки Arabidopsis thaliana, якi виросли з насiння, зiбраного у 30- та
10-кiлометровiй зонi Чорнобильської АЕС, характеризуються пiдвищеною стiйкiстю до
ДНК-руйнуючих факторiв (важких металiв та радiомiметикiв). Вперше визначено, що ме-
ханiзм стiйкостi ДНК формується на раннiх етапах розвитку рослин за рахунок активацiї
систем репарацiї ДНК.

G.V. Shevchenko, A. S. Talaliev, J. Doonan

Arabidopsis thaliana seedlings from the Chernobyl NPP zone are
tolerant to DNA-damaging agents

Arabidopsis thaliana seedlings which were germinated from seeds gathered in the 30-km and 10-km
Chernobyl NPP zones are tolerant to DNA damaging agents (heavy metals and radiomimetics). For
the first time, it is shown that the mechanism of DNA tolerance is established at the first stages of
plant development and is facilitated by the activation of DNA repair systems.
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Iдентифiкацiя лiпоксигеназної активностi в спороносних
пагонах Equisetum arvense L.

Дослiджено активнiсть лiпоксигенази в репродуктивних (спороносних) пагонах Equi-
setum arvense L. Iдентифiковано наявнiсть двох форм лiпоксигенази — 13-ЛОГ та
9-ЛОГ. Встановлено чiтку залежнiсть їх розподiлу в рiзних органах надземної та пiд-
земної частин репродуктивного пагона хвоща польового на рiзних етапах його розвитку.

Лiпоксигенази (лiнолеат:кисень:оксидоредуктази КФ 1.13.11.12 (ЛОГ)) — це клас негемо-
вих залiзовмiсних дiоксигеназ, якi каталiзують окиснення полiненасичених жирних кислот
(ПНЖК), що мiстять 1,4-цис-, цис-пентадiєнову систему, з утворенням гiдропероксидiв
транс-, цис-кон’югованих дiєнiв [1]. Ця реакцiя є ключовою у лiпоксигеназному каска-
дi [2]. Подальшi перетворення ферментами лiпоксигеназної системи призводять до утво-
рення окиснених похiдних ПНЖК, у тому числi фiзiологiчно активних сполук — оксилiпi-
нiв, якi забезпечують вiдповiдь органiзму на дiю абiотичних та бiотичних стресiв, участь
у процесах росту, розвитку, старiння клiтин та апоптозi, захистi при патогенному уражен-
нi [3]. Лiпоксигеназна активнicть була виявлена в широкому спектрi органiзмiв, включаючи
тварин, вищi рослини, папоротеподiбнi, прокарiотичнi i еукарiотичнi водоростi, пекарськi
дрiжджi та iншi гриби, цiанобактерiї [4–6]. Бiльша частина ЛОГ є розчинними цитоплаз-
матичними ензимами, але виявленi вони також у хлоропластах, мiтохондрiях та вакуолi.
Завдяки високому вмiсту i вiдноснiй стабiльностi деякi ЛОГ у вищих рослин були видiленi
й очищенi до гомогенного стану, а також детально охарактеризованi з точки зору їхньої
структури i властивостей [7]. Однак чiткої картини щодо поширеностi ЛОГ у нижчих рос-
лин немає.

Мета дослiдження полягала у вивченнi лiпоксигеназної активностi репродуктивних па-
гонiв та кореневища на рiзних етапах розвитку хвоща польового (Equisetum arvense L.).

Матерiали i методи. Хвощ польовий — багаторiчна трав’яниста рослина, що має па-
гони двох типiв: репродуктивнi (спороноснi) i вегетативнi (асимiлюючi). Спороноснi паго-
ни — рожево-бурi, нерозгалуженi, членисто-кiльчастої будови, складаються з 6–7 мiжвузлiв
i коротких вузлiв, вiд яких вiдходять розмiщенi кiльцями листки, що зростаються мiж
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собою основою, утворюючи потовщенi кiльцевi пiхвовi прилистки з 8–10 чорно-бурими зуб-
цями. Спороноснi пагони, що з’являються навеснi (квiтень–початок травня), на верхiвках
несуть яйцеподiбно-цилiндричнi стробiли зi спорангiями, в яких утворюються спори. Пiсля
дозрiвання спор репродуктивнi пагони вiдмирають, а замiсть них розвиваються вегетатив-
нi. Кореневище бурувато-чорне, сильно розгалужене мiстить бульбочки, якi утворюються
в другiй половинi лiта [8]. Дослiджували свiжозiбранi спороноснi пагони хвоща на рiзних
стадiях його фiзiологiчного розвитку (закритого та вiдкритого стробiла), якi роздiляли на
органи — стробiл, 4–6 верхнi мiжвузля та кiльця листкiв, 1–3 нижнi мiжвузля та кiльця
листкiв, кореневище (нумерацiю проводили вiд кореневища).

Проби грунту були вiдiбранi з мiсць зростання E. arvense для характеристики його ки-
слотно-лужного стану. Визначали pH водної та сольової витяжок грунту. Для визначення
pH водної витяжки 20 г грунту, висушеного до повiтряно-сухого стану, переносили в кол-
бу i додатково вносили 50 мл дистильованої води. Розчин добре збовтували потягом 1 год
i залишали вiдстоюватись на 24 год до повного осадження грунту i освiтлення водної витяж-
ки. Величину pH грунту вимiрювали за допомогою електродiв, якi обережно занурювали
в розчин. Для визначення pH сольової витяжки 20 г грунту, висушеного до повiтряно-сухо-
го стану, переносили в колбу i додатково вносили 50 мл 1н КСl. Розчин добре збовтували
потягом 1 год i залишали вiдстоюватись на 24 год до повного осадження грунту i освiтлення
розчину. У колбу обережно, щоб не сколотити розчин, занурювали електроди i вимiрювали
величину pH. Ступiнь кислотностi грунту визначали, користуючись таблицею [9].

Для одержання ензимного екстракту наважки тканин гомогенiзували в охолодженому
до 4 ◦С 0,1 М фосфатному буферi (pH 6,3) з додаванням 2 мМ фенiлметилсульфонiлфто-
риду (ФМСФ). Пiсля 30-хв екстракцiї при перемiшуваннi гомогенат центрифугували на
центрифузi (“WPW-310”, Польща) при 10000 об/хв протягом 20 хв. Отриманий суперна-
тант використовували для визначення ензиматичної активностi. Вмiст бiлка визначали за
методом Бредфорд [10]. Кiнетичнi вимiрювання проводили на спектрофотометрi СФ 46
(Росiя). Для побудови pH-залежностей стацiонарних швидкостей peaкцiї лiпоксигеназного
окиснення лiнолевої кислоти використовували такi буфернi розчини: pH 4,0–5,5 — 0,1 М
Na-ацетатний; pH 6,0–8,0 — 0,1 М Na-фосфатний; pH 8,0–9,5 — 0,1 М боратний. Реакцiйна
сумiш для визначення активностi 9-ЛОГ, загальним об’ємом 2,5 мл, мiстила 0,l М Nа-аце-
татний буферний розчин (pH 4,2), 100 мкМ лiнолеву кислоту, 0,02% луброл РХ, а для
визначення активностi 13-ЛОГ — 0, l М Nа-фосфатний буферний розчин (pH 7,2), 100 мкМ
лiнолеву кислоту [11]. Реакцiю iнiцiювали шляхом додавання 20–30 мкл розчину ферменту
(концентрацiя бiлка 1,4–1,9 мг/мл) i проводили за умов постiйної температури (25±0,1) ◦С.
За перебiгом реакцiй спостерiгали, враховуючи збiльшення оптичної густини реакцiйної су-
мiшi при λ = 235 нм, що вiдповiдає максимальному поглинанню спряженого дiєнового хро-
мофору в молекулi гiдропероксиду лiноленової кислоти, молярний коефiцiєнт поглинання
якої становить 23 000 M−1 · см−1 [12].

Дослiди проводили в двох бiологiчних та трьох аналiтичних повторностях. При побу-
довi кiнетичних залежностей використовували середнi значення Vst, якi визначали у трьох
вимiрюваннях (рiзниця мiж величинами становила не бiльше 5%). Статистичну обробку ре-
зультатiв здiйснювали за t-тестом Стьюдента, статистично достовiрною вважали рiзницю
при p 6 0,05.

Результати i обговорення. Довжина спороносного пагона хвоща становила (23,6 ±
± 1,5) см, а його дiаметр коливався в межах 0,2–0,4 см, довжина кiльцевого листка (вiд
основи вузла до зазубрини) — (1,2 ± 0,02) см, а усередненого мiжвузля — (3,8 ± 0,1) см.
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Рис. 1. Залежнiсть стацiонарної швидкостi реакцiї (Vst) окиснення лiнолевої кислоти 9-ЛОГ (1 ) та
13-ЛОГ (2 ) вiд pH iнкубацiйного середовища в спороносних пагонах Equisetum arvense L.

Безпосередньо перед висипанням спор маса усередненого стробiла становила (560,0±8,6) мг,
пiсля висипання — (542,0±6,4) мг, а довжина — (4,2±0,3) см. По закiнченнi дозрiвання спор
вологiсть закритого стробiла становила близько 62%, а вiдкритого — 48%, що свiдчить
про завершення спороношення, зневоднення i початок процесiв вiдмирання генеративного
пагона. Однак варiабельнiсть морфометричних показникiв значною мiрою залежала вiд
умов навколишнього середовища, зокрема освiтлення i вологостi [8].

При дослiдженнi лiпоксигеназної активностi в спороносних пагонах E. arvense виявле-
но наявнiсть 13 (цитозольної)- i 9 (мембранозв’язної)-ЛОГ. Для встановлення оптимальних
умов функцiонування 9-ЛОГ i 13-ЛОГ була визначена залежнiсть стацiонарної швидкостi
лiпоксигеназного окиснення лiнолевої кислоти вiд pH реакцiйної сумiшi. При визначеннi
активностi ЛОГ враховували фiзико-хiмiчнi умови перебiгу реакцiї окиснення лiнолевої
кислоти, як практично водонерозчинної сполуки при нейтральних i кислих значеннях pH.
Показано, що оптимальним для перебiгу реакцiї 9-лiпоксигеназного окиснення лiнолевої
кислоти є pH 4,2 у присутностi детергента луброл РХ (0,02%), а оптимальним для 13-лi-
поксигеназного окиснення є pH 7,2 (рис. 1). У лiтературi нами не знайдено даних стосовно
ЛОГ з таким кислим pH-оптимумом. Можливо, це один з механiзмiв адаптацiї E. arvense
до високої кислотностi грунту (pH 4,8). Вiдомо, що хвощi є природними iндикаторами кис-
лотностi грунту [8]. Показано, що pH водної витяжки грунту, де зростав дослiджуваний
вид хвоща, становив 4,5, pH сольової — 4,8. Такi значення pH характернi для сильнокислих
грунтiв [9]. Ймовiрно, хвощi не тiльки є iндикаторами ступеня кислотностi грунту, а й самi
сприяють закисленню грунтiв.

Виявлена певна закономiрнiсть розподiлу лiпоксигеназної активностi (13-ЛОГ та 9-ЛОГ)
в органах спороносного пагона хвоща, яка, ймовiрно, пов’язана з адаптацiєю його до умов
навколишнього середовища. Активнiсть 13-ЛОГ була визначена в надземнiй (стробiл, мiж-
вузля, листки) i пiдземнiй (кореневище) частинах рослини, тодi як 9-ЛОГ — лише в стробiлi
i кореневищi.

Аналiз розподiлу лiпоксигеназної активностi в органах спороносного пагона E. arvense
виявив певнi закономiрностi. Найвища активнiсть 13-ЛОГ характерна для стробiла, причо-
му на стадiї його дозрiвання ця активнiсть була втричi бiльшою, нiж у перiод висипання
спор (табл. 1). Вiдносно невелика активнiсть 9-ЛОГ спостерiгалась у закритих та вiдкритих
стробiлах — (7,3±0,7) та (1,7±0,1) мкмоль гiдропероксиду лiнолевої кислоти/(хв·мкг бiлка)
вiдповiдно i майже втричi бiльша в кореневищах, як на стадiї закритого, так i вiдкритого
стробiла — (23,3±1,5) та (39,1±1,1) мкмоль гiдропероксиду лiнолевої кислоти/(хв ·мкг бiл-
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Таблиця 1. Активнiсть 13-ЛОГ в спороносних пагонах Equisetum arvense L., мкмоль гiдропероксиду лiно-
левої кислоти/(хв · мкг бiлка)

Стадiя розвитку

Орган

Стробiл
4–6 верхнi
мiжвузля

4–6 кiльця
верхнiх листкiв

1–3 нижнi
мiжвузля

1–3 кiльця
нижнiх листкiв

Корене-
вище

Закритий стробiл 16,9± 1,2 11,0 ± 0,7 8,9± 0,5 2,7± 0,1 1,5± 0,1 9,1± 0,4
Вiдкритий стробiл 5,3± 0,4 3,5 ± 0,3 1,9± 0,01 0,8± 0,001 0,6± 0,002 2,7± 0,1

ка) вiдповiдно. Причому активнiсть цiєї ЛОГ значно зростала в кореневищi при висипаннi
спор — на початку процесу вiдмирання генеративного пагона. Ймовiрно, висока активнiсть
13-ЛОГ у закритих стробiлах обумовлена активними метаболiчними процесами, пов’язани-
ми з дозрiванням спор. Вiдомо, що 13-ЛОГ не характерна для кореневої системи вищих
рослин, бо є хлоропластасоцiйованою [7]. Можливо, це i пояснює її низький вмiст у коре-
невищах спороносного пагона хвоща.

Як вiдомо, основними продуктами лiпоксигеназних реакцiй є моногiдропероксиди, що
мають рiзнi фiзiологiчнi функцiї. 9-ЛОГ каталiзує реакцiю утворення 9-гiдропероксидiв,
а 13-ЛОГ — 13-гiдропероксидiв ПНЖК [2]. 13-гiдропероксиди є попередниками бiологiчно
активних речовин, таких як травматин, жасмонова кислота та її похiднi (метилжасмонат,
7-iзожасмонат, жасмоїлглюкозиди). Бiосинтез жасмонової кислоти розпочинається з оки-
сненням лiноленової кислоти до 13-гiдропероксиду лiноленової кислоти. Процес синтезу
розпочинається в хлоропластах i закiнчується в пероксисомах. Фермент локалiзований у ци-
тозолi хлоропластiв.

Жасмонати дiяли як стимулятори чи iнгiбiтори в рiзних бiологiчних системах. Вони
iнгiбували рiст пагонiв i коренiв у концентрацiї — 10−3 М, проростання пилку, рiст калу-
су та стимулювали синтез алкалоїдiв, утворення коренiв iз меристем бульб картоплi. При
дослiдженнi локалiзацiї жасмонатiв у рiзних органах Vicia fabа встановлено значне їх на-
громадження в надземних органах — квiтках, молодих листках, плодах (10–30 мкг/г маси
сирої речовини) i слiдовi кiлькостi в коренях, зрiлих чи старих листках [13]. Як жасмонова
кислота, так i її похiднi контролюють гормоноподiбну регуляцiю росту та розвитку, забез-
печують адаптацiю рослин до стресiв, шляхом як безпосереднього впливу на активнiсть
певних ферментiв, так i опосередкованим ефектом, що реалiзується в iндукцiї експресiї
генiв [14].

9-гiдропероксиди є попередниками сполук, що вiдiграють важливу роль у бульбоутво-
реннi картоплi. В умовах in vivo вони iндукували бульбоутворення, викликаючи пере-
орiєнтацiю мiкротрубочок, що призводило до збiльшення радiального розтягування клiтин
i сприяло розвитку бульб [15]. Ймовiрно, високий вмiст 9-ЛОГ в кореневищах хвоща, як i
в коренях вищих рослин (пасльоновi), вiдiграє ключову роль в утвореннi крохмалевмiсних
бульбочок, що формуються на них у кiнцi перiоду вегетацiї репродуктивного пагона.

Таким чином, у E. arvense вперше iдентифiковано наявнiсть двох форм лiпоксигенази —
13-ЛОГ та 9-ЛОГ. Встановлено чiтку залежнiсть їх розподiлу в рiзних органах надземної
та пiдземної частин репродуктивного пагона хвоща на рiзних етапах його розвитку.
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Идентификация липоксигеназной активности в спороносных побегах
Equisetum arvense L.

Исследована активность липоксигеназы в репродуктивных (спороносных) побегах Equisetum
arvense L. Идентифицировано наличие двух форм липоксигеназы — 13-ЛОГ и 9-ЛОГ. Уста-
новлена четкая зависимость их распределения в различных органах надземной и подземной
части репродуктивного побега хвоща полевого на различных этапах его развития.

L.M. Babenko, L.V. Voytenko, T.D. Skaterna,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine L. I. Musatenko

Identificatio of lypoxygenase activity in reproductive (sporogenous)
shoots of Equisetum arvense L.

The lipoxygenase activity in reproductive (sporogenous) shoot of Equisetum arvense is investigated.
The presence of two forms of lipoxygenase, 13-LOX and 9-LOX, is identified. The strict dependence
of their distribution in the different organs of the above-ground and underground parts of reproducti-
ve plant of horse-tail on the different stages of its development is established.
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В основi внутрiшньоклiтинної кальцiєвої сигналiзацiї, яка вiдiграє важливу роль у рiзно-
манiтних фiзiологiчних та патологiчних процесах, лежить активнiсть iнозитол-1,4,5-
трифосфатних рецепторiв (InsP3Rs). У даному дослiдженнi з використанням iзольова-
них ядер клiтин Пуркiньє мозочка щурiв показано, що кластеризацiя InsP3Rs призво-
дить до значного збiльшення їх активностi, зокрема зростає вiрогiднiсть їх вiдкритого
стану. Причому нашi данi вказують на те, що причиною цього пiдвищення активно-
стi каналiв є алостеричнi взаємодiї мiж близькорозташованими InsP3Rs. Таким чи-
ном, утворення кластера пiдвищує вiрогiднiсть вiдкритого стану каналу i, вiдповiдно,
збiльшує амплiтуду кальцiєвого сигналу.

Кальцiєва сигналiзацiя вiдiграє важливу роль у рiзноманiтних внутрiшньоклiтинних фi-
зiологiчних та патологiчних процесах [1, 2]. Вiдомо, що порушення у механiзмах регуляцiї
концентрацiї Ca2+ в нейронах мають iстотне значення у розвитку нейродегенеративних
захворювань, таких як хвороба Альцгеймера, хвороба Хантiнгтона, цереброспiнальна ата-
ксiя тощо [3–5].

Одну з ключових ролей у регуляцiї внутрiшньоклiтинної кальцiєвої сигналiзацiї вiдi-
грають iнозитол-1,4,5-трифосфатнi рецептори (InsP3Rs) [6–8]. Вони необхiднi для вивiль-
нення Са2+ iз клiтинних депо у вiдповiдь на пiдвищення концентрацiї iнозитолтрифосфату
в результатi дiї рiзноманiтних стимулiв [6]. Активацiя InsP3Rs призводить до генерацiї так
званих блiпiв (коли активнi лише поодинокi InsP3Rs) або пафiв (коли активуються згрупо-
ванi у кластерi рецептори), або кальцiєвих хвиль, якi поширюються на всю клiтину [7, 8].

У своїх попереднiх роботах ми показали, що InsP3Rs у великiй кiлькостi знаходяться
на внутрiшнiй мембранi ядер нейронiв Пуркiньє мозочка щурiв [9], тому в данiй роботi
ми використовували iзольованi ядра саме цього типу клiтин (детально метод iзоляцiї ядер
нейронiв описаний у [9]).

Дослiдження струмiв через поодинокi канали InsР3Rs проводили з використаням ме-
тоду петч-клемп у конфiгурацiї “nucleus-attached” або “excised patches” у режимi фiксацiї
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Рис. 1. Залежнiсть середнього значення вiрогiдностi вiдкритого стану каналу (Po) вiд загальної кiлькостi
каналiв у петчi (N — кiлькiсть каналiв)

потенцiалу. Для того щоб зареєструвати роботу InsP3Rs, ми додавали до розчину в робочiй
камерi ATФ — 0,5 ммоль/л та iнозитолтрифосфату — 1 мкмоль/л, що вважається опти-
мальним для активацiї InsP3Rs [6]. Концентрацiя вiльного Са2+ у цьому розчинi становила
150–170 нмоль/л. Сигнали з виходу пiдсилювача Visual Patch VP-500 (“Bio-Logic”, Францiя)
пропускали через низькочастотний фiльтр Бессела (частота зрiзу 2 кГц), оцифровували
з частотою 104 с−1 i зберiгали на жорсткому диску комп’ютера. Аналiз отриманих резуль-
татiв проводили з використанням програми “pClamp 9.0”. Статистична вiрогiднiсть резуль-
татiв визначалася за критерiєм t Стьюдента (P < 0,05 вважалося статистично вiрогiдним).

При аналiзi роботи активованих InsP3Rs було помiчено, що вiрогiднiсть вiдкритого ста-
ну каналу (Po) залежала вiд кiлькостi рецепторiв в петчi (дiлянка мембрани, обмежена
петч-пiпеткою). Зокрема, було чiтко продемонстровано, що збiльшення кiлькостi каналiв
у петчi пiд час реєстрацiї їх активностi призводило до значного росту середнього значен-
ня Po (рис. 1). Проте, коли ми дослiджували активнiсть декiлькох каналiв (бiльше одного),
то середнє значення отримували з великою похибкою. Тому наступним нашим кроком був
бiльш детальний аналiз розподiлу значень Po, для чого подiлили всi отриманi записи актив-
ностi InsP3Rs за кiлькiстю активних каналiв. Виявилося, що для однакового числа каналiв
у петчi ми спостерiгали рiзнi Po (рис. 2).

Цю розбiжнiсть ми спробували пояснити рiзними варiантами кластеризацiї InsP3Rs на
дослiджуванiй дiлянцi мембрани. У петчах, якi мiстили один рецептор, вiрогiднiсть вiдкри-
того стану InsP3Rs становила Po ≈ 0,03. Петчi, що мiстили два рецептори, за вiрогiднiстю
вiдкритого стану InsP3Rs чiтко дiлилися на двi групи, одна з яких мала середнє значення
Po ≈ 0,028, що практично збiгається з вiрогiднiстю вiдкритого стану групи з одним рецепто-
ром i свiдчить про те, що в данiй групi канали були не залежнi один вiд одного. В той же час
друга група мала набагато бiльшу вiрогiднiсть вiдкритого стану (Po ≈ 0,115), що, очевидно,
вiдповiдає кластеру iз двох взаємопов’язаних рецепторiв.

Для петча з трьома каналами картина ще бiльше ускладнювалася. Тут канали за вiрогiд-
нiстю вiдкритого стану дiляться на три групи: 1) група iз низькою вiрогiднiстю вiдкритого
стану (Po ≈ 0,03), що достовiрно не вiдрiзняється вiд Po для поодиноких каналiв; 2) група,
яка мала промiжне положення з Po ≈ 0,1, що приблизно вiдповiдає кластеру з двох каналiв;
3) група петчiв, де вiрогiднiсть вiдкритого стану каналiв збiльшувалась у декiлька разiв
i Po ≈ 0,26, що, ймовiрно, вiдповiдає кластеру з трьох каналiв.
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Рис. 2. Значення вiрогiдностi вiдкритого стану (Po) каналу при рiзнiй кiлькостi каналiв у петчi: чорним
позначенi поодинокi канали, сiрим — кластери з двох каналiв, бiлим — кластери з трьох каналiв (N —
кiлькiсть каналiв)

Збiльшення вiрогiдностi вiдкритого стану каналу в петчах, що мiстять бiльше нiж один
рецептор, вказують на взаємодiю мiж каналами, тобто один канал деяким чином впливав
на Po iншого.

Було чiтко показано, що InsP3Rs у кластерi взаємодiють пiд впливом кальцiю, який ви-
дiляється через вiдповiднi канали пiд час їх активацiї [7]. Тобто активнiсть одного InsP3Rs
призводить до видiлення кальцiю, що в результатi активує сусiднi рецептори. Але в по-
ставлених нами експериментальних умовах по обидва боки мембрани знаходилися розчини
з однаковим вмiстом Са2+. Таким чином, вiдкриття каналу InsP3Rs не могло бути викликане
збiльшеною концентрацiєю Са2+ з iншого боку мембрани. Вiдповiдно, кальцiєвий механiзм
взаємодiї мiж рецепторами був неможливий.

Альтернативною можливiстю пояснити це явище є алостерична взаємодiя мiж зв’язани-
ми рецепторами у кластерi. В цьому випадку конформацiйнi змiни, якi вiдбувалися з моле-
кулою каналу при його вiдкриваннi, впливають на сусiднi канали, збiльшують вiрогiднiсть
їх вiдкритого стану. Наявнiсть такого тiсного контакту мiж InsP3Rs створює можливiсть
для активацiї цiлого кластера при спрацьовуваннi лише одного каналу, а, отже, i генерацiї
значного кальцiєвого сигналу.

Таким чином, кластеризацiя не просто зближує рецептори, але й призводить до змiни
механiзма їх роботи. Утворення кластера пiдвищує вiрогiднiсть вiдкритого стану кожного
каналу i, вiдповiдно, збiльшує амплiтуду кальцiєвого сигналу.
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Е.А. Федоренко, О.В. Лунько, С.М. Марченко

Влияние межмолекулярного взаимодействия на функциональные
свойства инозитолтрифосфатных рецепторов ядерных мембран
нейронов

В основе внутриклеточной кальциевой сигнализации, которая играет важную роль в раз-
личных физиологических и патологических процессах, лежит активность инозитол-1,4,5-
трифосфатных рецепторов (InsP3Rs). В данной работе с использованием изолированных
ядер клеток Пуркинье мозжечка крыс показано, что кластеризация InsP3Rs приводит к зна-
чительному увеличению их активности, в частности, к возрастанию вероятности их
открытого состояния. Причем наши данные указывают на то, что причиной этого по-
вышения активности каналов являются аллостерические взаимодействия между близко-
расположенными InsP3Rs. Таким образом, формирование кластера увеличивает вероят-
ность открытого состояния канала и, соответственно, приводит к возрастанию ампли-
туды кальциевого сигнала.

О.А. Fedorenko, О.V. Lunko, S.M. Мarchenko

The effect of intermolecular interaction on the functional properties of
inositol-triphosphate receptors of the nuclear membranes of neurons

The activity of inositol-1,4,5-triphosphate receptors (InsP3Rs) is a base of the intercellular calcium
signalization, which plays an important role in different physiological and pathological processes.
We used the isolated nuclei of Purkinje cells from the rat cerebellum. Our results show that the
clusterization of InsP3Rs leads to the essential increase of their activity and, in particular, to the
growth of the open state probability for their channels. We have demonstrated that the channel
activity increases by the allosteric interaction of near situated InsP3Rs. Thus, the formation of
clusters increases the probability of the opened state of the channel and enhances the amplitude of
a calcium signal.
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Методика определения опорных реакций

при частичном съемном протезировании в стоматологии

Предложена методика определения реакций опор зубных протезов, учитывающая про-
странственный характер их напряженно-деформированного состояния и степень ре-
зорбции периодонта опорных зубов. Проведен анализ системы протез–челюсть и по-
казано, что на периодонт опорных зубов и слизистую оболочку под протезным ложе
приходится большая часть потенциальной энергии деформирования этой системы.

Травмы или поражение опорного аппарата зубов патологическими процессами приводят
к потере зубов и необходимости восстановления целостности зубочелюстной системы с по-
мощью съемных протезов [1]. В данной работе предложена методика определения опорных
реакций частичных съемных протезов, оснащенных кламмерными системами фиксации на
опорных зубах.

Целью работы является оптимизация распределения жевательной нагрузки структур-
ными элементами протеза на основе определения опорных реакций протезов при частичном
съемном протезировании.

Методы исследования. Функциональное состояние зубов и зубных рядов при про-
тезировании определяется по методикам Курляндского [1], которая позволяет оценить ве-
личину допустимой нагрузки для зуба, группы зубов и для всего зубного ряда. Однако
эта методика не позволяет определить усилия, возникающие в опорных элементах зубно-
го ряда. Все большее применение в стоматологии находят методы математического мо-
делирования [2–4]. В источниках [5–7 и др.] изучено напряженно-деформированное состо-
яние опор протезов в предположении, что напряженно-деформированное состояние зубо-
челюстного аппарата является плоским. Ниже приводится методика определения реакций
опор протеза, основанная на пространственном подходе и учитывающая влияние резорбции
периодонта опорных зубов пациента на напряженно-деформированное состояние системы
протез–челюсть.

Результаты исследования. Основные допущения. В работе сделаны допущения об
однородности, изотропности, сплошности всех элементов системы протез–челюсть. Пред-
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Рис. 1. Схема системы протез–челюсть

полагается, что опорные зубы и слизистая оболочка закреплены на абсолютно жестких
нижней и верхней челюстях, а все элементы зубного ряда и конструкции протеза рабо-
тают в пределах линейно-упругой работы материала. В процессе жевания нижняя челюсть
совершает сложное возвратно-поступательное движение, в результате чего вектор жева-
тельного усилия меняет направление. Горизонтальная составляющая жевательного усилия
значительно уступает по величине ее вертикальной составляющей и воспринимается сра-
зу всеми удерживающими кламмерами, поэтому этой составляющей мы будем пренебре-
гать. Предполагается, что протез изготовлен точно и при отсутствии жевательных уси-
лий опорные элементы протеза касаются опорных зубов и слизистой оболочки одновре-
менно.

Так как система протез–челюсть является в большинстве случаев статически не опре-
делимой, то для определения реакций опор протеза необходимо знать жесткость всех эле-
ментов системы протез–челюсть.

Модель системы протез–челюсть. Система протез–челюсть включает в себя элемен-
ты конструкции протеза и элементов зубочелюстного аппарата, на которые он опирается.
На рис. 1 представлена схема элемента частичного съемного протеза с искусственными зуба-
ми 1, который кламмерами 2 опирается на зубы 3, а седловидной частью 4 — на слизистую
оболочку альвеолярного гребня.

Жевательное усилие P со стороны пищевого комка 5 воздействует через искусственные
зубы 1, тело протеза и кламмера 2 на опорные зубы 3. Зубы 3 через периодонт 6 передают
усилие на кость челюсти 7.

Оценим жесткость основных элементов системы протез–челюсть, которые деформи-
руются под действием жевательного усилия.

Тело протеза. В данной модели тело протеза представляет собой балку, установленную
на двух основаниях. Прогиб f (b) такой балки длиной L = 16 мм под действием усилия P =
= 100 Н на расстоянии l = 4 мм от правой опоры определяется по формуле [8]

f (b) =

√
3

(
1− l2

L2

)3 PlL2

27EJ
= 0,0006 мм, (1)

где E = 2,22·105 МПа — модуль упругости кобальто-хромового сплава; J = ab3/12 — момент
инерции прямоугольного (со сторонами a = 2,5 мм, b = 6 мм) поперечного сечения балки.

Опорный кламмер. С точки зрения сопротивления материалов, кламмер представ-
ляет собой консольную балку. Рассчитаем прогиб f (k) этой балки под действием усилия P =
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= 100 Н при длине балки L = 3 мм и прямоугольном поперечном сечении балки с разме-
рами a = 2,5 мм, b = 1,5 мм [4]:

f (k) =
PL3

3EJ
= 0,0058 мм. (2)

Опорный зуб. Продольная деформация зуба f (z) под действием силы P = 100 Н ква-
дратного поперечного сечения (со стороной a = 7 мм), длиной L = 20 мм будет равна

f (z) =
PL

Ea2
= 0,00014 мм, (3)

где E = 1,56 ·103 МПа — модуль упругости дентина, из которого в основном состоит зуб [2].
Периодонт зуба. В пределах упругой работы периодонта его деформация f (p) будет

пропорциональна вертикально приложенной к зубу нагрузке P , обратно пропорциональна
площади поверхности корня зуба Fo и степени атрофии периодонта s:

f (p) =
P

KFos
, (4)

где K — коэффициент пропорциональности, Н/м3. Степень атрофии периодонта s опре-
делим согласно Курляндскому как отношение площадей поверхности корня зуба в повре-
жденном состоянии к площади корня в физиологической норме. Для определения коэффи-
циента пропорциональности K воспользуемся данными [2] о подвижности зубов под дей-
ствием вертикально приложенной нагрузки. В табл. 1 приведены результаты вычисления
коэффициента пропорциональности K для пародонта, полученные по формуле (4). Среднее
значение перемещения пародонта для 4–7 зубов под нагрузкой 100 Н, по данным табл. 2,
равно 0,22 мм, а среднее значение коэффициента пропорциональности — K= 1,55 Н/мм3.
Это значение коэффициента пропорциональности K будем использовать в наших расчетах
для определения жесткости периодонта под действием нагрузки, приложенной вертикаль-
но в коронке зуба.

Слизистая оболочка. Если пренебречь трением, возникающим между протезным ло-
жем и слизистой оболочкой, то слизистая оболочка под действием вертикального усилия P

Таблица 1

Номер зуба в зубном ряду 4 5 6 7

Площадь поверхности корней, мм 256,3 233,6 409,1 375,2
Перемещение зуба под действием
вертикальной нагрузки, 100 Н 0,28 0,24 0,14 0,20

Коэффициент пропорциональности, K, Н/мм3 1,40 1,78 1,72 1,31

Таблица 2

Показатель
Тело

протеза, f (b)
Опорный

кламмер, f (k) Зуб, f (z) Периодонт,
f (p)

Слизистая
оболочка, f (s)

Деформация, мм 0,00066 0,0064 0,026 0,22 0,16

Работа деформации, Дж·103 0,033 0,32 1,3 11 8,35
Процент работы, % 0,16 1,52 6,19 52,37 39,76
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будет испытывать одноосное сжатие. Вертикальное смещение f (s) призматического элемен-
та слизистой оболочки толщиной L будет пропорционально величине вертикального уси-
лия P , толщине L и обратно пропорционально размерам dx и dy его поперечного сечения

f (s) =
PL

Esdxdy
, (5)

где Es = 10 МПа — модуль упругости слизистой оболочки [2].
Если опорное ложе протеза имеет в окклюзионной плоскости размеры a = 15 и b =

= 20 мм, толщина L = 5 мм, то, согласно, (5) при усилии P = 100 Н смещение f (s) слизистой
оболочки составит величину

f (s) =
PL

ESab
= 0,067 мм. (6)

Результаты расчетов перемещения отдельных элементов системы протез–опора: тела про-
теза f (b), кламмеров f (k), зубов f (z), периодонта зубовf (p), слизистой оболочки f (s) сведены
в табл. 2.

Данные табл. 2 свидетельствуют о том, что более всего деформации подвержены перио-
донт и слизистая оболочка, их перемещения под действием нагрузки 100 Н составляют со-
ответственно 0,22 и 0,16 мм. В таблице приводится значение величины работы деформации,
которая совершается отдельными элементами системы протез–опора. Суммарная потенци-
альная энергия деформируемой системы протез–челюсть состоит из энергии деформации
ее отдельных частей и равна 21,01 · 10−3 Дж. Также в табл. 2 представлена процентная
составляющая каждого элемента системы протез–челюсть. На периодонт и слизистую обо-
лочку приходится 92% потенциальной энергии деформирования. Такое распределение по-
тенциальной энергии деформирования позволяет сделать вывод о том, что деформацией
тела протеза, опорного кламмера и опорных зубов можно пренебречь и считать, что протез
с кламмерами и опорными зубами перемещается как жесткое целое.

Перемещение протеза под действием усилия жевания. Предположим, что на
протез действует жевательная нагрузка, которая приложена в точке P (xP , yP ), реакции
опорных зубов Roi, приложенные в точках Ai(xi, yi) (i = 1, . . . ,5), и реакции Rsk слизи-
стой оболочки на k участках Sk. Под действием этих сил периодонт и слизистая оболочка
в районе протезного ложе деформируются. Пренебрегая небольшими перемещениями про-
теза в направлении осей x, y, будем считать, что протез осуществляет только вертикальное
поступательное перемещение δп и вращение на малый угол вокруг оси, находящейся в ок-
клюзионной плоскости [5].

Поворот протеза вокруг оси, находящейся в окклюзионной плоскости, можно разложить
на поворот на угол ϕ вокруг оси x и на поворот протеза вокруг оси y на угол ψ. В таком
случае вертикальную составляющую перемещения δz точек протеза с координатами (x, y)
можно описать равенством

δz = δп + x sinψ + y sinϕ. (7)

Определение опорных реакций. Для определения реакций опор протеза составим
уравнения равенства нулю всех сил, действующих в направлении оси z, а также равенства
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нулю суммы моментов всех сил, действующих относительно осей x и y:
n∑

i=1

Roi +
m∑

k=1

Rsk + P = 0,

n∑

i=1

Roiyi +
m∑

k=1

Mxk + PyP = 0,

n∑

i=1

Roixi +
m∑

k=1

Myk + PxP = 0,

(8)

где Mxk, Myk — моменты, которые создают реакции Rsk относительно соответственно осей
0x и 0y; n — количество опорных зубов с координатами xi, yi; m — количество опорных
ложе протеза.

При определении реакций опор протеза основными неизвестными будем считать посту-
пательное перемещение δп и углы вращения ϕ и ψ. Выражая усилия Rsk и моменты Mxk,
Myk в уравнениях (8) через перемещение и углы поворота, мы получим систему трех уравне-
ний относительно δп, ϕ и ψ. Решив эту систему уравнений, мы можем из (5) и (6) получить
искомые реакции опор протеза.

Таким образом, на основании анализа процесса деформации основных элементов систе-
мы протез–челюсть показано, что наибольшей деформации подвержены периодонт и сли-
зистая оболочка. На периодонт и слизистую оболочку приходится 92% потенциальной энер-
гии деформации деформирования. Такое распределение потенциальной энергии деформи-
рования позволило сделать вывод о том, что деформацией тела протеза, опорного кламмера
и опорных зубов можно пренебречь и считать, что протез с кламмерами и опорными зубами
перемещается как жесткое целое. Предложена математическая модель поведения системы
протез–челюсть и получена система уравнений относительно поступательного перемещения
протеза и двух углов вращения протеза вокруг осей координат, находящихся в окклюзион-
ной плоскости, решив которую можно вычислить искомые реакции опор протеза.
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В.П. Неспрядько, Д.О. Тихонов, М. М. Тормахов

Методика визначення опорних реакцiй при частковому знiмному
протезуваннi в стоматологiї

Запропоновано методику визначення реакцiй опор зубних протезiв, яка враховує просторо-
вий характер їх напружено-деформованого стану i ступiнь резорбцiї перiодонту опорних
зубiв. Проведено аналiз системи протез–щелепа та показано, що на перiодонт опорних зу-
бiв i слизову оболонку пiд протезним ложем припадає бiльша частина потенцiйної енергiї
деформування цiєї системи.

Academician of the NAS of Ukraine Ya. M. Grigorenko, A.Ya. Grigorenko,
V.P. Nespriadko, D.О. Тykhоnоv, N.N. Tormakhov

The method of determination of support reactions in partial removable
prothetics in dentistry

The proposed method highlights the determination of denture’s support tissues reactions, taking
into account the dimensional nature of their stress-strain state and the degree of resorption of the
periodont of abutment teeth. The analysis of the prosthesis–jaw system is performed, and it is shown
that the periodont of abutment teeth and the mucous membrane of the prosthetic field receive the
most part of the potential energy of deformation of the system.
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Взаимодействие глутатиона эритроцитов
и кислородтранспортной функции крови

при гемической гипоксии железодефицитного генеза

(Представлено академиком НАН Украины А.А. Мойбенко)

В опытах на крысах на модели гемической гипоксии железодефицитного генеза уста-
новлены нарушения кислородтранспортной функции (КТФ) крови (уменьшение достав-
ки и потребления O2, метаболический ацидоз) и значительное снижение содержания
(в 2,34 раза) и активности (в 4,54 раза) глутатиона (GSH) эритроцитов крови. Сти-
муляция образования GSH (с помощью цистеамина и глутаргина) усиливает продукцию
GSH и восстанавливает КТФ крови; угнетение образования GSH (с помощью диэтил-
малеата) приводит к углублению недостаточности GSH и нарушений КТФ крови. Обо-
снована возможность коррекции гемической гипоксии с помощью применения доноров
глутатиона.

Гипоксия, будучи мощнейшим патогенетическим фактором, мобилизует все компенсатор-
но-приспособительные возможности и механизмы организма. Адаптация организма челове-
ка к гипоксии происходит за счет реализации преформированных механизмов — мобилиза-
ции функциональных резервов кислородтранспортной системы, экспрессии регуляторных
генов, формирования механизмов долговременной биохимической адаптации [1, 2]. Моле-
кулярные механизмы срочной и долговременной адаптации к гипоксии реализуются при
участии физиологически активных веществ — кислородных сенсоров, кислородных пере-
датчиков и активаторов: главного фактора роста для эритроидных клеток эритропоэтина
(ЕРО), универсального мессенджера клеточных функций оксида азота (NO), белкового фа-
ктора, индуцированного гипоксией (HIF) [3–8]. В этом отношении значительное внимание
привлекает глутатион (GSH) — биологически активное вещество, трипептид (L-гамма-глу-
тамил-L-цистеинилглицин), один из универсальных регуляторов биохимического и физио-
логического гомеостаза в организме человека и животных. Глутатион содержится почти во
всех тканях организма и принимает участие во многих биохимических и физиологических
процессах: восстановление и изомеризация дисульфидных связей, влияние на активность
ферментов и других белков, поддержание мембранных функций, коферментные функции,
участие в обмене эйкозаноидов, резервирование цистеина, влияние на биосинтез нуклеи-
новых кислот и белка, пролиферацию и др. Как активный переносчик водовода глута-
тион регулирует течение окислительно-восстановительных реакций, как донор SH-групп
имеет большое значение в механизмах детоксикации. Как антиоксидант глутатион являе-
тся важнейшим звеном системы антиоксидантной защиты, предупреждения и ограничения
оксидативного стресса; выполняет исключительную роль в поддержании структурной це-
лостности эритроцитов и в защите гемоглобина от действия разнообразных окислителей,
обеспечивая тем самым функционирование его кислородсвязывающих свойств. Состояние
системы глутатиона в эритроцитах существенно влияет на активность гемоглобина и меха-
низмы регуляции кислородтранспортной функции (КТФ) крови в целом [9–13].
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Учитывая полипротекторные свойства глутатиона [11], актуальными являются иссле-
дования его роли и функционального значения в генезе гипоксических состояний и, осо-
бенно, гемической гипоксии (ГГ) при анемиях. Гемическая гипоксия как типовой патоло-
гический процесс формируется при недостаточности эритрона вследствие снижения ки-
слородной емкости крови, повреждения кроветворения, гемолиза эритроцитов, нарушения
кислородсвязывающих свойств гемоглобина и других причин, т. е. имеет полимодальный
этиопатогенез [14]. В настоящее время эти аспекты гемической гипоксии являются ва-
жным объектом при изучении полифункциональных свойств и механизмов действия ЕРО
и NO в экспериментальных и клинико-физиологических исследованиях. Однако целена-
правленное изучение участия GSH в регуляции КТФ крови при повреждении эритрона,
которое происходит при анемиях, еще не предпринималось. Комплексное фундаменталь-
ное исследование кислородрегуляторного действия EPO, NO и GSH на модели гемической
гипоксии может быть весьма плодотворным подходом к решению проблем гипоксии и ане-
мии [14].

В настоящем исследовании представлены результаты изучения кислородзависимой ре-
активности глутатиона эритроцитов при гемической гипоксии железодефицитного генеза.

Работа выполнена в эксперименте на 80 лабораторных крысах линии Вистар массой
(217,4 ± 8,6) г на модели гемической гипоксии железодефицитного генеза. Железодефи-
цитную анемию (ЖДА) моделировали посредством последовательного применения кро-
вопотери (эксфузия крови в количестве 20–25% объема циркулирующей крови), гемолиза
эритроцитов с помощью химического гемолитика фенилгидразина (2,5 мг/100 г массы жи-
вотного, 1% водный раствор; внутрибрюшинно, через 3 дня, 3–4 раза) и выведения железа
из организма с помощью десферала (25 мг/100 г массы, 4% водный раствор; внутрибрю-
шинно, ежедневно, 6–8 раз). В условиях гемической гипоксии применяли целенаправленные
воздействия на метаболизм GSH.

Проведено четыре серии опытов: I (n = 10) — контроль (норма — интактные живо-
тные); II (n = 40) — контроль создания модели ЖДА и последующего восстановления;
III (n = 20) — стимуляция образования GSH в условиях ЖДА с помощью биохимических
воздействий в двух вариантах: 1) введение синергиста GSH цистеамина — ЦА (n = 10) —
(10 мг/100 г массы, стандартный раствор; внутрибрюшинно, через день, 5 раз); 2) введение
донора GSH препарата глутаргин — Гл (n = 10) — (2 мг/100 г массы, 0,4% физиологиче-
ский раствор; внутрибрюшинно, ежедневно, 5 раз); IV (n = 10) — угнетение образования
GSH в условиях ЖДА с помощью введения антагониста GSH (диэтилмалеат — ДЭМ) —
(0,05 мл/100 г массы, 20% раствор в рафинированном подсолнечном масле; внутрибрю-
шинно, через день, 3 раза).

Для анализов использовали артериальную и смешанную венозную кровь и материал ко-
стного мозга животных. Заключительные определения показателей проводили через один–
пять дней после применения экспериментальных воздействий. Инвазивные манипуляции
выполняли под анестезией.

Контролировали общее состояние животных, гемограмму (количество эритроцитов —
Эр, Т/л; лейкоцитов — Л, Г/л; тромбоцитов — Tр, Г/л и ретикулоцитов — Рет, %; гемато-
критную величину — Гт, %; содержание гемоглобина — Hb, г/л и цветовой показатель —
ЦП, отн. ед.), подсчитывали лейкоцитарную формулу; определяли пул железа крови, кле-
точный состав костного мозга (миелограмму и эритробластограмму).

Для оценки состояния системы глутатиона в эритроцитах крови спектрофотомет-
рично измеряли содержание восстановленного (GSH) и окисленного (GSSG) глутатиона
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(мкмоль/л), а также активность ключевого фермента системы GSH — глутатионредуктазы
(GR, мкмоль/г · мин) [11, 15].

Оценка гемической гипоксии включала развернутую характеристику КТФ крови —
изучение дыхательной функции, газового состава и кислотно-основного состояния (КОС)
крови, системного кровообращения, кислородсвязывающих свойств гемоглобина, кисло-
родного режима крови, тканевого метаболизма. Определяли показатели: концентрацию
общего гемоглобина и его дериватов (метгемоглобина, сульфгемоглобина и общей сум-
мы дериватов — MtHb, SHb, DHb, г/л); количество эритроцитов; цветовой показатель;
среднее содержание гемоглобина в эритроците (ССГ, пг); концентрацию в эритроцитах
2,3-дифосфоглицерата (2,3-ДФГ, ммоль/л); концентрацию железа в сыворотке крови (СЖ,
мкмоль/л); общую и ненасыщенную железосвязывающую способность сыворотки крови
(ОЖСС, НЖСС; мкмоль/л); насыщение трансферрина железом (НТЖ, %); концентра-
цию ферритина в сыворотке крови (СФ, нг/мл); напряжение кислорода в артериальной и
в смешанной венозной крови (PaO2 , PvO2 , мм рт. ст.); кислородную емкость крови (CmaxO2 ,
об.%); содержание кислорода в артериальной и в смешанной венозной крови (CaO2 , CvO2 ,
об.%); артерио-венозное различие по кислороду (аvDO2 , об.%); минутный объем крови
[МОК, мл/(100 г · мин−1)]; объемную скорость транспорта кислорода артериальной и сме-
шанной венозной кровью [VaO2 , VvO2 , мл/(100 г · мин−1)]; потребление кислорода тканями
[VO2 , мл/(100 г ·мин−1)]; эффективность кислородного режима организма (КРО) в артери-
альной крови — Eа, т. е. соотношение скорости транспорта кислорода артериальной кровью
к его потреблению (доставка/потребление О2) — VaO2/VO2(SCR), отн. ед.; напряжение угле-
кислого газа в артериальной и в смешанной венозной крови (PaCO2 , PvCO2 , мм рт. ст.); кон-
центрацию буферных оснований в артериальной и в смешанной венозной крови (BBа, BBv,
ммоль/л); сдвиг буферных оснований (BEа, BEv, ммоль/л); концентрацию бикарбонатов
(ABа, ABv, ммоль/л); актуальную реакцию крови (pHа, pHv).

Применяли стандартные методы измерений. Показатели газового состава, кислотно-ос-
новного состояния крови, транспорта и утилизации кислорода определяли с помощью авто-
матизированной установки и биологического микроанализатора “Radelkis” (Венгрия) [14].
Результаты обрабатывали с использованием статистических методов, включая корреля-
ционный и регрессионный анализы, с помощью компьютерных прикладных программ.

Полученные результаты представлены в табл. 1 и 2. У интактных животных значения
контрольных показателей нормы гемограммы, обмена железа, КТФ крови, миелограммы
и глутатиона эритроцитов соответствовали физиологическим величинам для крыс.

После воздействий, направленных на редукцию периферического эритрона и депри-
вацию железа в организме, у животных воспроизводилась модель ЖДА средней степе-
ни тяжести — уменьшение эритроцитов и гемоглобина в крови в 1,5 раза в сравнении
с нормой и почти полное отсутствие железа в сыворотке крови. На этом фоне живот-
ным применяли дополнительные экспериментальные воздействия на состояние GSH с по-
следующей регистрацией изучаемых реакций. Контролем служили животные с воспро-
изведенной моделью ЖДА, которые находились в условиях спонтанного восстановления,
т. е. без дополнительных вмешательств и применения каких-либо экспериментальных ле-
чебных средств.

На период проведения заключительных измерений у контрольных (ЖДА → ГГ) жи-
вотных фиксировалось незначительное восстановление периферического эритрона, т. е. со-
зданная модель демонстрировала необходимую адекватность. Так, количество эритроци-
тов оставалось сниженым на 25,43% в сравнении с нормой, содержание гемоглобина —
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на 33,45%, показатель Гт — на 16,95% (P < 0,001). В эритроцитах более, чем в два раза
увеличивалось содержание дериватов гемоглобина и почти в 1,5 раза — 2,3-ДФГ. В костном
мозге выявлены снижение количества зрелых нейтрофилов, увеличение лимфоцитов, тен-
денция к уменьшению количества полихроматофильных нормоцитов с сохранением Л :Э
соотношения.

Таблица 1. Показатели гемограммы, обмена железа и глутатиона при экспериментальных воздействиях в
условиях модели гемической гипоксии (M ±m)

Показатель
Контроль
нормы (I)

Экспериментальные воздействия (серия опытов)

ГГ–К (II) ЦА (III) ДЭМ (IV)

Эр, Т/л 5,78 ± 0,18 4,31± 0,36∗ 4,88± 0,34∗ 4,24± 0,29∗

Hb, г/л 143,1 ± 5,17 95,24 ± 4,02∗ 109,8 ± 5,06∗# 93,05 ± 6,08∗

ЦП, отн. ед. 0,75 ± 0,03 0,65± 0,04 0,69± 0,03 0,67± ,03
ССГ, пг 25,0 ± 1,07 21,8± 1,44 23,0± 1,07 22,3± 1,14
Л, Г/л 8,86 ± 0,90 7,97± 1,02 8,52± 0,86 8,12± 0,88

Тр, Г/л 509,1 ± 53,8 510,7 ± 45,6 485,0 ± 48,0 392,7 ± 29,6#

Гт, % 40,7 ± 1,92 33,8± 1,15∗ 35,2± 2,52 31,9± 1,86∗

СЖ, мкмоль/л 17,6 ± 2,30 3,5± 0,98∗ 8,9± 1,17∗# 4,8± 0,61∗

ОЖСС, мкмоль/л 54,7 ± 3,32 58,1± 4,62 65,3± 3,80∗ 60,4± 5,14
НЖСС, мкмоль/л 37,1 ± 2,49 54,6± 4,27∗ 56,4± 3,51∗ 55,6± 3,92∗

НТЖ, % 32,18 ± 1,63 6,82± 0,85∗ 13,63 ± 1,70∗# 7,95± 0,70∗

СФ, нг/мл 3,6± 0,39 2,1± 0,37∗ 2,7± 0,63# 1,9± 0,24∗

GSH эр., мкмоль/л 4,090 ± 0,404 1,745 ± 0,243∗ 2,759 ± 0,396∗# 1,576 ± 0,221∗

GSSG эр., мкмоль/л 2,535 ± 0,328 0,904 ± 0,129∗ 1,420 ± 0,185∗# 0,764 ± 0,098∗

GR ер., мкмоль/г · мин 5,978 ± 0,660 1,318 ± 0,229∗ 2,249 ± 0,365∗# 1,246 ± 0,219∗

∗ — P < 0,05 по отношению к норме (контроль);
# — P < 0,05 по отношению к значениям при ГГ (ЖДА).

Таблица 2. Показатели КТФ крови при экспериментальных воздействиях в условиях модели гемической
гипоксии (M ±m)

Показатель
Контроль
нормы (I)

Экспериментальные воздействия (серия опытов)

ГГ–К (II) ЦА (III) ДЭМ (IV)

Hb, г/л 143,1 ± 5,17 95,2 ± 4,02∗ 109,8 ± 5,06∗# 93,05 ± 6,08∗

MtHb, г/л 1,39 ± 0,14 4,83 ± 0,29∗ 1,83± 0,34# 2,17± 0,19∗#

2,3-ДФГ, ммоль/л 5,21 ± 0,32 7,48 ± 0,36∗ 6,30± 0,41# 7,62± 0,38∗

PaO2
, мм рт. ст. 93,52 ± 2,28 76,81 ± 2,29∗ 82,91 ± 3,35∗ 77,56 ± 2,63∗

PvO2
, мм рт. ст. 41,14 ± 1,53 34,66 ± 1,67∗ 39,65 ± 2,01# 36,52 ± 1,76∗

CmaxO2
, об.% 19,458 ± 0,703 12,960 ± 0,547∗ 14,938 ± 0,688∗# 12,665 ± 0,827∗

CaO2
, об.% 18,71 ± 0,601 11,89 ± 0,472∗ 14,48 ± 0,636∗# 11,57 ± 0,736∗

CvO2
, об.% 13,86 ± 0,720 6,47 ± 0,596∗ 9,44± 0,726∗# 6,45± 0,936∗#

av DO2
, об.% 4,853 ± 0,189 5,418 ± 0,177∗ 5,041 ± 0,148# 5,120 ± 0,230

МОК, мл/(100 г · мин−1) 36,841 ± 3,611 26,992 ± 1,402∗ 30,048 ± 1,810 28,593 ± 2,282

VaO2
, мл/(100 г · мин−1) 6,974 ± 0,871 3,268 ± 0,257∗ 4,407 ± 0,395∗# 3,358 ± 0,391∗

VvO2
, мл/(100 г · мин−1) 5,208 ± 0,749 1,828 ± 0,235∗ 2,895 ± 0,330∗# 1,929 ± 0,365∗

VO2
, мл/(100 г · мин−1) 1,774 ± 0,165 1,440 ± 0,068∗ 1,512 ± 0,096 1,429 ± 0,083

SCR, отн. ед. 3,928 ± 0,250 2,270 ± 0,149∗ 2,913 ± 0,180∗# 2,443 ± 0,245∗

pHa 7,384 ± 0,010 7,243 ± 0,017∗ 7,286 ± 0,025∗ 7,226 ± 0,031∗

pHv 7,353 ± 0,009 7,220 ± 0,016∗ 7,262 ± 0,024∗ 7,205 ± 0,030∗

∗ — P < 0,05 по отношению к норме (контроль);
# — P < 0,05 по отношенню к значениям при ГГ (ЖДА).
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Вызванная ЖДА сопровождалась значительными нарушениями газового состава и ки-
слотно-основного состояния крови, а также системной гемодинамики. Установлено умень-
шение PaO2 на 17,87%, PvO2 на 17,75%, CmaxO2 на 33,40%, CaO2 на 36,46%, CvO2 на 53,31%,
ХОК на 26,73% — в сравнении с нормой (P < 0,001). Особенно показательным является
выявленный факт уменьшения вдвое скорости транспорта кислорода артериальной (VaO2)
и почти втрое — венозной (VvO2) кровью. В данной ситуации срабатывал механизм по-
вышенной утилизации кислорода из крови (увеличение avDO2 на 11,64%), однако, из-за
значительного дефицита доставки кислорода тканям (за счет гемического и гемодинами-
ческого компонентов), наблюдалось достоверное уменьшение потребления кислорода — с
(1,774±0,165) до (1,440±0,068) мл/(100 г·мин−1) — на 18,83%. Для очень жестко регулируе-
мого параметра, каким является VO2 , это показатель большого дефицита. Вследствие недо-
статочности терминального (митохондриального) окисления развивалась недостаточность
энергетического метаболизма, о чем, в частности, свидетельствуют декомпенсированные
сдвиги респираторного и метаболического компонентов кислотно-основного состояния кро-
ви со снижением pHv до (7,220 ± 0,016) — P < 0,001. В целом выявленные изменения
свидетельствуют о повреждении всех звеньев КТФ крови.

В патофизиологическом обозначении совокупность нарушений эритрона и кислород-
транспотрной системы в условиях созданной модели ЖДА в целом соответствует первона-
чально гемической гипоксии, а в случае развития метаболических осложнений и энергоде-
фицита — гипоксии смешанного типа.

В плане определения роли системы GSH в генезе гемической гипоксии особое значение
имеет выявление реакций этой системы на развитие железодефицита. Установлено, что на
период окончания эксперимента наблюдалось значительное уменьшение главного показа-
теля системы глутатиона — содержания восстановленного глутатиона в эритроцитах — с
(4,090 ± 0,404) до (1,745 ± 0,243) мкмоль/мл, т. е. в 2,34 раза (P < 0,001). Одновременно
отмечалось уменьшение образования окисленного глутатиона (в 2,80 раза) и активности
глутатионредуктазы (в 4,54 раза). На основе этих данных можно утверждать, что значи-
тельный железодефицит приводит к уменьшению продукции и активности системы глута-
тиона. Факт уменьшения GSH очень важен, поскольку имеются данные, что острая геми-
ческая гипоксия повышает активность системы глутатиона.

При изучении воздействия на метаболизм GSH в условиях гемической гипоксии мы
применяли незначительные дозы биохимических веществ, имея в виду изучение измене-
ний состояния и взаимодействия GSH и КТФ крови, которые происходят посредством
мобилизации механизмов физиологической регуляции. В качестве стимуляторов исполь-
зовали биохимический синергист GSH цистеамин и донатор GSH глутаргин, в качестве
ингибитора — антагонист GSH диэтилмалеат. Контрольные опыты показали, что цисте-
амин, глутаргин и диэтилмалеат в предложенных дозах не вызывают стимуляцию или
угнетение кроветворения, КТФ крови и системы GSH при отсутствии гипоксического сти-
мула.

После воздействия на метаболизм GSH с помощью цистеамина происходило достоверное
увеличение показателей активности системы глутатиона. Содержание GSH в эритроцитах
увеличивалось на 58,11% в сравнении с величиной при гемической гипоксии, содержание
GSSG — на 57,08%, активность GR — на 70,64%. Однако при этом оно оставалось достоверно
ниже нормы: GSH — на 32,54%; GSSG — на 43,98%; GR — на 62,37%.

Выявлены сопряженные позитивные эффекты на эритрон: количество эритроцитов уве-
личивалось на 13,23% в сравнении с величиной при гемической гипоксии, содержание гемо-
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глобина и показатель CmaxO2 — на 15,29%. Относительно более значительными были соб-
ственно кислородные реакции КТФ крови: увеличение PvO2 на 14,40%, CaO2 — на 21,85%,
CvO2 — на 45,97%, XOK — на 11,32%, VaO2 — на 34,85%, VvO2 — на 58,37%, SCR — на 28,33%.
Однако на уровне тканевого метаболизма значительных изменений не происходило, о чем
свидетельствуют относительное уменьшение avDO2 (на 6,96%) и наличие нарушений КОС
крови в виде метаболического ацидоза.

Применение препарата глутаргин, который является донором глутатиона, проявлялось
качественно однотипными и примерно такими же в количественном отношении реакциями
изучаемых функций и показателей, как и при действии цистеамина. Однако было выявле-
но относительно более значительное увеличение показателей гемоглобина (на 4,3%) и GSH
(на 7,2%). Имея в виду заместительные свойства экзогенного глутатиона, можно утвер-
ждать, что при более тяжелой степени гипоксии он является более эффективным сред-
ством восстановления метаболизма и функций эндогенного глутатиона, чем стимуляторы.
Соответственно, полученные результаты, а именно — реакции восстановления КТФ кро-
ви, свидетельствуют о возможности коррекции гемической гипоксии с помощью средств,
являющихся донорами глутатиона.

После воздействия на метаболизм GSH с помощью его антагониста — диэтилмалеа-
та выявлена негативная реакция эритропоэза и КТФ крови, в частности, артериальной
и венозной гипоксемии, образования дериватов гемоглобина. Так, показатель гемоглобина
уменьшался на 2,30% относительно значения при гемической гипоксии, показатель VaO2 —
на 2,70%; показатель av DO2 — на 5,50%, показатель VO2 — на 0,83%, а показатель ХОК
на 5,53% увеличивался.

Относительно более сильными были негативные эффекты диэтилмалеата на систему
глутатиона: показатель GSH уменьшался относительно значения при гемической гипоксии
на 9,68%, GR — на 5,46%; показатель GSSG — на 15,49%. Следует подчеркнуть, что все
показатели GSH достоверно отличались от значений нормы.

Таким образом, установлено, что железодефицит проявляется анемией, гемической ги-
поксией и недостаточностью системы глутатиона эритроцитов. Определены эффекты регу-
ляции метаболизма GSH в условиях гемической гипоксии с помощью активации (цистеа-
мин, глутаргин) и угнетения (диэтилмалеат) его образования на КТФ крови, включая ки-
слородсвязывающие свойства гемоглобина и костномозговое кроветворение. Установлено,
что стимуляция образования GSH способствовала восстановлению GSH, КТФ и кислород-
ного режима крови; угнетение образования GSH негативно сказывалось на всех системах.
Применение донора глутатиона оказывало наиболее благоприятный эффект относительно
нормализации GSH эритроцитов, а также вызывало значительное ограничение нарушений
КТФ крови — относительное устранение гемической гипоксии.

Закономерности функциональных взаимосвязей и взаимодействия систем GSH и КТФ
крови в условиях гемической гипоксии при ЖДА подтверждены с помощью корреляцион-
ного и регрессионного анализов. Выявлено существование сильных прямых корреляцион-
ных связей между показателями GSH и КТФ крови (Hb, VaO2 , VO2), а также метаболизма
железа.

Результаты исследования свидетельствуют, что в условиях гемической гипоксии воз-
можна целенаправленная регуляция метаболизма глутатиона посредством стимуляции или
угнетения его образования. Однако принципиально важным является факт относительно
возможности регуляции также КТФ крови посредством влияния на систему GSH, тем са-
мым обозначая их функциональную взаимосвязь. Общая закономерность взаимодействия
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систем GSH и КТФ крови при гемической гипоксии железодефицитного генеза состоит
в следующем: индуцированное стимуляцией увеличение активности GSH эритроцитов при-
водит к активации КТФ и оптимизации кислородного режима крови, после угнетения обра-
зования GSH происходит прогрессирование нарушений и формирование недостаточности
КТФ крови.

Анализ результатов исследования обосновывает новое важное направление регуляции
КТФ крови при анемиях — с помощью целенаправленного воздействия на метаболизм глу-
татиона, а также возможность коррекции гемической гипоксии — с помощью применения
препаратов или средств, являющихся донорами глутатиона.
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I. I. Лановенко, Г. П. Гащук

Взаємодiя глутатiону еритроцитiв i кисневотранспортної функцiї
кровi при гемiчнiй гiпоксiї залiзодефiцитного генезу

В дослiдах на щурах на моделi гемiчної гiпоксiї залiзодефiцитного генезу встановлено пору-
шення кисневотранспортної функцiї (КТФ) кровi (зменшення доставки i споживання O2,
метаболiчний ацидоз) i значне зниження вмiсту (у 2,34 рази) i активностi (у 4,54 рази)
глутатiону (GSH) еритроцитiв кровi. Стимуляцiя утворення GSH (за допомогою цисте-
амiну i глутаргiну) пiдсилює продукцiю GSH та вiдновлює КТФ кровi; пригнiчення утво-
рення GSH (за допомогою дiетилмалеату) призводить до поглиблення недостатностi GSH
i порушень КТФ кровi. Обгрунтована можливiсть корекцiї гемiчної гiпоксiї за допомогою
застосування донорiв глутатiону.

I. I. Lanovenko, A. P. Gaschuk

Interaction of glutathione of erythrocytes and the oxygen blood
transport function in haemic hypoxia of iron deficiency genesis

In experiment on rats with modeling haemic hypoxia of iron deficiency genesis, the damage of the
oxygen blood transport function (OBTF) (delivery and use of O2 decrease, metabolic acidosis) and
a decrease in the content (by 2.34 times) and activity (by 4.54 times) of GSH in erythrocytes of
blood are determined. Activation of the generation of GSH (by means of cysteamine and glutargin)
restores GSH and OBTF; and the depression of the generation of GSH (by means of diethylmaleate)
increases the GSH deficiency and OBTF damages. The possibility of a haemic hypoxia correction
by means of the use of glutathione donors is grounded.
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Рассматриваются обобщенные конструктивные показатели экологической безопаснос-
ти объектов. Обоснована система конструктивных показателей опасности объектов
постоянной экологической опасности и потенциально опасных из-за исчерпания ресурса.

Методология анализа влияния экологически опасных объектов (ЭОО) на окружающую сре-
ду включает в себя ряд аспектов. Во-первых, это связано с анализом аварий ЭОО как из-за
ограниченной безопасности их экологически опасных компонент (ЭОК), так из-за ограни-
ченной надежности их подсистем предупреждения и защиты. Во-вторых, необходим анализ
воздействия внешней среды на ЭОО, поскольку возможны аварийные последствия ЭОК.
В-третьих, аварии могут быть как вследствие выброса вредных радиоактивных отходов
(РАО, химически опасных веществ), так и вследствие ограниченного ресурса потенциально
опасных объектов. К первым относятся атомные электростанции (АЭС), хранилища РАО,
заводы по переработке РАО и т. п., а также производство, хранение и обращение с химически
опасными продуктами и отходами. К потенциально опасным относятся объекты, в резуль-
тате исчерпания ресурса которых может наступить экологическая катастрофа. К таким
объектам относятся гидросооружения типа Днепрогэс, Киевского вдхр. и т. п., исчерпание
их ресурса может привести к большим разрушениям в селах и городах из-за водной стихии.

Анализу аварий ЭОО из-за ограниченной безопасности ЭО и их подсистем предупреж-
дения и защиты посвящен ряд работ [1–5]. В них используется вероятностная гипотеза ава-
рии без учета ущерба от аварии. Ограничение этой гипотезы и учет ущерба дано в теории
оптимального управления безопасностью ЭОО [6–12]. Согласно данной теории, управление
безопасностью ЭОО предполагает сочетание технической эффективности (максимальной
безопасности) с практической возможностью ее реализации на основе экономической эф-
фективности (минимизации суммарных затрат на безопасность и их оптимального распре-
деления) [7, 10].

Обеспечение безопасности экономически связано с проблемой минимизации суммарных
затрат на безопасность и с оптимальным их перераспределением между затратами на тех-
нологию управления безопасностью с целью предотвращения и ослабления аварии C1 и за-
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тратами на устранение ее последствий (или затратами на страхование для уникальных, вир-
туальных аварий) C2. Затраты на технологию управления C1 и на страхование последствий
аварий C2 зависят от значения показателя риска аварии R, т. е. они являются функциями:
C1 = ϕ1(R), C2 = ϕ2(R) [7, 10, 11]. Суммарные затраты на безопасность

C = C1 + C2, (1)

где C1 = ϕ1(R) — функция затрат на предупреждение и ослабление аварии от R; C2 =
= ϕ2(R) — функция вероятных затрат на страхование последствий от R:

C2 = RC2max. (2)

Здесь C2max — максимальные прогнозируемые затраты на устранение последствий.
В свою очередь, с целью оптимизации показатель риска тяжелой аварии R можно рас-

сматривать как функцию стоимостей C1 и C2:

R = f(C1, C2). (3)

Оптимальное значение показателя риска Rопт определяется из условия минимума суммар-
ных затрат на безопасность: Cmin = min(C1 + C2) = C1 опт + C2 опт.

Этот минимум достигается, согласно следующему условию [10, 11]:

C1 опт = ϕ(Rопт) = C2 опт =
Cmin

2
, C2 опт = RоптC2max, (4)

где C1 опт — оптимальные вероятные затраты на предупреждение аварии; C2 опт — опти-
мальные вероятные затраты на страхование аварии, определяемые с учетом неравенства
Rопт 6 Оц2(Ф). Выражение (4) целесообразно использовать априори, чтобы задавать опти-
мальное значение показателя риска виртуальной аварии Rопт, как отношение оптималь-
ного значения стоимости технологии управления безопасностью (предупреждения аварии)
C1 опт = ϕ(Rопт) к стопроцентному значению затрат на устранение последствий виртуаль-
ной аварии C2max:

Rопт =
C1 опт

C2max
. (5)

Обоснование конструктивных показателей безопасности ЭОО требует критического пе-
реосмысления принятого подхода к оценке безопасности. В частности, согласно норматив-
ной документации1 и литературным источникам по оценке безопасности АЭС, принята ве-
роятностная модель события аварии [1–5, 13, 14). Гипотеза вероятностной модели аварии
имеет следующие методологические ограничения [7, 10]. Как известно, вероятность события
аварии есть математический образ частоты события аварии, когда в практике наблюдает-
ся статистическая устойчивость частоты. Иначе говоря, вероятность события аварии мо-
жет использоваться как модель аварии только тогда, когда закономерно и многократно
наступает авария. Такая гипотеза имеет следующие противоречия. Во-первых, после тяже-
лой аварии (типа Чернобыльской) в принципе перестает существовать объект и поэтому

1Общие положения обеспечения безопасности атомных станций при проектировании, сооружении и эк-
сплуатации (ОПБ-88).
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не может иметь место частота аварии. Во-вторых, требование постоянства частоты ава-
рии противоречит сути управления безопасностью ЭОО, требующей исключения аварии из
практики эксплуатации, а следовательно, и из теории обеспечения безопасности. В-третьих,
так как при гипотезе постоянства частоты аварии и ограниченном сроке службы ЭОО чис-
ло аварий конечно, то управление безопасностью является дискретным, что существенно
ограничивает его надежность.

Альтернативой вероятностной гипотезе аварии является гипотеза “виртуальная ава-
рия” [6, 7, 11]. Виртуальная авария (событие виртуальной аварии Φ) — предполагаемая
авария, которая не имеет априорных закономерностей и практически не обязательна,
но уникальная возможность которой теоретически не может быть исключена из-за
неустранимых фундаментальных причин (отсутствия априорных закономерностей вир-
туальной аварии и погрешности технологии предупреждения аварии).

В соответствии с гипотезой виртуальной аварии, управление безопасностью связано
с использованием конструктивных показателей аварии, исключающих необходимость веро-
ятностной гипотезы аварии. Конструктивные показатели основываются на теоретических
положениях, изложенных в публикациях [6, 7, 9, 10, 12]. Согласно им, управление безопа-
сностью ЭОО следует вести, используя контроль нормируемой аналоговой величины в про-
цессе работоспособного состояния ЭОО. Такими нормируемыми и контролируемыми анало-
говыми случайными величинами являются активность и доза выброса РАВ, максимально
допустимые значения которых устанавливаются, согласно с нормативными документами.
Эти величины являются случайными (статистически устойчивыми) переменными и поэто-
му к ним применим вероятностный анализ.

С учетом изложенного простейшую модель анализа безопасности ЭОО (АЭС, хранили-
ща РАО, химикатов и т. п.) целесообразно записать в следующем виде [7, 9, 10]:

P (Qj > qmax) = R · P (Qi 6 hmax), (6)

где Qj — случайная информационная переменная, характеризующая активность (дозу)
выбросов радиоактивных веществ (РАВ); Qi — случайная информационная переменная,
характеризущая активность (дозу) всей совокупности радионуклидов в реакторной уста-
новке; qmax — максимально допустимое значение активности (дозы) выбросов РАВ; hmax —
максимальное значение активности (дозы) всей совокупности радионуклидов в реакторной
установке; R — показатель риска виртуальной аварии из-за отказа подсистем предупреж-
дения. Согласно формуле (6), показатель риска выбросов РАВ запишем так:

R =
P (Qj > qmax)

P (Qi 6 hmax)
. (7)

Из-за отсутствия статистических данных с учетом максимальной энтропии полагают
случайные информационные переменные Qj и Qi распределенными по равномерному зако-
ну [7, 10]. Тогда отношение вероятностей

[
P (Qj > qmax)

P (Qi 6 hmax)

]
=
qmax

hmax
.

Если величина q равна максимально допустимому значению удельной активности (ре-
ферентной дозы), установленных в НРБУ 97/2000, то максимально допустимое значение
показателя риска аварии из-за отказа подсистем предупреждения аварии —

Rд 6
qmax

hmax
. (8)
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Выражение максимально допустимого значения показателя риска виртуальной аварии
из-за отказа подсистем предупреждения или защиты (8) имеет простую трактовку. Соглас-
но алгебре логики, системы предупреждения и защиты аварии ЭОО должны обеспечить их
безопасность, при которой удельная активность (референтная доза) выбросов Qj не будет
превышать нормативно допустимого значения q.

Выражение (8) является конструктивным показателем. С его помощью оценку макси-
мально допустимого значения показателя риска R можно найти на основе прямых измере-
ний в реальном масштабе времени на работающем ЭОО, не прибегая к концепции вероят-
ностной закономерности аварии и ее оценкам.

Согласно (8), максимально допустимое значение показателя риска виртуальной аварии
из-за отказа подсистем предупреждения —

Rд =
qmax

hmax
. (9)

Норму (9) целесообразно использовать, чтобы оценить связь значения показателя безо-
пасности ЭОО (1-Rд) с показателями надежности управляемого объекта (ЭОО и его эле-
ментов) — вероятности P1 и подсистемы предупреждения аварии — вероятности P2. При
этом следует различать нормальный режим, когда ЭОО функционирует безопасно без прив-
лечения подсистемы предупреждения, и эксплуатационный режим, когда для обеспечения
безопасности ЭОО используется подсистема предупреждения аварии [7, 12].

По аналогии с равенством (6) значение вероятности P1 можно оценить по эксплуата-
ционным данным, используя выражение

P (Qj < qн) = 1− P (Qj > qн) = P1 · P (Qi 6 hн), (10)

где qн — максимально допустимое значение активности теплоносителя при нормальной экс-
плуатации; hн — максимальное значение активности, которое может попасть в теплоноси-
тель при нормальной эксплуатации.

Согласно выражению (10), вероятность можно описать как [7]

P1 = 1− qн
hн
. (11)

Для предупреждения аварии следует найти максимально допустимое значение эксплуата-
ционного риска виртуальной аварии Rд э, которая может произойти из-за отказа подсистем
предупреждения. Учитывая максимальное значение допустимой эксплуатационной актив-
ности qэ и выражение (10), максимально допустимое значение эксплуатационного риска —

Rд э =
qэ
hн
, (12)

Показатель эксплуатационного риска Rд э связан с показателем надежности управляемо-
го объекта P1 и показателем надежности подсистемы предупреждения аварии P2 следую-
щим образом [7, 9–12]:

Pн = (1−Rд э) =
P1

1− P2(1− P1)
. (13)

Зная значения вероятностей P1 (11) и эксплуатационного риска Rд э (12), согласно выраже-
нию (13), находим требуемое значение надежности подсистемы предупреждения аварии:

P2 =
Pн − P1(1− Pн)

Pн
. (14)
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Чтобы найти требование к показателю надежности подсистемы защиты P3 с учетом под-
системы предупреждения, необходимо оценить максимально допустимое значение риска
виртуальной аварии [7, 12]:

Rд э =
qэ
hэ
, (15)

где qэ — максимальное значение допустимой активности теплоносителя при достижении
эксплуатационного предела; hэ — максимальное значение активности, которое может по-
пасть в теплоноситель при достижении эксплуатационного предела. Связь значения риска
Rд б (15) с показателем надежности подсистемы защиты P3 и показателем Pн (13) имеет
следующий вид:

(1−Rд б) = Pб =
Pн

1− P3(1− Pн)
. (16)

Зная значения вероятностей Rд б (16) и Pн (14), находим требование к показателю наде-
жности подсистемы защиты [12]:

P3 =
Pб − Pн

Pб(1− Pн)
. (17)

В случае ПОО типа гидростанций затруднительно выбрать одну контролирующую безо-
пасность величину. Тогда следует определить совокупность контролируемых аналоговых
величин Qk, k = 1, z, а также значения qk, определяющие границы управляемости работо-
способным (безаварийным) состоянием объекта, где z — число контролируемых величин.
Соответственно однозначный конструктивный показатель риска аварии — показатель по-
тери управляемости объекта:

R = P{Qk > qk, k = 1, z}. (18)

Если заданы предельные значения hk, k = 1, z, выход за которые контролируемых величин
Qk, k = 1, z означает переход объекта в аварийное состояние, то при допущении независи-
мости случайных контролируемых величин максимально допустимое значение показателя
риска потери управляемостью объекта —

R = P{Qk > qk, k = 1, z} =
z∏

k=1

qk
hk
. (19)

Максимально допустимые значения показателя риска потери управляемостью ПОО
((7), (15), (18) и (19)) являются конструктивными аналоговыми величинам, пригодными
как для нормирования, так и для контроля. Они служат для управления работоспособным
(безопасным) состоянием ПОО и для исключения его перехода в аварийное состояние.

В целом выполненный анализ позволяет заложить принципиально новый подход к нор-
мированию показателей допустимого риска аварии, а на его основе и новые требования
к надежности подсистем предупреждения и защиты от аварии, исходя из теории управ-
ления безопасностью. При этом обеспечивается конструктивность нормирования, которое
не связано с вероятностной закономерностью аварии и поэтому может осуществляться без
опоры на неконтролируемые исходные данные. Кроме того, вместо дискретного управле-
ния безопасностью, связанного с дискретной единицей измерения реактор/год (с числом
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реакторов и лет эксплуатации), предлагается управление по аналоговой непрерывной ве-
личине (активности). Это в принципе меняет подход к теории управления безопасностью
ЭОО (и, в частности, АЭС), позволяя разрабатывать высокоточные подсистемы предупре-
ждения аварии.

Принципиально новой задачей оценки безопасности представляют объекты, которые
не содержат вредных веществ (ВВ), но которые могут привести к экологической ка-
тастрофе из-за исчерпания ресурса.

В первую очередь, к таким объектам следует отнести гидросооружения, с которыми
связаны огромные массивы воды, исчерпание ресурса которых грозит катастрофой из-за
водной стихии. В случае анализа безопасности гидротехнических объектов (типа Днепрогэс,
Киевского вдхр. и т. п.) их экологическая опасность из-за исчерпания ресурса не может
быть оценена, согласно (8), так как эти объекты не содержат ВВ. Поэтому к определению
допустимого значения показателя риска из-за исчерпания ресурса таких объектов требуется
иной подход.

Учитывая методологическую и теоретическую связь технической и экономической эф-
фективности, которая была рассмотрена ранее, целесообразно в основу формулировки до-
пустимого значения показателя риска из-за исчерпания ресурса указанных объектов исполь-
зовать экономическую эффективность. Исходя из этого, было удобно применять методо-
логию оценки показателя риска (5), учитывая расходы на предупреждение аварии из-за
исчерпания ресурса и вероятные затраты на устранения ее последствий.

Согласно данному положению, целесообразно ввести понятие показателя допусти-
мого экономического ущерба Ry,x для разных x-сценариев аварии из-за исчерпания
ресурса:

Ry,x =
C1x

C2maxx
, (20)

где C1x — затраты на предупреждение аварии для x-го сценария; C2maxx — прогнозируе-
мый максимальный ущерб для x-го сценария аварии. Исследуя разные x-варианты сцена-
риев аварии, следует найти оптимальное значение показателя допустимого экономического
ущерба Ry опт, используя следующие соотношения:

Ry опт = Ry,x :

{
Ry,x =

C1x

C2maxx
при min(C1x + C2x), C2x = Ry,xC2maxx

}
. (21)

Затем необходимо разработать меры по предупреждению аварии, учитывая значение пока-
зателя допустимого экономического ущерба Ry,x, а также затраты C1x и C2maxx. Факти-
чески следует своевременно заменить старый (исчерпавший γ-процентный ресурс) объект
новым до наступления предельного состояния старого объекта.

Важной задачей является оценка z-воздействия окружающей cреды на виртуальную
аварию ЭОО. В частности, к таким z-воздействиям относятся землетрясение, наводнение,
падение самолета или метеорита и т. п. [14]. Рассматривая z-й вид воздействия, следует
учесть его прогнозируемую частоту λz и максимальный прогнозируемый ущерб от воздей-
ствия C2max z. Используя данные о частоте λz, можно найти среднее значение (математи-
ческое ожидание) случайного времени z-воздействия:

Tz ср =
1

λz
. (22)
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Важно отметить два варианта. Первый вариант:

Tz ср ≪ τ. (23)

Например, для приповерхностного хранилища долгоживущих РАО, период полураспада
которых составляет 106 лет, требуемый срок службы (ресурс) хранилища τ = 106 лет [10].
Если в этом случае среднее время, например, землетрясения составляет Tz ср = 102 лет, тог-
да землетрясение следует рассматривать как статистически закономерное. Когда для x-го
сценария аварии, связанного с z-воздействием, затраты на хранилище C1x и максимальный
прогнозируемый ущерб C2maxx удовлетворяют условию экологической катастрофы:

C2maxx ≫ C1x, (24)

тогда, согласно условиям (22), (23), для хранения долгоживущих РАО следует использовать
геологическое хранилище [10]. Второй вариант:

Tz ср ≫ τ. (25)

Например, для приповерхностного хранилища РАО, период полураспада которых состав-
ляет 3 · 102 лет, требуемый срок службы хранилища τ = 3 · 102 лет [10]. Если ресурс
τ = 3 · 102 лет, а среднее время z-воздействия, например, землетрясения Tz ср = 106 лет,
то время появления землетряснения следует рассматривать как случайную величину χz,
распределенную по экспоненциальному закону. Тогда вероятность землетрясения в течение
срока службы τ :

Pz = P{χz < τ} = e−λz ·τ ≈ τ

Tz ср
при Tz ср ≫ τ. (26)

Соответственно вероятный прогнозируемый ущерб от z-воздействия

C2z = PzC2max z. (27)

Зная максимально допустимое значение риска виртуальной аварии Rд б (16) и прогнози-
руемый максимальный ущерб C2max, можно найти вероятный прогнозируемый ущерб (без
учета внешнего воздействия):

C2y = Rд бC2max. (28)

Общий прогнозируемый ущерб

C2x = C2y + C2z. (29)

Учитывая соотношение между затратами на безопасность хранилища C1x и общим прогно-
зируемым ущербом от аварии C2z, следует принять решение о типе хранилища и управле-
нии его безопасностью.

Рассмотренная система конструктивных показателей оценки влияния ЭОО на окружаю-
щую среду может служить основой для разработки нормативно-технической документации
по управлению безопасностью.
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