
ISSN 2304—1579

МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

ВIСНИК
ОДЕСЬКОГО

НАЦIОНАЛЬНОГО

УНIВЕРСИТЕТУ

Математика i механiка

Науковий журнал

Виходить 4 рази на рiк

Серiя заснована у сiчнi 1997 р.

Том 18. Випуск 2 (18). 2013

Одеса
«Астропринт»
2013



Засновник: Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

Редакцiйна колегiя журналу

I. М. Коваль (головний редактор)
О. В. Запорожченко (заступник головного редактора)

В. О. Iваниця (заступник головного редактора)
Є. Л. Стрельцов (заступник головного редактора)

С. М. Андрiєвський
Ю. Ф. Ваксман
В. В. Глєбов
Л. М. Голубенко
Л. М. Дунаєва

В. В. Заморов
В. Є. Круглов
В. Г. Кушнiр
В. В. Менчук
О. В. Сминтина

В. I. Труба
О. В. Тюрiн
Є. А. Черкез
Є. М. Черноiваненко

Редакцiйна колегiя серiї

Математика i механiка

В. Є. Круглов (науковий редактор)
В. М. Євтухов (заступник наукового редактора)

А. Аshyralyev
L. Fridman
I. Kátai
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РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЙ L-СЛЕД ОДНОГО ВОЗМУЩЕННОГО
ОПЕРАТОРА

Закiрова Г. А., Кирилов Є. В. Регуляризований L-слiд одного збуреного

оператора. В роботi за допомогою модифiкованого резольвентного методу отрима-

но формулу вiдносного регуляризованого слiду збуреного дискретного самоспряженого

оператора.

Ключовi слова: вiдносний регуляризований слiд, дискретний оператор.

Закирова Г. А., Кириллов Е. В. Регуляризованный L-след одного возму-

щенного оператора. В данной работе с помощью модифицированного резольвент-

ного метода получена формула относительного регуляризованного следа возмущенного

дискретного самосопряженного оператора.

Ключевые слова: относительный регуляризованный след, дискретный оператор.

Zakirova G. A., Kirillov E. V. L-regularized trace of one of the perturbed

operator. In this paper, using the modified method of the resolvent,getting a formula of

relative regularized trace for an perturbed discrete and self-adjoint operator.

Key words: relative regularized trace, discrete operator.

Введение. Истоки теории регуляризованных следов относят к работе
И. М. Гельфанда, Б. М. Левитана 1953 г. [1], в которой была найдена асимпто-
тика собственных чисел оператора Штурма-Лиувилля. В 60-е годы эта теория
была практически завершена для обыкновенных дифференциальных операторов
работами В. Б. Лидского, В. А. Садовничего [2, 3, 4].

Вычисление регуляризованных следов является одной из важнейших задач
спектрального анализа. Не всегда удается напрямую найти асимптотику соб-
ственных чисел операторов или же это сопровождается большими трудностями.
Метод регуляризованных следов позволяет значительно упростить поиск асимп-
тотики собственных чисел.

При работе с сингулярными операторами или операторами с неядерной ре-
зольвентой вычислить регуляризованный след удается не всегда. В связи с этим
в 2005 году в работе [5] А. И. Седовым была выдвинута идея использования так
называемых относительных регуляризованных следов. Терминология и основные
утверждения были взяты из теории уравнений соболевского типа, разработанной
Г. А. Свиридюком [6] и его учениками.

Имеет место и практическая значимость. Например, формула регуляризо-
ванного следа оператора Штурма-Лиувилля описывает закон сохранения энер-
гии динамической системы, описываемой уравнением Кортевега—Де Фриза [7].
Формулы регуляризованных следов, вычисленные И. М. Лифшицом в работе [8],

c○ Закирова Г. А., Кириллов Е. В., 2013
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имеют следующий физический смысл: с их помощью было найдено изменение
свободной энергии кристалла при внедрении в него чужеродной примеси.

Рассмотрим уравнение Дзекцера

(𝑎2 −Δ)𝑢𝑡 = 𝛼Δ𝑢− 𝛽Δ2𝑢+ 𝑓,

моделирующее эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости [9].
Здесь параметры 𝛼, 𝛽 > 0, 𝑎2 ∈ R характеризуют среду, свободный член 𝑓 = 𝑓(𝑥)
соответствует источникам (стокам) жидкости.

В данной работе рассматривается одномерный случай, т. е. △ = 𝜕2

𝑑𝑥2 .
Зададим операторы 𝑇, 𝐿 : 𝑈 → 𝐹 формулами

𝑇 = 𝛼Δ− 𝛽Δ2, Δ =
𝑑2

𝑑𝑥2
, 𝐿 = 𝑎2 −Δ, (1)

причем

𝐹 =𝑊 𝑘
2 (0, 𝜋), 𝑘 ∈ N

⋃︁
{0},

𝑈 =
{︀
𝑊 𝑘+2

2 (0, 𝜋) : 𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0},

𝑑𝑜𝑚𝑇 =
{︀
𝑢 ∈𝑊 𝑘+2

2 (0, 𝜋) : 𝑢′′(0) = 𝑢′′(𝜋) = 0
}︀ ⋂︁

𝑈.

Пусть 𝑃 — оператор умножения на, вообще говоря, комплекснозначную функцию
𝑝 ∈ 𝐶2(0, 𝜋), удовлетворяющую условию:

𝑝′(0) = 𝑝′(𝜋).

Рассмотрим оператор 𝑇 + 𝑃 . Обозначим через {𝜈𝑛}∞𝑛=1 = 𝜎𝐿(𝑇 + 𝑃 ) — где 𝜈𝑛
занумерованы в порядке невозрастания их действительных частей с учетом ал-
гебраической кратности.

Введем необходимые определения:

Определение 1. [10] 𝜌𝐿(𝑇 ) = {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐿 − 𝑇 )−1 ∈ ℒ(𝐹 ;𝑈)} — резоль-
вентное множество оператора 𝑇 относительно оператора 𝐿.

Определение 2. [10] Множество 𝜎𝐿(𝑇 ) = C ∖ 𝜌𝐿(𝑇 ).

Определение 3. [10] 𝑅0(𝜇) = (𝜇𝐿− 𝑇 )−1 — 𝐿-резольвента оператора 𝑇 .

Определение 4. [10] 𝑅(𝜇) = (𝜇𝐿 − 𝑇 − 𝑃 )−1 — 𝐿-резольвента оператора
𝑇 + 𝑃 .

Основные результаты.

Рассмотрим операторы 𝑇 и 𝐿, заданные формулой (1). Очевидно, что

𝜇𝑛 = 𝜆𝑛
𝛽𝜆𝑛 − 𝛼

𝜆𝑛 − 𝑎2
, (2)

где {𝜆𝑛}∞𝑛=1 = 𝜎(Δ) — собственные числа оператора Лапласа, порожденного кра-
евой задачей Дирихле:
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Δ𝑢 = 𝑎2𝑢, 𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0.

Известно, что
𝜆𝑛 = −𝑛2.

Для оператора 𝐿 имеем:

𝐿𝜙𝑠 = (𝑎2 −Δ)𝜙𝑠 = (𝑎2 − 𝜆𝑠)𝜙𝑠 =
{︁(𝑎2−𝜆𝑠)𝜙𝑠,𝑎

2 ̸=𝜆𝑠

0,𝑎2=𝜆𝑠

,

поэтому:

𝑅𝐿0 (𝜇)𝜙𝑠 =

⎧⎨⎩
𝜙𝑠

𝜇− 𝜇𝑠
, 𝑎2 ̸= 𝜆𝑠,

0, 𝑎2 = 𝜆𝑠,
(3)

𝑅0(𝜇)𝜙𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙𝑠

𝛽𝑎4 − 𝛼𝑎2
, 𝑎2 = 𝜆𝑠,

𝜙𝑠
(𝜇− 𝜇𝑠)(𝑎2 − 𝜆𝑠)

, 𝑎2 ̸= 𝜆𝑠.
(4)

Очевидно, что операторы 𝑅0(𝜇), 𝑅
𝐿
0 (𝜇), 𝜇 ∈ 𝜌(𝑇 ), являются ядерными, по-

скольку ряды из собственных чисел данных операторов сходятся.
Выберем 𝛾𝑛 = {𝜇 : |𝜇− 𝜇𝑛| = 𝑟𝑛, 𝑟𝑛 = 𝑛𝛽 − 𝛽

2 }.

1. Необходимые утверждения

Лемма 1. Если при 𝜇 ∈ 𝛾𝑛 ‖𝑃𝑅0(𝜇)‖ = 𝑞 < 1, то справедливо равенство

𝐿𝑅(𝜇) = 𝐿𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇). (5)

Доказательство.

Рассмотрим тождество

𝜇𝐿− 𝑇 − 𝑃 = (I− 𝑝𝑅0(𝜇))(𝜇𝐿− 𝑇 ).

Так как ‖𝑃𝑅0(𝜇)‖ < 1, то существует линейный ограниченный оператор

𝑅(𝜇) = (𝜇𝐿− 𝑇 − 𝑃 )−1 = 𝑅0(𝜇)(I− 𝑝𝑅0(𝜇))
−1.

Из этого соотношения следует, что 𝑅(𝜇) = 𝑅0(𝜇)𝐵(𝜇), где 𝐵(𝜇) — некоторый
ограниченный оператор. Поскольку 𝑇 — дискретный оператор, то 𝑅0(𝜇) явля-
ется вполне непрерывным, следовательно, 𝑅(𝜇) есть также вполне непрерывный
оператор, т. е. оператор 𝑇 + 𝑃 является дискретным. Из последнего соотно-
шения также следует, что 𝑅(𝜇) — ядерный оператор, для которого справедливо
разложение в сходящийся по норме ряд:

𝑅(𝜇) = 𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝑅0(𝜇),
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отсюда, домножив предыдущее тождество на 𝐿 слева, получим

𝐿𝑅(𝜇) = 𝐿𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇).

Лемма 2. Пусть 𝜇 ∈ 𝜌𝐿(𝑇 ), тогда выполняется следующая оценка:

‖𝐿𝑅0(𝜇)‖ ≤ 1

𝜌(𝜇, 𝜎𝐿(𝑇 ))
, (6)

здесь 𝜌(𝜇, 𝜎𝐿(𝑇 )) означает расстояние от точки 𝜇 до 𝐿-спектра оператора 𝑇 .
Доказательство.

Пусть 𝜆 ∈ 𝜌𝐿(𝑇 ). Известно представление 𝐿-резольвенты оператора 𝑇 в виде
ряда Неймана

𝑅0(𝜆) = 𝑅0(𝜇)

∞∑︁
𝑘=0

(𝜇− 𝜆)𝑘(𝐿𝑅0(𝜇)).

Очевидно, что ряд в правой части абсолютно сходится, по крайней мере для
тех 𝜆, которые удовлетворяют условию |𝜆− 𝜇| < 1

‖𝐿𝑅0(𝜇)‖ .

Отсюда получим

‖𝐿𝑅0(𝜇)‖ ≤ 1

𝜌(𝜇, 𝜎𝐿(𝑇 ))
.

2. Вычисление относительного регуляризованного следа возмущен-
ного оператора 𝑇 + 𝑃

Рассмотрим норму разности проекторов Рисса:⃦⃦⃦ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

(𝑅(𝜇)−𝑅0(𝜇))𝑑𝜇
⃦⃦⃦
≤
∫︁
𝛾𝑛

‖𝑅0(𝜇)𝑃‖ · ‖𝑅(𝜇)‖|𝑑𝜇| <

<

∫︁
𝛾𝑛

‖𝑅0(𝜇)𝐿‖ · ‖𝑅(𝜇)‖|𝑑𝜇| < 1.

Поэтому все корневые подпространства оператора 𝑇 + 𝑃 имеют такую же раз-
мерность, что и оператор 𝑇 , следовательно, спектр оператора 𝑇 + 𝑃 в данном
случае будет однократным. Рассмотрим ряд (5)

𝐿𝑅(𝜇) = 𝐿𝑅0(𝜇) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇).

Умножим правую и левую части данного равенства на
𝜇

2𝜋𝑖
и проинтегрируем

полученное равенство по контуру 𝛾𝑛. Получим

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅(𝜇)𝑑𝜇 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇+

∞∑︁
𝑘=1

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇[𝑅0(𝜇)𝑃 ]
𝑘𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇.
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Найдем матричный след от обеих частей полученного равенства, при этом
воспользуемся ядерностью операторов 𝑇 и 𝑇 + 𝑃 .

𝑆𝑝
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇 = 𝑆𝑝
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘
𝜇− 𝜇𝑘

𝑑𝜇 = 𝜇𝑛𝑆𝑝𝑃𝑛 = 𝜇𝑛

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝑛𝜙𝑠, 𝜙𝑠) =

= 𝜇𝑛

∞∑︁
𝑠=1

(︁
(𝜙𝑠, 𝜙𝑛)𝜙𝑛, 𝜙𝑠

)︁
= 𝜇𝑛

∞∑︁
𝑠=1

(︁
(𝜙𝑠, 𝜙𝑛)(𝜙𝑛, 𝜙𝑠)

)︁
= 𝜇𝑛.

Аналогично,

𝑆𝑝
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝐿𝑅(𝜇)𝑑𝜇 = 𝜈𝑛.

Для оценок поправок теории возмущений используем следующую лемму, из-
вестную из [11]:

Лемма 3. При 𝜇 ∈ 𝛾𝑛 справедлива следующая оценка

‖𝑅0(𝜇)‖ = 𝑂(𝑛−2).

Оценим 𝑙-ю поправку теории возмущений.

|𝛼𝑙𝑛| = |𝑆𝑝 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇(𝑅0(𝜇)𝑃 )
𝑙𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇| =

1

2𝜋𝑙
|
∫︁
𝛾𝑛

𝑆𝑝(𝑃𝑅0)
𝑙𝑑𝜇| ≤

≤ 1

2𝜋𝑙

∫︁
𝛾𝑛

|𝑆𝑝(𝑃𝑅0)
𝑙| * |𝑑𝜇| ≤ 1

2𝜋𝑙

∫︁
𝛾𝑛

max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅0)
𝑙‖1|𝑑𝜇| =

=
1

2𝜋𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅)𝑙‖1
∫︁
𝛾𝑛

|𝑑𝜇| ≤ 𝑟𝑛
𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅0)
𝑙−2‖ * max

𝜇∈𝛾𝑛
‖(𝑃𝑅0)

2‖1 ≤

≤ 𝑟𝑛
𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖(𝑃𝑅0)
𝑙−2‖ · max

𝜇∈𝛾𝑛
‖(𝑃𝑅0)‖22 ≤ 𝑟𝑛‖𝑃‖𝑙

𝑙
max
𝜇∈𝛾𝑛

‖𝑅0‖𝑙−2 · max
𝜇∈𝛾𝑛

‖𝑅0‖22 =

=
𝑟𝑛‖𝑃‖𝑙

𝑙
· 1

𝑟𝑙−2
𝑛

· max
𝜇∈𝛾𝑛

‖𝑅0‖22 = 𝑂(𝑛1−𝑙).

Вычислим первую поправку теории возмущений, используя равенства (3),
(4):

𝛼1
𝑛 = 𝑆𝑝

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝑅0(𝜇)𝑃𝐿𝑅0(𝜇)𝑑𝜇 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝑆𝑝(𝑅0(𝜇)𝑃𝐿𝑅0(𝜇))𝑑𝜇 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑠=1

(𝑅0(𝜇)𝑃𝐿𝑅0𝜙𝑠, 𝜙𝑠)𝑑𝜇 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝑅2
0(𝜇)𝐿𝜙𝑠, 𝜙𝑠)𝑑𝜇 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝜙𝑠, 𝜙𝑠)

(𝜇− 𝜇𝑠)2(𝑎2 − 𝜆𝑠)
𝑑𝜇 =

1

2𝜋𝑖

∞∑︁
𝑠=1

(𝑃𝜙𝑠, 𝜙𝑠)

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

(𝜇− 𝜇𝑠)2(𝑎2 − 𝜆𝑠)
𝑑𝜇 =
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=
1

2𝜋𝑖
(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

∫︁
𝛾𝑛

𝜇

(𝜇− 𝜇𝑛)𝑛(𝑎2 − 𝜆𝑛)
𝑑𝜇 =

=
1

2𝜋𝑖
(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

∫︁
𝛾𝑛

𝜇𝑑𝜇

(𝜇− 𝜇𝑛)2(𝑎2 − 𝜆𝑛)
=

(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

𝑎2 − 𝜆𝑛
.

Вычислим (𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛). В качестве {𝜙𝑛} возьмем ортонормированный набор
собственных функций оператора Лапласа, занумерованный по невозрастанию
собственных значений 𝜆𝑘 с учетом их кратности.

(𝑃𝜙𝑛, 𝜙𝑛) =

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝜙𝑛2 (𝑥)𝑑𝑥 =
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥) sin2(𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)(
1− cos(2𝑛𝑥)

2
)𝑑𝑥 =

1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥) cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+
1

2𝜋𝑛

∫︁ 𝜋

0

𝑝′(𝑥) sin(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+
1

4𝜋𝑛2

∫︁ 𝜋

0

𝑝′′(𝑥) cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝′′(𝑥) cos(2𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜋

∫︁ 𝑝𝑖

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(𝑛−2).

С учетом произведенных вычислений получим

𝛼1
𝑛 =

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+
1

2𝜋𝑛2

∫︁ 𝜋

0

𝑝′′(𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝑎2 − 𝜆𝑛
=

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(𝑛−2)

𝑎2 − 𝜆𝑛
.

Вычислим вторую поправку:

𝛼2
𝑛 = −1

2

∞∑︁
𝑚=1,
𝑚̸=𝑎,
𝑚 ̸=𝑛

[︁ (𝑃𝑣𝑚, 𝑣𝑛)(𝑃𝑣𝑛, 𝑣𝑚)(𝜆𝑛 − 𝑎2)

(𝛽𝜆2𝑚 − 𝛼𝜆𝑚)(𝜆𝑛 − 𝑎2)− (𝛽𝜆2𝑛 − 𝛼𝜆𝑛)(𝜆𝑚 − 𝑎2)

]︁
−

−
[︁ (𝑃𝑣𝑛, 𝑣𝑎)(𝑃𝑣𝑎, 𝑣𝑛)

𝛽𝑎4 − 𝛼𝑎2

]︁
𝑛 ̸=𝑎

≤ 𝑂(1)

∞∑︁
𝑚=1,
𝑚̸=𝑎,
𝑚 ̸=𝑛

1

(𝑛−𝑚)5𝑛
−𝑂(𝑛−4) = 𝑂(𝑛−4).

Сводя воедино все вычисления, получим что ряд

∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝜈𝑛 − 𝜇𝑛 − 2

𝜋(𝑎2 − 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥
]︁

сходится.
Таким образом, доказана следующая:
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Теорема 1. Если выполнены условия

1) 𝑝′(0) = 𝑝′(𝜋),

2) ‖𝑃‖ < 𝛽
2 ,

3) 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2
[0,𝜋],

тогда справедлива формула относительного регуляризованного следа возмущен-
ного оператора 𝑇 + 𝑃 :

∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝜈𝑛 − 𝜇𝑛 − 2

𝜋(𝑎2 − 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥
]︁
= 0.

Заключение. Было показано, что в условиях поставленной задачи воз-
мущенный оператор имеет дискретный спектр, и получена формула его относи-
тельного регуляризованного следа.

1. Гельфанд И. М. Об одном тождестве для собственных значений дифферен-
циального оператора второго порядка / И. М. Гельфанд, Б. М. Левитан // ДАН
СССР. – 1991. – Т. 84, № 4. – С. 593–596.

2. Лидский В. Б. Регуляризованные суммы корней одного класса целых функций
/ В. Б. Лидский, В. А. Садовничий // Функциональный анализ и его приложения.
– 1967. – Т. 2. – С. 52–59.

3. Садовничий В. А. Следы операторов / В. А. Садовничий, В. Е. Подольский //
УМН. – 2006. – Т. 61. – Вып. 5. – С. 89–156.

4. Садовничий В. А. Дзета-функция и собственные числа дифференциальных
операторов // Дифф. уравнения. – 1974. – Т. 10, № 4. – С. 1276–1285.

5. Седов А. И. Регуляризованный след оператора с неядерной резольвентой, воз-
мущенного ограниченным // Вестник МаГУ. – 2005. – Вып. 8. – С. 173–177.

6. Sviridyuk G. A. Linear Sobolev Type Equation and Degenerator Semigroups of
Operators/G. A. Sviridyuk, V. E. Fedorov // Utrecht, Boston. – 2003.

7. Захаров В. Е. Уравнение Кортевега—де Фриза — вполне интегрируемая гамиль-
тонова система / В. Е. Захаров, Л. Д. Фаддеев //Функциональный анализ и его
приложения. – 1971. – Т. 5, вып. 8. – С. 18–27.

8. Лифшиц И. М. Об одной задаче теории возмущений, связанной с квантовой
статистикой / В. Е. Захаров, Л. Д. Фаддеев //УМН. – 1952. – Т. 7, вып. 1. – С.
171–180.

9. Дзекцер И. М. Обобщение уравнения движения грунтовых вод со свободной
поверхностью //ДАН СССР. – 1972. – Т. 202, № 5. – С. 1031–1033.

10. Свиридюк Г. А. К общей теории полугрупп операторов //УМН. – 1994. – Т. 49,
вып. 4. – С. 47–74.

11. Като Т. Теория возмущения линейных операторов / Като Т. – М. : Мир, 1972. –
739 с.



ISSN 2304-1579.Вiсник Од. нац. ун-ту. Мат. i мех.–2013 .–Т.18, вип. 2(18).–С. 14–19

Mathematical Subject Classification: 35Q35, 65M60
УДК 517.9

А. А. Замышляева, А. С. Муравьев
ФГБОУ ВПО «Южно-Уральский государственный университет» (НИУ)

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
БУССИНЕСКА – ЛЯВА

Замишляєва А. О., Муравйов А. С. Чисельне дослiдження математичної

моделi Буссiнеска – Лява. Стаття присвячена дослiдженню математичної моде-

лi Буссiнеска – Лява. У статтi наведена теорема про iснування та єдиностi розв’язку

рiвняння Буссiнеска – Лява i опис алгоритму для чисельного вирiшення поставленого

завдання.

Ключовi слова: модель Буссiнеска – Лява, рiвняння соболєвського типу.

Замышляева А. А., Муравьев А. С. Численное исследование матема-

тической модели Буссинеска – Лява. Статья посвящена исследованию матема-

тической модели Буссинеска – Лява. В статье приведена теорема о существовании и

единственности решения уравнения Буссинеска – Лява и описание алгоритма для чис-

ленного решения поставленной задачи.

Ключевые слова: модель Буссинеска – Лява, уравнения соболевского типа.

Zamyshlyaeva A. A., Muravyov A. S. Numerical study of mathematical

models of Boussinesq – Love. The article is devoted to the study of the Boussinesq –

Love mathematical model. In this paper we present a theorem on the existence and unique-

ness of solutions of the Boussinesq – Love equation and description of the algorithm for the

numerical solution of the problem.

Key words: Boussinesq – Love model, Sobolev type equations.

Введение. Интерес к уравнениям соболевского типа обусловлен тем, что
многие физические процессы и явления, такие как фильтрация вязкоупругой
жидкости [1], выпучивание двутавровых балок [2], колебания в молекулах ДНК
[3], распространение волн на мелкой воде [4], ионно-звуковых волн в плазме [5],
фазовые переходы в рамках мезоскопической теории [6] и др. описываются та-
кими уравнениями. В нашем случае речь пойдет о частном случае уравнения
соболевского типа, а именно об уравнении Буссинеска – Лява.

Рассмотрим уравнение Буссинеска – Лява

(𝜆−Δ)𝑢𝑡𝑡 = 𝛼(𝜆′ −Δ)𝑢𝑡 + 𝛽(𝜆′′ −Δ)𝑢, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > 0 (1)

с начальными
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋

(2)

и краевыми
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0 (3)

условиями. Здесь 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) – неизвестная функция, 𝜙,𝜓 – заданные функции,

подлежат дальнейшему определению, Δ = 𝜕2

𝜕𝑥2 – одномерный оператор Лапла-
са. Математическая модель (1) – (3) описывает продольные колебания упругого

c○ Замышляева А. А., Муравьев А. С., 2013
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стержня с учетом поперечной инерции. Математическая теория упругости наи-
более полно отражена в монографии [7].

Основные результаты.

1. Теорема о существовании и единственности решения.

Теорема 1. Пусть функции 𝜙,𝜓 непрерывны и имеют кусочно-непрерывную
производную на [0, 𝜋], причём 𝜙(0) = 𝜙(𝜋) = 0, 𝜓(0) = 𝜓(𝜋) = 0. Тогда
(i) если 𝜆 ̸= −𝑙2, 𝑙 ∈ N, то задача (1)–(3) имеет единственное решение, пред-
ставимое в виде:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

√︂
2

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

(︂(︂
𝜙𝑘 −

𝜓𝑘 − 𝜇𝑘1𝜙𝑘
𝜇𝑘2 − 𝜇𝑘1

)︂
𝑒𝜇𝑘1

𝑡 +
𝜓𝑘 − 𝜇𝑘1𝜙𝑘
𝜇𝑘2 − 𝜇𝑘1

𝑒𝜇𝑘2
𝑡

)︂
sin 𝑘𝑥;

(ii) если 𝜆 = −𝑙2 и 𝜆′ ̸= −𝑙2 и выполняется

𝜙𝑙 =
𝜓𝑙
𝜇𝑙
,

то задача (1)–(3) имеет единственное решение, представимое в виде:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
√︁

2
𝜋

∞∑︁′

𝑘=1

(︁(︁
𝜙𝑘𝜇𝑘2

−𝜓𝑘

𝜇𝑘2
−𝜇𝑘1

𝑒𝜇𝑘1
𝑡 +

𝜓𝑘−𝜇𝑘1
𝜙𝑘

𝜇𝑘2
−𝜇𝑘1

𝑒𝜇𝑘2
𝑡
)︁
sin 𝑘𝑥

)︁
+

+𝜙𝑙

√︁
2
𝜋 𝑒

𝜇𝑙𝑡 sin 𝑙𝑥,

(iii) если 𝜆 = 𝜆′ = −𝑙2, то при условии выполнения⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√︁

2
𝜋

𝜋∫︀
0

𝜙(𝑥) sin 𝑙𝑥𝑑𝑥 = 0 ⇔ 𝜙𝑙 = 0,√︁
2
𝜋

𝜋∫︀
0

𝜓(𝑥) sin 𝑙𝑥𝑑𝑥 = 0 ⇔ 𝜓𝑙 = 0,

задача (1)–(3) имеет решение, представимое в виде:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
√︁

2
𝜋

∞∑︁′

𝑘=1

(︁
𝜙𝑘𝜇𝑘2

−𝜓𝑘

𝜇𝑘2
−𝜇𝑘1

𝑒𝜇𝑘1
𝑡 +

𝜓𝑘−𝜇𝑘1
𝜙𝑘

𝜇𝑘2
−𝜇𝑘1

𝑒𝜇𝑘2
𝑡
)︁
sin 𝑘𝑥.

2. Алгоритм численного решения. Описание программы для ЭВМ.
На основании полученной теоремы была разработана и реализована в среде

Maple 15.0 для Windows программа для численного решения задачи Буссинеска –
Лява (1)–(3) на языке программирования Maple. Для разработки алгоритма про-
граммы был применен модифицированный метод Галеркина. В программе можно
управлять точностью нахождения решения в виде количества слагаемых галер-
кинской суммы. Блок-схема алгоритма представлена на рисунке 1.

Опишем алгоритм подробнее. Каждому блоку алгоритма соответствует один
шаг.

Шаг 1. После начала выполнения программы необходимо ввести количество
слагаемых галеркинской суммы 𝑁 , коэффициенты 𝜆, 𝜆1, 𝜆2, 𝛼, 𝛽, начальные
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условия 𝑢0, 𝑢1, отрезок [𝑠0, 𝑠1], на котором ищется решение, и промежуток вре-
мени 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].

Шаг 2. В цикле от 1 до 𝑁 составляется искомое приближенное решение 𝑉 в

виде галеркинской суммы
𝑁∑︀
𝑚=1

𝑎𝑚(𝑡) sin𝑚𝑥.

Шаг 3. Выражения для 𝑉 подставляется в уравнение.
Шаг 4. В цикле по 𝑖 от 1 до 𝑁 уравнение умножается на собственную функ-

цию 𝜙𝑚(𝑥) и интегрируется на отрезке [𝑠0, 𝑠1].
Шаг 5. Проверка принодлежности 𝜆 спектру оператора Лапласа, то есть

представимо ли 𝜆 в виде −𝑘2.
Если на пятом шаге истина:
Шаг 6. Проверка условия 𝜆 = 𝜆1.
Если на шестом шаге истина:
Шаг 7. Проверка условия из третьего пункта теоремы 3 для начальных усло-

вий, а именно, что 𝑎𝑘(0) = 0 и 𝑎𝑘(0) = 0.
Если на седьмом шаге истина:
Шаг 8. В цикле от 1 до 𝑁 согласно третьему пункту теоремы 3 составляется

система обыкновенных дифференциальных уравнений, исключая 𝑘-е уравнение.
Шаг 9. Начальные функции раскладываются в галеркинскую сумму, исходя

из них определяются начальные условия для системы уравнений, полученной на
предыдущем шаге, исключая условия с номером 𝑘.

Шаг 10. Отдельно решается алгебраическое уравнение относительно 𝑎𝑘(𝑡).
Таким образом будет найдено 𝑘-е слагаемое галеркинской суммы. Далее выпол-
няется шестнадцатый шаг.

Если на шестом шаге ложь:
Шаг 11. В соответствии со вторым пунктом теоремы 3 проверяется условие

для начальных данных, что 𝑎𝑘(0) =
𝑎𝑘(0)
𝜇𝑘

. Где 𝜇𝑘 — корень характеристического

уравнения для уравнения Буссинеска – Лява (1).
Если на одиннадцатом шаге истина:
Шаг 12. В цикле от 1 до 𝑁 составляется однородная система дифференциаль-

ных уравнений, особенностью которой является, что 𝑘-е уравнение этой системы
будет однородным дифференциальным уравнением первого порядка. Далее вы-
полняется четырнадцатый шаг.

Если на пятом шаге ложь:
Шаг 13. В цикле от 1 до 𝑁 составляется система однородных дифференци-

альных уравнений.
Шаг 14. Начальные условия раскладываются в галеркинскую сумму, исходя

из них определяются начальные условия для системы уравнений, полученной
ранее. Далее выполняется шестнадцатый шаг.

Если на седьмом или одиннадцатом шаге ложь:
Шаг 15. В соответствии с третьим пунктом теоремы 3 программа выводит

сообщение, что решений нет.
Шаг 16. Полученная система однородных дифференциальных уравнений с

начальными данными решается методом, встроенным в пакет Maple 15.
Шаг 17. Полученное решение выводится на экран в виде функции и в виде

графика.
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма метода решения задачи (1) – (3)
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3. Вычислительный эксперимент.
Рассмотрим уравнение Буссинеска – Лява (1)

(𝜆−Δ)𝑢𝑡𝑡 = 𝛼(𝜆′ −Δ)𝑢𝑡 + 𝛽(𝜆′′ −Δ)𝑢, 𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝑡 ∈ [0, 1], (1)

где 𝜆 = −1, 𝜆′ = 0, 𝜆′′ = 0, 𝛼 = 𝛽 = 1, с граничными 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0 и
начальными условиями

𝑢(𝑥, 0) = sin 2𝑥,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = sin 3𝑥.

При помощи алгоритма, описанного выше, было получено приближенное ре-
шение при 𝑁 = 6:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

(︂
3

4
𝑒

−2𝑡
3 +

1

4
𝑒2𝑡
)︂
sin 3𝑥+

(︂
8

123

√
41𝑒

3(3+
√

41)𝑡
16 − 8

123

√
41𝑒

−3(−3+
√

41)𝑡
16

)︂
sin 4𝑥.

График решения представлен на рисунке 2.

Рис. 2. Решение уравнения Буссинеска – Лява

Заключение. Теоретические результаты, представленные в теореме 1, бы-
ли применены для разработки и реализации в среде Maple 15.0 программы для
численного решения задачи (1) – (3) на языке программирования Maple. Данная
программа позволяет находить численное решение для задачи (1) – (3) с про-
извольными параметрами 𝜆, 𝜆′, 𝜆′′, 𝛼 и 𝛽, а также с произвольными начальными
условиями 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥).
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Вступ. В данiй роботi розглядається задача оптимального керування си-
стемою диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝑥) +𝐵(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

M 𝑥|𝑡=𝑡𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥)𝑤𝑖, (1)

𝑥(0) = 𝑥0

з критерiєм якостi

𝐶(𝑢,𝑤) =
𝑇∫︀
0

[𝐴0(𝑡, 𝑥) +𝐵0(𝑡, 𝑢)]𝑑𝑡+𝐴1(𝑥(𝑡1), ..., 𝑥(𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 )+

+𝐵1(𝑤1, ..., 𝑤𝑁 , 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ) → 𝑖𝑛𝑓,

(2)

де 𝑇 > 0 фiксоване, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑡𝑖 ∈ (0, 𝑇 ] — моменти iмпульсної дiї, 𝑁 = 𝑁(𝑇 ) <∞
— кiлькiсть моментiв iмпульсної дiї на (0, 𝑇 ].

Бiльш точна постановка задачi буде зроблена в основнiй частинi роботи.
Подiбнi задачi ранiше розглядалися в роботах багатьох авторiв. Так, в мо-

нографiї [1] така задача розглядалася з точки зору оптимальних iмпульсних ке-
рувань. Це означає, що керування присутнє лише в iмпульснiй частинi. Автори
запропонували розв’язання такої задачi методом квазiварiацiйних нерiвностей.

c○ Зима Г. С., 2013
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Методи розв’язання такої задачi з точки зору розривних динамiчних систем
з подальшим застосуванням принципу максимума розвивалися в роботах Л. Т.
Ащепкова та його учнiв (див. наприклад [2]), де є широка бiблiографiя.

В монографiї [3] для iмпульсних систем розвиваються варiацiйнi пiдходи в
комбiнацiї з принципом максимума. Вiдзначимо також роботи [4], [5], [6], де отри-
мано принцип максимума для систем з нефiксованими моментами iмпульсiв.

В роботi [7] задача оптимального керування iмпульсними системами зводить-
ся до задачi оптимального керування для рiвнянь з мiрами в деякому банаховому
просторi, при цьому в ролi керування виступають скiнченнi мiри. В результатi
задача набуває вигляду

𝑑𝑥 = 𝐴𝑥𝑑𝑥+ 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑣(𝑑𝑡) + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑑𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 𝐼,

𝐽(𝑢) =

∫︁
𝐼

𝑙(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡+Ψ(𝑥(𝑇 )) + 𝜙(𝑢) → 𝑖𝑛𝑓,

тут 𝑢(𝑑𝑡) — мiра, що є параметром керування. При досить серйозних припущен-
нях, а саме:

1) лiпшицевiсть i лiнiйний рiст функцiй 𝑓, 𝑔, 𝐶 за змiнною 𝑥;
2) слабка компактнiсть множини допустимих керувань;

3) демiнеперервнiсть оператора 𝐿𝑡(𝑢) =
𝑡∫︀
0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝐶(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑢(𝑑𝑠), 𝑡 ∈ 𝐼,

тут доводиться iснування оптимальних керувань для такої задачi.
В роботi [8] розглянута задача оптимального керування iмпульсною систе-

мою при нелокальних крайових умовах. За допомогою варiацiї керування тут
отриманi рiзнi необхiднi умови оптимальностi другого порядку.

Однак вiдзначимо, що отриманi в перерахованих вище роботах результати но-
сять в основному характер необхiдних умов iснування оптимального керування.
Виключення складає лише лiнiйний випадок, для якого з принципу максимума
можна отримати достатнi умови iснування оптимальностi. Тому актуальною є
задача отримання достатнiх умов оптимальностi для нелiнiйних iмпульсних си-
стем в термiнах їх правих частин та критерiя якостi, без застосування принципу
максимума. Результати, отриманi в роботi, є узагальненням результатiв роботи
[9] на iмпульсний випадок.

Робота складається зi вступу, постановки задачi, основного результату та при-
кладу.

Постановка задачi. Розглядається задача оптимального керування (1), (2),
де 𝑥0 ∈ R𝑛 — фiксований вектор, 𝑇 > 0 фiксоване, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑡𝑖 ∈ (0, 𝑇 ] —
моменти iмпульсної дiї, 𝑁 = 𝑁(𝑇 ) < ∞ — кiлькiсть моментiв iмпульсної дiї на
(0, 𝑇 ], 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑚, 𝑈 — замкнена опукла множина в R𝑚, що мiстить точку
0, 𝑤𝑖 (𝑖 = 1, 𝑁) ⊂ 𝑉 , 𝑉 — замкнена множина в R𝑟, що мiстить точку 0. Тут
𝐴(𝑡, 𝑥) — 𝑛-мiрна вектор-функцiя, 𝐵(𝑡, 𝑥) — 𝑛 × 𝑚-мiрна матриця, 𝑔𝑖 — 𝑛 × 𝑟-
мiрнi матрицi.

Функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥), 𝐵(𝑡, 𝑥) вважаються неперервними за сукупнiстю змiнних 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑔𝑖(𝑥) — неперервнi за 𝑥 ∈ R𝑛. Будемо вважати також, що для
них виконана умова лiнiйного по 𝑥 росту, тобто iснує стала 𝐾 > 0 така, що для
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] i 𝑥 ∈ R𝑛
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| 𝐴(𝑡, 𝑥) |≤ 𝐾(1+ | 𝑥 |),
‖ 𝐵(𝑡, 𝑥) ‖≤ 𝐾(1+ | 𝑥 |), | 𝑔𝑖 |≤ 𝐾(1+ | 𝑥 |), (3)

тут | · | — евклiдова норма вектора, а ‖ · ‖ — норма матрицi, узгоджена з нормою
вектора.

Вiдносно функцiй 𝐴0, 𝐵0, 𝐴1, 𝐵1, що входять до критерiю якостi (2), будемо
вважати, що вони є неперервними за сукупнiстю змiнних, причому 𝐴0 ≥ 0, 𝐴1 ≥
≥ 0, а 𝐵0 та 𝐵1 задовольняють умови:

𝐵0(𝑡, 𝑢) — опукла по 𝑢 та 𝐵0(𝑡, 𝑢) ≥ 𝑎|𝑢|𝑝
для деяких 𝑎 > 0 i 𝑝 > 1;

(4)

𝐵1(𝑤1, ..., 𝑤𝑁 , 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ) ≥ 𝑎(| 𝑤1 |𝑝 +...+ | 𝑤𝑁 |𝑝). (5)

Допустимими для задачi (1), (2) вважаються керування 𝑢 = 𝑢(𝑡) та вектори
𝑤1, ..., 𝑤𝑁 такi, що:

а) 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿𝑝[0, 𝑇 ], 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ];
б) 𝑤𝑖 ∈ 𝑉 𝑖 = 1, ..., 𝑁 ;
в) розв’язок задачi Кошi (1) 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑤, 𝑥0) визначений на [0, 𝑇 ].

Основнi результати. Основним результатом даної роботи є наступна
теорема

Теорема 1. Нехай для системи (1) з критерiєм якостi (2) виконуються пе-
рерахованi вище умови, тодi задача оптимального керування (1), (2) має розв’я-
зок в класi допустимих керувань.

Доведення. Спочатку вiдзначимо, що множина допустимих керувань непо-
рожня, оскiльки вона мiстить точку (0, 0), вiдповiдна даному керуванню система
(1) при цьому має вигляд

𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝑥),

𝑥(0) = 𝑥0,

i в силу неперервностi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥) i умови (3) розв’язок такої задачi Кошi
iснує на вiдрiзку [0, 𝑇 ].

Оскiльки критерiй якостi 𝐶(𝑢,𝑤) ≥ 0, то iснує невiд’ємна нижня границя 𝑚
значень 𝐶(𝑢,𝑤). Нехай 𝑢(𝑛), 𝑤(𝑛) — послiдовнiсть допустимих керувань таких,
що вiдповiдна послiдовнiсть 𝐶(𝑢(𝑛), 𝑤(𝑛)) → 𝑚 при 𝑛 → ∞. Вiдначимо, що при
досить великих 𝑛 виконується нерiвнiсть

𝐶(𝑢(𝑛), 𝑤(𝑛)) ≤ 𝑚+ 1.

Звiдси, та з (5) випливає оцiнка 𝑎
𝑁∑︀
𝑖=1

| 𝑤(𝑛)
𝑖 |𝑝≤ 𝑚 + 1. Останнє означає обмеже-

нiсть послiдовностi 𝑤
(𝑛)
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 . А тому з неї можна видiлити збiжну пiдпослi-

довнiсть. Без обмеження загальностi будемо вважати, що сама 𝑤
(𝑛)
𝑖 збiжна для

𝑖 = 1, 𝑁 , отже 𝑤
(𝑛)
𝑖 → 𝑤

(*)
𝑖 . При цьому в силу замкнутостi 𝑉 𝑤

(*)
𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑖 = 1, 𝑁 .

З умови (3) також випливає, що при досить великих 𝑛
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𝑇∫︁
0

| 𝑢(𝑛)(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 ≤ 𝑚+ 1

𝑎
. (6)

Отже з послiдовностi 𝑢(𝑛)(𝑡) можна видiлити слабко збiжну пiдпослiдовнiсть. Не
втрачаючи загальностi, також будемо вважати, що сама 𝑢(𝑛)(𝑡) слабко збiгається
до 𝑢(*)(𝑡) ∈ 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]), яка задовольняє нерiвнiсть (6).

Тодi за лемою Мазура [10, с. 173] знайдеться опукла комбiнацiя

𝑏𝑘(𝑡) =

𝑛(𝑘)∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑢𝑖(𝑡)

елементiв 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈 (𝛼𝑖 ≥ 0,
𝑛(𝑘)∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1), що 𝑏𝑘 → 𝑢*, 𝑘 → ∞ за нормою 𝐿𝑝.

Отже, iснує збiжна майже скрiзь на [0,∞) за мiрою Лебега пiдпослiдовнiсть 𝑏𝑘𝑙 ,
що 𝑏𝑘𝑙 → 𝑢*(𝑡), 𝑙 → ∞ для майже всiх 𝑡. Оскiльки 𝑈 опукла i замкнена множина,

то
𝑛(𝑘)∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈 . Тодi iз замкненостi множини 𝑈 випливає, що 𝑢*(𝑡) ∈ 𝑈 майже

для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Проведемо тепер оцiнку розв’язкiв 𝑥(𝑛)(𝑡), що вiдповiдають керуванням (𝑢(𝑛)(𝑡),

𝑤
(𝑛)
𝑖 ). Для 𝑞 =

𝑝

𝑝− 1
маємо

|𝑥(𝑛)(𝑡)|𝑞 ≤ (| 𝑥0 | +
𝑡∫︁

0

| 𝐴(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠) || 𝑢(𝑛)(𝑠) | 𝑑𝑠+

+
∑︁

0≤𝑖<𝑡

|𝑔𝑖(𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)), 𝑤(𝑛)
𝑖 |)𝑞 ≤

≤ 3𝑞−1(| 𝑥0 |𝑞 +(

𝑡∫︁
0

[𝐾(1 + |𝑥𝑛(𝑠)|) +𝐾(1 + |𝑥𝑛(𝑠)|) | 𝑢(𝑛)(𝑠) |]𝑑𝑠)𝑞+

+(
∑︁

0<𝑖<𝑡

𝐾(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|)|𝑤𝑖|)𝑞.

(7)

Оцiнимо окремо кожний з доданкiв:

(
𝑡∫︀
0

[𝐾(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|) +𝐾(1 + |𝑥𝑛(𝑠)|) | 𝑢(𝑛)(𝑠) |]𝑑𝑠)𝑞 =

= 𝐾𝑞(
𝑡∫︀
0

(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|)(1+ | 𝑢(𝑛)(𝑠) |)𝑑𝑠)𝑞 ≤

≤ 𝐾𝑞
𝑡∫︀
0

(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|)𝑞𝑑𝑠 · (
𝑡∫︀
0

(1+ | 𝑢(𝑛)(𝑠) |)𝑝𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ≤

≤ 𝐾𝑞
𝑡∫︀
0

2𝑞−1(1 + |𝑥(𝑛)(𝑠)|)𝑞𝑑𝑠(2𝑝−1
𝑡∫︀
0

(1+ | 𝑢(𝑛)(𝑠) |)𝑝𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ≤

≤ (2𝐾)𝑞(𝑇 +
𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠)(𝑇 +
𝑡∫︀
0

| 𝑢(𝑛)(𝑠) |𝑝 𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ) ≤

≤ ((2𝐾)𝑞𝑇 + (2𝐾)𝑞
𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠)(𝑇 +
𝑡∫︀
0

| 𝑢(𝑛)(𝑠) |𝑝 𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ).

(8)
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Позначимо (2𝐾)𝑞𝑇 = 𝐶1. Оскiльки (𝑇 +
𝑡∫︀
0

| 𝑢(𝑛)(𝑠) |𝑝 𝑑𝑠)
𝑞
𝑝 ≤ (𝑇 + 𝑚

𝑎 )
𝑞
𝑝 = 𝐶2,

то, продовжуючи нерiвнiсть (8), матимемо, що другий доданок в нiй оцiнюється
величиною

𝐶1 + 𝐶2(2𝐾)𝑞
𝑡∫︁

0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠. (9)

Для оцiнки сумарного члена в (7) матимемо

(
∑︁

0<𝑖<𝑡

𝐾(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|)|𝑤(𝑛)
𝑖 |)𝑞 ≤ 𝐾𝑞

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|)𝑞(
∑︁

0<𝑖<𝑡

|𝑤(𝑛)
𝑖 |𝑝)

𝑞
𝑝 ≤

≤ 𝐾𝑞
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

2𝑞−1(1 + |𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞)(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 ≤

≤ 𝐾𝑞(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 (
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

2𝑞−1 + 2𝑞−1
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞) ≤

≤ 𝐾𝑞(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 (2𝑞−1𝑁 + 2𝑞−1

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞) ≤ 𝐶4 + 𝐶5

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞,

де 𝐶4 = 𝐾𝑞(
1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 2𝑞−1𝑁, 𝐶5 = 𝐾𝑞(

1 +𝑚

𝑎
)

𝑞
𝑝 2𝑞−1. (10)

Iз (7) – (10) отримуємо нерiвнiсть

|𝑥(𝑛)(𝑡)|𝑞 ≤ 𝐶1 + 𝐶2(2𝐾)𝑞
𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠+ 𝐶4 + 𝐶5

∑︀
0<𝑡𝑖<𝑡

|𝑥(𝑛)(𝑡𝑖)|𝑞 =

= 𝐶6 + 𝐶7

𝑡∫︀
0

|𝑥(𝑛)(𝑠)|𝑞𝑑𝑠,
(11)

де 𝐶6 = 𝐶1 + 𝐶4, 𝐶7 = 𝐶2(2𝐾)𝑞.

З аналога нерiвностi Гронуолла — Беллмана [11, с. 30] маємо:

|𝑥(𝑛)(𝑡)|𝑞 ≤ 𝐶6𝑒
𝐶7𝑇

∏︁
0<𝑡𝑖<𝑡

(1 + 𝐶5) ≤ 𝐶6𝑒
𝐶7𝑇 (1 + 𝐶5)

𝑁 = 𝐶8 (12)

для 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Останнє означає рiвномiрну обмеженiсть розв’язкiв 𝑥(𝑛)(𝑡) для 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
На iнтервалi [0, 𝑡1] для будь-яких двох моментiв часу 𝑡′, 𝑡′′ (0 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡′′ ≤ 𝑡1)

маємо

𝑥(𝑛)(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝐴(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠)𝑢(𝑛)(𝑠)𝑑𝑠,

|𝑥(𝑛)(𝑡′)− 𝑥(𝑛)(𝑡′′)| ≤
𝑡′′∫︁
𝑡′

|𝐴(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠)|+ |𝐵(𝑥(𝑛)(𝑠), 𝑠)||𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠. (13)
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З (12) та умови лiнiйного росту випливає iснування сталої 𝐶 > 0, що для всiх 𝑛

|𝐴(𝑥(𝑛)(𝑡), 𝑡)| ≤ 𝐶, |𝐵(𝑥(𝑛)(𝑡), 𝑡)| ≤ 𝐶 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

А тому з (13), в силу неперервностi функцiй 𝐴 i 𝐵, отримуємо

|𝑥(𝑛)(𝑡′)− 𝑥(𝑛)(𝑡′′)| ≤ 𝐶|𝑡′′ − 𝑡′|+ 𝐶(

𝑡′′∫︁
𝑡′

|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑝𝑑𝑠)
1
𝑝 |𝑡′′ − 𝑡′|

1
𝑞 ,

|𝑥(𝑛)(𝑡′)− 𝑥(𝑛)(𝑡′′)| ≤ 𝐶|𝑡′′ − 𝑡′|+ 𝐶(
𝑚+ 1

𝑎
)

1
𝑝 |𝑡′′ − 𝑡′|

1
𝑞 . (14)

Нерiвнiсть(14)означає рiвностепеневу неперервнiсть послiдовностi функцiй𝑥(𝑛)(𝑡).
Тодi з (12) i (14) випливає iснування рiвномiрно збiжної пiдпослiдовностi 𝑥𝑘1(𝑡)
послiдовностi 𝑥(𝑛)(𝑡) на [0, 𝑡1]. Нехай 𝑥1(𝑡) — її границя. Позначимо 𝑥𝑘1(𝑡1 +0) =

= 𝑥𝑘1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥
𝑘1(𝑡1))𝑤

(𝑘1)
1 . При 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] розглянемо рiвняння

𝑥𝑘1(𝑡) = 𝑥𝑘1(𝑡1 + 0) +

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥𝑘1(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘1(𝑠), 𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Аналогiчно попередньому доводиться компактнiсть послiдовностi 𝑥𝑘1(𝑡) на [𝑡1, 𝑡2]
в рiвномiрнiй метрицi. Отже iснує пiдпослiдовнiсть 𝑥𝑘2(𝑡) послiдовностi 𝑥𝑘1(𝑡)
така, що 𝑥𝑘2(𝑡) збiгається рiвномiрно до 𝑥2(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]. При 𝑘2 → ∞ маємо,
що 𝑥2(𝑡1+0) = 𝑥1(𝑡1)+𝑔1(𝑥1(𝑡1))𝑤

*
1 . Далi на iнтервалi [𝑡2, 𝑡3] розглядаємо рiвняння

𝑥𝑘2(𝑡) = 𝑥𝑘2(𝑡2 + 0) +

𝑡∫︁
𝑡2

[𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Аналогiчно, iснує пiдпослiдовнiсть 𝑥𝑘3(𝑡) послiдовностi 𝑥𝑘2(𝑡) така, що 𝑥𝑘3(𝑡) збi-
гається рiвномiрно до 𝑥3(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡3].

Покажемо тепер, що функцiя

𝑥*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]

𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]

...

𝑥𝑁+1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑁 , 𝑇 ]

(15)

є розв’язком вихiдної задачi (1) для керувань (𝑢*, 𝑤*), тобто що 𝑥*(𝑡) задовiльняє
рiвняння

𝑥*(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

[𝐴(𝑥*(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥*(𝑠), 𝑠)𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

𝑔𝑖(𝑥
*(𝑡𝑖))𝑤

*
𝑖 . (16)
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На вiдрiзку [0, 𝑡1] твердження очевидне. Покажемо, що при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] справедливе
рiвняння

𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥1(𝑡1))𝑤
*
1 +

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑢
*(𝑠)]𝑑𝑠. (17)

Оскiльки lim
𝑘2→∞

𝑥𝑘2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] i

𝑥𝑘2(𝑡) = 𝑥𝑘2(𝑡1 + 0) +

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢𝑘2(𝑠)]𝑑𝑠 (18)

({𝑘2} — пiдпослiдовнiсть послiдовностi {𝑘1}), то 𝑥𝑘2(𝑡1 + 0) → 𝑥2(𝑡1 + 0) i

𝑥𝑘2(𝑡1 + 0) = 𝑥𝑘2(𝑡1) + 𝑔1(𝑥
𝑘2(𝑡1))𝑤

𝑘2
1 → 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥(𝑡1))𝑤

*
1 .

Перейдемо тепер у (18) до границi при 𝑘2 → ∞.

𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥(𝑡1))𝑤
*
1 + lim

𝑘2→∞

𝑡∫︁
𝑡1

[𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢𝑘2(𝑠)]𝑑𝑠.

lim
𝑘2→∞

𝑡∫︀
𝑡1

𝐴(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠 =
𝑡∫︀
𝑡1

𝐴(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠 в силу теореми Лебега про мажоровану

збiжнiсть, лiнiйного росту функцiї 𝐴(𝑥, 𝑡) i оцiнки (12).

Користуючись граничним спiввiдношенням lim
𝑘2→∞

𝑡∫︁
𝑡1

𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)[𝑢
𝑘2(𝑠)−𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠 =

= 0, а також спiввiдношенням lim
𝑘2→∞

𝐵(𝑥𝑘2(𝑡), 𝑡) = 𝐵(𝑥2(𝑡), 𝑡), що виконується рiв-

номiрно, поза деякої множини 𝑆 довiльної малої мiри, i нерiвнiстю
∫︀
𝑆

|𝑢𝑘2 |𝑑𝑠 ≤

≤

(︃
𝑡∫︀
𝑡1

|𝑢𝑘2(𝑠)|𝑝𝑑𝑠

)︃ 1
𝑝

|𝑆|
1
𝑞 , можна довести, що

lim
𝑘2→∞

𝑡∫︁
𝑡1

|𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)−𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)||𝑢𝑘2(𝑠)| = 0,

𝑡∫︁
𝑡1

𝐵(𝑥𝑘2(𝑠), 𝑠)𝑢𝑘2(𝑠) →
𝑡∫︁

𝑡1

𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑢
*(𝑠).

Отже, 𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑔1(𝑥1(𝑡1))𝑤
*
1 +

𝑡∫︀
𝑡1

[𝐴(𝑥2(𝑠), 𝑠) +𝐵(𝑥2(𝑠), 𝑠)𝑢
*(𝑠)]𝑑𝑠.

Аналогiчнi мiркування проводяться на iнших iнтервалах [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1]. Значить,
функцiя 𝑥*(𝑡), побудована за формулою (15), є розв’язком iмпульсної системи
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𝑑𝑥*

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑥*(𝑡), 𝑡) +𝐵(𝑥*(𝑡), 𝑡)𝑢*(𝑡), 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

M 𝑥|𝑡=𝑡𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥
*(𝑡𝑖))𝑤

*
𝑖 .

Залишилось показати, що керування (𝑢*, 𝑤*)— оптимальне, тобто що 𝐶(𝑢*, 𝑤*) =
= 𝑚.

Маємо, що lim
𝑘𝑁→∞

𝐶(𝑢𝑘𝑁 , 𝑤𝑘𝑁 ) = 𝑚. Отже,

lim
𝑘𝑁→∞

𝐶(𝑢𝑘𝑁 , 𝑤𝑘𝑁 ) =

= lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

[𝐴0(𝑥𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡) +𝐵0(𝑢𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)]𝑑𝑡+𝐵1(𝑤𝑘𝑁1 , ..., 𝑤𝑘𝑁𝑁 )+

+𝐴1(𝑥𝑘𝑁 (𝑡1), ..., 𝑥
𝑘𝑁 (𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ).

Оскiльки функцiя 𝐴0(𝑥, 𝑡) неперервна, то в силу теореми Вейєрштрасса i оцiн-
ки (12) функцiї 𝐴0(𝑥𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡) i 𝐴0(𝑥*(𝑡), 𝑡) рiвномiрно за 𝑘𝑁 i 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] обмеженi
деякою сталою. А тому з теореми Лебега випливає можливiсть граничного пере-
ходу

lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

𝐴0(𝑥𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡→
𝑇∫︁

0

𝐴0(𝑥*(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡. (19)

Iз опуклостi по 𝑢 функцiї 𝐵0(𝑢, 𝑡) отримуємо також, що

lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

𝐵0(𝑢𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 ≥ lim
𝑘𝑁→∞

𝑇∫︁
0

𝐵0(𝑢𝑘𝑁 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 ≥
𝑇∫︁

0

𝐵0(𝑢*(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡. (20)

Очевидно також, що при 𝑤𝑘𝑁1 → 𝑤*
1 , ..., 𝑤

𝑘𝑁
𝑁 → 𝑤*

𝑁

𝐵1(𝑤𝑘𝑁1 , ..., 𝑤𝑘𝑁𝑁 ) → 𝐵1(𝑤*
1 , ..., 𝑤

*
𝑁 ),

𝐴1(𝑥𝑘𝑁 (𝑡1), ..., 𝑥
𝑘𝑁 (𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ) → 𝐴1(𝑥*(𝑡1), ..., 𝑥

*(𝑡𝑁 ), 𝑡1, ..., 𝑡𝑁 ).

Отже, 𝑚 = lim
𝑘𝑁→∞

𝐶(𝑢𝑘𝑁 , 𝑤𝑘𝑁 ) ≥ 𝐶(𝑢*, 𝑤*), тому 𝐶(𝑢*, 𝑤*) = 𝑚 i (𝑢*, 𝑤*) – опти-

мальне керування.
Теорема доведена.
Проiлюструємо доведену теорему прикладом.

Приклад 1. Нехай задача (1), (2) має вигляд

𝑥̇ = 𝑡 cos𝑥+ sin 𝑡𝑥 · 𝑢, 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

𝑥(0) = 0,

M 𝑥|𝑡=𝑡𝑖 = 𝑖|𝑥|𝑤𝑖,
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𝐶(𝑢,𝑤) =

3∫︁
0

[𝑥4 + 2𝑢6(𝑡)]𝑑𝑡+
∑︁

0<𝑡𝑖<3

[𝑥2(𝑡𝑖) + 𝑤6
𝑖 ].

Тут 𝑡 ∈ [0, 3], 𝑡𝑖 =
𝑖

2
, 𝑖 = 1, 5. 𝑢 ∈ 𝑈 — довiльна опукла замкнена множина в R1,

що 0 ∈ 𝑈 , 𝑤𝑖 ∈ 𝑉 — замкнена множина в R1, 0 ∈ 𝑉 , 𝑥 ∈ R1.
Неважко бачити, що дана задача задовольняє умови теореми при 𝑝 = 6.

Отже, вона має розв’язок в класi допустимих керувань, де 𝑈(𝑡) ∈ 𝐿6(0, 3).

Висновки. В статтi отриманi зручнi для практичної перевiрки достатнi
умови iснування оптимального керування для iмпульсних систем. Вiдзначимо,
що цi умови виражаються лише через правi частини системи та функцiї, якi
входять в критерiй якостi. При цьому для розв’язання задачi не залучається нi
принцип максимума, нi метод динамiчного програмування.
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Введение. Теория дифференциальных включений начала свое развитие в
начале тридцатых годов 20-го века с публикаций А. Маршо и С. Заремба. Од-
нако бурное развитие данной теории началось с 60-х годов прошлого века благо-
даря работам Т. Важевского и А. Ф. Филиппова, которые обосновали ее тесную
связь с теорией оптимального управленния и дифференциальными уравнениями
с разрывной правой частью. Основные результаты теории дифференциальных
включений изложены в работах [1, 2, 3, 7, 8].

В данной статье мы рассмотрим дифференциальные включения с переменной
размерностью, к которым сводятся, например, управляемые процессы возникно-
вения и развития объектов, дифференцированных по моменту создания [4, 5, 6],
а также импульсные дифференциальные включения [3, 8].

Основные определения и обозначения. Пусть 𝜃 > 0 произвольное дей-
ствительное число, 𝑁 — множество натуральных чисел, а 𝑁0 = 𝑁

⋃︀
0.

Обозначим через Σ𝜃 множество функций 𝑛(·) : 𝑅+ → 𝑁 , которые удовлетво-
ряют следующим условиям:

1) 𝑛(·) — кусочно-постоянные и кусочно-непрерывные справа;

2) если 𝑛((𝑡+ 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0, то 𝑛(𝜏)− 𝑛(𝑡) = 0 для всех 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ 𝜃].

Очевидна справедливость следующей леммы.

Лемма 1. Для любой функции 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 полупрямую 𝑅+ можно разбить
не более чем на счетное число множеств 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ... таких, что
𝑅+ =

⋃︀
𝑖

𝐼𝑖 и 𝐼𝑖
⋂︀
𝐼𝑗 = ∅, если 𝑖 ̸= 𝑗, где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡𝑖) = 0 для всех 𝑡 ∈ 𝐼𝑖.

c○Кичмаренко О. Д., Плотников А. А., 2013
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Обозначим через𝑀𝑛 множество матричных функций, соответствующих функ-
ции 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 таких, что

1) 𝑀(𝑡) — матрица (𝑛(𝑡− 0)× 𝑛(𝑡));

2) 𝑀(𝑡) =

{︂
𝐸, 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) = 0
𝑀(𝑡), 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0

и 𝑀(0) = 𝐸.

Возьмем произвольную функцию 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 и 𝑀(·) ∈𝑀𝑛.

Определение 1. Функцию 𝑥(·, 𝑛,𝑀) назовем функцией переменной размер-
ности, соответствующей паре (𝑛,𝑀), если она удовлетворяет следующим усло-
виям:

1) 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀) ∈ 𝑅𝑛(𝑡) для всех 𝑡 ≥ 0;
2) 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀) =𝑀(𝑡)𝑥(𝑡− 0, 𝑛,𝑀) для всех 𝑡 > 0.

Определение 2. Будем говорить, что функция 𝑥(·, 𝑛,𝑀) непрерывна на
интервале (𝑡′, 𝑡′′) ⊂ 𝑅+, если она непрерывна в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡−
−0) = 0 и непрерывна справа в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0.

Определение 3. Будем говорить, что функция 𝑥(·, 𝑛,𝑀) абсолютно непре-
рывна на сегменте [𝑡′, 𝑡′′] ⊂ 𝑅+, если она непрерывна на (𝑡′, 𝑡′′) и абсолютно
непрерывна на любом сегменте [𝜏 ′, 𝜏 ′′] ⊂ [𝑡′, 𝑡′′], где 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡 − 0) = 0 для всех
𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′′].

Замечание 1. Аналогично, можно ввести определение измеримости (диф-
ференцируемости, интегрируемости, липшицевости и др.) функции 𝑥(·, 𝑛,𝑀).

Определение 4. Многозначное отображение 𝐹 (·, 𝑛) назовем отображени-
ем с переменной размерностью, если множество 𝐹 (𝑡, 𝑛) ⊂ 𝑅𝑛(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝑅+.

Определение 5. Будем говорить, что многозначное отображение 𝐹 (·, 𝑛)
непрерывно на интервале (𝑡′, 𝑡′′) ⊂ 𝑅+, если оно непрерывно в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′),
где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡−0) = 0, и непрерывно справа в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡−0) ̸=
0.

Определение 6. Будем говорить, что многозначное отображение 𝐹 (·, 𝑛)
удовлетворяет условию Липшица на сегменте [𝑡′, 𝑡′′] ⊂ 𝑅+ с постоянной 𝐿 > 0,
если оно непрерывно на (𝑡′, 𝑡′′) и удовлетворяет условию Липшица с постоянной
𝐿 на любом сегменте [𝜏 ′, 𝜏 ′′] ⊂ [𝑡′, 𝑡′′], где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) = 0 для всех 𝑡 ∈ [𝜏 ′, 𝜏 ′′].

Основные результаты. Рассмотрим следующую систему с переменной
размерностью:

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), 𝑥(0, 𝑛,𝑀) = 𝑥0, (1)

где 𝑡 ∈ 𝑅+ — время; 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝑀(·) ∈ 𝑀𝑛; 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀) — фазовый вектор;
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+ × 𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) — многозначное отображение с перемен-
ной размерностью.

Замечание 2. Если 𝑛(𝑡) ≡ 𝑛, то система (1) будет обычным дифференци-
альным включением.

Предположение А. Пусть функция 𝑛(·) ограничена 𝑛 > 0 для всех 𝑡 ≥ 0.
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Замечание 3. Предположение А не дает рост размерности на бесконечно-
сти к бесконечности (это условие может быть необязательным, если система
(1) рассматривается на конечном промежутке).

Обозначим через 𝑄𝑖 = { (𝑡, 𝑥) : 𝑡 ∈ 𝐼𝑖, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛(𝑡)}, где 𝐼𝑖 соответствуют лем-
ме 1.

Определение 7. Абсолютно непрерывная функция 𝑥(·, 𝑛,𝑀) называется
обычным решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], если

1) 𝑥̇(𝑡, 𝑛,𝑀) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛,𝑀), 𝑛) для почти всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),
2) 𝑥(0, 𝑛,𝑀) = 𝑥0.

Предположение Б. Многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) удовлетворяет
следующим условиям:

a) 𝐹 (·, 𝑥, 𝑛) — непрерывно по 𝑡 на 𝑅+;
b) 𝐹 (𝑡, ·, 𝑛) — липшицево с постоянной 𝐿 по 𝑥 на 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...;
c) существует такая постоянная 𝐾 > 0, что ‖𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛)‖ ≤ 𝐾(1+‖𝑥‖) для всех

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...

Теорема 1. Если для некоторого 𝜃 > 0 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝑀(·) ∈ 𝑀𝑛 и 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛)
удовлетворяют условиям предположений А и Б, то на некотором отрезке [0, 𝑇 ]
у системы (1) существует обычное решение 𝑥(·, 𝑛,𝑀).

Доказательство. Очевидно, что (0, 𝑥0) ∈ 𝑄0 ⊂ 𝑅+ × 𝑅𝑛(0). Доопределим
многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛(0)) на все пространство 𝑅+×𝑅𝑛(0) так, чтобы
оно удовлетворяло условиям предположения Б, и возьмем 𝑀0(𝑡) = 𝐸 для всех
𝑡 ∈ 𝑅+. Тогда из [2] следует, что существует 𝑟0 > 0 такое, что на отрезке [0, 𝑟0]
существует обычное решение системы

𝑥̇(𝑡, 𝑛(0),𝑀0(𝑡)) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛(0),𝑀0(𝑡)), 𝑛(0)), 𝑥(0, 𝑛(0),𝑀0(0)) = 𝑥0.

Очевидно, что далее возможны два случая:
Случай 1. Для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑟0] справедливо условие 𝑛(𝑡) − 𝑛(0) = 0. Тогда

теорема доказана и 𝑇 = 𝑟0.
Случай 2. Существует 𝑡1 ∈ (𝜃, 𝑟0) такое, что 𝑛(𝜏) − 𝑛(0) = 0 для всех

𝜏 ∈ [0, 𝑡1) и 𝑛(𝑡1 − 0) − 𝑛(𝑡1) ̸= 0. Тогда обозначим через 𝑥1 = 𝑀(𝑡1)𝑥(𝑡1−
−0, 𝑛(0),𝑀0(𝑡1)). Очевидно, что (𝑡1, 𝑥1) ∈ 𝑄1 ⊂ [𝑡1,= ∞) × 𝑅𝑛(𝑡1). Теперь до-
определим многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛(𝑡1)) на все пространство [𝑡1,=
∞)×𝑅𝑛(𝑡1) так, чтобы оно удовлетворяло условиям предположения Б, и возьмем

𝑀1(𝑡) =

{︂
𝑀(𝑡1), 𝑡 = 𝑡1
𝐸, 𝑡 > 𝑡1

. Тогда, аналогично, получим, что существует 𝑟1 > 0

такое, что на отрезке [𝑡1, 𝑡1 + 𝑟1] существует обычное решение системы

𝑥̇(𝑡, 𝑛(𝑡1),𝑀
1(𝑡)) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛(𝑡1),𝑀

1(𝑡)), 𝑛(𝑡1)), 𝑥(𝑡1, 𝑛(𝑡1),𝑀
1(𝑡1)) = 𝑥1.

И так далее.
В итоге мы получаем существование обычного решения либо на некотором

отрезке [0, 𝑇 ], либо на всей полупрямой 𝑅+. Теорема доказана.
Обозначим через 𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) сечение множества обычных решений системы

(1) в момент времени 𝑡 ≥ 0.
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Теорема 2. Если для некоторого 𝜃 > 0 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝑀(·) ∈ 𝑀𝑛 и 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛)
удовлетворяют условиям предположений А и Б и многозначное отображение
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+ × 𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)) , то 𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) ∈ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) для всех 𝑡 ∈
∈ [0, 𝑇 ].

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что система (1) имеет хотя бы одно
обычное решение на отрезке [0, 𝑇. Из [2] следует справедливость утверждения
данной теоремы.

Пример 1. Рассмотрим следующую линейную систему:

𝑥̇ ∈ 𝑥+ 𝑆𝑡(0), 𝑥(0, 𝑛,𝑀) = 0, (2)

где 𝑡 ∈ [0, 3𝜋4 ], 𝑛(𝑡) =
[︀
1 + |

√
2𝑠𝑖𝑛(𝑡)|

]︀
,

𝑀(𝑡) =

{︂
𝐸, 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) = 0
𝑚𝑖𝑗 =

1
𝑛(𝑡) , 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0

для 𝑡 > 0, 𝑀(0) = 𝐸, [·] — целая

часть.

Очевидно, что 𝑛(𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜋4 ),
2, 𝑡 ∈ [𝜋4 + 𝜋𝑖, 3𝜋4 + 𝜋𝑖),
1, 𝑡 ∈ [ 3𝜋4 + 𝜋𝑖, 5𝜋4 + 𝜋𝑖),

𝑖 = 0, 1, ... .

𝑀(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 𝑡 ∈ (0, 𝜋4 ) ∪
⋃︀
𝑖

( 3𝜋4 + 𝜋𝑖, 5𝜋4 + 𝜋𝑖),(︂
1 0
0 1

)︂
, 𝑡 ∈ (𝜋4 + 𝜋𝑖, 3𝜋4 + 𝜋𝑖),

(1, 1), 𝑡 = 3𝜋
4 + 2𝜋𝑖,(︂

1
2
1
2

)︂
, 𝑡 = 𝜋

4 + 2𝜋𝑖,

𝑖 = 0, 1, ... ,

𝑆(𝑡) =

⎧⎨⎩
[−𝑡, 𝑡] ⊂ 𝑅, 𝑡 ∈ [0, 𝜋4 ) ∪

⋃︀
𝑖

( 3𝜋4 + 𝜋𝑖, 5𝜋4 + 𝜋𝑖),

{(𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑅2 :
√︀
𝑠21 + 𝑠22 ≤ 𝑡}, 𝑡 ∈

⋃︀
𝑖

(𝜋4 + 𝜋𝑖, 3𝜋4 + 𝜋𝑖),

𝑖 = 0, 1, ... .
Тогда сечения множества решений системы (2) будут иметь вид

𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) = [𝑡+ 1− 𝑒𝑡, 𝑒𝑡 − 𝑡− 1], 𝑡 ∈ [0,
𝜋

4
),

𝑋(
𝜋

4
, 𝑛,𝑀) =

(︂
1
2
1
2

)︂
𝑋(

𝜋

4
− 0, 𝑛,𝑀) =

=

{︂
(𝑥1(𝛼), 𝑥2(𝛼)) : 𝑥𝑖(𝛼) =

(︂
𝜋

8
+

1

2
− 1

2
𝑒

𝜋
4

)︂
𝛼, 𝛼 ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 2

}︂
,

𝑋(𝑡, 𝑛,𝑀) = 𝑒𝑡−
𝜋
4𝑋(

𝜋

4
, 𝑛,𝑀) + 𝑆

𝑒−
𝜋
4 (1+𝜋

4 )𝑒𝑡−𝑡−1
(0), 𝑡 ∈ [

𝜋

4
,
3𝜋

4
),

𝑋(
3𝜋

4
, 𝑛,𝑀) = (1, 1)𝑋(

3𝜋

4
− 0) =
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=

[︃
−
(︂
𝜋

8
+

1

2

)︂
𝑒

𝜋
2 +

𝑒
3𝜋
4

2
−

√
2

(︂
𝑒

𝜋
2

(︁
1 +

𝜋

4

)︁
− 3𝜋

4
− 1

)︂
,

(︂
𝜋

8
+

1

2

)︂
𝑒

𝜋
2 − 𝑒

3𝜋
4

2
+
√
2

(︂
𝑒

𝜋
2

(︁
1 +

𝜋

4

)︁
− 3𝜋

4
− 1

)︂]︃
.

Далее приведен график сечения множества решений системы (2) для 𝑡 ∈

∈
[︂
0,

3𝜋

4

]︂
.

Рис. 1

Заключение. Можно также рассмотреть более общий вид дифференци-
альных включений с переменной структурой

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), 𝑥(0, 𝑛(0), 𝜙(0)) = 𝑥0, (3)

где 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜙) — фазовый вектор; 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+ × 𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡))
— многозначное отображение с переменной размерностью; 𝜙(𝑥) : 𝑅𝑛(𝑡−0) → 𝑅𝑛(𝑡)

такое, что 𝜙(𝑥) = 𝑥, если 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) = 0, и 𝜙(𝑥) = 𝑦, если 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0
для 𝑡 > 0, и получить аналогичные результы.
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Ключевые слова: уравнения соболевского типа, относительно радиальный случай,

уравнение Шредингера, комплексное уравнение Гинзбурга – Ландау.

Sagadeyeva M. A., Shulepov A. N. About one nonlinear model based on

relatively radial equation of Sobolev type. The article deals with the partial differ-

ential equation with complex coefficients. Equations of this type include the Schrodinger

equation, complex Ginzburg—Landau and others. We prove the solvability of this equation

by methods degenerate operator-differential equations.

Key words: Sobolev type equations, relatively radial case, the Schrodinger equation, the

complex Ginzburg – Landau equation.

Введение. Пусть Ω ⊂ R𝑛 – ограниченная область с границей 𝜕Ω класса
𝐶∞. В цилиндре Ω× [0, 𝑇 ] рассмотрим задачу Дирихле

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω× [0, 𝑇 ] (1)

для уравнения в частных производных вида

(𝜆−Δ)𝑢𝑡 = 𝜈Δ𝑢− 𝑖𝑑Δ2𝑢+ 𝛽𝑢|𝑢|2, (2)

которое в частном случае используется при изучении слабонелинейных эффек-
тов в гидродинамике [1]. Здесь коэффициенты 𝜈, 𝜆, 𝑑 ∈ R, 𝛽 ∈ C, при этом 𝜈 > 0
описывают параметры системы. Кроме того из этого уравнения может быть по-
лучен частный случай классического уравнения Гинзбурга – Ландау (Курамото –
Цузуки)

𝑢𝑡 = 𝑢− (1 + 𝑖𝑐)𝑢|𝑢|2 + (𝑑1 + 𝑖𝑑)Δ𝑢,

c○Сагадеева М. А., Шулепов А. Н., 2013
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если учтена дифракция, но отсутствует диффузионный член (𝑑1 = 0). Такая си-
туация возникает при описании процессов, протекающих в лазерных резонаторах
и других нелинейных оптических средах, и тогда уравнение описывает простран-
ственную эволюцию электромагнитного пакета в этих средах. Само уравнение
Гинзбурга – Ландау описывает широкий круг физических явлений, таких как
нелинейные волны, фазовые переходы второго рода, сверхпроводимость, сверх-
текучесть, конденсацию Бозе – Эйнштейна [2]. Кроме того, частным случаем
рассматриваемого уравнения, очевидно, является кубическое уравнениеШредин-
гера, возникающее во многих задачах нелинейной оптики и гидродинамики [3],
[4].

Исследование решений данного уравнения будем проводить в рамках теории
уравнений соболевского типа ([5]–[9]). Опишем абстрактную схему.

Пусть U и F – банаховы пространства; операторы 𝐿 ∈ ℒ(U;F) (т. е. линеен
и непрерывен), 𝑀 ∈ 𝒞𝑙(U;F) (т. е. линеен, замкнут и плотно определен), 𝑁 ∈
∈ 𝐶1(U𝛼;F). Здесь U𝛼 – банахово пространство, причем вложение U𝛼 →˓ U плотно
и непрерывно. Рассмотрим задачу Коши

𝑢(0) = 𝑢0 (3)

для полулинейного уравнения соболевского типа

𝐿𝑢̇ =𝑀𝑢+𝑁(𝑢). (4)

Нашей целью является изучение однозначной разрешимости задачи (3), (4).
При выборе цели мы руководствовались не столько желанием пополнить теорию,
сколько стремлением осмыслить начально-краевые задачи для неклассических
уравнений математической физики, возникающих в последнее время в приложе-
ниях [1]–[4]. При этом заметим, что решения задачи Коши для уравнения (4) при
любых начальных данных пусть даже из плотного в U множества существуют не
всегда (см. например, [10], [11]).

Несуществование решений объясняется тем, что уравнение (4) необходимо
рассматривать не на всем пространстве U, а на некотором его подмножестве,
понимаемом как фазовое пространство. Изучение линейного случая

𝐿𝑢̇ =𝑀𝑢 (5)

упрощается в силу того, что фазовым пространством уравнения (5) служит под-
пространство в U. Поэтому для полулинейных уравнений вида (4), фазовые про-
странства которых диффеоморфны некоторому подпространству в U, удается пе-
ренести результаты о существовании решений. Следует заметить, что конкретные
модели, описываемые полулинейными уравнениями соболевского типа в относи-
тельно радиальном случае, рассматриваются в рамках теории уравнений собо-
левского типа, по-видимому, впервые (можно отметить по этому поводу [12]).

Статья состоит из введения, основной части, заключения и списка литера-
туры, который не претендует на полноту и отражает лишь личные пристрастия
авторов. Во второй части введения приведены необходимые сведения для по-
строения решения в абстрактной постановке, а именно приводятся сведения из
[8], касающиеся относительно радиальных операторов. В основной части сначала
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приводится доказательство существования решения для уравнения (4), а затем
все абстрактные результаты применены для построения решений задачи (1), (2).

Относительно 𝑝-радиальные операторы.
Доказательства утверждений этого пункта можно найти в [8].
Обозначим

𝜌𝐿(𝑀) = {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐿−𝑀)−1 ∈ ℒ(F;U)}, 𝜎𝐿(𝑀) = C ∖ 𝜌𝐿(𝑀),

𝑅𝐿𝜇 (𝑀) = (𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿, 𝐿𝐿𝜇(𝑀) = 𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1, 𝜇 ∈ 𝜌𝐿(𝑀),

𝑅𝐿(𝜆,𝑝)(𝑀)=

𝑝∏︁
𝑘=0

𝑅𝐿𝜆𝑘
(𝑀), 𝐿𝐿(𝜆,𝑝)(𝑀)=

𝑝∏︁
𝑘=0

𝐿𝐿𝜆𝑘
(𝑀), 𝜆𝑘∈𝜌𝐿(𝑀) (𝑘 = 0, 𝑝).

Определение 1. Оператор𝑀 называется 𝑝-радиальным относительно опе-
ратора 𝐿 (коротко, (𝐿, 𝑝)-радиальным), если

(i) ∃𝑎∈ R (𝑎,+∞) ⊂ 𝜌𝐿(𝑀);
(ii) ∃𝐾 > 0 ∀𝜇 = (𝜇0, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑝) ∈ (𝑎,+∞)𝑝+1 ∀𝑛∈ N

max{‖(𝑅𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀))𝑛‖ℒ(U), ‖(𝐿𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀))𝑛‖ℒ(F)} ≤ 𝐾
𝑝∏︀
𝑘=0

(𝜇𝑘 − 𝑎)𝑛
.

Также введем обозначения

U0 = ker𝑅𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀), F0 = ker𝐿𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀), 𝐿0 = 𝐿

⃒⃒⃒⃒
U0

, 𝑀0 =𝑀

⃒⃒⃒⃒
dom𝑀∩U0

.

Через U1 (F1) обозначим замыкание линеала im𝑅𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀) (im𝐿𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀)), а через

Ũ (F̃) – замыкание линеала U0+̇im𝑅𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀) (F0+̇im𝐿𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀)) в норме простран-

ства U (F).

Определение 2. Решением уравнения (5) назовем вектор-функцию 𝑢 ∈
∈ 𝐶1(R+;U), удовлетворяющую этому уравнению на R+ = {0} ∪ R+.

Определение 3. Замкнутое множество P ⊂ U называется фазовым про-
странством уравнения (5), если

(i) любое решение 𝑢(𝑡) уравнения (5) лежит в P (поточечно);

(ii) для любого 𝑢0 из некоторого линеала
∘
P, плотного в P, существует един-

ственное решение задачи Коши (3) для уравнения (5).

Теорема 1. Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝑝)-радиален. Тогда фазовым простран-
ством уравнения (5) является множество U1 (F1).

Определение 4. Отображение 𝑈(·) : R+ → ℒ(U) называется разрешающей
полугруппой уравнения (5), если

(i) 𝑈(𝑠)𝑈(𝑡) = 𝑈(𝑠+ 𝑡) ∀𝑠, 𝑡 ∈ R+;
(ii) 𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑢0 есть решение этого уравнения для любого 𝑢0 из некоторого

плотного в U линеала;
(iii) сужение единицы полугруппы на фазовое пространствоP уравнения есть

𝑈(0)

⃒⃒⃒⃒
P

= I.



38 Сагадеева М. А., Шулепов А. Н.

Полугруппу {𝑈(𝑡) ∈ ℒ(U) : 𝑡 ∈ R+} будем называть экспоненциально ограни-
ченной с константами 𝐶, 𝑎, если

∃𝐶 > 0 ∃𝑎 ∈ R ∀𝑡 ∈ R+ ‖𝑈(𝑡)‖ℒ(U) ≤ 𝐶𝑒𝑎𝑡.

Теорема 2. Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝑝)-радиален. Тогда существует экспо-
ненциально ограниченная c константами 𝐾, 𝑎 из определения 1 и сильно непре-
рывная разрешающая полугруппа уравнения (5), рассматриваемого на подпро-
странстве Ũ.

Замечание 1. Операторы разрешающей полугруппы уравнения (5) при 𝑡 > 0
можно представить в виде

𝑈(𝑡) = 𝑠− lim
𝑘→∞

(︃(︂
𝐿− 𝑡

𝑘
𝑀

)︂−1

𝐿

)︃𝑘
= 𝑠− lim

𝑘→∞

(︂
𝑘

𝑡
𝑅𝐿𝑘

𝑡
(𝑀)

)︂𝑘
,

принимая во внимание поправки формулы, обсуждаемые в работе [13].

Замечание 2. Единицей полугруппы {𝑈(𝑡) ∈ ℒ(Ũ) : 𝑡 ∈ R+} ({𝐹 (𝑡) ∈ ℒ(F̃) :
𝑡 ∈ R+}) является проектор 𝑃 (𝑄) вдоль U0 (F0) на U1 (F1).

Определение 5. Оператор 𝑀 называется сильно (𝐿, 𝑝)-радиальным, если
при любых 𝜆, 𝜇0, 𝜇1, ..., 𝜇𝑝 > 𝑎 выполняются условия

(i) существует плотный в F линеал
∘
F такой, что для всех 𝑓 ∈

∘
F

‖𝑀(𝜆𝐿−𝑀)−1𝐿𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀)𝑓‖F ≤ const(𝑓)

(𝜆− 𝑎)
𝑝∏︀
𝑘=0

(𝜇𝑘 − 𝑎)

;

(ii) ‖𝑅𝐿(𝜇,𝑝)(𝑀)(𝜆𝐿−𝑀)−1‖ℒ(F;U) ≤
𝐾

(𝜆− 𝑎)
𝑝∏︀
𝑘=0

(𝜇𝑘 − 𝑎)

.

Теорема 3. Пусть оператор 𝑀 сильно (𝐿, 𝑝)-радиален. Тогда
(i) U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1;

(ii) 𝐿𝑘 = 𝐿

⃒⃒⃒⃒
U𝑘

∈ ℒ(U𝑘;F𝑘), 𝑀𝑘 =𝑀

⃒⃒⃒⃒
dom𝑀𝑘

∈ 𝒞𝑙(U𝑘;F𝑘),

dom𝑀𝑘 = dom𝑀 ∩ U𝑘, 𝑘 = 0, 1;
(iii) существуют операторы 𝑀−1

0 ∈ ℒ(F0;U0) и 𝐿−1
1 ∈ ℒ(F1;U1).

Рассмотрим неоднородное линейное уравнение соболевского типа

𝐿𝑢̇(𝑡) =𝑀𝑢(𝑡) + 𝑔(𝑡) (6)

с функцией 𝑔 : [0, 𝑇 ] → F. Обозначим (I−𝑄)𝑔(𝑡) = 𝑔0(𝑡) и 𝑄𝑔(𝑡) = 𝑔1(𝑡).

Теорема 4. Пусть 𝑀 — сильно (𝐿, 𝑝)-радиален, а вектор-функция 𝑔(𝑡) та-
кова, что 𝑔0∈𝐶𝑝+1([0, 𝑇 ],F), 𝑔1∈𝐶([0, 𝑇 ],dom𝑀𝐿−1

1 ). Тогда для любого началь-

ного значения 𝑢0∈𝒫𝑔=

{︃
𝑢∈dom𝑀 : (I−𝑃 )𝑢=−

𝑝∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘𝑀−1
0 𝑔0(𝑘)(0)

}︃
существует

единственное решение 𝑢∈𝐶1([0, 𝑇 ],U) задачи (3), (6), вида

𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑢0 +

𝑡∫︁
0

𝑈(𝑡− 𝑠)𝐿−1
1 𝑄𝑔(𝑠)𝑑𝑠−

𝑝∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘𝑀−1
0 𝑔0(𝑘)(𝑡).
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Через 𝐶([0, 𝑇 ];dom𝑀𝐿−1
1 ) здесь обозначено пространство функций со значе-

ниями во множестве dom𝑀𝐿−1
1 , непрерывных по норме графика оператора 𝑀 .

Основные результаты. 1. Существование решений абстрактных
уравнений.

Итак, пусть оператор𝑀 сильно (𝐿, 𝑝)-радиален. Тогда полагая U1
0 = U1, U1

1 =
= dom 𝑀 ∩U1 с "нормой графика", аналогично [11] построим интерполяционные
пространства U1

𝛼 = [U1
0,U

1
1]𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1]. Далее, положим U0

1 = dom 𝑀 ∩ U0 с
"нормой графика" и построим пространства U𝛼 = U0

1⊕U1
𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1]. Имеют место

непрерывное и плотное вложение U𝛼 →˓ U, 𝛼 ∈ [0, 1], и равенство U1 = dom 𝑀 с
"нормой графика". Фиксируем 𝛼 ∈ [0, 1), и пусть оператор 𝑁 ∈ 𝐶1(U𝛼;F).

Определение 6. Вектор-функцию 𝑢 ∈ 𝐶1((0, 𝑇 );U1), удовлетворяющую при
некотором 𝑇 ∈ R+ уравнению (4), назовем решением этого уравнения. Решение
𝑢 = 𝑢(𝑡) уравнения (4), удовлетворяющее соотношению lim

𝑡→0+
||𝑢(𝑡) − 𝑢0||U𝛼 = 0

при некотором 𝑢0 ∈ U𝛼, назовем решением задачи Коши (3) для уравнения (4)
(коротко решением задачи (3), (4)).

Поскольку оператор𝑀 сильно (𝐿, 𝑝)-радиален, то уравнение (4) эквивалентно
следующей системе из двух уравнений

𝐻𝑢̇0 = 𝑢0 +𝑀−1
0 (I−𝑄)𝑁(𝑢), (7)

𝑢̇1 = 𝑆𝑢1 + 𝐿−1
1 𝑄𝑁(𝑢), (8)

где оператор 𝐻 = 𝑀−1
0 𝐿0 ∈ ℒ(U0) нильпотентен степени 𝑝, а оператор 𝑆 =

= 𝐿−1
1 𝑀1 ∈ 𝒞𝑙(U1) радиален в силу теоремы 3. Для купирования трудностей,

возникающих при решении уравнений (7), (8), введем новое понятие.

Определение 7. Решение 𝑢 = 𝑢(𝑡) уравнения (4) называется квазистацио-
нарной полутраекторией, если

𝐻𝑢̇(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (9)

Решение задачи (3), (4) называется квазистационарной полутраекторией урав-
нения (4), выходящей из точки 𝑢0, если верно (9).

Это понятие естественным образом обобщает понятие квазистационарной тра-
ектории [10]. Если ограничиться рассмотрением только квазистационарных по-
лутраекторий, то в силу (7) придем к рассмотрению множества

M = {𝑢 ∈ U𝛼 : (I−𝑄)(𝑀𝑢+𝑁(𝑢)) = 0},

на котором они лежат в силу (7).
Пусть M ̸= ∅; будем говорить, что множество M в точке 𝑢0 ∈ M является

банаховым 𝐶1-многообразием, если существуют окрестности O ⊂ M и O1 ⊂ U1
𝛼

точек 𝑢0 и 𝑢10 = 𝑃𝑢0 ∈ U1
𝛼 соответственно и 𝐶1-диффеоморфизм 𝐺 : O1 → O

такой, что 𝐺−1 есть сужение проектора 𝑃 на M.
Множество M называется банаховым 𝐶1-многообразием, если оно является

таковым в каждой своей точке.
Связное банахово 𝐶1-многообразие называется простым.
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Теорема 5. Пусть в точке 𝑢0 ∈ M множество M является банаховым 𝐶1-
многообразием, тогда существует квазистационарная полутраектория уравне-
ния (4), выходящая из точки 𝑢0.

Доказательство. В условиях теоремы уравнение (8) в окрестностиO1 →˓ U1
𝛼

точки 𝑢10 можно привести к виду

𝑢̇1 = 𝑆𝑢1 + 𝐹 (𝑢1), (10)

где оператор 𝐹 = 𝐿−1
1 𝑄𝑁𝐺 ∈ 𝐶1(O1;U). Пользуясь результатами [14], найдем

решение 𝑢1 ∈ 𝐶1((0, 𝑇 );U1
𝛼) задачи Коши 𝑢1(0) = 𝑢10 для уравнения (10) в виде

𝑢1(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑢10 +

𝑡∫︁
0

𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑢1(𝑠))𝑑𝑠, в силу теоремы 4. Вектор-функция 𝑢(𝑡) =

= 𝐺𝑢1(𝑡) + 𝑢1(𝑡) будет решением задачи (3), (4), причем будет выполнено (9).
Откуда следует утверждение теоремы.

Определение 8. Множество P𝐹 ⊂ U𝛼 называется фазовым пространством
уравнения (4), если

(i) любое решение 𝑢 = 𝑢(𝑡) уравнения (4) лежит на P𝐹 , то есть 𝑢(𝑡) ∈ P𝐹 ,
𝑡 ∈ (0, 𝑇 );

(ii) для любого 𝑢0 ∈ P𝐹 существует единственное решение задачи Коши (3)
для уравнения (4).

В дальнейшем нас будут интересовать случаи, когда фазовое пространство
P𝐹 уравнения (4) будет совпадать со множеством его квазистационарных по-
лутраекторий M. Отметим, что это заведомо имеет место, если оператор 𝑁 ≡ O
(см. теoрему 1), или если 𝑝 = 0 [10], [11].

2. Локальные решения для нелинейной модели.
Вернемся к основной модели. В ограниченной области Ω ⊂ R𝑛 с границей 𝜕Ω

класса 𝐶∞ рассмотрим задачу Дирихле (1)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω× [0, 𝑇 ]

для уравнения в частных производных вида (2)

(𝜆−Δ)𝑢𝑡 = 𝜈Δ𝑢− 𝑖𝑑Δ2𝑢+ 𝛽𝑢|𝑢|2.

Для того, чтобы редуцировать уравнение (2) с граничным условием (1) к уравне-

нию (4), возьмем функциональное пространство U =
∘
𝑊1

2(Ω). Заметим, что в силу

теоремы вложения Соболева
∘
𝑊 1

2 →˓ 𝐿𝑝 при 𝑛 ≥ 3 и 2 ≤ 𝑝 ≤ 4/(𝑛 − 2) + 2. В
качестве пространства F возьмем 𝑊−1

2 (Ω), наделенное сильной топологией про-
странства, сопряженного к U относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩ из 𝐿2.

Операторы 𝐿,𝑀 ∈ ℒ(U;F) определим формулами

𝐿 = 𝜆−Δ, 𝑀 = 𝜈Δ− 𝑖𝑑Δ2.

Обозначим через {𝜆𝑘} последовательность собственных значений однород-
ной задачи Дирихле для оператора Лапласа Δ в области Ω. Последовательность
{𝜆𝑘} занумерована по невозрастанию с учетом кратности. Обозначим через {𝜙𝑘}
ортонормированную (в смысле 𝐿2(Ω)) последовательность соответствующих соб-
ственных функций, 𝜙𝑘 ∈ 𝐶∞(Ω), 𝑘 ∈ N.
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Лемма 1. При любых 𝜈, 𝜆, 𝑑 ∈ R оператор 𝑀 сильно (𝐿, 0)-радиален.

Доказательство. В силу условий теоремы ker𝐿 ∩ ker𝑀 ̸= ⊘. Ясно, что в
противном случае 𝜎𝐿(𝑀) = C.

Для того чтобы построить 𝐿-резольвенту оператора𝑀 рассмотрим при 𝜇 ∈ C

оператор 𝜇𝐿−𝑀 =

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝜇(𝜆− 𝜆𝑘)− (𝜈𝜆𝑘 − 𝑖𝑑𝜆2𝑘)

)︀
⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘. Этот оператор имеет

непрерывный обратный, при условии

𝜇 ̸= 𝜈𝜆𝑘 − 𝑖𝑑𝜆2𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

=
𝜈𝜆𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

− 𝑖𝑑𝜆2𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

.

Откуда ясно, что 𝜎𝐿(𝑀) =

{︂
𝜇 ∈ C : 𝜇𝑘 =

𝜈𝜆𝑘 − 𝑖𝑑𝜆2𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

, при 𝑘 : 𝜆𝑘 ̸= 𝜆

}︂
. Относи-

тельная 𝐿-резольвента оператора 𝑀 при 𝜇 ∈ 𝜌𝐿(𝑀) имеет вид

(𝜇𝐿−𝑀)−1 =
∑︁

𝑘:𝜆𝑘 ̸=𝜆

⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘
𝜇(𝜆− 𝜆𝑘)− 𝜈𝜆𝑘 + 𝑖𝑑𝜆2𝑘

.

Выясним положение относительного спектра при 𝑘 → ∞

𝜈𝜆𝑘 − 𝑖𝑑𝜆2𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

=
𝜈𝜆𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

− 𝑖𝑑𝜆2𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

∼ −𝜈 + 𝑖𝑑𝜆𝑘.

Откуда ясно, что точки относительного спектра 𝜎𝐿(𝑀) накапливаются к верти-
кальной прямой Re𝜇 = −𝜈. При этом оператор 𝑅𝐿𝜇 (𝑀) =

=
∑︁

𝑘:𝜆𝑘 ̸=𝜆

(𝜆− 𝜆𝑘)⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘
𝜇(𝜆− 𝜆𝑘)− (𝜈𝜆𝑘 − 𝑖𝑑𝜆2𝑘)

=
∑︁

𝑘:𝜆𝑘 ̸=𝜆

⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘
𝜇− (𝜈𝜆𝑘 − 𝑖𝑑𝜆2𝑘)/(𝜆− 𝜆𝑘)

.

Откуда следует выполнение неравенств

max
{︀
‖𝑅𝐿𝜇 (𝑀)‖ℒ(U), ‖𝐿𝐿𝜇(𝑀)‖ℒ(U)

}︀
≤ 𝐾

|𝜇− 𝑎|
,

‖𝑀(𝜂𝐿−𝑀)−1𝐿𝐿𝜇(𝑀)𝑓‖F ≤ const(𝑓)

|𝜂 − 𝑎||𝜇− 𝑎|
,

‖𝑅𝐿𝜇 (𝑀)(𝜂𝐿−𝑀)−1‖ℒ(U) ≤
𝐾

|𝜇− 𝑎||𝜂 − 𝑎|
,

где 𝑎 = sup
𝑘:𝜆𝑘 ̸=𝜆

Re𝜇𝑘 = sup
𝑘:𝜆𝑘 ̸=𝜆

Re

(︂
𝜈𝜆𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

− 𝑖𝑑𝜆2𝑘
𝜆− 𝜆𝑘

)︂
< +∞.

Таким образом, в рассматриваемой задаче 𝑀 сильно (𝐿, 0)-радиален.
При этом U0 = span{𝜙𝑘 : 𝜆𝑘 = 𝜆}, U1 = span{𝜙𝑘 : 𝜆𝑘 ̸= 𝜆}.
Откуда следует утверждение леммы.
Перейдем к рассмотрению нелинейной части уравнения (2). Для этого возь-

мем в функциональных пространствах 𝑝 = 4 и зададим оператор

⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩ = 𝛽

∫︁
Ω

𝑢|𝑢|2𝑣𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿4.
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Лемма 2. При любых 𝛽 ∈ C оператор 𝑁 ∈ 𝐶1(U;F), причем 𝑁(0) = 0 и
𝑁 ′

0 = O.

Доказательство. Действительно, поскольку

|⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝛽 ∫︁

Ω

𝑢|𝑢|2𝑣 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ |𝛽| ·

⎛⎝∫︁
Ω

|𝑢|4 𝑑𝑥

⎞⎠ 3
4

·

⎛⎝∫︁
Ω

|𝑣|4 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
4

≤

≤ const‖𝑢‖3𝐿4
· ‖𝑣‖𝐿,

то ‖𝑁(𝑢)‖𝐿 4
3

≤ const‖𝑢‖3𝐿4
. В силу непрерывности вложений 𝐿4 →˓ (𝐿4)

* ∼=𝐿 4
3 →˓

→˓𝑊−1
2 оператор 𝑁 :U→F.

Пусть 𝑢 ∈ U, тогда производная Фреше 𝑁 ′
𝑢 оператора 𝑁 в точке 𝑢 имеет вид

⟨𝑁 ′
𝑢𝑣, 𝑤⟩ = 3𝛽

∫︁
Ω

|𝑢|2𝑣𝑤𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐿4.

В силу того, что

|⟨𝑁 ′
𝑢𝑣, 𝑤⟩| ≤ |3𝛽| ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

|𝑢|2𝑣𝑤 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ |3𝛽| ·

⎛⎝∫︁
Ω

|𝑢|4 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

·

⎛⎝∫︁
Ω

|𝑣|4 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
4

·

⎛⎝∫︁
Ω

|𝑤|4 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
4

≤

≤ const‖𝑢‖2𝐿4
· ‖𝑣‖𝐿4

· ‖𝑤‖𝐿4
,

получим 𝑁 ∈ 𝐶1(U;F), что доказывает утверждение леммы.
В силу этих двух лемм и теоремы 5 справедлива

Теорема 6. (i) Пусть 𝜆 ̸∈ {𝜆𝑘}. Тогда фазовое пространство задачи (1), (2)
совпадает с пространством U.

(ii) Пусть 𝜆 ∈ {𝜆𝑘}. Тогда фазовым пространством задачи (1), (2) является
простое банахово 𝐶1 — многообразие

M = {𝑢 ∈ U :

∫︁
Ω

(𝜈Δ𝑢− 𝑖𝑑Δ2𝑢+ 𝛽𝑢|𝑢|2)𝜙𝑙𝑑𝑥 = 0, 𝜆𝑙 = 𝜆}

моделируемое подпространством U1 = {𝑢 ∈ U : ⟨𝑢, 𝜙𝑙⟩ = 0, 𝜆𝑙 = 𝜆} .

Заключение. Данное исследование посвящено вопросам разрешимости
методами теории уравнений соболевского типа, причем последнее является спе-
цифически относительно радиальным, то есть это уравнение нельзя рассматри-
вать в рамках других классов уравнений соболевского типа. Фазовым простран-
ством задачи (1), (2) в любом случае является простое банахово 𝐶1-многообразие

M =

{︂
U, 𝜆 /∈ {𝜆𝑘};
M, 𝜆 ∈ {𝜆𝑘},
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моделируемое подпространством

A =

{︂
U, 𝜆 /∈ {𝜆𝑘};
U1, 𝜆 ∈ {𝜆𝑘}.

В дальнейшем предполагается всесторонне изучить это уравнение, как с точ-
ки зрения качественных исследований решений, так и с точки зрения численных
решений.
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Вступ. У прикладних задачах, пов’язаних iз конструюванням складних те-
хнiчних систем, керування системою, як правило, здiйснюється за допомогою пiд-
систем, якi вiдомi з точнiстю до параметрiв. З математичної точки зору це озна-
чає, що на певних вiдрiзках часу керування задається за допомогою функцiй, що
залежать вiд часової змiнної та параметрiв. Таким чином, виникає задача знахо-
дження оптимальних режимiв системи у структурно-параметричних класах. Такi
задачi характернi для робототехнiчних систем, систем прискорення i фокусува-
ння тощо. Одним з пiдходiв до розв’язування задач структурно-параметричної
оптимiзацiї систем керування є варiацiйний метод, на основi якого будуються
iтерацiйнi процедури типу градiєнтного спуску за обраними параметрами або то-
чками перемикання. Результати у цьому напряму одержанi в працi [3]. Проте
при реалiзацiї подiбних методiв на практицi виникають певнi труднощi, пов’яза-
нi, зокрема, iз нестiйкiстю спряженої системи. Iнший пiдхiд базується на прин-

c○Страхов Є.М., 2013
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ципi оптимальностi Беллмана та методi динамiчного програмування. Робота [1]
обґрунтовує принцип оптимальностi для задачi вибору оптимальної структури,
в нiй одержанi рiвняння Беллмана в iнтегральнiй та диференцiальнiй формах.
Статтi [4, 5, 7] поширюють цi результати на задачi структурно-параметричної
оптимiзацiї систем керування. Зокрема, у [4] дослiджується випадок дискретної
системи з фiксованими моментами перемикання, запропонований чисельний ал-
горитм знаходження оптимальних параметрiв такої системи.

В данiй статтi проводиться обґрунтування принципу оптимальностi для за-
дачi структурно-параметричної оптимiзацiї дискретної системи з нефiксованою
структурою, встановлюються достатнi умови оптимальностi керування у формi
Беллмана.

Основнi результати.

1. Постановка задачi та принцип оптимальностi Беллмана. Розгля-
немо задачу оптимального керування

𝐽 (𝑥, 𝑢) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) + Φ (𝑥 (𝑁)) → min (1)

за умов
𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝑥(0) = 𝑥0.
(2)

Тут 𝑥 (𝑘) ∈ 𝑋𝑘 – 𝑛-вимiрний вектор фазових координат; 𝑋𝑘 ⊆ R𝑛 – замкнена
множина фазових обмежень в момент 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 ; 𝑢 (𝑘) – 𝑚-вимiрний вектор
керування; 𝑔𝑘 : R𝑛 × R𝑚 → R1, 𝑓𝑘 : R𝑛 × R𝑚 → R𝑛 – заданi неперервнi функцiї
своїх аргументiв при кожному 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁−1; Φ : R𝑛 → R1 – задана неперервна
функцiя.

Нехай керування в задачi (1)–(2) задано в структурнiй формi

𝑢 (𝑘) = Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘)) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑝}, (3)

де Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘)) (𝑟 = 1, . . . , 𝑝) – заданий набiр структур, але порядок їх розташу-
вання є невiдомим; 𝑏𝑟 ∈ 𝑅𝑟 – невiдомi числовi параметри; 𝑅𝑟 ⊂ R𝑖𝑟 (𝑖𝑟 ∈ N) –
множини обмежень на параметри.

Задача (1)–(2) є задачею структурно-параметричної оптимiзацiї з керуван-
ням, заданим в структурному класi (3). Вибiр оптимального керування зводиться
до вибору такого розмiщення структур {Ψ*

𝑟} та визначення оптимальних пара-
метрiв 𝑏*𝑟 цих структур для кожного дискретного моменту 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, що
мiнiмiзує критерiй якостi (1).

Нехай {Ψ*
𝑟} – оптимальний набiр структур, {𝑏*𝑟} – набiр оптимальних параме-

трiв у задачi (1)–(3). Позначимо через 𝑥* (𝑘) вiдповiдну оптимальну траєкторiю.
Зафiксуємо 𝑠 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁 − 1} i розглянемо допомiжну задачу

𝐽𝑠 (𝑥, 𝑢) =

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) + Φ (𝑥 (𝑁)) → min (4)

за умов
𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓𝑘 (𝑥 (𝑘) , 𝑢 (𝑘)) , 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1, (5)
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𝑥 (𝑠) = 𝑥* (𝑠) , (6)

𝑢 (𝑘) = Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘)) , 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝}, (7)

при цьому виконуються включення 𝑥 (𝑘) ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 .
Справедлива наступна теорема.

Теорема 1 (принцип оптимальностi Беллмана). Якщо набiр структур {Ψ̃𝑟}
та параметрiв {𝑏̃𝑟} є оптимальним у задачi (4)–(7), то для 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁
цей набiр спiвпадає з оптимальним набором структур {Ψ*

𝑟} та параметрiв {𝑏*𝑟}
задачi (1)–(3).

Доведення. Припустимо, що твердження теореми не виконується, тобто ке-
рування, що є розв’язком задачi (4)–(7), не є оптимальним при 𝑘 = 𝑠, 𝑠+1, . . . , 𝑁
у задачi (1)–(3). Це означає, що має мiсце нерiвнiсть

𝐽𝑠 (𝑥
*, 𝑢*) > 𝐽𝑠 (𝑥̃, 𝑢̃) ,

де 𝑥*(𝑡), 𝑢*(𝑡) – оптимальна траєкторiя та оптимальне керування задачi (1)–(3)
вiдповiдно, 𝑥̃(𝑡), 𝑢̃(𝑡) – оптимальна траєкторiя та оптимальне керування задачi
(4)–(7) вiдповiдно. Побудуємо керування

𝑣(𝑘) =

{︃
Ψ*
𝑟 (𝑏

*
𝑟 , 𝑥

*(𝑘)) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1,

Ψ̃𝑟

(︁
𝑏̃𝑟, 𝑥̃(𝑘)

)︁
, 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1.

Вiдповiдна траєкторiя матиме вигляд

𝑦(𝑘) =

{︃
𝑥* (𝑘) , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1,

𝑥̃ (𝑘) , 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁.

Таким способом,

𝐽(𝑦, 𝑣) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑦 (𝑘) , 𝑣 (𝑘)) + Φ (𝑦 (𝑁)) =

=

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , Ψ*

𝑘 (𝑏
*
𝑘, 𝑥

*(𝑘))) +

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘

(︁
𝑥̃ (𝑘) , Ψ̃𝑘

(︁
𝑏̃𝑘, 𝑥̃(𝑘)

)︁)︁
+Φ(𝑥̃ (𝑁)) =

=

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , Ψ*

𝑘 (𝑏
*
𝑘, 𝑥

*(𝑘))) + 𝐽𝑠 (𝑥̃, 𝑢̃) <

<

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , Ψ*

𝑘 (𝑏
*
𝑘, 𝑥

*(𝑘))) + 𝐽𝑠 (𝑥
*, 𝑢*) = 𝐽 (𝑥*, 𝑢*) ,

а це означає, що керування 𝑢* (𝑡) не є оптимальним. Отримане протирiччя дово-
дить теорему.

2. Дискретне рiвняння Беллмана. Введемо
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Означення. Функцiя

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
, (8)

що визначена на розв’язках системи

𝑥 (𝑘 + 1) = 𝑓𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘))) ,
𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑝},

𝑥 (𝑠) = 𝑧,
(9)

називається функцiєю Беллмана задачi (1)–(3). При цьому виконуються вклю-
чення 𝑥 (𝑘) ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑁 .

З означення функцiї Беллмана випливає, що

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

𝐽𝑠 (𝑥, 𝑢) .

Нехай пара ({Ψ*
𝑟} , {𝑏*𝑟}) доставляє мiнiмум правiй частинi рiвностi (8), 𝑥* (𝑘)

– оптимальна траєкторiя. Тодi

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
=

=

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) =

= 𝑔𝑠
(︀
𝑥* (𝑠) , Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+

+

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) =

= 𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+

+

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) . (10)

За принципом оптимальностi Беллмана

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘
(︀
𝑥* (𝑘) , Ψ*

𝑟𝑘

(︀
𝑏*𝑟𝑘 , 𝑥

*(𝑘)
)︀)︀

+Φ(𝑥* (𝑁)) =

= min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
,

а за означенням функцiї Беллмана

min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︃
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︃
=𝐵𝑠+1 (𝑥 (𝑠+ 1, 𝑧)) .
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Тут 𝑥 (𝑘, 𝑧) – розв’язок задачi Кошi (9) за умови

{Ψ𝑟 (𝑏𝑟, 𝑥(𝑘))} = = {Ψ*
𝑟 (𝑏

*
𝑟 , 𝑥

*(𝑘))} .

Отже,
𝐵𝑠 (𝑧) = 𝑔𝑠

(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1 (𝑥 (𝑠+ 1, 𝑧)) .

Враховуючи, що 𝑥 (𝑠+ 1, 𝑧) = 𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀
, отримаємо

𝐵𝑠 (𝑧) = 𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

. (11)

Якщо замiсть ({Ψ*
𝑟} , {𝑏*𝑟}) в (10) пiдставити довiльну допустиму пару

({Ψ𝑟} , {𝑏𝑟}), то права частина рiвностi може тiльки збiльшитись. Тобто,

𝐵𝑠 (𝑧) = min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{︂
𝑁−1∑︀
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁))

}︂
≤

≤
𝑁−1∑︀
𝑘=𝑠

𝑔𝑘 (𝑥 (𝑘) , Ψ𝑟𝑘 (𝑏𝑟𝑘 , 𝑥(𝑘))) + Φ (𝑥 (𝑁)) .

(12)

Тому в (11) ми маємо

𝐵𝑠 (𝑧) ≤ 𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) +𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠)))) .

Враховуючи (9), для оптимальної пари ({Ψ*
𝑟} , {𝑏*𝑟}) та траєкторiї 𝑥* (𝑘) у (12)

ми отримуємо рiвнiсть, тобто

𝐵𝑠 (𝑧)= min
{Ψ𝑟},{𝑏𝑟}

{𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) +𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))))} . (13)

Спiввiдношення (13) називається дискретним рiвнянням Беллмана.
2. Достатнi умови оптимальностi.

Теорема 2 (достатнi умови оптимальностi). Нехай функцiї 𝐵𝑠(𝑧) є розв’язка-
ми рiвнянь (13) при 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑁 −1, при цьому оптимальнi набори структур{︀
Ψ*
𝑟𝑠

}︀
та параметрiв

{︀
𝑏*𝑟𝑠
}︀
, знайденi з умов

𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

=
= min

{Ψ𝑟𝑠},{𝑏𝑟𝑠}
{𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) +𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))))} , (14)

при пiдстановцi у функцiї керування

𝑢* (𝑠) = Ψ*
𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀
, 𝑠 = 0, . . . , 𝑁 − 1

породжують при 𝑧 = 𝑥 єдиний розв’язок 𝑥*(·) системи (2).
Тодi набори структур

{︀
Ψ*
𝑟𝑠

}︀
та параметрiв

{︀
𝑏*𝑟𝑠
}︀
є оптимальними у задачi

(1)–(3).

Доведення. Оскiльки набори
{︀
Ψ*
𝑟𝑠

}︀
та
{︀
𝑏*𝑟𝑠
}︀
є розв’язком задачi (14) i для

𝐵𝑠(𝑧) має мiсце (13), то

𝐵𝑠 (𝑧) = 𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

+𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

.
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Звiдси

𝑔𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀

= 𝐵𝑠 (𝑧)−𝐵𝑠+1

(︀
𝑓𝑠
(︀
𝑧, Ψ*

𝑟𝑠

(︀
𝑏*𝑟𝑠 , 𝑥

*(𝑠)
)︀)︀)︀

=

= 𝐵𝑠(𝑥
*(𝑠))−𝐵𝑠+1(𝑥

*(𝑠+ 1)).

Тодi, з урахуванням останньої рiвностi, оптимальне значення функцiоналу дорiв-
нює

𝐽 (𝑥*, 𝑢*) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘 (𝑥
* (𝑘) , 𝑢* (𝑘)) + Φ (𝑥* (𝑁)) =

=

𝑁−1∑︁
𝑘=0

[𝐵𝑘(𝑥
*(𝑘))−𝐵𝑘+1(𝑥

*(𝑘 + 1))] + Φ (𝑥 (𝑁)) =

= 𝐵0(𝑥
*(0))−𝐵1(𝑥

*(1)) +𝐵1(𝑥
*(1))−𝐵2(𝑥

*(2)) + . . .+

+𝐵𝑁−1(𝑥
*(𝑁 − 1))−𝐵𝑁 (𝑥*(𝑁)) + Φ (𝑥 (𝑁)) .

Враховуючи, що 𝐵𝑁 (𝑥* (𝑁)) = Φ (𝑥*(𝑁)), отримуємо

𝐽 (𝑥*, 𝑢*) = 𝐵0 (𝑥0) . (15)

При довiльних наборах {Ψ𝑟𝑠} та {𝑏𝑟𝑠} маємо

𝑔𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠))) ≥ 𝐵𝑠 (𝑧)−𝐵𝑠+1 (𝑓𝑠 (𝑧, Ψ𝑟𝑠 (𝑏𝑟𝑠 , 𝑥(𝑠)))) =

= 𝐵𝑠(𝑥(𝑠))−𝐵𝑠+1(𝑥(𝑠+ 1)).

Тодi, аналогiчно до попереднiх мiркувань, отримаємо нерiвнiсть

𝐽 (𝑥, 𝑢) ≥ 𝐵0 (𝑥0) . (16)

З (15) та (16) випливає, що 𝐽 (𝑥, 𝑢) ≥ 𝐽 (𝑥*, 𝑢*). Теорему доведено.

Висновки. Отже, ми обґрунтували можливiсть застосування методу дина-
мiчного програмування до задачi вибору оптимальної структури та параметрiв
дискретної системи керування. Доведена справедливiсть принципу оптимально-
стi, побудоване дискретне рiвняння Беллмана, одержанi достатнi умови опти-
мальностi керування у формi Беллмана. Цi результати можуть бути використанi
при побудовi чисельних алгоритмiв для розв’язування конкретних задач.
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CHAOS TRANSITION IN THE LORENZ SYSTEM

Гайко В. О. Перехiд до хаосу в системi Лоренца. Ми розглядаємо класичну

систему Лоренца i, використовуючи деякi чисельнi результати та наш бiфуркацiйно–

геометричний пiдхiд, пропонуємо новий сценарiй переходу до хаосу в цiй системi.
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Гайко В. А. Переход к хаосу в системе Лоренца. Мы рассматриваем клас-

сическую систему Лоренца и, используя некоторые численные результаты и наш би-

фуркационно-геометрический подход, предлагаем новый сценарий перехода к хаосу в

этой системе.

Ключевые слова: система Лоренца, бифуркация, сингулярная точка, предельный

цикл, хаос.

Gaiko V. A. Chaos transition in the Lorenz system. We consider the classical

Lorenz system. For many years, this system has been the subject of study by numerous

authors. However, until now the structure of the Lorenz attractor is not clear completely

yet, and the most important question at present is to understand the bifurcation scenario

of chaos transition in this system. Usually the assertions of such scenarios are based only

on computer experiments and speculative arguments rather than any analytic proofs. Some

of these assertions can readily be verified, and their validity is not brought into question

anywhere. Other assertions are difficult to verify, and they always look quite dubious. Us-

ing some numeric and analytic results by N.A.Magnitskii and S.V.Sidorov, we revise the

previous bifurcation scenarios and, applying our bifurcational geometric approach, present

a new scenario of chaos transition in the classical Lorenz system which globally connects

the homoclinic, period-doubling, Andronov-Shilnikov, and period-halving bifurcations of its

limit cycles.

Key words: Lorenz system, bifurcation, singular point, limit cycle, chaos.

Introduction. We consider a three-dimensional dynamical system

𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑥), 𝑦̇ = 𝑥(𝑟 − 𝑧)− 𝑦, 𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧 (1)

known as the Lorenz system. Historically, (1) was the first dynamical system for which
the existence of an irregular attractor (chaos) was proved for 𝜎 = 10, 𝑏 = 8/3, and
24,06 < 𝑟 < 28. For many years, the Lorenz system has been the subject of study by
numerous authors; see, e. g., [1]–[8]. However, until now the structure of the Lorenz
attractor is not clear completely yet, and the most important question at present is
to understand the bifurcation scenario of chaos transition in system (1).

In Section 1 of this paper, we recall the classical scenario of chaos transition in
the Lorenz system (1). In Section 2, we give for (1) a relatively new chaos transition

c○Gaiko V. A., 2013
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scenario proposed by N.A.Magnitskii and S.V. Sidorov [6]. In Section 3, we present
a different bifurcation scenario for system (1), where 𝜎 = 10, 𝑏 = 8/3, and 𝑟 > 0,
using numerical results of [6] and our bifurcational geometric approach to the global
qualitative analysis of three-dimensional dynamical systems which we applied earlier
in the planar case [9]–[20].

Main Results.

1. The classical scenario of chaos transition (𝐶-scenario). First, let us
briefly recall the contemporary point of view on the structure of the Lorenz attractor
and chaos transition [1, 6].

1. The Lorenz system (1) is dissipative and symmetric with respect to the 𝑧-axis.
The origin 𝑂(0, 0, 0) is a singular point of system (1) for any 𝜎, 𝑏, and 𝑟. It is a stable
node for 𝑟 < 1. For 𝑟 = 1, the origin becomes a triple singular point, and then, for 𝑟 >
> 1, there are two more singular points in the system: 𝑂1(

√︀
𝑏(𝑟 − 1),

√︀
𝑏(𝑟 − 1), 𝑟−1)

and 𝑂2(−
√︀
𝑏(𝑟 − 1),−

√︀
𝑏(𝑟 − 1), 𝑟 − 1) which are stable up to the parameter value

𝑟𝑎 = 𝜎(𝜎 + 𝑏 + 3)/(𝜎 − 𝑏 − 1) (𝑟𝑎 ≈ 24,74 for 𝜎 = 10 and 𝑏 = 8/3). For all 𝑟 > 1,
the point 𝑂 is a saddle-node. It has a two-dimensional stable manifold 𝑊 𝑠 and a one-
dimensional unstable manifold 𝑊𝑢. If 1 < 𝑟 < 𝑟1 ≈ 13,9, then separatrices Γ1 and
Γ2 issuing from the point 𝑂 along its one-dimensional unstable manifold 𝑊𝑢 are
attracted by their nearest stable points 𝑂1 and 𝑂2, respectively.

2. If 𝑟 = 𝑟1, then each of the separatrices Γ1 and Γ2 becomes a closed homoclinic
loop. In this case, two homoclinic loops are tangent to each other and the 𝑧-axis at
the point 𝑂 and form a figure referred to as a homoclinic butterfly. It is assumed
that the generation of an unstable homoclinic butterfly is one of the two bifurcations
leading to the appearance of the Lorenz attractor.

3. If 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2 ≈ 24,06, then a saddle periodic trajectory bifurcates from
each of the closed homoclinic loops (these trajectories will be denoted by 𝐿1 and 𝐿2,
respectively). In this case, separatrices Γ1 and Γ2 tend to the stable points 𝑂2 and
𝑂1, respectively. It is usually assumed that stable manifolds of the saddle periodic
trajectories 𝐿1 and 𝐿2 are the boundaries of attraction domains of points 𝑂1 and
𝑂2. A curve issuing from the exterior of these domains can make oscillations from
the neighborhood of 𝐿1 into a neighborhood of 𝐿2 and conversely until it enters the
attraction domain of the attractor 𝑂1 and 𝑂2; the closer is parameter 𝑟 to the value
𝑟2, the larger is the number of oscillations. This behavior of the system is referred to
as metastable chaos. If 𝑟 = 𝑟2, then separatrices Γ1 and Γ2 do not tend to the points
𝑂2 and 𝑂1, but wind around the limit saddle cycles 𝐿2 and 𝐿1, respectively. Here the
second bifurcation leading to the appearance of the Lorenz attractor takes place. If
𝑟2 < 𝑟 < 𝑟3 = 𝑟𝑎, then points 𝑂1 and 𝑂2 are still stable. In addition, in the phase
space, there is an attracting set 𝐵 referred to as the Lorenz attractor; it is a set of
integral curves moving from 𝐿1 to 𝐿2 and vice versa. The saddle point 𝑂, together
with its separatrices Γ1 and Γ2, belongs to the attractor.

4. If 𝑟 → 𝑟3 = 𝑟𝑎, then the saddle limit cycles 𝐿1 and 𝐿2 shrink to the points
𝑂1 and 𝑂2; for 𝑟 = 𝑟3, they vanish and coincide with these points as a result of the
Andronov–Hopf subcritical bifurcation.

5. If 𝑟3 < 𝑟 < 𝑟4 ≈ 30,1, then the Lorenz attractor is the unique stable limit
set of system (1). It is usually assumed that this set is a branching surface 𝑆 lying
near the plane 𝑥 − 𝑦 = 0 and consisting of infinitely many sheets tied together and
infinitely close to each other. A phase trajectory issuing on the left from the 𝑧-axis
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comes untwisted along a spiral around the point 𝑂1 until the transition to the right
of the 𝑧-axis, after which it becomes untwisted along a spiral around the point 𝑂2

in the opposite direction. The number of rotations around the points 𝑂1 and 𝑂2

varies irregularly; thus the motion looks chaotic. It is assumed that the attractor
is not a two-dimensional manifold and has a fractal structure [6]. If 𝑟4 < 𝑟 . 313,
then the structure of solutions of the system of Lorenz equations becomes extremely
complicated with alternation of chaotic and periodic modes. It is usually assumed
that there may be infinitely many periodicity windows in the system, and each of
such windows is a direct subharmonic cascade of bifurcations, which terminates with
a basic stable limit cycle. For further growth of 𝑟, each of such cycles is destroyed
by an intermittency, and the appearance of periodicity windows is preceded by the
inverse cascade of bifurcations [6].

6. If 𝑟 > 313, then the unique stable limit cycle is an attractor in the Lorenz
system.

Thus, items 1–6 contain basic commonly accepted assertions dealing with the
Lorenz attractor and the scenarios of its appearance (and vanishing). Note that all
these assertions are based only on computer experiments and speculative arguments
rather than any analytic proofs. Some of these assertions can readily be verified, and
their validity is not brought into question anywhere (e. g., the assertions of item 1).
However, other assertions are difficult to verify, and they always look quite dubious.
So, e. g., while saddle periodic cycles 𝐿1 and 𝐿2 are really generated from homoclinic
loops for 𝑟 = 𝑟1, and they are those determining “eyes” of the Lorenz attractor for
𝑟 = 𝑟2, but why are these “eyes” observed in the attractor in the case 𝑟 > 𝑟3 as
well in which the cycles 𝐿1 and 𝐿2 already vanished? The only possible conclusion
is the following: the eyes of attractor are not determined by the saddle cycles 𝐿1

and 𝐿2 even if they exist. But if they also exist, at all it is unessential that they are
born at 𝑟 = 𝑟1, as a result of bifurcation of a homoclinic butterfly. Also, assertions
on the structure of attractor and its dimension found on computer with incredible
accuracy have always been questionable. Finally, the phenomenon of intermittency
did not find its logic explanation. It was shown in [6], that actually in the Lorenz
system absolutely another scenario of chaos transition would be realized. We revise
this scenario too and, applying a bifurcational geometric approach, present a new
scenario of chaos transition in system (1) for 𝜎 = 10, 𝑏 = 8/3, and 𝑟 > 0.

2. The Magnitskii–Sidorov scenario (𝑀𝑆-scenario). It turns out, see [6],
that all cycles from infinite family of unstable cycles, generating Lorenz attractor, have
crossing with an one-dimensional unstable not invariant manifold 𝑉 𝑢 of the point 𝑂
(do not confuse with the invariant unstable manifold 𝑊𝑢). This result follows from
the theory of dynamical chaos stated in [6]. After the derivation of analytic formulas
for the manifold 𝑉 𝑢, it becomes possible to reduce the problem of establishing and
proving the existence of unstable cycles in the Lorenz system to the one-dimensional
case, namely, to finding stable points of the one-dimensional first return mapping
defined on the unstable manifold [6]. By this method, it is shown in [6] that items 2
and 3 of the above-represented classical scenario of transition to chaos in the Lorenz
system (1) are invalid. Some assertions of items 4–6 fail, while other require a more
detailed investigation.

1. This item remains the same as item 1 of the 𝐶-scenario.

2. If 𝑟 = 𝑟1 ≈ 13,9, then the separatrices Γ1 and Γ2 do not form two separate
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homoclinic loops. Here we have a bifurcation with the generation of a single closed
contour surrounding both stationary points 𝑂1 and 𝑂2; the end of the separatrix Γ1

enters the beginning of the separatrix Γ2, and vice versa, the end of Γ2 enters the
beginning of Γ1. As 𝑟 grows, from this contour, a closed cycle 𝐶0 appears there first.
It is an eight-shaped figure surrounding both points 𝑂1 and 𝑂2.

3. If 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2 ≈ 24,06, then cycles 𝐿1 and 𝐿2 surrounding the points 𝑂1 and
𝑂2, respectively, do not appear; but with further growth of 𝑟, pairs of cycles 𝐶+

𝑛 , 𝐶
−
𝑛 ,

𝑛 = 0, 1, . . . , are successively generated. They determine the generation of the Lorenz
attractor. The cycle 𝐶+

𝑛 makes 𝑛 complete rotations in the half-space containing the
point 𝑂1 and one incomplete rotation around the point 𝑂2. Conversely, the cycle 𝐶−

𝑛

makes 𝑛 complete rotations around the point 𝑂2 and one incomplete rotation around
the point 𝑂1.

For each 𝑟, 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, there exists the number 𝑛(𝑟) (𝑛(𝑟) → ∞ as 𝑟 → 𝑟2) such
that in the phase-space of (1), there are unstable cycles 𝐶0, 𝐶

+
𝑘 , 𝐶

−
𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑛,

and cycles 𝐶+
𝑘𝑚, 𝐶

−
𝑘𝑚, 𝑘,𝑚 < 𝑛, which make 𝑘 rotations around the point 𝑂1 and 𝑚

rotations around the point 𝑂2 and are various combinations of the cycles 𝐶+
𝑛 and 𝐶−

𝑛 ,
and many other cycles generated by bifurcations of the cycles 𝐶+

𝑛 and 𝐶−
𝑛 [6]. Points

of intersection of all these cycles with the manifold 𝑉𝑢 have the following arrangement
on the curve 𝑉𝑢 for 0 ≤ 𝑧𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝑚𝑎𝑥 < 𝑟 − 1. The point 𝑧𝑚𝑖𝑛 corresponds to
the right large single loop of the cycle 𝐶−

𝑛 . This loop is the larger face of the right
truncated cone of the set 𝑆. Further, the trajectory of the cycle passes into the left
half-plane and makes 𝑛 clockwise rotations around the point 𝑂2. The smallest first
loop around the point 𝑂2 is the smaller face of the truncated cone of the set 𝑆. The
point 𝑧𝑚𝑎𝑥 corresponds to the smallest loop of the cycle 𝐶+

𝑛 around the point 𝑂1.
This loop is the smaller face of the right truncated cone. Further, the trajectory of
this cycle makes 𝑛 rotations around the point 𝑂1 clockwise, passes into the left half-
plane, and makes one large rotation around the point 𝑂2. This rotation is the larger
face of the left truncated cone. Between the points 𝑧𝑚𝑖𝑛 and 𝑧𝑚𝑎𝑥 there is a point 𝑧0
corresponding to the main cycle 𝐶0.

Boundaries of the attraction domains of the stable points 𝑂1 and 𝑂2 are given by
the smallest loops of the cycles 𝐶+

𝑛 and 𝐶−
𝑛 , whose size decay as 𝑟 grows. Therefore, for

some 𝑟 = 𝑟𝑚, the attraction domain of the set 𝐵 no longer intersects the attraction
domains of points 𝑂1 and 𝑂2, and the set 𝐵 becomes an attractor. Therefore, in
the Lorenz system (𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3), metastable chaos exists only in the interval
𝑟1 < 𝑟 < 𝑟𝑚, and in the interval 𝑟𝑚 < 𝑟 < 𝑟2, the system has three stable limit sets,
namely, 𝑂1 and 𝑂2 and the Lorenz attractor.

If 𝑟 → 𝑟2, then the eye size decreases as the number of rotations of the cycles 𝐶+
𝑛

and 𝐶−
𝑛 around the points 𝑂1 and 𝑂2, respectively, grows. The value 𝑧𝑚𝑎𝑥 grows, and

𝑧𝑚𝑖𝑛 decays; moreover, 𝑧𝑚𝑖𝑛 → 0 as 𝑟 → 𝑟2. The lengths of generatrices of truncated
cones grow, since additional rotations are added to the cone vertex and diminish the
size of the smaller face. Conversely, the larger face grows. If 𝑟 = 𝑟2, then 𝑧𝑚𝑖𝑛 = 0, but
𝑧𝑚𝑎𝑥 < 𝑟 − 1; thus, the larger face of each cone achieves its maximal size, while the
smaller face is not contracted into a point, the cone vertex. The following bifurcation
takes place. In the limit as 𝑛 → ∞, each set of cycles 𝐶+

𝑛 (respectively, 𝐶−
𝑛 ) forms a

point-cycle heteroclinic structure consisting of two separatrix contours of the point 𝑂.
The first contour consists of a separatrix issuing from the point 𝑂 along its unstable
manifold and spinning on the appearing (only for 𝑟 = 𝑟2) saddle cycle 𝐿1 (respectively,
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𝐿2) of the point 𝑂1 (respectively, 𝑂1). The second contour consists of the separatrix
spinning out from the saddle cycle 𝐿1 (respectively, 𝐿2) and entering the point 𝑂
along its stable manifold.

As mentioned above, the described bifurcation does not lead to generation of the
Lorenz attractor for 𝑟 = 𝑟2. It is more correct to say that it is only a prerequisite of
destruction of the attractor as 𝑟 decays. The attractor itself, existing in the system
for 𝑟 = 𝑟2, is formed from finitely many stable cycles 𝐶±

𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑙, for 𝑟 < 313. It
contains neither separatrices Γ1 and Γ2 of the point 𝑂 nor infinitely many unstable
cycles 𝐶±

𝑛 existing in the neighborhood of the point-cycle heteroclinic structure.

If 𝑟2 < 𝑟 < 𝑟3, then points 𝑂1 and 𝑂2 are still stable, and their attraction domains
are bound by the appearing limit cycles 𝐿1 and 𝐿2 contracting to points as 𝑟 → 𝑟3.
But the Lorenz attractor 𝐵 is not a set of integral curves going from 𝐿1 to 𝐿2 and
back, and separatrices Γ1 and Γ2 of the saddle point 𝑂 do not belong to the attractor.
Cycles 𝐿1 and 𝐿2 have already made their job at 𝑟 = 𝑟2 and no longer have anything
to do with the attractor. If 𝑟2 < 𝑟 < 𝑟3, then, just as in the case of 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, the
cycles 𝐶+

𝑛 and 𝐶−
𝑛 appear again from separatrix contours. The attractor is determined

by finitely many such cycles [6].

4. For 𝑟 = 𝑟3, the saddle cycles 𝐿1 and 𝐿2 disappear. In the system, there is a
unique limit set, namely, the Lorenz attractor.

5. There exist one more important value of the parameter 𝑟 which affects the
formation of the Lorenz attractor. This is a point 𝑟4 ≈ 30,485. If 𝑟 grows from 𝑟3 to
𝑟4, then the number of rotations of the cycles 𝐶+

𝑛 and 𝐶−
𝑛 first rapidly decays, then

grows again. In this case, eyes by separatrices of the point 𝑂 are much smaller than
attractor eyes and begin to grow as 𝑟 increases. Therefore, 𝑟4 is the point of minimum
distance from the line (𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3) in the space of parameters (𝑎, 𝑏, 𝑟) to the
curve of heteroclinic contours joining the point 𝑂 with the points 𝑂1 and 𝑂2. The
separatrices of the point 𝑂 approach one-dimensional stable manifolds of the points
𝑂1 and 𝑂2 by the minimal distance but do not hit these points. Therefore, almost
heteroclinic and almost homoclinic contours exist in system (1) at the point 𝑟4.

The process of generation of the Lorenz attractor in system (1) as 𝑟 decays from
the value 313 up to 𝑟4 is referred to as the incomplete double homoclinic cascade
[6]. The complete cascade occurs if the 𝑟-axis passes exactly through the point of
existence of two homoclinic contours. Note that in systems with a single homoclinic
contour, there can be a simple complete or incomplete homoclinic cascade of bifur-
cations of transition to chaos, and in [6], a detailed description of transition to chaos
through the double homoclinic (complete or incomplete) cascade of bifurcations is
given. Just as in item 6 of the classical scenario, if 𝑟 > 313, then in the system, there
exists a unique stable limit cycle 𝐶0 surrounding both points. If 𝑟 ≈ 313, then the
cycle 𝐶0 becomes unstable and generates two stable cycles 𝐶+

0 and 𝐶−
0 which also

surround the points 𝑂1 and 𝑂2 but have deflections in the direction of corresponding
halves of the unstable manifold 𝑉 𝑢 of the point 𝑂. This is the point where the double
homoclinic cascade of bifurcations really begins. In case of an incomplete cascade,
it consists of finitely many stages of appearance of stable cycles 𝐶±

𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑙,
and their infinitely many further bifurcations. But in case of a complete cascade, the
number of stages is infinite, and at the limit of 𝑙 → ∞, cycles tend to homoclinic
contours of the points 𝑂1 and 𝑂2, respectively. At the 𝑘-th stage of the cascade, orig-
inally stable cycles 𝐶±

𝑘 undergo a subharmonic cascade of bifurcations and form two
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band-form attractors that consist of infinitely many unstable limit cycles intersecting
the respective domains of the unstable manifold 𝑉 𝑢 of the point 𝑂. Then these two
bands merge and form a single attractor surrounding both the points 𝑂1 and 𝑂2,
after which there is a cascade of bifurcations of cycles generated as a result of the
merger and making rotations separately around the points 𝑂1 and 𝑂2 and simulta-
neously around both the points. The last cascade of bifurcations has the property of
self-organization, since it is characterized by simplification of the structure of cycles
and the generation of new stable cycles with a smaller number of rotations around
the points 𝑂1 and 𝑂2 as 𝑟 decays. Each cycle of the cascade of self-organization bifur-
cations undergoes its own subharmonic cascade of bifurcations, after which all cycles
formed during infinitely many bifurcations of all subharmonic cascades and cascades
of self-organization bifurcations of cycles become unstable and form some set 𝐵𝑘.
After an incomplete homoclinic cascade of bifurcations, we obtain a set 𝐵 =

⋃︀
𝐵𝑘

consisting of infinitely many possible unstable cycles appearing at all stages of the
cascade. These cycles generate an incomplete double homoclinic attractor, that is the
classical Lorenz attractor.

6. This item remains the same as item 6 of the 𝐶-scenario.

3. The bifurcational geometric scenario (𝐺-scenario). Revising the above
scenarios, we present a new scenario of chaos transition in the Lorenz system (1) for
𝜎 = 10, 𝑏 = 8/3, and 𝑟 > 0.

1. If 𝑟 < 1, the unique singular point 𝑂 of system (1) is a stable node. For 𝑟 = 1, it
becomes a triple singular point, and then, for 𝑟 > 1, there are two more singular points
in the system: 𝑂1 and 𝑂2 which are stable up to the parameter value 𝑟𝑎 ≈ 24,74. For
all 𝑟 > 1, the point 𝑂 is a saddle-node. It has a two-dimensional stable manifold 𝑊 𝑠

and an one-dimensional unstable manifold 𝑊𝑢. If 1 < 𝑟 < 𝑟𝑙 = 𝑟1 ≈ 13,9, then the
separatrices Γ1 and Γ2 issuing from the point 𝑂 along its one-dimensional unstable
manifold 𝑊𝑢 are attracted by their nearest stable points 𝑂1 and 𝑂2, respectively.

2. If 𝑟 = 𝑟𝑙, then each of the separatrices Γ1 and Γ2 becomes a closed homoclinic
loop. In this case, two unstable homoclinic loops, 𝐶+

0 and 𝐶−
0 , are formed around the

points 𝑂1 and 𝑂2, respectively. They are tangent to each other and the 𝑧-axis at the
point 𝑂 and form together a homoclinic butterfly.

3. If 𝑟𝑙 < 𝑟 < 𝑟𝑎 ≈ 24,74, then, unfortunately, neither the 𝐶-scenario nor the𝑀𝑆-
scenario can be realized. The reason is that, in both cases, trajectories of system (1)
should intersect the two-dimensional stable manifold 𝑊 𝑠 of the point 𝑂. Since this is
impossible, the only way to overcome the contradiction is to suppose that a cascade of
period-doubling bifurcations [6] will begin immediately in each of the half-spaces with
respect to the manifold 𝑊 𝑠, when 𝑟 > 𝑟𝑙. In this case, each of the homoclinic loops
𝐶+

0 and 𝐶−
0 generates an unstable limit cycle of period 2 which makes one rotation

around the point 𝑂1 and one rotation around the point 𝑂2 but in the corresponding
half-spaces containing the points 𝑂1 and 𝑂2, respectively, and a stable limit cycle of
period 1 lying between the coils of the cycle of period 2. With further growth of 𝑟,
each of the cycles of period 2 generates an unstable limit cycle of period 4 with a
stable limit cycle of period 3 inside of it and each of the cycles of period 1 generates
a stable limit cycle of period 2 with an unstable limit cycle of period 1 inside of it.
Then, after next doubling, we will have in each of the half-spaces an unstable limit
cycle of period 8 with an inserted stable limit cycle of period 7 and a stable limit
cycle of period 6 with an inserted unstable limit cycle of period 5, and a stable limit
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cycle of period 4 with an inserted unstable limit cycle of period 3, and an unstable
limit cycle of period 2 with an inserted stable limit cycle of period 1. Continuing
this process further, we will obtain limit cycles of all periods from one to infinity,
and the space between these cycles will be filled by spirals issuing from unstable
limit cycles and tending to stable limit cycles as 𝑡 → +∞. These cycles are inserted
into each other, they make various combinations of rotation around the points 𝑂1

and 𝑂2 in the corresponding half-spaces containing these points and form geometric
constructions (limit periodic sets) which look globally like very flat truncated cones
described in item 3 of the 𝑀𝑆-scenario [6].

4. For 𝑟 = 𝑟𝑎 ≈ 24,74, the biggest unstable limit cycles of infinite period disappear
through the Andronov–Shilnikiv bifurcation [4, 5] in each of the half-spaces containing
the points 𝑂1 and 𝑂2 (the cone vertices are at these points), and these points become
unstable saddle-foci.

5. If 𝑟𝑎 < 𝑟 < +∞, then a cascade of period-halving bifurcations [6] occurs in each
of the half-spaces with respect to the manifold 𝑊 𝑠.We have got again two symmetric
with respect to the 𝑧-axis limit periodic sets consisting of limit cycles of all periods
which are inserted into each other and make various combinations of rotation around
the points 𝑂1 and 𝑂2 in the corresponding half-spaces containing these points, and
the space between the cycles is filled by spirals issuing from unstable limit cycles
and tending to stable limit cycles as 𝑡 → +∞. The biggest limit cycles of these
sets are stable now, and with further growth of 𝑟, the period-halving process makes
them and the whole limit periodic sets more and more flat. The obtained geometric
constructions are the only stable limit sets of system (1). The spirals of the unstable
saddle-foci 𝑂1 and 𝑂2 and the trajectories issuing from infinity tend to these limit
periodic sets (more precisely, to their stable limit cycles) as 𝑡→ +∞. Just these stable
limit periodic sets form two symmetric parts of the so-called Lorenz attractor, and
this really looks very chaotic.

6. If 𝑟 → +∞ (numerically, when 𝑟 & 313), then the period-halving process will
be finishing and system (1) will have two stable limit cycles in two phase half-spaces
containing the unstable saddle-foci 𝑂1 and 𝑂2 of (1). This completes our scenario of
chaos transition in the Lorenz system (1).

Conclusion. Thus, we have considered the classical Lorenz system and, using
some numerical results and our bifurcational geometric approach, have presented a
new scenario of chaos transition in this system.
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Introduction. Differential equations of fractional order have numerous appli-
cations to problems in electrochemistry, biology, electromagnetics, control, viscoelas-
ticity, etc. [11,3,7,4] Treatises of many autors are dedicated to the research of initial
value problems [10,11]. Boundary-value problem for fractional differential equations
have been considered in [1,10,14,2,15,13].

In [13] there are established the conditions of existence and uniqueness of positive
solution for a Dirichlet-type problem of the nonlinear fractional differential equation

𝐷𝛼
0 𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 0, 0 < 𝑡 < 1, 1 < 𝛼 < 2,

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0,

where 𝑓 : [0, 1]× [0,∞) → [0,∞) is continuous and 𝐷𝛼
0 is the fractional derivative of

Riemann—Liouville.
In [14] it was proved the existence of positive solutions of the problem

̃︀𝐷𝛼
0 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)), 0 < 𝑡 < 1, 1 < 𝛼 < 2,

𝑢(0) + 𝑢′(0) = 0, 𝑢(1) + 𝑢′(1) = 0,

where ̃︀𝐷𝛼
0 is the derivative of Caputo, and function 𝑓 in [0, 1]× [0,∞) is nonnegative

and continuous.
In [15] it was considered the boundary-value problem

̃︀𝐷𝛼
0 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), ̃︀𝐷𝛽

0𝑢(𝑡)), 1 < 𝛼 ≤ 2, 0 < 𝛽 ≤ 1,

𝑎1𝑢(0)− 𝑎2𝑢
′(0) = 𝐴, 𝑏1𝑢(1) + 𝑏2𝑢

′(1) = 𝐵,

c○Mykhailenko A. V., 2013
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where 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, 𝑎1𝑏1 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 > 0, 𝑓 : [0, 1]×𝑅 ×𝑅 → 𝑅 is continuous
function. The existence of solution was proved.

In this paper we consider the boundary-value problem

𝐷1+𝛼
0 𝑢(𝑥) = 𝐹 (𝑥, 𝑢(𝑥), 𝐷𝛼

0 𝑢(𝑥)) , 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑢(0) = 𝑢(𝑎) = 0, (1.1)

where function 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) : [0, 𝑎] × 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 is measurable with respect to 𝑥 for
(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 × 𝑅 and continuous with respect to (𝑦, 𝑧) for 𝑥 ∈ [0, 𝑎], and satisfies
Lipschitz condition with respect to 𝑦 and 𝑧 as well. It was proved the existence and
uniqueness of solution of this problem.

This paper is organized as follows. In Section 2 we introduce some preliminary
results needed in the next sections. In Section 3 we present an existence and uniqueness
result for the problem (1.1).

2. Preliminaries. In this section we introduce definitions and preliminary facts
that will be used in this paper. Let 𝐶(𝐽), 𝐽 = [0, 𝑎] be the Banach space of continuous
functions 𝑓 : 𝐽 → 𝑅 with the norm

‖𝑓(𝑥)‖𝐶 = {max |𝑓(𝑥)| : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎}

and lets denote by 𝐿(𝐽) the Banach space of measurable functions 𝑓(𝑥) that are
Lebesgue integrable with norm

‖𝑓(𝑥)‖𝐿 =

∫︁ 𝑎

0

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.

By 𝐴𝐶𝑛(𝐽) we denote the set of continuously differentiable till the (𝑛− 1) order
in 𝐽 functions , and 𝑓 (𝑛−1)(𝑥) ∈ 𝐴𝐶(𝐽) .

Let 𝛾 ≥ 0 be a real number and 𝑛 = [𝛾] + 1 where [𝛾] is the integer part of 𝛾. For
a function 𝑓 : 𝐽 → 𝑅 the expressions [1,2]

𝑓𝛾(𝑥) = 𝐼𝛾0 𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)(𝛾−1)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (2.1)

𝐷𝛾
0𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝑛− 𝛾)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛 ∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑛−𝛾−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (2.2)

are called, respectively, the Riemann—Liouville left-hand fractional integral and deriva-
tive of order 𝛾.

Lemma 2.1. [3] Assume that (𝑓𝑘(𝑥))
∞
𝑘=1 is a uniformly convergent to 𝑓(𝑥) se-

quence of continuous functions. Then lim𝑘→∞ 𝐼𝛾0 𝑓𝑘(𝑥) = 𝐼𝛾0 𝑓(𝑥).
Lemma 2.2. [12,3]. Let 𝛾 > 0, 𝑛 = [𝛾] + 1. Assume that 𝑓(𝑥) is such that

𝑓𝑛−𝛾(𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑛(𝐽). Then

𝐼𝛾0𝐷
𝛾
0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)−

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝛾−𝑘−1

Γ(𝛾 − 𝑘)
𝑓
(𝑛−𝑘−1)
𝑛−𝛾 (0),

where 𝑓
(𝑛−𝑘−1)
𝑛−𝛾 (0) = lim𝑥→0+ 𝑓

(𝑛−𝑘−1)
𝑛−𝛾 (𝑥).

Lemma 2.3. [9] Assume that 𝑓 : 𝐽 → 𝑅 is measurable function and |𝑓(𝑥)| ≤𝑀 .
Then 𝜇(𝑥) = 𝐼𝛾0 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) and 𝜇(0) = 0.
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Lemma 2.4. [8] Let 𝜎1 and 𝜎2 are any positive numbers and let 0 ≤ 𝜇 ≤ 1. Then
|𝜎𝜇1 − 𝜎𝜇2 | ≤ |𝜎1 − 𝜎2|𝜇.

It is considered boundary-value problem

𝐷1+𝛼
0 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥), (2.3)

𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0, (2.4)

where 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑓 : 𝐽 → 𝑅 is measurable function, and |𝑓(𝑥)| ≤𝑀.
Definition 2.1 By solution of problem (2.3), (2.4) we name such function 𝑦 :

𝐽 → 𝑅 that: (i) 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽), 𝑦1−𝛼 ∈ 𝐴𝐶2[𝐽 ]; (ii) satisfies the boundary conditions
(2.4); (iii) satisfies the differential equation (2.3) for a.a. 𝑥 ∈ 𝐽 .

Lemma 2.5. Let 𝑓 : 𝐽 → 𝑅 is measurable function and |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 . Then the
boundary-value problem (2.3), (2.4) has a unique solution

𝑦(𝑥) =

∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (2.5)

where

𝐺(𝑥, 𝑡) =

[︃
− (𝑥(𝑎−𝑡))𝛼−(𝑎(𝑥−𝑡))𝛼

𝑎𝛼Γ(1+𝛼) , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥

− (𝑥(𝑎−𝑡))𝛼
𝑎𝛼Γ(1+𝛼) , 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎.

(2.6)

Here 𝐺(𝑥, 𝑡) is the Green’s function of boundary-value problem (2.3), (2.4).
Proof. Suppose that the solution of problem (2.3), (2.4) exists. Then correspond-

ing to (2.2)

𝐷1+𝛼
0 𝑦(𝑥) =

1

Γ(1− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂2 ∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)−𝛼𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑦′′1−𝛼(𝑥) ∈ 𝐿(𝐽).

Consequently
𝐼1+𝛼0 𝐷1+𝛼

0 𝑦(𝑥) = 𝐼1+𝛼0 𝑓(𝑥).

As a consequence of Lemma 2.2

𝐼1+𝛼0 𝐷1+𝛼
0 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥)− 𝑥𝛼

Γ(1 + 𝛼)
𝑦′1−𝛼(0)−

𝑥𝛼−1

Γ(𝛼)
𝑦1−𝛼(0),

at that in accord with lemma 2.3 𝑦1−𝛼(0) = 0. Consequently

𝑦(𝑥)− 𝑥𝛼

Γ(1 + 𝛼)
𝑦′1−𝛼(0) = 𝐼1+𝛼0 𝑓(𝑥). (2.7)

As 𝑦(𝑎) = 0, then from (2.7) at 𝑥 = 𝑎 it follows that

𝑦′1−𝛼(0) = − 1

𝑎𝛼

∫︁ 𝑎

0

(𝑎− 𝑡)𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Then

𝑦(𝑥) = − 𝑥𝛼

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑎

0

(𝑎− 𝑡)𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡+
1

Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (2.8)
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Lets represent (2.8) as following:

𝑦(𝑥) = − 𝑥𝛼

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

(︂∫︁ 𝑥

0

(𝑎− 𝑡)𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑎

𝑥

(𝑎− 𝑡)𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

)︂
+

+
1

Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑥

0

[︂
− (𝑥(𝑎− 𝑡))𝛼 − (𝑎(𝑥− 𝑡))𝛼

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

]︂
𝑓(𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

𝑥

(︂
− (𝑥(𝑎− 𝑡))𝛼

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

)︂
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Main Results. Lets consider the differential equation

𝐷1+𝛼
0 𝑦(𝑥) = 𝐹 [𝑦(𝑥)] ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝐷𝛼

0 𝑦(𝑥)), 0 < 𝛼 ≤ 1, (3.1)

which solutions satisfy boundary conditions (2.4). Let 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝐽 × 𝑅 × 𝑅 → 𝑅
satisfies conditions: (a) continuous with respect to (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅×𝑅 for fixed 𝑥 ∈ 𝐽 and
measurable with respect to 𝑥 ∈ 𝐽 for fixed (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 × 𝑅; (b) |𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧)| ≤ 𝑀 for
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐽 ×𝑅×𝑅.

Definition 3.1 As the solution of boundary-value problem (3.1), (2.4) we name
function 𝑦 : 𝐽 → 𝑅, which satisfies conditions (i), (ii) of definition 2.1 and differential
equation (3.1) for a.a. 𝑥 ∈ 𝐽 .

Theorem 3.1 Let function 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝐽 × 𝑅 × 𝑅 satisfies conditions (a), (b).
A function 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) will be the solution of boundary-value problem (3.1), (2.4) if
and only if it is a solution of the integral equation

𝑦(𝑥) =

∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡, 𝑦(𝑡), 𝐷𝛼
0 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑡. (3.2)

Proof. Let 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) is a solution of boundary-value problem (3.1), (2.4).
Then function 𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝐷𝛼

0 𝑦(𝑥)) : 𝐽 → 𝑅 is measurable and
|𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝐷𝛼

0 𝑦(𝑥))| ≤ 𝑀 . By lemma 2.5 𝑦(𝑥) is the solution of integral equation
(3.2). Now let 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) be a solution of integral equation (3.2) and lets prove that
𝑦(𝑥) is the solution of boundary-value problem (3.1), (2.4). By (2.8) the solution of
integral equation (3.2) is representable as following:

𝑦(𝑥) = − 𝑥𝛼𝛿

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)
+ 𝐼1+𝛼0 𝐹 [𝑦(𝑥)], (3.3)

where 𝛿 =
∫︀ 𝑎
0
(𝑎− 𝑡)𝛼𝐹 [𝑦(𝑡)]𝑑𝑡. Then

𝑦1−𝛼(𝑥) = 𝐼1−𝛼0 𝑦(𝑥) = 1
Γ(1−𝛼)

∫︀ 𝑥
0
(𝑥− 𝑡)−𝛼

(︁
−𝛿𝑡𝛼

𝑎𝛼Γ(1+𝛼)

)︁
𝑑𝑡+

+𝐼1−𝛼0 𝐼1+𝛼0 𝐹 [𝑦(𝑥)] = − 𝑥𝛿
𝑎𝛼 + 𝐼20𝐹 [𝑦(𝑥)],

(3.4)

where

𝐼20𝐹 [𝑦(𝑥)] =

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝐹 [𝑦(𝑡)]𝑑𝑡.

Beside this,

𝐷𝛼
0 𝑦(𝑥) = 𝑦′1−𝛼(𝑥) = − 𝛿

𝑎𝛼
+

∫︁ 𝑥

0

𝐹 [𝑦(𝑡)]𝑑𝑡, 𝑥 ∈ 𝐽, (3.5)
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𝐷1+𝛼
0 𝑦(𝑥) = 𝐹 [𝑦(𝑥)] = 𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝐷𝛼

0 𝑦(𝑥)), (3.6)

for a.a. 𝑥 ∈ 𝐽 .
From (3.4), (3.5) it follows that 𝑦1−𝛼(𝑥) ∈ 𝐴𝐶2(𝐽) and from (3.6) it follows that

𝑦(𝑥) satisfies the equation (3.1) for a.a. 𝑥 ∈ 𝐽 . From (3.3) follows that 𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0.
Theorem 3.2 Let function 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝐽 × 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 satisfies the conditions

(a), (b) and the condition of Lipschitz

|𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧)− 𝐹 (𝑥, 𝑦1, 𝑧1)| ≤ 𝐿1|𝑦 − 𝑦1|+ 𝐿2|𝑧 − 𝑧1|,

at that

𝜌(𝑎) =
𝐿1𝑎

1+𝛼

4𝛼Γ(1 + 𝛼)
+ 𝐿2𝑎 <

𝛼+ 1

𝛼+ 2
.

Then exists the unique solution of boundary-value problem (3.1), (2.4) at 𝑥 ∈ [0, 𝑎].
Proof. By 𝐶𝛼(𝐽) we denote the set of functions 𝑢 : 𝐽 → 𝑅 such that 𝑢(𝑥) ∈

∈ 𝐶(𝐽), 𝐷𝛼
0 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) with the norm

‖𝑢(𝑥)‖𝛼 = max

(︂
max
𝐽

|𝑢(𝑥)|, 𝑎𝛼

4𝛼Γ(𝛼+ 1)
max
𝐽

|𝐷𝛼
0 𝑢(𝑥)|

)︂
.

Lets prove that the space 𝐶𝛼(𝐽) with the norm ‖ · ‖𝛼 is full. Let (𝑢𝑘(𝑥))
∞
𝑘=1 is

fundamental sequence in 𝐶𝛼(𝐽). Then uniformly in 𝐽 𝑢𝑘(𝑥) → 𝑢(𝑥), 𝐷𝛼
0 𝑢𝑘(𝑥) →

→ 𝑣(𝑥) at 𝑘 → ∞ and 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽), 𝑣(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽). By lemma 2.1 lim𝑘→∞ 𝑢𝑘,1−𝛼(𝑥) =
= lim𝑘→∞ 𝐼1−𝛼0 𝑢𝑘(𝑥) = 𝐼1−𝛼0 𝑢(𝑥) = 𝑢1−𝛼(𝑥), at that by lemma 2.3 𝑢1−𝛼(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽),
𝑢1−𝛼(0) = 0. As

𝑢𝑘,1−𝛼(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝐷𝛼
0 𝑢𝑘(𝑡)𝑑𝑡,

at 𝑘 → ∞ will receive that

𝑢1−𝛼(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑣(𝑡)𝑑𝑡.

Consequently 𝑣(𝑥) = 𝑢′1−𝛼(𝑥) = 𝐷𝛼
0 𝑢(𝑥). So the sequence (𝑢𝑘(𝑥))

∞
𝑘=1 ⊂ 𝐶𝛼(𝐽) is

convergent by norm ‖ · ‖𝛼 to the function 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝛼(𝐽).
For 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝛼(𝐽) lets define the operator 𝑇 , supposed that

𝑇𝑢(𝑥) =

∫︁ 𝑎

0

𝐺(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝐷𝛼
0 𝑢(𝑡))𝑑𝑡. (3.7)

Lets prove that 𝑇 : 𝐶𝛼(𝐽) → 𝐶𝛼(𝐽). Let 𝑤(𝑥) = 𝑇𝑢(𝑥) and 0 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 ≤ 𝑎. Then

|𝑤(𝑥2)− 𝑤(𝑥1)| ≤𝑀(

∫︁ 𝑥1

0

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)|𝑑𝑡+
∫︁ 𝑥2

𝑥1

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)|𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

𝑥2

|𝐺(𝑥2, 𝑡)−𝐺(𝑥1, 𝑡)|𝑑𝑡) =𝑀(𝐴1 +𝐴2 +𝐴3).

Applying lemma 2.4 and (2.6) will receive that

𝐴1 =
1

𝑎𝛼Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑥1

0

|− (𝑥2(𝑎− 𝑡))𝛼+(𝑎(𝑥2− 𝑡))𝛼+(𝑥1(𝑎− 𝑡))𝛼− (𝑎(𝑥1− 𝑡))𝛼|𝑑𝑡 ≤
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≤ 1

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑥1

0

(|(𝑥2(𝑎− 𝑡))𝛼 − (𝑥1(𝑎− 𝑡))𝛼|+

+|(𝑎(𝑥2 − 𝑡))𝛼 − (𝑎(𝑥1 − 𝑡))𝛼|)𝑑𝑡 ≤

≤ 1

𝑎𝛼Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑥1

0

((𝑎− 𝑡)𝛼(𝑥𝛼2 − 𝑥𝛼1 ) + 𝑎𝛼|(𝑥2 − 𝑡)𝛼 − (𝑥1 − 𝑡)𝛼|) 𝑑𝑡 ≤

≤ 2𝑎(𝑥2 − 𝑥1)
𝛼

Γ(1 + 𝛼)
.

By analogy we prove that 𝐴𝑘 ≤ 2𝑎(𝑥2−𝑥1)
𝛼

Γ(1+𝛼) , 𝑘 = 2, 3. Consequently

|𝑤(𝑥2)− 𝑤(𝑥1)| ≤
6𝑀𝑎(𝑥2 − 𝑥1)

𝛼

Γ(1 + 𝛼)
.

Therefore if |𝑥2 − 𝑥1| ≤ 𝛿1, 𝛿1 =
(︁

Γ(1+𝛼)𝜀
6𝑀𝑎

)︁ 1
𝛼

, then |𝑤(𝑥2) − 𝑤(𝑥1)| ≤ 𝜀. So,

𝑤(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽).
In accord with (3.4), (3.5) will receive that

𝑤1−𝛼(𝑥) = −𝑥𝜆
𝑎𝛼 + 𝐼20𝐹 [𝑢(𝑥)], 𝐷

𝛼
0𝑤(𝑥) = 𝑤′

1−𝛼(𝑥) =

= − 𝜆
𝑎𝛼 +

∫︀ 𝑥
0
𝐹 [𝑢(𝑡)]𝑑𝑡,

(3.8)

where 𝜆 =
∫︀ 𝑎
0
(𝑎−𝑡)𝛼𝐹 [𝑢(𝑡)]𝑑𝑡. From (3.8) follows that𝐷𝛼

0𝑤(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽). Lets note that
corresponding to (3.8) 𝑤1−𝛼(𝑥) ∈ 𝐴𝐶(𝐽), 𝐷𝛼

0𝑤(𝑥) ∈ 𝐴𝐶(𝐽). Therefore the fixed point
of operator 𝑇 will be the solution of boundary-value problem (3.1), (2.4). We need only
to prove that the operator 𝑇 is the contraction mapping in 𝐶𝛼(𝐽). Suppose 𝑢𝑘(𝑥) ∈
𝐶𝛼(𝐽), 𝑣𝑘(𝑥) = 𝐷𝛼

0 𝑢𝑘(𝑥), 𝑤𝑘(𝑥) = 𝑇𝑢𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2. Since |𝐺(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑎𝛼/(4𝛼Γ(1+𝛼)),
then

|𝑤1(𝑥)− 𝑤2(𝑥)| ≤
∫︁ 𝑎

0

|𝐺(𝑥, 𝑡)||𝐹 [𝑢1(𝑡)]− 𝐹 [𝑢2(𝑡)]|𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑎𝛼

4𝛼Γ(1 + 𝛼)

∫︁ 𝑎

0

(𝐿1|𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡)|+ 𝐿2|𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑎𝛼+1𝐿1

4𝛼Γ(1 + 𝛼)
max
𝐽

|𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)|+ 𝐿2𝑎

(︂
𝑎𝛼

4𝛼Γ(1 + 𝛼)
max
𝐽

|𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|
)︂

≤

≤ 𝜌(𝑎)‖𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)‖𝛼.

Lets write 𝑤𝑘(𝑥) in the form (3.3) 𝑤𝑘(𝑥) = − 𝑥𝛼𝜆𝑘

𝑎𝛼Γ(1+𝛼) + 𝐼1+𝛼0 𝐹 [𝑢𝑘(𝑥)], where

𝜆𝑘 =
∫︀ 𝑎
0
(𝑎− 𝑡)𝛼𝐹 [𝑢𝑘(𝑡)]𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2. Then

𝐷𝛼
0𝑤𝑘(𝑥) = −𝜆𝑘

𝑎𝛼
+

∫︁ 𝑥

0

𝐹 [𝑢𝑘(𝑡)]𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2,

|𝐷𝛼
0𝑤1(𝑥)−𝐷𝛼

0𝑤2(𝑥)| ≤

≤ 1

𝑎𝛼

∫︁ 𝑎

0

(𝑎− 𝑡)𝛼|𝐹 [𝑢1(𝑡)]− 𝐹 [𝑢2(𝑡)]|𝑑𝑡+
∫︁ 𝑥

0

|𝐹 [𝑢1(𝑡)]− 𝐹 [𝑢2(𝑡)]|𝑑𝑡 ≤
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≤ 1

𝑎𝛼

(︁
𝐿1 max

𝐽
|𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)|+ 𝐿2 max

𝐽
|𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|

)︁ 𝑎𝛼+1

𝛼+ 1
+

+𝑎
(︁
𝐿1 max

𝐽
|𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)|+ 𝐿2 max

𝐽
|𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|

)︁
≤

≤ 𝑎(𝛼+ 2)

𝛼+ 1

(︁
𝐿1 max

𝐽
|𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)|+ 𝐿2 max

𝐽
|𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|

)︁
,

𝑎𝛼

4𝛼 · Γ(𝛼+ 1)
|𝐷𝛼

0𝑤1(𝑥)−𝐷𝛼
0𝑤2(𝑥)| ≤

𝛼+ 2

𝛼+ 1
×

×
(︂

𝑎𝛼+1𝐿1

4𝛼 · Γ(𝛼+ 1)
max
𝐽

|𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)|+ 𝐿2𝑎
𝑎𝛼

4𝛼 · Γ(𝛼+ 1)
max
𝐽

|𝑣(𝑥)− 𝑣2(𝑥)|
)︂

≤

≤ 𝛼+ 2

𝛼+ 1
𝜌(𝑎)‖𝑢1(𝑥)− 𝑢2(𝑥)‖𝛼.

Consequently ‖𝑤1(𝑥) − 𝑤2(𝑥)‖𝛼 = ‖𝑇𝑢1(𝑥) − 𝑇𝑢2(𝑥)‖𝛼 ≤ 𝜏‖𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥)‖𝛼,
𝜏 = 𝛼+2

𝛼+1𝜌(𝑎). Since 𝜏 < 1, then operator 𝑇 is a contracting mapping in 𝐶𝛼(𝐽). Then
by Banach contraction fixed point theorem, the boundary-value problem (3.1), (2.4)
has a unique solution.

Remark 1. Let boundary conditions (2.4) look like 𝑦(0) = 0, 𝑦(𝑎) = 𝐵. Lets find
the solution of boundary-value problem 𝐷1+𝛼

0 𝑧(𝑥) = 0, 𝑧(0) = 0, 𝑧(𝑎) = 𝐵. Applying
lemma 2.2, we receive

𝑧(𝑥)− 𝑥𝛼

Γ(1 + 𝛼)
𝑧′1−𝛼(0) = 0. (3.9)

From (3.9) at 𝑥 = 𝑎 follows that 𝑧′1−𝛼(0) = (𝐵 · Γ(1− 𝛼))/𝑎𝛼. Consequently

𝑧(𝑥) =
𝑥𝛼𝐵

𝑎𝛼
, 𝑧1−𝛼(𝑥) =

𝑥 ·𝐵 · Γ(1 + 𝛼)

𝑎𝛼
, 𝐷𝛼

0 𝑧(𝑥) =
𝐵 · Γ(1 + 𝛼)

𝑎𝛼
.

The change of variable 𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑧(𝑥) leads to boundary-value problem

𝐷1+𝛼
0 𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝐷𝛼

0 𝑢(𝑥)), 𝑢(0) = 𝑢(𝑎) = 0,

where 𝑔 (𝑥, 𝑢(𝑥), 𝐷𝛼
0 𝑢(𝑥)) = 𝑓

(︁
𝑥, 𝑢(𝑥) + 𝑥𝛼𝐵

𝑎𝛼 , 𝐷𝛼
0 𝑢(𝑥) +

𝐵·Γ(1+𝛼)
𝑎𝛼

)︁
.

Conclusion. Sufficient conditions for the existence and uniqueness of solution of
boundary-value problem for fractional differential equation with Riemann—Liouville
derivative were establised in this paper.
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Осадча О., Скрипник Н. Схема часткового усереднення для одного класу

iмпульсних змiшаних систем. У статтi розглядається обґрунтування схеми частко-
вого усереднення для одного класу iмпульсних змiшаних систем, коли одне з рiвнянь
є iмпульсним диференцiальним рiвнянням з похiдною Хукухари, а друге – звичайним
iмпульсним диференцiальним рiвнянням.
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Осадчая О., Скрипник Н. Схема частичного усреднения для одного клас-

са импульсных смешанных систем. В статье рассматривается обоснование схемы
частичного усреднения для одного класса импульсных смешанных систем, когда одно
из уравнений является импульсным дифференциальным уравнением с производной Ху-
кухары, а второе – обыкновенным импульсным дифференциальным уравнением.
Ключевые слова: метод усреднения, смешанная система, производная Хукухары.

Osadcha O., Skripnik N. Partial averaging of impulsive hybrid systems. This
paper contains the substantiation of the scheme of partial averaging for one class of impul-
sive hybrid systems where one equation is an impulsive differential equation with Hukuhara
derivative and the second one is an impulsive ordinary differential equation.
Key words: averaging method, hybrid system, Hukuhara derivative.

Introduction.

In practice, there are often considered the so-called hybrid systems — systems that
contain equations of different nature: for example, one of the equations is an equation
in partial derivatives and the other one is an ordinary differential equation, or one of
the equations is discrete and the other one is differential, etc. In this paper we consider
the case of a hybrid system, where one of the equations is a differential equation with
Hukuhara derivative and the second one is an ordinary differential equation. The
interest in such systems follows from the fact, that some parameters of the model
may be accurate, while the rest may contain the noise, errors and inaccuracies.

Main Definitions.

Development of the theory of multivalued mappings led to the question what
should be understood as a derivative of a multivalued mapping. The main cause
of difficulties for the inducting of such definition was the nonlinearity of the space
𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛), which led to the absence of the concept of difference. There are several
approaches to define the difference of two sets, one of them is the Hukuhara difference.

Let 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) be the family of all nonempty compact convex subsets of 𝑅𝑛 with
the Hausdorff metric

ℎ(𝐴,𝐵) = max{max
𝑎∈𝐴

min
𝑏∈𝐵

‖𝑎− 𝑏‖, max
𝑏∈𝐵

min
𝑎∈𝐴

‖𝑎− 𝑏‖},

where ‖ · ‖ denotes the Euclidean norm in R𝑛.

c○Osadcha O., Skripnik N., 2013
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Definition 1. [5] Let 𝑋,𝑌 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛). The set 𝑍 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), where 𝑋 = 𝑌+𝑍,

is called the Hukuhara difference of sets X and Y and is denoted by 𝑋
ℎ
−𝑌 .

Along with the inducted difference there appeared the concept of derivative.

Definition 2. [5] A multuvalued mapping 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝐼 ⊂ 𝑅, is called
differentiable in the sense of Hukuhara at point 𝑡 ∈ 𝐼 if there exists such 𝐷𝐻𝑋(𝑡) ∈
∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) that the limits

lim
Δ𝑡↓0

1

Δ𝑡

(︂
𝑋(𝑡+Δ𝑡)

ℎ
−𝑋(𝑡)

)︂
, lim

Δ𝑡↓0

1

Δ𝑡

(︂
𝑋(𝑡)

ℎ
−𝑋(𝑡−Δ𝑡)

)︂
exist and are equal to 𝐷𝐻𝑋(𝑡). The set 𝐷𝐻𝑋(𝑡) is called the Hukuhara derivative of
the multivalued mapping 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) at point 𝑡.

In M. Hukuhara papers [5] along with the concept of derivative the concept
of the integral of a multivalued mapping was inducted and the connection between
those two concepts was found. In 1969 F. S. de Blasi and F. Iervolino were first
to consider differential equation with the Hukuhara derivative [1, 2, 3, 4]. Its so-
lution is a multivalued mapping. After that various existence and uniqueness theo-
rems were proved, the stability of solutions of this type of equations was considered,
integro-differential equations, impulsive differential equations, differential equations
with fractional derivatives, control differential equations with Hukuhara derivative
were considered, the possibility of applying some averaging schemes for such type of
equations was investigated [9, 7, 12, 13, 8, 10, 11, 6].

Consider the hybrid system{︂
𝐷𝐻𝑋 = 𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,
𝑦̇ = 𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0,

(1)

where 𝐼 = [𝑡0, 𝑇 ] ⊂ 𝑅; 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) is a multivalued mapping; 𝑦 : 𝐼 → 𝑅𝑚

is a vector function; 𝐹 : 𝐼 × 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) × 𝑅𝑚 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) is a multivalued mapping;
𝑔 : 𝐼 × 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)×𝑅𝑚 → 𝑅𝑚 is a vector function; 𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝑦0 ∈ 𝑅𝑚.

Consider a class 𝑆 of pairs (𝑋(·), 𝑦(·)), where 𝑋(·) is a continuously differentiable
on 𝐼 in the sense of Hukuhara multivalued mapping, 𝑦(·) is a continuously differen-
tiable on 𝐼 vector-function.

Definition 3. A pair (𝑋(·), 𝑦(·)) ∈ 𝑆 is called a solution of system (1), if for all
𝑡 ∈ 𝐼 the following equalities fulfill 𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐹 (𝑡,𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑦̇(𝑡) = 𝑔(𝑡,𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡))
and 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, 𝑦(𝑡0) = 𝑦0.

Theorem 1. Let in the domain

𝑄 = {(𝑡,𝑋, 𝑦) : 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑎, ℎ(𝑋,𝑋0) ≤ 𝑏, ‖𝑦 − 𝑦0‖ ≤ 𝑐}

the multivalued mapping 𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦) and the vector function 𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦) are continuous
and satisfy the Lipschitz condition in variables 𝑋 and 𝑦, i. e. there exists such constant
𝜆 > 0 that

ℎ (𝐹 (𝑡,𝑋1, 𝑦1), 𝐹 (𝑡,𝑋2, 𝑦2)) ≤ 𝜆 [ℎ(𝑋1, 𝑋2) + ‖𝑦1 − 𝑦2‖] ,
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‖𝑔(𝑡,𝑋1, 𝑦1)− 𝑔(𝑡,𝑋2, 𝑦2)‖ ≤ 𝜆 [ℎ(𝑋1, 𝑋2) + ‖𝑦1 − 𝑦2‖] .

Then system (1) has the unique solution defined on the interval [𝑡0, 𝑡0 + 𝑑] where

𝑑 = min

(︂
𝑎,

𝑏

𝑀
,
𝑐

𝑀

)︂
, constant 𝑀 satisfies the inequalities |𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦)| ≤ 𝑀 and

‖𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦)‖ ≤𝑀 in the domain 𝑄.

Main Results.

Consider impulsive hybrid system with a small parameter

𝐷𝐻𝑋 = 𝜀𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑋(0) = 𝑋0,

𝑦̇ = 𝜀𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑦(0) = 𝑦0,
(2)

Δ𝑋|𝑡=𝜏𝑖 = 𝜀𝐼𝑖(𝑋, 𝑦), Δ𝑦|𝑡=𝜏𝑖 = 𝜀𝐽𝑖(𝑋, 𝑦), (3)

where 𝑡 ∈ 𝑅+; the moments of impulses 𝜏𝑖+1 > 𝜏𝑖; 𝑋 : 𝑅+ → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) is a multival-
ued mapping; 𝑦 : 𝑅+ → 𝑅𝑚 is a vector function; 𝐹 : 𝑅+×𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)×𝑅𝑚 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛),
𝐼𝑖 : 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅

𝑛)×𝑅𝑚 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) are multivalued mappings; 𝑔 : 𝑅+×𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)×𝑅𝑚 →
→ 𝑅𝑚, 𝐽𝑖 : 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅

𝑛)×𝑅𝑚 → 𝑅𝑚 are vector functions; 𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝑦0 ∈ 𝑅𝑚.

Definition 4. A pair (𝑋(·), 𝑦(·)) is called a solution of system (2), (3) if it is a
solution of system (2) on intervals between moments of impulses and satisfies impulse
condition (3) in the points of impulses 𝜏𝑖.

It’s easy to notice, that the existence and the uniqueness of a solution of system
(2), (3) holds if the right sides of equations (2) satisfy Theorem 1 on intervals between
moments of impulses.

Consider the following partially averaged system:

𝐷𝐻𝑋̄ = 𝜀𝐹 (𝑡, 𝑋̄, 𝑦), 𝑋̄(0) = 𝑋0,
˙̄𝑦 = 𝜀𝑔(𝑡, 𝑋̄, 𝑦), 𝑦(0) = 𝑦0,

(4)

Δ𝑋|𝑡=𝜎𝑗
= 𝜀𝐼𝑗(𝑋, 𝑦), Δ𝑦|𝑡=𝜎𝑗

= 𝜀𝐽𝑗(𝑋, 𝑦), (5)

where

lim
𝑇→∞

1
𝑇 ℎ

(︃
𝑇∫︀
0

𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦)𝑑𝑡+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑇
𝐼𝑖(𝑋, 𝑦),

𝑇∫︀
0

𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦)𝑑𝑡+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑇

𝐼𝑗(𝑋, 𝑦)

)︃
= 0,

lim
𝑇→∞

1
𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑇∫︀0[𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦)− 𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦)]𝑑𝑡+

∑︀
0≤𝜏𝑖<𝑇

𝐽𝑖(𝑋, 𝑦)−
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑇

𝐽𝑗(𝑋, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0.

(6)

The following theorem that proves the closeness of solutions of systems (2), (3)
and (4), (5) holds.

Theorem 2. Let in the domain 𝑄 = {(𝑡,𝑋, 𝑦) : 𝑡 ≥ 0, 𝑋 ∈ 𝐷1, 𝑦 ∈ 𝐷2} the
following conditions hold:

1) the multivalued mappings 𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦), 𝐹 (𝑡,𝑋, 𝑦) and vector functions
𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦), 𝑔(𝑡,𝑋, 𝑦) are continuous in 𝑡, uniformly bounded with constant 𝑀 and sat-
isfy the Lipschitz condition in 𝑋 and 𝑦 with constant 𝜆;
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2) the multivalued mappings 𝐼𝑖(𝑋, 𝑦), 𝐼𝑗(𝑋, 𝑦) and vector functions 𝐽𝑖(𝑋, 𝑦),
𝐽𝑗(𝑋, 𝑦) are uniformly bounded and satisfy the Lipschitz condition in 𝑋 and 𝑦 with
constant 𝜆;

3) limits (6) exist uniformly with respect to 𝑋 ∈ 𝐷1 and 𝑦 ∈ 𝐷2;

4) there exists such constant 0 < 𝑑 ≤ ∞ that

1

𝑇
𝑖(𝑡, 𝑡+ 𝑇 ) ≤ 𝑑,

1

𝑇
𝑗(𝑡, 𝑡+ 𝑇 ) ≤ 𝑑,

where 𝑖(𝑡, 𝑡+ 𝑇 )[𝑗(𝑡, 𝑡+ 𝑇 )] are the numbers of points of a sequence {𝜏𝑖}[{𝜎𝑗}] on the
interval [𝑡, 𝑡+ 𝑇 ).

5) the solution
(︀
𝑋̄(𝑡), 𝑦(𝑡)

)︀
of system (4), (5) with the initial condition 𝑋̄(0) =

= 𝑋0 ∈ 𝐷
′

1 ⊂ 𝐷1, 𝑦(0) = 𝑦0 ∈ 𝐷
′

2 ⊂ 𝐷2 is defined for all 𝑡 ≥ 0, 𝜀 ∈ (0, 𝜀] and
𝑋̄(𝑡) belongs with some 𝜌- neighborhood to the domain 𝐷1, 𝑦(𝑡) belongs with some 𝜉-
neighborhood to the domain 𝐷2.

Then for any 𝜂 > 0 and 𝐿 > 0 there exists such 𝜀0(𝜂, 𝐿) ∈ (0, 𝜀], that for 0 < 𝜀 ≤
≤ 𝜀0 and 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝐿𝜀−1 the following inequalities fulfill:

ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
≤ 𝜂, ‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝜂,

where (𝑋(·), 𝑦(·)) and
(︀
𝑋̄(·), 𝑦(·)

)︀
are the solutions of systems (2), (3) and (4), (5)

with the initial conditions 𝑋(0) = 𝑋̄(0) ∈ 𝐷′
1, 𝑦(0) = 𝑦(0) ∈ 𝐷′

2.

Proof. From conditions 1)–3) of the theorem it follows that systems (2), (3) and
(4), (5) have unique solutions that are defined for 𝑡 ≥ 0 if 𝑋(𝑡) and 𝑦(𝑡) (accordingly
𝑋̄(𝑡) and 𝑦(𝑡)) belong to the domain 𝐷1 ×𝐷2.

Replace systems (2), (3) and (4), (5) with the equivalent system of integral equa-
tions:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑋(𝑡) = 𝑋0 + 𝜀

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠,𝑋(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝜀
𝑡∫︀
0

𝑔(𝑠,𝑋(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐽𝑖(𝑋(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

(7)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑋̄(𝑡) = 𝑋0 + 𝜀

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)),

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝜀
𝑡∫︀
0

𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)).

(8)
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Then

ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
=

= ℎ

(︃
𝑋0 + 𝜀

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠,𝑋(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑋0 + 𝜀
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
=

= 𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠,𝑋(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
≤

≤ 𝜀ℎ

(︂
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠,𝑋(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠,
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠

)︂
+

+𝜀ℎ

(︃ ∑︀
0≤𝜏𝑖<𝑡

𝐼𝑖(𝑋(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))

)︃
+

+𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
≤

≤ 𝜀
𝑡∫︀
0

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠,𝑋(𝑠), 𝑦(𝑠)), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠+

+𝜀
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
ℎ
(︀
𝐼𝑖(𝑋(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)), 𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))

)︀
+

+𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
≤

≤ 𝜀𝜆
𝑡∫︀
0

[ℎ(𝑋(𝑠), 𝑋̄(𝑠)) + |𝑦(𝑠)− 𝑦(𝑠)|]𝑑𝑠+

+𝜀𝜆
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
[ℎ(𝑋(𝜏𝑖), 𝑋̄(𝜏𝑖)) + |𝑦(𝜏𝑖)− 𝑦(𝜏𝑖)|]+

+𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
.

(9)

Similarly,

‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝜀𝜆
𝑡∫︀
0

[︀
ℎ(𝑋(𝑠), 𝑋̄(𝑠)) + ‖𝑦(𝑠)− 𝑦(𝑠)‖

]︀
𝑑𝑠+

+𝜀𝜆
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡

[︀
ℎ(𝑋(𝜏𝑖), 𝑋̄(𝜏𝑖)) + ‖𝑦(𝜏𝑖)− 𝑦(𝜏𝑖)‖

]︀
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑡∫︀0 𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+

∑︀
0≤𝜏𝑖<𝑡

𝐽𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))−
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−
𝑡∫︁

0

𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠− 𝜀
∑︁

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ . (10)

Divide the interval [0, 𝐿𝜀−1] in 𝑚 equal intervals by the points 𝑡𝑝 = 𝑝𝐿
𝜀𝑚 . Define

by (𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝) = (𝑋̄(𝑡𝑝), 𝑦(𝑡𝑝)) the solution of system (4), (5) in division points.

Let us estimate in the interval [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], where 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚− 1 the expression

𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+ 𝜀
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
=

= 𝜀ℎ

(︃
𝑘−1∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))

]︃
+

+
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑘−1∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

]︃
+

+
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
≤

≤ 𝜀ℎ

(︃
𝑘−1∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))

]︃
,

𝑘−1∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

]︃)︃
+

+𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
≤

≤ 𝜀
𝑘−1∑︀
𝑝=0

[︃
ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
+

+ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
+

+ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃]︃
+

+𝜀

[︃
ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︃
+

+ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘),

𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︃
+
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+ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘),
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃]︃
≤

≤ 𝜀
𝑘−1∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠)), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

ℎ
(︀
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)), 𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
+

+ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
+

+
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

ℎ
(︀
𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)), 𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀]︃
+

+𝜀

[︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠)), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡

ℎ
(︀
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)), 𝐼𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︀
+

+ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘),

𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︃
+

+
𝑡∫︀
𝑡𝑘

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘), 𝐹 (𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

ℎ
(︀
𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)), 𝐼𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︀]︃
≤

≤ 𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠)), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

ℎ
(︀
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)), 𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
+

+
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

ℎ
(︀
𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)), 𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀]︃
+

+𝜀
𝑘−1∑︀
𝑝=0

ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
+

+𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘),

𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︃
.

Similarly

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑡∫︀0 𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+

∑︀
0≤𝜏𝑖<𝑡

𝐽𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))−
𝑡∫︀
0

𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠−

−
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝜀

𝑘∑︀
𝑝=0

[︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

⃦⃦
𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))− 𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦
𝑑𝑠+

+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

⃦⃦
𝐽𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))− 𝐽𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦
+
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

⃦⃦
𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)− 𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))

⃦⃦
𝑑𝑠+

+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

⃦⃦
𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))− 𝐽𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦]︃
+

+𝜀
𝑘−1∑︀
𝑝=0

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

[𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)− 𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)]𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐽𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)−
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐽𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑡∫︀
𝑡𝑘

[𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)− 𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)]𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐽𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)−

∑︀
𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦ .

Notice that
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ℎ
(︀
𝑋̄(𝑠), 𝑋̄𝑝

)︀
= ℎ

(︀
𝑋̄(𝑠), 𝑋̄(𝑡𝑝)

)︀
≤ 𝜀

𝑠∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑋̄(𝑣), 𝑦(𝑣)), {0}

)︀
𝑑𝑣+

+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑠

ℎ(𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)), {0}) ≤ 𝜀𝑀(𝑑+ 1)(𝑠− 𝑡𝑝),

‖𝑦(𝑠)− 𝑦𝑝‖ = ‖𝑦(𝑠)− 𝑦(𝑡𝑝)‖ ≤

≤ 𝜀
𝑠∫︀
𝑡𝑝

⃦⃦
𝑔(𝑋̄(𝑣), 𝑦(𝑣))

⃦⃦
𝑑𝑣 +

∑︀
𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑠

||𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))|| ≤ 𝜀𝑀(𝑑+ 1)(𝑠− 𝑡𝑝).

Then

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠)), 𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
𝑑𝑠 ≤

≤ 𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝜆
[︀
ℎ
(︀
𝑋̄(𝑠), 𝑋̄𝑝

)︀
+ ‖𝑦(𝑠)− 𝑦𝑝‖

]︀
𝑑𝑠 ≤

≤ 𝜀𝜆 · 2𝜀𝑀(𝑑+ 1)
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

(𝑠− 𝑡𝑝)𝑑𝑠 = 2𝜀2𝜆𝑀(𝑑+ 1)
𝑘∑︀
𝑝=0

(𝑡𝑝+1−𝑡𝑝)2
2 =

= 𝜀2𝜆𝑀(𝑑+ 1) · (𝑘 + 1) ·
(︀
𝐿
𝜀𝑚

)︀2 ≤ 𝜆𝑀𝐿2(𝑑+1)
𝑚 ,

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

ℎ
(︀
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)), 𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
≤

≤ 𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝜆
[︀
ℎ
(︀
𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑋̄𝑝

)︀
+ ‖𝑦(𝜏𝑖)− 𝑦𝑝‖

]︀
≤

≤ 𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

2𝜆𝜀𝑀(𝑑+ 1)(𝜏𝑖 − 𝑡𝑝) = 2𝜀2𝜆𝑀(𝑑+ 1)
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

(𝜏𝑖 − 𝑡𝑝) ≤

≤ 2𝜀2𝜆𝑀(𝑑+ 1) · 𝐿
𝜀𝑚

𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

1 ≤ 2𝜀𝜆𝑀𝐿(𝑑+1)
𝑚 · 𝑑 · 𝐿

𝜀𝑚 · (𝑘 + 1) ≤ 2𝜆𝑀𝐿2𝑑(𝑑+1)
𝑚 ,

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

ℎ
(︀
𝐹 (𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝), 𝐹 (𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠 ≤

≤ 𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝜆
[︀
ℎ
(︀
𝑋̄𝑝, 𝑋̄(𝑠)

)︀
+ ‖𝑦𝑝 − 𝑦(𝑠)‖

]︀
𝑑𝑠 ≤ 𝜆𝑀𝐿2(𝑑+1)

𝑚 ,

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

ℎ
(︀
𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗)), 𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︀
≤ 2𝜆𝑀𝐿2𝑑(𝑑+1)

𝑚 .

Similarly

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

⃦⃦
𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))− 𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦
𝑑𝑠 ≤ 𝜆𝑀𝐿2(𝑑+1)

𝑚 ,

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

⃦⃦
𝐽𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))− 𝐽𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦
≤ 2𝜆𝑀𝐿2𝑑(𝑑+1)

𝑚 ,

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

⃦⃦
𝑔(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)− 𝑔(𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))

⃦⃦
𝑑𝑠 ≤ 𝜆𝑀𝐿2(𝑑+1)

𝑚 ,

𝜀
𝑘∑︀
𝑝=0

∑︀
𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

⃦⃦
𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))− 𝐽𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦
≤ 2𝜆𝑀𝐿2𝑑(𝑑+1)

𝑚 .
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Using condition 3) of the theorem there exist such monotone decreasing functions
𝑓1(𝑡) and 𝑓2(𝑡) that tend to zero as 𝑡→ ∞, that for all (𝑋, 𝑦) ∈ 𝐷1 ×𝐷2 we have:

ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄, 𝑦)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄, 𝑦),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄, 𝑦)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄, 𝑦)

)︃
≤ 𝑡 · 𝑓1(𝑡),⃦⃦⃦⃦

⃦ 𝑡∫︀0(︀𝑔(𝑠, 𝑋̄, 𝑦)− 𝑔(𝑠, 𝑋̄, 𝑦)
)︀
𝑑𝑠+

∑︀
0≤𝜏𝑖<𝑡

𝐽𝑖(𝑋̄, 𝑦)−
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄, 𝑦)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝑡 · 𝑓2(𝑡).

Then

𝜀ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),
𝑡𝑝+1∫︀
𝑡𝑝

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
=

= 𝜀ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠
ℎ
−
𝑡𝑝∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)
ℎ
−
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡𝑝
𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝) ,

𝑡𝑝+1∫︀
0

𝐹 (𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠
ℎ
−
𝑡𝑝∫︀
0

𝐹 (𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)
ℎ
−
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡𝑝

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
≤

≤ 𝜀

[︃
ℎ

(︃
𝑡𝑝+1∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),
𝑡𝑝+1∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃
+

+ℎ

(︃
𝑡𝑝∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡𝑝
𝐼𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝),

𝑡𝑝∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡𝑝

𝐼𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

)︃]︃
≤

≤ 𝜀 [𝑡𝑝+1 · 𝑓1(𝑡𝑝+1) + 𝑡𝑝 · 𝑓1(𝑡𝑝)] ≤ 2 sup
𝜏∈[0,𝐿]

𝜏𝑓1
(︀
𝜏
𝜀

)︀
= 𝛾1(𝜀),

where 𝜏 = 𝜀𝑡, lim
𝜀→0

𝛾1(𝜀) = 0. Similarly

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑡𝑝+1∫︁
𝑡𝑝

[𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)− 𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)]𝑑𝑠+
∑︁

𝑡𝑝≤𝜏𝑖<𝑡𝑝+1

𝐽𝑖(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)−
∑︁

𝑡𝑝≤𝜎𝑗<𝑡𝑝+1

𝐽𝑗(𝑋̄𝑝, 𝑦𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ≤ 𝛾2(𝜀),

where lim
𝜀→0

𝛾2(𝜀) = 0;

ℎ

(︃
𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘),

𝑡∫︀
𝑡𝑘

𝐹 (𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)𝑑𝑠+
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︃
≤ 𝛾1(𝜀),

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑡∫︀
𝑡𝑘

(︀
𝑔(𝑠, 𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)− 𝑔(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

)︀
𝑑𝑠+

∑︀
𝑡𝑘≤𝜏𝑖<𝑡

𝐽𝑖(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)−
∑︀

𝑡𝑘≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄𝑘, 𝑦𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝛾2(𝜀).

So

𝜀ℎ

(︃
𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐼𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖)),

𝑡∫︀
0

𝐹 (𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠+
∑︀

0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐼𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

)︃
≤
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≤ 𝜆𝑀𝐿2(𝑑+ 1)

𝑚
+

4𝜆𝑀𝐿2

𝑚
𝑑(𝑑+ 1) +

𝜆𝑀𝐿2(𝑑+ 1)

𝑚
+ (𝑘 + 1)𝛾1(𝜀) ≤

≤ 2𝜆𝑀𝐿2

𝑚
(2𝑑+ 1)(𝑑+ 1) +𝑚𝛾1(𝜀) ≡ 𝜙1(𝜀,𝑚),

(11)

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝑡∫︀
0

[𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))− 𝑔(𝑠, 𝑋̄(𝑠), 𝑦(𝑠))]𝑑𝑠+

+
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡
𝐽𝑖(𝑋̄(𝜏𝑖), 𝑦(𝜏𝑖))−

∑︀
0≤𝜎𝑗<𝑡

𝐽𝑗(𝑋̄(𝜎𝑗), 𝑦(𝜎𝑗))

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

≤ 𝜆𝑀𝐿2(𝑑+ 1)

𝑚
+

4𝜆𝑀𝐿2

𝑚
𝑑(𝑑+ 1) +

𝜆𝑀𝐿2(𝑑+ 1)

𝑚
+ (𝑘 + 1)𝛾2(𝜀) ≤

≤ 2𝜆𝑀𝐿2

𝑚
(2𝑑+ 1)(𝑑+ 1) +𝑚𝛾2(𝜀) ≡ 𝜙2(𝜀,𝑚).

(12)

If we substitute (11) in (9) and (12) in (10), we will get

ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
≤ 𝜀𝜆

𝑡∫︀
0

[︀
ℎ(𝑋(𝑠), 𝑋̄(𝑠)) + ‖𝑦(𝑠)− 𝑦(𝑠)‖

]︀
𝑑𝑠+

+𝜀𝜆
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡

[︀
ℎ(𝑋(𝜏𝑖), 𝑋̄(𝜏𝑖)) + ‖𝑦(𝜏𝑖)− 𝑦(𝜏𝑖)‖

]︀
+ 𝜙1(𝜀,𝑚),

‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝜀𝜆
𝑡∫︀
0

[︀
ℎ(𝑋(𝑠), 𝑋̄(𝑠)) + ‖𝑦(𝑠)− 𝑦(𝑠)‖

]︀
𝑑𝑠+

+𝜀𝜆
∑︀

0≤𝜏𝑖<𝑡

[︀
ℎ(𝑋(𝜏𝑖), 𝑋̄(𝜏𝑖)) + ‖𝑦(𝜏𝑖)− 𝑦(𝜏𝑖)‖

]︀
+ 𝜙2(𝜀,𝑚).

Adding these two inequalities and applying the analogue of Gronwall—Bellmann
lemma [14] we get

ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
+ ‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ (𝜙1(𝜀,𝑚) + 𝜙2(𝜀,𝑚)) (1 + 𝜀𝜆)

𝑖(0,𝑡)
𝑒𝜀𝜆𝑡 ≤

≤ (𝜙1(𝜀,𝑚) + 𝜙2(𝜀,𝑚)) (1 + 𝜀𝜆)
𝑑·𝑡
𝑒𝜀𝜆𝑡 ≤

≤ (𝜙1(𝜀,𝑚) + 𝜙2(𝜀,𝑚)) (1 + 𝜀𝜆)
𝑑·𝐿𝜀 𝑒𝜆𝐿 ≤

≤ (𝜙1(𝜀,𝑚) + 𝜙2(𝜀,𝑚)) 𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿 =

=
(︁

4𝜆𝑀𝐿2

𝑚 (2𝑑+ 1)(𝑑+ 1) +𝑚𝛾1(𝜀) +𝑚𝛾2(𝜀)
)︁
𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿.

Then for every summand the inequality holds:

ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
≤
(︁

4𝜆𝑀𝐿2

𝑚 (2𝑑+ 1)(𝑑+ 1) +𝑚𝛾1(𝜀) +𝑚𝛾2(𝜀)
)︁
𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿,

‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤
(︁

4𝜆𝑀𝐿2

𝑚 (2𝑑+ 1)(𝑑+ 1) +𝑚𝛾1(𝜀) +𝑚𝛾2(𝜀)
)︁
𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿.

Let 𝜂1 = min{𝜌, 𝜂, 𝜉}. Choose 𝑚 to satisfy the inequality

𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿𝜆𝑀𝐿2

𝑚
(2𝑑+ 1)(𝑑+ 1) <

𝜂1
12
.

Then fix 𝑚 and choose 𝜀0 ∈ (0, 𝜀] such that for 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] the inequalities hold

𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿𝑚𝛾1(𝜀) ≤
𝜂1
3
, 𝑒(𝑑+1)𝜆𝐿𝑚𝛾2(𝜀) ≤

𝜂1
3
.
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Then ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
≤ 𝜂1 and ‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝜂1 if the solution (𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)) be-

longs to the domain 𝐷1 × 𝐷2. And it follows from condition 3) of the theorem as
𝜂1 = min{𝜂, 𝜌, 𝜉}.

So, we get that for any 𝜂 > 0 and 𝐿 > 0 there exists such 𝜀0 ∈ (0, 𝜀] that for
𝜀 ∈ (0, 𝜀0] and 𝑡 ∈ [0, 𝐿𝜀−1] the following inequalities fulfill

ℎ
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋̄(𝑡)

)︀
≤ 𝜂, ‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝜂,

where (𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)) and (𝑋̄(𝑡), 𝑦(𝑡)) are the solutions of systems (2), (3) and (4), (5)
with the initial conditions 𝑋(0) = 𝑋̄(0) ∈ 𝐷′

1, 𝑦(0) = 𝑦(0) ∈ 𝐷′
2.

The theorem is proved.

Example 1. Consider the impulsive hybrid system

𝑋 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2), 𝑦 ∈ 𝑅.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐷𝐻𝑋 = 𝜀

[︂(︂
1 sin 𝑡

cos 2𝑡 2𝑦2

)︂
𝑋 +Π2+𝑒−𝑡+sin(ln(1+𝑡)),1

(︂
sin 𝑡
cos 𝑡

)︂]︂
,

𝑋0 = 𝑆0.5

(︂
−1
0

)︂
,

𝑦̇ = 𝜀
𝑦

|𝑋|
sin2 𝑡, 𝑦0 = 0.1.

Δ𝑋|𝑡=𝜏𝑖 = 𝜀𝑋, Δ𝑦|𝑡=𝜏𝑖 = −𝜀𝑦, 𝜏𝑖 = 2𝜋𝑖, 𝑖 = 1,∞.

The averaged system is:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷𝐻𝑋̄ = 𝜀

[︂(︂
1 0
0 2𝑦2

)︂
𝑋̄ +Π2+sin(ln(1+𝑡)),1

(︂
0
0

)︂]︂
,

𝑋̄0 = 𝑆0.5

(︂
−1
0

)︂
,

˙̄𝑦 = 𝜀
𝑦

2
⃒⃒
𝑋̄
⃒⃒ , 𝑦0 = 0.1.

Δ𝑋̄
⃒⃒
𝑡=𝜏𝑗

= 𝜀𝑋̄, Δ𝑦|𝑡=𝜏𝑗 = −𝜀𝑦, 𝜏𝑗 = 2𝜋𝑗, 𝑗 = 1,∞.

The graphs of the solutions of initial system and averaged system see on next page.

Conclusion. This paper contains the substantiation of the scheme of partial
averaging for one class of impulsive hybrid systems where one equation is a differen-
tial equation with Hukuhara derivative and the other one is an ordinary differential
equation. In case when the right-hand sides are periodic in time one can obtain a
better estimate. Namely one can show that for any 𝐿 > 0 there exist 𝐶(𝐿) > 0 and
𝜀0(𝐿) > 0 such that the conclusion of the theorem holds with 𝜂 = 𝐶𝜀.
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a) When 𝜀 = 0.1:

(a) (b)

Image 1. (a) The graph of the solutions of initial system 𝑋(𝑡) (black)
and averaged system 𝑋̄(𝑡) (gray). (b) The graph of the solutions of
initial system 𝑦(𝑡) (black) and averaged system 𝑦(𝑡) (gray).

b) When 𝜀 = 0.05:

(a) (b)

Image 2. (a) The graph of the solutions of initial system 𝑋(𝑡) (black)
and averaged system 𝑋̄(𝑡) (gray). (b) The graph of the solutions of
initial system 𝑦(𝑡) (black) and averaged system 𝑦(𝑡) (gray).
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ON EXISTENCE OF A SPECIAL KIND’S INTEGRAL MANIFOLD
OF THE NONLINEAR DIFFERENTIAL SYSTEM WITH SLOWLY

VARYING PARAMETERS

Щоголев С. А. Про iснування iнтегрального многовиду спецiального ви-

гляду нелiнiйної диференцiальної системи iз повiльно змiнними параметра-

ми. Для нелiнiйної коливної одночастотної диференцiальної системи другого поряд-

ку, правi частини якої вiдносно кутової змiнної зображуванi у виглядi абсолютно та

рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є iз повiльно змiнними в певному сенсi коефiцiєнтами,

отримано умови iснування iнтегрального многовиду аналогiчної структури.

Ключовi слова: диференцiальна система, многовид, повiльно змiнний.

Щёголев С. А. О существовании интегрального многообразия специаль-

ного вида нелинейной дифференциальной системы с медленно меняющи-

мися параметрами. Для нелинейной колебательной одночастотной дифференциаль-

ной системы второго порядка, правые части которой относительно угловой переменной

представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно меня-

ющимися в определённом смысле коэффициентами, получены условия существования

интегрального многообразия аналогичной структуры.

Ключевые слова: дифференциальная система, многообразие, медленно меняющийся.

Shchogolev S. A. On existence of a special kind’s integral manifold of the

nonlinear differential system with slowly varying parameters. Consider the second-

order nonlinear oscillating single-frequency differential system, the right-hand parts of which

with respect angular variable can be represented as an absolutely and uniformly convergent

Fourier-series with slowly varying in a certain sense coefficients. Establish the conditions of

existence of this system of integral manifolds of a similar structure. In this manifold system

are reduced to the one differential equation with respect angular variable. Preliminary the

auxiliary lemm’s in which construct the transformations, which reducing researching system

to the system with slowly varying, non oscillating, kind, are obtained. And coefficients of

these transformations are obtained in the form of analogous Fourier-series.

Key words: differential system, manifold, slowly varying.

Introduction. One of the powerful methods of the study of nonlinear systems of
differential equations is the method of integral manifolds [1,2]. Particularly important
role it plays in the research of multi-frequency oscillations, in particular, in systems
containing the slowly varying parameters [3]. An important object of study in the same
time and are single-frequency system [4]. In this paper the problem about existence of
the integral manifold, which represented by as an absolutely and uniformly convergent
Fourier-series with slowly varying parameters, are researched.

c○ Shchogolev S. A., 2013
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Main Results.

1. Basic notation and definitions.
Let 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], 𝜀0 ∈ R+}.
Definition 1.We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀), in general a complex-valued, belongs

to the class 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, if
1) 𝑓 : 𝐺(𝜀0) → C; 2) 𝑓(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺(𝜀0)) with respect 𝑡;
3) 𝑑𝑘𝑓(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑓*𝑘 (𝑡, 𝜀) (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚),

‖𝑓‖𝑆𝑚(𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑓*𝑘 (𝑡, 𝜀)| < +∞.

Definition 2. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) belongs to the class 𝐹 𝜃𝑚(𝜀0, 𝛼)
(𝑚 ∈ N ∪ {0}, 𝛼 ∈ (0,+∞)) if
1) 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺(𝜀0), 𝜃 ∈ R; 2) 𝑓 : 𝐺(𝜀0)×R → R;

3) 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃),

and:
a) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑓−𝑛(𝑡, 𝜀) ≡ 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀);
b) ∃𝐾 ∈ (0,+∞): ‖𝑓𝑛‖𝑆𝑚(𝜀0) ≤ 𝐾 exp (−|𝑛|𝛼), 𝑛 ∈ Z;

c) ‖𝑓‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼)

𝑑𝑒𝑓
=

∞∑︁
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑆𝑚(𝜀0) <
𝐾 (1 + 𝑒−𝛼)

1− 𝑒−𝛼
.

So the function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) and its partial derivatives with respect 𝑡 up to𝑚-th order
inclusive are analytic with respect 𝜃 ∈ R.

We state some properties of the norm ‖ · ‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼). Let 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 𝜃𝑚(𝜀0, 𝛼). Then

1) ‖𝑘𝑢‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) = |𝑘| · ‖ 𝑢‖𝐹 𝜃

𝑚(𝜀0,𝛼),
2) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 𝜃

𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ ‖𝑢‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) + ‖𝑣‖𝐹 𝜃

𝑚(𝜀0,𝛼),
3) ‖𝑢𝑣‖𝐹 𝜃

𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 2𝑚‖𝑢‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) · ‖𝑣‖𝐹 𝜃

𝑚(𝜀0,𝛼).

The property 3) in [5] are proved. Functions of the class 𝐹 𝜃𝑚(𝜀0, 𝛼) are form a
linear space, turning a complete normed space by introducing the norm ‖ · ‖𝐹 𝜃

𝑚(𝜀0,𝛼).

If 𝑚1 < 𝑚2, then 𝐹
𝜃
𝑚2

(𝜀0, 𝛼) ⊂ 𝐹 𝜃𝑚1
(𝜀0, 𝛼).

If 𝜀1 < 𝜀2, then 𝐹
𝜃
𝑚(𝜀2, 𝛼) ⊂ 𝐹 𝜃𝑚(𝜀1, 𝛼).

Definition 3. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝑥) belongs to the class 𝑆𝑥𝑚(𝜀0, 𝑥0, 𝑑),
if
1) 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺(𝜀0), 𝑥 ∈ R; 2) 𝑓 : 𝐺(𝜀0)×R → R;

3) 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝑥) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑓𝑙(𝑡, 𝜀)(𝑥− 𝑥0)
𝑙,

and
a) 𝑓𝑙 : 𝐺(𝜀0) → R; b) 𝑓𝑙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0);
c) the series

∑︀∞
𝑙=0 ‖𝑓𝑙‖𝑆𝑚(𝜀0)(𝑥− 𝑥0)

𝑙 is convergent if |𝑥− 𝑥0| < 𝑑.
Thus function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝑥) is real, analytic with respect 𝑥, if |𝑥 − 𝑥0| < 𝑑 together

with its partial derivatives up to 𝑚-th order inclusive. Moreover ∀𝑥 ∈ (𝑥0−𝑑, 𝑥0+𝑑) :
𝑓(𝑡, 𝜀, 𝑥) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0).
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Definition 4.We say, that a function 𝑓(𝑡,𝜀,𝜃,𝑥) belongs to the class 𝐹 𝜃,𝑥𝑚 (𝜀0,𝛼,𝑥0,𝑑)
(𝑚 ∈ N ∪ {0}, 𝛼 ∈ (0,+∞)) if
1) 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺(𝜀0), 𝜃 ∈ R, 𝑥 ∈ R; 2) 𝑓 : 𝐺(𝜀0)×R×R → R;

3) 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥) =

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑓𝑛,𝑙(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑛𝜃(𝑥− 𝑥0)

𝑙,

and
a) 𝑓𝑛,𝑙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), 𝑓−𝑛,𝑙(𝑡, 𝜀) ≡ 𝑓𝑛,𝑙(𝑡, 𝜀),
b) ∃ 𝐾 ∈ (0,+∞) : ∀ 𝑛 ∈ Z, ∀ 𝜌 ∈ (0, 𝑑):

‖𝑓𝑛,𝑙(𝑡, 𝜀)‖𝑆𝑚(𝜀) ≤
𝐾𝑒−|𝑛|𝛼

𝜌𝑙
.

Thus real function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥) and its all partial derivatives with respect 𝑡 up to
𝑚-th order inclusive are analytic with respect 𝜃 ∈ R and 𝑥 if |𝑥− 𝑥0| < 𝑑. Moreover
∀ 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑑, 𝑥0 + 𝑑): 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥) ∈ 𝐹 𝜃𝑚(𝜀0, 𝛼).

2. Statement of the Problem.
Consider the following system of differential equations:

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝜇𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥) + 𝜀𝑎(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥),

𝑑𝜃
𝑑𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Θ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥) + 𝜀𝑏(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥),

(1)

where 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺(𝜀0), 𝜃, 𝑥 ∈ R; 𝑋,Θ ∈ 𝐹 𝜃,𝑥𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 𝜃,𝑥𝑚−1(𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑),
𝜔 ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), inf

𝐺(𝜀0
𝜔 = 𝜔0 > 0, 𝜇 ∈ (0, 𝜇0).

We study the question of the existence of the integral manifold 𝑥 = 𝑤(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈
∈ 𝐹 𝜃𝑘 (𝜀1, 𝛼1) (𝑘 < 𝑚− 1, 𝜀1 < 𝜀0, 𝛼1 < 𝛼) of the system (1).

3. Auxiliary Results.
We denote:

𝑋0(𝑡, 𝜀, 𝑥) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥)𝑑𝜃.

Let us assume that the following conditions.
(A). There is a real function 𝑥0(𝑡, 𝜀) such that

1) 𝑋0(𝑡, 𝜀, 𝑥0(𝑡, 𝜀)) ≡ 0;

2) inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑋0(𝑡, 𝜀, 𝑥0(𝑡, 𝜀))

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝛾 > 0; (2)

3) in system (1) a function 𝑥0(𝑡, 𝜀) is taken as a point 𝑥0 and is taken as 𝑑-sufficiently
small positive number in the 𝑑-neighborhood of the point 𝑥0 is no other roots of the
equation 𝑋0(𝑡, 𝜀, 𝑥) = 0, than 𝑥0. Owing to the condition (2) the number 𝑑 are exists.

(B) Parameters 𝜇 and 𝜀 are related by inequalities:

𝜇𝑟−2 ≤ 𝜀𝑚1−1, (3)

in which 𝑟,𝑚1 ∈ N, 𝑟 > 2𝑚1, 𝑚 > 2𝑚1, 𝑚1 ≥ 1,

𝜇+
𝜀

𝜇2
< 𝛿, (4)
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in which 𝛿 ∈ (0,+∞).
Lemma 1. Let the condition (A). Then

1) ∀ 𝑟 ∈ N ∃ 𝜇𝑟 ∈ (0, 𝜇0) such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇𝑟) exists the transformation of kind

𝑥 = 𝑦 +

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦)𝜇
𝑘, 𝜃 = 𝜙+

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦)𝜇
𝑘, (5)

where 𝜙, 𝑦 ∈ R, 𝑢𝑘, 𝑣𝑘 ∈ 𝐹𝜙,𝑦𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑1) (𝑑1 ∈ (0, 𝑑), 𝑘 = 1, 𝑟), which reducing the
system (1) to the form:

𝑑𝑦
𝑑𝑡 =

∑︀𝑟
𝑘=1 𝑌𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑦)𝜇

𝑘 + 𝜇𝑟+1 ̃︀𝑌𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇) + 𝜀𝑎𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇),

𝑑𝜙
𝑑𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝜀) +

∑︀𝑟
𝑘=1 Φ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑦)𝜇

𝑘 + 𝜇𝑟+1̃︀Φ𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇) + 𝜀𝑏𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇),

(6)

where 𝑌𝑘,Φ𝑘 ∈ 𝑆𝑦𝑚(𝜀0, 𝑥0, 𝑑1), ̃︀𝑌𝑟, ̃︀Φ𝑟 ∈ 𝐹𝜙,𝑦𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑1), 𝑎𝑟, 𝑏𝑟 ∈ 𝐹𝜙,𝑦𝑚−1(𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑1);
2) ∃ 𝜇*

𝑟 ∈ (0, 𝜇𝑟) such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇*
𝑟) exists inversion:

𝑦 = 𝑥+ 𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇), 𝜙 = 𝜃 + 𝑞(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇), (7)

where 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐹 𝜃,𝑥𝑚 (𝜀, 𝛼, 𝑥, 𝑑2) (𝑑2 ∈ (0, 𝑑1)).
Proof. The formulas determining for sufficiently small values 𝜇 the functions

𝑢𝑘, 𝑣𝑘, 𝑌𝑘,Φ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑟), ̃︀𝑌𝑟, ̃︀Φ𝑟, 𝑎𝑟, 𝑏𝑟 are obtained in [6]. From these formulas it
follows that these functions belong to the specified class in the formulation of lemma.
We now establish the reversibility of the transformation (5). We rewrite it in the form:

𝑥 = 𝑦 + 𝜇𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇), 𝜃 = 𝜙+ 𝜇𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇), (8)

where

𝑢 =

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦)𝜇
𝑘−1, 𝑣 =

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦)𝜇
𝑘−1.

Obviously 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹𝜙,𝑦𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑1).
We sustitute relations (7) in (8). Then we obtain the nonlinear system for 𝑝, 𝑞:

𝑝+ 𝜇𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞, 𝑥+ 𝑝, 𝜇) = 0, 𝑞 + 𝜇𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞, 𝑥+ 𝑝, 𝜇) = 0. (9)

We choose some 𝜌 ∈ (0, 𝑑1) and denote:

𝐷0 = {𝑥 ∈ R; |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝜌},

𝑀(𝜇) = max

(︂
sup
𝑥∈𝐷0

‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼), sup

𝑥∈𝐷0

‖𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼)

)︂
.

We seek a solution of the system (9) by iterative method, identifying as an initial
approximation 𝑝0 = 𝑞0 = 0, and subsequent iterations are defined by formulas:

𝑝𝑘+1 = −𝜇𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘, 𝑥+ 𝑝𝑘, 𝜇), 𝑞𝑘+1 = −𝜇𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘, 𝑥+ 𝑝𝑘, 𝜇). (10)

Now we choose 𝑑2 ∈ (0, 𝜌) and denote

𝐷1 = {𝑥 ∈ R : |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝑑2}.
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We have: 𝑝1 = −𝜇𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇), 𝑞1 = −𝜇𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇).

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑝1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) = 𝜇 sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑢‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇 sup

𝑥∈𝐷0

‖𝑢‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇),

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑞1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) = 𝜇 sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑣‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇 sup

𝑥∈𝐷0

‖𝑣‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇).

We assume by induction that

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑝𝑘‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇), sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑞𝑘‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇).

Then if 𝑥 ∈ 𝐷1, we have:

|𝑥+ 𝑝𝑘 − 𝑥0| ≤ |𝑥− 𝑥0|+ |𝑝𝑘| ≤ 𝑑2 + 𝜇𝑀(𝜇).

We choose 𝜇 so small, that 𝜇𝑀(𝜇) < 𝜌− 𝑑2. Then

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑝𝑘+1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) = 𝜇 sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘, 𝑥+ 𝑝𝑘, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤

≤ 𝜇 sup
𝑥∈𝐷0

‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇),

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑞𝑘+1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) = 𝜇 sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘, 𝑥+ 𝑝𝑘, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤

≤ 𝜇 sup
𝑥∈𝐷0

‖𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇).

Thus for all iterations is satisfied:

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑝𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇), sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑞𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇).

Since the function 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹𝜙,𝑦𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑1) then ∃ 𝐿(𝜇) ∈ (0,+∞) : ∀ ̃︀𝑝, ̃︀𝑞,̃︀̃︀𝑝,̃︀̃︀𝑞 ∈
∈ 𝐹 𝜃,𝑥𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑2) such that

sup
𝑥∈𝐷1

‖̃︀𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇), sup

𝑥∈𝐷1

‖̃︀̃︀𝑝(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇),

sup
𝑥∈𝐷1

‖̃︀𝑞(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇), sup

𝑥∈𝐷1

‖̃︀̃︀𝑞(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑥, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤ 𝜇𝑀(𝜇)

the unequalities:

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + ̃︀𝑞, 𝑥+ ̃︀𝑝, 𝜇)− 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + ̃︀̃︀𝑞, 𝑥+ ̃︀̃︀𝑝, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤

≤ 𝐿(𝜇)

(︂
sup
𝑥∈𝐷1

‖̃︀𝑞 − ̃︀̃︀𝑞‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) + sup

𝑥∈𝐷1

‖̃︀𝑝− ̃︀̃︀𝑝‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼)

)︂
,

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + ̃︀𝑞, 𝑥+ ̃︀𝑝, 𝜇)− 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + ̃︀̃︀𝑞, 𝑥+ ̃︀̃︀𝑝, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤

≤ 𝐿(𝜇)

(︂
sup
𝑥∈𝐷1

‖̃︀𝑞 − ̃︀̃︀𝑞‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) + sup

𝑥∈𝐷1

‖̃︀𝑝− ̃︀̃︀𝑝‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼)

)︂
.
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Hence we obtain:
sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) =

= 𝜇 sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘, 𝑥+ 𝑝𝑘, 𝜇0− 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘−1, 𝑥+ 𝑝𝑘−1, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤

≤ 𝜇𝐿(𝜇)

(︂
sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑞𝑘 − 𝑞𝑘−1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) + sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼)

)︂
;

sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) =

= 𝜇 sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘, 𝑥+ 𝑝𝑘, 𝜇0− 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃 + 𝑞𝑘−1, 𝑥+ 𝑝𝑘−1, 𝜇)‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) ≤

≤ 𝜇𝐿(𝜇)

(︂
sup
𝑥∈𝐷1

‖𝑞𝑘 − 𝑞𝑘−1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼) + sup

𝑥∈𝐷1

‖𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1‖𝐹 𝜃
𝑚(𝜀0,𝛼)

)︂
.

Therefore, for the convergence process (10) to the solution of the system (9), which
belong to the class 𝐹 𝜃,𝑥𝑚 (𝜀0, 𝛼, 𝑥0, 𝑑2) is sufficient condition 2𝜇𝐿(𝜇) < 1.

Lemma 1 are proved.
We consider equation:

𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑦, 𝜇) = 0, (11)

where 𝑌 =
∑︀𝑟
𝑘=1 𝑌𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑦)𝜇

𝑘−1. In [6] shows that 𝑌1(𝑡, 𝜀, 𝑦) = 𝑋0(𝑡, 𝜀, 𝑦). Therefore,
on the basis of the assumption (A), the equation

𝑌1(𝑡, 𝜀, 𝑦) = 0 (12)

have the root 𝑦0(𝑡, 𝜀) = 𝑥0(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), and

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑌1(𝑡, 𝜀, 𝑦0(𝑡, 𝜀))

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
= 𝛾 > 0.

Lemma 2. Let suppose the assumption (A). Then ∃ 𝑑3 ∈ (0,+∞), 𝜇𝑟0 ∈ (0, 𝜇𝑟),
where 𝜇𝑟 are defined in Lemma 1, such that ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇𝑟0) the equation (11) have the
root 𝑦*(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), such that

|𝑦*(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑦0(𝑡, 𝜀)| < 𝜇𝑑3 < 𝑑2,

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑌1(𝑡, 𝜀, 𝑦

*(𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝜇)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
= 𝛾1(𝜇) > 0.

Proof. We write the equation (11) in the form

𝑌1(𝑡, 𝜀, 𝑦) + 𝜇̃︀𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑦, 𝜇) = 0, (13)

where ̃︀𝑌 =
∑︀𝑟
𝑘=2 𝑌𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑦)𝜇

𝑘−2. Then the assertion of Lemma follows from the results
[7, p. 695–702].

We denote

Φ(𝑡, 𝜀, 𝑦, 𝜇) =

𝑟∑︁
𝑘=1

Φ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑦)𝜇
𝑘−1,
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and rewrite the system (6) in form:

𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑦, 𝜇) + 𝜇𝑟+1 ̃︀𝑌𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇) + 𝜀𝑎𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇),

𝑑𝜙
𝑑𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑦, 𝜀, 𝑦, 𝜇) + 𝜇𝑟+1̃︀Φ𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇) + 𝜀𝑏𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜙, 𝑦, 𝜇),

(14)

where 𝑌,Φ ∈ 𝑆𝑦𝑚(𝜀0, 𝑦
*, 𝑑2 − 𝜇𝑑3).

Lemma 3. Let suppose the assumption (A). Then ∃ 𝜀* ∈ (0, 𝜀0), 𝑑4 ∈ (0, 𝑑2−𝜇𝑑3)
such that ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝜀*) exists the chain of reversible transformations of kind:

𝑦 = 𝑧1 + 𝜀𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧1, 𝜇), 𝜙 = 𝜓1 + 𝜀ℎ1(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧1, 𝜇), (15)

𝑧1 = 𝑧2 + 𝜀2𝑔2(𝑡, 𝜀, 𝜓2, 𝑧2, 𝜇), 𝜓1 = 𝜓2 + 𝜀2ℎ2(𝑡, 𝜀, 𝜓2, 𝑧2, 𝜇), (16)

· · ·
𝑧𝑚1−2 = 𝑧𝑚1−1 + 𝜀𝑚1−1𝑔𝑚1−1(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1, 𝜇),

𝜓𝑚1−2 = 𝜓𝑚1−1 + 𝜀𝑚1−1ℎ𝑚1−1(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1, 𝜇),
(17)

where 𝑔𝑗 , ℎ𝑗 ∈ 𝐹
𝜓𝑗 ,𝑧𝑗
𝑚−𝑗 (𝜀

*, 𝛼, 𝑦*, 𝑑4) (𝑗 = 1,𝑚1 − 1), which reducing the system (13) to
the kind:

𝑑𝑧𝑚1−1

𝑑𝑡 = 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧𝑚1−1, 𝜇) + 𝜇𝑟+1𝑍𝑚1−1(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1, 𝜇)+

+
∑︀𝑚1−1
𝑘=1 𝜀𝑘𝛼𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑧𝑚1−1, 𝜇) + 𝜀𝑚1̃︀𝑎𝑚1

(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1, 𝜇),

𝑑𝜓𝑚1−1

𝑑𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧𝑚1−1, 𝜇) + 𝜇𝑟+1Φ𝑚1−1(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1, 𝜇)+

+
∑︀𝑚1−1
𝑘=1 𝜀𝑘𝛽𝑘(𝑡, 𝜀, 𝑧𝑚1−1, 𝜇) + 𝜀𝑚1̃︀𝑏𝑚1

(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1, 𝜇),

(18)

where 𝑍𝑚1−1,Φ𝑚1−1 ∈ 𝐹
𝜓𝑚1−1,𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑚1+1 (𝜀*, 𝛼, 𝑦*, 𝑑4), 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 ∈ 𝑆
𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑘 (𝜀1, 𝑦
*, 𝑑4), ̃︀𝑎𝑚1 ,

̃︀𝑏𝑚1 ∈
∈ 𝐹

𝜓𝑚1−1,𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑚1
(𝜀*, 𝛼, 𝑦*, 𝑑4).

Proof. We apply to the system (14) transformation (15) and require that the
transformed system has the form:

𝑑𝑧1
𝑑𝑡 = 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) + 𝜇𝑟+1𝑍1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇)+

+𝜀𝛼1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) + 𝜀2̃︀𝑎2(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧1, 𝜇),
𝑑𝜓1

𝑑𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) + 𝜇𝑟+1Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇)+

+𝜀𝛽1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) + 𝜀2̃︀𝑏2(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧1, 𝜇),
(19)

where the function 𝑍1,Φ1, 𝛼1, 𝛽1,̃︀𝑎2,̃︀𝑏2 are to be determined. Then for the functions
𝑔1, ℎ1 we obtain the following system of the differential equations in partial derivatives:

(𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇))
𝜕𝑔1
𝜕𝜓1

+ 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇)
𝜕𝑔1
𝜕𝑧1

+

+𝛼1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) = 𝜇𝜕𝑌 (𝑡,𝜀,𝑧1,𝜇)
𝜕𝑧1

𝑔1 + 𝑎𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇),

(20)
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(𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇))
𝜕ℎ1

𝜕𝜓1
+ 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇)

𝜕ℎ1

𝜕𝑧1
+

+𝛽1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) = 𝜇𝜕Φ(𝑡,𝜀,𝑧1,𝜇)
𝜕𝑧1

𝑔1 + 𝑏𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇).

(21)

The functions 𝑍1,Φ1,̃︀𝑎2,̃︀𝑏2 defined from the following systems of the linear algebraic
equations:

𝜀 𝜕𝑔1𝜕𝜓1
Φ1 +

(︁
1 + 𝜀𝜕𝑔1𝜕𝑧1

)︁
𝑍1 = ̃︀𝑌𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1 + 𝜀ℎ1, 𝑧1 + 𝜀𝑔1, 𝜇),(︁

1 + 𝜀 𝜕ℎ1

𝜕𝜓1

)︁
Φ1 + 𝜀 𝜕ℎ1

𝜕𝜓1
𝑍1 = ̃︀Φ𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1 + 𝜀ℎ1, 𝑧1 + 𝜀𝑔1, 𝜇),

(22)

(︁
1 + 𝜀𝜕𝑔1𝜕𝑧1

)︁̃︀𝑎2 + 𝜀 𝜕𝑔1𝜕𝜓1

̃︀𝑏2 =

= 𝜇
2
𝜕2𝑌 (𝑡,𝜀,𝑧1+𝜈1𝜀𝑔1)

𝜕𝑧21
𝑔21 +

𝜕𝑎𝑟(𝑡,𝜀,𝜓+𝜈2𝜀ℎ1,𝑧1+𝜈2𝜀𝑔1,𝜇)
𝜕𝜓1

ℎ1+

+𝜕𝑎𝑟(𝑡,𝜀,𝜓+𝜈2𝜀ℎ1,𝑧1+𝜈2𝜀𝑔1,𝜇)
𝜕𝑧1

𝑔1 − 1
𝜀
𝜕𝑔1
𝜕𝑡 ,

𝜀𝜕ℎ1

𝜕𝑧1
̃︀𝑎2 + (︁1 + 𝜀 𝜕ℎ1

𝜕𝜓1

)︁̃︀𝑏2 =

= 𝜇
2
𝜕2Φ(𝑡,𝜀,𝑧1+𝜈3𝜀𝑔1)

𝜕𝑧21
𝑔21 +

𝜕𝑏𝑟(𝑡,𝜀,𝜓+𝜈4𝜀ℎ1,𝑧1+𝜈4𝜀𝑔1,𝜇)
𝜕𝜓1

ℎ1+

+𝜕𝑏𝑟(𝑡,𝜀,𝜓+𝜈4𝜀ℎ1,𝑧1+𝜈4𝜀𝑔1,𝜇)
𝜕𝑧1

𝑔1 − 1
𝜀
𝜕ℎ1

𝜕𝑡 ,

(23)

where 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4 ∈ (0, 1).

We denote 𝑧0 = 𝑦*(𝑡, 𝜀, 𝜇) and expand the functions 𝑌,Φ in the series in 𝑧1 − 𝑧0,
which converge at |𝑧1 − 𝑧0| < 𝜌1, where 𝜌1 ∈ (0, 𝑑2 − 𝜇𝑑3). Due the conditions of
Lemma value 𝜌1 can be chosen so small that in 𝜌1-neighbourhood of the point 𝑧0 the
are no, except 𝑧0, other roots of equation 𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) = 0.

Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑙=0

Φ*
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙, (24)

𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑌 *
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙. (25)

In the case inf
𝐺(𝜀0)

|𝑌 *
1 (𝑡, 𝜀, 𝜇)| = 𝛾1(𝜇) > 0. Then

𝜕Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇)

𝜕𝑧1
=

∞∑︁
𝑙=0

𝑙Φ*
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1, (26)

𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇)

𝜕𝑧1
=

∞∑︁
𝑙=0

𝑙𝑌 *
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1. (27)
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We expand the functions 𝑎𝑟, 𝑏𝑟 in the double series, whish converge at 𝜓1 ∈ R
and |𝑧1 − 𝑧0| < 𝜌1:

𝑎𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑎𝑟𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙, (28)

𝑏𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑏𝑟𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙. (29)

We seek a solution of the system (20), (21) in the form of a double series:

𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑔1𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙, (30)

ℎ1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

ℎ1𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙. (31)

Then
𝜕𝑔1
𝜕𝜓1

=

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑖𝑘𝑔1𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙, (32)

𝜕𝑔1
𝜕𝑧1

=

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑙𝑔1𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1, (33)

𝜕ℎ1
𝜕𝜓1

=

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑖𝑘ℎ1𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙, (34)

𝜕ℎ1
𝜕𝑧1

=

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=0

𝑙ℎ1𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1. (35)

We substitute expressions (30), (32), (33) in the equation (20). Using (24) we
obtain:(︂

𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇
∞∑︀
𝑙=0

Φ*
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙

)︂ ∞∑︀
𝑘=−∞

∞∑︀
𝑙=0

𝑖𝑘𝑔1𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙+

+

(︂
𝜇

∞∑︀
𝑙=0

𝑌 *
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙

)︂ ∞∑︀
𝑘=−∞

∞∑︀
𝑙=0

𝑙𝑔1𝑘𝑙𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1+

+𝛼1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) =

(︂
𝜇

∞∑︀
𝑙=1

𝑙𝑌 *
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1

)︂
×

×
∞∑︀

𝑘=−∞

∞∑︀
𝑙=0

𝑔1𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙 +
∞∑︀

𝑘=−∞

∞∑︀
𝑙=0

𝑎𝑟𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑒
𝑖𝑘𝜓1(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙.

(36)

We equate in the left and right sides of the equality (36) the coefficients at 𝑒𝑖𝑘𝜓1 .
At 𝑘 = 0 we obtain:(︃

𝜇

∞∑︁
𝑙=0

𝑌 *
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙

)︃ ∞∑︁
𝑙=0

𝑙𝑔10𝑙(𝑧1 − 𝑧0)
𝑙−1+
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+𝛼1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) =

(︃
𝜇

∞∑︁
𝑙=1

𝑙𝑌 *
𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)

𝑙−1

)︃
×

×
∞∑︁
𝑙=0

𝑔10𝑙(𝑧1 − 𝑧0)
𝑙 +

∞∑︁
𝑙=0

𝑎𝑟0𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)
𝑙. (37)

We denote:

𝛼1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑎𝑟0𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)(𝑧1 − 𝑧0)
𝑙 =

=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑎𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇)𝑑𝜓1 ∈ 𝑆𝑧1𝑚−1(𝜀0, 𝑧0, 𝜌1),

𝑔10𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇) ≡ 0 (𝑙 = 0, 1, 2, ...).

At 𝑘 ̸= 0 we denote:

𝑔1𝑘0 = − 𝑎𝑟𝑘0
𝜇𝑌 *

1 (𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑖𝑘(𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ*
0(𝑡, 𝜀, 𝜇))

, (38)

𝑔1𝑘𝑛 =

𝜇
𝑛−1∑︀
𝑗=0

[︀
(𝑛+ 1− 2𝑗)𝑌 *

𝑛−𝑗+1(𝑡, 𝜀, 𝜇)−𝑖𝑘Φ*
𝑛−𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)

]︀
𝑔1𝑘𝑗+𝑎𝑟𝑘𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜇)

(𝑛− 1)𝜇𝑌 *
1 (𝑡, 𝜀, 𝜇)+𝑖𝑘(𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ*

0(𝑡, 𝜀, 𝜇))
,

𝑛 = 1, 2, . . . ; 𝑘 ∈ Z/{0}.

(39)

Since inf
𝐺(𝜀0)

𝜔(𝑡, 𝜀) = 𝜔0 > 0, then

inf
𝐺(𝜀0)

|𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ*
0(𝑡, 𝜀, 𝜇)| ≥ 𝜔0 − 𝜇‖Φ*

0(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆𝑚(𝜀0) > 𝜔1 > 0,

if 𝜇‖Φ*
0(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆𝑚(𝜀0) < 𝜔0−𝜔1. From (38) follows, that 𝑔1𝑘0(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚−1(𝜀0), and

‖𝑔1𝑘0(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
‖𝑎𝑟𝑘0(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆𝑚−1(𝜀0)

|𝑘|𝜔1
.

From (39) follows, that ∀ 𝑛 ∈ N: 𝑔1𝑘𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚−1(𝜀0).
Since series (24), (25), (28), (29) converge at 𝜓1 ∈ R and |𝑧1 − 𝑧0| < 𝜌1, then

∃ 𝜎 ∈ (0, 𝜌1), 𝑀 ∈ (0,+∞) such that:

‖Φ*
𝑙 ‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤

𝑀

𝜎𝑙
, ‖𝑌 *

𝑙 ‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
𝑀

𝜎𝑙−1
,

‖𝑎𝑟𝑘𝑙‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑙
, ‖𝑏𝑟𝑘𝑙‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤

𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑙
.

Following known techniques [8], suppose by induction, that

‖𝑔1𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
𝑃 𝑙𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑙
(𝑙 = 0, 𝑛− 1).
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We show that the constant 𝑃 > 1 can be chosen so that:

‖𝑔1𝑘𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
𝑃𝑛𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑛
.

Let 𝛾1(𝜇) – the constant, which defined in Lemma 2. From (39) we obtain:

‖𝑔1𝑘𝑛‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
1

(𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1
×

×

⎡⎣𝜇2𝑚−1
𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑛+ 1− 2𝑗| · ‖𝑌 *
𝑛−𝑗+1‖𝑆𝑚−1(𝜀0) · ‖𝑔1𝑘𝑗‖𝑆𝑚−1(𝜀0)+

+𝜇|𝑘|2𝑚−1
𝑛−1∑︁
𝑗=0

‖Φ*
𝑛−𝑗‖𝑆𝑚−1(𝜀0) · ‖𝑔1𝑘𝑗‖𝑆𝑚−1(𝜀0) + ‖𝑎𝑟𝑘𝑛‖𝑆𝑚−1(𝜀0)

⎤⎦ ≤

≤ 2𝑚−1

(𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1

⎡⎣𝜇 𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑛+ 1− 2𝑗| 𝑀
𝜎𝑛−𝑗

· 𝑃
𝑗𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑗
+

+𝜇|𝑘|
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑀

𝜎𝑛−𝑗
· 𝑃

𝑗𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑗
+
𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑛

⎤⎦ =

=
2𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

((𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1)𝜎𝑛

⎡⎣𝜇 𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑛+ 1− 2𝑗|𝑃 𝑗 + 𝜇|𝑘|
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑃 𝑗 + 1

⎤⎦ =

=
2𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

((𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1)𝜎𝑛
×

×
[︂
𝜇

(𝑛+ 3)𝑃𝑛+1 − (𝑛− 1)𝑃𝑛 + (𝑛+ 1)

(𝑃 − 1)2
+ 𝜇|𝑘|𝑃

𝑛 − 1

𝑃 − 1
+ 1

]︂
≤

≤ 2𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

((𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1)𝜎𝑛

[︂
𝜇
3(𝑛+ 1)𝑃𝑛+1

(𝑃 − 1)2
+ 𝜇|𝑘| 𝑃𝑛

𝑃 − 1
+ 𝑃𝑛−1

]︂
. (40)

Let 𝑃 ≥ 1 + 𝑝0, where 𝑝0 > 0. Then from (40) we obtain:

‖𝑔1𝑘𝑛‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
𝐾02

𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

((𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1)𝜎𝑛
[︀
𝜇(𝑛+ 1)𝑃𝑛−1+

+𝜇|𝑘|𝑃𝑛−1 + 𝑃𝑛−1
]︀
=

𝐾02
𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

((𝑛− 1)𝜇𝛾1(𝜇) + |𝑘|𝜔1)𝜎𝑛
(𝜇(𝑛+ 1) + 𝜇|𝑘|+ 1)𝑃𝑛−1,

where 𝐾0 = 3(1 + 𝑝0)
2/𝑝20 + (1 + 𝑝0)/𝑝0 + 1.

We estimate:

𝜇(𝑛+ 1) + 𝜇|𝑘|+ 1

𝜇𝛾1(𝑛− 1) + 𝜔1|𝑘|
=

𝜇(𝑛+ 1) + 𝜇|𝑘|
𝜇𝛾1(𝑛− 1) + 𝜔1|𝑘|

+
1

𝜇𝛾1(𝑛− 1) + 𝜔1|𝑘|
≤
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≤ 1

𝜔1
+

𝜇(𝑛+ 1) + 𝜇|𝑘|
𝜇𝛾1(𝑛− 1) + 𝜔1|𝑘|

<
3

𝜔1
+

𝜇+ 𝜇𝜏

𝜇𝛾1 + 𝜔𝜏
,

where 𝜏 = |𝑘|/(𝑛− 1).
The function 𝑠(𝜏) = (𝜇+𝜇𝜏)/(𝜇𝛾1+𝜔1𝜏) at 𝜇𝛾1 < 𝜔1 is monotonically decreasing,

𝑠(0) = 1/𝛾1, hence 𝑠(𝜏) ≤ 1/𝛾1. Thus for sufficiently small 𝜇:

𝜇(𝑛+ 1) + 𝜇|𝑘|+ 1

𝜇𝛾1(𝑛− 1) + 𝜔1|𝑘|
≤ 𝐾1,

where 𝐾1 = 3/𝜔1 + 1/𝛾1. Hence:

‖𝑔1𝑘𝑛‖𝑆𝑚−1(𝜀0) ≤
𝐾0𝐾12

𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑛
𝑃𝑛−1.

We require that
𝐾0𝐾12

𝑚−1𝑀𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑛
𝑃𝑛−1 <

𝑒−|𝑘|𝛼

𝜎𝑛
𝑃𝑛.

It’s enough to satisfy the inequality 𝑃 > 1 +𝐾0𝐾12
𝑚−1𝑀 .

Thus equation (20) have a solution 𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇), which belong to class

𝐹𝜓1,𝑧1
𝑚−1 (𝜀0, 𝛼, 𝑧0, 𝜎/𝑃 ). Since in neighbourhood |𝑧1 − 𝑧0| < 𝜌1 the are no, except 𝑧0,

other roots of equation 𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) = 0, then equation (18) has no singular points,

except 𝑧0, hence 𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇) ∈ 𝐹𝜓1,𝑧1
𝑚−1 (𝜀0, 𝛼, 𝑧0, 𝜌1).

Let’s go to equation (21) with an already defined function 𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇), We
denote:

𝛽1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) = 𝜇
𝜕Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇)

𝜕𝑧1
· 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇)𝑑𝜓1+

+
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑏𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇)𝑑𝜓1.

Then 𝛽1(𝑡, 𝜀, 𝑧1, 𝜇) ∈ 𝑆𝑧1𝑚−1(𝜀0, 𝑧0, 𝜌1).
Using arguments similar to those given for the equation (20), we see that equation

(21) have a solution ℎ1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇) ∈ 𝐹𝜓1,𝑧1
𝑚−1 (𝜀0, 𝛼, 𝑧0, 𝜌1).

Now consider the systems of the linear algebraic equations (22), (23). Obviously
∃ 𝜀1 ∈ (0, 𝜀0) such that ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝜀1) the determinants of theese systems are sep-
arated from zero. Hence the system (22) have a unique solution Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇),

𝑍1(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧1, 𝜇) ∈ 𝐹𝜓1,𝑧1
𝑚−1 (𝜀1, 𝛼, 𝑧0, 𝜌1). The system (23) have a unique solution ̃︀𝑎2(𝑡, 𝜀,

𝜓1, 𝑧1, 𝜇), ̃︀𝑏2(𝑡, 𝜀, 𝜓1, 𝑧1, 𝜇) ∈ 𝐹𝜓1,𝑧1
𝑚−2 (𝜀1, 𝛼, 𝑧0, 𝜌1).

We make in the system (19) transformation (16) and require that the transformed
system have the kind:

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) + 𝜇𝑟+1𝑍2(𝑡, 𝜀, 𝜓2, 𝑧2, 𝜇)+

+𝜀𝛼1(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) + 𝜀2𝛼2(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) + 𝜀3̃︀𝑎3(𝑡, 𝜀, 𝜓2, 𝑧2, 𝜇),

𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) + 𝜇𝑟+1Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜓2, 𝑧2, 𝜇)+

+𝜀𝛽1(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) + 𝜀2𝛽2(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) + 𝜀3̃︀𝑏3(𝑡, 𝜀, 𝜓2, 𝑧2, 𝜇).

(41)
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Then for functions 𝑔2, ℎ2 we obtain the next system of the differential equations
in partial derivatives:

(𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇))
𝜕𝑔2
𝜕𝜓2

+ 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇)
𝜕𝑔2
𝜕𝑧2

+

+𝛼2(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) = 𝜇
𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇)

𝜕𝑧2
𝑔2 + ̃︀𝑎2(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧2), (42)

(𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇))
𝜕ℎ2
𝜕𝜓2

+ 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇)
𝜕ℎ2
𝜕𝑧2

+

+𝛽2(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇) = 𝜇
𝜕Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧2, 𝜇)

𝜕𝑧2
𝑔2 +̃︀𝑏2(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧2). (43)

The functions 𝑍2,Φ2,̃︀𝑎3,̃︀𝑏3 defined from the following systems of the linear algebraic
equations:

𝜀2 𝜕𝑔2𝜕𝜓2
Φ2 +

(︁
1 + 𝜀2 𝜕𝑔2𝜕𝑧2

)︁
𝑍2 = 𝑍1(𝑡, 𝜀, 𝜓2 + 𝜀2ℎ2, 𝑧2 + 𝜀2𝑔2, 𝜇),(︁

1 + 𝜀2 𝜕ℎ2

𝜕𝜓2

)︁
Φ2 + 𝜀2 𝜕ℎ2

𝜕𝜓2
𝑍2 = Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜓2 + 𝜀2ℎ2, 𝑧2 + 𝜀2𝑔2, 𝜇),

(44)

(︁
1 + 𝜀2 𝜕𝑔2𝜕𝑧2

)︁̃︀𝑎3 + 𝜀2 𝜕𝑔2𝜕𝜓2

̃︀𝑏3 =

= 𝜇𝜀
2 · 𝜕

2𝑌 (𝑡,𝜀,𝑧2+𝜈
*
1 𝜀

2𝑔2)

𝜕𝑧22
𝑔22+

+
𝜕𝛼1(𝑡,𝜀,𝑧2+𝜈

*
2 𝜀

2𝑔2)
𝜕𝑧2

𝑔2 + 𝜀
(︁
𝜕̃︀𝑎2(𝑡,𝜀,𝜓2+𝜈

*
3 𝜀

2ℎ2,𝑧2+𝜈
*
3 𝜀

2ℎ2,𝜇)
𝜕𝜓2

ℎ2+

+
𝜕̃︀𝑎2(𝑡,𝜀,𝜓2+𝜈

*
3 𝜀

2ℎ2,𝑧2+𝜈
*
3 𝜀

2ℎ2,𝜇)
𝜕𝑧2

𝑔2

)︁
− 1

𝜀
𝜕𝑔2
𝜕𝑡 ,

𝜀2 𝜕ℎ2

𝜕𝑧2
̃︀𝑎3 + (︁1 + 𝜀2 𝜕ℎ2

𝜕𝜓2

)︁̃︀𝑏3 = 𝜇𝜀
2 · 𝜕

2Φ(𝑡,𝜀,𝑧2+𝜈
*
4 𝜀

2𝑔2)

𝜕𝑧22
𝑔22+

+
𝜕𝛽1(𝑡,𝜀,𝑧2+𝜈

*
5 𝜀

2𝑔2)
𝜕𝑧2

𝑔2 + 𝜀
(︁
𝜕̃︀𝑏2(𝑡,𝜀,𝜓2+𝜈

*
6 𝜀

2ℎ2,𝑧2+𝜈
*
6 𝜀

2ℎ2,𝜇)
𝜕𝜓2

ℎ2+

+
𝜕̃︀𝑏2(𝑡,𝜀,𝜓2+𝜈

*
6 𝜀

2ℎ2,𝑧2+𝜈
*
6 𝜀

2ℎ2,𝜇)
𝜕𝑧2

𝑔2

)︁
− 1

𝜀
𝜕ℎ2

𝜕𝑡 ,

(45)

where 𝜈,1𝜈
*
2 , 𝜈

*
3 , 𝜈

*
4 , 𝜈

*
5 , 𝜈

*
6 ∈ (0, 1).

Exploring the systems (42), (43) and (44), (45) in the same systems (20), (21)

and (22), (23) we find that 𝛼2, 𝛽2 ∈ 𝑆𝑧2𝑚−2(𝜀1, 𝑧0, 𝜌2), 𝑔2, ℎ2 ∈ 𝐹𝜓2,𝑧2
𝑚−2 (𝜀1, 𝛼, 𝑧0, 𝜌2),

Φ2, 𝑍2 ∈ 𝐹𝜓2,𝑧2
𝑚−2 (𝜀2, 𝛼, 𝑧0, 𝜌2), ̃︀𝑎3,̃︀𝑏3 ∈ 𝐹𝜓2,𝑧2

𝑚−3 (𝜀2, 𝛼, 𝑧0, 𝜌2) (𝜌2 ∈ (0, 𝜌1), 𝜀2 ∈ (0, 𝜀1)).
Continuing in this way, get to the transformation (17) and systems (18). We

establish, that

𝛼𝑚1−1, 𝛽𝑚1−1 ∈ 𝑆
𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑚1+1(𝜀𝑚1−2, 𝑧0, 𝜌𝑚1−1),

𝑔𝑚1−1, ℎ𝑚1−1 ∈ 𝐹
𝜓𝑚1−1,𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑚1+1 (𝜀𝑚1−2, 𝛼, 𝑧0, 𝜌𝑚1−1),
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Φ𝑚1−1, 𝑍𝑚1−1 ∈ 𝐹
𝜓𝑚1−1,𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑚1+1 (𝜀𝑚1−1, 𝛼, 𝑧0, 𝜌𝑚1−1),

̃︀𝑎𝑚1 ,
̃︀𝑏𝑚1 ∈ 𝐹

𝜓𝑚1−1,𝑧𝑚1−1

𝑚−𝑚1
(𝜀𝑚1−1, 𝛼, 𝑧0, 𝜌𝑚1−1),

where 0 < 𝜀𝑚1−1 < 𝜀𝑚1−2 < . . . < 𝜀2 < 𝜀1 < 𝜀0, 0 < 𝜌𝑚1−1 < 𝜌𝑚1−2 < . . . < 𝜌2 <
< 𝜌1 < 𝑑1.

Reversibility of transformations (15) – (17) for sufficiently small 𝜀 is proved sim-
ilarly to Lemma 1.

Lemma 3 are proved.
4. Principal Results.
Theorem. Suppose that the system (1) satisfies (A), (B). Then ∃ 𝛿0 ∈ (0,+∞)

such, that ∀ 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) (𝛿 – value in condition (A)) the system (1) have the integral
manifold

𝑥 = 𝑤(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 𝜃𝑚1−1(𝜀
*
1, 𝛼

*),

where 𝜀*1 ∈ (0, 𝜀0), 𝛼
* ∈ (0, 𝛼), and on this manifold the system (1) are reduces to

equation:
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Θ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑤(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜀(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇).

Proof. Consider the system (18). Right-hand parts of this system are bounded at
𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈ (0, 𝜀𝑚1−1), 𝜓𝑚1−1 ∈ R. Therefore it is easy to see that if the 𝑚+1 > 2𝑚1,

the functions 𝜀𝑚1−1̃︀𝑎𝑚1(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1), 𝜀
𝑚1−1̃︀𝑏𝑚1(𝑡, 𝜀, 𝜓𝑚1−1, 𝑧𝑚1−1) belong to

class 𝑆
𝑧𝑚1−1

𝑚1−1 (𝜀𝑚1−1, 𝑧0, 𝜌𝑚1−1). And thus in fact these functions are slowly varying
and not oscillating, despite the dependence on 𝜓𝑚1−1, thanks to the factor 𝜀𝑚1−1.
Therefore we can to rewrite the system (18) in form:

𝑑𝑧
𝑑𝑡 = 𝜇𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧, 𝜇) + 𝜇𝑟+1𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧, 𝜇) + 𝜀̃︀𝑎(𝑡, 𝜀, 𝑧, 𝜇),

𝑑𝜓
𝑑𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧, 𝜇) + 𝜇𝑟+1Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧, 𝜇) + 𝜀̃︀𝑏(𝑡, 𝜀, 𝑧, 𝜇), (46)

where 𝑌,Φ ∈ 𝑆𝑧𝑚1−1(𝜀
*, 𝑧0, 𝑑4), 𝑍,Ψ ∈ 𝐹𝜓,𝑧𝑚−𝑚1

(𝜀*, 𝛼1, 𝑧0, 𝑑4), ̃︀𝑎,̃︀𝑏 ∈ 𝑆𝑧𝑚1−1(𝜀
*, 𝑧0, 𝑑4),

(𝜀* ∈ (0, 𝜀0), 𝛼1 ∈ (0, 𝛼)).
In system (46) using the transformation:

𝑧 = 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜓 = 𝜓. (47)

Since 𝑧0(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚(𝜀0), then

𝑑𝑧0
𝑑𝑡

= −𝜀𝑧1(𝑡, 𝜀, 𝜇), (48)

where 𝑧1 ∈ 𝑆𝑚−1(𝜀0). We denote:

𝜆(𝑡, 𝜀, 𝜇) =
𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧, 𝜇)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧0

.

On the basis of Lemma 2:

inf
𝐺(𝜀0)

|𝜆(𝑡, 𝜀, 𝜇)| = 𝛾1(𝜇) > 0. (49)
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As a result of transformation (47) system (46) takes the form:

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝜇𝜆(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜇2 𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜈𝜇𝜉, 𝜇)

𝜕𝑧
𝜉2 +

𝜀

𝜇
𝑧1(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+𝜇𝑟𝑍(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇) + 𝜀
𝜇 ̃︀𝑎(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇) + 𝜇𝑟+1Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜓, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇)+

+𝜀̃︀𝑏(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇),

(50)

where 0 < 𝜈 < 1.
Based on the assumption (B) the system (50) can be rewritten as:

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝜇𝜆(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝜉 + 𝜇2 𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜈𝜇𝜉, 𝜇)

𝜕𝑧
𝜉2 +

𝜀

𝜇
𝑧1(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+𝜇2Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜉, 𝜇) +
𝜀

𝜇
̃︀𝑎(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇),

(51)

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝜀) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇) + 𝜇2Ξ2(𝑡, 𝜀, 𝜉, 𝜇)+

+𝜀̃︀𝑏(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇),

(52)

where Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜉, 𝜇), Ξ2(𝑡, 𝜀, 𝜉, 𝜇) ∈ 𝑆𝜉𝑚−𝑚1
(𝜀*, 𝑧0, 𝜇𝑑4).

Now we can consider equation (51) it regardless of the equation (52). Consider
corresponding to equation (51), a linear non-homogeneous equation:

𝑑𝜉0
𝑑𝑡

= 𝜇𝜆(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝜉0 +
𝜀

𝜇
𝑧1(𝑡, 𝜀,𝑚𝑢). (53)

Consider the next solution of this equations:

𝜉0(𝑡, 𝜀, 𝜇) =
𝜀

𝜇
𝐼[𝑧1(𝑡, 𝜀, 𝜇)], (54)

where

𝐼[𝑧1(𝑡, 𝜀, 𝜇)] =

𝑡∫︁
±∞

𝑧1(𝜏, 𝜀, 𝜇)exp

⎛⎝𝜇 𝑡∫︁
𝜏

𝜆(𝑠, 𝜀, 𝜇)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏, (55)

and sign at the lower limit of integration coincides with sign of 𝜆(𝑡, 𝜀, 𝜇). Using the
unequality (49) and known estimates for integrals of the kind (55), we obtain, that
𝜉0(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚1−1(𝜀

*), and ∃ 𝐾2 ∈ (0,+∞) such that

‖𝜉0‖𝑆𝑚1−1(𝜀*) ≤
𝐾2𝜀

*

𝜇2
‖𝑧1‖𝑆𝑚1−1(𝜀*). (56)

The solution belongs to class 𝑆𝑚1−1(𝜀
*) of the equation (51), we seek by iterative

method, identifying as an initial approximation 𝜉0(𝑡, 𝜀, 𝜇), and subsequent iterations
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are defined by formulas:

𝜉𝑠+1(𝑡, 𝜀, 𝜇) = 𝐼

[︂
𝜀

𝜇
𝑧1(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜇2 𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜈𝜇𝜉𝑠, 𝜇)

𝜕𝑧
𝜉2𝑠+

+𝜇2Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜉𝑠, 𝜇) +
𝜀

𝜇
̃︀𝑎(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉𝑠, 𝜇)

]︂
. (57)

We define the set:

Ω =
{︁
𝜉 ∈ 𝑆𝑚1−1(𝜀

*) : ‖𝜉 − 𝜉0‖𝑆𝑚1−1(𝜀* ≤ ℎ
}︁

and denote:

𝐻1(ℎ, 𝜇) = sup
𝜉∈Ω

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜈𝜇𝜉, 𝜇)

𝜕𝑧
𝜉2
⃦⃦⃦⃦
𝑆𝑚1−1(𝜀*)

,

𝐻2(ℎ, 𝜇) = sup
𝜉∈Ω

‖Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜉, 𝜇)‖𝑆𝑚1−1(𝜀*), 𝐻3(ℎ, 𝜇) = sup
𝜉∈Ω

‖̃︀𝑎(𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜇𝜉, 𝜇)‖𝑆𝑚1−1(𝜀*),

𝐻(ℎ, 𝜇) = max(𝐻1(ℎ, 𝜇), 𝐻2(ℎ, 𝜇), 𝐻3(ℎ, 𝜇)).

Since the funcrions 𝑌,Ξ1,̃︀𝑎 are analytic with respect 𝜉 ∈ Ω, ∃ 𝐿0(ℎ, 𝜇) ∈ (0,+∞)
such that ∀ 𝜉, 𝜂 ∈ Ω:⃦⃦⃦⃦

𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜈𝜇𝜉, 𝜇)

𝜕𝑧
𝜉2 − 𝜕𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝑧0 + 𝜈𝜇𝜂, 𝜇)

𝜕𝑧
𝜂2
⃦⃦⃦⃦
𝑆𝑚1−1(𝜀*)

≤

≤ 𝐿0(ℎ, 𝜇)‖𝜉 − 𝜂‖𝑆𝑚1−1(𝜀*).

Using a technique known contraction mapping principle [7], it is easy to show that
if

𝐾2𝐻(ℎ, 𝜇)𝛿 ≤ ℎ0 < ℎ

(𝛿 – the constant, which defined in condition (B)), all iterations (57) belongs to Ω. If

𝐾2𝐿0(ℎ, 𝜇)𝛿 < 1,

that process (57) is converge to solution 𝜉 = 𝜉*(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆𝑚1−1(𝜀
*
1) (𝜀1* ∈ (0,+𝜀*))

of the equation (51). At the same time this solution determines the integral manifold
of system (51), (52). Given Lemmas 1 – 3, this proves the theorem.

Conclusion. Thus, for the system (1) the conditions of existence of the integral
manifold, which represented for sufficiently small values 𝜀, 𝜇 by as an absolutely and
uniformly convergent Fourier-series with slowly varying coefficients, are obtained.

1. Bogolubov N. N., Mitropol’skii Yu. A., Samoilenko A. M. The method of ac-
celerated convergence in nonlinear mechanics [in Russian], Naukova dumka, Kiev (1969).
– 247 p.

2. Mitropol’skii Yu. A., Lykova O. B. The method of Integral Manifolds in nonlinear
mechanics [in Russian], Nauka, Moscow (1973). – 512 p.



96 Shchogolev S. A.

3. Samoilenko A. M., Petryshin R. I. Mathematical Aspects of theory of nonlinear
oscillations [in Ukrainian], Naukova dumka, Kiev (2004). – 474 p.

4. Mitropol’skii Yu. A. Nonlinear mechanics. Single-frecuency oscillations [in Russian],
Inst. Math., Kiev (1997). – 388 p.

5. Shchogolev S. A. The some problems of the theory os oscillations for the differential
systems, containing slowly vyrying parameters [in Ukrainian]. – Manuscript. – The thesis
for obtaining the scientific degree of Doctor of physical and mathematical sciencies.
Odessa (2012). – 290 p.

6. Shchogolev S. A. On a reduction of nonlinear second-order differential system to a
some special kind // Odesa National University Herald. Math. and Mechan. – 2012. –
V. 17. – Is. 4(16). – P. 97–103.

7. Kantorovich L. V., Akilov G. P. Functional Analysis [in Russian], Nauka, Moscow
(1984). – 752 p.

8. Golubev V. V. Lectures on the Analytic Theory of the Differential Equations [in
Russian], Moscow, Leningrad (1950). – 436 p.



ISSN 2304-1579.Вiсник Од. нац. ун-ту. Мат. i мех.–2013 .–Т.18, вип. 2(18).–С. 97–104

М Е Х А Н I К А

Mathematical Subject Classification: 74R10
УДК 393.3

К. М. Архипенко, О. Ф. Кривий
Одеська нацiональна морська академiя

ТРIЩИНА ТА ВКЛЮЧЕННЯ ЗА УМОВ ПОВНОГО ЗЧЕПЛЕННЯ
В КУСКОВО-ОДНОРIДНIЙ АНIЗОТРОПНIЙ ПЛОЩИНI

Архипенко К. М., Кривий О. Ф. Трiщина та включення за умов повно-

го зчеплення в кусково-однорiднiй анiзотропнiй площинi. Розв’язана задача

про трiщину та жорстке включення, якi довiльним чином розташованi у рiзних пiв-

площинах кусково-однорiдної анiзотропної площини. Включення знаходиться в умовах

повного зчеплення з середовищем. Задача зведена до системи чотирьох сингулярних

iнтегральних рiвнянь. Показано, що розв’язки системи мають кореневу особливiсть на

кiнцях промiжку. Останнє дало можливiсть застосувати до розв’язання системи сингу-

лярних iнтегральних рiвнянь метод ортогональних многочленiв i подати шуканi функцiї

у виглядi рядiв за многочленами Чебишева. Отриманi вирази для коефiцiєнтiв iнтенсив-

ностi напружень у вершинах трiщини i включення, а також кута повороту включення.

Дослiдженi залежностi коефiцiєнтiв iнтенсивностi напружень i кута повороту вклю-

чення вiд вiдстанi до лiнiї з’єднання рiзних анiзотропних пiвплощин та анiзотропних

властивостей матерiалiв. Виявлено ряд важливих для застосування механiчних законо-

мiрностей.

Ключовi слова: кусково-однорiдна анiзотропна площина, трiщина, включення, си-

стема сингулярних iнтегральних рiвнянь, метод ортогональних многочленiв, коефiцiєнт

iнтенсивностi напружень.

Архипенко К. Н., Кривой А. Ф. Трещина и включение в условиях полно-

го сцепления в кусочно-однородной анизотропной плоскости. Решена задача

о трещине и включении, которые произвольно расположены в разных полуплоскостях

кусочно-однородной анизотропной плоскости. Включение находится в условиях полно-

го сцепления со средой. Задача сведена к системе четырех сингулярных интегральных

уравнений. Показано, что решения системы имеют корневую особенность на концах про-

межутков. Последнее дало возможность применить к решению системы сингулярных

интегральных уравнений метод ортогональных многочленов и представить искомые

функции в виде рядов по многочленам Чебышева. Получены выражения для коэффи-

циентов интенсивности напряжений в вершинах трещины и включения, а также угла

поворота включения. Исследованы зависимости коэффициентов интенсивности напря-

жений и угла поворота включения от расстояния до линии соединения разных анизо-

тропных полуплоскостей и анизотропных свойств материалов. Выявлен ряд важных

для применения механических закономерностей.

Ключевые слова: кусочно-однородная анизотропная полуплоскость, трещина, вклю-

чение, система сингулярных интегральных уравнений, метод ортогональных многочле-

нов, коэффициент интенсивности напряжений.

Arkhypenko K. M., Kryvyi O. F. Crack and inclusion under full contact

c○Архипенко К. М., Кривий О. Ф., 2013
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in the non-uniform anisotropic plane. Had solved the problem about crack and rigid

inclusion, which are arbitrary disposed in different half-planes of non-uniform anisotropic

plane. The inclusion is under full contact with the medium. The problem had resumed to

the system of four singular integral equations. Had proved that the solutions have the root

singularity in the ends of interval. The last lets to apply to solve the system of singular

integral equations method of orthogonal polynomials and express the unknown function as

the Chebyshev polynomial series. Had received the formulas for the stress intensity factors

in the tops of the crack and inclusion, and also the turning angle of the inclusion. Had ex-

amined the relations of the stress intensity factors and the inclusion turning angle from the

distance to the interface of the different anisotropic half-planes and the anisotropic materials’

properties. Had revealed a number of the mechanics properties important for application.

Key words: non-uniform anisotropic plane, crack, inclusion, system of singular integral

equations, method of orthogonal polynomials, stress intensity factor.

Вступ. Задачi про дефекти типу трiщин i включень в анiзотропних сере-
довищах розглядалися багатьма авторами. При цьому дослiдження здебiльшого
обмежувалися дефектами одного типу [1–7] або мiжфазними дефектами у не-
однорiднiй площинi [8–13]. Недостатньо дослiдженими виявились задачi про вза-
ємодiю рiзних дефектiв у кусково-однорiдних анiзотропних середовищах. Мало
дослiджено вплив на концентрацiю напружень в околi трiщини i включення лiнiї
з’єднання анiзотропних середовищ.

У цiй роботi, використавши сингулярнi iнтегральнi спiввiдношення, якi отри-
манi в роботi [14], розв’язана задача про трiщину i включення, на берегах якого
реалiзовано умови повного зчеплення, у кусково-однорiднiй анiзотропнiй площи-
нi. Дослiджено вплив розташування дефектiв та анiзотропних властивостей пiв-
площин на поведiнку коефiцiєнтiв iнтенсивностi напружень (КIН) у вершинах
трiщини i включення.

Основнi результати.

1. Постановка задачi. Розглянемо кусково-однорiдну площину, яка скла-
дається iз двох рiзних анiзотропних пiвплощин, з’єднаних вздовж лiнiї 𝑥 = 0
(рис. 1). У правiй пiвплощинi розташоване абсолютно жорстке включення 𝐿𝐼 =
= {𝑦 = 𝑡 sin𝛼1, 𝑥 = 𝑡 cos𝛼1, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏]}, на берегах якого реалiзованi умови повного
зчеплення, у лiвiй пiвплощинi розташована трiщина 𝐿𝑇 = {𝑦 = 𝑡 sin𝛼2, 𝑥 =
= 𝑡 cos𝛼2, 𝑡 ∈ [𝑑; 𝑐]} . На нескiнченостi прикладенi сили, якi викликають на бере-
гах трiщини розподiл напружень 𝜎𝑛|𝐿±

𝑇
= 1

2 (𝑝1(𝑡)±𝑞1(𝑡)), 𝜏𝑛𝑠|𝐿±
𝐼
= 1

2 (𝑝2(𝑡)±𝑞2(𝑡)),
де 𝜎𝑛, 𝜏𝑛𝑠 — напруження у новiй системi координат, яка пов’язана з трiщиною,
а на включеннi дiє навантаження, яке зводиться до рiвнодiючої сили P(𝑃1, 𝑃2) i
викликає момент 𝑃0 вiдносно центра включення.

Введемо позначення для сум i стрибкiв напружень та перемiщень на берегах
дефектiв у нових системах координат, пов’язаних з дефектами:

{𝜎𝑛, 𝜏𝑛𝑠, 𝜕𝑡𝑢, 𝜕𝑡𝑣}|𝐿±
𝑘
= {𝜙±

𝑘𝑗(𝑡)}𝑗=1,4
, 𝑡 ∈ 𝐿𝑘, 𝑘 = 1, 2,

ℎ±𝑘𝑗(𝑡) = 𝜙+
𝑘𝑗(𝑡)± 𝜙−

𝑘𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑘, 𝑗 = 1, 4, 𝑘 = 1, 2,

де 𝐿1 = [𝑎; 𝑏], 𝐿2 = [𝑑; 𝑐], 𝜕𝑡𝑓 = 𝜕𝑓
𝜕𝑡 .

Положення граней включення пiсля деформацiї описується функцiями 𝜙±
13(𝑡) =

= 0, 𝜙±
14(𝑡) = 𝑔±(𝑡)+𝛿𝑡+𝜀, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏], де вiдомi функцiї 𝑔±(𝑡) задають форму граней
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Рис. 1

включення, а 𝛿 — невiдомий кут повороту включення. На включеннi вiдомi су-
ми та стрибки перемiщень ℎ±13(𝑡) = 0, ℎ+14(𝑡) = 2𝛿 + 𝑔+(𝑡), ℎ

−
14(𝑡) = 𝑔−(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏],

𝑔±(𝑡) = 𝜕𝑡(𝑔
+(𝑡)±𝑔−(𝑡)) i невiдомi стрибки напружень ℎ−1𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2. На трiщинi

вiдомi суми i стрибки напружень ℎ±2𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, а невiдомi стрибки перемiщень

ℎ−2𝑗(𝑡), 𝑗 = 3, 4.

Використавши сингулярнi iнтегральнi спiввiдношення [14], отримаємо систе-
му СIР вiдносно невiдомих стрибкiв:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀
𝑗=3,4

(𝐵−
𝑘𝑗Γ2[𝜒𝑗 ] + Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝐴−
𝑘𝑗𝑚𝑛[𝜒𝑗 , 𝜒𝑗−2]) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 2, 𝑡 ∈ 𝐿2,∑︀

𝑗=1,2

(𝐵+
𝑘𝑗Γ1[𝜒𝑗 ] + Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝐴+
𝑘𝑗𝑚𝑛[𝜒𝑗 , 𝜒𝑗+2]) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑘 = 3, 4, 𝑡 ∈ 𝐿1,

(1)

𝐴−
𝑘𝑗𝑚𝑛[𝑓, 𝑔] = 𝑇−

𝑘𝑗𝑚𝑛Γ
−
2 [𝑓 ] +𝑅−

𝑘𝑗−2𝑚𝑛Γ
−
1 [𝑔], 𝜒𝑗(𝑡) = ℎ−1𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, 𝑡 ∈ 𝐿1,

𝐴+
𝑘𝑗𝑚𝑛[𝑓, 𝑔] = 𝑇+

𝑘𝑗𝑚𝑛Γ
+
1 [𝑓 ] +𝑅+

𝑘𝑗+2𝑚𝑛Γ
+
2 [𝑔], 𝜒𝑗(𝑡) = ℎ−2𝑗(𝑡), 𝑗 = 3, 4, 𝑡 ∈ 𝐿2,

Γ1[𝑓 ] =
1
𝜋

𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡−𝜏 ,Γ+

1 [𝑓 ] =
1
𝜋

𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑒++
𝑚𝑛𝑡−𝜏

,Γ−
1 [𝑓 ] =

1
𝜋

𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑒−+
𝑚𝑛𝑡−𝜏

,

Γ2[𝑓 ] =
1
𝜋

𝑐∫︀
𝑑

𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡−𝜏 ,Γ+

2 [𝑓 ] =
1
𝜋

𝑐∫︀
𝑑

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑒+−
𝑚𝑛𝑡−𝜏

,Γ−
2 [𝑓 ] =

1
𝜋

𝑐∫︀
𝑑

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑒−−
𝑚𝑛𝑡−𝜏

,

𝑓𝑘(𝑡) = 𝑝𝑘(𝑡)−𝑄𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 2, 𝑓𝑘(𝑡) = 𝛿4𝑘(2𝛿 + 𝑔+(𝑡))− 𝑆𝑘(𝑡), 𝑘 = 3, 4,

𝑄𝑘(𝑡) =
∑︀
𝑗=1,2

{𝐵−
𝑘𝑗Γ2[𝑞𝑗 ] + Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝑇−
𝑘𝑗𝑚𝑛Γ

−
2 [𝑞𝑗 ]}+Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝑅−
𝑘4𝑚𝑛Γ

−
1 [𝑔−],

𝑆𝑘(𝑡) = 𝐵+
𝑘4Γ1[𝑔−] + Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝑇+
𝑘4𝑚𝑛Γ

+
1 [𝑔−]+ Im

∑︀
𝑗=1,2

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝑅+
𝑘𝑗𝑚𝑛Γ

−
2 [𝑞𝑗 ],

де 𝐵±
𝑘𝑗 , 𝑇

±
𝑘𝑗𝑚𝑛, 𝑅

±
𝑘𝑗𝑚𝑛, 𝑒

±±
𝑚𝑛 — коефiцiєнти, якi залежать вiд пружних сталих анi-

зотропних пiвплощин, поданi в роботi [14].

Постановку задачi завершують умови замкнення розрiзу трiщини

𝑐∫︁
𝑑

ℎ−2𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 3, 4, (2)
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умови рiвноваги та моментної рiвноваги включення

𝑏∫︁
𝑎

ℎ−1𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃𝑗 , 𝑗 = 1, 2,

𝑏∫︁
𝑎

ℎ−11(𝑡)𝑡𝑑𝑡 = 𝑃0. (3)

2. Розв’язання системи СIР. Вiдобразимо систему (1) на вiдрiзок [−1; 1]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀
𝑗=3,4

(𝐵−
𝑘𝑗Γ[ℎ𝑗 ] + Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝐴−−
𝑘𝑗𝑚𝑛[ℎ𝑗 , ℎ𝑗−2]) = 𝐹𝑘(𝜉), 𝑘 = 1, 2,

∑︀
𝑗=1,2

(𝐵+
𝑘𝑗Γ[ℎ𝑗 ] + Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

𝐴++
𝑘𝑗𝑚𝑛[ℎ𝑗 , ℎ𝑗+2]) = 𝐹𝑘(𝜉), 𝑘 = 3, 4,

(4)

𝐴−−
𝑘𝑗𝑚𝑛[𝑓, 𝑔] = 𝑇−

𝑘𝑗𝑚𝑛Γ
−−[𝑓 ] +𝑅−

𝑘𝑗−2𝑚𝑛Γ
−+[𝑔],

𝐴++
𝑘𝑗𝑚𝑛[𝑓, 𝑔] = 𝑇+

𝑘𝑗𝑚𝑛Γ
++[𝑓 ] +𝑅+

𝑘𝑗+2𝑚𝑛Γ
+−[𝑔],

ℎ𝑗(𝜉) = 𝜒𝑗(
𝑏−𝑎
2 𝜉 + 𝑏+𝑎

2 ), 𝑗 = 1, 2, ℎ𝑗(𝜉) = 𝜒𝑗(
𝑑−𝑐
2 𝜉 + 𝑑+𝑐

2 ), 𝑗 = 3, 4,
𝐹𝑘(𝜉) = 𝑓𝑘(

𝑑−𝑐
2 𝜉 + 𝑑+𝑐

2 ), 𝑘 = 1, 2, 𝐹𝑘(𝜉) = 𝑓𝑘(
𝑏−𝑎
2 𝜉 + 𝑏+𝑎

2 ), 𝑘 = 3, 4,

Γ[𝑓 ] = 1
𝜋

1∫︀
−1

𝑓(𝜂)𝑑𝜂
𝜉−𝜂 , Γ−−[𝑓 ] = 1

𝜋

1∫︀
−1

𝑓(𝜂)𝑑𝜂

𝑒−−
𝑚𝑛𝜉−𝜂+𝑑−0 (𝑒−−

𝑚𝑛−1)
,

Γ++[𝑓 ] = 1
𝜋

1∫︀
−1

𝑓(𝜂)𝑑𝜂

𝑒++
𝑚𝑛𝜉−𝜂+𝑑+0 (𝑒++

𝑚𝑛−1)
,𝐾+ = (𝐾−)

−1
= 𝑐−𝑑

𝑏−𝑎 ,

Γ−+[𝑓 ] = 1
𝜋

1∫︀
−1

𝑓(𝜂)𝑑𝜂

𝐾−𝑒−+
𝑚𝑛𝜉−𝜂+𝑑−1 𝑒

−+
𝑚𝑛−𝑑+0

, 𝑑−0 = 𝑐+𝑑
𝑐−𝑑 , 𝑑

+
0 = 𝑏+𝑎

𝑏−𝑎 ,

Γ+−[𝑓 ] = 1
𝜋

1∫︀
−1

𝑓(𝜂)𝑑𝜂

𝐾+𝑒+−
𝑚𝑛𝜉−𝜂+𝑑+1 𝑒

+−
𝑚𝑛−𝑑−0

, 𝑑−1 = 𝑐+𝑑
𝑏−𝑎 , 𝑑

+
1 = 𝑏+𝑎

𝑐−𝑑 .

Оскiльки кожен з дефектiв розташований в однорiдному матерiалi, то стриб-
ки напружень та похiднi перемiщень мають кореневу особливiсть у вершинах
дефектiв. Останнє дозволяє розв’язки системи СIР (4) подати у виглядi рядiв за
многочленами Чебишева:

ℎ𝑗(𝜉) =

∞∑︁
𝑝=0

𝑢𝑗𝑝
𝑇𝑝(𝜉)√︀
1− 𝜉2

, 𝑗 = 1, 4. (5)

Враховуючи ортогональнiсть многочленiв Чебишева, з додаткових умов (2),
(3) отримаємо:

𝑢𝑗0 = 0, 𝑢𝑗+2
0 =

𝑃𝑗
𝜋(𝑐− 𝑑)

, 𝑗 = 1, 2. (6)

Використавши спектральне спiввiдношення для многочленiв Чебишева [15],
методом ортогональних многочленiв вiдносно коефiцiєнтiв розвинень (6) отри-
маємо систему нескiнченних алгебраїчних рiвнянь:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∞∑︀
𝑝=0

4∑︀
𝑗=3

[
𝜋𝐵−

𝑘𝑗

2 𝛿𝑝,𝑙+1𝑢
𝑗
𝑝 −𝐷−

𝑘𝑗𝑝𝑙] = −𝑓𝑘𝑙, 𝑘 = 1, 2, 𝑙 = 0,∞,

∞∑︀
𝑝=0

2∑︀
𝑗=1

[
𝜋𝐵+

𝑘𝑗

2 𝛿𝑝,𝑙+1𝑢
𝑗
𝑝 −𝐷+

𝑘𝑗𝑝𝑙] = −𝑓𝑘𝑙, 𝑘 = 3, 4, 𝑙 = 0,∞,

(7)
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𝐷±
𝑘𝑗𝑝𝑙 = Im

2∑︀
𝑚,𝑛=1

{𝑇±
𝑘𝑗𝑚𝑛𝐽

±±
𝑝𝑙 𝑢𝑗𝑝 +𝑅±

𝑘𝑗±2𝑚𝑛𝐽
±±
𝑝𝑙 𝑢𝑗−2

𝑝 },

𝐽±±
𝑝𝑙 = 1

𝜋

1∫︀
−1

1∫︀
−1

𝑇𝑝(𝜂)𝑈𝑙(𝜉)
√

1−𝜉2𝑑𝜂𝑑𝜉
(𝑒±±

𝑚𝑛𝜉−𝜂+𝑑±0 (𝑒±±
𝑚𝑛−1))

√
1−𝜂2

,

𝐽±∓
𝑝𝑙 = 1

𝜋

1∫︀
−1

1∫︀
−1

𝑇𝑝(𝜂)𝑈𝑙(𝜉)
√

1−𝜉2𝑑𝜂𝑑𝜉
(𝐾±𝑒±∓

𝑚𝑛𝜉−𝜂+𝑑±1 𝑒
±∓
𝑚𝑛−𝑑∓0 )

√
1−𝜂2

.

Розв’язавши нескiнченну систему (7) методом редукцiї, для якого обґрунтовано
збiжнiсть, отримаємо коефiцiєнти 𝑢𝑗𝑝, 𝑝 = 1,∞, 𝑗 = 1, 4.

Визначивши коефiцiєнти розвинення (5), отримаємо подання для КIН у вер-
шинах трiщини та включення

𝐾±1
𝑇 =

4∑︁
𝑗=3

𝐵−
1𝑗

∞∑︁
𝑝=1

(±1)
𝑝
𝑢𝑗𝑝, 𝐾

±1
𝐵 =

2∑︁
𝑗=1

𝐵+
1𝑗

∞∑︁
𝑝=0

(±1)
𝑝
𝑢𝑗𝑝 (8)

та з останньої умови (3) отримаємо вираз для кута 𝛿 повороту включення:

𝛿 = −
2∑︁
𝑗=1

𝐵+
3𝑗𝑢

𝑗
1 +

2

𝜋
Im

2∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑝=0

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

[𝑇+
3𝑗𝑚𝑛𝐽

++
𝑝0 𝑢𝑗𝑝 +𝑅+

3𝑗+2𝑚𝑛𝐽
+−
𝑝0 𝑢𝑗+2

𝑝 ]. (9)

3. Чисельнi результати та їх аналiз. При чисельнiй реалiзацiї розгляда-
лася кусково-однорiдна площина, яка складається з таких анiзотропних матерiа-
лiв [16]: склопластик одноармований (матерiал 𝑚1), склопластик oртогонально-
армований (матерiал𝑚2), склопластик CTЕT (матерiал𝑚3), склопластик ACTT
(b)-C2-O i ПН-3 (матерiал𝑚4). На берегах трiщини задавалося стале врiвноваже-
не навантаження (𝑝1(𝑡) = −1, 𝑝2(𝑡) = 0, 𝑞𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 1, 2). Включення вважалося
абсолютно тонким (𝑔±(𝑡) = 0) з навантаженням, яке зводиться до рiвнодiючої
сили P(−1; 0) та моменту 𝑃0 = 0. На кожному з рисункiв графiку 1 вiдповiдає
площина, яка складається з матерiалу𝑚2 (𝑥 > 0) та матерiалу𝑚1 (𝑥 < 0), графi-
ку 2 — з матерiалу 𝑚2 (𝑥 > 0) та матерiалу 𝑚3 (𝑥 < 0), графiку 3 — з матерiалу
𝑚2 (𝑥 > 0) та матерiалу 𝑚4 (𝑥 < 0).

Для порiвняння пружних властивостей анiзотропних матерiалiв введемо па-

раметри 𝜅𝑗 = 𝐸−
𝑗 (𝐸

+
𝑗 )

−1
, 𝑗 = 1, 2, де 𝐸±

𝑗 — модулi Юнга при розтягу-зсувi в
напрямку осi 𝑂𝑥 (𝑗 = 1) або 𝑂𝑦 (𝑗 = 2) вiдповiдно для матерiалiв у правiй i
лiвiй пiвплощинi. Коли 𝜅𝑗 > 1, вважається бiльш жорстким матерiал лiвої пiв-
площини у напрямку вiдповiдної осi. Аналогiчно можна порiвнювати анiзотропнi
матерiали у напрямку довiльного вектору.

На рисунках 2–4 для дефектiв, перпендикулярних до лiнiї з’єднання матерiа-
лiв, приведенi залежностi КIН у вершинах дефектiв та кута повороту включення
вiд параметру 𝑑1 = 𝑏−𝑎

𝑏+𝑎 , коли 𝑑2 = 3 та параметри 𝜅2 для використаних спiввiд-
ношень матерiалiв дорiвнюють 0.52, 1.1, 0.49 вiдповiдно. Параметри 𝑑𝑗 , 𝑗 = 1, 2
характеризують вiдносне вiддалення дефектiв вiд лiнiї з’єднання матерiалiв.

Встановлено, що коли включення наближається до лiнiї з’єднання матерiалiв,
то КIН у вершинах трiщини зростає, якщо вона розташована в менш жорсткому
анiзотропному матерiалi, та спадає, якщо трiщина розташована в бiльш жорс-
ткому матерiалi. Для включення КIН зростає, якщо воно розташовано в бiльш
жорсткому анiзотропному матерiалi (лiнiї 1, 3), та спадає, якщо включення роз-
ташовано в менш жорсткому матерiалi (лiнiя 2). Причому для бiльш жорстких
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Рис. 2 Рис. 3

матерiалiв маємо бiльшi значення КIН у вершинах включення i зростають во-
ни швидше. Аналогiчнi висновки можна зробити вiдносно модуля кута повороту
включення (рис. 4).

Рис. 4

На рисунках 5, 6 поданi залежностi КIН вiд кута 𝛼 у вершинах вiдповiдно
включення i трiщини при 𝛼 = 𝛼1 = 𝛼2 (включення i трiщина розташованi на
однiй прямi). Встановлено, що КIН у вершинах включення спадає при 𝜅𝑛 < 1.5
iз збiльшенням кута 𝛼. Також виявлено, що КIН у вершинах трiщини (рис. 6)
спадає при 𝜅𝑛 < 1 (графiк 3) i зростає при 𝜅𝑛 > 1 (графiки 1, 2) iз збiльшенням
кута 𝛼.

Рис. 5 Рис. 6

Висновки. Таким чином, дослiджено взаємодiю трiщини i включення, на
берегах якого реалiзовано умови повного зчеплення, у кусково-однорiднiй анiзо-
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тропнiй площинi. Отриманi закономiрностi поведiнки КIН в вершинах трiщини
i включення. Аналогiчно можна розв’язати задачi про трiщину i включення з
iншими умовами контактної взаємодiї iз кусково-однорiдною анiзотропною пло-
щиною, або задачi про два включення за рiзних умов контактної взаємодiї з
середовищем.
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онным взаимодействием. На примере конкретной системы при помощи гипотезы

Рауса разработана математическая модель динамики соударения абсолютно твердых
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Введение. Анализ динамики соударения абсолютно твердых тел имеет
большое значение как в теоретической механике, так и в самых разнообразных
областях производства [1, 2, 3]. Особый интерес представляют случаи, когда со-
ударение происходит между частями некоторой сложной системы. Сложность
системы может быть обусловлена высоким порядком и нелинейностью диффе-
ренциальных уравнений, наличием неидеальных связей, упругих звеньев и пере-
менной структуры [4, 5]. В данной статье проводится анализ динамики системы,
являющейся моделью рольганга прокатного стана Магнитогорского металлурги-
ческого комбината [6, 7].

Основные результаты.

1. Постановка задачи.
Изучаемая модель схематически представлена на рис. 1 и 2.

c○ Забуга А. Г., Антонюк Е. Я., Бобух И. А., Соколов Е. В., 2013
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В изучаемой системе абсолютно твердое тело 1, имеющее форму прямоуголь-
ного параллелепипеда, массу 𝑚1 = 20000 кг и длину 𝑎 = 10 м, совершает пло-
скопараллельное движение в плоскости 𝑥𝑦. До соударения с абсолютно твердым
телом 2 цилиндрической формы с массой 𝑚2 = 4631 кг, радиусом 𝑅 = 0, 2 м и
осью симметрии, перпендикулярной плоскости рисунка, тело 1 движется посту-
пательно в положительном направлении оси абсцисс. Ось симметрии тела 2 до
соударения неподвижна.

Рис. 1 Рис. 2

Поступательное движение тела 2 ограничено по вертикали и горизонтали
упругими звеньями. Коэффициент жесткости по горизонтали 𝑘𝑥 = 8, 5·107 Н/м и
соответствующий коэффициент диссипации 𝐻𝑥 = 85000 Н · с/м. Предполагается,
что по вертикали движение тела 2 ограничено амортизатором с коэффициентом
жесткости 𝑘𝑦 = 8, 5 · 106 Н/м и большим коэффициентом диссипации 𝐻𝑦 = 1, 7 ·
105 Н · с/м. Причем помимо амортизатора движению по вертикали препятствует
еще и ограничитель с коэффициентом жесткости 𝑘2𝑦 = 8, 5 ·107 Н/м. Суммарная
сила, действующая на тело 2 со стороны амортизатора и ограничителя, была
описана с помощью функции:

𝐹𝑢𝑝𝑟 = 𝑘𝑦 · 𝑦2 +𝐻𝑦 · 𝑦̇2 +
1

2
𝑘2𝑦 · 𝑦2 ·

(︂
1− 2

𝜋
· arctg (𝛽 · (𝑦2 +Δℎ))

)︂
, (1)

где принято 𝛽 = 1 · 105 м−1. Максимальное проседание тела 2 по вертикали, до-
пускаемое ограничителем, Δℎ = 0, 02 м. Использование функций вида 𝑓 (𝑥) =
arctg (𝑥) обусловлено тем, что они эффективны в качестве инструмента сглажи-
вания зависимостей, имеющих аналитические особенности [8].

Тело 2 приводится во вращательное движение вокруг своей оси симметрии с
помощью асинхронного электродвигателя, ротор которого соединен с этим телом
через упругий вал с крутильной жесткостью 𝑐 = 5, 45·105 Н·м и соответствующим
коэффициентом диссипации 𝐻 = 50, 886 Н · м · с. Для численного эксперимента
были использованы следующие параметры электродвигателя: момент инерции
ротора 𝐼3 = 13, 4 кг · м2, максимальный вращающий момент 𝑀𝑘 = 5300 Н · м,
угловая скорость идеального холостого хода 𝜔0 = 18, 378 с−1 и угловая скорость
при нагрузке 𝑀𝑘, равная 𝜔𝑘 = 16, 319 с−1.

Система координат 𝑥𝑦 расположена так, как показано на рис. 1. Начало от-
счета выбрано в положении статического равновесия оси симметрии тела 2. Тело
1 опирается слева на недеформируемую горизонтальную направляющую, вдоль
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которой скользит без трения. В работе проводится сравнение динамики систе-
мы при различных высотах этой направляющей относительно начала отсчета
ℎ = 0, 18 м и ℎ = 0, 133 м. Тело 1 имеет две степени свободы: 𝑥1 – горизонтальная
составляющая радиус-вектора его центра масс в выбранной системе отсчета и 𝜙1

– угол между направляющей и нижней поверхностью тела 1. Тело 2 имеет три
степени свободы: 𝑥2 и 𝑦2 – горизонтальная и вертикальная составляющие радиус-
вектора его центра масс в выбранной системе отсчета и 𝜙2 – угол поворота тела
2 вокруг своей оси. Ротор электродвигателя имеет одну вращательную степень
свободы 𝜙3.

Удар принимается абсолютно неупругим. Это означает, что скорости тел 1
и 2 после удара будут равны в точке контакта по нормали к соударяющимся
поверхностям. То есть удар приводит к образованию геометрической связи. Ка-
сательные же составляющие скоростей твердых тел 1 и 2 в точке контакта в
общем случае будут после удара различны. Отметим также, что поскольку со-
ударяющиеся тела предполагаются абсолютно твердыми, то удар между ними
происходит мгновенно. Кроме того, в изучаемой системе учитывается наличие
трения между телами 1 и 2. Коэффициент трения скольжения принят 𝜇 = 0, 3.
Наличие трения между телами 1 и 2 приводит к тому, что при ударе меняются
как нормальные, так и касательные составляющие скоростей в точке контакта
[1, 2].

Как видно из сравнения рис. 1 и 2, в изучаемой системе возможны два раз-
личных типа геометрии контакта тел 1 и 2 в момент удара. Причем поскольку
образующаяся в момент удара геометрическая связь является неудерживающей,
то в системе могут последовательно произойти несколько ударов.

2. Уравнения динамики системы и описание удара.
В общем случае уравнения динамики изучаемой системы могут быть пред-

ставлены в следующем виде:

𝐼1𝜙1 = 𝑝1𝑁2 + 𝑝𝜏𝐹𝜏 − (𝑎/2)𝑚1𝑔 cos𝜙1,
𝑚1𝑥̈1 = −𝑁2 cos𝛼2 + 𝐹𝜏 sin𝛼2,
𝑚2𝑥̈2 = 𝑁2 cos𝛼2 − 𝑘𝑥𝑥2 −𝐻𝑥𝑥̇2 − 𝐹𝜏 sin𝛼2,
𝑚2𝑦2 = −𝑁2 sin𝛼2 − 𝐹𝑢𝑝𝑟 − 𝐹𝜏 cos𝛼2,
𝐼2𝜙2 = 𝑐 (𝜙3 − 𝜙2) +𝐻 (𝜙̇3 − 𝜙̇2)−𝑅𝐹𝜏 ,
𝐼3𝜙3 =𝑀 − 𝑐 (𝜙3 − 𝜙2)−𝐻 (𝜙̇3 − 𝜙̇2) ,
𝑁2 ≥ 0.

(2)

Следует отметить, что отсутствие слагаемого −𝑚2𝑔 в четвертом уравнении систе-
мы обусловлено выбором начала отсчета в положении статического равновесия.

В системе уравнений (2) 𝑁2 – сила реакции, действующая со стороны тела 2
на тело 1. Наличие условия 𝑁2 ≥ 0 обусловлено тем, что геометрическая связь,
которая может возникать между телами 1 и 2, односторонняя. 𝐹𝜏 – сила тре-
ния между телами 1 и 2. Силы 𝑁2 и 𝐹𝜏 заранее не известны, они изменяются
при движении частей изучаемой системы и при решении задачи подлежат опре-
делению. 𝐼1 – момент инерции тела 1 относительно оси вращения. В изучаемой
системе этой осью вращения будет линия контакта тела 1 с горизонтальной на-
правляющей. Поскольку длина тела 1 предполагается намного большей, чем его
толщина, то указанный момент инерции 𝐼1 = 𝑚1𝑎

2
⧸︀
3. 𝑝1 и 𝑝𝜏 – плечи сил 𝑁2 и

𝐹𝜏 соответственно относительно оси вращения тела 1. 𝛼2 – угол между радиусом
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тела 2, опущенным в точку контакта с телом 1, и осью абсцисс. Определяет-
ся 𝛼2 так, как показано на рис. 1 и 2. 𝐼2 = 𝑚2𝑅

2
⧸︀
2 – момент инерции тела 2

относительно его оси симметрии.𝑀– вращающий момент, развиваемый электро-
двигателем. Он был введен с помощью формулы Клосса [9, 10], преобразованной
к виду, удобному для расчета.

𝑀 =
2𝑀𝑘 (𝜔0 − 𝜔𝑘) (𝜔0 − 𝜙̇3)

(𝜔0 − 𝜙̇3)
2
+ (𝜔0 − 𝜔𝑘)

2 . (3)

Поскольку длина 𝑎 тела 1 намного превосходит радиус 𝑅 тела 2, то угол наклона
𝜙1 будет достаточно малой величиной. Это означает, что в выражениях, в ко-
торые входит 𝜙1, можно отбросить бесконечно малые второго и более высоких
порядков, приняв

sin𝜙1 ≈ 𝜙1, cos𝜙1 ≈ 1, 𝑡𝑔𝜙1 ≈ 𝜙1. (4)

Также предполагается, что на вращательное движение тела 1 наложено ограни-
чение 𝜙1 ≥ 0.

Явный вид правых частей системы (2) и её порядок зависит от взаимного
расположения тел 1 и 2 и характера их движения. Это означает наличие пере-
менной структуры. Следовательно, необходимо рассматривать различные этапы
соударения и согласовывать их между собой.

Для описания удара применялась гипотеза Рауса [1, 2], которая дополняет
гипотезу Ньютона в случае наличия трения между соударяющимися телами. Со-
гласно гипотезе Рауса, между нормальной 𝑆 и касательной 𝑆𝜏 составляющими
ударного импульса имеется такое же соотношение, как и между нормальной и
касательной составляющими реакции неидеальной связи. То есть

|𝑆𝜏 | ≤ 𝜇 |𝑆| (5)

для удара без скольжения или

𝑆𝜏 = 𝜇𝑆sign (𝑣) (6)

в случае для удара со скольжением. В формуле (6) 𝑣 – касательная составля-
ющая скорости движения одного из соударяющихся тел относительно другого
в точке их контакта до удара в момент времени, бесконечно близкий к моменту
времени, в который происходит удар. При непосредственном применении гипоте-
зы Рауса сначала предполагается, что происходит удар без скольжения. Это дает
возможность вычислить нормальную и касательную составляющие ударного им-
пульса исходя из двух условий: заданного соотношения нормальных составляю-
щих скоростей соударяющихся тел в точке их контакта до и после удара и усло-
вия отсутствия проскальзывания после удара. Если рассчитанные таким образом
нормальная и касательная составляющие ударного импульса не удовлетворяют
неравенству (5), то необходимо рассматривать удар со скольжением. При этом
вычисление нормальной и касательной составляющих ударного импульса про-
водится исходя из условий: заданного соотношения нормальных составляющих
скоростей соударяющихся тел в точке их контакта до и после удара и уравнения
(6).



Ударно-фрикционное взаимодействие твердых тел 109

В изучаемой системе изменения скоростей соударяющихся тел в момент удара
могут быть записаны следующим образом:

𝜙̇′
1 − 𝜙̇1 =

𝑝1𝑆

𝐼1
+
𝑝𝜏𝑆𝜏
𝐼1

,

𝑥̇′1 − 𝑥̇1 = −𝑆 cos𝛼2

𝑚1
+
𝑆𝜏 sin𝛼2

𝑚1
,

𝑥̇′2 − 𝑥̇2 =
𝑆 cos𝛼2

𝑚2
− 𝑆𝜏 sin𝛼2

𝑚2
(7),

𝑦̇′2 − 𝑦̇2 = −𝑆 sin𝛼2

𝑚2
− 𝑆𝜏 cos𝛼2

𝑚2
,

𝜙̇′
2 − 𝜙̇2 = −𝑅𝑆𝜏

𝐼2
,

где в левых частях стоят разности скоростей после удара и скоростей до удара.
2.1. Тела 1 и 2 движутся независимо друг от друга (случай 1). Этот

случай имеет место до соударения тел 1 и 2, а также после того, как произошел
разрыв геометрической связи между ними.

Случай 1 является самым простым, поскольку первые два и остальные че-
тыре уравнения системы (2) являются независимыми друг от друга. Кроме того,
очевидно, что в случае 1

𝑁2 = 0, 𝐹𝜏 = 0. (8)

Подставляя (1), (3), (4) и (8) в (2), получаем систему дифференциальных урав-
нений, в которой правые части записаны в явном виде.

2.2. Случай, изображенный на рис. 1. На этом этапе систему уравнений
(2) необходимо рассматривать отдельно для случая проскальзывания между те-
лами 1 и 2 (случай 2) и при наличии фрикционной связи между ними (случай 3).

Переход от случая 1 к случаю 2 или 3 с учетом (4) происходит при выполнении
одновременно двух условий. Первое условие√︁

[𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2− (ℎ− 𝑦2)𝜙1]
2 − (𝑅− ℎ+ 𝑦2)

2
> 𝑎 (9)

обеспечивает переход системы к ситуации, изображенной на рис. 1, а не рис. 2.
Второе условие представляет собой уравнение геометрической связи, образую-
щейся при указанном переходе, и может быть записано в следующем виде:

𝜙1 =
𝑦2 − ℎ+

√︁
𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)

2

𝑎
. (10)

Исходя из геометрии системы (рис. 1), уравнения геометрической связи (10) и
учитывая (4), можем записать

cos𝛼2 =
𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2

𝑅
, sin𝛼2 =

√︁
𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)

2

𝑅
, (11)

а также
𝑝1 = 𝑎 (𝜙1 cos𝛼2 + sin𝛼2) , 𝑝𝜏 = 𝑎 (cos𝛼2 − 𝜙1 sin𝛼2) . (12)
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Для составления уравнений динамики системы в случае 2 остается определить
неизвестные реакции 𝑁2 и 𝐹𝜏 . Это можно сделать с помощью уравнений ди-
намики системы (2), уравнений связи и принципа Даламбера. Для вычисления
реакций в случае 2 учтем также тот факт, что в случае движения с проскаль-
зыванием 𝐹𝜏 представляет собой силу трения скольжения. Это означает, что в
случае 2 имеем, согласно закону кулонова трения,

𝐹𝜏 = 𝜇𝑁2sign

⎛⎝𝜙̇2 −
𝑥̇1 − 𝑥̇2√︁

𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)
2

⎞⎠ , (13)

где выражение, стоящее в скобках, представляет собой скорость скольжения тела
1 относительно тела 2 в точке их контакта. Эта скорость определяет направление
действия силы трения 𝐹𝜏 . Подставляя уравнение геометрической связи (10) и
уравнения (4) и (13) в первое уравнение системы (2), можем, воспользовавшись
принципом Даламбера, найти неизвестную реакцию 𝑁2. Имеем

𝑁2 =

⎡⎣𝑝1 + 𝑝𝜏𝜇sign

⎛⎝𝜙̇2 −
(𝑥̇1 − 𝑥̇2)√︁

𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)
2

⎞⎠⎤⎦−1

×

×

⎛⎝𝐼1 (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2) (𝑥̈1 − 𝑥̈2)

𝑎

√︁
𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)

2
+
𝐼1𝑦2
𝑎

− (14)

− 𝐼1 (𝑥̇2 − 𝑥̇1)
2
𝑅2

𝑎
[︁
𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)

2
]︁3/2 +

𝑎𝑚1𝑔

2

⎞⎟⎠ .

Подстановка (1), (3), (4), (10) – (14) во второе – пятое уравнения системы (2)
дает уравнения динамики системы для случая 2, записанные в явном виде. Эти
уравнения были разрешены аналитически относительно вторых производных от
координат при помощи программного пакета Maple и тем самым приведены к
виду, пригодному для их численного решения с использованием метода Рунге—
Кутта для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка [11].

Уравнения (10) – (12) являются общими для случаев 2 и 3. Случай 3 отли-
чается от случая 2 отсутствием проскальзывания между телами 1 и 2. Условие
отсутствия проскальзывания приводит к наличию линейной кинематической свя-
зи, которая характеризуется уравнением

𝑥̇1 − 𝑥̇2 −
√︁
𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)

2
𝜙̇2 = 0. (15)

Данное уравнение является полным дифференциалом, интегрирование которого
позволяет свести кинематическую связь к геометрической, которая характеризу-
ется уравнением

𝑥1 = 𝑥2 +
2𝑅 sin (𝜙2 + 𝐶1)− 𝑎

2
, (16)
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где 𝐶1 – константа интегрирования, которая определяется из выражения

𝐶1 = arcsin

(︂
𝑎+ 2 (𝑥1 (𝑡3)− 𝑥2 (𝑡3))

2𝑅

)︂
− 𝜙2 (𝑡3) , (17)

а 𝑥1 (𝑡3), 𝑥2 (𝑡3) и 𝜙2 (𝑡3), в свою очередь — значения координат в момент времени
𝑡3 образования кинематической связи (15).

Для определения неизвестных реакций 𝑁2 и 𝐹𝜏 в случае 3 нужно восполь-
зоваться уравнениями связи (10) и (16). При этом будем исключать координаты
𝜙1 и 𝑥1. Для этого подставим сначала (16) в (10), откуда получим соотношение

𝜙1 =
𝑦2 − ℎ+𝑅 cos (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎
, (18)

которое представляет собой уравнение геометрической связи, где исключена пе-
ременная 𝑥1. Подстановка (16) в (11) дает формулы

cos𝛼2 = − sin (𝜙2 + 𝐶1) , sin𝛼2 = cos (𝜙2 + 𝐶1) . (19)

И, наконец, подстановка (18) и (19) в (12) приводит к выражениям

𝑝1 = 𝑎 cos (𝜙2 + 𝐶1)− [𝑦2 − ℎ+𝑅 cos (𝜙2 + 𝐶1)] sin (𝜙2 + 𝐶1) ,
𝑝𝜏 = −𝑎 sin (𝜙2 + 𝐶1)− [𝑦2 − ℎ+𝑅 cos (𝜙2 + 𝐶1)] cos (𝜙2 + 𝐶1) .

(20)

Соотношений (4), уравнений связи в виде (16) и (18), а также соотношений (19)
и (20) достаточно, чтобы определить неизвестные реакции 𝑁2 и 𝐹𝜏 в случае 3,
исходя из первых двух уравнений системы (2). Согласно принципу Даламбера
имеем

𝑁2 =

[︂
𝐼1
𝑎2
𝑦2 −

(︂
𝐼1𝑅 sin (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎2
+
𝑅 · 𝑝𝜏𝑚1𝑚2

𝑎 (𝑚1 +𝑚2)

)︂
𝜙2 +

𝑚1𝑔

2

]︂
×

× cos (𝜙2 + 𝐶1) +

(︂
𝑅 · 𝑝𝜏𝑚1𝑚2 sin (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎 (𝑚1 +𝑚2)
− 𝐼1𝑅 cos2 (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎2

)︂
𝜙̇2
2+

+
𝑝𝜏𝑚1 (𝑘𝑥𝑥2 +𝐻𝑥𝑥̇2)

𝑎 (𝑚1 +𝑚2)
, (21)

𝐹𝜏 =

[︂(︂
𝐼1𝑅 cos (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎2
− 𝑅 · 𝑝1𝑚1𝑚2

𝑎 (𝑚1 +𝑚2)

)︂
𝜙̇2
2 −

𝐼1
𝑎2
𝑦2 −

𝑚1𝑔

2

]︂
×

× sin (𝜙2 + 𝐶1) +

(︂
𝐼1𝑅 sin2 (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎2
+
𝑅 · 𝑝1𝑚1𝑚2 cos (𝜙2 + 𝐶1)

𝑎 (𝑚1 +𝑚2)

)︂
𝜙2−

−𝑝1𝑚1 (𝑘𝑥𝑥2 +𝐻𝑥𝑥̇2)

𝑎 (𝑚1 +𝑚2)
. (22)

Подстановка (1), (3), (4), (16) – (22) в третье – пятое уравнения системы (2) дает
уравнения динамики системы для случая 3, записанные в явном виде. Получен-
ные уравнения были решены аналитически относительно вторых производных
от координат с помощью программного пакета Maple.
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Кроме сказанного выше, отсутствие проскальзывания между телами 1 и 2 в
случае 3 накладывает следующее условие на нормальную и касательную состав-
ляющие реакции:

|𝐹𝜏 | ≤ 𝜇𝑁2, (23)

где составляющая реакции 𝑁2 стоит вне знака модуля, поскольку на нее бы-
ло наложено условие 𝑁2 ≥ 0. В момент времени, когда условие (23) перестает
выполняться, происходит переход от случая 3 к случаю 2. Обратный переход
происходит при одновременном выполнении двух условий: когда скорость сколь-
жения тела 1 относительно тела 2 в точке их контакта обращается в нуль и когда
справедливо неравенство (23).

Рассмотрим переходы от случая 1 к случаю 2 или 3. При указанных переходах
происходит соударение тел 1 и 2. Причем удар без скольжения соответствует
переходу к случаю 3, а удар со скольжением — к случаю 2. В случае удара
без скольжения гипотеза Рауса в сочетании с кинематикой изучаемой системы,
предположением о том, что удар абсолютно неупругий, и формулами (7) дает
следующие значения составляющих ударных импульсов:

𝑆𝜏 = [𝑦̇2 sin𝛼2 − 𝑥̇2 cos𝛼2 − 𝜙̇1𝑎 sin𝛼2 + 𝑥̇1 cos𝛼2−

−𝐴
(︂
𝑝1𝑎 sin𝛼2

𝐼1
+

cos2 𝛼2

𝑚1
− 1

𝑚2

)︂]︂
× (24)

×
[︂
𝑝𝜏𝑎 sin𝛼2

𝐼1
− sin𝛼2 cos𝛼2

𝑚1
−𝐵

(︂
𝑝1𝑎 sin𝛼2

𝐼1
+

cos2 𝛼2

𝑚1
− 1

𝑚2

)︂]︂−1

,

𝑆 = 𝐴−𝐵𝑆𝜏 ,

где были введены обозначения

𝐴 = (𝑥̇2 sin𝛼2 + 𝑦̇2 cos𝛼2 +𝑅𝜙̇2 − 𝑥̇1 sin𝛼2 − 𝜙̇1𝑎 cos𝛼2)×

×
(︂
𝑝1𝑎 cos𝛼2

𝐼1
− cos𝛼2 sin𝛼2

𝑚1

)︂−1

, (25)

𝐵 =

(︂
𝑚1 +𝑚2

𝑚1𝑚2
+
𝑝𝜏𝑎 cos𝛼2

𝐼1
+
𝑅2

𝐼2

)︂
*
(︂
𝑝1𝑎 cos𝛼2

𝐼1
− cos𝛼2 sin𝛼2

𝑚1

)︂−1

.

В выражениях (24) и (25) sin𝛼2 и cos𝛼2 определяются по формулам (19), а 𝑝1 и
𝑝𝜏 – по формулам (20).

Если нормальная и касательная составляющие ударного импульса, вычислен-
ные по формулам (24) и (25), не удовлетворяют неравенству (5), то происходит
удар со скольжением. В этом случае гипотеза Рауса в сочетании с кинематикой
изучаемой системы, предположением о том, что удар абсолютно неупругий, и
формулами (6) и (7) дает следующие значения составляющих ударных импуль-
сов:

𝑆 = (𝑥̇1 cos𝛼2 − 𝜙̇1𝑎 sin𝛼2 + 𝑦̇2 sin𝛼2 − 𝑥̇2 cos𝛼2)×

×
(︂
[𝑝1 + 𝑝𝜏𝜇sign (𝑣)] 𝑎 sin𝛼2

𝐼1
+

cos2 𝛼2 − 𝜇sign (𝑣) sin𝛼2 cos𝛼2

𝑚1
+

1

𝑚2

)︂−1

,

𝑆𝜏 = 𝜇𝑆sign (𝑣) , (26)
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где

𝑣 = 𝜙̇2 −
𝑥̇1 − 𝑥̇2√︁

𝑅2 − (𝑥2 − 𝑥1 − 𝑎/2)
2
, (27)

а sin𝛼2 и cos𝛼2 определяются по формулам (11) и 𝑝1, 𝑝𝜏 – по формулам (12).
Формулы (24) – (27) в сочетании с соотношениями (7) и определенными так,

как указано выше, sin𝛼2, cos𝛼2, 𝑝1 и 𝑝𝜏 позволяют корректно описать изменение
скоростей соударяющихся тел в момент удара.

Переход от случая 2 или 3 к случаю 1 происходит тогда, когда нормальная
составляющая реакции 𝑁2 обращается в нуль. Такой переход не сопровождается
ударом, а следовательно, скачкообразного изменения скоростей не происходит.

2.3. Случай, изображенный на рис. 2. На этом этапе также следует
отдельно рассматривать движение с проскальзыванием (случай 4) и движение
без проскальзывания (случай 5).

Возможен переход от случая 1 к случаю 4 или 5. Первое условие такого пе-
рехода после учета (4) может быть записано в следующем виде:√︁

[𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2− (ℎ− 𝑦2)𝜙1]
2 − (𝑅− ℎ+ 𝑦2)

2 ≤ 𝑎. (28)

Выполнение условия (28) обеспечивает переход к ситуации, изображенной на
рис. 2. Второе условие представляет собой уравнение геометрической связи, об-
разующейся в момент указанного перехода, и может быть записано в следующем
виде:

𝜙1 =
𝑦2 +𝑅− ℎ

𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2
, (29)

где в правой части второго неравенства были отброшены бесконечно малые вто-
рого и более высоких порядков.

Также в изучаемой системе возможны переходы от случая 2 к случаю 4 и от
случая 3 к случаю 5. Из сравнения рис. 1 и 2 легко видеть, что оба указанных
перехода происходят, когда начинает выполняться условие

𝛼2 =
𝜋

2
− 𝜙1. (30)

Поскольку соотношение (30) будет верно на протяжении всего времени движения
в случае 4 или 5, то, учитывая (4) и (29), имеем для указанных случаев

sin𝛼2 = cos𝜙1 ≈ 1, cos𝛼2 = sin𝜙1 ≈ 𝜙1 =
𝑦2 +𝑅− ℎ

𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2
. (31)

Исходя из геометрии системы имеем для случаев 4 и 5 следующие соотношения:

𝑝1 =

√︁
[𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2− (ℎ− 𝑦2)𝜙1]

2 − (𝑅+ ℎ− 𝑦2)
2
, 𝑝𝜏 = 0, (32)

где 𝜙1 определяется из уравнения геометрической связи (29).
Исключим из системы (2) неизвестные составляющие реакций 𝑁2 и 𝐹𝜏 в слу-

чае 4. Согласно закону кулонова трения, эти составляющие связаны между собой
соотношением, которое с учетом (4) имеет вид

𝐹𝜏 = 𝜇𝑁2sign (𝑅𝜙̇2 − 𝑥̇1 + 𝑥̇2) , (33)
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где выражение, стоящее в скобках, представляет собой скорость скольжения тела
1 относительно тела 2 в точке их контакта. Подставляя (4), (29) и (31) – (33) в
первое уравнение системы, находим с помощью принципа Даламбера нормаль-
ную составляющую реакции

𝑁2 =
𝐼1

𝑝1 (𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2)

(︂
𝑦2 +

(𝑦2 +𝑅− ℎ) (𝑥̈1 − 𝑥̈2)

(𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2)

)︂
+

+
𝐼1 (𝑥̇2 − 𝑥̇1)

𝑝1 (𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2)
2

(︂
2
(𝑦2 +𝑅− ℎ) (𝑥̇2 − 𝑥̇1)

(𝑥2 − 𝑥1 + 𝑎/2)
− 𝑦̇2

)︂
+
𝑎𝑚1𝑔

2𝑝1
. (34)

Подстановка (1), (3), (4), (29), (31) – (34) во второе – пятое уравнения системы
(2) дает уравнения динамики системы для случая 4, записанные в явном виде.
Полученные уравнения были решены аналитически относительно вторых произ-
водных от координат с помощью программного пакета Maple.

Случай 5 отличается от случая 4 отсутствием проскальзывания между те-
лами 1 и 2. Условие отсутствия проскальзывания представляет собой линейную
неголономную связь, уравнение которой имеет вид

𝑅𝜙̇2 =
𝑥̇1 − 𝑥̇2
cos𝜙1

. (35)

Если учесть (4), то связь (35) сводится к кинематической и может быть проин-
тегрирована:

𝑥1 = 𝑥2 +𝑅𝜙2 + 𝐶2, (36)

где 𝐶2 – константа интегрирования, которая определяется из выражения

𝐶2 = 𝑥1 (𝑡5)− 𝑥2 (𝑡5)−𝑅𝜙2 (𝑡5) , (37)

где 𝑥1 (𝑡5) , 𝑥2 (𝑡5) и 𝜙2 (𝑡5) – значения координат в момент времени 𝑡5 образования
связи (35).

Для определения неизвестных реакций 𝑁2 и 𝐹𝜏 в случае 5 подставим сначала
(36) в (29) и (31). Имеем

𝜙1 =
𝑦2 +𝑅− ℎ

𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2
, (38)

sin𝛼2 = cos𝜙1 ≈ 1, cos𝛼2 = sin𝜙1 ≈ 𝜙1 =
𝑦2 +𝑅− ℎ

𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2
. (39)

Далее, подставляя (36) в (32), находим

𝑝1 =

√︁
[𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2 − (ℎ− 𝑦2)𝜙1]

2 − (𝑅+ ℎ− 𝑦2)
2
, 𝑝𝜏 = 0, (40)

где 𝜙1 определяется из уравнения (38).
Соотношений (4) и уравнений связи в виде (36) и (38), а также соотношений

(39) и (40) достаточно, чтобы определить неизвестные реакции 𝑁2 и 𝐹𝜏 в случае
5, исходя из первых двух уравнений системы (2). Согласно принципу Даламбера
имеем

𝑁2 =
𝐼1

𝑝1 (𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)

(︂
𝑦2 +

(𝑦2 +𝑅− ℎ)𝑅𝜙2

(𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)

)︂
+
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+
𝐼1𝑅𝜙̇2

𝑝1 (𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)
2

(︂
2
(𝑦2 +𝑅− ℎ)𝑅𝜙̇2

(𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)
+ 𝑦̇2

)︂
+
𝑎𝑚1𝑔

2𝑝1
, (41)

𝐹𝜏 =
𝐼1 (𝑦2 +𝑅− ℎ)

𝑝1 (𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)
2

(︂
𝑦2 +

(𝑦2 +𝑅− ℎ)𝑅𝜙2

(𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)

)︂
+
𝑚1𝑚2𝑅𝜙2

𝑚1 +𝑚2
−

−𝑚1 (𝑘𝑥𝑥2 +𝐻𝑥𝑥̇2)

𝑚1 +𝑚2
+

(𝑦2 +𝑅− ℎ)

𝑝1 (𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)
× (42)

×

(︃
2𝐼1 (𝑦2 +𝑅− ℎ) (𝑅𝜙̇2)

2

(𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)
3 +

𝐼1𝑦̇2𝑅𝜙̇2

(𝑎/2−𝑅𝜙2 − 𝐶2)
2 +

𝑎𝑚1𝑔

2

)︃
.

Подстановка (1), (3), (4), (36) – (42) в третье – пятое уравнения системы (2) дает
уравнения динамики системы для случая 5, записанные в явном виде. Получен-
ные уравнения были решены аналитически относительно вторых производных
от координат с помощью программного пакета Maple.

Кроме сказанного выше, отсутствие проскальзывания между телами 1 и 2
в случае 5 накладывает условие на нормальную и касательную составляющие
реакции, которое, как и в случае 3, имеет вид (23), но с той лишь разницей, что
теперь 𝑁2 и 𝐹𝜏 определяются по формулам (41) и (42). В момент времени, когда
условие (23) перестает выполняться, происходит переход от случая 5 к случаю
4. Обратный переход происходит при одновременном выполнении двух условий:
когда скорость скольжения тела 1 относительно тела 2 в точке их контакта об-
ращается в нуль и когда справедливо неравенство (23).

Переход от случая 1 к случаю 4 или 5 сопровождается соответственно ударом
со скольжением или без скольжения. Выражения (24) – (26) остаются верны, но
с той лишь разницей, что в случае удара без скольжения sin𝛼2 и cos𝛼2 опре-
деляются по формулам (39), а 𝑝1 и 𝑝𝜏 – по формулам (40). В случае удара со
скольжением sin𝛼2 и cos𝛼2 определяются по формулам (31), а 𝑝1 и 𝑝𝜏 – по фор-
мулам (32). Кроме того,

𝑣 = 𝑅𝜙̇2 − 𝑥̇1 + 𝑥̇2. (43)

Переход от случая 4 или 5 к случаю 1 происходит тогда, когда нормальная со-
ставляющая реакции 𝑁2 обращается в нуль.

3. Анализ результатов численного решения дифференциальных
уравнений.

Для численного решения уравнений динамики (2) была создана программа в
среде разработки MatLab. Были выбраны следующие начальные условия:

𝜙1 (𝑡0) = 0, 𝑥1 (𝑡0) = −5, 5 м, 𝑥2 (𝑡0) = 0, 𝑦2 (𝑡0) = 0,
𝜙2 (𝑡0) = 0, 𝜙3 (𝑡0) = 0, 𝜙̇1 (𝑡0) = 0, 𝑥̇1 (𝑡0) = 3, 5 м/с,
𝑥̇2 (𝑡0) = 0, 𝑦̇2 (𝑡0) = 0, 𝜙̇2 (𝑡0) = 𝜔0, 𝜙̇3 (𝑡0) = 𝜔0,

(44)

где 𝑡0 = 0. Изучалась динамика системы на протяжении первой секунды от на-
чала отсчета. Для получения достаточно точного результата расчет проводился
с шагом 1 · 10−5 c.

В качестве первой характеристики для анализа динамики изучаемой системы
были выбраны нормальная и касательная составляющие силы реакции. На рис. 3
и 4 𝑁2 показана сплошной линией, а 𝐹𝜏 – пунктиром.
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Рис. 3 Рис. 4

Из сравнения графиков на рис. 3 (ℎ = 0, 18 м) и рис. 4 (ℎ = 0, 133 м) видно,
что во втором случае максимальные значения нормальной и касательной состав-
ляющих ударного импульса будут выше примерно на порядок. Как будет показа-
но ниже, скачки нормальной составляющей реакции в случае, изображенном на
рис. 4, обусловлены тем, что тело 2 при движении вертикально вниз упирается
в ограничитель.

Рассмотрим более внимательно случай движения при ℎ = 0, 18 м. Расчет
показывает, что в этом случае последовательно происходят два удара. Сначала
в момент времени 𝑡 = 0, 118 с происходит удар без скольжения. Составляющие
ударного импульса при этом 𝑆 = 4, 342 · 103 кг · м/с и 𝑆𝜏 = 489, 219 кг · м/с.
Однако, как можно видеть из графика, изображенного на рис 3, геометрическая
связь (18) не образуется, поскольку 𝑁2 = 0. Отсутствие перехода к случаю 3
после указанного удара объясняется наличием кривизны соударяющихся поверх-
ностей и скоростей поступательного движения соударяющихся тел, достаточных
для разрыва геометрической связи между телами 1 и 2. Таким образом, после
первого соударения на протяжении некоторого промежутка времени имеет место
случай 1.

В момент времени 𝑡 = 0, 17 с происходит удар со скольжением. Составляю-
щие ударного импульса при этом 𝑆 = 1, 234 · 103 кг · м/с и 𝑆𝜏 = 370, 282 кг · м/с.
Данный удар сопровождается переходом системы от случая 1 к случаю 4, что
видно на графике, как резкий скачок нормальной составляющей реакции. В мо-
мент времени 𝑡 = 0, 174 с происходит переход от случая 4 к случаю 5, то есть
образуется неголономная связь (35). Затем данная связь разрывается в момент
времени 𝑡 = 0, 189 с и потом снова образуется при 𝑡 = 0, 218 с. После этого имеет
место движение в случае 5. Указанное движение сопровождается постепенным
падением до нуля касательной составляющей реакции. Это объясняется тем, что
скорость поступательного движения тела 1 и скорость вращения тела 2, как будет
показано ниже, постепенно достигают постоянных значений. Нормальная состав-
ляющая реакции монотонно возрастает вследствие того, что центр масс тела 1
при движении приближается к телу 2.

Рассмотрим случай движения при ℎ = 0,133 м. В момент времени 𝑡 = 0,1003 с
происходит удар без скольжения. Составляющие ударного импульса 𝑆 = 8,214 ·
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103 кг · м/с и 𝑆𝜏 = 1,196 · 103 кг · м/с. Этот удар сопровождается переходом от
случая 1 к случаю 3, но кинематическая связь (15) разрывается сразу же после
удара. Эта связь образуется вновь в момент времени 𝑡 = 0,103 с, а затем опять
разрывается в момент времени 𝑡 = 0,11 с. После этого связь (15) образуется ещё
раз в момент времени 𝑡 = 0,118 с. И, наконец, в момент времени 𝑡 = 0,126 с
происходит разрыв кинематической связи (15) и геометрической связи (18), то
есть происходит переход от случая 3 к случаю 1. На графике, изображенном
на рис. 4 это видно, исходя из того, что после указанного промежутка времени
𝑁2 = 0.

Спустя некоторое время, при 𝑡 = 0,414 с, происходит удар без скольжения.
Составляющие ударного импульса 𝑆 = 5,281 ·103 кг ·м/с и 𝑆𝜏 = 1,118 ·103 кг ·м/с.
Этот удар сопровождается переходом от случая 1 к случаю 5. После этого в
момент времени 𝑡 = 0,418 с происходит разрыв неголономной связи (35), то есть
имеет место переход от случая 5 к случаю 4. В последующие моменты времени
𝑡 = 0,434 с и 𝑡 = 0,447 с происходит образование и разрыв связи (35). Наконец, в
момент времени 𝑡 = 0,463 с происходит разрыв геометрической связи (29), то есть
имеет место переход от случая 4 к случаю 1. Данный переход можно объяснить
тем, что вертикальная составляющая скорости движения тел 1 и 2 меняет знак
под действием сил упругости со стороны ограничителя. Тот факт, что тело 1
перемещается выше, чем тело 2, обусловлен тем, что движение последнего по
вертикали ограничено упругими звеньями (амортизатором).

При 𝑡 = 0,55 с происходит удар со скольжением. Составляющие ударного им-
пульса 𝑆 = 1,092 · 103 кг ·м/с и 𝑆𝜏 = 327,581 кг ·м/с. Этот удар сопровождается
переходом от случая 1 к случаю 4. После этого следует серия переходов от слу-
чая 4 к случаю 5 и наоборот. Указанные переходы (чередуются образование связи
(35) и её разрыв) происходят в моменты времени 𝑡 = 0,.602 с, 𝑡 = 0,615 с, 𝑡 =
0,623 с, 𝑡 = 0,656 с, 𝑡 = 0,701 с, 𝑡 = 0,709 с и 𝑡 = 0,733 с. После последнего из
указанных переходов и, как минимум, до окончания первой секунды движения
имеет место случай 5. В целом, после момента времени 𝑡 = 0,733 с поведение
нормальной и касательной составляющих реакции на рис. 4 качественно не от-
личается от такового на рис. 3. Разница заключается только в том, что согласно
рис. 4 величина касательной составляющей реакции не успевает упасть до нуля.
Это значит, что скорость поступательного движения тела 1 и скорость вращения
тела 2 не успевают достичь постоянных значений за первую секунду движения.

Следующие характеристики, показанные на рис 5 и 6, которые были выбра-
ны для анализа динамики изучаемой системы, это угловые скорости вращения
тела 2 (сплошная линия) и ротора электродвигателя (пунктирная линия). На
рис. 5 показаны угловые скорости в случае, когда ℎ = 0,18 м, а на рис. 6 –
ℎ = 0,133 м. Изменения угловых скоростей обусловлены касательными составля-
ющими ударного импульса и реакции. Направления нормальных составляющих
проходят через ось вращения тела 2 и следовательно, создаваемые ими моменты
равны нулю. Как можно видеть, наиболее сильные изменения скоростей наблю-
даются тогда, когда происходят удары, а также в те интервалы времени, когда
касательные составляющие реакции имеют наибольшие значения. Это хорошо со-
гласуется с теорией, так как именно касательные составляющие реакции создают
вращательный момент относительно оси симметрии тел цилиндрической формы.
Отсутствие видимых разрывов на графиках угловой скорости 𝜙̇2 в моменты вре-
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мени перехода от случая 2 к случаю 3 и наоборот, а также от случая 4 к случаю
5 и наоборот, говорит о том, что уравнения динамики (2) для указанных случаев
были правильно согласованы между собой в процессе численного решения.

Рис. 5 Рис. 6

Как можно видеть, наиболее сильные изменения скоростей наблюдаются то-
гда, когда происходят удары, а также в те интервалы времени, когда касательные
составляющие реакции имеют наибольшие значения. Это хорошо согласуется с
теорией, так как именно касательные составляющие реакции создают вращатель-
ный момент относительно оси симметрии тел цилиндрической формы. Отсут-
ствие видимых разрывов на графиках угловой скорости 𝜙̇2 в моменты времени
перехода от случая 2 к случаю 3 и наоборот, а также от случая 4 к случаю 5
и наоборот, говорит о том, что уравнения динамики (2) для указанных случаев
были правильно согласованы между собой в процессе численного решения.

Угловые скорости 𝜙̇2 и 𝜙̇3, изображенные на рис. 5, мало отличаются между
собой на протяжении всего интервала времени, когда изучается движение. На
рис. 6 ситуация несколько иная. После второго удара, который происходит при
𝑡 = 0,414 с, наблюдаются явные различия в угловых скоростях на протяжении
около 0,4 с. В указанный промежуток времени изменения 𝜙̇3 имеют вид сложных
колебаний.

Также можно видеть, что в случае, изображенном на рис. 5, угловые ско-
рости на протяжении первой секунды движения успевают достичь постоянного
значения, равного 𝜔0. В случае, изображенном на рис. 6, одной секунды оказы-
вается недостаточно для достижения указанного значения угловых скоростей. О
данной особенности также было сказано выше при рассмотрении составляющих
реакции.

Наконец, как можно видеть из графиков, в случае, изображенном на рис. 6,
угловая скорость 𝜙̇3 имеет в определенный интервал времени значение, меньшее
𝜔𝑘. Это означает, что 𝜙̇3 выходит за пределы устойчивой работы электродвига-
теля. В случае, показанном на рис. 5, столь сильное падение 𝜙̇3 не наблюдается.

Указанные особенности зависимостей угловых скоростей в случае ℎ = 0,133 м
могут приводить к быстрому изнашиванию деталей и сбоям в работе машин.

Следующая характеристика, которая анализировалась, это изменение гори-
зонтальной составляющей скорости 𝑥̇1 тела 1. Она показана на рис. 7 и 8. Причем
рис. 7 соответствует движению при ℎ = 0,18 м, а рис. 8 – ℎ = 0,133 м.
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Рис. 7 Рис. 8

Как видно из сравнения графиков на рис 7 и рис. 8, при ℎ = 0𝑖,18 м 𝑥̇1
уменьшается после первого удара примерно до 3,43 м/c, а при ℎ = 0,133 м –
примерно до 2,85 м/c. Более сильное изменение 𝑥̇1 во втором случае обусловлено
большими по сравнению с первым случаем значениями составляющих ударного
импульса и реакций и меньшим углом 𝛼2.

Кривая на рис. 7 имеет два горизонтальных участка, которые соответствуют
движению в случае 1, когда на тело 1 в горизонтальном направлении не действу-
ют никакие силы. По окончании каждого из горизонтальных участков вследствие
удара происходит скачкообразное изменение скорости. Причем в результате вто-
рого удара скорость возрастает. Этот факт объясняется тем, что при втором
ударе нормальная составляющая ударного импульса направлена практически по
вертикали. Следовательно, основной вклад в изменение 𝑥̇1 при втором ударе вно-
сит касательная составляющая ударного импульса. После второго удара 𝑥̇1 воз-
растает, приближаясь к некоторому постоянному значению, что согласуется со
сказанным при анализе предыдущих графиков.

Кривая, изображенная на рис. 8, имеет три горизонтальных участка, соот-
ветствующих движению в случае 1. Это согласуется со сказанным выше о том,
что в системе при движении происходит три удара. Также можно видеть, что
за время движения 𝑥̇1 не успевает достигнуть постоянного значения, что также
согласуется со сказанным выше.

Еще следует отметить, что на графиках, изображенных на рис. 4, не имеется
явных разрывов в те моменты времени, когда происходят переходы от движения
с проскальзыванием к движению без проскальзывания и наоборот. Это указы-
вает на то, что уравнения динамики (2) для различных случаев движения были
правильно согласованы между собой в процессе численного решения.

На рис. 9 и 10 показана зависимость координаты 𝑦2 оси симметрии тела 2 от
времени. Рис. 9 соответствует движению при ℎ = 0,18 м, а рис. 10 – ℎ = 0,133 м.

В целом, оба графика, изображенных на рис. 9 и 10 хорошо согласуются
с тем, что было сказано выше. Основная отличительная особенность графика
на рис. 10 заключается в том, что координата 𝑦2 трижды достигает значений
меньших Δℎ = 0,02 м. При этом тело 2 в указанные моменты времени упирает-
ся в ограничитель, что сопровождается скачкообразным увеличением жесткости
согласно (1). Из сравнения графиков на рис. 10 с графиками на рис. 4 видно,
что указанное увеличение жесткости приводит к соответствующему увеличению
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нормальной составляющей реакции. Три выраженных максимума на рис. 4 на-
блюдаются в те же самые моменты времени, что и три выраженных минимума
ни рис. 10.

Рис. 9 Рис. 10

Заключение. Анализ результатов численного решения уравнений дина-
мики (2) показывает, что в изучаемой системе многократно происходит образова-
ние и разрыв геометрических и кинематических связей. Это позволяет сделать
вывод о том, что динамика данной и подобной систем не может изучаться в
рамках одноструктурных динамических моделей. Единственный способ исследо-
вания динамики таких систем: построение и согласование между собой в процес-
се численного решения систем дифференциальных уравнений, соответствующих
различным структурам.

Отсутствие на полученных графиках, характеризующих изменение коорди-
нат, разрывов в моменты времени, когда происходит образование или разрыв
какой-либо из геометрических или кинематических связей, свидетельствует о
том, что уравнения динамики (2) для различных случаев движения были пра-
вильно согласованы между собой в процессе численного решения. Аналогичный
вывод следует из того, что при ударах скачкообразно изменяются скорости, но не
изменяются координаты, что согласуется с теорией соударений абсолютно твер-
дых тел.

Исходя из сравнения результатов анализа динамики изучаемой системы, по-
лученных при ℎ = 0,18 м и ℎ = 0,133 м, можно видеть, что во втором случае
динамическая нагруженность системы будет значительно выше. Кроме того, во
втором случае системе требуется в несколько раз больше времени на прохож-
дение переходного процесса. Это следует учитывать при проектировании реаль-
ных машин, поскольку указанные особенности динамики изучаемой системы при
ℎ = 0,133 м могут приводить к сбоям в работе двигателей и быстрому выходу из
строя деталей оборудования.
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Введение. Изучение температурного распределения в слое является важ-
ным как с точки зрения приложений в различных областях инженерии, так и
дальнейшего применения полученных решений при постановке задач несвязной
термоупругости [1]. Задачи теплопроводности для полубесконечного слоя иссле-
довались многими авторами как в статической , так и в динамической поста-
новках [2, 3, 7–12]. Зачастую численный расчет по полученным формальным
решениям является проблематичным в связи с наличием входящих в формулы
интегралов, осциллирующих функций. В предложенной работе предлагается ме-
тодика вычисления кратных интегралов от цилиндрических функций, входящих
в точное решение задачи, которое построено методом интегральных преобразо-
ваний [4]

Основные результаты.

1. Постановка задачи.
Рассмотрим упругий полубесконечный слой, описываемый в декартовой си-

стеме координат соотношениями

0 < 𝑥 <∞, −∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ. (1)

Грани 𝑥 = 0 и 𝑧 = 0 предполагаются теплоизолированными:

𝜕𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
|𝑥=0 = 0,

𝜕𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
|𝑧=0 = 0, (2)

здесь 𝑇 – температура слоя. На грани 𝑧 = ℎ по участку 𝑥 ∈ [0, 𝐴], 𝑦 ∈ [−𝐵,𝐵]
задана температура

𝑇 (𝑥, 𝑦, ℎ) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ [0, 𝐴], 𝑦 ∈ [−𝐵,𝐵]. (3)

Требуется построить в области (1) убывающее на бесконечности решение урав-
нения Лапласа

△𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, △ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
, (4)

удовлетворяющее краевым условиям (2), (3).
2. Построение решения исходной задачи методом интегральных пре-

образований.
Введем обозначения:

𝑇 ′′(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥2
, 𝑇 ··(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦2
, 𝑇 ,,(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧2
.

Применим к (2)–(4) косинус преобразование Фурье по переменной 𝑥 [4]

𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) cos𝛼𝑥𝑑𝑥, 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) cos𝛼𝑥𝑑𝛼. (5)

Задача (2)–(4) в трансформантах примет вид

−𝛼2𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) + 𝑇 ··
𝛼 (𝑦, 𝑧) + 𝑇 ,,𝛼 (𝑦, 𝑧) = 0, 𝑇 ,𝛼(𝑦, 0) = 0, 𝑇𝛼(𝑦, ℎ) = 𝑓𝛼(𝑦), (6)
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где

𝑓𝛼(𝑦) =

∫︁ ∞

0

𝑓(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑥𝑑𝑥. (7)

Преобразование Фурье по переменной 𝑦 применим к задаче (6) ([4]).

𝑇𝛼𝛽(𝑧) =

∫︁ ∞

−∞
𝑇𝛼(𝑦, 𝑧)𝑒

𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦, 𝑇𝛼(𝑦, 𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑇𝛼𝛽(𝑧)𝑒

−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛽. (8)

Окончательно в пространстве трансформант обоих интегральных преобразова-
ний исходная задача запишется в форме

𝑇 ′′
𝛼𝛽(𝑧)−𝑁2𝑇𝛼𝛽(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ (0, ℎ), (9)

𝑇 ′
𝛼𝛽(0) = 0, 𝑇𝛼𝛽(ℎ) = 𝑓𝛼𝛽 , (10)

где

𝑓𝛼𝛽 =

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝛼(𝑦)𝑒

𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦, 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2.

Общее решение уравнения (9) строится в форме

𝑇𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶1 sinh𝑁𝑧 + 𝐶2 cosh𝑁𝑧.

Удовлетворив граничные условия (10), найдем постоянные

𝐶1 = 0, 𝐶2 =
𝑓𝛼𝛽

cosh𝑁ℎ
.

Решение задачи (9)–(10) в трансформантах преобразований (5), (8) имеет вид

𝑇𝛼𝛽(𝑧) = 𝑓𝛼𝛽 · cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ

. (11)

Применяя последовательно обратные преобразования (5), (8) к формуле (11),
построим точное решение исходной задачи

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝜋

1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝛼𝛽 · cosh𝑁𝑧

cosh𝑁ℎ
· cos𝛼𝑥 · 𝑒−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽. (12)

Учитывая представление (10), перепишем решение в виде

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞

[︁∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂) cos𝛼𝜉 · 𝑒𝑖𝛽𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

]︁
·

· cosh𝑁𝑧cosh𝑁ℎ · cos𝛼𝑥 · 𝑒−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽.
(13)

В формуле (13) изменим порядок интегрирования.

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂)·

·
[︁∫︀∞

0

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ · cos𝛼𝜉 · cos𝛼𝑥 · 𝑒𝑖𝛽𝜂 · 𝑒−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽

]︁
𝑑𝜉𝑑𝜂.
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Применение формулы (1.314(3), [6]) позволяет записать построенное решение

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
2𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂)

[︁∫︀∞
0

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ ·

·[cos𝛼(𝑥− 𝜉) + cos𝛼(𝑥+ 𝜉)] · 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝜂)𝑑𝛼𝑑𝛽
]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂.

(14)

Рассмотрим внутренние интегралы и воспользуемся четностью подынтегральной
функции по переменной 𝛼. Используя тот факт, что интеграл от нечетной функ-
ции в симметричных пределах равен нулю, вычтем в формуле (14) под знаком
интеграла слагаемые.

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
4𝜋2

∫︀∞
−∞

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ · [cos𝛼(𝑥− 𝜉) + cos𝛼(𝑥+ 𝜉)−

−𝑖 sin𝛼(𝑥− 𝜉)− 𝑖 sin𝛼(𝑥+ 𝜉)] · 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝜂)𝑑𝛼𝑑𝛽.

Воспользовавшись формулой Эйлера, получим выражение для температуры

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
4𝜋2

∫︀∞
0

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝜉, 𝜂)

[︁∫︀∞
−∞

∫︀∞
−∞

cosh𝑁𝑧
cosh𝑁ℎ ·

·[𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝜉) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝜉)] · 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝜂)𝑑𝛼𝑑𝛽
]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂.

(15)

Воспользуемся формулой [5], учитывая, что 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2,

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹 (
√︀
𝛼2 + 𝛽2)𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽 =

∫︁ ∞

0

𝑡𝐹 (𝑡)𝐽0(𝑡
√︀
𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑡, (16)

где 𝐽0(𝑡) — функция Бесселя.
Обозначим

J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) = 𝐽0(𝑡
√︀
(𝑥− 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2) + 𝐽0(𝑡

√︀
(𝑥+ 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2).

С учетом формулы (16) выражение для температуры (15) запишется в виде

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜉, 𝜂)

[︂∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
· J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝑡

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂. (17)

В результате, исходя из постановки задачи, для случая, когда в граничном усло-
вии (3) зададим 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐶, 𝐶 – const, получим точное решение исходной задачи

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝐶

2𝜋

∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵

[︂∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
· J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝑡

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂. (18)

3. Методика вычисления кратных интегралов в полученном реше-
нии.

Поменяем порядок интегрирования в интеграле (18)

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝐶

2𝜋

∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
·

[︃∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵
J0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

]︃
𝑑𝑡 (19)
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и рассмотрим внутренние интегралы. Используя формулу Н. Я. Сонина [4], мож-
но записать

𝐽0(𝑡
√︀
(𝑥± 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2) =

2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

cos[𝑡 cos𝜓(𝑥± 𝜉)] cos[𝑡 sin𝜓(𝑦 − 𝜂)]𝑑𝜓.

Подставим данное выражение в формулу (19), вычислим входящие повторные
интегралы и проделаем некоторые элементарные преобразования.

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶
4𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 𝜋/2

0

∫︁ ∞

0

𝑡
cosh 𝑡𝑧

cosh 𝑡ℎ
𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) cos(𝑡𝑥 cos𝜓) cos(𝑡𝑦 sin𝜓)𝑑𝜓𝑑𝑡. (20)

Здесь принято обозначение

𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) = (𝑡𝐴 cos𝜓)−1 sin(𝑡𝐴 cos𝜓)(𝑡𝐵 sin𝜓)−1 sin(𝑡𝐵 sin𝜓).

Рассмотрим интеграл

𝐽𝐴,𝐵𝑡 (𝑥, 𝑦) =
4𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 𝜋/2

0

𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) cos(𝑡𝑥 cos𝜓) cos(𝑡𝑦 sin𝜓)𝑑𝜓, (21)

𝑆𝐴,𝐵𝑡 (𝜓) – бесконечно дифференцируемая по переменной 𝜓 функция. Кроме того
она является четной, что позволяет путь интегрирования в интеграле принять
равным (−𝜋/2, 𝜋/2), уменьшив его значение в 2 раза. Выбрав замену переменной

sin𝜓 = 𝜏, (22)

получим вместо соотношения (21)

𝐽𝐴,𝐵𝑡 (𝑥, 𝑦) =
2𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 1

−1

𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (𝑥, 𝑦)
𝑑𝜏√
1− 𝜏2

,

где

𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (𝑥, 𝑦) =
sin(𝑡𝐴

√
1− 𝜏2)

𝑡𝐴
√
1− 𝜏2

sin(𝑡𝐵𝜏)

𝑡𝐵𝜏
cos(𝑡𝑥

√︀
1− 𝜏2) cos(𝑡𝑦𝜏).

Полагая в интеграле 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, получим

𝐽𝐴,𝐵𝑡 (0, 0) =
2𝐴𝐵

𝜋2

∫︁ 1

−1

𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (0, 0)
𝑑𝜏√
1− 𝜏2

=
2𝐴𝐵

𝜋

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝐴,𝐵
𝑡,𝜏

(𝑁)
𝑘

(0, 0), (23)

𝜏
(𝑁)
𝑘 = cos

2𝑘 − 1

2𝑁
𝜋, 𝑘 = 1, 𝑁, (24)

𝜏
(𝑁)
𝑘 – нули многочлена Чебышева 1-го рода.

Второе равенство в соотношении (23) записано на основании квадратурной
формулы наивысшей степени точности [5]. Подставив полученное равенство (23)
в выражение для температуры (20), получим

𝑇 (0, 0, ℎ) = 2𝐶
𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0
𝑡𝐹𝐴,𝐵𝑡,𝜏 (0, 0)𝑑𝑡 =

= 2𝐶
𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0

sin(𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘) sin(𝑡𝐵𝜏𝑘)

𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘𝐵𝜏𝑘

𝑑𝑡,

(25)
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или в общем случае

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝐶
𝜋𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1

∫︀∞
0

cosh 𝑡𝑧
cosh 𝑡ℎ

sin(𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘) sin(𝑡𝐵𝜏𝑘)

𝑡𝐴
√

1−𝜏2
𝑘𝐵𝜏𝑘

·

· cos(𝑡𝑥
√︀
1− 𝜏2𝑘 ) sin(𝑡𝑦𝜏𝑘)𝑑𝑡.

(26)

Воспользуемся формулой (3.741(1), [6]):∫︁ ∞

0

sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1

4
ln

[︂
𝑚+ 𝑛

𝑚− 𝑛

]︂2
, 𝑚 > 0, 𝑛 > 0, 𝑚 ̸= 𝑛. (27)

Заметим, что при 𝑚 = 0, 𝑛 ̸= 0 или 𝑛 = 0, 𝑚 ̸= 0 формула не противоречива,
также возможно 𝑛 < 0 (𝑚 < 0).

Для вычисления по формуле (27) существенным условием является требо-
вание 𝑚 ̸= 𝑛, т. е. 𝐴

√︀
1− 𝜏2𝑘 ̸= 𝐵𝜏𝑘. Если 𝐵/𝐴 = 1, то для определенности

необходимо выполнение условия
√
1− 𝜏2 − 𝜏 ̸= 0, или исходя из произведенной

замены (22), cos𝜓 ̸= sin𝜓, т. е. 𝜓 ̸= 𝜋
4 или 𝜏 ̸= ± 1√

2
.

Рассмотрим случай 𝐴 ̸= 𝐵. Учитывая формулу (25), получим

𝑇 (0, 0, ℎ) =
𝐶

2𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀
1− 𝜏2𝑘

ln

[︃√︀
1− 𝜏2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1− 𝜏2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

]︃2
. (28)

Если 𝑁 – четное число, то исходя из свойств логарифма, выражение для темпе-
ратуры примет вид

𝑇 (0, 0, ℎ) =
𝐶

𝜋𝑁

𝑁/2∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏2𝑘
ln

[︃√︀
1− 𝜏2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1− 𝜏2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

]︃2
. (29)

Здесь также использовано свойство нулей многочлена (24):

𝜏𝑁 = −𝜏1, 𝜏𝑁−1 = −𝜏2, ...,

т. е. имеется ровно 𝑁 корней, расположенных симметрично в промежутке (−1, 1).
Можно заметить, что при нечетном 𝑁 будет существовать корень 𝜏(𝑁+1)/2, что
приведет к сингулярности в формуле (28). Для данного случая рассмотрен пре-
дельный переход при 𝜀→ 0, 𝜏𝑘 = 𝜏𝑘+𝜀, 𝜏𝑘 = 0, 𝑘 = (𝑁+1)/2. Используя правило
Лопиталя имеем

𝑇 (0, 0, ℎ) =
𝐶

𝜋𝑁

⎡⎣2𝐵
𝐴

+
1

2

𝑁∑︁
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑁+1

2

1

𝜏𝑘
√︀

1− 𝜏2𝑘
ln

[︃√︀
1− 𝜏2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1− 𝜏2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

]︃2⎤⎦ . (30)

4. Анализ численных результатов.
Рассмотрим три случая локального распределения температуры по участкам

различного размера [4]: 1)𝐵/𝐴 = 1/2 – температура распределена по квадрату;
2)𝐵/𝐴 = 2 – по прямоугольнику, вытянутому вдоль оси 𝑦; 3)𝐵/𝐴 = 1/4 – по
прямоугольнику, вытянутому вдоль оси 𝑥. Для случая, когда число узлов 𝑁 в
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формуле (29) выбиралось равным 𝑁 = 70, а 𝐶 = 1, значение температуры в
угловой точке слоя для трех случаев было равно соответственно:

𝑇 (0, 0, ℎ) = 0,999445; 𝑇 (0, 0, ℎ) = 0,999444; 𝑇 (0, 0, ℎ) = 0,998545.

Достоверность полученных результатов проверялась на основании формулы 3.364
(2), [6]. Также обосновать результат можно непосредственно, рассматривая гра-
ничное условие (3) задачи. Исходя из применяемых интегральных преобразова-
ний (5), (8), можно найти трансформанту заданной функции:

𝑓𝛼(𝑦) =

∫︁ ∞

0

𝑓(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝐶 ·
∫︁ 𝐴

0

cos𝛼𝑥𝑑𝑥 = 𝐶 · sin𝛼𝐴
𝛼

,

𝑓𝛼𝛽 =

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝛼(𝑦)𝑒

𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦 = 𝐶 · sin𝛼𝐴
𝛼

∫︁ 𝐵

−𝐵
𝑒𝑖𝛽𝑦𝑑𝑦 =

= 𝐶 · sin𝛼𝐴
𝛼

· 2(𝑒
𝑖𝛽𝐵 − 𝑒−𝑖𝛽𝐵)

2𝑖𝛽
= 2𝐶 · sin𝛼𝐴

𝛼
· sin𝛽𝐵

𝛽
.

Подставим полученную трансформанту в формулу (12) и найдем значение в уг-
ловой точке слоя, т. е.

𝑇 (0, 0, ℎ) =
2𝐶

𝜋2

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

−∞

sin𝛼𝐴

𝛼

sin𝛽𝐵

𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽 =

=
4𝐶

𝜋2

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

sin𝛼𝐴

𝛼

sin𝛽𝐵

𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽 =

4𝐶

𝜋2
· 𝜋
2
· 𝜋
2
= 𝐶,

здесь воспользовались четностью подынтегральной функции по переменной 𝛽 и
формулой (3.721(1), [6]).

На рисунках 1, 2 и 3 приведены значения температуры (26) на поверхности
𝑧 = ℎ/2, 0 < 𝑥 < 2𝐴, −2𝐵 < 𝑦 < 2𝐵 при толщине слоя ℎ = 1 для 𝐶 = 1. Эти три
случая соответствуют участкам 𝐵/𝐴 = 1/2, 𝐵/𝐴 = 2, 𝐵/𝐴 = 1/4. Как видно из
анализа полученных графиков, максимальное значение температуры, равное 0,7,
достигается при размере участка нагрева 𝐵/𝐴 = 2. При размере 𝐵/𝐴 = 1/4 до-
стигается минимальное значение температуры на исследуемой поверхности. Для
всех трех случаев характерно расположение экстремальных значений на границе
области. При увеличении толщины слоя (ℎ = 2) общая картина распределения
температуры на рассматриваемой поверхности сохраняется при уменьшении ее
абсолютных значений (см. рис. 4, случай 𝐵/𝐴 = 1/2).

Заключение.

1. Получено точное решение задачи стационарной теплопроводности для слоя.
2. Исследовано значение температуры при различных параметрах площадки

распределения температуры, приведены численные результаты.
3. Приведена методика вычисления кратных интегралов, содержащих цилин-

дрическую функцию.
4. Построенное решение используется в дальнейшем решении задачи несвяз-

ной термоупругости.
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МЕЖДУНАРОДНАЯ ЛЕТНЯЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ШКОЛА
ПАМЯТИ В. А. ПЛОТНИКОВА

В. А. Плотников

С 15 по 22 июня 2013 года в Одес-
се проходила Международная летняя ма-
тематическая школа памяти В. А. Плот-
никова, организованная Одесским нацио-
нальным университетом имени И.И. Меч-
никова. В состав программного комите-
та математической школы входили извест-
ные математики Украины и зарубежья.
Обязанности сопредседателей программ-
ного комитета разделили А. М. Самойлен-
ко (Украина), Н. А. Перестюк (Украина),
А. А. Мартынюк (Украина), Ф. Л. Чер-
ноусько (Россия), Е. А. Гребенников (Рос-
сия), А. Кендеров (Болгария), Ю. Ревал-
ски (Болгария), Л. М. Фридман (Мекси-
ка). Членами программного комитета кон-
ференции были:
Украина: А. А. Бойчук, А. Н. Витюк,
Ф. Г. Гаращенко, В. М. Евтухов, В. Е. Ка-

пустян, В. И. Коробов, А. М. Ковалев, Д. Д. Лещенко, А. Г. Наконечный,
Р. И. Петришин, В. В. Пичкур, А. В. Плотников, В. Г. Самойленко, А. Н. Стан-
жицкий, Ю. В. Теплинский, Д. Я. Хусаинов, И. М. Черевко, А. А. Чикрий.

Россия: Л. Д. Акуленко, И. М. Ананьевский, А. Б. Васильева, М. Г. Дмит-
риев, В. И. Жуковский.

Беларусь: Ф. М. Кириллова, А. И. Калинин.
Грузия: И. Т. Кигурадзе.
Болгария: А. Дончев, Л. Каранджулов, М.Константинов, Б. Юруков.
Турция: А. Аширалиев.
Организационный комитет конференции возглавили директор ИМЭМ ОНУ

имени И. И. Мечникова В. Е. Круглов (председатель) и заведующая кафедрой
оптимального управления и экономической кибернетики ИМЭМ О. Д. Кичма-
ренко (заместитель председателя).

Конференция открылась 15 июня в актовом зале Одесского национального
университета И. И. Мечникова. В тот же день прозвучал первый доклад, который
сделал доктор физ.-мат. наук, профессор, академик НАН Украины Н. А. Пере-
стюк. Его доклад “Импульсные дифференциальные уравнения” был посвящен

c○Кичмаренко О. Д., 2013
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памяти коллеги и друга, Виктора Александровича Плотникова. В работе кон-
ференции приняло участие 89 человек, в том числе из России – 21, из Болга-
рии – 2, из Республики Беларусь – 3. Всего было сделано 33 доклада, из кото-
рых 9 пленарных, сделанных ведущими специалистами таких научных и обра-
зовательных учреждений, как Институт математики НАН Украины, Институт
проблем управления имени В. А. Трапезникова РАН, Вычислительный центр
им. А. А. Дородницына РАН, Объединенный институт проблем информатики
НАН Белорусии, Московский государственный университет, Южно-Уральский
государственный университет, Киевский национальный университет имени Та-
раса Шевченко, Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова,
Одесская государственная академия строительства и архитектуры.

Целью этой конференции, как и предыдущей, состоявшейся в 2010 году, бы-
ла организация активного обмена новыми результатами в тех направлениях на-
учных исследований, которыми занималась и продолжает заниматься научная
школа В. А. Плотникова: асимптотические методы в теории дифференциальных
уравнений и оптимального управления; математические методы оптимального
управления; многозначные уравнения и включения; качественная теория в тео-
рии дифференциальных уравнений и оптимального управления; математическое
моделирование; теория игр.

Важную роль в организации работы конференции сыграли сотрудники ка-
федры оптимального управления и экономической кибернетики, которую с мо-
мента основания возглавлял В. А. Плотников.

К началу конференции были опубликованы тезисы докладов, размещенные
также на сайте конференции www.plotnikovschool.onu.edu.ua. Согласно решению
программного комитета, следующаяМеждународная летняя математическая шко-
ла памяти В. А. Плотникова пройдет в Одессе в июне 2015 года.
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