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Квадратичнi форми Тiтса, якi вiдiграють важливу роль у сучаснiй математицi, вперше
ввiв П. Габрiель для скiнченних сагайдакiв. Вiн довiв, що зв’язнi сагайдаки з додатною формою
Тiтса збiгаються з сагайдаками Динкiна. Ця квадратична форма природно узагальнюється на
ч. в. множини. Ч. в. множини з додатною квадратичною формою Тiтса (аналоги дiаграм Дин-
кiна) були класифiкованi авторами разом з P -критичними ч. в. множинами (найменшими ч. в.
множинами з не додатною квадратичною формою Тiтса). Квадратична форма Тiтса будь-якої
P -критичної ч. в. множини є невiд’ємною i коранг її симетричної матрицi дорiвнює 1. У цiй
роботi вивчаються квадратичнi форми всiх ч. в. множин, якi задовольняють цi двi властиво-
стi; називаються вони головними. Зокрема, для них розв’язана поставлена в 2014 р. проблема
про вiдповiднi евклiдовi дiаграми.

Ключовi слова: додатна та невiд’ємна квадратична форма, квадратична форма Тiтса,
P -критична ч. в. множина, головна ч. в. множина, дiаграма Динкiна, евклiдова дiаграма

Among the quadratic forms, playing an important role in modern mathematics, the Tits quadratic
forms should be distinguished. Such quadratic forms were first introduced by P. Gabriel for any quiver
in connection with the study of representations of quivers (also introduced by him). P. Gabriel proved
that the connected quivers with positive Tits form coincide with the Dynkin quivers. This quadratic
form is naturally generalized to a poset. The posets with positive quadratic Tits form (analogs of the
Dynkin diagrams) were classified by the authors together with the P -critical posets (the smallest posets
with non-positive quadratic Tits form). The quadratic Tits form of a P -critical poset is non-negative
and corank of its symmetric matrix is 1. In this paper we study all posets with such two properties,
which are called principal, related to equivalence of their quadratic Tits forms and those of Euclidean
diagrams. In particular, one problem posted in 2014 is solved.

Key Words: positive and non-negative quadratic form, quadratic Tits form, P -critical poset, pri-
ncipal poset, Dynkin diagram, Euclidean diagram

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Козаченко Ю. В.

1 Introduction

In 1972 P. Gabriel [1] introduced an integer
quadratic form qQ for any finite quiver (directed
graph) Q, called by him the quadratic Tits form
of the quiver Q. If Q0 and Q1 denote the sets

of vertices and arrows of Q, respectively, then
the quadratic form qQ is defined by the following
equality:

qQ = qQ(z) :=
∑
i∈Q0

z2i −
∑
i→j

zizj ,

c⃝ В. М. Бондаренко, М. В. Стьопочкiна, 2018
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where i→ j runs through the setQ1. Note that, by
definition, the quadratic Tits form qG of an undi-
rected graph (for simplicity, a graph) G is that of
a quiver G′, which is obtained with the help of
selecting an orientation ε on the edges of G (up
to the renumbering of the variables, the quadratic
form qG does not depend on choice of ε).

The above quadratic form was introduced
by P. Gabriel in connection with the study of
representations of quivers (also introduced by
him). He proved that a connected quiver is of fi-
nite representation type over a field (i.e. has, up
to equivalence, only finitely many indecomposable
representations) if and only if it is a Dynkin quiver,
i.e. the corresponding graph is a (simply faced)
Dynkin diagram (see Section 5).

If we talk directly about quadratic forms, from
the results of [1] it follows that the connected qui-
vers with positive quadratic Tits form coincide wi-
th the Dynkin quivers (“positive” means “positive
definite”).

The above quadratic form qQ is naturally ge-
neralized (in an ideal sense) to a finite partially
ordered set (poset) S ̸∋ 0:

qS = qS(z) := z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S
zizj − z0

∑
i∈S

zi

(for the first time it was written in [2] in connecti-
on with the study of posets of finite representati-
on type). The quadratic form qS is called the
quadratic Tits form of the poset S. The problem
of classifying all the posets with positive quadratic
Tits form were solved by the authors in [3]. These
posets are analogs of the Dynkin diagrams.

In [3] the authors also introduced the notion
of P -critical poset and classified such posets up to
isomorphism (see the list of posets in Section 6).
Namely, a poset S is said to be P -critical if its
quadratic Tits form is not positive, but the Tits
form of any proper subposet of S is positive. So the
quadratic Tits form qS(z) is positive if and only if
the poset S does not contain (as a subposet) a
P -critical one.

Below by “non-negative quadratic form” we
meant “non-negative definite quadratic form” (i.e.
the form takes only non-negative values).

Theorem 1. Let S be a P -critical poset. Then
(1) the quadratic Tits form qS(z) is non-

negative;
(2) Ker qS(z) := {t ∈ Z|S|+1 | qS(t) = 0} is an

infinite cyclic group, i.e. Ker qS(z) = t′Z for some

t′ ̸= 0 (equivalently, the symmetric matrix of qS(z)
has corank 1).

Indeed, by Theorem 2 and Proposition 19 [3]
the quadratic Tits form qS(z) is Z-equivalent to
the quadratic Tits form of some critical Kleiner’s
poset; and the theorem it follows from the well-
known properties of Kleiner’s posets (see, e.g., [4]).

Thus, the P -critical posets coincides with the
minimal posets (relative to full inclusion) of the
set P12 of all posets, satysfying conditions (1) and
(2). The posets from P12 are called principal [5].

In this paper we study principal posets related
to equivalence of their quadratic Tits forms and
those of graphs. In particular, one problem posted
in [6] is solved.

2 Main result

By [5, Proposition 9], for any principal poset J
there exists a (simply faced) Euclidean diagram (in
other words, extended Dynkin diagram; see Secti-
on 5) DJ ∈ {Ãs, s > 3, D̃n, n > 4, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8}, uni-
quely determined by J , such that the symmetric
matrices of the quadratic Tits forms of J and DJ
(called in [5] the symmetric Gram matrices) are
Z-congruent. DJ is called the Coxeter–Euclidean
type of J .

In this paper we prove the following theorem,
which is formulated in the term of equivalence of
quadratic forms.

Theorem 2. Let S be a principal poset.
Then there exists an Euclidean diagram E(S),
which is not a cycle (i.e. E(S) ̸= Ãs), such that
the quadratic Tits forms qS(z) and qE(S)(z) are
Z-equivalent.

This theorem strengthens the indicated result
from [5]. In combination with the uniqueness
E(S) := DS with respect to S, we have a solution
of Problem 1.6 [6].

Our proof is general (does not contain specific
calculations) and is based on the methods of mini-
max equivalence of posets and stable equivalence
of quadratic forms.

3 Preliminary

3.1. Minimax equivalence of posets. The
notiion of (min, max)-equivalence of posets was
introduced by the first author in [7]. In details the
properties of this equivalence were studied in [3].

9
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Since some time we have been used the term mi-
nimax equivalence.

In this subsection we remember some definiti-
ons and results from [3].

Let S be a (finite) poset. For a minimal
(respectively, maximal) element a of S, denote by
T = S↑

a (respectively, T = S↓
a) the following poset:

T = S as usual sets, T \ a = S \ a as posets, the
element a is maximal (resp. minimal) in T , and
a is comparable with x in T if and only if they
are incomparable in S. A poset T is called mini-
max equivalent to a poset S, if there are posets
S1, . . . , Sp (p > 0) such that, if we put S = S0 and
T = Sp+1, then, for every i = 0, 1, . . . , p, either
Si+1 = (Si)

↑
xi or Si+1 = (Si)

↓
yi .

The notion of minimax equivalence can be
naturally continued to the notion of minimax
isomorphism: posets S and S′ are minimax
isomorphic if there exists a poset T , which is mi-
nimax equivalent to S and isomorphic to S′.

The definition of posets of the form T = S↑
a

(respectively, T = S↓
a) can be extended to posets

of the form T = S↑
A (respectively, T = S↓

A), where
A is a lower (respectively, an upper) subposet
of S, i.e. x ∈ A whenever x < y (respectively,
x > y) and y ∈ A. Namely, T = S↑

A (respectively,
T = S↓

A) is defined as follows: T = S as usual
sets, partial orders on A and S \ A are the same
as before, but comparability and incomparability
between elements of x ∈ A and y ∈ S \ A are
interchanged and the new comparability can only
be of the form x > y (respectively, x < y).

We write S↑↑
AB instead of (S↑

A)
↑
B. S↑↓

AB instead
of (S↑

A)
↓
B, etc. Obviously, S↑↓

AA = S, S↓↑
AA = S,

S↑
A = S↓

S\A. In the special case, when A = {a}
and B = {b} are one-element posets, we identify
A and B with a and b.

A poset T is called dual to a poset S and is
denoted by Sop if T = S as usual sets and x < y in
T if and only if x > y in S. From the above definiti-
ons it follows the next equality: (S↓

A)
op = (Sop)↑Aop .

It is easy to show that S↑
A (respectively, S↓

A)
and S is minimax equivalent. Since S↓

B = S↑
S\B,

it is sufficient to consider only the case, when the
subspace A is upper. Let A1 be the set of all mi-
nimal elements of A and (inductively) Ai, i > 1,
the set of all minimal elements of A \ (∪i−1

j=1Aj)
(obviously, ∪ri=1Ai = A, where r is the largest i
such that Ai ̸= ∅); the writing h(x) = i for an
element x ∈ S will be meant that x ∈ Si. From

this notation it follows that if |A| = m, than the
elements of A can be numerated in such a way, say
a1, a2, . . . , am, that h(a1) 6 h(a2) 6 . . . 6 h(am).
Consequently, S↑

A = S↑ ↑ ...↑
a1a2...am , i.e. S↑

A is minimax
equivalent to S, as claimed.

The main motivation for introducing the
notion of minimax equivalence is the following
theorem.

Theorem 3. The Tits quadratic forms of mini-
max equivalent posets are Z-equivalent.

The theorem follows from the next propositi-
on.

Proposition 1. Let S be a poset and let T = S↑
A

or T = S↓
A. Then qS(z) = qT (z

′), where z′0 =
z0 −

∑
a∈A za, z

′
x = −zx for x ∈ A and z′x = zx

for x /∈ A.

Corollary 1. Let S and T be the same as in
Proposition 1, and let x /∈ A. Then the quadratic
Tits form of T \ x is positive if so is the quadratic
Tits form of S \ x.

3.2. Stable equivalence of quadratic
forms. Let f(z) = f(z1, z2, . . . , zn) be a quadratic
form of n variables over the field R of real numbers
with the symmetric matrix

F =M(f) :=

=



f11
f12
2 . . .

f1,n−1

2
f1n
2

f12
2 f22 . . .

f2,n−1

2
f2n
2

...
...

. . .
...

...
f1,n−1

2
f2,n−1

2 . . . fn−1,n−1
fn−1,n

2

f1n
2

f2n
2 . . .

fn−1,n

2 fnn


.

Then the quadratic form can be written in the
following matrix form:

f(z) =
∑n

i=1 fiiz
2
i +

∑
i<j fijzizj =

= (z1, z2, . . . , zn)M(f)


z1
z2
...
zn

 = zM(f)zT ,

where the letter T means matrix transposition.
Note that we follow the paper [9], and the

equality f(z) = zM(f)zT is not entirely traditi-
onal (as a final one), since a replacement is usually

10
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done, say Z := (z1, z2, . . . , zn)
T (see [8, Ch. 5,§1]),

and then f(z) = ZTM(f)Z.
If in the quadratic form f(z) we perfom

a linear transformation z = yA with y =
(y1, y2, . . . , yn) and an nonsingular n × n matrix
A, then we get the quadratic form

f(y) = (yA)F (AT yT ) = y
(
AFAT

)
yT .

From this it follows, in particular, that M(f) =
AM(f)AT .

A quadratic form f(z) = f(z1, . . . , zn) is said
to be decomposable if there is a proper subset of
S ⊂ N := {1, 2, . . . , n} such that fij = 0 for
i ∈ S, j ∈ N \S and for i ∈ N \S, j ∈ S; otherwise,
the form is called indecomposable.

We now recall some definitions given in [9].
An n × n matrix A is called s-stable, where

s ∈ {1, 2, . . . , n}, if its s-th column coinsides with
the s-th column of the identity n × n matrix E.
A linear nonsingular transformation z = yA (see
above) is called s-stable if so is the matrix A.

Two quadratic forms f = f(z) and g =
g(y) are called s-stable equivalent if there exists
a nonsingular linear transformation z = yA being
s-stable that carries f(z) into g(y). If f = f(z)
and g = g(y) are integer quadratic forms, then
the term “s-stable Z-equivalent” means that the
s-stable matrix A is integer and invertible (as a
matrix over Z).

We now consider the general case of unit
integer positive quadratic forms:

f(z) = f(z1, . . . , zn) =

n∑
i=1

z2i +
∑
i<j

fijzizj ,

where n > 1; from positivity it follows that fij ∈
{0, 1,−1} for all i, j. The set of all such quadratic
forms is denoted by Z+

n .

Theorem 4 ([9], Theorem 3). For any inde-
composable quadratic form f = f(z) ∈ Z+

n and
s ∈ {1, . . . , n} there exists an s-stably Z-equivalent
quadratic form which is the Tits quadratic form of
a certain Dynkin diagram.

Note that a similar statement, but without
additional restrictions on equivalence, has long
been known [10].

4 Proof of Theorem 2

We will call a poset positive (respectively, non-
negative) if so is its quadratic Tits form.

Let S be a principal poset of order n > 1.
Then there is a non-zero integer vector t =

(ti)i∈S∪0 such that qS(t) = 0. Fix td ̸= 0 with
d ∈ S and consider the subposet S0 := S \ d,
which is positive by the definition of principal
poset. Put A := {x ∈ S |x < d} and B := {x ∈
S |x > d}. Then the poset Sd := S↑↓

AB is a poset
with “isolated” element d (in the sense that it is
incomparable with any other element).

By Theorem 3 the poset Sd is non-negative
(and even principal by Proposition 1) and by
Corollaries 1 the poset Sd0 := Sd \ d is positive.
Therefore, it suffices to prove the theorem for the
poset Sd.

We assume that the elements of S are
numbered by the numbers 1, 2, . . . , n in such a
way that n = d, and for the partial order relati-
on on S use (to avoid ambiguity) the symbol ≺
instead of <. Put M := M [qSd

(z0, z1, . . . , zn)]
(the symmetric matrix of the quadratic Tits form
of Sd) and N := M [qSd0

(z0, z1, . . . , zn−1)] (the
symmetric matrix of the Tits quadratic form of
Sd0); the rows and columns of the both matrices
are numbered by 0, 1, . . . in a natural manner (in

increasing order). Obviously, M =

(
N vT

v 1

)
,

where v = (−1
2 , 0, . . . , 0).

By Theorem 4 for S = Sd0 and s = 0 there is
a 0-stable matrix

A =

(
1 A12

0 A22

)
with A22 to be an (n−1)×(n−1) matrix (then A12

is an 1× n− 1 one) such that ANAT =M [qD(z)]
for some Dynkin diagram D (the vertices of
which are numbered by 0, 1, . . . n − 1). Then, for

A =

(
A 0

0 1

)
, we have (taking into account that

vAT = v): AMA
T

=

(
M [qD(z)] vT

v 1

)
, i.e.

AMA
T is the symmetric matrix of the quadratic

Tits form of the graph D that is obtained from
the Dynkin diagram D by adding the single new
vertex n and the single new edge (0, n). Obviously,
the (connected) graph D is a tree (because so is
the diagram D).

Thus, the quadratic Tits forms qS(z) of the
poset and qD(z) of the tree D are Z-equivalent.
Since qD(z) is non-negative and is not positive
(because so is qS(z) with S to be principal), the
graph D is an extended Dynkin diagram (see [11]).

11
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5 Dynkin and Euclidean diagrams

In this section, for reader’s convenience, we provi-
de the list of all simply faced Dynkin diagrams
— An (n > 1 vertices), Dn (n > 4 vertices),

E6,E7,E8 (respectively, 6, 7, 8 vertices), and the
list of all simply faced Euclidean (extended
Dynkin) diagrams — Ãn (n + 1 > 3 vertices), D̃n
(n+ 1 > 5 vertices), Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8 (respectively, 7, 8,
9 vertices).

Simply faced Dynkin diagrams

An r r r r rp p p

Dn
r r r r r

r
p p p

E6
r r r

r
r r

E7
r r r

r
r r r

E8
r r r

r
r r r r

Simply faced Euclidean diagrams

Ãn r r r r rrp p p

D̃n
r r r r rr

r r
p p p

Ẽ6
r r r

r
r

r r

Ẽ7
r r r

r
r r r r

Ẽ8
r r r

r
r r r r r

12
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6 The table of the P -critical posets

We follow the paper [3]. The P -critical posets
are written up to isomorphism and dyality; their
number is 75: PC1, PC2, . . . , PC75. Self-dual
posets are marked (in the upper right corners)

by sd. If we add all the posets dual to unmarked
ones, we obtain the classification of P -critical
posets up to isomorphism; their number is 132:
PCk for k = 1, 2, . . . , 75 and PCop

s for s ̸=
1, 2, 4, 14, 23, 29, 31, 34, 35, 37, 42, 45, 52, 54, 64, 66,
70, 75.

r rrr
��@@

1 sd

rr r��
rr r

2 sd

rr rr��
rr

3

rr r
��

��rr r
4 sd

r rr
r

�
�
�
��
rr
r5

r rr
r

�
�
�
��
rr6

r��

rr rr�
�
�
rr
r

7

r
rr rr��

rr
8

r
rr rr
��rr

9

r rr
r

�
�
�

rr
rr10

r rr
r

�
�
�

rr
r

r��

11

r rr
r

�
�
�

rr

r��r

12

r rr
r

�
�
�
�
�
�
��rr
rr13

r rr
r

�
�
�
�
�
�
��rr
r

r��

14 sd

r rr
r

��

rr
r

r

15

r rr
r

�
�
�
�
�
�rr
r

r

16

r rr
r

�
�
�
�
�
�rr
r

r

17

r rr
r

�
�
�
��
rrrr

18

r rr
r

�
�
�
��rrrr

19

r rr
r

�
�
�

rrrr

20

r rr
r

��

r
��

rr

r

21

r rr
r

��

r
��

r
r
r��

22

r rr
r

��

r
��r
r��r

23 sd

r rr
r

��

rr
r

�
�
�
�
�
�

r

24

r
r rr
��

r
��

rr

r

25

r rr
r

�
�
�
�
�
�r

�
�
�
�
�
�rr

r

26

r rr
r

�
�
�
�
�
�rr

r
r��

27

r rr
r

�
�
�
��
r

�
�
�
��
r

rr

28

r rr
r

�
�
�

r
�
�
�

rrr

29 sd

r rr r�� @@

30

r rr rrr
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r r rr
r

��r
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r r
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�
�
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33

r rr rr����
r

HHH

34 sd

r rr rr
rr

35 sd

r r rr
r

�
�
�
��
rr36
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�r��r

41

r rr rr
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r
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У роботi вивчаються проективнi гратки черепичних порядкiв. Описано умови, яким задо-
вольняють елементи матрицi показникiв черепичного порядку, за яких перетин проективних
граток є проективною граткою.

Ключовi слова: черепичний порядок, матриця показникiв, проективна гратка.

Tiled orders over discrete valuation ring have been studied since the 1970s by many mathemati-
cians, in particular, by Yategaonkar V.A., Tarsy R.B., Roggenkamp K.W, Simson D., Drozd Y.A.,
Zavadsky A.G. and Kirichenko V.V. Yategaonkar V.A. proved that for every n > 2, there is, up to an
isomorphism, a finite number of tiled orders over a discrete valuation ring O of finite global dimension
which lie in Mn(K) where K is a field of fractions of a commutatively discrete valuation ring O. The
articles by R.B. Tarsy, V.A. Yategaonkar, H. Fujita, W. Rump and others are devoted to the study of
the global dimension of tiled orders. H. Fujita described the reduced tiled orders in Mn(D) of finite global
dimension for n = 4, 5. V.M. Zhuravlev and D.V. Zhuravlev described reduced tiled orders in Mn(D)
of finite global dimension for n = 6. This paper examines the necessary condition for the finiteness
of the global dimension of the tile order. Let A be a tiled order. The kernel of the projective resolvent
of an irreducible lattice has the form M1f1 +M2f2 + ... +Msfs, where Mi is irreducible lattice, fi is
some vector. If the tile order has a finite global dimension, then there is a projective lattice that is the
intersection of projective lattices. This condition is the one explored in the paper.

Key words: tiled order, exponent matrix, projective lattice.
Communicated by Prof. Petravchuk A. P.

1 Вступ

Черепичнi порядки (tiled orders) над дискре-
тно нормованими кiльцями вивчалися, почина-
ючи з 70-х рокiв минулого сторiччя, багатьма
математиками, зокрема, Ятегаонкаpом В.А.,
Таpсi P.Б., Pогенкампом К.В., Сiмсоном Д.,
Дpоздом Ю.А., Завадським О.Г. та Киpичен-
ком В.В. Скiнченнi прямi добутки A таких по-
рядкiв є нетеровими справа напiвпервинними
напiвдосконалими напiвдистрибутивними кiль-
цями, у яких для будь-якого локального iдемпо-
тента e ∈ A кiльце eAe є дискретно нормованим
(не обов’язково комутативним) [1]. Такi кiльця
пiд назвою "напiвмаксимальнi кiльця"були вве-
деннi у 1974 роцi Завадським О.Г. та Киpичен-
ком В.В.

Згiдно термiнологiї Р.Б. Тарсi [4] та В.А.
Ятегаонкара [5], кiльце A ⊂Mn(K), де K є по-

лем часток комутативного дискретно нормова-
ного кiльця O, називається черепичним поряд-
ком над O, якщо Mn(K) — класичне кiльце ча-
сток A, eii ∈ A та eiiAeii = O для i = 1, . . . , n,
де eii — матричнi iдемпотенти Mn(K). Отже,
означення черепичного порядку як первинно-
го нетерового напiвдосконалого напiвдистрибу-
тивного кiльця є узагальненням поняття че-
репичного порядку над дискретно нормованим
кiльцем в розумiннi Р.Б. Тарсi та В.А. Ятегаон-
кара.

В.А. Ятегаонкар у [5] довiв, що для кожно-
го n > 2 iснує, з точнiстю до iзоморфiзму, скiн-
ченне число черепичних порядкiв над дискре-
тно номованим кiльцем O скiнченної глобальної
розмiрностi, якi лежать у Mn(K), де K є полем
часток комутативного дискретно нормованого
кiльця O. В якостi кiльця O часто розглядає-

c⃝ В.М. Журавльов, I.М. Циганiвська 2018
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ться кiльце k[[x]] формальних степеневих рядiв
над полем k вiд однiєї змiнної x.

Вивченню глобальної розмiрностi черепи-
чних порядкiв присвяченi багаточисельнi стат-
тi. Р.Б. Тарсi висловив гiпотезу, що максималь-
ною скiнченною глобальною розмiрнiстю чере-
пичного порядку, який лежить у Mn(K), є чи-
сло n−1. Це дiйсно має мiсце для але для Х. Фу-
джита побудував приклад черепичного порядку
A, який лежить у M6(K), та gl.dim A = 6.

Фуджита в [6] описав зведенi черепичнi по-
рядки в Mn(D) скiнченної глобальної розмiр-
ностi для n = 4, 5. В.М. Журавльов та Д.В.
Журавльов описали зведенi черепичнi порядки
в Mn(D) скiнченної глобальної розмiрностi для
n = 6.

У данiй роботi розглядається необхiдна
умова для скiнченностi глобальної розмiрностi
черепичного порядку. Вiдмiтимо, що в нашiй
термiнологiї "черепичний порядок— це нетеро-
ве з двох сторiн первинне напiвдосконале та
напiвдистрибутивне кiльце з ненулевим ради-
калом Джекобсона. Всi необхiднi вiдомостi про
черепичнi порядки можна знайти в [1], [2].

2 Черепичнi порядки над дискретно
нормованими кiльцями

Означення 2.1. Кiльце A називається напiв-
максимальним, якщо воно є напiвдосконалим
напiвпервинним нетеровим кiльцем таким, що
для довiльного локального iдемпотента e ∈ A
кiльце eAe є дискретно нормованим кiльцем (не
обов’язково комутативним) [3].

Теорема 2.1. (див. [3]) Кожне напiвмакси-
мальне кiльце iзоморфне скiнченному прямому
добутку первинних кiлець наступного вигляду

A =


O πα12O · · · πα1nO

πα21O O · · · πα2nO
...

...
. . .

...
παn1O παn2O · · · O

 (1)

де n > 1, O — дискретно нормоване кiльце з
простим елементом π, αij — цiлi рацiональнi
числа такi, що αij + αjk > αik для всiх i, j, k
та αii = 0 для всiх i.

Первинне напiвмаксимальне кiльце назива-
ється черепичним порядком.

Ми будемо використовувати наступне по-
значення: Λ = {O, E(Λ)}, де E(Λ) = (αij)
— матриця показникiв кiльця Λ, т.б. Λ =
n∑

i,j=1
eijπ

αijO, де eij — матричнi одиницi. Якщо

черепичний порядок є зведеним, то αij+αji > 0
для i, j = 1, . . . , n, i ̸= j.

Кiльце O вкладається в класичне тiло ча-
сток D, i (1) означає множину всiх матриць
(aij) ∈ Mn(D) таких що aij ∈ παijO =
eiiΛejj , де e11, . . . , enn — матричнi одиницi кiль-
ця Mn(D). Очевидно, що Q = Mn(D) є класи-
чним кiльцем часток кiльця Λ.

Означення 2.2. Нехай A — черепичний по-
рядок. Правою (лiвою) A-граткою називається
правий (лiвий) A-модуль, який є скiнченнопо-
родженим вiльним O-модулем.

Зокрема, всi скiнченнопородженi проектив-
нi A-модулi є A-гратками.

Серед всiх A-граток видiляються так зва-
нi незвiднi A-гратки, тобто A-гратки, якi мiстя-
ться у простому правому (лiвому) Q-модулi U
(вiдп. V ). Цi гратки утворюють частково впо-
рядковану множину Sr(A) (вiдп. Sl(A)) вiдно-
сно включення. Як було показано в [3] будь-яка
права (вiдп. лiва) незвiдна A-гратка M (вiдп.
N), яка лежить в U (вiдп. в V ), є A-модулем з
O-базисом πα1e1, . . . , π

αnen), причому{
αi + αij > αj , якщо (α1, . . . , αn) ∈ Sr(A)
αj + αij > αi якщо (α1, . . . , αn)

T ∈ Sl(A)

де буква T означає операцiю транспонування.
Ми будемо записувати [M ] = (α1, . . . , αn) або
M = (α1, . . . , αn), якщо M ∈ Sr(A).

3 Проективнi гратки

Нехай Λ = {O, E(Λ) = (αij)} — зведений че-
репичний порядок в Mn(D), Pk = ekkΛ, k =
1, . . . , n. P1, . . . , Pn — всi попарно неiзоморфнi
нерозкладнi проективнi Λ - модулi. Ядро про-
ективної резольвенти незвiдної Λ- гратки має

вигляд
s∑
t=1

Mtft, де Mt — перетин проектив-

них граток, ft — деякi вектори (див. [7]). Для
скiнченностi проективної розмiрностi цiєї гра-
тки потрiбно, щоб хоча б один перетин прое-
ктивних граток був проективною граткою.

Нехай πaPi ∩ πbPj = πcPk. Можливi випад-
ки:
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(1) a + αil > b + αjl. Тодi a + αil = c + αkl i
a = c+ αkl − αil;
(2) b + αjp > a + αip. Тодi b + αjp = c + αkp i
b = c+ αkp − αjp;
(3) a + αiq = b + αjq = c + αkq. Тодi a =
c+ αkq − αiq, b = c+ αkq − αjq.

Маємо розбиття множини iндексiв на пiд-
множини I = I1 ∪ I2 ∪ I3, де I1 =
{l, для яких виконується випадок (1)},
I2 = {p, для яких виконується випадок (2)},
I3 = {q, для яких виконується випадок (3)}.
Незвiднi проективнi гратки πaPi, πbPj непорiв-
няльнi, тому множини I1 та I2 непорожнi.

Виразимо a i b у кожному випадку через c.
Отримаємо a + αil = c + αkl, a = c + αkl − αil,
b+αjp = c+αkp, b = c+αkp −αjp. З нерiвностi
a+ αil > b+ αjl отримуємо

αkl > αkp − αjp + αjl. (2)

З нерiвностi b+ αjp > a+ αip отримуємо

αkp > αkl − αil + αip. (3)

Рiвностi a+ αiq = b+ αjq = c+ αkq дають

αkl − αil + αiq = αkp − αjp + αjq = αkq. (4)

Якщо k ∈ I1, то 0 = αkk > αkp−αjp+αjk. Отри-
мали суперечнiсть. Якщо k ∈ I2, то 0 = αkk >
αkl − αil + αik. Отримали суперечнiсть. Отже,
k ∈ I3 i I3 ̸= ∅.

При q = k маємо αkl−αil+αik = αkp−αjp+
αjk = αkk = 0. Звiдси

αik + αkl = αil, αjk + αkp = αjp. (5)

З (5) випливає, що i /∈ I1 i j /∈ I2.
Якщо i ∈ I3, то αkl−αil = αkp−αjp+αji =

αki. Враховуючи (5), маємо −αik = −αjk +
αji = αki. Звiдси αik + αki = 0. Отримали
суперечнiсть. Отже, i ∈ I2. Якщо j ∈ I3, то
αkl − αil + αij = αkp − αjp = αkj . Враховую-
чи (5), маємо −αik + αij = −αjk = αkj . Звiдси
αjk + αkj = 0. Отримали суперечнiсть. Отже,
j ∈ I1.

Нерiвнiсть (2) з урахуванням (5) набуває
вигляду αkl > αkp − αjp + αjl = −αjk + αjl.
Звiдси αjk+αkl > αjl. Нерiвнiсть (3) з урахува-
нням (5) набуває вигляду αkp > αkl−αil+αip =
−αik + αip. Звiдси αik + αkp > αip. Рiвнiсть (3)
αkl−αil+αiq = αkp−αjp+αjq = αkq з урахува-
нням (5) набуває вигляду −αik + αiq = −αjk +
αjq = αkq. Звiдси отримуємо αik + αkq = αiq,

αjk + αkq = αjq. Таким чином i ∈ I2, j ∈ I1,
k ∈ I3 i для довiльних l ∈ I1, p ∈ I2, q ∈ I3
маємо наступнi спiввiдношення

αik + αkl = αil, αjk + αkp = αjp,
αik + αkq = αiq, αjk + αkq = αjq,
αik + αkp > αip, αjk + αkl > αjl.

(6)

Навпаки, нехай iснує розбиття I = I1 ∪ I2 ∪ I3,
i ∈ I2, j ∈ I1, k ∈ I3 i для довiльних l ∈ I1,
p ∈ I2, q ∈ I3 маємо спiввiдношення (6). Покла-
демо a = c − αik, b = c − αjk. Тодi a + αil =
c − αik + αil = c + αkl > c − αjk + αjl = b + αjl
для довiльного l ∈ I1. b+ αjp = c− αjk + αjp =
c+ αkp > c− αik + αip = a+ αip для довiльного
p ∈ I2.
a+ αiq = c− αik + αiq = c+ αkq для довiльного
q ∈ I3. b+ αjq = c− αjk + αjq = c+ αkq для до-
вiльного q ∈ I3. Тому a+αiq = b+αjq = c+αkq.
Це означає, що πaPi ∩ πbPj = πcPk.

Ми довели наступну теорему.

Теорема 3.1. Нехай M1, M2, M3 — незвiднi
проективнi гратки. Тодi M1 ∩M2 = M3 тодi
i тiльки тодi, коли iснує розбиття множини
I = {1, 2, . . . , n} на непорожнi пiдмножини I1,
I2, I3 такi, що виконуються умови ( 6). Якщо
M1 ≃ Pi, M2 ≃ Pj, M3 ≃ Pk, де Pi, Pj, Pk
πaPi ∩ πbPj = πcPk для деяких a, b, c ∈ Z.

У сагайдаку Q немає стрiлок з точки i у то-
чки з I1∪I3 \k, та з точки j у точки з I2∪I3 \k.

Теорема 3.2. Нехай Λ = {O, E(Λ) = (αij)}
— черепичний порядок над дискретно нормова-
ним кiльцем O, P1, . . . , Pn — всi попарно не-
iзоморфнi проективнi Λ - гратки 1 = e1 +

... + en, Pi = eiΛ.
s∩
l=1

πalPml
= πaPk, де

πa1Pm1 , . . . , π
asPms — попарно непорiвняльнi

проективнi незвiднi Λ - гратки, тодi i тiль-
ки тодi, коли iснують непорожнi пiдмножини
I1, I2, . . . , Is множини iндексiв I = {1, 2, . . . , n}
такi, що

s∪
l=1

Il = I та αmlk+αkp(l) = αmlp(l)
для

всiх l та для всiх p(l) ∈ Il.

Доведення. Нехай
s∩
l=1

πalPml
= πaPk. Позна-

чимо Il = {p(l) ∈ I : al + αmlp(l)
> aj +

αmjp(l)
для всiх j = 1, ..., s}. Тодi al + αmlp(l)

=
a+αkp(l) для всiх p ∈ Il. Звiдси al = a+αkp(l) −
αmlp(l)

. Маємо al+αmlp = a+αkp(l) > aj+αjp(l) =
(a+ αkp(j) − αmjp(j)

) + αmjp(l)
. Отримали

αkp(l) > αkp(j) − αmjp(j)
+ αmjp(l)

. (7)
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Оскiльки
s∪
l=1

Il = I, то iснує t таке, що k ∈ It.

Нерiвнiсть (7) виконується, зокрема при
p(t) = k. Маємо 0 = αkk > αkp(j) −αmjp(j)

+αmjk

для всiх j. За кiльцевими нерiвностями αmjk +
αkp(j) > αmjp(j)

для всiх j.
Отже, αmjk + αkp(j) = αmjp(j)

.

Навпаки, нехай
s∪
l=1

Il = I, Il ̸= ∅ для всiх l

та αmlk + αkp(l) = αmlp(l)
для всiх l та p(l) ∈ Il.

Покладемо al = a+αkp(l)−αmlp(l)
= a−αmlk.

Тодi (al + αmlp(l)
)− (aj + αmjp(l)

) = (a− αmlk +

αmlp(l)
) − (a − αmjk + αmjp(l)

) = αmjk − αmlk +
αmlp(l)

− αmjp(l)
= αmjk + αkp(l) − αmjp(l)

> 0.
Отже, al + αmlp(l)

> aj + αmjp(l)
для всiх l, j та

p(l) ∈ Il.

Враховуючи, що al + αmlp(l)
= a + αkp(l) ,

отримаємо
s∩
l=1

πalPml
= πaPk. Теорему доведе-

но.
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1 Definitions. Notations. Previous
results. Statement of problem.

Let (Ω, B, P) be certain probability space
with non - trivial probability measure P and
correspondent expectation E, and let ξ =
ξ(ω), ω ∈ Ω be numerical valued random vari-
able. We denote as usually by |ξ|p, p ∈ [1,∞]

its classical Lebesgue - Riesz Lp = L(p) = Lp(Ω)
norm

|ξ|p := [E|ξ|p]1/p , 1 6 p <∞;

|ξ|∞ := vraisupω∈Ω|ξ(ω)|.

The so - called tail - function Tξ(u), u > 0 for

c⃝ Yu. Kozachenko, E. Ostrovsky, L. Sirota, 2018
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this random variable ξ is defined by a formula

Tξ(u)
def
= max { P(ξ > u), P(ξ < −u) } , u > 0.

(1.1)
An equivalent version:

T ξ(u) := P(|ξ| > u), u > 0. (1.1a)

Obviously,

T ξ(u) 6 Tξ(u) 6 2 T ξ(u), u > 0,

the equivalence.
The aim of this report is to establish the reci-

procal non - asymptotic interrelations separately
mutually possibly exact up to multiplicative
constant between tail functions, suitable Orlicz
and Grand Lebesgue Spaces norms for random
variables.

We do not suppose that the considered in this
article r.v. satisfy the famous Kramer’s condition:

∃ϵ0 > 0 ∀λ : |λ| < ϵ0 ⇒ E exp(λξ) <∞,

in contradiction with previous works, see, for
example, works [2], [6], [7], [8], [19].

Throughout this paper, the letters C,Cj(·)
etc. will denote a various positive finite constants
which may differ from one formula to the next even
within a single string of estimates and which does
not depend on the essentially variables p, x, λ, y, u
etc.

We make no attempt to obtain the best values
for these constants.

The immediate predecessor of offered report
is the article [7], in which was considered the
case when the considered r.v. satisfy the famous
Kramer’s condition. See also [6], [8], chapters 1,2
etc.

We will use in this report in general at the
same techniques as in [7].

Recall that the so - called Young-Fenchel
transform g → g∗ of arbitrary real valued functi-
on g = g(x) is defined as follows

g∗(y)
def
= sup

x∈Dom(g)
(xy − g(x)). (1.2)

The symbol Dom(g) denotes as ordinary the
domain of definition (in particular, finiteness) of
the function g(·).

Let us bring some used further examples. Defi-
ne the function

ϕm,L = ϕm,L(λ) := m−1 λm L(λ),

λ > 0, m = const > 1, (1.3)

where L = L(λ) is positive slowly varying at
infinity, i.e. as λ→ ∞ function. Then as x→ ∞

ϕ∗m,L(x) ∼ (m′)−1 xm
′
L−1/(m−1)

(
x1/(m−1)

)
,

(1.4)
and as ordinary for arbitrary value m > 1

m′ def=
m

m− 1
.

If for instance L(λ) = [ln(λ+ e)]r,
r = const ∈ R, i.e.

ϕ(λ) := ϕm,r(λ) = m−1 λm [ln(λ+ e)]r,

λ > 0,m = const > 1, r ∈ R,

then as x→ ∞

ϕ∗m,r(x) ∼ (m′)−1 xm
′
[ln(x+ e)]−r/(m−1), (1.5)

see, e.g. [18], p. 40 - 42.
Analogously if

ϕ(λ) := ϕm,r,q(λ) = m−1 λm [ln(λ+e)]r [ln ln(λ+ee)]q,

λ > 0,m = const > 1, r, q ∈ R,

then similarly as x→ ∞

ϕ∗m,r,q(x) ∼ (m′)−1 xm
′
[ln(x+ e)]−r/(m−1)×

×[ln ln(x+ ee)]−q/(m−1). (1.6)

More generally, if

L(λ) = [lnλ]r M(lnλ),

where M = M(λ) is positive slowly varying
function as λ→ ∞, then as x→ ∞

ϕ∗m,L(x) ∼ (m′)−1 xm
′
[lnx]−r/(m−1)×

×M−1/(m−1)(lnx). (1.7)
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The case m = 1 is more complicated. Define the
Ψ function ψ(L) = ψ(L)(p) as follows

ψ(L)(p)
def
=

p

L(p)
, (1.8)

where as before L = L(λ) is positive continuous
slowly varying function as λ→ ∞ tending to infi-
nity as λ→ ∞. Let also the r.v. ξ be from the
Grand Lebesgue Space Gψ(L) with unit norm:

||ξ||Gψ(L) def= sup
p>1

{
|ξ|p

ψ(L)(p)

}
= 1,

then by the direct definition of these norms

|ξ|p 6
p

L(p)
, p > 1. (1.9)

We deduce by means of Chebyshev - Markov
inequality

Tξ(x) 6 exp (−C(L) x lnL(x)) . (1.10)

Conversely, let the estimate (1.10) be a given
for some r.v. ξ and some such a positive function
L = L(·) for which L(x) ↑ ∞, then

|ξ|p 6 C(L)
p

L(p)
, p > 1. (1.11)

2 Grand Lebesgue Spaces (GLS).

Let (Ω, B,P) be again at the same probability
space. Let also ψ = ψ(p), p ∈ [1, b), b = const ∈
(1,∞] (or p ∈ [1, b] ) be certain bounded from
below: inf ψ(p) > 0 continuous inside the semi -
open interval p ∈ [1, b) numerical function such
that the function

h(p) = h[ψ](p)
def
= p lnψ(p) (2.0)

is convex.
An important example. Let η be a random

variable such that there exists b = const > 1
so that |ξ|b < ∞. The natural GΨ function
ψη = ψη(p) for the r.v. η is defined by a formula

ψη(p)
def
= |η|p.

We can and will suppose b = sup{p, ψ(p) <
∞}, so that supp ψ = [1, b) or supp ψ = [1, b].
The set of all such a functions will be denoted by
Ψ(b) = {ψ(·)}; Ψ := Ψ(∞).

We will consider in this article only the case
when b = ∞; i.e. Ψ := Ψ(∞).

By definition, the (Banach) Grand Lebesgue
Space (GLS) space Gψ = Gψ(b) consi-
sts on all the numerical valued random vari-
ables (measurable functions) ζ defined on our
measurable space and having a finite norm

||ζ|| = ||ζ||Gψ def
= sup

p∈[1,b)

{
|ζ|p
ψ(p)

}
. (2.1)

The function ψ = ψ(p) is named generating
function for the Grand Lebesgue Spaces.

These spaces are Banach functional space,
are complete, and rearrangement invariant in the
classical sense, see [1], chapters 1, 2; and were
investigated in particular in many works, see e.g.
[3], [4], [5], [6], [7], [8], [15], [16], [17]. We refer here
some used in the sequel facts about these spaces
and supplement more.

It is known that if ζ ̸= 0, and ζ ∈ Gψ(b),
then

Tζ(y) 6 exp
(
−h∗ψ(ln(y/||ζ||))

)
, y > ||ζ||, (2.2)

where

h(p) = h[ψ](p)
def
= p lnψ(p), 1 6 p < b.

Namely, let ||ζ||Gψ(b) = 1; therefore by
means of Chebyshev - Markov inequality

Tζ(y) 6
ψp(p)

yp
= exp (−p ln y + pψ(p)) ,

following

Tζ(y) 6 inf
p∈[1,b)

exp (−p ln y + p ψ(p)) =

= exp ( −h[ψ]∗(ln(y/||ζ||)) ) , y > e · ||ζ||.

Conversely, the last inequality may be
reversed in the following version: if the r.v. ζ
satisfies the Kramer’s condition and

P(|ζ| > y) 6 exp
(
−h∗ψ(ln(y/K)

)
. y > e ·K,

K = const ∈ (0,∞),
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and if the function hψ(p), 1 6 p <∞ is positive,
continuous, convex and such that

lim
p→∞

ψ(p)/p = 0,

then ζ ∈ Gψ, herewith ||ζ|| 6 C(ψ) · K and
conversely

||ζ||Gψ 6 C(ψ)K 6 C2(ψ)|ζ||Gψ,

0 < C1(ψ) < C2(ψ) <∞. (2.3)

Introduce the following exponential Young -
Orlicz function

Nψ(u) = exp
(
h∗ψ(ln |u|)

)
, |u| > 1;

Nψ(u) = Cu2, |u| < 1,

and the correspondent Orlicz norm will be denoted
by || · ||L (Nψ) = || · ||L(N). It was done

||ζ||Gψ 6 C1||ζ||L(N) 6
6 C2||ζ||Gψ, 0 < C1 < C2 <∞. (2.4)

If for instance

ψ(p) = ψm(p)
def
= p1/m, p ∈ [1,∞),

where m = const > 1, then

0 ̸= ξ ∈ Gψm ⇔ Tξ(u) 6 exp (−C(m)um) .

Define also the correspondent Young - Orlicz
function

Nm(u) := exp (|u|m) , |u| > 1;

Nm(u) = Cu2, |u| 6 1.

The relation (2.3) means in addition in this case

||ζ||Gψm 6 C1(m)||ζ||L(Nm) 6 C2||ζ||Gψm,
(2.5)

0 < C1(m) < C2(m) <∞.

Notice that in the case when m ∈ (0, 1) the
correspondent random variable ξ does not satisfy
the Kramer’s condition. We intend to generalize
the last propositions further on the case just in
particular m ∈ (0, 1].

Define as an example the following degenerate
GΨ function

ψ(r)(p) = 1, 1 6 p 6 r;

ψ(r)(p) = ∞, p > r; r = const > 1.

The Gψ(r) norm of an arbitrary r.v. η is
quite equivalent to the classical Lebesgue - Riesz
Lr norm

||η||Gψ(r) = |η|r. (2.6)

Thus, the Grand Lebesgue Spaces are direct
generalizations of the Lebesgue - Riesz spaces.

3 Auxiliary estimates from the saddle -
point method.

We must investigate in advance one interest
and needed further integrals. Namely, let
(X,M,µ), X ⊂ R be non-trivial measurable
space with non-trivial sigma finite measure µ.

We assume at once µ(X) = ∞, as long as the
opposite case is trivial for us. We intend to esti-
mate for вЂќgreatestвЂќ values of real parameter
λ , say λ > e, the following integral

I(λ) :=

∫
X
eλx−ζ(x) µ(dx). (3.1)

assuming of course its convergence for all the suffi-
ciently great values of the parameter λ. The
offered below estimates may be considered as a
some generalizations of the saddle - point method.

Here ζ = ζ(x) is non-negative measurable
function, not necessary to be convex.

We represent now two methods for upper esti-
mate I(λ) for sufficiently greatest values of the real
parameter λ.

Note first of all that if in contradiction the
measure µ is finite: µ(X) = M ∈ (0,∞); then
the integral I(λ) allows a very simple estimate

I(λ) 6M · sup
x∈X

exp (λx− ζ(x)) =

=M · exp (ζ∗(λ)) . (3.2)

Let now µ(X) = ∞ and let ϵ = const ∈
(0, 1); let us introduce the following auxiliary
integral

K(ϵ) :=

∫
X
e−ϵζ(x)µ(dx). (3.3)
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It will be presumed its finiteness at last for
some positive value ϵ0 ∈ (0, 1); then ∀ϵ > ϵ0 ⇒
K(ϵ) <∞.

Then the following measures are probabilistic:

νϵ(A) :=

∫
A exp(−ϵζ(x)) µ(dx)

K(ϵ)
, ϵ > ϵ0. (3.4)

We have

I(λ)

K(ϵ)
=

∫
X
exp(λx− (1− ϵ)ζ(x)) νϵ(dx) 6

exp{sup
x∈X

[λx− (1− ϵ)ζ(x)]} =

= exp

{
(1− ϵ)ζ∗

(
λ

1− ϵ

)}
.

Following,

I(λ) 6 K(ϵ) · exp
{
(1− ϵ)ζ∗

(
λ

1− ϵ

)}
(3.5)

and hence:
Theorem 3.1 We assert actually under

formulated here conditions, in particular, the
condition of the finiteness of K(ϵ) for some value
ϵ0 ∈ (0, 1) :

I(λ) 6 inf
ϵ∈(0,1)

[
K(ϵ) · exp

{
(1− ϵ)ζ∗

(
λ

1− ϵ

)}]
.

(3.6)

We can detalized the choice of the value ϵ
in the estimates (3.5) - (3.6). Namely, denote

θ = θ(λ) :=
c1

λ ζ∗′(2λ)
, λ > λ0 = const > 0.

(3.7)

The value λ0 is selected such that θ(λ) 6
1/2, λ > λ0. Then

λ

1− ϵ
6 λ(1 + 2ϵ),

and we have taking into account the convexity of
the function ζ∗(·) and denothing ϕ(λ) = ζ∗(λ) :

ϕ

(
λ

1− θ

)
6 ϕ(λ+ 2λθ) 6

ϕ(λ) + 2θλ ϕ′(2λ) 6 c2 + ϕ(λ).

To summarize:

I(λ) 6 c2 K(θ(λ)) exp(ζ∗(λ)). (3.8)

As regards the function K = K(θ(λ)), note
that if X = R+, µ(dx) = dx, and if

ζ(x) > c4 x, x > 0, (3.9)

then

K(θ(λ)) 6 c5 λ ζ
∗′(2λ),

hence

I(λ) 6 c6 λ ζ
∗′(2λ) · exp(ζ∗(λ)), λ > λ0. (3.10)

If in turn instead (3.9) there holds

ζ(x) > c7 x
α, α = const > 0,

X = R+, µ(dx) = dx,

then

I(λ) 6 c8

[
λ ζ∗

′
(2λ)

]1/α
· exp(ζ∗(λ)), λ > λ0.

(3.11)
Theorem 3.2. Suppose in addition X =
(a,∞), a = const ∈ R, or X = R, and that

∃C = const ∈ (0,∞), ∃α = const > 1 ⇒

⇒ ζ(x) > Cxα, x > 1. (3.12)

Then there exists a finite positive constant C =
C(ζ, a) such that for sufficiently values λ, say for
λ > 1

I(λ) 6 exp (ζ∗(Cλ)) . (3.13)

Proof, in particular, the finiteness of K(ϵ), ϵ ∈
(0, 1) contains in fact in [9], chapter 2.1.

We represent now an opposite method, which
was introduced in particular case in [7], [8], secti-
ons 1.2. Inded, let γ = const ∈ (0, 1). We apply
the Young’s inequality

λx 6 ζ(γx) + ζ∗(λ/γ),

therefore

I(λ) 6 eζ
∗(λ/γ) ·

∫
X
eζ(γx)−ζ(x) µ(dx) =

24



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2018, 4
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

= R(γ) eζ
∗(λ/γ), (3.14)

where

R(γ) :=

∫
X
eζ(γx)−ζ(x) µ(dx). (3.15)

We obtained really the following second esti-
mate.

Lemma 3.2.

I(λ) 6 inf
γ∈(0,1)

[
R(γ) eζ

∗(λ/γ)
]
. (3.16)

4 Main results: connection between tail
behavior and Grand Lebesgue Space
norm.

Statement of problem: given a tail function Tξ(y)
for the certain (non - zero) random variable ξ of
the form

Tξ(y) 6 exp (−h∗[ψ](ln y)) , y > 1, (4.1)

where ψ(·) ∈ GΨ. It is required to prove ξ ∈ Gψ,
or on the other words to obtain an estimate of the
form ||ξ||Gψ <∞.

Recall that the inverse conclusion: ||ξ||Gψ =
1 ⇒ (4.1) is known, see (2.2).

So, let the estimate (4.1) be a given. We have
for the values p > e

p−1|ξ|pp 6
∫ ∞

0
xp−1 exp (−h∗[ψ](lnx)) dx =

∫ ∞

−∞
exp(p y − h∗(y)) dy. (4.2)

It remains to use the proposition of theorem
3.1.

Theorem 4.1. Suppose

C(h) := sup
p∈[1,∞)

[
h∗‘[ψ](p)

]1/p
<∞. (4.3)

If the r.v. ξ satisfies the inequalities (4.1) and
(4.3), then ξ ∈ Gψ :

||ξ||Gψ 6 2 C[h] e1/e <∞. (4.4)

Proof. It is sufficient to note that the functi-
on p → h[ψ(p)] is continuous and convex and
that

(h∗)∗ = h∗∗ = h

by virtue of theorem of Fenchel - Moreau.
Let us bring some examples.

Example 4.1. Put as before

ψm(p) = p1/m,

but here m = const ∈ (0,∞). Let ξ ∈ Gψm and
||ξ||Gψm = 1.

Note that in the case m ∈ (0, 1) the r.v.
ξ does not satisfy in general case the Kramer’s
condition. But we conclude on the basis of theorem
3.1 ||ξ||Gψm ∈ (0,∞) ⇐⇒

∃ C(m) ∈ (0,∞), Tξ(u) 6 exp (−C(m) um) , u > 0.
(4.5)

More precisely, if ||ξ||Gψm = 1, then

Tξ(u) 6 exp
(
−(me)−1 ym

)
, y > 0.

Inversely, assume

Tξ(u) 6 exp (− ym ) , y > 0.

Then it follows from theorem 3.1

||ξ||Gψm 6 em+1/e

or equally

|ξ|p 6 em+1/e p1/m, p > 1.

Let us consider a more general case, indeed,
introduce as above the following Ψ function

ψm,L(p)
def
= p1/m L(p), m = const > 0, (4.6)

where L = L(p), p > 1 is some positive conti-
nuous slowly varying as p → ∞ function. We
impose for simplicity the following condition on
this function:

∀θ > 0 ⇒ sup
p>1

[
L(pθ)

L(p)

]
=: C(θ) <∞. (4.7)

This condition is satisfied, if for example
L(p) = [ln(p+ 1)]r, r = const.

It follows again from theorem 3.1 that the r.v.
ξ belongs to the space Gψm,L :

||ξ||Gψm,L = sup
p>1

[
|ξ|p

ψm,L(p)

]
= 1 (4.8)
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if and only if

Tξ(y) 6 exp (−C(m,L) ym/L(y)) , y > e. (4.9)

As a particular case: define the Ψ − function

ψ(m,r)(p) := p1/m lnr(p+ 1), (4.10)

p > 1; m = const > 0, r = const ∈ R.

The random variable ξ belongs to the space
Gψ(m,r) :

||ξ||Gψ(m,r) =

= sup
p>1

[
|ξ|p

ψ(m,r)(p)

]
= l ∈ (0,∞) (4.11a)

if and only if

Tξ(u) 6 exp
(
−C(m, r) (u/l)m ln−r(u/l)

)
,

(4.11b)
u > e l.

Example 4.2. A boundary case.
We introduce the following GΨ function

ψ(s)(p) = p (ln(p+ 1))s, (4.12a)

s = const ∈ R, p ∈ [1,∞).

Then the non - zero r.v. ν belongs to the Gψ(s)

space if and only if for y > 0

Tν(y) 6 exp
(
−C(s) y ln−s(y + 1)

)
. (4.12b)

Note that the r.v. ν satisfies the Kramer’s condi-
tion if and only if s 6 0. The case s = 0
correspondent to the exponential distribution for
the r.v. ν; the case s = −1 take place in parti-
cular when the r.v. ν has a Poisson distribution,
which obey’s but the exponential moments.

Example 4.3.
Let us consider the following ψβ(p) function

ψβ,C(p) := exp
(
Cpβ

)
, (4.13)

C, β = const > 0. Obviously, the r.v. τ for which

∀p > 1 ⇒ |τ |p > ψβ,C(p)

does not satisfy the Kramer’s condition.

Let ξ be a r.v. belongs to the Gψβ,C(·)
space:

||ξ||Gψβ,C = 1, (4.14a)

or equally

|ξ|p 6 exp
{
Cpβ

}
, p ∈ [1,∞). (4.14b)

The last restriction is quite equivalent to the
following tail estimate

Tξ(y) 6 exp
(
−C1(C, β) [ln(1 + y)]1+1/β

)
,

(4.15)
as y > 0.

5 Main results: connection between tail
behavior and Orlicz’s space norm.

We retain the notations and definitions of the
previous sections, in particular,

G(u) = G[ψ](u) = h∗[ψ](lnu), ψ ∈ GΨ (5.0)

etc. Define also the following Young - Orlicz functi-
on N [ψ](u) :=

exp[G(u)] = exp [ h∗[ψ](ln |u|) ] , u > e;

N [ψ](u) = C u2, |u| < e. (5.1)

We will prove in this section that the tail esti-
mate (2.2) of the r.v. ξ is completely equivalent
under some simple conditions to the finiteness of
its Orlicz’s norm ||ξ||LN [ψ].

Recall that we do not suppose that the r.v.
ξ satisfies the Kramer’s condition.

Proposition 5.1. If for some r.v. ξ there
holds ||ξ||LN [ψ] = K ∈ (0,∞), then for y >
e · ||ζ||

Tξ(y) 6 exp
(
−h∗ψ(ln(y/(C K)))

)
. (5.2)

Proof basing only on the Chebyshev -
Markov inequality is at the same as before in the
inequality (2.2), see [2], chapters 2,3; [6], [7], [19].
Namely, we deduce that for some positive finite
constant C1

E exp (G(|ξ|/C1) <∞.

It remains to use the Chebyshev - Markov
inequality.
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Proposition 5.2. Assume in addition to the
foregoing conditions on the function ψ(·) that the
function G[ψ](u) satisfies the following restricti-
on:

∃ α = const ∈ (0, 1), ∃K = const > 1,

∀x ∈ (0,∞) ⇒ G(x/K) 6 α G(x). (5.3)

If for some r.v. ξ

Tξ(y) 6 exp
(
−h∗ψ(ln(y))

)
, y > e, (5.4)

then the r.v. ξ belongs to the Orlicz space
LN [ψ] :

||ξ||LN [ψ] 6 C(ψ, α,K) <∞. (5.5)

Proof is more complicated than one for
proposition 5.1. It used the following auxiliary
fact.

Lemma 5.1. Let a function g : R+ → R+

be monotonically increasing, T = Tξ(x), S =
Sη(x), x > 0 be two tail functions correspondi-
ngly for non - negative r.v. ξ, η and suct that

Tξ(x) 6 Sη(x), x > 0.

We assert:∫ ∞

0
g(x) |dTξ(x)| 6

∫ ∞

0
g(x) |dSη(x)| .

Proof of lemma 5.1. One can suppose without
loss of generality that both the tail functions T
and S are continuous and strictly decreasing.
Further, one can realize both the r.v. ξ, η on
the classical probability space Ω = {ω} = [0, 1]
equipped with ordinary Lebesgue measure:

ξ = ξ(ω) = (1−T )−1(ω), η = η(ω) = (1−S)−1(ω),

whete f−1 denotes the inverse function.
We have ξ(ω) 6 η(ω) a.e., therefore g(ξ) 6

g(η) a.e., and all the more so

Eg(ξ) = −
∫ ∞

0
g(x)dTξ(x) 6

6 −
∫ ∞

0
g(x)dSξ(x) = Eg(η),

Q.E.D.
Proof of proposition 5.2. Let the pair of

numbers (α,K) be from the condition (5.3).
We have relaying the proposition of Lemma 5.1
E exp (G(ξ/K)) =∫ ∞

0
expG(x/K) |dTξ(x) | 6

6
∫ ∞

0
expG(x/K) |d exp(−G(x))| 6 (5.6)

∫ ∞

0
exp[αG(x)] |d exp(−G(x))| =

=

∫ 1

0
z−αdz =

1

1− α
<∞. (5.7)

We used by passing (5.6) → (5.7) the fact qui-
te thin from an article [14]. It follows immediately
from this estimates that ξ ∈ L(N [ψ]), see for
example [19], p. 31 - 33.

Examples. The condition (5.3) is satisfied
for example for the functions of the form

ψ(p) = p1/mL(p), ψ(p) = cp [ln(p+ 1)]r L(ln p),

where m, c = const ∈ (0,∞), r = const ∈ R
and L(·) is positive continuous slowly varying at
infinity function.

Counterexample. The function

ψ(r)(p) = 1, 1 6 p 6 r;

ψ(r)(p) = ∞, p > r; r = const > 1,

for which the correspondent function has a form

h∗(lnu) = r lnu

does not satisfy the condition (5.3). Actually, for
the r.v. η from the space Lr = Lr(Ω) the
correspondent tail estimate has a form

Tη(u) 6 cu−r,

but the inverse conclusion is not true.

6 Concluding remarks.

It is interest by our opinion to obtain the generali-
zation of results of this report into multidimensi-
onal case, i.e. into random vectors, alike in the
article [7].

We mention even briefly an important possi-
ble application of obtained results: a Central Li-
mit Theorem in Banach spaces, in the spirit of [8],
section 4.1. The case of finite support ψ : b <∞.

In this case approvals 4.1, 5.1, and 5.2
are in general case incorrect. The correspondent
counterexamples may be found in the arti-
cle [7]. Thus, the problem of description of
correspondense between tail behavior and Grand
Lebesgue Space norm is in this case an open
problem.
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On measure preserving
self-homeomorphisms of path spaces of
simple stationary Bratteli diagrams
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Розглядаються Борелевi мiри, якi є iнварiантними щодо спецiального вiдношення еквiва-
лентностi на просторах шляхiв дiаграм Браттелi. У роботi вивчається така проблема: Не-
хай дiаграма Браттелi фiксована. Чи кожен гомеоморфiзм, який зберiгає вiдповiдну мiру може
бути апроксимований гомеоморфiзмами “близькими до фiнiтарних”? Знайдено певнi умови на
дiаграми для яких вiдповiдь на поставлене питання позитивна.

Ключовi слова: Борелева мiра, простiр шляхiв, дiаграма Браттелi, група гомеоморфiзмiв.

Borel measures which are invariant under the tail equivalence relation on path spaces of Bratteli
diagrams are considered. We study the following problem: Let Bratteli diagram is fixed. Do every self-
homeomorphisms that preserve such a measure can be approximated by homeomorphisms which are
“close to finitary” homeomorphisms? We found some conditions on diagrams for which it is true.

Key Words: Borel measure, path space, Bratteli diagram, homeomorphism group.
Статтю представив доктор фiзико-математичних наук, професор А.П.Петравчук

1 Introduction

Bratteli diagrams are important objects not only
in theory of operator algebras but also in dynamics
on Cantor set.

We consider Borel measures µ which are
invariant under the tail (cofinal) equivalence
relation on path spaces of Bratteli diagrams. It
is known the measure µ is unique in the case of a
unital simple stationary Bratteli diagram (see [3]).
We will consider unital simple stationary Bratteli
diagrams only in this work. It is clear that all
self-homeomorphisms preserving measure µ form
a group. We will denote this group by MB. Also
it is easy to check that the group MB is closed in
the topology induced by the metrics of P(B). In
this group we distinguish naturally the subgroup
S(B) of “finitary” homeomorphisms which consi-
sts of all self-homeomorphisms of P(B) that fix all
but finitely many coordinates of paths. The group
S(B) has the following properties:

• Elements of S(B) preserve the tail relation.

• S(B) acts transitively on every tail equi-
valence class.

• S(B) is a direct limit of direct products of

finite symmetric groups.

Therefore the measure is invariant under the tail
relation if and only if it is invariant under S(B).
Note that S(B) is not closed in the topology
induced by the metrics of P(B). Therefore the
measure µ is invariant under the closure S(B) of
the group S(B).

The following question arises naturally:
whether all self-homeomorphisms preserving
measure µ can be approximated by “finitary
homeomorphisms”?

In the case when P(B) is the boundary of
a spherically homogeneous rooted tree and B is
of rank 1 (that is diagram contains only one
vertex per level) the group MB is the closure of
the subgroup S(B) (see [6]). On the other hand
there are isometric balls in path-spaces of certain
(even) stationary diagram such that they are not
permutable by homeomorphisms of S(B). But
isometric balls have equal measures (Statement 1).
Therefore, in this case, it is easily seen that the
group S(B) is a proper subgroup of the group MB.
It seems naturally to define a subgroup S(P(B))
of the group MB, slightly bigger than S(B), such
that the following requirements hold:

• all isometric balls are permutable (in special

c⃝ Ярослав Лавренюк, 2018
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sense) by elements of S(P(B));

• if all isometric balls are permutable by
elements of S(B), then S(P(B)) coincides wi-
th S(B).

We study the problem whether the group MB

is the closure of its subgroup S(P(B)). A unital
simple stationary Bratteli diagram is completely
defined by its incidence matrix. It is turned out
that the group MB is the closuse of the subgroup
S(P(B)) in the case when the Perron eigenvalue of
the incidence matrix is algebraic of maximal possi-
ble degree (in fact the degree is equal to the order
of the matrix) (Theorem 1).

Some of the results of this paper were
announced without proofs in [4].

2 Preliminaries

For definitions of Bratteli diagrams and their path-
spaces in general case we refer the reader to [5].
Stationary Bratteli diagrams can be defined in a
following way:

A stationary Bratteli diagram B =
({Vi}i>0, {Ei}i>1, s, r) is defined by the following
data

• the set of vertices V = V (B) partitioned into
a disjoint union V =

⊔
i>0 Vi of levels, where

Vi is a sequence of copies of the same set
V∗ = {v1∗, . . . , vn∗ } for i > 1; V0 = {v0};

• the set of edges E = E(B) also partitioned
into a disjoint union E =

⊔
i>1Ei, where

Ei is a sequence of copies of the same set
E∗ = {e1∗, . . . , ek∗} for i > 2; E1 is a copy of
the set V∗;

• Source and range maps

s : Ei −→ Vi−1 ? r : Ei −→ Vi

act in the same way on each level (i > 1),
i.e. they are defined by

s : E∗ → V∗ and r : E∗ → V∗.

It is also required two additional conditions
for the first level:

• the mapping r : E1 −→ V1 is induced by the
identity mapping id : V∗ → V∗,

• s(e) = v0 for each e ∈ E1.

Note that we allow more than one edge e
starting and ending at the same pair of vertices
s(e), r(e).

A stationary diagram is called unital if for
every v ∈ Vi, i > 1 there exists e ∈ Ei satisfyi-
ng r(e) = v.

A stationary diagram B is called simple if for
every v1, v2 ∈ V∗ there exists a path (e1, . . . , ek) in
B such that s(e1) = v1 and r(ek) = v2.

The matrix A = (aij)
n
i,j=1 with elements aij =

|{e | e ∈ E∗, s(e) = j, r(e) = i}| is called the inci-
dence matrix of a stationary diagram B.

The space of paths P(B) of a stati-
onary Bratteli diagram is the set of sequences
{(e1, e2, e3, . . .) | ei ∈ Ei, r(ei) = s(ei+1), i >
1}. Thus, it is equal to the set of all sequences
(e1, e2, e3, . . .) ∈ V∗ ×EN

∗ such that r(ei) = s(ei+1)
for all i, i > 1.

We define spherically homogeneous rooted
tree T which levels Vm(T ), m > 1 consist of
V∗×Em−1

∗ , V0(T ) = {∅}. Two vertices are adjacent
in the tree T if they are contained in the consequti-
ve levels and if they are beginnings of the same
sequence of V∗×EN

∗ . In this tree we distinguish the
subtree T (B) which contains vertex v ∈ Vm(T ) if
and only if v is a beginning of a sequence of P(B).
The path space P(B) can be identified with the
boundary ∂T (B) of the tree T (B).

A set of paths of ∂T (B) going through a vertex
v is called ball or cylinder set corresponding to v.
We will say that a ball Uv (v ∈ Vm) is a ball of the
level Vm. Note that the cylinder set corresponding
to a finite path ē = (e1, . . . , em) in B is the set [ē] =
{x = (xi) ∈ P(B) | xi = ei, 1 6 i 6 m}. All cyli-
nder sets of P(B) form a basis of open sets of the
topological space P(B). This topology is induced
by the ultrametrics ρ given by ρ(ē, ē′) = 2−m if
ē ̸= ē′, wherem is the length of common beginning
of the sequences ē and ē′, and ρ(ē, ē′) = 0 if ē = ē′.
The set of the cylinder sets of P(B) are exactly the
set of all balls of the metric space (P(B), ρ). Note
that if r(em) = r(e′m), then the balls [ē] and [ē′]
are isometric.

Two paths ē and ē′ of P(B) are cofinal if
em = e′m for all m sufficiently large. It is easi-
ly seen that the cofinal relation is an equivalence
relation.

A finite Borel measure µ on P(B) is invariant
if it is invariant with respect to the cofinal equi-
valence. We assume that µ takes finite values on
some clopen sets.
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A unital simple stationary diagram B admits
a unique invariant probability measure µ (see [3]).
Due to [1] the following equality holds µ([ē]) =
µ([ē′]) for arbitrary paths ē = (e1, . . . , em) and
ē′ = (e′1, . . . , e

′
m) satisfying r(em) = r(e′m).

The group Sm(B) is, by definition, the group
of all self-homeomorphisms of ∂T (B), that just
permute the balls corresponding to vertices of the
level Vm, that is, Sm(B) is the group of all self-
homeomorphisms of ∂T (B) that fix coordinates of
paths starting with (m+ 1)th coordinate.

Clearly, Sm(B) < Sm+1(B). The group S(B)
of “finitary” homeomorphisms is a union of the
ascending chain of subgroups Sm(B) of the group
of all self-homeomorphisms of ∂T (B) (also this
subgroup is called the full AF-group of B [2]).

On the group Homeo(P(B)) of all self-
homeomorphisms of P(B) we will consider the
metrics ρ̄, which is induced by the metrics ρ of
the space P(B): ρ̄(g, h) = maxx∈∂T ρλ̄(x

g, xh) for
all g, h ∈ Homeo(P(B)).

3 Results

Let us fix and recall our notations. An unital si-
mple stationary Bratteli diagram is denoted by
B. The path space of B is denoted by P(B). The
rooted tree corresponding to B is denoted by T (B),
∂T (B) = P(B). The ball corresponding to the
vertex v ∈ V (T (B)) is denoted by Uv. Matrix
A = (aij)

n
i,j=1 is the incidence matrix of B. LetMT

denote the transpose of a matrix M . The Perron
eigenvalue of A will be denoted by λA, that is,
λA is the largest real eigenvalue of the matrices
A and AT . The vector vλ = (v1, v2, . . . , vn) wi-
th positive coordinates is the eigenvector of AT

corresponding to λA. Additionally we assume that
v1 + v2 + . . . + vn = 1. The probabilistic Borel
measure on P(B) which is invariant under the tail
relation is denoted by µ.

It is known how to compute the measure of a
cylinder set [(ē)] ((ē) = (e1, . . . , em)) of the path
space P(B): µ([(ē)]) = λ−mvi where i is determi-
ned by the equality r(em) = vi∗.

Now we want to define the subgroup S(P(B))
of the group HomeoP(B).

At first we define the notion of permutation
of isometric balls. We can certainly assume that
the set E1 coincides with V∗. Let v̄i∗ = (vi∗) where
1 6 i 6 n. We will denote by e ∼ e′ a pair of
paths ē = (e1, . . . , em) and ē′ = (e′1, . . . , e

′
m) such

that corresponding cylinder sets [ē] and [ē′] are
isometric. For vi∗, v

j
∗ satisfying vi∗ ∼ vj∗, i < j and

vi∗ = r(vi∗) ̸= r(vj∗) = vj∗ there exists a bijection

ψij : {b | b ∈ E∗, s(b) = vi∗} → {c | c ∈ E∗, s(c) = vj∗},

such that ψij(b) = c implies b ∼ c. Let us fix this
bijection. Let us fix ψji = ψ−1

ij too.
Let paths ē = (e1, . . . , em) and ē′ =

(e′1, . . . , e
′
m) be such that e ∼ e′. We will defi-

ne a mapping ϕee′ : [ē] → [ē′]. If r(em) =
r(e′m) then we put ϕee′(e1, . . . , em, x1, x2 . . .) =
(e′1, . . . , e

′
m, x1, x2 . . .), for all possible paths of

P(B) of the form (e1, . . . , em, x1, x2 . . .). If r(em) ̸=
r(e′m), then ϕee′(e1, . . . , em, x1, x2 . . .) is determi-
ned by induction. Let r(em) = vi∗ and
r(e′m) = vj∗. Let y1 = ψij(x1). If r(x1) =
r(y1), then ϕee′ : [x̄1] → [ȳ1] was already
defined, and ϕee′(e1, . . . , em, x1, x2, x3 . . .) =
(e′1, . . . , e

′
m, y1, x2, x3, . . .). Otherwise, we go to the

consequent element of the sequence. Set y2 =
ψkl(x2), where k and l are determined from the
following equalities r(x1) = vk∗ and r(y1) = vl∗.
If r(x2) = r(y2), then ϕij(e

i
∗, x1, x2, x3 . . .) =

(ej∗, y1, y2, x3, . . .). Otherwise, we go to the
consequent element of the sequence, and so on.

We call the mapping ϕee′ the permutation of
isometric balls [ē] and [ē′]. It is easily seen that
ϕee′ induces an isometry of rooted trees Tē(B) →
Tē′(B). Since every isometry of rooted trees induce
an isometry of corresponding boundaries ϕee′ is an
isometry.

Thus we can define the group Sm(P(B)), whi-
ch consists of all self-homeomorphisms of P(B)
that just permute balls of the level Vm. By the
construction the groups Sm(P(B)) (m ∈ N) form
an ascending chain of subgroups of HomeoP(B).
Therefore, it is natural to define in the group
HomeoP(B) the subgroup S(P(B)), which is the
union of ascending chain of subgroups Sm(P(B))
(m ∈ N).

Note that if for a diagram B from the fact
that balls [ē] and [ē′] are isomorphic it follows that
r(em) = r(e′m), then S(P(B)) coincides with S(B).

Proposition 1. The group S(P(B)) is a subgroup
of MB.

Proof. In fact, we only need to prove that
isometric balls of the first level have equal
measures. Namely, we need to prove that the
equality vl = vm follows from the equality vl∗ ∼
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vm∗ . Since the relation ∼ is induced by the relati-
on of isometry of balls then ∼ is an equivalence
relation.

The set V∗ is partitioned into classes of
the equivalence ∼: V∗/∼ = {K1,K2, . . . ,Ks}
for some s > 1. Without loss of generality we
can assume that this partition satisfies equaliti-
es Ki =

⊔ki+1−1
j=ki

vj∗ for i = 1, . . . , s and for some
k1, . . . , ks+1 where 1 = k1 < k2 < . . . < ks+1 = n.

For any pair of isometric balls U1 and U2

an isometry U1 → U2 induces bijections between
certain balls of the first level of U1 and U2. In
terms of elements of the incidence matrix it may
be written as

ki+1−1∑
p=ki

apq =

ki+1−1∑
p=ki

apt, (1)

for kj 6 q, t 6 kj+1 − 1 and for all i = 1, . . . , s+1
and j = 1, . . . , s.

We will consider the matrix A′ = (a′ij)
s
i,j=1

obtained from A as follows: a′ij =
∑ki+1−1

p=ki
apq,

where q satisfies the inequality kj 6 q 6 kj+1 − 1.
Due to the equality (1) the matrix A′ is well
defined. Let v′ = (v′1, . . . , v

′
s) be the Perron ei-

genvector of the matrix (A′)T . Then the vector

v′′ = (v′1, . . . , v
′
1︸ ︷︷ ︸

k2−k1

, v′2, . . . , v
′
2︸ ︷︷ ︸

k3−k2

, . . . , v′s, . . . , v
′
s︸ ︷︷ ︸

ks+1−ks

)

is an eigenvector of the matrix AT . It has positi-
ve coordinates by construction. Since positive ei-
genvector of positive irreducible matrix is unique,
it follows that v′′ is the Perron eigenvector of the
matrix (A′)T . Thus v′′ is collinear to v. Therefore,
vl∗ ∼ vm∗ implies vl = vm, which completes the
proof.

The procedure of constructing the matrix A′

from A described in the proof of Proposition 1
we shall call the reduction. First we note that all
coordinates of the Perron eigenvector of A′T are
pairwise different.

Note also that the closure of the group
S(P(B)) contains the group of all bijective local
self-isometries of the path space P(B). Namely,
we have proved that the group of all bijective
local self-isometries of the path space P(B) is a
subgroup of MB.

Lemma 1. The group MB is closed in the topology
induced by the metrics ρ̄.

Proof. We will prove that for a ball B and for
a sequence of measure-preserving homeomorphi-
sms {fn} converging to f the following equality
holds µ(f(B)) = µ(B). Since {fn} converges to
f , for any positive ϵ there exists N such that for
every n > N the ϵ-neighborhood of f(B) contains
fn(B). The image f(B) is a finite union of balls.
Therefore µ(f(B)) + δ > µ(B) for any δ > 0.
Thus µ(f(B)) > µ(B). We can decompose P(B)
into finite disjoint union of balls provide this uni-
on contains given ball. We also have µ(f(P(B))) =
µ(P(B)). It follows that µ(f(B)) = µ(B) for any
ball B of P(B).

Since the set of all balls forms the base
of the topology induced by the metrics ρ̄, the
homeomorphism f preserves the measure µ.

Proposition 2. Let B be a simple stationary unital
Bratteli diagram, A be the incidence matrix of B,
A′ be the matrix obtained by reduction from the
matrix A, B′ be the Bratteli diagram defined by
A′. Then MB is the closure of LIsom(B) if and
only if MB′ is the closure of S(B′).

Proof. It is easily seen that reduction (ambi-
guously) defines an embedding of the space
P(B′) into P(B), and this embedding induces an
embedding of MB′ into MB. By the other hand
for any large enough level number m in P(B′)
there exists a union U of certain balls of the level
number m with the following property: the largest
subgroup of MB′ that consists of all elements acti-
ng trivially on the complement to U is isomorphic
to MB. Therefore, there exists an element of MB

which is approximated by elements of LIsom(B) if
and only if there exists an element of MB′ which
is approximated by elements of S(B′).

Due to Proposition 2 we will consider Bratelli
diagrams with only

Lemma 2. Let B be such that all coordinates of
vλ are pairwise different. Assume that for any fi-
nite unions of balls U,W ⊂ P(B) the equality
µ(U) = µ(W ) implies that there is h ∈ S(B) sati-
sfying h(U) = W . Then there is a convergent to
g sequence {hn ∈ S(B), n ∈ N} for any g ∈ MB.
Thus in this case the group MB is the closure of
its subgroup S(B).

Proof. Assume that the equality µ(U) = µ(W )
implies that there exists h ∈ S(B) such that
h(U) = W for a finite unions of balls U,W ⊂
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P(B). Fix g ∈ MB. We will construct a requi-
red sequence {hn ∈ S(P(B)), n ∈ N} by inducti-
on. At first we will choose h1. Let Vk1 be some
level of the tree T (B). For every ball Uvi (vi ∈
Vk1) there is m1(vi) ∈ N such that the image
g−1(Uvi) is the disjoint union of balls g−1(Uvi) =⊔
wi∈W Uwj for some W ⊂ Vm1(vi). Since g

preserves the measure µ, by assumption, there
exists h∗ ∈ S(B) such that h∗(Uvi) = g−1(Uvi).
Let l1(vi) ∈ N such that h∗ ∈ Sl1(vi)(B). Set
n1 = 1 + max{m1(vi), l1(vi), k1 | vi ∈ Vk1}. Note
that n1 > k1. Hence there is h1 ∈ Sn1(B) such that
g−1(Uvi) = h−1

1 (Uvi) for any vi ∈ Vk1 . Therefore
for every x ∈ P(B) there is v ∈ Vk1 such that
g(x) ∈ Uv and h1(x) ∈ Uv. Thus ρ̄(g, h1) < 2−k1 .

Choose hi+1 by induction. Assume that hi,
ki, and ni are already defined. Putting ki+1 = ni
for i > 1 we define hi+1 in a similar way. Thus
ρ̄(g, hi+1) < 2−ki+1 . By construction, the obtained
sequence {k1, k2, . . .} is strictly increasing. Hence
the sequence {hn ∈ S(P(B)), n ∈ N} converges to
g as required.

Let us consider a diagram B with the inci-
dence matrix A. Assume that all coordinates of
the Perron eigenvector of the matrix AT are pai-
rwise different. Since coordinates of vλ are pairwise
different there are exactly n values

{pi,m = λ−mvi | i = 1, . . . , n}

of the measure µ for balls of the level m. We
call balls of the measure pi,m the balls of type i
(1 6 i 6 n). Note that Sm(B) acts naturally on
the set Vm and is a direct product of symmetrical
groups each of which acts naturally on the vertices
of fixed type.

Proposition 3. Let B be a simple stationary unital
Bratteli diagram of rank n and A be the incidence
matrix of B. Assume that all coordinates of the
Perron eigenvector vλ = (v1, . . . , vn) of the matrix
AT are linearly independent. Then the group MB

is the closure of its subgroup LIsom(B).

Proof. Since all coordinates of vλ are different we
have LIsom(B) = S(B). Therefore by Lemma 2 it
is sufficient to show that for any finite unions of
balls U,W ⊂ P(B) the equality µ(U) = µ(W )
implies that there exists h ∈ S(B) satisfying
h(U) =W .

Let U,W ⊂ P(B) and µ(U) = µ(W ). We can
assume that U and W are unions of balls of the

level Vm. Let ki denote the number of balls contai-
ned in U of the measure pi,m (1 6 i 6 n). Let li
denote the number of balls contained in W of the
measure pi,m (1 6 i 6 n). Since µ(U) = µ(W ), we
have

∑n
i=1 kivi =

∑n
i=1 livi. Hence

n∑
i=1

(ki − li)vi = 0. (2)

Since v1, . . . , vn are linearly independent we
have ki = li for i = 1, . . . , n.

Theorem 1. Let B be a simple stationary unital
Bratteli diagram of rank n and A be the incidence
matrix of B. Assume that one of the following
conditions holds

1) The characteristic polynomial of the matrix
A is irreducible.

2) The determinant of A is equal to 0 and
n = 2.

Then the group MB is the closure of its subgroup
LIsom(B).

Proof. Due to Proposition 2 there is no loss of
generality in assuming that all coordinates of the
Perron eigenvector of the matrix AT are pairwise
different. In this case LIsom(B) = S(B). Therefore
by Lemma 2 it is sufficient to show that for any
finite unions of balls U,W ⊂ P(B) the equality
µ(U) = µ(W ) implies that there exists h ∈ S(B)
satisfying h(U) =W .

Let U,W ⊂ P(B) and µ(U) = µ(W ). We can
assume that U and W are unions of balls of the
level Vm. Let ki denote the number of balls contai-
ned in U of the measure pi,m (1 6 i 6 n). Let li
denote the number of balls contained in W of the
measure pi,m (1 6 i 6 n). Since µ(U) = µ(W ), we
have

∑n
i=1 kivi =

∑n
i=1 livi. Hence

n∑
i=1

(ki − li)vi = 0. (3)

Consider the theorem conditions.
1. The first condition implies that λA is an

algebraic number of degree n. If n = 1, then T (B)
is a spherically homogeneous tree. In this case all
balls of any level Vm are pairwise isometric whi-
ch implies the assertion (see also [6]). Fix n > 1.
Let us consider the matrix A − λAI where I is
the identity matrix. Suppose that ki − li ̸= 0
for some i. We substitute ith row of the matrix
A− λAI by the vector w = (k1 − l1, . . . , kn − ln).
The determinant of the obtained matrix is equal
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to 0 due to (3). The coordinates of the vector w
are integers. Therefore λA is a root of polynomi-
al with integer coefficients of degree n− 1. Hence
the characteristic polynomial of the matrix A is
reducible. This contradicts with our assumption.
Thus, ki = li for 1 6 i 6 n. Therefore, there exists
h ∈ Sm(B) such that h(U) =W .

2. Now let the determinant of A be equal to
0 and n = 2. We will show that the required h
can be taken from Sm+1(B). For this purpose it is
sufficient to prove that the sets U and V contain
the same number of balls of type i on the level
Vm+1 for i = 1, 2.

Since the determinant of A is equal to 0, we
have λA = a11 + a22 and there exists a non-zero
vector with integer coordinates w = (w1, w2) sati-

sfying AwT = 0. Therefore, w1v1 + w2v2 = 0. We
can assume that w1 and w2 are coprime. Applyi-
ng (3) we obtain (k1 − l1, k2 − l2) = aw where
a is an integer. Thus we only need to show that
w1(a11+a21) = −w2(a12+a22) (i.e. the sets U and
V contain the same number of balls of type i on
the level Vm+1 for i = 1, 2). But the last equality is
a consequence of the equality AwT = 0. Therefore,
h can be taken from Sm+1(B), which completes the
proof.

It is easy to check that an equivalent
formulation of the first condition of the last
theorem is: the coordinates of the Perron
eigenvector of the matrix AT are linearly
independent over Z.
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В роботi дослiджується фiзично здiйснима однорiдна лiнiйна система з iмпульсною пере-
хiдною функцiєю. В якостi оцiнки iмпульсної функцiї розглядається сумiсна корелограма мiж
процесами на входi та виходi системи. Знаходиться розподiл похибки оцiнювання iмпульсної
функцiї в просторi Lp(T).

Ключовi слова: iмпульсна перехiдна функцiя, лiнiйна однорiдна система, гауссовий процес,
сумiсна корелограма.

The problem of estimation of a stochastic linear system has been a matter of active research for
the last years. One of the simplest models considers a ‘black box’ with some input and a certain output.
The input may be single or multiple and there is the same choice for the output. This generates a great
amount of models that can be considered. The sphere of applications of these models is very extensive,
ranging from signal processing and automatic control to econometrics (errors-in-variables models). In
this paper a time-invariant continuous linear system is considered with a real-valued impulse response
function. We assume that impulse function is square-integrable. Input signal is supposed to be Gaussian
stationary stochastic process with known spectral density. A sample input–output cross-correlogram is
taken as an estimator of the response function. An upper bound for the tail of the distribution of the
estimation error is found that gives a convergence rate of estimator to impulse response function in the
space Lp(T).

Key Words: impulse response function, linear time-invariant system (LTI), Gaussian process, cross-
correlogram.
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1 Вступ

Задача оцiнювання характеристик лiнiйних си-
стем рiзної фiзичної природи виникає у бага-
тьох галузях, наприклад, у радiофiзицi, сейсмо-
логiї, метеорологiї, теорiї сигналiв та автомати-
чного контролю, теорiї фiльтрацiї, фiнансовiй
математицi тощо. Останнiм чсом цей напрямок
досить активно розвивається.

Деякi методи оцiнювання невiдомих iм-
пульсних перехiдних функцiй лiнiйних систем
та вивчення властивостей вiдповiдних оцiнок
розглядались у роботах В.Булдигiна та його
учнiв. У класi лiнiйних систем важливий пiд-
клас складають неперервнi однорiднi системи.
В якостi оцiнок беруться сумiснi перiодограми
або сумiснi корелограми мiж процесами на вхо-
дi та виходi системи.

Для корелограмної дискретної за ча-

сом оцiнки у роботах В.Булдигiна, В.Зайця,
В.Курочки та Ф.Уцета [2], [4] вивчалися умови
асимптотичної незмiщеностi та конзистентностi
у середньому квадратичному, а також умови
асимптотичної нормальностi як у сенсi збiжно-
стi скiнченновимiрних розподiлiв, так у сенсi
збiжностi вiдповiдних розподiлiв у просторi не-
перервних функцiй.

В працях В.Булдигiна та I.Блажiєвської
[1] встановлюється асимптотична незмiщенiсть
та конзистентнiсть у середньому квадрати-
чному корелограмної iнтегральної оцiнки; з
менш обмежувальними умовами, нiж в статтях
В.Булдигiна i Фу Лi, вивчались питання асим-
птотичної нормальностi оцiнки та похибки оцi-
нювання у просторi неперервних функцiй.

Потрiбно зауважити, що у вищезгаданих
роботах вивчаються асимптотичнi властивостi

c⃝ I.В. Розора, 2018
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оцiнок перехiдної iмпульсної функцiї i не при-
дiляється увага знаходженню точних оцiнок
розподiлiв для супремуму похибки оцiнюван-
ня. Вперше такi оцiнки були знайденi в роботi
Ю. Козаченка та I. Розори [7].

В данiй роботi розглядається корелограмна
iнтегральна оцiнка iмпульсної перехiдної фун-
кцiї та знаходиться оцiнка розподiлу норми по-
хибки оцiнювання в просторi Lp([0, T ]).

2 Корелограми та їх властивостi

Розглянемо фiзично здiйсниму однорiдну си-
стему з iмпульсною перехiдною функцiєю
H(τ), τ ∈ R. Це означає, що дiйснозначна фун-
кцiя H(τ) = 0 при τ < 0, а реакцiя системи
на допустимий вхiдний сигнал X(t), t ∈ R, має
вигляд

Y (t) =

∫ ∞

0
H(τ)X(t− τ)dτ. (1)

При вивченнi таких систем виникає зада-
ча оцiнювання функцiї H за спостереженнями
за реакцiєю системи на вхiдний сигнал. У да-
нiй статтi розглядається корелограмний метод
оцiнювання iмпульсної перехiдної функцiї H за
умови H ∈ L2(R).

Розглянемо дiйснозначний стацiонарний
центрований гауссiвський випадковий процес
X = (X(t), t ∈ R), що збурює систему (1). Не-
хай f = (f(λ), λ ∈ R) — спектральна щiльнiсть
процесу X. Припускаємо, що дана функцiя не-
перервна i задовольняє умовам

sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞;

KX ∈ L1(R),

де KX(t) =
∞∫

−∞
eiλtf(λ)dλ, t ∈ R, — кореляцiй-

на функцiя випадкового процесу X.
Оцiнку для H в точцi τ, τ > 0, визначи-

мо у виглядi сумiсної емпiричної корелограми
мiж вхiдним та вихiдним процесами (див., на-
приклад, [1])

ĤT (τ) =
1

T

∫ T

0
Y (t+ τ)X(t)dt, τ > 0, (2)

де T — довжина iнтервалу усереднення, при
цьому пiдходi до оцiнювання H припускається

також, що X(t) = X∆(t), тобто на вхiд системи
подається сiм’я процесiв, залежних вiд параме-
тра ∆ > 0 та iз певним виглядом спектральної
щiльностi. В подальшому параметр ∆ будемо
опукати.

Припустимо, що H ∈ L2(R).
Через

H∗(λ) =

∫ +∞

−∞
eiλtH(t)dt, λ ∈ R,

позначимо перетворення Фур’є- Планшереля
функцiї H.

Зауваження 1. Iнтеграли в (1) та (2) роз-
глядаються як середньоквадратичнi iнтеграли
Рiмана.

Iнтеграл в (1) iснує тодi i тiльки тодi, ко-
ли iснує iнтеграл Рiмана (див. [5], ст. 278)

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(τ)KX(s− τ)H(s)dsdτ. (3)

Якщо в даному iнтегралi використати
зображення кореляцiйної функцiї через спе-
ктральну щiльнiсть та перетворення Фур’є-
Планшереля для функцiї H(τ), отримаємо

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(τ)K(s− τ)H(s)dsdτ =

=

∫ +∞

−∞
H∗(−λ) ·H∗(λ)f(λ)dλ.

Оскiльки sup
λ∈R

|f(λ)| <∞ i H ∈ L2(R), то iнте-

грал (3) iснує, а отже, i iснує iнтеграл в (1).
Будемо вважати, що iнтеграл (3) iснує

також як iнтеграл Лебега.

Легко пiдрахувати, що математичне сподi-
вання ĤT (τ) дорiвнює

EĤT (τ) =

∫ ∞

0
H(s)KX(τ − s)ds. (4)

Отже, з (4) маємо, що в загальному випадку

EĤT (τ) ̸= H(τ), τ ∈ R.

Це означає, що оцiнка ĤT (τ) є змiщеною.
В роботах [1] та [3] розглядаються послiдов-

ностi коварiацiйних функцiй, якi залежать вiд
параметру ∆, i знаходяться умови, коли оцiнка
ĤT,∆(τ) є асимптотично незмiщеною для H(τ)
при ∆ → ∞. Також в [3] показано, що за пев-
них умов ĤT,∆(τ) → H(τ) з ймовiрнiстю 1 при
∆ → ∞ i T → ∞.
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Зауваження 2. З роботи [1] випливає, що всi
потрiбнi умови для асимптотичної незмiще-
ностi та для збiжностi з ймовiрнiстю 1 вико-
нуються для послiдовностi таких спектраль-
них щiльностей

f∆(λ) =
c

2π
exp

{
−λ

2

∆

}
, λ ∈ R, ∆ > 0. (5)

Нехай

ẐT (τ) = ĤT (τ)− EĤT (τ).

В [1] показано, що кореляцяцiйна функцiя
ẐT (τ) має вигляд

EẐT (τ1)ẐT (τ2) =

=
2π

T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
ei(τ1−τ2)λ2 |H∗(λ2)|2+

+ ei(τ1λ1+τ2λ2)H∗(λ1)H
∗(λ2)

)
×

×ΦT (λ2 − λ1)f(λ1)f(λ2)dλ1dλ2, (6)

де ΦT (λ) — ядро Фейєра

ΦT (λ) =
1

2πT

(
sin(Tλ/2)

λ/2

)
.

3 Квадратично-Гауссовi випадковi про-
цеси

В даному роздiлi розглядаються означення та
деякi властивостi квадратично-гауссових ви-
падкових величин i процесiв.

Нехай (Ω, F, P ) — ймовiрнiсний простiр та
(T, ρ)— компактний метричний простiр з метри-
кою ρ.

Наведемо означення iз книги [6].

Означення 3.1. [6] Нехай Ξ = {ξt, t ∈ T} —
сiм’я сумiсно гауссiвських випадкових величин,
Eξt = 0 (наприклад, ξt, t ∈ T, є гауссiвським
випадковим процесом).

Простiр SGΞ(Ω) називається простором
квадратично-гауссових випадкових величин,
якщо кожен елемент η ∈ SGΞ(Ω) можна пред-
ставити у виглядi

η = ξ̄TAξ̄ − Eξ̄TAξ̄, (7)

де ξ̄T = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξk ∈ Ξ, k = 1, . . . , n, A—
дiйснозначна матриця,

або η ∈ SGΞ(Ω) представляється як сере-
дньоквадратична границя послiдовностi випад-
кових величин з (7)

η = l.i.m.n→∞(ξ̄TnAξ̄n − Eξ̄TnAξ̄n).

Означення 3.2. [6] Випадковий процес ξ(t) =
{ξ(t), t ∈ T} називається квадратично-
гауссовим, якщо для кожного t ∈ T випадкова
величина ξ(t) належить простору SGΞ(Ω).

Вiдомо також, що

• SGΞ(Ω) є банаховим простором з нормою
∥ζ∥ =

√
Eζ2;

• SGΞ(Ω) є пiдпростором простору Орлiча,
що породжується функцiєю

U(x) = exp |x| − 1;

• норма ∥ζ∥LU (Ω) на SGΞ(Ω) еквiвалентна
нормi

√
Eζ2.

Приклад 1. Розглянемо сiм’ю гауссiвських цен-
трованих випадкових процесiв

ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t), t ∈ T. Нехай матриця
A(t) є симетричною. Тодi

X(t) = ξ̄T (t)A(t)ξ̄(t)− Eξ̄T (t)A(t)ξ̄(t),

де ξ̄T (t) = (ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)), є
квадратично-гауссовим випадковим процесом.

Загальнi властивостi квадратично-
гауссових випадкових процесiв можна знайти
в роботах [6], [9].

Наступна теорема дає оцiнку розподiлу
Lp-норми квадратично-гауссового випадкового
процесу. Доведення її можна знайти в [8].

Теорема 3.1. [8] Неай {T,A, µ} — вимiрний
простiр, де T— параметрична множина, та
нехай X = {X(t), t ∈ T} — квадратично-
гауссовий випадковий процес. Припустимо, що
iнтеграл Лебега

∫
T(EX

2(t))
p
2 dµ(t) коректно ви-

значений для p > 1. Тодi iснує майже напевно
iнтеграл

∫
T(X

2(t))pdµ(t) та

P

{∫
T
|X(t)|pdµ(t) > x

}
6
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6 2

√√√√1 +
x1/p

√
2

γ
1
p
p

exp

− x1/p

√
2γ

1
p
p

 , (8)

для всiх x > ( p√
2
+
√

(p2 + 1)p)pγp, де γp =∫
T(EX

2(t))
p
2 dµ(t).

4 Про швидкiсть збiжностi корелограм
в просторi Lp(T)

Даний роздiл присвячений знаходженню швид-
костi збiжностi корелограмних iнтегральних
оцiнок невiдомих iмпульсних перехiдних фун-
кцiй лiнiйних систем в просторi Lp(T). А са-
ме, знаходиться оцiнка розподiлу норми похиб-
ки оцiнювання в Lp([a, b]).

Припустимо, що X = (X(t), t ∈ R) вимiр-
ний дiйснозначний стацiонарний центрований
гауссiвський процес, що збурює систему (1).

Розглянемо корелограму

ĤT (τ) =
1

T

∫ T

0
Y (t+ τ)X(t)dt, τ > 0,

що є оцiнкою iмпульсної перехiдної функцiї H.
Випадковий процес Y (t) визначається в (1).

Доведемо допомiжну лему.

Лема 1. Випадковий процес ẐT (τ) = ĤT (τ) −
EĤT (τ), τ > 0, є квадратично-гауссовим.

Доведення. Процес ẐT (τ), τ > 0, можна подати
у виглядi

ẐT (τ) =
1

T

∫ T

0
(Y (t+τ)X(t)−EY (t+τ)X(t))dt.

(9)
Оскiльки кожна iнтегральна сума (9)∑

k

(Y (tk + τ)X(tk)− EY (tk + τ)X(tk)) △ tk

належить простору SGΞ(Ω), а сам процес ẐT (τ)
є середньо-квадратичною границею цих сум, то
ẐT (τ) є квадратично-гауссовим процесом. От-
же, лема повнiстю доведена.

Розглянемо точнiсть оцiнювання як рiзни-
цю оцiнки ĤT (τ) та iмпульсної перехiдної фун-
кцiї H(τ)

ĤT (τ)−H(τ), τ > 0.

Оцiнимо iнтеграл вiд похибки оцiнювання в сте-
пенi p на вiдрiзку [a, b], де a < b — фiксованi
числа

P{
∫ b

a
|ĤT (τ)−H(τ)|pdτ > ε}, ε > 0.

Позначимо

h(τ) = EĤT (τ)−H(τ), τ ∈ [a, b].

Iз спiввiдношення (6) випливає, що

γ0 = γ0(T ) = sup
τ∈[0,A]

(Var ẐT (τ))
1/2 =

= sup
τ∈[0,A]

(
2π

T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
|H∗(λ2)|2+

+ eiτ(λ1+λ2)H∗(λ1)H
∗(λ2)

)
×

× ΦT (λ2 − λ1)f(λ1)f(λ2)dλ1dλ2)
1
2 . (10)

Теорема 4.1. Нехай X = (X(t), t ∈ R)
— сепарабельний дiйснозначний стацiонарний
гауссовий процес, що збурює систему (1),
H ∈ L2(R). Припустимо також, що функцiя
h(τ) = H(τ)− EĤT (τ) ∈ Lp([a, b]). Тодi для

ε >
(
(
p√
2
+

√
(
p

2
+ 1)p)(b− a)

1
pγ0 + ||h||p

)p
та для будь-якого [a, b] ⊂ R має мiсце нерiв-
нiсть

P

{∫ b

a
|H(τ)− ĤT (τ)|pdτ > ε

}
6

6 2

√√√√1 +
(ε

1
p − ||h||p)

√
2

(b− a)
1
p γ0

exp

{
− ε

1
p − ||h||p

√
2(b− a)

1
pγ0

}
,

(11)
де γ0 з (10), a

||h||p =
(∫ b

a
|h(t)|pdt

) 1
p

.
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Доведення. Оскiльки за лемою 1 ẐT (τ) є
квадратично-гауссовим процесом, то для ньо-
го можна застосувати результат теореми 3.1
у випадку, коли T = [a, b] та {[a, b],A, µ} —
метричний простiр з евклiдовою метрикою µ.

Покажемо, що iнтеграл∫ b

a
(EẐ2

T (τ))
p
2 dµ(τ)

є скiнченним. Дiйсно, з (10) випливає, що∫ b

a
(EẐ2

T (τ))
p
2 dµ(τ) =

=

∫ b

a
(Var ẐT (τ))

p
2 dτ < (b− a) (γ0)

p <∞.

Тому для

x > (
p√
2
+

√
(
p

2
+ 1)p)pγp

нерiвнiсть (8) для випадкового процесу
ẐN,n(τ) перепишеться як

P

{∫ b

a
|ẐT (τ)|pdµ(τ) > x

}
6

6 2

√√√√1 +
x1/p

√
2

γ
1
p
p

exp

− x1/p

√
2γ

1
p
p

 , (12)

де γp =
∫ b
a (EẐ

2
T (τ))

p
2 dτ.

З нерiвностi Мiнковського випливає, що

(∫ b

a
|H(τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

=

=

(∫ b

a
|H(τ)± EĤT (τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

6
(∫ b

a
|H(τ)− EĤT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

+

(∫ b

a
|EĤT (τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

6 ||h||p +
(∫ b

a
|ẐT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

.

З останньої нерiвностi маємо{∫ b

a
|H(τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ) > ε

}
=

=


(∫ b

a
|H(τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

> ε
1
p


⊂

||h||p +
(∫ b

a
|ẐT (τ)|pdµ(τ)

) 1
p

> ε
1
p


=

{∫ b

a
|ẐT (τ)|pdµ(τ) >

(
ε

1
p − ||h||p

)p}
,

тодi якщо пiдставити x =
(
ε

1
p − ||h||p

)p
в

(12), отримаємо

P

{∫ b

a
|H(τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ) > ε

}
6

6 2

√√√√1 +
(ε

1
p − ||h||p)

√
2

γ
1
p
p

exp

−ε
1
p − ||h||p
√
2γ

1
p
p

 .

(13)
З (10) випливає, що

γp =

∫ b

a
(EẐ2

T (τ))
p
2 dτ 6 (b− a)γp0 .

Для повного доведення теореми досить пiдста-
вити значення γp в (13). Отже,

P

{∫ b

a
|H(τ)− ĤT (τ)|pdµ(τ) > ε

}
6

6 2

√√√√1 +
(ε

1
p − ||h||p)

√
2

(b− a)
1
p γ0

exp

{
− ε

1
p − ||h||p

√
2(b− a)

1
pγ0

}
.

5 Висновки

В роботi розглядалась корелограмна iнтеграль-
на оцiнка iмпульсної перехiдної функцiї лiнiйної
однорiдної системи. Знайдено оцiнку швидкостi
збiжностi даної корелограми в просторi непе-
рервних функцiй. Тобто отримано оцiнку роз-
подiлу супрумуму похибки оцiнювання.
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В роботi дослiджуються властивостi узагальненого розв’язку задачi Кошi для рiвняння
теплопровiдностi на прямiй, коли права частина є випадковим полем з простору Subφ(Ω).

Ключовi слова: Subφ(Ω) випадковi процеси, рiвняння теплопровiдностi, узагальнений роз-
в’язок.

The subject of this work is at the intersection of two branches of mathematics: mathematical physics
and stochastic processes. The influence of random factors should often be taken into account in solving
problems of mathematical physics. The heat equation with random conditions is a classical problem of
mathematical physics. In this paper we consider a Cauchy problem for the heat equations with a random
right part. We study the inhomogeneous heat equation on a line with a random right part. We consider
the right part as a random function of the space Subφ(Ω). The conditions of existence with probability
one generalized solution of the problem are investigated.

Using this results one can construct modeless, which approximate solutions of such equations with
given accuracy and reliability in the uniform metric

Key words: Subφ(Ω) stochastic processes, heat equation, generalized solution.

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Козаченко Ю.В.

1 Introduction

The heat equation with random conditions is
a classical problem of mathematical physics.
Recently, a number of have works appeared, whi-
ch in many ways have investigated this equation
according to the type of random initial conditions
[1, 2, 3, 4].

The properties of classical solutions of Cauchy
problems for the heat equations with a random
right part which is random field from the space
Subφ(Ω), space Lp(Ω) and from the Orlicz space
have been studied in the papers in [5, 6, 7]. Esti-
mations for the distribution of the supremum of
solution of such equations have been investigated.

We consider the properties of generalized
solutions of Cauchy problem for the heat equati-
ons with a random right part. In particular, we
give conditions for existence with probability one
of the generalized solutions in the case when the ri-
ght part is a random field, sample continuous with

probability one from the Subφ(Ω) space.
The paper consists of the introduction and

two parts. Section 1 contains necessary definitions
and results of the theory of the Subφ (Ω) space. In
section 2 we consider heat equations with random
right part. For such problem conditions of exi-
stence with probability one of generalized solution
with random right part from the space Subφ (Ω)
are found.

2 Random processes from Subφ (Ω) spaces

Definition 2.1. [8] An even continuous convex
function u (x) , x ∈ R1 such that u (0) = 0 and
u (x) > 0 for x ̸= 0 and

lim
x→0

u (x)

x
= 0, lim

x→∞

u (x)

x
= ∞.

is called an N -function.

Definition 2.2. [9] We say an N -function u satisfi-
es the q-condition if there exist constants z0 >

c⃝ G.I. Slyvka-Tylyshchak, 2018
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0, k > 0, A > 0 such that u (x)u (y) 6
Au(kxy) for all x > z0, y > z0.

Let {Ω, ℑ, P} be a standard probability
space.

Definition 2.3. [9] Let φ (x) be an N -function for
which there exist constants x0 > 0 and c > 0
such that φ (x) = cx2 for |x| < x0. The set
of random variables ξ(ϖ), ϖ ∈ Ω, is called the
space Subφ (Ω) generated by the N -function φ (x)
if Eξ = 0 and there exists a constant aξ such that

E exp {λξ} 6 exp {φ (λaξ)}

for all λ ∈ R1.

Definition 2.4. [8] The stochastic process X =
{X (t) , t ∈ T} belongs to space Subφ (Ω) , (X ∈
Subφ (Ω)) if X(t)∈ Subφ (Ω) for all t ∈ T .

Definition 2.5. [9] The random variable ξ ∈
Subφ (Ω) is called strongly Subφ (Ω), (SSubφ (Ω))
random variable if τφ (ξ) =

(
Eξ2

)1/2.
Properties and applications of Subφ (Ω)

random variables and stochastic processes from
Subφ (Ω) can be found in [9].

Definition 2.6. [10] A family ∆ of random vari-
ables ξ of the space Subφ (Ω) is called SSubφ (Ω)
family if

τφ

(∑
i∈I

λiξi

)
=

E(∑
i∈I

λiξi

)2
1/2

for all λi ∈ R1, where I is at most countable and
ξi ∈ ∆i, i ∈ I.

Theorem 1. [10] Let ∆ be a strongly Subφ (Ω)
family of random variables. Then the linear closure
∆ of the family ∆ in the space L2 (Ω) and in the
mean square sense is a strongly Subφ (Ω) family.

Definition 2.7. [9] The stochastic process Xi =
{Xi (t) , t ∈ T, i ∈ I} is called an SSubφ (Ω)
process if the family of random variables Xi =
{Xi (t) , t ∈ T, i ∈ I} is an SSubφ (Ω).

Theorem 2. [10] Let Xi = {Xi (t) , t ∈ T, i ∈ I}
be a family of jointly strongly Subφ (Ω) stochastic
processes. Then (T,O, µ) is a measurable space. If{
φki (t) , i ∈ I, k = 1,∞

}
is a family of measurable

functions in (T,O, µ) and the integral

ξki =

∫
T

φk (t)Xj (t) dµ (t)

is well defined in the mean square sense, than the
family of random variables

∆ξ =
{
ξki , i ∈ I, k = 1,∞

}
is an SSubφ (Ω) family.

Theorem 3. [11] Let Rk be the k-dimensional
space, d (t, s) = max

16i6k
|ti − si|, T = {0 6 ti 6

Ti, i = 1, 2, ..., k}, Ti > 0.Xn = {Xn (t) , t ∈ T} ∈
Subφ (Ω) . Assume that the process Xn (t) is
separable and

sup
d(t,s)6h

τφ (Xn (t)−Xn (s)) 6 σ (h) ,

where σ (h) is a monotone increasing continuous
function such that σ (h) → 0 as h → 0. We also
assume that∫

0+

Ψ

(
ln

1

σ(−1) (ε)

)
dε <∞,

where Ψ(u) = u
φ(−1)(u)

and σ(−1) (ε) is the inverse
function to σ (ε). If the processes Xn (t) converge
in probability to the process X (t) for all t ∈ T ,
then Xn (t) converge in probability in the space
C(T ).

3 The heat equations with random right
part

We consider the Cauchy problem for the heat
equation

∂u(x, t)

∂t
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
+ ξ(x, t), (1)

−∞ < x < +∞, t > 0,

subject to the initial condition

u(x, 0) = 0, −∞ < x < +∞. (2)

Let the function ξ(x, t) = {ξ(x, t), x ∈
R, t > 0} is a random field sample continuity
with probability one from the space Subφ(x)(Ω),
such that Eξ(x, t) = 0, E(ξ(x, t))2 < +∞. Let us
denote

B(x, t, z, s) = Eξ(x, t)ξ(y, s).

Let B(x, t, z, s) be a continuous function.
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Problem when the function ξ(x, t) nonrandom
has been seen in [12]. Consider

G(y, t) =
1√
2π

t∫
0

e−a
2y2(t−τ ξ̃(y, τ)dτ,

ξ̃(y, τ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos yxξ(x, τ)dx,

and

u(x, t) =

+∞∫
−∞

cos yxG(y, t)dy. (3)

Let D = {(x, t) : x ∈ [−A, A], t ∈ [0, T ] and

un(x, t) =

+an∫
−an

cos yxG(y, t)dy, (4)

where an → ∞ for n→ ∞.

Definition 3.1. The solution u(x, t) which is
represented in the form (3) is called a generali-
zed solution of problem (1)—(2) in the domain D
if sequence (4) converges uniformly in probability
and satisfies the condition (2).

Lemma 1. [5] Let ξ(x, t) be a random field,
sample continuity for each t > 0 with probabili-
ty one, there is a continuous derivative ∂ξ(x,t)

∂x for
x ∈ R and satisfy condition∫

R

√
E(ξ2(x, t))dx <∞. (5)

Then for the function ξ(x, t) for each t > 0 the
integral Fourier transform

ξ̃(y, τ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos yxξ(x, τ)dx

exist and

ξ(x, t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos yxξ̃(y, t)dy.

Lemma 2. Let ξ(x, t) be a random field,
sample continuity from the space Subφ(Ω). Let
B(x, t, v, s) be the correlation function of the field
ξ(x, t). For all t > 0, s > 0 assume that

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

|B(x, t, v, s)| dxdx 6 B <∞.

Then Lebesgue integrals

+∞∫
−∞

cos yxG(y, t)dy

exist with probability one.

Proof. We shall prove the existence of the integral

+∞∫
−∞

cos yxG(y, t)dy.

For existence of this integral with probability one
it is enough to prove that there exists following
integral

+∞∫
−∞

E|G(y, t)|dy.

There is an inequality

+∞∫
−∞

E|G(y, t)|dy 6
+∞∫

−∞

√
E(G(y, t))2dy.

Consider

E(G(y, t))2 =
1

2π

t∫
0

t∫
0

e−a
2y2(t−τ)e−a

2y2(t−s)×

E(ξ̃(y, τ)ξ̃(y, s))dτds.

E(ξ̃(y, τ)ξ̃(y, s)) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cos yx cos yv×

E(ξ(x, τ)ξ(v, s))dxdv =

1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cos yx cos yvB(x, τ, v, s)dxdv.

We obtain

|E(ξ̃(y, τ)ξ̃(y, s))| 6

1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

|B(x, t, v, s)| dxdv 6 1

2π
·B.

Then

E(G(y, t))2 =

(
1

2π

)2

·B×

t∫
0

t∫
0

e−a
2y2(t−τ)e−a

2y2(t−s)dτds =
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(
1

2π

)2

·B · (1− ea
2y2t)2.

Therefore

+∞∫
−∞

√
E(G(y, t))2dy 6

√
B

2πa2

+∞∫
−∞

(
1− e−a

2y2t
)

y2
dy

for y ̸= 0.

Твердження 1. [5]∣∣∣e−a2y2(t−t1) − 1
∣∣∣ 6

max(1, a2)
(ln(y2 + eδ))δ(

ln
(

1
|t−t1| + eδ

))δ , (6)

|cos yx− cos yx1| 6
(ln(|y|+ eδ))δ(

ln
(

1
|x−x1| + eδ

))δ (7)

for some δ > 0.

Let

un(x, t) =

an∫
−an

cos yxG(y, t)dy.

Theorem 4. Let ξ(x, t) be a random field, sample
continuous with probability one from the Subφ(Ω)
and the conditions of lemma 1 and lemma 2 hold,

sup
|x−xi|6h
|t−t1|6h

τφ (un(x, t)− un(x1, t1)) 6 σ(h),

where σ (h) is a monotone increasing continuous
function such that σ (h) → 0 as h→ 0, moreover,∫

0+

Ψ

(
ln

1

σ(−1) (ε)

)
dε <∞, (8)

where Ψ(u) = u
φ(−1)(u)

, and σ(−1) (ε) is the inverse
function to σ (ε) .

Then the function u(x, t) which is represented
in the form (3) is a generalized solution to the
problem (1)–(2).

Proof. This theorem follows from Theorem 3.

Example 1. Let φ(x) be a function such that
φ(x) = |x|p, for some p > 1 and all |x| > 1. Then
Ψ(x) = x

1− 1
p for x > 1 and condition (8) holds for

all ε > 0

∫
0+

(
ln

1

σ(−1) (u)

)1− 1
p

du <∞. (9)

Condition (9) holds if σ (h) = C
|ln |h||δ , for

δ > 1 − 1
p , C > 0. In this case the condition

of Theorem (4) is satisfied if there exist constant
C such that

(
E |un (x, t)− un (x1, t1)|2

)1/2
6 C

|ln |h||δ
, (10)

for δ > 1− 1
p , all n = 1, 2, ...,, and sufficiently small

|h|.
Theorem 5. Let ξ(x, t) be a random field, sample
continuous with probability one from the space
SSubφ(Ω), where φ(x) is a function such that
φ(x) = |x|p for some p > 1 and all |x| > 1 and the
conditions of Lemma 1 and lemma 2 hold and

+∞∫
−∞

(
E |ξ(x, τ)|2

) 1
2
dx < Θ

for some Θ > 0. Then the function u(x, t) which is
represented in the form (3) is generalized solution
to the problem (1)–(2).

Proof. It follows from Lemma 2 that there exist
integral with probability one

+∞∫
−∞

y cos yxG(y, t)dy.

To make the function u(x, t) which is
represented in the form (3) to be the generalized
solution of problem (1)–(2) it is sufficient to prove
that integral (4) converge uniformly in probability
in |x| 6 A, 0 6 t 6 T to the integral

+∞∫
−∞

cos yxG(y, t)dy.

for any A > 0, T > 0.
According to Theorem 4, using the example

1, to make integral (4) converge in probability in
C(T̃ ) the following conditions must hold(

E |un(x, t)− un(x1, t1)|2
) 1

2 6 C

| ln |h||δ
.

Using generalized Minkovskoho inequality we
obtain (

E |un(x, t)− un(x1, t1)|2
) 1

2
=
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E
∣∣∣∣∣∣
an∫

−an

cos yxG(y, t)dy−

an∫
−an

cos yx1G(y, t1)dy

∣∣∣∣∣∣
2

1
2

=

E
∣∣∣∣∣∣
an∫

−an

[cos yxG(y, t)−

cos yx1G(y, t1)] dy|2
) 1

2
=E

∣∣∣∣∣∣
an∫

−an

[(cos yx− cos yx1)G(y, t1)+

(G(y, t)−G(y, t1)) cos yx] dy|2
) 1

2 6

∞∫
−∞

[
|cos yx− cos yx1|

(
|G(y, t1)|2

) 1
2 +

(
E|G(y, t)−G(y, t1)|2

) 1
2

]
dy. (11)

Let |x− x1| 6 h and for sufficiently small |h|,
using the inequality (7), we have

|cos yx− cos yx1| 6 2

∣∣∣∣sin y(x− x1)

2

∣∣∣∣ 6
(ln(|y|+ eδ))δ

(| ln |h||)δ
. (12)

Consider (
E|G(y, t1)|2

) 1
2 =

1√
2π

E
∣∣∣∣∣∣
t1∫
0

e−a
2y2(t1−τ)ξ̃(y, τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2


1
2

6

1√
2π

t1∫
0

e−a
2y2(t1−τ)

(
E|ξ̃(y, τ)|2

) 1
2
dτ.

It follows from Lemma 1 that(
E|ξ̃(y, τ)|2

) 1
2
=

1√
2π

E
∣∣∣∣∣∣
+∞∫

−∞

cos yxξ(x, τ)dx

∣∣∣∣∣∣
2


1
2

6

1√
2π

+∞∫
−∞

(
E |ξ(x, τ)|2

) 1
2
dx <

1√
2π

Θ.

Therefore (
E|G(y, t1)|2

) 1
2 6

1

2π

t1∫
0

Θe−a
2y2(t1−τ)dτ 6

1

2π
Θ

1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ . (13)

Let t1 < t then(
E|G(y, t)−G(y, t1)|2

) 1
2 =

1√
2π

E
∣∣∣∣∣∣
t∫

0

e−a
2y2(t−τ)ξ̃(y, τ)dτ−

t1∫
0

e−a
2y2(t1−τ)ξ̃(y, τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2


1
2

=

1√
2π

E
∣∣∣∣∣∣
t1∫
0

[
e−a

2y2(t−τ) − e−a
2y2(t1−τ)

]
×

ξ̃(y, τ)dτ +

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)ξ̃(y, τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2


1
2

=

1√
2π

 t1∫
0

[∣∣∣e−a2y2(t−τ) − e−a
2y2(t1−τ)

∣∣∣ ×
(
E|ξ̃(y, τ)|2

) 1
2

]
dτ+

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)

(
E|ξ̃(y, τ)|2

) 1
2
dτ

 .

Let |t− t1| 6 h and for sufficiently small |h|, using
the inequality (6), we have∣∣∣e−a2y2(t−τ) − e−a

2y2(t1−τ)
∣∣∣ =∣∣∣e−a2y2(t1−τ)∣∣∣ ∣∣∣e−a2y2(t−t1) − 1
∣∣∣ 6

e−a
2y2(t1−τ)max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
.

Therefore (
E|G(y, t)−G(y, t1)|2

) 1
2 6
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1

2π

 t∫
0

e−a
2y2(t1−τ)max(1, a2) ×

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
Θdτ +

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)Θdτ

 =

Θ

2π

(
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2
×

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣+ t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 . (14)

Thus we obtain from (11), (12), (13) and (14)
that ∥∥∥u(0)an (x, t)− u(0)an (x1, t1)

∥∥∥
p
6

Θ

2π

+∞∫
−∞

[
(ln(|y|+ eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣+
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣+
t∫

t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

Θ

π

+∞∫
0

[
(ln(y + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ +
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣+
t∫

t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

Θ

π


1∫

0

[
(ln(y + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ +
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣
+

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy+
+∞∫
1

[
(ln(y + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ +
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣+

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy
 =

Θ

π
(I1 + I2) .

Consider

I1 =

1∫
0

[
(ln(y + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ +
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣
+

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

1

a2(| ln |h||)δ

1∫
0

(ln(y + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy+
max(1, a2)

a2(| ln |h||)δ

1∫
0

(ln(y2 + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy+
1∫

0

 t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

1

a2(| ln |h||)δ
I11 +

max(1, a2)

a2(| ln |h||)δ
I12 + I13.

Since
∣∣∣1− e−a

2y2t1
∣∣∣ 6 a2y2t1 6 a2y2T , we have

I11 =

1∫
0

(ln(y + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy 6

a2T

1∫
0

(ln(y + eδ))δdy = a2TC11.

I12 =

1∫
0

ln(y2 + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy 6

a2T

1∫
0

(ln(y2 + eδ))δdy = a2TC12.

Using that e−a2y2(t−τ) 6 1 i t − t1 6 h, then the
δ > 0 and for sufficiently small h, we have

I13 =

1∫
0

 t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy 6

1∫
0

(t− t1)dy 6 |h| 6 1

| ln |h||δ
.
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So we have

I1 6
1

| ln |h||δ
(
TC11 +max(1, a2)TC22 + 1

)
.

I2 =

∞∫
1

[
(ln(y + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ +
max(1, a2)

(ln(y2 + eδ))δ

(| ln |h||)δ
1

a2y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣
+

t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

1

a2(| ln |h||)δ
×

∞∫
1

ln(y + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy+
max(1, a2)

a2(| ln |h||)δ
×

∞∫
1

ln(y2 + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy+
∞∫
1

 t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

1

a2(| ln |h||)δ
I21 +

max(1, a2)

a2(| ln |h||)δ
I22 + I23.

I21 =

+∞∫
1

(ln(y + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy 6

+∞∫
1

(ln(y + eδ))δ

y2
dy = C21.

I22 =

+∞∫
1

(ln(y2 + eδ))δ

y2

∣∣∣1− e−a
2y2t1

∣∣∣ dy 6

+∞∫
1

(ln(y2 + eδ))δ

y2
dy = C22.

I23 =

+∞∫
1

 t∫
t1

e−a
2y2(t−τ)dτ

 dy =

1

a2

+∞∫
1

1

y2

(
1− e−a

2y2(t−t1)
)
dy 6

max(1, a2)

a2|(ln |h||)δ

+∞∫
1

(ln(y2 + eδ))δ

y2
dy =

max(1, a2)

a2(| ln |h||)δ
C23.

Therefore

I2 6
1

a2(| ln |h||)δ
(
C21 +max(1, a2)(C22 + C23)

)
.

Then for δ > 1− 1
p , we have

(
E |un (x, t)− un (x1, t1)|2

)1/2
6 C

|ln |h||δ
,

where

C =
Θ

π

(
TC11 +max(1, a2)TC22 + 1 +

1

a2
(
C21 +max(1, a2)(C22 + C23)

))
,

Cij , i = 1, 2, j = 1, 2, 3 are some constants.
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Осідання частинок, які агрегують у гравітаційному полі, широко використовується як простий 
і дешевий тест на стабільність суспензії різних технічних сумішей, крові та нанорідин. 
Встановлено, що нахил трубки робить тест набагато швидшим, що відомо як ефект Бойкотта. 
Залежність швидкості осідання від кута нахилу є складною і мало вивченою задачею. У цій роботі 
узагальнено двофазну модель суспензії частинок, які агрегують у похилих трубках. Задача 
розглядається у двовимірному випадку, що відповідає вузьким прямокутним ємностям або зазорам 
віскозиметрів конусоподібного типу. У припущенні малих кутів нахилу рівняння усереднюються по 
поперечній координаті, а отримана гіперболічна система рівнянь розв’язується методом 
характеристик. Чисельні розрахунки виявили, що збільшення початкової концентрації частинок, їх 
швидкості агрегації, зовнішньої рівномірної сили і кута нахилу прискорюють осідання, а будь-яке 
зростання в'язкості рідини сповільнює його, що є фізично доречним. Так чи інакше, поведінка 
прискорення різна. На основі отриманих результатів запропоновано новий метод оцінки стійкості 
суспензії. 
Ключові слова: ефект Бойкотта, суспензія, агрегація, седиментація, медична діагностика. 

Sedimentation of the aggregating particles in the gravity field is widely used as an easy and cheap test 
of the suspension stability of different technical suspensions, blood and nanofluids. It was established the 
tube inclination makes the test much faster that is known as the Boycott effect. The dependence of the 
sedimentation rate on the angle of inclination is complex and poorly understood yet. In this paper the two 
phase model of the aggregating particles is generalized to the inclined tubes. The problem is formulated in 
the two-dimensional case that corresponds to the narrow rectangle vessels or gaps of the viscosimeters of 
the cone-cone type. In the suggestion of small angles of inclination the equations are averaged over the 
transverse coordinate and the obtained hyperbolic system of equations is solved by the method of 
characteristics. Numerical computations revealed the increase in the initial concentration of the particles, 
their aggregation rate, external uniform force and inclination angle accelerate the sedimentation while any 
increase in the fluid viscosity decelerates it that is physically relevant. Anyway, the behaviors of the 
acceleration are different. Based on the results, a novel method of estimation of the suspension stability is 
proposed. 
Key words: Boycott effect, suspension, aggregation, sedimentation, medical diagnostics. 
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Introduction 
       Influence of inclination of the vessel in 
which a suspension of particles sediments in the 
gravity field was first discovered by Arthur 
Boycotte in 1920 on the red blood cell (RBC) 
sedimentation in thin long vertical tubes [1], and 
now it is known as the Boycotte effect. On that 
time the RBC sedimentation test was recognized 
as the most powerful medical diagnostic means 
on general pathology, and many researchers 
were seeking for more benefit test conditions, 
including the usage of the inclined tubes. This 
sedimentation technique is also widely used for 
the waste water cleaning, drinking water 
purification, treatment of mixtures in industry 
and manufacture, and the high reservoirs or deep 
wells are needed for the successful processing. 
The settling of particles in the high containers is 
limited by its width, and tilting of the reservoir 
or well increases the efficient area of 
sedimentation, decreases the distance that each 
particle must travel before impacting a wall, 
and, therefore, enhances the sedimentation rate 
in orders of magnitude [2].  
       The Boycotte effect is used in the oil 
industry because at certain inclination angles 
(40-50o) of the tube the clearest separation of the 
suspension for oil-well cementation is observed 
[3]. The effect is also used for mixing of the 
granular matters [4]. It may be responsible for 
specific sediment distribution along inclined 
ocean bottom at the water stratification 
conditions [5], and for the pattern formation at 
the inclined surfaces of the sand-dunes [2]. All 
suspensions settle faster in the inclined vessels 
and exhibit clear separation of the layers of 
different optical density, but the problem on 
determination of the optimal angels remains still 
unsolved.  

Problem formulation 
The steady sedimentation of particles in the 

narrow channel of the width R  and the length 
 1/ LRL , inclined at the angle   is 

considered (Fig.1a,b). The channel corresponds 
to the gap between the walls of the rotation 
viscosimeter of the cone-cone type or a 
rectangle vessel with the depth D>>R. 

a b 
Fig.1. A sketch of the particle sedimentation in the 

inclined tube for the non-aggregating (a) and 
aggregating (b) particles. 

       The two phase approach to the suspension 
of the aggregating particles [6,7] is used. 
Neglecting the inertia forces as compared with 
the viscous forces, the equations of the quasi-
steady motion can be written in the form  
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
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


 ,   (5) 

  )sin(21  GHuuF
x
pH sxx 

 ,  (6) 

      )sin(11 21  GHuuF
x
pH fxx 



 ,   (7) 

where ( 11 , yx uu ) and ( 22 , yx uu ) are components of 
the velocity vectors for the particles (phase 1) 
and fluid (phase 2), (0xy) is the Cartesian 
coordinate system connected with the  fs  ,  
are densities of the solid and fluid materials, 
p is the hydrostatic pressure, H  and N  are the 

mass and numerical concentrations of the 
particles, F  is the phenomenological coefficient 
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for the viscous drag forces acting on the particle 
from the viscous fluid,   the aggregation rate, 
G  is the mass force that can be chosen as 

ngG  , n  is the magnification factor when the 
sedimentation is carried out in a centrifuge [7]. 
       The equation (1) describes the kinetics of 
the particle aggregation due to the collisions, 
decompositions or exchange interactions [6]. 
The mass continuity conditions for the phases 
(2), (3) and the projections of the momentum 
equations for the phases on the axis coordinate 
(4)-(7) give the system of PDE for the velocities, 
pressures and numerical concentration of the 
aggregates. The same model in one-dimensional 
formulation has been used for the RBC 
sedimentation modeling in the vertical tubes, in 
thin gaps between the walls of the rotational 
viscosimeter of the cylinder-cylinder type [8] 
and in the centrifugal force field [9]. In the two-
dimensional formulation it has been applied to 
the RBC sedimentation in the circular tubes in 
the external magnetic field [10]. The system (1)-
(7) can be solved by numerical methods, but in 
order to derive more convenient half-analytical 
estimations, in this paper a simplified one-
dimensional model will be obtained by 
averaging of the equations (1)-(7) over the 
transverse coordinate x.  

One-dimensional approximation for small 
inclination angles 

       Based on the dimension theory, the 
expressions for F and   have been found in the 
form [6,8-10]: 

  223/25,2 ,1   wkHwHHF f  ,     (8) 
where NHw /  is the average volume of the 
aggregates, k  is the empirical constant that 
determines the aggregate formation.  
       By excluding pressure in (4)-(7) and using 
the impermeability condition at the walls of the 
tube [10], one can obtain  

 

 

1 1

2

2

( )sin( ), ( ) cos( ),
( ) sin( ) ,

1
( ) cos( ) ,

1

x y

x

y

u H u H
H H ngu

H F
H H ngu

H F

 

 

 

   







 



 (9) 

where )(/)1()( 2 HFGHHH  , 

fs   . 
 Let us assume, the aggregation at the 
expense of the lateral motion of the particles is 
essential if during the time T  of the particle 
sedimentation along the distance L  their radial 
displacement   will be of the order of 
magnitude of R . Since 11 /, yx uLTTu  , 
this condition accounting for (9) can be written 
as 

).tan(
1

1


R
L

uR

uL
R y

x   (10) 

       For the averaging purposes let us introduce 
the following designations: 

 sxx ;0  , where sx  is the coordinate of the 
interface between the layers I and IIa (Fig.1b) 

   

   

, ,
, ,

0,

, ,
, ,

0,

s

s

s

s

N t y x x
N t x y

x x s

H t y x x
H t x y

x x s

 
 

 
 

 
 

 (11) 

where s  is the width or the area occupied by the 
particles and aggregates (Fig.1b). 

 According to (9) the interface sxx 
between the zones I and IIa moves with the 
speed 

   121 sin1 
  FgHHuU

sxxxx  . (12) 

       The averaged values will be introduced in 
the form 


sx

s

fdx
x

f
0

1 . (13) 

 Then after some estimations of terms at the 
conditions 1,1/ 0  HLR  the system (1)-(7) 
can be written in the form (the averaging signs 
are omitted): 

 

 

1 2

2

22
1

1 sin( )
,

1 sin( )
,

y

s

y
s

N Nu kN
t y

NH H ng
Fx

H H ngH Hu
t y Fx

 

 

 
    

 



 
 

 
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 

 

   
 

1 2

1 2

1 2

1 0,

cos( ) 0,

1

1 cos( ) 0,

y y

y y s

y y

f

Hu H u
y

pH F u u ng H
y

pH F u u
y

ng H

 

 

     


   



   



 

 (14) 

 

where    















sx

s
s xdx

R
O

x
yx

0

.11,    

       With the non-dimensional variables  
2/3

* 0
0*

0

1
1

0 0 0 0

, , , ,

, ,

f

y
y

ng wy t LY T T u
L T u

uw kLW U K
w u u w




   

  

 

where *T  is the characteristic time, 0w  is the 
volume of a single particle, the equations for the 
concentration and volume of the aggregates are 
the following 

 

    ).cos(1,,

,)sin(1

,

3/25,41

3/25,4
1

1





WHYWHU
L
WHHHU

YT
H

KH
Y
WU

T
W

y

y

y





















  (15) 

       The boundary conditions for the variables 
are 
  ,),0( 0CYC  ,1),0( YW 0),(1 LTU . (16) 
The system (15) is hyperbolic [6,7].  
       The characteristic equations are 

         (I)   )cos(1 3/25,4 WH
dT
dY

 ,       (17) 

       (II)   )cos(15.5  HA
dT
dY .     (18) 

 where  
23,5 31A H W  . 

       The conditions at the characteristics are 

                        (I) dW KH
dT

   ,                (19) 

    
 

  4.5

2 13.5
1
1 sin( )

(1 ) cos( )

dW dHKC
W dT H dT

H H A

II

H H
L




         


 

  (20)     

       The characteristics of the family (I) have a 
positive slope, while the family (II) in the 
physiological range have negative slope. 
Solution of the one-dimensional problem (15)-
(16) can be obtained on (17)-(20) by the method 
of characteristics.  
       

Numerical results and discussion 
  Like in the case of the vertical tube [6,7], 

the families of characteristics (I) and (II) have 
positive and negative slopes accordingly. The 
family (I) corresponds to the interface between 
the zones II and III, while the family (II) 
describes the movement of the interface between 
the zones I and II moving with the 
corresponding velocity (12). Numerical 
computations on (17)-(20) have been carried out 
using the typical parameters for human blood 
[6,7] 

0H 0.35 0.5  3
f (1.1 1.7) 10    Pa·s, 

G g, f 1030 1080    kg/m3,  
s 1050 1150   kg/m3, 5L cm, 2R mm, 

5 2k 10 10    m-3s-1. 
       The numerical procedure is described in 
details in [6,7]. The example of the snapshot of 
the software elaborated is given in Fig.2. The 
results of numerical computations are presented 
in Fig.3-4. 
 

 
Fig.2. An example of the interface of the software 

and the zone distribution in the inclined tube:  
I is the clear fluid zone, II is the zone of sedimenting 

aggregates, III is the compact zone. 
 

       The increased external force uniformly 
accelerates particle sedimentation along the tube 
(Fig.3a). When the initial concentration 
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increases, the changes are more noticeable for 
the I-II interface (Fig.3b). When particle 
aggregation rate increases, the changes are more 
noticeable at the II-III interface (Fig.3c). Small 
increase in the inclination angle significantly 
accelerates the zone I formation (Fig.3d) 
because of the decrease of the length the 
particles move before reaching the lower wall of 
the inclined tube. When the inclination angle 
becomes bigger than some critical angle * , the 
sedimentation decelerates. In the case of the 
material parameters used in the computations 
presented in Fig.3d, the optimal angle is * ~ 8  .  

а 

b 
 

с  

        d 
Fig.3. Locations of the characteristics at different 

external force (a), initial concentrations of the 
particles (b), aggregation rate (c), and inclination 

angle (d). 

Before decision making upon the nanofluid 
ageing or blood aggregatability the test must be 
conducted for the same nanofluid in its basic 
state before being used for a long time or for the 
healthy native blood samples. The proposed 
approach will be tested experimentally in future 
works.  

Conclusions 
The Boycotte effect which is used in testing 

of some industrial suspensions is very attractive 
for usage in the medical diagnostics instead of 
conventional blood sedimentation test, for 
investigation of ageing of micro and nanofluids. 
The developed theory allows easy determination 
of the sedimentation curves as the moving 
interfaces I-II and II-III by the method of 
characteristics. It was shown, the sedimentation 
rate increased with increasing the particle 
concentration, their aggregation rate and 
external force, but with distinct regularities for 
the I-II and II-III interfaces. The corresponding 
dependence on the angle is more complex. 
Sedimentation is accelerated by small angles but 
at the angles exceeded some critical value the 
settling is decelerated and hampered. Based on 
the obtained results, a novel method of 
determination not only the aggregation ability of 
the particles but also the particle-specific and 
angle-dependent shear stress factor is proposed. 
The experimental validation of the proposed 
approach will be tested in our future 
experimental studies on blood and different 
types of nanofluids used in the microfluidic flow 
systems. 
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Запропонована математична модель будови системи кровоносних судин, яка забезпечує 

мікроциркуляцію крові в поверхневих тканинах людини, а саме шкіри, для забезпечення постачання 
крові як рідіни, що нагріває/охолоджує та визначає терморегуляцію при змінах температури 
зовнішнього середовища та перегріві/переохолодженні тіла. Модель базується на даних сучасних 
досліджень будови мікроциркуляторних русел на основі технологій microCT. Система мікросудин 
моделюється як фрактальне бінарне дерево що оптимізовано для рівномірного постачання 
живлючої рідини (крові для біологічних тканин) за рахунок однорідного розподілу капілярів, 
оптимальних значень для діаметрів, довжин та кутів розгалуження в біфуркаціях трубок, які 
забезпечують розподіл рідини з мінімальними загальними витратами енергії. Розроблена модель 
запропонована для використання в комп’ютерніх системах моніторингу планування 
фізіотерапевтичних процедур ряду захворювань.  
    Ключові слова: оптимальні системи транспорту рідини, мікроциркуляція, математичне 
моделювання. 
 
       A mathematical model of the structure of the blood vessels system which provides blood 
microcirculation in the superficial tissues of human, namely the skin, to provide blood supply as a fluid, 
which heats / cools, and determines thermoregulation in changes of ambient temperature and overheating / 
supercooling is proposed. The model is based on data from current studies of the structure of 
microcirculatory beds based on microCT technologies. The microvascular system is modeled as a fractal 
binary tree optimized for uniform supply of a nutrient fluid (blood for biological tissues) due to the 
homogeneous distribution of capillaries, optimal values for diameters, lengths and branching angles in 
bifurcations of tubes that provide flow distribution with minimal energy costs. The model has been developed 
to use in computer-based monitoring systems for the planning of physiotherapy procedures for different  
diseases. 
    Keywords: optimal fluid transport systems, microcirculation, mathematical modeling. 
 
      Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 

1. Вступ.  
       Сучасні біоінженерні технології дозволяють 
вирощувати тканини зі стволових клітин 
пацієнта з убудованою в тканину системою 
малих судин для мікроциркуляції крові, що 
дозволяє таким тканинам швидше приживатись  
виконувати свої функції [1]. Ушкодження шкіри 
людини можуть досягати 50-70% од поверхні 
тіла (при опіках, обмороженнях та ін.), що 
робить задачу розробки замінників шкіри дуже 
актуальною. Будова та закономірності 
функціонування системи мікроциркуляції крові в 

поверхневих тканинах людини важливі також 
для планування терапевтичних та 
фізіотерапевтичних впливів крізь поверхневі 
тканини, наприклад, при фототерапії [2,3]. 
Відповідні моделі однорідних шаруватих 
матеріалів для оцінки розповсюдження, 
поглинання та відповідних фотоіндукованих 
реакцій були запропоновані у вигляді шаруватих 
однорідних тканин [3,4], однак більш детальне 
урахування може бути більш цікавим з точки 
зору біоінженерних застосувань. Так, в серії 
публікацій [5-8] було запропоновано модель 
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системи мікроциркуляції шкіри людини у 
вигляді просторових фрактральних структур. 
Відомо, що шкіра скомпонована з шарів із 
різними термомеханічними властивостями: 
епідермісом (I+II на Рис.1), який складається с 
шарів мертвих клітин, які не потребують 
постачання (I) та живих клітин (II), які 
відокремлені хвилястою базальною мембраною 
від верхнього шару дерми (III), який заповнений 
розташованими ортогонально до поверхні 
малими кровоносними судинами (капілярами), а 
ще нижче розташований гіподермі (IV), багатий 
на жирову тканину, відповідно до складу тіла 
випробуваного. Розташування артерій, що 
живлять (а), їх розгалужень впритул до капілярів 
(к) має характерні риси в різних шарах I-IV 
(Рис.1). Грунтуючись на цих закономірностях, 
модель розгалуженої структури мікросудин 
шкіри була запропонована у вигляді 
фрактальних бінарних дерев [4] з кутами 
розгалуження в послідовних генераціях 180º та 
90º. Запропонована модель була досліджена у 
зв’язку з відводом тепла системою 
мікроциркуляції крові від тканин, які 
знаходяться під впливом зовнішнього низько 
інтенсивного опромінювання електромагнітним 
полем оптичного діапазону частот лазером або 
світловодом [3]. Були отримані розв’язки 
модифікованих моделей Pennes [2] для кожного 
шару та обговорені оптимальні властивості 
системи мікроциркуляції у вигляді залежностей 
між діаметрами і довжинами артеріальних судин 
різних генерацій [5-8]. Відомо, що  транспортні 
системи тканин рослин та тварин є еволюційно 
пристосованими до постачання та розподілу 
живлячих рідин (крові, рослинного соку, 
трофічних рідин у простіших та ін.) з 
мінімальними витратами енергії [9,10]. При 
цьому транспортні системи є пристосованими до 
мінімізації не тільки термічних, але й в’язких 
дисипацій при постійних температурах тіла 
(теплокровні). 
        В даній роботі досліджується математична 
модель фрактальної структури системи 
мікроциркуляції, запропонована в [5-8], для 
оцінки додаткового джерела дисипації енергії та 
виробництва ентропії за рахунок в’язкої 
дисипації.  

2. Математична модель.
       Схема будови шкіри як 3-шарового 
матеріалу наведена на Рис.1а. Шари I, II, III, IV 
відповідають кератину (роговий шар), 
сосочковому епідермісу, дермісу та гіподермісу 
відповідно, які мають різні термомеханічні 
властивості. Будова розгалужених кровоносних 
судин як бінарних дерев відповідає фракталу, 

який, відповідно до [5-8], можна моделювати у 
вигляді системи трубок, яка забезпечує 
кровопостачання із живлячої артерії, до шарів II i 
III, причому рівномірно заповнює поверхню 
розділу між шарами II i III (Рис.1б). 

а 

б 
Рис.1. Схема будови шкіри (а) та відповідна 

фрактальна модель системи мікроциркуляції (б). I - 
роговий шар, II - сосочковий епідерміс, III - дерміс, IV 

– гіподерміс; а – артерія, що живить, к – капіляри.

       Розглянемо стаціонарну ламінарну течію 
в’язкої нестисливої рідини по фрактальному 
дереву. Будемо вважати, що j jd ,L  - діаметри і 
довжини трубок j-го порядку, j  - кути 
розгалуження між кожними двома 
симетричними трубками j-го порядку. Завдяки 
такій будові, кожна біфуркація (материнська 
трубка та дві дочірніх) лежать в одній площині, 
що відповідає даним вимірювань [10].  
       На вході до трубки 1-го порядку задана 
об’ємна витрата 1Q const  . Тоді, в силу симетрії 
дерева, на вході в кожну трубку j-го порядку 
об’ємна витрата 1 j

j 1Q Q 2  . Якщо вихідні кінці 
трубок останнього порядку, які відповідають 
капілярам, розташовані рівномірно по поверхні 
дермі су, то, в силу симетрії будови дерева, 
маємо наступні геометричні співвідношення: 
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       Як відомо [10], в оптимальних фрактальних 
трубопроводах, які забезпечують постачання 
рідини від джерела до розподіленої системи 
споживачів з мінімальними витратами енергії 
при заданому постійному об’ємі трубопровода, 
існують співвідношення між діаметрами трубок 
в біфуркаціях та між кутами розгалуження та 
діаметрами, які для симетричних біфуркацій 
мають вигляд [9,10] 

 3
1

3 2  jj dd , (3) 
  37.46722362arccos 3/1

2,1   .  (4) 

       Грунтуючись на (2)-(4), оптимальна 
фрактальна система для рівномірного постачання 
крові із живлячої артерії до тканини може бути 
побудована за умови заданого діаметру живлячої 
артерії шкіри, яка відома з анатомічних даних, 
отриманих для пацієнта методами 
мікроскопічної комп’ютерної томографії 
(microCT).  

3. Чисельні розрахунки та їх
обговорення. 
       Чисельні розрахунки геометричних 
параметрів фрактальної моделі системи 
мікроциркуляції в шаруватих поверхневих 
тканинах тіла людини були проведені на основі 
системи рівнянь (2)-(4) для різних значень h, які 
відповідають індивідуальним значенням 
товщини шару гіподермісу, або жирової 

клітчатки, які вимірювалися на шкірі здорових 
молодих волонтерів на базі стандартного тесту. 
Для порівняння ефективності різних типів 
фрактальних моделей систем мікроциркуляції 
були проведені розрахунки витрат енергії на 
постачання рідини у вигляді  

1
2 :



  
N

j
j j

j
D v , (5) 

де  jv  та  j  - тензорі швидкості деформацій 
та в’язких напружень в кожній трубці у 
фрактальній системі.  
       Результати розрахунків за (5) по 
діаметрам, довжинам та кутам розгалужень, 
обчислених по (2)-(4), а також малих 
коливань обчислених величин відносно їх 
оптимальних значень наведені на Рис.2. 
Отримані результати дозволяють 
стверджувати, що запропонований підхід 
визначає геометричні параметри фрактальної 
транспортної системи, яка забезпечує 
постачання в’язкої рідини від джерела до 
розподіленої за площиною ахb системи 
споживачів із загальними мінімальними 
витратами енергії. Будь-які відхилення в 
діаметрах трубок в біфуркаціях приводять до 
зростання в’язкої дисипації D та, відповідно, 
до додаткових витрат енергії.  

Рис.2. Залежності витрат енергії на рух рідини по 
фрактальним системам для різних наборів 

параметрів моделі. 

4. Висновки
       Запропонована фрактальна модель 
розгалуженої системи судин, яка раніше була 
запропонована для моделювання теплопереносу 
в поверхневих тканинах людини. Показано, що 
ця модель забезпечує не тільки найшвидше 
постачання тепла за умовами нагріву тканин 
зовнішнім оптичним випромінюванням, але й 
найменші значення в’язкої дисипації, що 
відповідає оптимальним транспортнім руслам.  
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      Розроблена модель може використовуватись 
для оцінки оптимальної дози оптичного 
випромінювання протягом фізіотерапевтичного 

лікування різних хвороб шкіри, зокрема язв при 
синдромі діабетичної стопи.  
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В останні роки була показана висока ефективність використання суспензій наночастинок для 
охолодження працюючих систем в порівнянні з однорідною рідиною і експериментально підібрані 
параметри суспензій, ефективних для різних конкретних пристроїв. В роботі наведено короткий 
огляд відповідних експериментальних даних, а також математичних моделей течії мікро- і 
нанорідин, заснованих на рівняннях Нав'є-Стокса для нестискуваних рідин з граничними умовами, що 
включають тангенціальний перенос імпульсу частинок і стрибок температури за рахунок дифузного 
віддзеркалення на шорсткуватих стінах. Для випадку ламінарної течії між нескінченними 
паралельними пластинами з постійними потоками тепла через пластини виписані аналітичні 
розв’язки для поля швидкостей і температур. Чисельні розрахунки показали, що зі збільшенням 
коефіцієнтів переносу імпульсу на пластинах течія істотно прискорюється, що сприяє збільшенню 
об'ємної витрати при тому ж перепаді тисків на кінцях каналу за рахунок зниження в’язкого тертя 
на стінці. Відповідно, збільшується теплопереніс через пластини і відведення тепла з потоком 
рідини. Грунтуючись на отриманих аналітичних співвідношеннях, можна підбирати параметри 
поверхонь пластин так, щоб оптимізувати роботу системи, наприклад, знижувати витрати енергії 
на в'язку і теплову дисипації або отримувати однорідні розподіли температури в рідині при 
несиметричних притоках тепла крізь пластини. 

Ключові слова: мікрофлюідіка, нанофлюідіка, тепломасообмін, ламінарні течії. 

In recent years, high efficiency of using suspensions of nanoparticles for cooling of the operating 
systems compared to a homogeneous liquid has been shown, and the parameters of suspensions effective for 
various specific devices have been selected in experiments. A brief review of the relevant experimental data, 
as well as mathematical models of the flow of micro- and nanofluids, based on the incompressible Navier-
Stokes equations with boundary conditions accounting for tangential momentum transfer of the particles and 
temperature jump due to diffuse reflection at rough walls, are presented. For the case of a laminar flow 
between infinite parallel plates with constant heat fluxes through the plates, an analytical solution is 
obtained for the velocity and temperature fields. Numerical calculations showed that with an increase in the 
momentum transfer coefficients at the plates, the flow accelerates significantly, which contributes to an 
increase in volumetric flow with the same pressure drop across the channel due to a decrease in the shear 
stress at the wall. Correspondingly, the heat transfer through the plates and the heat removal with the fluid 
flow increase. Based on the obtained analytical relationships, it is possible to select the parameters of the 
plate surfaces in such a way as to optimize the system, for example, to reduce the energy loss due to viscous 
and thermal dissipation or to obtain uniform temperature distributions in the liquid with asymmetric heat 
flows through the plates. 

Key Words: microfluidic, nanofluidics, heat and mass transfer, laminar flows. 
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1. Вступ 
Для охолодження діючих механізмів, таких 

як генератори, рефрижератори, кондиціонери, 
хімічні реактори, двигуни та ін., 
використовуються системи циркуляції рідин, які 
відводять тепло. При цьому досить важливим є 
задача збільшення теплопровідних і 
теплоємністних властивостей таких рідин. В 
останні роки в зв'язку з розвитком ринку мікро- і 
нанопристроїв (мініатюрні паливні елементи, 
двигуни, генератори, кулери, мікро електронно-
механічні системи (MEMS) та інші) виникла 
необхідність розробки ефективних систем 
охолодження, що використовують циркуляцію 
рідин по трубках з діаметрами 500d   мкм. У 
зв'язку з великими значеннями в таких системах 
співвідношення поверхня/об'єм, а значить, і 
витрат на тертя, задача забезпечення відповідних 
термомеханічних властивостей рідин стає дуже 
актуальною. 
       Починаючи з публікацій [1,2], в великому 
числі експериментальних робіт було показано, 
що додавання до несучої рідини невеликого 
числа наночастинок (НЧ), таких як оксиди 
металів, нанотрубки або фулерени, навіть в 
малих концентраціях 5%C  , призводить до 
збільшення теплопровідності рідини на 10-50%, 
при цьому не змінюючи істотно її в'язкість і не 
повідуючи з’явлення неньютонівських 
властивостей нанорідини [3-6].  
       Вуглецеві нанотрубки (ВНТ) мають діаметри 

1 100d   нм і довжини прядка мікрометра. При 
цьому теплопровідності одношарових (ОШ ВНТ) 
і багатошарових (БС ВНТ) складають k=6600 
Вт/м·K і k=3000 Вт/м·K відповідно [7,8], що на 
порядок вище, ніж у металів. Збільшення 
швидкості відводу тепла при використанні 
суспензій ВНТ замість чистого розчинника 
залежить від концентрації ВНТ і числа 
Рейнольдса [9]. Зі зростанням концентрації НЧ 
коефіцієнт теплопровідності k зростає, але також 
зростає і в'язкість   суспензії. Як було показано 
в експериментах на водних суспензіях БШ ВНТ, 
k і   є функціями числа Re, і при великих 
концентраціях ВНТ в'язкість зростає в 4 рази 
швидше, ніж коефіцієнт теплопровідності [10], 
що знижує ефективність роботи системи 
охолодження. 
       При додаванні до звичайної охолоджуючої 
рідини, що циркулює по трубках вторинного 
охолодження трубчастого нагрівального 
елементу, всього 0.45% об’єму БШ ВНТ 
ефективність тепловідведення збільшувалася на 
160% [11]. При додаванні до 

слабоконцентрованих суспензій ВНТ невеликої 
кількості наночастинок магнетиту Fe2О3 можна 
отримати істотне зростання теплопровідності при 
використанні зовнішнього магнітного поля [12]. 
       Таким чином, дослідження особливостей 
теплопереносу в ламінарних течіях несучих рідин 
з додаванням мікро / наночастинок представляє 
великий інтерес для сучасних технологій. 

 
2. Математичні моделі тепломасопереносу при 

течіях мікро / нанорідин 
       При течіях по трубках і каналах 
слабоконцентрованних суспензій мікро/ 
наночастинок залежності об'ємної витрати від 
рушійної сили досить добре описуються 
рівняннями Нав'є-Стокса і класичної теорії 
теплопровідності для нестисливої однорідної 
мікрорідини з урахуванням граничних умов 
прослизання першого порядку для швидкості і 
стрибка для температури на твердих стінках у 
вигляді [13]  
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де   - тверда стінка, u і uw, T і Tw – 
швидкості руху і температури рідини та 
стінки відповідно, s і n – дотичний і 
нормальний напрямки відносно стінки, v  - 
коефіцієнт тангенціального переносу 
імпульсу (moment accumulation coefficient), 

T  - коефіцієнт акумуляції тепла (thermal 
accommodation coefficient), p VC / C   - 
відношення питомих теплоємностей при 
постійному тиску і об'ємі, Re= uD /   - число 
Рейнольдса, pPr C / k  - число Прандтля, 

2
pEc u / C T  - число Экерта, k – коефіцієнт 

теплопровідності рідини, T - характерна 
різниця температур рідини і стінки. 
        У разі нанорідин має місце прослизання 
з граничною умовою другого порядку [13] 

2
2

2 0w
u uu u aKn bKn
n n



  
      

,        (2) 

де (2 ) /a    , b const , причому за даними 
[13] [1;1.1466]a , [0.5;1.309]b . Умови (1)-(2) 
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були отримані шляхом розкладання виразів для 
швидкості і температури в ряди Тейлора з 
точністю до похідних 1-го і 2-го порядку 
відповідно. 
       У випадку ламінарних течій аналітичні 
рішення з граничними умовами (1) - (2) були 
отримані для течій Куетта між нескінченними 
паралельними пластинами і циліндрами, що 
обертаються, для течій Пуазейля по трубах з 
круговим, прямокутним, трикутним перетинами, 
між коаксіальними циліндрами та по похилому 
лотку [14], а також теплопереносу в течіях 
Куетта між нескінченними паралельними 
пластинами і для течій Пуазейля по трубах з 
круговим [13] перетином. Було показано, що за 
рахунок наявності прослизання можна істотно 
збільшити об'ємну витрату при тому ж перепаді 
тисків за рахунок зниження в’язкого тертя на 
стінці і дисипації енергії [13,14], що пояснює 
багато феноменів, наприклад, в 200 разів менший 
гідравлічний опір фільтрів, які складаються з 
паралельних пучків нанотрубок, в порівнянні з 
опорами, розрахованими для них по формулі 
Пуазейля [15], а також багатьом іншим 
експериментально відомим явищам (див. огляд 
літератури в [14]).  

3. Постановка и розв’язок задачі
 Розглядається ламінарна течія xu ue



нестискуваної нанорідини між нескінченними 
паралельними пластинами з урахуванням 
теплопереносу на поверхнях пластин. Рівняння 
імпульсу і енергії мають вигляд 

2

2

1



d u dp
dy dx

,  
22

2 
  

      
p

T T duc u k
x y dy

 (3) 

де xu u(y) e
 ,  , , pc , k  - щільність, в'язкість, 

питома теплоємність і теплопровідність рідини. 
       На поверхнях пластин мають місце граничні 
умови вигляду (2), в загальному випадку різні за 
величиною на верхній і нижній пластинах: 
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потоки тепла на пластинах. 
       Роз’вязок першого рівняння (3) з граничними 
умовами (2) має вигляд [14] 
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 Як випливає з (8), при позитивних значеннях 
параметрів 1 2 1 2, , ,     завжди є перенесення 
імпульсу вздовж пластин в напрямку течії, так 
що 0A  . Якщо пластини однакові і 1 2  , 

1 2  , то профіль швидкості симетричний. При 

1 2  , 1 2   профіль швидкості стає 
несиметричним і (u)max  досягається при 

/ 2y B . При 1 2 0   , 1 2 0   , (7) 
переходить у відому формулу для течії Пуазейля 
ньютонівської рідини між пластинами. 

 Поле температур в каналі має вигляд 
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      Підставляючи (8) і (9) в друге рівняння (3), 
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 Інтегруючи (10), отримаємо для температури: 
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де 2,1K  - постійні інтегрування, які можна знайти 
із граничних умов (5), (7). В силу громіздкості 
вирази для 2,1K  і С тут не наведені. 
 

4. Чисельні розрахунки та обговорення 
результатів 
       Чисельні розрахунки профілів швидкості (8) і 
поля температур (11) проводились при різних 
наборах значень параметрів моделі, для яких є 
результати вимірювань на різних технічних 
мікрорідинах [13]. Залежності u (y )  , Y (n)  і 

T (x , y )   , де позначення   відповідають 
безрозмірній величині, Y Q / p  – 
гідравлічна провідність каналу, наведені на 
Рис.1а-в для різних наборів параметрів 
поверхонь пластин. Відповідні характерні 
значення є 2u* h p / (2 L)  , Y* u *h / p , 
T* u * . 

Позначки 1 на Рис.1а-в відповідають течії 
Пуазейля без прослизання. За рахунок дифузного 
віддзеркалення на шорсткуватих стінках в 
напрямку течії вдається істотно збільшити 
швидкість течії (криві 2-7 в порівнянні з 1, 
Рис.1а), причому коефіцієнти, що визначають 
кривизну профілю швидкості біля стінки, так 
само істотно прискорюють потік (криві 4 і 5), як і 
значення власне тангенціального переносу 
імпульсу 1,2  (криві 2 і 3). Схожі результати 
були отримані в [13] для випадку симетричних 
пластин 1 2  , 1,2 0  . 
       Відповідно, зі зростанням  1,2  і 1,2  зростає 
провідність каналу (Рис.1б), причому при деяких 
різних наборах профілі швидкості асиметричні (3 
і 4, Рис.1а), а провідності однакові (3 і 4, Рис.1б). 
За рахунок невеликих змін шорсткості стінок 
можна збільшити провідність каналу якнайменш 
в два рази в порівнянні з Пуазейлевскою течією 
(1 і 5, Рис.1б) навіть при невеликих 
концентраціях НЧ (С <5%), що підтверджується 
результатами експериментів при тих же наборах 
параметрів [13 ]. 
 За рахунок тангенціального переносу на 
стінці і стрибка температури, що визначається 
величиною параметра   в (4), (6), перенесення 
тепла від нагрітих пластин значно інтенсивніше 
(розподіли 2-7, Ріс.1в), ніж в течії Пуазейля  (1, 
Ріс.1в). На Рис.1в наведені результати 
розрахунків для випадку y h y hq / q 2   ; при 
цьому температура рідини залишається вище з 
боку більш нагрітої стінки. Відведення тепла тим 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис.1. Залежності u (y )   (а), Y (n) (б), T (x , y )   (в) 
для n=7 значень наборів параметрів  

 1 2 1 2, , ,          0,0,0,0 -1,  0.05,0.02,0.1,0.05 -

2,  0.1,0.05,0.1,0.05 -3,  0.1,0.1,0.05,0.05  -4, 

 0.1,0.1,0.1,0.1  -5,  0.15,0.15,0.1,0.1  -6, 

 0.5,0.1,0.05,0.1  -7. 
 

інтенсивніше, чим вище швидкість рідини за 
рахунок підбору комбінацій коефіцієнтів 1,2  і 

1,2 , проте на осі симетрії каналу температура 
слабо залежить від цих параметрів, хоча 
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залишається вище, ніж при відсутності 
прослизання. Мабуть, для більш інтенсивного 
відводу тепла потрібно використовувати 
турбулентні течії нанорідин, що забезпечить 
кращий конвективний переніс за рахунок 
турбулентного перемішування. Якщо в 
технічному пристрої проточна система, яка 
охолоджує, знаходиться в умовах y h y hq q  , 
то робота такої системи може бути оптимізована 
для отримання більш однорідних температур в 
поперечному перерізі за рахунок підбору 
коефіцієнтів 1 1,   і 2 2,   на протилежних 
стінках, щоб швидкість виробництва ентропії 

 22
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 
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 
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vT dy
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       (12) 

була постійною уздовж каналу, що відповідає 
оптимальним проточним системам в природі і 
техніці [16]. 
  

5. Висновки  
Таким чином, для випадку ламінарних течій 

нанорідин в каналах різної форми можна 
отримати аналітичні роз’вязки як для течій з 
постійною температурою [14], так і для випадку 
нерівномірно нагрітих стінок каналів. Відповідні 
роз’вязки дуже важливі для валідації результатів 
чисельних розрахунків у випадках тривимірної 

геометрії, неньютоновскіх властивостей рідини, 
неламінарних течій та ін. 

За рахунок підбору набору параметрів, що 
характеризують величину тангенціального 
переносу імпульсу і кривизни профілю 
швидкості у шорсткуватих стінок каналу можна 
значно прискорити течію за рахунок збільшення 
гідравлічної провідності каналу та збільшити 
швидкість відводу тепла як за рахунок стрибка 
температур на стінці, так і прискорення 
конвективного теплопереносу. 

При рідинному охолодженні компонент 
неоднорідно нагрітих елементів (тобто при 
різних теплопродукціях на стінках каналу) можна 
контролювати розподіл температур в 
поперечному перерізі за рахунок параметрів 
стінок. Наприклад, у багатьох прикладеннях 
(хімічні, мікробіологічні реактори і ін.) потрібна 
підтримка однорідної температури за перетином 
каналу. 

Наведені результати відносяться також і до 
випадку відводу тепла від стінок каналу та 
охолодження нагрітих рідин, наприклад, в 
електричних паливних елементах [17]. За 
допомогою отриманого аналітичного рішення 
можна розв’язувати задачі оптимізації, 
наприклад, на основі принципу мінімуму 
виробництва ентропії [16], розрахованої за (13). 

 
Список використаних джерел 

 
1. Choi S., Eastman J. Enhancing thermal 
conductivity of fluids with nanoparticles. In: Proc. 
of ASME Intern. Mechanical Engineering 
Congress. San Francisco. – 1995. – P. 99–105. 
2. Choi S., Zhang Z.G., Yu W., Lockwood 
F.E., Grulke E.A. Anomalous thermal conductivity 
enhancement in nanotube suspensions. // Appl. 
Phys. Lett. – 2001. – 79. – P. 2252–2254. 
3. Eastman J., Phillpot S., Choi S., Keblinski 
P. Thermal transport in nanofluids. // Ann. Rev. 
Mater. Res. – 2004. -  34. – P. 219–246 
4. Wang X.-Q., Mujumdar A.S. Heat transfer 
characteristics of nanofluids: a review. // Intern. J. 
Therm. Sci. – 2007. – 46. – P. 1–19. 
5. Trisaksri V., Wongwises S. Critical review 
of heat transfer characteristics of nanofluids. // 
Renew. Sustain. Energy Rev. – 2007. – 11. – P. 
512–523. 
6. Kakac S., Pramuanjaroenkij A. Review of 
convective heat transfer enhancement with 
nanofluids. // Int. J. Heat Mass. Transfer. – 2009. – 
52. – P. 3187–3196. 
7. Hone J. Carbon nanotube thermal 

References 
 

1. CHOI, S., EASTMAN, J. (1995) Enhancing 
thermal conductivity of fluids with nanoparticles. In: 
Proc.  ASME Intern. Mechanical Engineering 
Congress. San Francisco. P. 99–105. 
2. CHOI, S., ZHANG, Z.G., YU, W., 
LOCKWOOD, F.E., GRULKE, E.A. (2001) 
Anomalous thermal conductivity enhancement in 
nanotube suspensions. Appl. Phys. Lett.  V. 79. p. 
2252–2254. 
3. EASTMAN, J., PHILLPOT, S., CHOI, S., 
KEBLINSKI, P. (2004) Thermal transport in 
nanofluids. Ann. Rev. Mater. Res. V.34. p. 219–246. 
4. WANG, X.-Q., MUJUMDAR, A.S. (2007) 
Heat transfer characteristics of nanofluids: a review. 
Intern. J. Therm. Sci. V. 46. p. 1–19. 
5. TRISAKSRI, V., WONGWISES, S. (2007) 
Critical review of heat transfer characteristics of 
nanofluids. Renew. Sustain. Energy Rev. V. 11. p. 
512–523. 
6. KAKAC, S., PRAMUANJAROENKIJ, A. 
(2009) Review of convective heat transfer 
enhancement with nanofluids. Int. J. Heat Mass 

66



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки  

2018, 4 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series: Physics & Mathematics 
 
properties. In: Dekker Encycl. Nanosci. 
Nanotechnol. – 2004. – P. 603–610. 
8. Antar Z., Noel H., Feller J.F., Glouannec 
P., Elleuch K. Thermophysical and radiative 
properties of conductive biopolymer composite. // 
Mater. Sci. Forum. – 2012. – 714. – P. 115–122. 
9. Ding Y., Alias H., Wen D., Williams R.A. 
Heat transfer of aqueous suspensions of carbon 
nanotubes. // Int. J. Heat Mass Transf. – 2006. – 
49. – P. 240–250. 
10. Meyer J., McKrell T., Grote K. The 
influence of multi-walled carbon nanotubes on 
single-phase heat transfer and pressure drop 
characteristics in the transitional flow regime of 
smooth tubes. // Int. J. Heat Mass Transf. – 2013. – 
58. – P. 597–609. 
11. Kumaresan V., Velraj R., Das S.K. 
Convective heat transfer characteristics of 
secondary refrigerant based CNT nanofluids in a 
tubular heat exchanger. // Int. J. Refrig. – 2012. – 
35. P. 2287–2296. 
12. Hong H., Wright B., Wensel J., Jin S., Ye 
X.R., Roy W. Enhanced thermal conductivity by 
the magnetic field in heat transfer nanofluids 
containing carbon nanotube. // Synth. Metals. – 
2007. – 157. – P. 437–440. 
13. Karniadakis G.E., Beskok A., Aluru N. 
Microflows and nanoflows: Fundamentals and 
simulation. // Interdisc. Appl. Math. Series. – 
2005. – 29. - P. 51-77. 
14. Cherevko V., Kizilova N. Complex flows of 
immiscible microfluids and nanofluids with 
velocity slip bounary conditions. In: Nanophysics, 
Nanomaterials, Interface Studies, and 
Applications. – 2017. – P. 207–230. 
15. Noya A., Parka H.G., Fornasiero F., Holt 
J.K.,  Grigoropoulos S.P., Bakajin O. Nanofluidics 
in carbon nanotubes. // Nanotoday. –  2007. – 2. – 
P. 22-29. 
16. Bejan A. Entropy Generation 
Minimization: The Method of Thermodynamic 
Optimization of Finite-Size Systems and Finite-
Time Processes. CRC Press, NY. – 2013. – 400p. 
17. Sauermoser M., Fossati G., Kizilova N., 
Kjelstrup S. Modelling Electrochemical Cells with 
Porous Electrodes. The Proton Exchange 
Membrane Fuel Cell. // ECS Trans. – 2018. – 92. – 
P. 279-292. 

Transfer. V. 52. p. 3187–3196. 
7. HONE, J. (2004) Carbon nanotube thermal 
properties. In: Dekker Encycl. Nanosci. Nanotechnol.  
p. 603–610. 
8. ANTAR, Z., NOEL, H., FELLER, J.F., 
GLOUANNEC, P., ELLEUCH, K. (2012) 
Thermophysical and radiative properties of 
conductive biopolymer composite. Mater. Sci. 
Forum. V. 714. p. 115–122. 
9. DING, Y., ALIAS, H., WEN, D., 
WILLIAMS, R.A. (2006) Heat transfer of aqueous 
suspensions of carbon nanotubes. Int. J. Heat Mass 
Transf. V. 49. p. 240–250. 
10. MEYER, J., MCKRELL, T., GROTE, K. 
(2013) The influence of multi-walled carbon 
nanotubes on single-phase heat transfer and pressure 
drop characteristics in the transitional flow regime of 
smooth tubes. Int. J. Heat Mass Transf. V. 58. p. 
597–609. 
11. KUMARESAN, V., VELRAJ, R., DAS, S.K. 
(2012) Convective heat transfer characteristics of 
secondary refrigerant based CNT nanofluids in a 
tubular heat exchanger. Int. J. Refrig. V. 35. p. 2287–
2296 
12. HONG, H., WRIGHT, B., WENSEL, J., JIN, 
S., YE, X.R., ROY, W. (2007) Enhanced thermal 
conductivity by the magnetic field in heat transfer 
nanofluids containing carbon nanotube. Synth. 
Metals. V. 157. p. 437–440. 
13. KARNIADAKIS, G.E., BESKOK, A., 
ALURU, N. (2005) Microflows and nanoflows: 
Fundamentals and simulation. Interdisc. Appl. Math. 
Series. V.29, p. 51-77. 
14. CHEREVKO, V., KIZILOVA, N. (2017) 
Complex flows of immiscible microfluids and 
nanofluids with velocity slip bounary conditions. In: 
Nanophysics, Nanomaterials, Interface Studies, and 
Applications. p. 207–230. 
15. NOYA, A., PARKA, H.G., FORNASIERO, 
F., HOLT, J.K.,  GRIGOROPOULOS, S.P., 
BAKAJIN, O. (2007) Nanofluidics in carbon 
nanotubes. Nanotoday. V. 2. p. 22-29. 
16. BEJAN A. (2013) Entropy Generation 
Minimization: The Method of Thermodynamic 
Optimization of Finite-Size Systems and Finite-Time 
Processes. CRC Press, NY. 400p. 
17. SAUERMOSER M., FOSSATI G., 
KIZILOVA N., KJELSTRUP S. (2018) Modelling 
Electrochemical Cells with Porous Electrodes. The 
Proton Exchange Membrane Fuel Cell. ECS Trans. 
92. - P. 279-292. 

 
 

Надійшла до редколегії 26.11.18 

67



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2018, 4 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 

УДК 539.3 

П’ятецька О. В., к. ф.-м. н., с. н. с. 

Демпфірування неізотермічних 
осесиметричних згинних коливань 

в'якопружних пластин 

Київський національний університет імені 
Тараса Шевченка, 03680, м. Київ, пр-т. Акад. 
Глушкова 4-е  
е-mail: pyatetskaov@gmail.com 

O. V. Pyatetska, Ph. D. (Phys.-Math.), 
Sr. Sci. Researcher 

Damping of unisothermal axisymmetric 
bending vibrations of viscoelastic plates 

Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
03680, Kyiv, Acad. Glushkova av., 4-e 
е-mail: pyatetskaov@gmail.com 

 Розглядається задача про вимушені моногармонічні осесиметричні згинні коливання та 
дисипативний розігрів круглої в’язкопружної пластини з п’єзоелектричними сенсорами та 
актуаторами. В’язкопружна поведінка пасивного ( без п’єзоефекту) і п’єзоактивного матеріалів 
описується за допомогою концепції комплексних модулів, що залежать від температури. 

Ключові слова: активне демпфірування, сенсори, актуатори. 

       A problem on the forced monoharmonic axisymmetric bending vibrations and dissipative heating of 
circular viscoelastic plate with the piezoelectric sensors and actuators is considered. Viscoelastic behavior 
of passive (without piezoeffect) and piezoactive materials is described using the concept of complex moduli 
which depend on temperature.The nonlinear coupled problem of electrothermoviscoelasticity is solved by 
numerical methods. The influence of the boundary conditions and temperature of disspative heating on 
active damping of  harmonic  vibrations  of thin viscoelastic plates with the simultaneous use of sensors and 
actuators is investigated. For modeling viscoelastic properties of passive and piezoelectric materials, linear 
models of integral type viscoelasticity are used, which are most effective for simulating the dissipative 
properties of materials in the linear region. If the material characteristics depend on temperature, 
investigation of the influence of temperature of dissipative heating is reduced to solution of complicated non-
linear systems of differential equations. 

Key Words: active damping, sensors, actuators.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

Вступ 

 Компонентами різних конструкцій є 
тонкі пластини із різних матеріалів, у тому числі 
із полімерів та композитів на їх основі, що 
знаходять широке застосування в різних галузях 
сучасної техніки. Температурні ефекти особливо 
важливі для пластин з полімерних матеріалів і 
композитів на їх основі, які дуже чутливі до 
зміни температури. У даній статті розглядаються 
вимушені моногармонічні згинні коливання 
круглої тришарової пластини несиметричної 
будови, в якій один із зовнішніх п’єзоелектрич-
них шарів виконує роль сенсора, а другий - 
актуатора. При резонансних коливаннях та висо-
ких рівнях механічних навантажень виникає 
необхідність врахування впливу фізичної нелі-
нійності, дисипативних властивостей матеріалів і 
температури дисипативного розігріву на ефек-

тивність роботи сенсорів та актуаторів, а також 
на ефективність активного демпфірування коли-
вань тонких пластин за їх допомогою.  

 Постановка задачі 

Розглянемо тришарову круглу пластину 
радіуса r , внутрішній шар товщини 3h  якої ви-
готовлений із пасивного (без п’єзоефекту) мате-
ріалу, а її зовнішні поверхні 23hz   жорстко 
скріплені з поляризованими по товщині п’єзо-
керамічними шарами, радіуса rr 0  і товщинами 

2h  і 1h  відповідно.  Матеріали пасивного і п’єзо-
активного шарів вважаються в’язкопружними. На 
зовнішні поверхні п’єзошарів, а також на по-
верхні, які контактують з пасивним шаром, 
нанесено суцільні дуже тонкі електроди. 
Внутрішні електроди підтримуються при нульо-
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вому потенціалі. Вважаемо, що п’єзоактивний 
шар товщини 1h  є актуатором, а п’єзошар тов-
щини 2h  виконує роль сенсора. Пластина наван-
тажена поверхневим тиском   trPP cos~  , що 
гармонічно змінюється за часом t  з круговою 
частотою  , близькою до резонансної.  

До електродів актуатора підводиться 
різниця електричних потенціалів 

     ti
A eVhhh Re22 13131   з тією ж 

частотою, що й механічне навантаження. У 
випадку розімкнутих електродів сенсора, внаслі-
док дії на пластину гармонічного навантаження, 
на електродах сенсора виникає різниця електрич-
них потенціалів комплексної амплітуди 

SSS ViVV  , яку необхідно визначати за допо-
могою чисельних розрахунків або заміряти при-
ладом. В’язкопружна поведінка пасивного і 
п’єзоактивного матеріалів при моногармоніч-
ному деформуванні описується згідно концепції 
комплексних модулів [2], дійсна та уявна частини 
яких залежать від температури дисипативного 
розігріву. При моделюванні електромеханічних 
коливань пластини відносно механічних змінних 
приймаємо гіпотези Кірхгофа-Лява, які вико-
нуються уздовж товщини пакету шарів. При-
пускаємо, що складовими векторів індукції 

DDr ,  і напруженості  EEr ,  електричного поля 
у площині кожного п’єзошару можна знехтувати. 
Із рівнянь електростатики випливає, що нор-
мальна складова вектора індукції є постійною 
величиною по товщині п’єзошару, так що 

  2,1,  mrCD mmz . На поверхнях розімкнутих 
електродів сенсора  2m  електростатичну 
індукцію наближено вважаємо рівною нулеві. 
Так як п’єзошари мають відносно малу товщину і 
велику теплопровідність їх матеріалу порівняно з 
матеріалом пасивного шару, то температуру 
дисипативного розігріву приймаємо постійною 
по всій товщині. Рівняння стану поляризованої 
уздовж координати z  п’єзокераміки, які опису-
ють моногармонічну осесиметричну деформацію 
в п’єзоелектричних шарах відносно комплексних 
амплітудних величин, мають вигляд: 

 
,311211 z

E
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E
r EbSS    

,311112 z
E
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де  T

klkl
E
kl dC ,,  – відповідно комплексні 

податності, п’єзомодулі та діелектричні проник-
ності в п’єзоелектричних шарах; rrr i  ,                                        

,, rrr ii       i – комп-
лексні амплітуди радіальних і колових напру-
жень та аналогічних деформацій в шарах. Тут 
використовуємо стандартні позначення комп-
лексних величин : ,aiaa    2122 aaa  . 
Для ізотропного пасивного матеріалу внутріш-
нього шару пластини справджуються співвідно-
шення (1), у яких коефіцієнти ,11

ES  ES12  і 31b  
необхідно замінити відповідно на: 

 
 2

11 1  ES , 1112 SS  , 031 b ,          (4) 
 
 де EiEE  – залежний від температури 

модуль в’язкопружності; const  – коефіцієнт 
Пуассона, який вважаємо постійною і дійсною 
величиною. 

Амплітудні параметри деформацій у 
співвідношеннях (1), (2) через комплексні амплі-
туди радіальних переміщень u  і прогинів w  
серединної площини пластини виражаються та-
кими залежностями: 
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 Враховуючи електричні граничні умови для 

актуатора та сенсора, електростатичні співвідно-
шення (2) мають вигляд: 
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3

1
3 hzhh

 ,  ,  r  

 ,
33

31
2 ze

b
bEz  .

22
3

2
3 hzhh

  

Рівняння осесиметричних гармонічних 
згинних коливань круглої пластини мають 
вигляд: 

  ,0~1 2  uNN
rrd

Nd
r

r 

  ,01
 rr

r QMM
rrd

Md
  (7) 

  ,0~1 2  rPwQ
rrd

Qd
r

r 

де NN r ,  і MM r ,  - комплексні амплі-
туди радіальих та колових зусиль і моментів 
відповідно, 332211

~ hhh   , 3,2,1  - 
питомі густини матеріалів п'єзошарів та пасив-
ного шару,  rP  - зовнішнє навантаження. Через
гістерезисні втрати у матеріалі вимушені коли-
вання тонкостінних елементів із в’язкопружних 
матеріалів супроводжуються дисипативним розі-
грівом. Тому співвідношення електромеханіки (5) 
- (7) необхідно доповнити усередненим за цикл 
коливань і уздовж товщини пластини рівнянням 
енергії, яке описує осесиметричний розподіл 
температури вібророзігріву: 

  W
h

TT
hr

T
rr

T
t

T
a S

S ~1211
2

2














 ,  (8) 

де  321 hhhh  ;    2/21  S ; 

21,  - коефіцієнти теплообміну на 
поверхнях  13 2 hhz   і  23 2 hhz   від-
повідно;   - усереднений коефіцієнт теплопро-
відності; a - коефіцієнт температуропровідності; 

ST  - температура зовнішнього середовища; W~ -
дисипативна функція [1] для в’язкопружної 
пластини із зовнішніми п’єзоелектричними 
сенсором та актуатором, формула для якої не 
наводиться через громіздкість. Дану задачу 
електротермомеханіки про резонансні згинні 
коливання і вібророзігрів круглої пластини 
необхідно доповнити граничними і початковими 

умовами. Так як для круглої суцільної пластини 
центральна точка є особливою, то при 
чисельному розв'язанні задачі розглядаємо 
пластину з достатньо малим отвором радіуса  , 
на контурі якого приймаємо умови регулярності 
та симетрії для рівнянь електромеханіки і 
теплопровідності, так що: 

,,0,0,0   rQN rr  



 r

r
T ,0 .  (9) 

На зовнішньому радіальному торці пласти-
ни виконуються умови шарнірного закріплення : 

 .,0,0,0 RrMwu r    (10) 

Гранична умова на радіальному торці та 
початкова умова для рівняння теплопровідності 
мають вигляд: 

  0,,, 0 

 tTTRrTT

r
T

S
r


 .   (11) 

Алгоритм розв'язання задачі 

Якщо в’язкопружні властивості матеріа-
лів залежать від температури, то для розв'язання 
нелінійної системи рівнянь (5) - (11) можна 
застосувати метод покрокового інтегрування [2] 
за часом. Для цього рівняння електромеханіки 
 (5) - (7) після деяких перетворень записуємо у 
формі звичайних диференціальних рівнянь нор-
мального виду: 
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1413 F
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rr   ,      (12) 

., 2
2221

2423 F
r

Au
r

AMANA
rd

d
dr
wd

rr  

Рівняння електромеханіки (12) є комплекснознач-
ними з граничними умовами (9), (10). З викори-
станням програми для розв'язування звичайних 
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диференціальних рівнянь [1], (12) на кожному 
часовому кроці інтегруються чисельним методом 
дискретної ортогоналізації. Після обчислення 
дисипативної функції W~ задача теплопровідності 
(8), (9), (10) розв'язується методом скінченних 
різниць із застосуванням явної схеми. Для 
демпфірування вимушених коливань пластини за 
допомогою сенсорів та актуаторів необхідно за 
величиною амплітуди різниці електричних по-
тенціалів SV  на електродах сенсора, зумовленої 
зовнішнім тиском P , визначити величину потен-
цаілу AV , яку необхідно підвести до електродів 
актуатора, щоб компенсувати навантаження: 

                       SSA VGV  ,                                (13) 
 тут  SG  - коефіцієнт оберненого зв'язку. Врахо-
вуючи те, що у пластині реалізуються переважно 
згинні коливання, а максимальні прогини досяга-
ються на резонансній частоті найбільш енерго-
ємної першої моди, то всі розрахунки в залеж-
ності від величини радіуса 0r  п'єзошарів прово-
дились на частотах першого резонансу.  
          На Рис.1 наведено залежності від безроз-
мірного радіуса   Lrx  00  п'єзошарів, які ви-
конують роль сенсора і актуатора, розподілів 
першої резонансної частоти згинних коливань 
пластини 1410~  c ( штрих-пунктирні кри-
ві ), розрахованих на цих частотах максимальних 
амплітуд прогинів   51 100  xww EE м при 
підведенні до актуатора електричного потенціалу 

0,0,1  PVBV AA  і   61 100  xww PP м при 
механічному навантаженні з амплітудою 1P Па 

0 AA VV (штрихові лінії). Суцільна крива aSG~  
характеризує залежність від параметра 0x  коефі-
цієнта керування 110~  SaS GG  у співвідношенні  
оберненого зв'язку. Аналіз кривих pw показує, що 
максимальні амплітуди прогинів пластини при  
 

механічному навантаженні слабо залежать від 
параметра 0x , що характеризує площу п'єзо-
шарів.  
         За винятком достатньо малого околу точки  

00 x , показники сенсора 1
SV  мало змінюються зі 

збільшенням параметра 0x . При цьому Ew  дося-
гає максимального, а 1

AV  - мінімального значень 
при повному покритті п'єзошарами зовнішніх 
площин пластини ( 10 x ). Розміри  актуатора і 
сенсора є найбільш оптимальними з параметром  

17.0 0  x .    
                        

 

 
 

Рис. 1 
 

При таких розмірах п'єзоактивних складових 
підведена до акатуатора різниця електричних 
потенціалів AV  викликає максимальні прогини 

Ew  пластини, а коефіцієнт оберненого зв'язку 
буде мінімальним ( крива aSG~ ). Бачимо, що у 
випадку шарнірного закріплення пластини кое-
фіцієнт  1~ aSG . 
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У  цій  роботі  ми  аналізуємо  архітектури  нейронних  мереж,  що  отримують  найкращі            
результати  у  розв’язку  задачі  розпізнавання  іменованих  сутностей,  та  пропонуємо  нову  архітектуру            
для  покращення  цих  результатів.  Ми  проаналізували  літературу  по  новим  підходам  до  створення             
нейронних  мереж.  В  цій  роботі  ми  презентуємо  декілька  архітектур  які  ми  вважаємо  найбільш              
перспективними  для  покращення  результатів  роботи  алгоритму  розмітки  іменованих  сутностей  і           
частин  мови.  Ці  архітектури  базуються  на  останніх  розробках  в  сфері  нейронних  мереж  що              
навчаються   одночасно   розв’язувати   декілька   задач   одночасно.  

У  цій  роботі  ми  перевіряємо  гіпотези,  що  задачі  розмітки  частин  мови  і  іменованих              
сутностей  є  пов’язані  один  з  одним,  тобто  додавання  інформації  про  частини  мови  може              
допомогти   розв’язати   задачу   визначення   іменованих   сутностей   і   навпаки.  

Ця  робота  також  містить  реалізацію  нейронної  мережі  і  результати  експериментів  разом  з             
висновками   які   були   отримані   внаслідок   цих   експериментів.  

Ключові  слова:  нейронні  мережі,  розпізнавання  іменованих  сутностей,  регуляризація,         
узагальненість,   мульти-задачне   тренування  

We  analyze  neural  network  architectures  that  yield  state  of  the  art  results  on  named  entity                
recognition  task  and  propose  a  number  of  new  architectures  for  improving  results  even  further.  We  have                 
analyzed  a  number  of  ideas  and  approaches  that  researchers  have  used  to  achieve  state  of  the  art  results  in  a                     
variety  of  NLP  tasks.  In  this  work,  we  present  a  few  architectures  which  we  consider  to  be  most  likely  to                     
improve  the  existing  state  of  the  art  solutions  for  named  entity  recognition  task  and  part  of  speech  tasks.  The                    
architectures   are   inspired   by   recent   developments   in   multi-task   learning.  

This  work  tests  the  hypothesis  that  NER  and  POS  are  related  tasks  and  adding  information  about                 
POS  tags  as  input  to  the  network  can  help  achieve  better  NER  results.  And  vice  versa,  information  about                   
NER   tags   can   help   solve   the   task   of   POS   tagging.  

This  work  also  contains  the  implementation  of  the  network  and  results  of  the  experiments  together                
with   the   conclusions   and   future   work.  

Keywords:  neural  networks,  named  entity  recognition,  regularization,  generalizability,  part  of           
speech   tagging,   multi-task   learning.  
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Вступ  
Стрімкий  ріст  кількості  інформації  у      

всесвітній  мережі  “Інтернет”  призводить  до      
необхідності  розробки  автоматичних  методів     
роботи  з  нею.  Більшість  інформації  в  публічному        
доступі  є  неструктурованою  і  потребує      
інтелектуальних  систем,  які  матимуть  змогу      
обробляти  її  і  отримувати  корисні  структуровані       
дані   для   подальшої   обробки.  

Однією  з  таких  інтелектуальних  систем  є       
NER-система  (Named  Entity  Recognition).  Вона      
розв’язує  задачу  визначення  іменованих     
сутностей.  В  літературі  найчастіше  розглядають      
наступні  чотири  їх  типи:  LOC,  PER,  ORG,  MISC         
-   місцевість,   персона,   організація,   інше.  

У  цій  роботі  ми  аналізуємо  існуючі  на        
даний  момент  роботи,  що  розв’язують  задачу       
NER,  архітектури  їх  нейронних  мереж,  а  також        
пропонуємо  альтернативну  нейронну  мережу,  яка      
використовує  теги  частин  мови  (POS-tags)  як       
додатковий  вхід  для  покращення  узагальненості      
мережі,  а  як  результат  -  підвищення  точності  на         
тестовому   наборі   даних.  

Сучасні  методи  розв’язку  задачі     
розпізнавання  іменованих  сутностей    
використовують  рекурентні  (RNN)  та  згорткові      
(CNN)  нейронні  мережі,  а  також  умовні       
випадкові   поля   (Conditional   Random   Fields).  

Рекурентна  нейронна  мережа  (RNN)     
може  отримувати  на  вхід  наперед  невизначену       
кількість  вхідних  даних  в  послідовності  і       
опрацьовувати  їх  послідовно.  Щоправда,  є      
практичні  обмеження  щодо  кількості  вхідних      
даних  у  одній  послідовності,  які  зумовлені       
обмеженим  розміром  прихованого  шару  мережі.      
Рекурентні  нейронні  мережі  мають  велику      
популярність  в  сучасних  методах  обробки      
текстів,  за  рахунок  їх  можливості  “пам’ятати”       
контекст  речення,  при  подачі  їм  на  вхід        
послідовності  слів.  Найбільш  поширені     
реалізації  рекурентних  нейронних  мереж  -  це       
LSTM   [2]   та   GRU.  

Згорткова  нейронна  мережа,  вперше     
описана  в  роботі  LeCunn  &  Bengio  [3],  отримує         
на   вхід   послідовність   фіксованого   розміру   і  

працює  в  вузькому  контексті  (декілька      
елементів  послідовності  на  вхід  і  один  вихід).        
Згорткові  нейронні  мережі  набули  більшого      
поширення  для  задач  обробки  зображень,  тому       
що  інформація  про  конкретний  піксель  важлива       
не  сама  по  собі,  а  в  контексті  сусідніх  пікселів.          
Згодом  згорткові  нейронні  мережі  були      
використані  і  для  задач,  які  пов’язані  з  текстом         
і   послідовностями   змінної   довжини.  

Умовні  випадкові  поля    
використовуються  для  розв’язку  задач,  що      
вимагають  певної  структури  у  вихідних  даних.       
Для  розв’язку  задачі  NER  часто      
використовують  BIO  нотацію,  що  вимагає      
певну  структуру  у  вихідних  даних.  У  розділі        
“Система  міток”  буде  детальніше  описано      
необхідність  використання  умовних    
випадкових   полів.  

Наша  робота  має  наступну  структуру.  У       
розділі  “Система  міток”  ми  опишемо  систему       
класів,  розпізнавання  яких  ми  поставимо  як       
задачу  нашій  нейронній  мережі.  У  розділі       
“Огляд  літератури”  ми  коротко  узагальнимо      
існуючі  підходи,  що  отримують  найкращу      
якість  визначення  іменованих  сутностей.  У      
розділі  “План  експериментів”  ми  опишемо      
дані,  що  будуть  використовувати  для      
експериментів  і  самі  гіпотези,  що  ми  будемо        
перевіряти.  У  розділі  “Деталі  реалізації”  ми       
опишемо  структуру  нейронної  мережі  на      
основі  якої  будуть  проводити  експерименти.  У       
розділі  “Результати”  ми  опишемо  отримані      
емпіричні  дані  з  експериментів.  У  розділі       
“Висновки”  ми  визначимо  які  з  гіпотез       
підтвердилися.  

2.  Система   міток
2.1   BIO-нотація  
Задача  розпізнавання  іменованих    

сутностей  -  це  задача  маркування      
послідовності,  тобто  класифікації  кожного  її      
елемента  на  один  з  N  класів.  Для  того,  щоб          
мати  можливість  розмітити  якусь  сутність,  яка       
складається  з  декількох  слів  часто      
використовують   BIO   нотацію.   BIO   -   це  
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Beginning  (початок),  Inside  (внутрішність),     
Outsite  (зовнішність).  Правила  маркування     
наступні:  

● кожне  слово,  яке  не  є  частиною  жодної      
сутності   помічається   “О”

● кожне  слово,  яке  є  початком  сутності     
помічається  “B-<TYPE>”,  де  <TYPE>  -    
це  тип  сутності  (LOC,  PER,  ORG,     
MISC).

● решта   слів   помічають   “I-<TYPE>”
Для  прикладу  речення  “Barak  Obama  is     

a  president  of  United  States”  буде  розмічено        
наступним  чином:  “Barak[B-PER]    
Obama[I-PER]  is[O]  a[O]  president[O]  of[O]      
United[B-LOC]  States[I-LOC]”.  Таким  чином     
наявні  дві  сутності:  персона  Barak  Obama  і        
місцевість   United   States.  

В  нашому  випадку  задача  кожне  слово       
послідовності  буде  прокласифіковане  на  одне  з       
наступних   класів:  

1. O
2. B-PER
3. I-PER
4. B-LOC
5. I-LOC
6. B-ORG
7. I-ORG
8. B-MISC
9. I-MISC

2.2   Умовні   випадкові   поля  
Умовні  випадкові  поля  (CRF)  [11]      

використовуються  для  розрахунку  ймовірності     
всієї  послідовності  P(y1,  y2,  y3,  …,  yn).        
Найчастіше  їх  використовують  для     
структурного  передбачення,  тобто  коли  на      
вихід  системи  накладаються  якісь  обмеження.      
У  нашому  випадку  обмеження  є  тільки  одне.        
Мітка  I-<TYPE>  може  слідувати  тільки  за       
міткою   B-<TYPE>   того   ж   типу   <TYPE>.  

Опис  принципу  роботи  CRF  виходить      
за  межі  цієї  роботи  і  ми  пропонуємо  читачу         
звернутися  до  роботи  Lafferty  et  al.  [11]  за         
детальним   описом   цього   методу.  

3.  Огляд   літератури
Найкращі  результати  у  розв’язанні     

задачі  NER  отримують  системи  побудовані  на       
основі  нейронних  мереж.  У  цьому  розділі  ми        
проаналізуємо  існуючі  архітектури  і  підходи  до       
розв’язку   цих   задач.  

У  роботі  Ma  &  Hovy  [1]  автори        
пропонують  використати  двосторонню    
рекурентну  мережу,  що  отримує  на  вхід       
вбудовування  слів,  які  вони  самі  і  навчають  в         
процесі  тренування.  Нагадаємо,  що     
двостороння  рекурентна  мережа  відрізняється     
від  звичайної  односторонньої  тим,  що  це  -  дві         
рекурентні  мережі,  одна  з  яких  отримує       
послідовність  на  вхід  в  прямому  порядку,  а        
інша  -  в  зворотному,  а  отримані  виходи  з  цих          
мереж  об’єднуються  конкатенацією  їх  векторів,      
створюючи   вектор   вдвічі   більшої   розмірності.  

Вбудовування  слів  отримують  за     
допомогою  матриці emb  розміром  DxE,  де  D  -         
розмір  словника  слів,  а  E  -  розмір  вбудовувань.        

,  де  n  -  довжина  вхідної  emb(w ), i ..ne =   i   = 1      
послідовності   слів   речення .w w ..w )W = ( 1 2 n

Двостороння  рекурентна  мережа    
 отримує  на  вхідnn  [rnn , rnn ]r =   fw   bw    

послідовність  і  результатом  її  роботи  є       
послідовність  довжини n  векторів  прихованих      
станів.  

  rnn (x , , ),  h h ,hfw =   fw   1 x2 ..., xn   fw = ( fw,1 hfw
  rnn (x , , ),  h h ,hbw =   bw   n xn­1 ..., x1   bw = ( fw,n h

  [h , ]h  =   fw hbw  

Робота  Ma  &  Hovy  [1]  використовує       
LSTM  як  базову  рекурентну  одиницю.  Їхня       
мережа  навчається  вбудовувань  слів  emb      
самостійно,  а  також  додатково  вбудовування      
отримуються  на  основі  символьних     
репрезентацій.  Для  отримання  символьної     
репрезентації  згорткова  мережа  опрацьовує     
кожне  слово  на  рівні  символів  і  будує        
багатовимірний  вектор  який  об’єднується  зі      
стандартним   вбудовуванням   на   рівні   слів.    Для  
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отримання  коректної  послідовності    
результуючих  міток,  в  роботі  використано  CRF       
[8]   (див.   секцію   “Система   міток”).  

У  роботі  Lample  et  al.  [5]  архітектура        
мережі  ідентична  до  тієї,  що  запропонована  Ma        
&  Hovy  [1]  за  виключенням  способу  отримання        
вбудовувань  слів.  Вони  пропонують  робити  це       
наступним  способом:  обробити  послідовність     
символів  за  допомогою  двосторонньої  LSTM      
мережі.  

Ця  мережа  отримує  на  вхід      
послідовність  вбудовувань  символів  і  вихід  з       
останнього  прихованого  шару  слугує     
вбудовуванням  на  основі  символів.  Ця  мережа       
також  використовує  CRF  для  забезпечення      
коректної   послідовності   результуючих   міток.  

4.   План   експериментів  
4.1.   Дані  
Як  джерело  даних  для  задачі  розмітки       

іменованих  сутностей  і  тегів  часнин  мови  ми        
використаємо  широко  поширений  в  літературі      
набір  даних  CoNLL  2003.  Корпус  CoNLL  2003        
NER  був  створена  на  основі  новинних  текстів        
з  корпусу  Reuters  RCV1,  розмічений  чотирма       
різними  типами  іменованих  сутностей  (PER,      
LOC,  ORG,  MISC).  Кожне  слово  в  наборі  також         
має   мітку   частини   мови   до   якої   воно   належить.  

4.2.   Гіпотези  
В  межах  цієї  роботи  ми  перевіряємо       

наступні   гіпотези.  
Гіпотеза  1. Додавання  POS  як  входу       

додатково  до  слів  дає  можливість  покращити       
результати   для   задачі   NER.  
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Гіпотеза  2. Додавання  NER  як  входу       
додатково  до  слів  дає  можливість  покращити       
результати   для   задачі   POS.  

Гіпотеза  3. Додавання  POS  як  виходу  і        
включення  його  в  функцію  втрат  дає       
можливість  покращити  результати  для  задачі      
NER.  

Гіпотеза  4. Додавання  NER  як  виходу  і        
включення  його  в  функцію  втрат  дає       
можливість  покращити  результати  для  задачі      
POS.  

5.  Деталі   реалізації
5.1.   Архітектура   нейронної   мережі  
У  цій  роботі  ми  пропонуємо      

архітектуру  нейронної  мережі,  що  складається      
з  шару  вбудовувань,  двох  шарів  рекурентної       
нейронної  мережі  (LSTM),  а  також  двох       
повнозв’язних  шарів.  Перший  повнозв’язний     
шар  буде  видавати  розподіл  ймовірностей  по       
словнику  NER  міток  (O,  B-LOC,  I-LOC,  B-PER,        
I-PER,  B-ORG,  I-ORG,  B-MISC,  I-MISC),  а       
другий  повнозв’язний  шар  буде  видавати      
розподіл   ймовірностей   по   словнику   POS-міток.  

У  архітектурі,  що  ми  пропонуємо,      
кожне  слово  буде  супроводжено  також  тегом       
частини  мови.  Ми  побудуємо  два  словники:       
словник  слів V w ,  та  словник  тегів  частин  мови         
V pos .  Матриця  вбудовувань  для V w  позначимо       
E w ,   для    V pos    -    E pos .  

(w )ei = Ew i

(pos )epos,i  = Epos i

Далі  ми  використаємо  дві  двосторонні      
рекурентні  мережі.  Одна  буде  отримувати  на       
вхід  послідовність  вбудовувань  слів,  а  друга  -        
вбудовувань   частин   мови.  

  rnn (e , , )hw =   w   1 e2 ..., en
  rnn (e , , .., )hpos =   pos  pos,1 epos,2 . epos,n

Отримані  приховані  стани    
використаємо  для  передбачення  міток  NER  та       
тегів  частин  мови.  Для  цього  використаємо       
повнозв’язні  шари  нейронної  мережі,  що      
перетворять  приховані  стан  в  розподіл      
ймовірностей  по  словнику  міток. out ner  та out pos        
для   міток   NER   та   POS   відповідно.  

  of tmax(out (h ))pner = s ner w

  of tmax(out ([h , ]))pw = s pos pos hw
of tmax (x) s = exp(x )i

xp(x )∑
k

i=1
e i

Звернемо  увагу,  що  матриця E pos  та       
матриця out pos  мають  однакові  розмірності  з       
точністю  до  операції  транспонування:     

.  Ми  пропонуємо  ототожнити  ціutEpos = o pos
T     

матриці  і  навчати  їх  одночасно.  Ми  вважаємо,        
що  аналогічно  до  роботи  Melis  et.  al.  [6]  ми          
отримаємо  кращі  результати,  за  рахунок  того,       
що  мережа  буде  мати  меншу  кількість  степеней        
свободи  і  це  буде  запобігати  перенавчанню  на        
тренувальній   вибірці. 

5.2.  Навчання  мережі  на  двох      
розмітках   

Нейронні  мережі  тренуються  за     
допомогою  оптимізації  функції  втрат  (loss      
functions).  У  випадку  тренування  для  однієї       
задачі  розмітки  слів  на  класи  використовують       
функцію   категоріальної   крос-ентропії.  

oss  ­ abel  log(predicted )L = ∑
C

i
l i i
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Де label i  -  це  мітка  з  корпусу, predicted i         
-  це  мітка  передбачена  моделлю,  а С  -  кількість          
існуючих   міток.  

У  випадку  коли  ми  тренуємо  мережу       
робити  декілька  розмотіок  на  виході      
одночасно,  ми  маємо  дві  функції  втрат Loss 1  і         
Loss 2 .  Загальну  функція  втрат  задамо  за       
допомогою   балансуючого   параметру    alpha .  

oss  lpha oss 1 lpha) ossL = a * L 1 + ( ­ a * L 2

Таким  чином  чим  ближче  параметр      
alpha  до  1 тим  більше  фокусу  нейронна        
мережа  буде  давати  першій  задачі,  і  менше  -         
другій.  

У  випадку  коли  ми  будемо  тренувати       
мережу  для  задачі  POS  і  NER  -  ми  будемо  мати           
наступну   функцію   втрат.  

oss  lpha oss 1 lpha) ossL = a * L pos + ( ­ a * L n

6.  Результати
Для  перевірки  Гіпотез  1  і  3  ми        

використаємо  нейронну  мережу,  схема  якої      
описана  у  частині  2  цієї  статті.  Для  перевірки         
Гіпотез   2   і   4   ми   використаємо   ту   ж   нейронну  

мережу,  але  замінимо  всі  входи  і  виходи  POS  і          
NER  місцями.  Іншими  словами  там  де  на  вхід         
ми  раніше  подавали  дані  про  частину  мови        
слова  (POS)  ми  тепер  подамо  дані  про        
іменовану  сутність  цього  слова  (NER)  і       
навпаки.  Таким  чином  для  перевірки  всіх       
гіпотез  ми  зможемо  використати  ту  ж  саму        
архітектуру   нейронної   мережі.  

6.1   Перевірка   Гіпотези   1.  
Гіпотеза  1. Додавання  POS  як  входу       

додатково  до  слів  дає  можливість  покращити       
результати   для   задачі   NER.  

Для  перевірки  цієї  гіпотези  ми  оцінимо       
роботу  нашої  нейронної  мережі  без  додавання       
POS   як   входу   і   з.  

Set-up  
Точність  
NER-DEV  

Точність  
NER-TEST  

Без  
POS-input  94.63  94.40  

З   POS-input  95.80  96.23  
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6.2   Перевірка   Гіпотези   2.  
Гіпотеза  2. Додавання  NER  як  входу       

додатково  до  слів  дає  можливість  покращити       
результати   для   задачі   POS.  

Для  перевірки  цієї  гіпотези  ми  оцінимо       
роботу  нашої  нейронної  мережі  без  додавання       
NER   як   входу   і   з.  

Set-up  
Точність  
POS-DEV  

Точність  
POS-TEST  

Без   NER-input  94.63  94.40  

З   NER-input  94.80  95.23  

6.3   Перевірка   Гіпотези   3.  
Гіпотеза  3. Додавання  POS  як  виходу  і        

включення  його  в  функцію  втрат  дає       
можливість  покращити  результати  для  задачі      
NER.  

Для  перевірки  цієї  гіпотези  ми  оцінимо       
роботу  нашої  нейронної  мережі  для  різних       
параметрів alpha  комбінованої  функції  втрат      
(див.    cекцію   5.2).  

alpha  
Точність  
NER-DEV  

Точність  
NER-TEST  

0.50  90.23  88.76

0.60  90.15  90.53

0.70  92.85  88.53

0.80  94.27  94.15

0.90  95.13  95.18

1.00  94.63  94.4
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6.4   Перевірка   Гіпотези   4.  
Гіпотеза  3. Додавання  NER  як  виходу  і        

включення  його  в  функцію  втрат  дає  можливість        
покращити   результати   для   задачі   POS.  

Для  перевірки  цієї  гіпотези  ми  оцінимо       
роботу  нашої  нейронної  мережі  для  різних       
параметрів alpha  комбінованої  функції  втрат      
(див.    cекцію   5.2).  

alpha  
Точність  
POS-DEV  

Точність  
POS-TEST  

0.50  88.06  88.76  

0.60  89.85  88.25  

0.70  91.13  90.53  

0.80  92.72  92.89  

0.90  96.05  96.15  

1.00  95.33  94.4  
 

 

7.   Висновки  
Результати  отримані  в  секції  6  цієї       

роботи  показують,  що  задачі  розмітки      
іменованих  сутностей  та  визначення  тегів      
частини  мови  є  взаємозалежними  і  нейронна       
мережа  може  навчитися  експлуатувати  цю      
інформацію.  

В  результаті  досліджень  ми  змогли      
підтвердити   наступні   гіпотези:  

Гіпотеза  1. Додавання  POS  як  входу       
додатково  до  слів  дає  можливість  покращити       
результати   для   задачі   NER.  

Гіпотеза  3. Додавання  POS  як  виходу       
і  включення  його  в  функцію  втрат  дає        
можливість  покращити  результати  для  задачі      
NER.  

Гіпотеза  4. Додавання  NER  як      
виходу  і  включення  його  в  функцію  втрат  дає         
можливість  покращити  результати  для  задачі      
POS.  

Наступні  гіпотези  не  показали     
значного   покращення   в   результатах,   що   не  
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дає  можливості  нам  впевнено  сказати  про       
їх   правдивість.  

Гіпотеза  2. Додавання  NER  як  входу       

додатково  до  слів  дає  можливість  покращити       

результати   для   задачі   POS.  

Варто  також  звернути  увагу  що  для  обох        

задач  оптимальним  значенням alpha  є  значення       

0.9,   що   означає,   що   функція   втрат   має   фокусувати   

майже  всю  “увагу”  нейронної  мережі  на  тій        

задачі,  яку  ми  розв’язуємо  в  першу  чергу.  З         

цього  можна  зробити  висновок  що  навчити       

одну  і  ту  ж  мережу  розв’язувати  обидві        

задачі  одночасно  на  високому  рівні  є       

складним   завданням.  
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У даній роботі розглянуті основні методи передтренування та ініціалізації значень          
параметрів нейронних мереж - передтренування мережі з використанням обмежених машин          
Больцмана, глибокі автокодувальники, ініціалізація параметрів методами Хе та Глоро, перенесення          
знань та доменна адаптація. Дані методи застосовуються для знаходження початкових значень           
параметрів нейронної мережі та їх попередньої ініціалізації, що є необхідною умовою для            
подальшого ефективного навчання глибоких моделей та дозволяє зменшити вплив негативних          
ефектів, які виникають під час навчання - затухання або вибуху градієнта, перенавчання,            
застрягання в одному з локальних мінімумів функції втрат, тощо. Дані алгоритми відносяться до             
групи алгоритмів навчання без учителя і не потребують розмітки для даних, на яких буде навчатися               
модель після ініціалізації. У статті був проведений аналіз цих методів, описані переваги та недоліки              
кожного алгоритму. Описано результати експериментів з використанням цих методів для          
вирішення задачі класифікації бази даних MNIST та запропоновані ідеї покращення алгоритмів           
передтренування нейронної мережі.  

Ключові слова: нейронна мережа, передтренування, обмежена машина Больцмана, алгоритм         
порівняльної розбіжності, автокодувальник, ініціалізація Глоро, ініціалізація Хе, доменна адаптація,         
коефіцієнт Жаккара. 

In this paper we investigate main pre-training and initialization methods of parameter values of              
neural networks such as pre-training using restricted Boltzmann machines, deep autoencoders, Glorot and             
He initialization of parameters, transfer learning and domain adaptation. Given methods are useful for              
finding of appropriate parameter values and initial initialization of neural network, what is necessary              
condition for further efficient training of deep models, because it give a possibility during training to reduce                 
negative effects such as vanishing or explosion of gradient, overfitting, stucking in one of local minimums of                 
loss function, etc. These methods belong to group of unsupervised training algorithms and do not need any                 
labeling for data which will be used later for model’s training after parameters initialization. Firstly, in this                 
paper, we analyze all these methods and describe advantages and disadvantages of each of them. Secondly,                
we describe results of our experiments applying these methods for solving of classification task of MNIST                
dataset and introduce ideas for further development and improvement of these algorithms. 

Key Words: neural network, pre-training, restricted Boltzmann machines, contrastive divergence          
algorithm, autoencoder, Glorot initialization, He initialization, domain adaptation, Jaccard index. 
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1. Вступ 
Машинне навчання та нейронні мережі     

зокрема стали потужним інструментом для     
вирішення низки прикладних задач сучасності -      
розпізнавання образів [6, 12], машинний     
переклад [2, 3], прогнозування поведінки     
покупців, тощо. Причиною цього став ріст      
обчислювальних потужностей, доступних на    
даний момент та накопичення величезних     
об’ємів даних (як структурованих і     
неструктурованих), які потрібно обробляти і     
діставати з них нові знання. 

Коли ми чуємо про успіхи у вирішенні       
“інтелектуальних” задач (під інтелектуальними    
будем мати на увазі задачі, які не піддаються        
повному математичному опису і не мають      
детермінованих точних алгоритмів рішення,    
таких як класифікація, локалізація об’єктів на      
зображенні, переклад текстів з однієї природної      
мови на іншу, тощо), то саме нейронні мережі на         
даний момент показують найкращі результати в      
більшості випадків. Проте, на відміну від      
сьогодення, коли глибоке навчання    
впроваджується майже всюди, до 2005-2006     
року, в цій області науки працювало відносно       
невелика кількість вчених і визначних     
результатів майже не було. Одна із причин цього        
- складність навчання глибоких нейронних     
мереж. Для навчання мережі необхідно: 1)      
достатньо великі об’єми даних (чим більш      
складна задача вирішується, тим більш складною      
має бути архітектура мережі і тим більше       
потрібно даних); 2) обчислювальні потужності     
(достатньо потужні нейронні мережі вимагають     
багато ресурсів, особливо під час фази навчання).       
Ці проблеми стали менш суттєвими саме на       
початку XXI століття - поява мережі Інтернет та        
багатоядерних процесорів, а потім - обчислень на       
графічних процесорах сприяло цьому. Це     
повернуло інтерес до вивчення нейронних мереж      
вченою спільнотою. Проте виявилося, що є одна       
невирішена проблема: так як тренування моделі      
завжди зводиться до мінімізації функції втрат,      
ми далеко не завжди маємо можливість      

використовувати складні алгоритми оптимізації    
для глибоких мереж по причині їх      
обчислювальної витратності. 

Додатково, у мережі, в силу своїх      
архітектурних особливостей, можуть виникати    
небажані ефекти під час навчання: затухання      
градієнта, “градієнтний вибух”, “перенавчання”    
(overfitting в англомовній літературі - процес      
адаптації моделі до навчальних даних, під час       
якого мережа добре працює на начальних даних,       
але дає неправильні прогнози на валідаційних      
даних; характерно для ситуацій коли немає      
можливості отримати достатню кількість даних     
для навчання/валідації).  

У даній статті будуть розглянуті методи і       
алгоритми, які в тій чи іншій мірі допомагають        
боротися з цими проблемами і дають змогу       
навчати глибокі моделі - передтренування без      
учителя [8, 9], спеціальні методи випадкової      
ініціалізації параметрів моделі [6, 7],     
перенесення знань та доменна адаптація [11], а       
також описані ідеї покращення існуючих     
алгоритмів.  

2. Передтренування без учителя 
Передтренування без учителя   

(unsupervised pre-training в англомовній    
літературі) - сімейство алгоритмів, які працюють      
на нерозмічених даних. У даний момент      
практично дані алгоритми практично не     
використовуються для передтренування, проте    
вони мають значну історичну цінність і є       
джерелом ідей для побудови алгоритмів для      
вирішення інших задач. 

Першим суттєвим проривом в    
передтренуванні нейронних мереж стала поява     
алгоритму без учителя, базованого на ​обмежених      
машинах Больцмана (restricted Boltzmann    
machines), розробленого групою Джефрі Хінтона     
[9]. Основна ідея методу - будемо вважати, що        
існують видимі ознаки, які представляють наші      
дані та невидимі(латентні) ознаки, які нам      
невідомі і між ними існує зв’язок, таким чином        
необхідно знайти такі параметри моделі, які      
дадуть змогу перейти із простору видимих ознак       
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в простір невидимих, при цьому невидимі ознаки       
мають давати змогу достатньо якісно відновити      
оригінальні дані зворотнім перетворенням. 

Навчання моделі проводиться    
алгоритмом порівняльної розбіжності   
(contrastive divergence в англомовній літературі),     
розробленого також групою Хінтона [10]. Для      
кожного шару мережі (вихід попереднього шару      
є входом для поточного, виключенням є перший       
шар - для нього входом є оригінальні дані),        
алгоритмом порівняльної розбіжності   
проводиться максимізація функції   
правдоподібності вхідних даних по параметрах     
шару: 

(x; )W * = argmaxW ∏
 

x∈X
P W  

Основний недолік цього методу -     
складність налаштування алгоритму і    
необхідність вирішення додаткової задачі, яка по      
складності може не поступатися основній.     
Порівняння навчання нейронної мережі з     
передтренуванням обмеженою машиною   
Больцмана зображено на Рис.1. 

 
Рис.1 - Порівняння навчання нейронної 

мережі на базі цифр MNIST з використанням 
обмежених машин Больцмана 

Інший спосіб передтренування мережі -     
використовувати автокодувальники, які можна    
вважати розвитком методів, базованих на     
обмежених машинах Больцмана. 

Автокодувальник [12] - архітектура    
нейронної мережі, яка може використовуватися     
для багатьох задач - породження нових даних,       

зменшення зашумленості даних, стиснення    
даних і передтренування. Ідея полягає в      
наступному: аналогічно, як і в обмежених      
машинах Больцмана, будемо вважати, що     
існують видимі ознаки, які представляють наші      
дані, та приховані ознаки, які теж представляють       
наші дані та аналогічно як і в машинах        
Больцмана, ми повинні мати змогу по      
прихованих ознаках відновити оригінальні дані.     
Для цього використовується підхід    
“кодувальник-декодувальник” - мережа   
складатиметься із 2-х частин: 1) кодувальника,      
який перетворюватиме дані в точки латентного      
простору ознак; 2) декодувальника, який     
перетворюватиме точки, отримані від    
кодувальника в оригінальні дані.    
Автокодувальник із одним прихованим шаром     
зображено на Рис.2 
 

 
Рис.2 - Архітектура автокодувальника: ​x1​-​x5 ​- 

вхід мережі, ​z1​-​z3​ - приховані(латентні) ознаки, 
x’1​-​x’5​ - відновлений вхід 

Таким чином, натренувавши таку    
мережу, можна взяти ваги кодувальника та      
проініціалізувати ними частину параметрів іншої     
мережі, яка вирішуватиме основну задачу. Цей      
підхід належить до класу алгоритмів без учителя       
і є розвитком підходу із застосуванням      
обмежених машин Больцмана. Основна    
відмінність - машини Больцмана тренують за      
один крок один шар, який фактично виконує       
роль кодувальника та декодувальника одночасно.     
Автокодувальник же складається з 2-х підмереж,      
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кожна може складатися з багатьох шарів і       
стандартно подібна архітектура тренується в     
end-to-end стилі. При цьому методом     
градієнтного спуску зазвичай мінімізується    
функція середньоквадратичної похибки між    
входом і виходом мережі: 

,W * = argminW
1

2N ∑
N

i=1
(h(x ) x )i −  i

2  

де - вихід автокодувальника.(⋅)h  
Основна перевага цього методу - він      

дещо простіший, ніж обмежені машини     
Больцмана, тренується стандартним градієнтним    
спуском і розповсюдженням помилки, дає     
можливість проініціалізувати мережу не    
випадковими параметрами, а отриманими на     
основі апріорної інформації, закладеної в дані.      
Основний недолік - після навчання та      
ініціалізації, декодувальник не потрібен, при     
цьому нам потрібно у 2 рази більше даних для         
навчання всієї мережі (при умові, що кількість       
параметрів у кодувальнику та декодувальнику     
приблизно однакова). 

3. Випадкова ініціалізація методами  
Глоро і Хе 

Великий вклад у розвиток методів     
ініціалізації зробила спільна робота Ксав’є Глоро      
та Йошуа Бенджи [6], що вийшла у 2010 році. Ці          
дослідники поставили перед собою питання     
існування можливості навчання нейронної    
мережі повністю як одне ціле (в англомовній       
літературі - end-to-end learning). Достовірно     
відомо, що нейронна мережа чутлива до      
початкової ініціалізації параметрів. Основним    
результатом їх роботи став простий алгоритм      
ініціалізації, який покращив як швидкість, так і       
якість навчання та отримав назву ​ініціалізація      
Глоро ​(в англомовній літературі зустрічається     
назва Xavier/Glorot initialization). 

Розглянемо значення одного нейрону (до     
застосування функції активації): 

 x b x ,y = w ⊤ +  = ∑
i

wi i + b  

де - вектор вхідних значень, - вектор x      w    
параметрів. Таким чином, дисперсія не    ar(y)V  

залежить від вільного члена , а залежить тільки    b     
від вектора вхідних значень і вектора параметрів.       
Позначимо ​і​-й член суми як .     xyi = wi i  
Припустимо, що  та  - незалежні, маємо:xi wi   

ar(y ) ar(w x ) [w x ] V i = V i i = E i i − (M [w x ])i i
2 =

[x ] V ar(w ) [w ] V ar(x ) ar(x )V ar(w ),= M i
2

i + M i
2

i + V i i
де - оператор взяття математичного[⋅]M  
сподівання. 

Припустимо, що ми використовуємо 
симетричну функцію активації та випадково 
ініціалізуємо параметри значеннями, середнє 
значення яких дорівнює нулю. Тоді дисперсія 
матиме наступний вигляд: 

ar(y ) ar(x )V ar(w )V i = V i i  
Тепер, якщо припустити, що та    xi  wi

ініціалізуються з одного розподілу, при цьому      
незалежно, маємо: 

ar(y) ar( ) ar(w x )V = V ∑
nout

i=1
yi = ∑

nout

i=1
V i i =

,V ar(x )V ar(w )= nout i i  
де - кількість нейронів останнього шару.nout  

Бачимо, що дисперсія виходу    
пропорційна дисперсії входу із коефіцієнтом     

. Якщо використовується симетричнаV ar(w )nout i     
функція активації для якої для ​k​-го шару з        

одиничною похідною в околі нуля, то ,      1f (y )≈′ i
(l)  

 
то отримаємо коефіцієнт пропорційності    

, де - кількість кількість входів.V ar(w )nin i   nin     
Ідея Бенджи і Глоро полягає в тому, що для         
безперешкодного проходження значень активації    
та градієнтів по мережі, дисперсії в обох       
випадках мають бути близькими до одиниці.      
Оскільки для шарів різних розмірів не можна       
задовольнити обидві умови одночасно, було     
запропоновано ініціалізувати ваги симетричним    
розподілом з наступною дисперсією: 

,ar(w )V i = 2
n +nin out

що для рівномірної ініціалізації приводить до      
розподілу: 

∼U (− , )wi
√6

√n +nin out

√6
√n +nin out

 

Для несиметричних функцій активацій    
(таких як ReLU), використовується ​ініціалізація     
Хе [7], розроблена і опублікована Кайміном Хе у        
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2015 році. Використовуючи аналогічні    
міркування, можна отримати: 

, ar(w )V i = 2
n

in
(l) ∼N (0, )wi  √ 2

n
in
(l)

Перевагою цих методів є простота     
реалізації і відносно висока якість ініціалізації,      
проте ми не можемо закласти апріорні знання в        
модель, так як при ініціалізації ці знання не        
враховуються. 

Результати роботи обох методів    
зображено на Рис.3 та Рис.4. 

Рис.3 - Порівняння навчання нейронної 
мережі на базі цифр MNIST з використанням 

ініціалізації Глоро 

Рис.4 - Порівняння навчання нейронної 
мережі на базі цифр MNIST з використанням 

ініціалізації Хе 
4. Перенесення знань та доменна адаптація

Перенесення знань (transfer learning) та     
доменна адаптація моделі [11] - потужні      

методики, які застосовуються в передтренуванні     
мережі. 

На даний момент існує велика кількість      
якісно натренованих моделей для вирішення     
багатьох задач - моделі натреновані для      
вирішення задачі класифікації [6, 12], локалізації      
та детекції з багатьма класами об’єктів [5, 6] в         
області комп’ютерного зору, тощо. Зазвичай,     
дуже складно знайти модель, яка тренувалася на       
даних, розподіл яких подібний до розподілу      
даних конкретної задачі. Відповідно, моделі     
натреновані на одних даних можуть погано      
працювати на входах, які мають інший розподіл,       
ніж тренувальний набір даних. Наприклад     
класифікатор, який навчався на зображеннях,     
зроблених вдень, добре працюватиме на     
зображеннях знятих вдень, але буде помилятися      
на зображеннях знятих вночі. Виникає питання -       
чи можливо, незважаючи на це обмеження,      
перевикористати існуючу модель для рішення     
конкретної задачі? Головна ідея методу доменної      
адаптації або дотренування полягає в     
наступному: замість тренування мережі повністю     
з нуля, можна використати уже натреновану      
мережу, яка натренована для вирішення задачі      
дуже близької до нашої і дотренувати її на наших         
специфічних даних. Як результат, мережа     
адаптується до нового розподілу даних і дає вірні        
передбачення на подібних даних. Цей метод має       
багато переваг і добре себе зарекомендував в       
області комп’ютерного зору: існує багато     
готових моделей, наприклад для задач     
класифікації та детекції, які вирішують     
достатньо велике коло задач і їх можна       
використати. Ще одна перевага - для      
дотренування мережі зазвичай потрібно на     
порядок менше навчальних даних. Проте, якщо      
вирішувана задача достатньо специфічна або     
існуючі натреновані моделі через свої     
архітектурні особливості не дають змоги їх      
використовувати (приклад - мережа має занадто      
мало параметрів і не може виявити необхідні       
закономірності в даних або навпаки - має занадто        
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багато параметрів і є обчислювально витратною),      
то даний метод не застосовний в повній мірі. 

Ще одна можлива проблема -     
необхідність змінити архітектуру моделі,    
наприклад, додавши додаткові виходи у модель,      
або додавши приховані шари. Навіть у цьому       
випадку ми можемо використати частину     
параметрів мережі. Для того, щоб зрозуміти      
принцип роботи методу перенесення знань,     
потрібно згадати принцип роботи нейронної     
мережі. Розглянемо мережу глибини (де під    n   
глибиною мається на увазі кількість шарів), де       
під глибиною мається кількість шарів і      
розглянемо процес обчислень, який виконує     
мережа під час навчання і прогнозування. Кожен       
шар мережі під час навчання вивчає певні       
шаблони в даних. При цьому, чим глибший шар,        
тим більш складні шаблони він вивчає.      
Наприклад, припустимо, що ми навчаємо мережу      
для класифікації зображень - модель має давати       
відповідь чи є на зображені людина, чи ні. У         
цьому випадку, ранні шари мережі вивчають      
примітивні ознаки - наявність ліній різного      
нахилу та товщини, наявність певних кольорів,      
тощо. Більш глибокі шари вивчають більш      
складні ознаки, комбінуючи виходи попередніх -      
шукаючи дуги, овали та інші більш складні       
шаблони. Останні шари мережі на основі виходу       
попередніх здатні вивчити частини тіла - голову,       
очі, руки, тощо. Останній же шар на основі цієї         
інформації приймає рішення про наявність     
людини на зображенні. Схематично процес     
зображено на Рис. 5 

Рис. 5 - Роль шарів в нейронній мережі прямого 
поширення 

Таким чином, ми можемо    
перевикористати частину параметрів перших    k
шарів однієї мережі. Ця техніка досить корисна,       
особливо у випадках коли потрібно розширити      
функціональні можливості нашої моделі:    
очевидно, маючи модель, яка класифікує     
зображення для виявлення присутності людини     
на фото, можна створити нову модель, яка       
додатково прогнозуватиме положення людини,    
при цьому достатньо взяти ваги першої моделі і        
перенести їх в другу та дотренувати її. Недоліки        
даного підходу - через специфічність задачі,      
можлива відсутність натренованих моделей, які     
вирішують подібні задачі. 

Результати використання даного методу    
зображено на Рис.6 

Рис.6 - Приклад навчання нейронної 
мережі на підмножині бази MNIST з 

перенесенням значень параметрів іншої модель, 
навченої на іншій підмножині цифр цієї ж бази 
5. Ідеї покращення алгоритмів  

передтренування 
Одним з найперспективніших напрямків є     

модифікація методів передтренування, що    
базуються на обмежених машинах Больцмана.     
Основна перевага цього методу - можливість      
закласти певні апріорні знання і розподіли, які є        
в даних та виконувати навчання пошарово. Але       
складність налаштування та навчання мережі     
алгоритмом порівняльної розбіжності робить    
даний підхід менш практичним відносно інших      
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підходів. Основні ідеї для покращення роботи      
даного підходу: 1) замінити алгоритм     
порівняльної розбіжності на алгоритм    
градієнтного спуску із зворотнім    
розповсюдженням помилки; 2) замінити    
стандартні функції втрат такі, як, наприклад,      
середньоквадратична помилка або бінарна    
кросентропія на функцію, яка буде штрафувати      
модель (наприклад, для задачі класифікації) за      
вивчення ознак, які не розділяють або слабо       
розділяють задані класи. Такою функцією може      
бути ​коефіцієнт Жаккара​: 

,(A, B)J  = A∩B| |
A∪B| |  

який використовується в області комп’ютерного     
зору для оцінки якості роботи детекторів об’єктів       
на зображенні та відомий під назвою      
“intersection over union”-метрикою​. Таким    
чином, наприклад, при класифікації об’єктів, чим      
менше перетинаються ознаки об’єктів різних     
класів, тим менше будуть штрафуватися     
параметри шару і менше буде помилка      
класифікації, що і є основною метою алгоритму. 

6. Висновки

Область досліджень, що розглядається, є     
джерелом ідей для покращення роботи існуючих      
алгоритмів та методів. У цій статті були       
проаналізовані основні та найпоширеніші методи     
передтренування та ініціалізації мереж, були     
зазначені їхні переваги та недоліки, області їх       
застосовності. Дані методи в тій чи іншій мірі        
можуть бути застосовані для широкого кола      
задач та архітектур мережі, проте в цьому є        
певний недолік - наклавши певні обмеження або       
використовуючи більш специфічні методи,    
можна отримати кращі результати в обмеженому      
колі задач. Наприклад, сконцентрувавшись на     
задачі класифікації, можна отримати значно     
кращі методи ініціалізації, так як для даної задачі        
важливо, щоб модель вивчила дискримінативні     
ознаки. При цьому і машини Больцмана, і       
автокодувальники шукають генеративні ознаки,    
так як вони в тій чи іншій мірі мають вміти          
відновлювати дані, що може корисно для      
семплінга нових даних, але не потрібно для       
класифікації. 
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Метою даної роботи є представити алгоритм сортування, який дозволяє паралельно виконувати 

операції порівняння, проаналізувати складність та час виконання алгоритму, обговорювати 

віртуальний процес для цього алгоритму та реалізацію програми мовою C++, яка імітує такий 

віртуальний процес. У цій роботі були вирішені такі проблеми: запропоновано алгоритм сортування 

решетами, доведено правильність його виконання, досліджено складність та терміни роботи цього 

алгоритму, запропонована структура віртуального процесу, що реалізує цей алгоритм, 

обговорювалася програма мовою C++, що імітує такий віртуальний процес. Код програми може 

бути взятий у авторів. Також було вдосконалено алгоритм та доведено правильність такого 

вдосконалення. У процесі вирішення проблем було виявлено незручність класичної UNIX-подібної 

реалізації для роботи з механізмами пайпів та створення процесами.  

Ключові слова: сортування решетами, віртуальний процес. 

The purpose of this paper is to present a sorting algorithm that allows parallel execution of comparison 

operations, analysing complexity and runtime of the algorithm, discussing about a virtual process for this 

algorithm, and the implementation of the C++ program that simulates such a virtual process. The following 

problems were solved in this paper: the algorithm of sieve sorting was proposed, the correctness of its 

execution were proved, the complexity and timing of this algorithm were investigated, the structure of the 

virtual process implementing this algorithm was proposed, the C ++ program that simulates such a virtual 

process was discussed. Program code may be taken from the authors. The improvement for the algorithm 

also provided and correctness of such improvement proved. In the process of problem solving the 

inconvenience of classical UNIX-like implementation for working with the mechanisms of piping and the 

processes creating was found out. 

Key Words: sieve sorting, virtual process. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

1. Introduction and formulation of the

problem

A traditional computer has one processor. The 

consequence of this was the technology of sequential 

programming. Increasing the number of processors 

from one to two can not solve the problem of 

running a parallel program. The number of 

simultaneously evaluated commands limited to 

number of processors. The maximum achievement is 

the parallel execution of two programs. Such an 

approach to parallel computing was in operating 

systems similar to UNIX [1]. The command line 

operator pipe [2] allows you to build chain of 

processes, each of which is desirable to be performed 

in parallel. In a classic UNIX-like system with one 

processor, parallel execution was impossible and was 

imitated using time-sharing technology. The 

parallelism was in that that it was impossible to 

predict which process would be executed at a given 

time point. This approach has allowed to extend such 

parallelism to multiprocessor systems where the 

number of processors is not significantly more than 

one. Simultaneous use of the pipe with two processes 

executed by two different processors practically does 

not differ from the one-processor case. 

Let’s consider the problem of sorting the values 

of some type with the missing property of the 

neighborhood [3]. For a single-processor system, it is 

proved that the complexity of the algorithm with 

comparison for solving such a problem can not be 
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less than n*log(n), where n is the number of values 

for processing [4]. 

The purpose of this paper is to present a sorting 

algorithm that allows parallel execution of 

comparison operations, analysing complexity of the 

algorithm, discussing about a virtual process for this 

algorithm, and the implementation of the C++ 

program that simulates such a virtual process. 

2. Algorithm for Sieve Sorting

Sieve sorting of the sequence of values is 

performed by the system of sequential adaptive 

sieves each of which selects the value from the 

sequence according to the specified criterion. The 

number of sieves is determined by the number of 

elements to be sorted. The algorithm of the first 

element of the system of sieves is the algorithm for 

the generation the sequence of values to be sorted. 

Also this element gather sorted sequence. The 

algorithm of each next sieve is the same and looks as 

follows:  

• Step 1. Get the first value. Make it as a

value that has been found.

• Step 2. Get the first next value.

• Step 3. If the is no such a value, then

process of sieves constructing is finished.

Return the value that has been found to the

previous element (sieve). Stop.

• Step 4. Compare the first next value and

the value that has been founded. In the

case of the criteria violation for sorting,

swap them.

• Step 5. Create the next sieve and pass the

first next value to it.

• Step 6. Get the next value.

• Step 7. If the is no next value, then

process of sieves constructing is finished.

Return the value that has been found to the

previous element (sieve). Go to Step B.

• Step 8. Compare the next value and the

value that has been founded. In the case of

the criteria violation of sorting, swap

them.

• Step 9. Transfer the next value to the next

sieve.

• Step A. Go to step 6.

• Step B. Get one by one all ordered values

from next sieve and send them to previous

element (sieve). Stop.

The specified sorting system works correctly in 

accordance to the following theorem. 

Theorem 1. The sieve that performed specified 

algorithm correctly sorts a given sequence of values. 

Let prove this theorem by induction on the length 

of sequence to be sorted.  

Induction base. Let the length of sequence is 1. 

This sequence is always sorted by any criterion. The 

first value that is received by sieve is returned as 

sorted by Step 3. So for such sequences system 

perform sorting correctly. 

Induction step. Assume that sieve correctly sort 

the sequence of length n. Show now that the 

sequence of length n+1 will be sorted correctly. Each 

next sieve sorts the sequence which length is one 

shorter. The value that founded by the sieve is 

satisfying the sort criterion in comparison to values 

passed to next sieve according to Steps 4 and 8. The 

resulting (sorted) sequence of the sieve is composed 

from the founded value and the resulting sequence 

from the next sieve (Steps 7 and B). This sequence is 

correctly sorted according to the sorting criterion. So 

the induction step is proved. 

A schema of evaluation of such an algorithm is 

presented in Figure 1. 

Fig. 1. Sieve sorting schema 

3. Complexity and runtime of the 

Algorithm

The complexity of sorting algorithms is 

determined by the number of comparison performed 
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on sorted values. Let’s have n elements to be sorted. 

Then the first sieve will perform n-1 comparisons. 

Each next sieve performs one comparison less. In 

general, the total number of comparisons is estimated 

as n2. This coincides with the complexity of bubble 

sorting [5]. Thus, the following theorem is valid. 

Theorem 2. The complexity of the sieve sorting 

algorithm is n2 where n is the number of values to be 

sorted. 

The execution time of the algorithm as well as its 

complexity is estimated in the number of executed 

single actions. For sequential algorithms, these two 

values coincide, since only one action is performed 

at a time. For parallel algorithms, the execution time 

and the complexity of the algorithms do not coincide 

because of the ability to perform some actions 

simultaneously. 

The next figure shows dependence of the number 

of simultaneous actions from the algorithm execution 

step number. 

Fig. 2. The amount of actions from the step number dependence 

All sieve and generator (the first element) of the 

proposed algorithm work in parallel. In the first step 

of the execution of the algorithm, the following 

actions will be performed: the generator creates the 

first sieve and transmits the value to it. In the second 

step, the generator transmits the next value to the 

first sieve. In the third step, the generator again sends 

the next value (new one) to the first sieve. At the 

same time, the first sieve compares two values, 

performs sorting, creates the next sieve and passes 

the corresponding value to it. In the fourth step, the 

generator again passes the next value to the first 

sieve. At the same time, the first sieve compares two 

values, performs sorting actions, and passes the 

corresponding value to the second one. At the same 

time, the second sieve compares two values, 

performs sorting, creates the next sieve and passes 

the corresponding value to it. Thus, at each 

subsequent step, the number of comparative 

operations performed simultaneously increases by 

one. After the n steps are completed, the generator 

stops generating new values. Starting from this 

moment, the number of comparisons performed 

simultaneously, with each step, is decreased by one. 

As the returning of the result values requires n 

additional actions, the time of performance increased  

by n action equivalent to the comparison of values. 

Thus, the total execution time of the algorithm 

provided the simultaneous execution of the action, is 

3n. 

This allows us to formulate the following theorem 

and consider it as proven. 

Theorem 3. The execution time of the sieve 

sorting is linear to the number of specified values. 

4. Improvement of sieve sorting 

In the Step 3 and 7 resulting values returned to 

previous element of the sorting system. As a result 

this process takes n time unit. It is possible to change 

this by changing the previous element to the first 

element. The correctness of improved algorithm 

based on the fact, that each sieve returns the founded 

(resulted) value after the last value passed this sieve. 

So the next theorems considered as proven. 

Theorem 4. The improved sieve algorithm 

perform correct sorting of given sequence of values. 

Theorem 5. The execution time of the improved 

sieve sorting is linear to the number of specified 

values. 

5. Virtual Process for the Sieve Sorting 

discussion 

The complexity in the practical implementation 

of the above algorithm and practical achievement of 

the declared time-of-execution evaluation is the lack 

of computer systems with a sufficient number of 

processors. The virtual process [6] that implements 

the algorithm can be performed on many computers 

at the same time. The generator and each of the 

sieves are implemented by a separate atomic process. 

When the ratio of the number of processors to the 

number of values to be sorted reach the values one to 

one, the execution time of the virtual process will 

correspond to the theoretically estimated. 

6. Realization of the Virtual Sorting 

Process in Linux discussion 

Linux Mint 18.3 32-bit was chosen as Linux 

version. This choice is motivated by the greatest 

popularity of this distribution among all others today. 

The distribution has been installed on a virtual 

computer with 2GB of RAM and four processors. 

The host computer has 8GB of RAM and an Intel i5 

processor. 

In the program, one atomic virtual process is 

implemented by a separate Linux process. Creating 
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new processes is done by calling the fork() function. 

Pipes are used to transfer the values between the 

processes. The value -1 is used as a sign of 

completion of the value sequence. The processing of 

false situations is carried out in the final actions of 

the main() function after executing the cutting goto. 

The program does not try to be a 

good_style_program, but a program that solves the 

problem. The use of cutting goto is due to the lack of 

"good" implementations of work with pipe()s and 

fork()s. 

7. Conclusion  

In this paper the following problems were solved: 

the algorithm of sieve sorting was proposed, the 

correctness of its execution were proved, the 

complexity and timing of this algorithm were 

investigated, the structure of the virtual process 

implementing this algorithm was proposed, the C ++ 

program that simulates such a virtual process was 

proposed. In the process of problem solving the 

inconvenience of classical UNIX-like 

implementation for working with the mechanisms of 

piping and the processes creating was found out. 

This will be the direction of further research for the 

development of virtual processes. 
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Проведено порівняльний аналіз методів машинного навчання для вирішення задачі раннього 

прогнозування та діагностики епілептичних нападів за допомогою електроенцефалографічних 

сигналів. Побудована математична модель досліджуваних алгоритмів та наведено кількісні дані 

для оцінки ефективності методів. 

Ключові слова: машинне навчання, епілепсія, електроенцефалографія, передіктальні стани. 

The comparative analysis of machine learning methods has performed to solve the problem of early 

detection and prediction of epileptic seizures using electroencephalographic signals. Recent studies has 

shown that it is possible to predict seizures in prior of its physical appearance.  Our goal is to present 

and analyse different approaches of seizure prediction techniques, particulary in machine learning and 

deep learning. Seizure prediction has made important advances over the last decade, nevertheless it is 

still a problem to provide steady algorithm of seizure early detection. Also, within individual patients 

exhibit distinctive dynamics, is it cruicial to find algorithms providing greater clinical utility. This article 

focuses of the problem of features development from electroencephalography signals in order to provide 

the accurate pattern recognition techniques for detection and classification of epilepsy seizures in 

advance. The mathematical model of the algorithms is constructed and quantitative data presented for 

estimating the methods efficiency. 

Key Words: machine learning, epilepsy, electroencephalogram, preictal seizures.

Статтю представив д.ф.- м.н., проф. Анісімов І.О. 

Вступ 
Епілепсія – це стан, що характеризується  

функціональним порушенням роботи головного 

мозку. Непередбачуваний характер нападів, що є 

характерним проявом захворювання, становить 

серйозну загрозу для життя та здоров’я людини. 

Для більшості випадків причина хвороби 

невідома, тому задача ранньої діагностики та 

прогнозування нападів наразі активно 

вивчається. Ефективним методом графічної 

реєстрації біоелектричної активності головного 

мозку, що використовують при дослідженні 

епілепсії є електроенцефалографія (ЕЕГ). У 

клінічних дослідженнях використовують 

багатоканальні (від ста двадцяти шести 

електродів) відведення та середній час одного 

дослідження триває від декількох годин до трьох 

діб. Відповідно, виникає необхідність в аналізі 

великих масивів даних у режимі реального часу. 

З розвитком методів машинного навчання, 

необхідність оптимізації виділення основних 

статистичних характеристик ЕЕГ сигналу 

відіграє вирішальну роль при створенні 

алгоритмів прогнозування на їх основі. Метою 

даної роботи є визначення основних підходів та 

методів, що використовуються для вирішення 

проблеми класифікації та виділення комплексів 

пік-хвилі та спайкової активності у 

передіктальний період. Проаналізувати основні 

статистичні характеристики ЕЕГ сигналів, що 

слугують вхідними параметрами до 
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98

mailto:gaidar.viktoria@gmail.com


Вісник Київського національного університету 

імені Тараса Шевченка  

Серія фізико-математичні науки  

2018, 4 Bulletin of Taras Shevchenko 

National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 

запропонованих методів машинного навчання та 

провести оцінку їх ефективності.  

Передумови раннього детектування 

епілептичних нападів 

Електроенцефалографія є однією з простих 

та мобільних методів для виявлення аномалій, які 

спостерігаються при епілепсії. Цей метод 

діагностики безпечний і багатофункціональний 

для вирішення задач розпізнавання, локалізації і 

виявлення синдрому епілепсії [1]  

Рис. 1 Стандартна схема підключення 

електроенцефалографу «10-20 %»  

У даній роботі порівняються підходи 

машинного навчання до побудови специфічних 

до пацієнта класифікаторів, які дозволяють 

передбачити епілептичний напад за допомогою 

таких методів як згорткові нейронні мережі 

(ЗНН), байєсівський класифікатор (БК), метод k-

найближчих сусідів (k-НС) і метод опорних 

векторів (МОВ). Розглядаються статистичні 

особливості, які найкраще вирішують проблему 

виділення патернів і дають достовірні результати. 

Поставлено деякі питання, можливості 

вирішення проблеми прогнозування епілепсії в 

термінах простої класифікаційної задачі.  

На сьогоднішній день було доведено 

існування перед епілептичних станів, що 

з’являються напередодні фізичного нападу. Ці 

стани залежать не тільки від типу епілепсії, а 

також і від особливостей окремого пацієнта. На 

даний момент не вирішеною залишається 

проблема виділення тих компонентів, які могли б 

описати зміни у передіктальний період як для 

окремого так і для групи пацієнтів.  

Виділення статистичних характеристик 

Прогнозування нападів є основною сферою 

досліджень, які базуються на аналізі 

особливостей ЕЕГ записів. Проте в даний час не 

існує надійних алгоритмів прогнозування нападів 

для клінічних застосувань. Незважаючи на 

відсутність розуміння механізму іктогенезу 

епілепсії, дослідження показали існування 

патернів, що виникають напередодні судом. Ці 

клінічні спостереження дають обгрунтування до 

пошуку специфічних ознак на 

електроенцефалограмах.  

Ранні дослідження [2] намагалися знайти 

рішення, використовуючи перші кілька періодів 

ЕЕГ, що передували фізичному нападу. Оскільки, 

така процедура передбачає, що просторово-

часова динаміка не змінюється від захоплення до 

захоплення, такі алгоритми виявилися 

ненадійними. Подальші дослідження розробили 

новий алгоритм, який ітераційно змінює 

параметри після кожного захоплення. 

Одне з перших комплексних досліджень [3] 

показує, як визначити патерни ЕЕГ для 

виявлення епілептичних нападів. У цьому 

дослідженні було побудовано 30 характеристик, 

включаючи біваріантні і багатоваріантні 

особливості, а також лінійні та нелінійні 

паараметри. Тут розглянемо лише основні 

характеристики, що застосовуються при 

передбаченні. Протягом усього обговорення 

дотримуються таких позначень: Fk
i – статистична 

характеристика i-го каналу для пацієнту k.  

ЕЕГ дані були записані як стохастична змінна 

X = (x1, x2, … xN), середнє значення як xс та 

дисперсію як Var(x1, x2, … xN) відповідно. 

Середньоквадратичне відхилення визначено як: 

2

1

1
[ ]

1

N

i

i

x x
N


=

= −
−
            (1) 

Асиметрія – це кількісна міра порушення 

симетрії нормального розподілу. Якщо асиметрія 

позитивна, дані позитивно відхилені або 

відхилені вправо. Це означає, що правий хвіст 

розподілу довший за лівий. Асиметрія 

обчислюється як 

2

1

1
[ ]

N
i

i

x x
skewness

N =

−
=  .             (2) 

Висоту і гостроту центрального піку відносно 

решти даних вимірюють за допомогою 

коефіціенту ексцесу:  

4

1

1
[ ] 3

N
i

i

x x
kurtosis

N =

−
= − ,      (3) 

 Це означає, що форма графіку розподілу 

ймовірностей більш гостра за нормальний 

розподіл, якщо вона має позитивне значення і 

пологіша, якщо вона має від'ємне значення. 

Використовують енергію сигналу за заданий 

період [4]: 
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i t

i t w

Energy t w s i
w

−

= −

=  ,  (4) 

де s(i)  – це амплітуда сигналу у момент часу i , 

значення сигналу відбираються послідовно, 

починаючи з початкового моменту часу 1 і 

закінчуючи в момент часу w.  Якщо енергія 

сигналу усереднена по різному часовому вікну, 

вона розділена на дві характеристики: 

короткочасну енергію (STE) і довгострокову 

енергію (LTE). Накопичена енергія (АЕ) є 

іншим потужним засобом знаходження 

аномальної поведінки мозку і визначається як 

сума послідовних значень енергії сигналу у 

рухомому вікні [5]. АЕ виражається як: 

1

( ) ( )
t q

i

AE q Energy t w
−

=

= − .          (5) 

Методи дослідження 

Для класифікації записів ЕЕГ в один з 

чотирьох класів – іктальний, перед-іктальний, 

міжіктальний, пост-іктальний, було досліджено 

різні методи. Іктальний період відповідає 

епілептичній активності. Передіктальний – це 

період, що наступає за декілька хвилин до 

нападу. Постіктальна активність відповідає за 

період відразу після судом. Міжіктальним 

називають період між постіктальними і 

передіктальними патернами. Існує два загальних 

підходи в дослідженнях: статистичні та 

алгоритмічні. Статистичний підхід виділяє різні 

характеристики сигналу ретроспективно, в той 

час як алгоритмічний підхід позначає кожен 

момент часу в наборі даних, тому може бути 

використаний для  систем реального часу. Серед 

методів машинного навчання для вирішення 

даної задачі використовують наступні алгоритми: 

згорткові нейронні мережі (ЗНН), байєсівський 

класифікатор (БК), метод k-найближчих сусідів 

(k-НС) і метод опорних векторів (МОВ). 

Розглядаються лише два з вищезгаданих методів 

– згорткові нейронні мережі та метод опорних

векторів. Їх використовують у мобільних 

електроенцефалографах. 

Для виявлення та прогнозування епілепсії 

використовуються як методи з учителем, так і без 

учителя. У випадку навчання з учителем 

найбільш поширеними техніками, є штучні 

нейронні мережі (ANN). Вони використовуються 

для виконання певних конкретних завдань, таких 

як кластеризація, класифікація, розпізнавання 

образів [6]. Нейронна мережа складається з 

декількох шарів, метою яких є вилучення різних 

рівнів представлення даних, які є актуальними 

для конкретної проблеми. Фундаментальним 

елементом обробки нейронної мережі є нейрон. 

Існує багато варіацій основного типу нейрона, 

що ускладнює спроби людини електрично 

відтворювати процес мислення. Проте всі 

природні нейрони мають чотири основні 

компоненти – дендрит, сома, аксон і синапс. 

Дендрити діють як вхідні канали. Сома потім 

обробляє ці вхідні сигнали протягом деякого 

часу. Далі сома перетворює отриману величину 

на вихідний сигнал, який посилається іншим 

нейронам через аксон і синапси. Нейрон отримує 

вхідний сигнал різних джерел, об'єднує їх певним 

чином, виконує нелінійну операцію, а потім 

виводить кінцевий результат. На рис.2 показано 

взаємозв'язок цих чотирьох частин [7]. 

Рис. 2 Схематичне зображення штучного нейрона 

Метод опорних векторів – це метод 

регресійного аналізу даних з керованим 

навчанням. Основною задачею є створення 

алгоритму класифікації даних за допомогою 

навчальної вибірки, яка вже має поділ на класи. 

Він використовується для класифікації нових 

значень. Алгоритм має два основні етапи: 

відображення даних у простір ознак, за 

допомогою ядра методу та побудова розділової 

гіперплощини.  

Добірка даних за допомогою нелінійного 

відображення «переноситься» у простір з 

більшою розмірністю, що називається 

простором ознак. Ядро це функція K(x,y), що 

відображає вибірку даних у множину дійсних 

чисел R. Існує багато видів ядер, які 

застосовуються на практиці: поліноміальне [8], 

гауссове, експотенціальне. Для побудови 

розділової гіперплощини необхідно 

враховувати лінійну роздільність набору даних.  

Для обох випадків є стандартний алгоритм 

визначення розділової гіперплощини.  Y [-1;1] 

вказує на клас до якого належить точка xi, що є 

р-вимірним вектором у просторі ознак. 

Необхідно знайти таку гіперплощину, яка чітко 

розмежовує xi для яких yi=1 та xi для яких yi=-1. 
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Ця гіперплощина максимально рівновіддалена 

від обох груп даних. Необхідно обрати дві 

паралельні гіперплощини, які розділяють два 

класи даних таким чином, щоб відстань між 

ними була максимальною. Те саме справедливо 

і для задачі з декількома класами.  

Висновки 

Аналіз існуючих алгоритмів ранньої діагностики 

та прогнозування епілептичних нападів показав 

нові перспективи у створенні експертних систем. 

Методи головних компонент та опорних векторів 

є ефективними для визначення статистичних 

властивостей сигналу, що відповідають 

передіктальним станам. До таких властивостей 

належать середньоквадратичне відхилення, 

коефіцієнт асиметрії та параметри вейвлет-

перетворення п’ятого порядку. Побудова 

штучних нейронних мереж для моделювання 

динаміки інтракраніальних ЕЕГ сигналів 

показала можливість виділення патернів 

епілептичних нападів напередодні їх фізичного 

прояву. Однак створення мобільних систем 

передбачає аналіз даних у режимі реального 

часу. Тому, побудова таких систем потребує 

вивчення не лише специфічних статистичних 

характеристик, але і їхньої фізичної природи. 

Базуючись на проведених дослідженнях, 

необхідно враховувати фізичні особливості та 

залучати додаткові фізіологічні параметри, які 

можуть впливати на розвиток та прояв 

епілептичних станів та нападів. 
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Наведено структурну схему автоматизованої інформаційно – вимірювальної системи 

моніторингу характеристик атмосферного озону, призначення та взаємодія основних вузлів 

системи. Розглянуто програмне забезпечення керування системою. Надано результати визначення 

загального вмісту озону (ЗВО), які отримані порівнянням одночасних даних, що визначені 

оператором вручну та за допомогою макету інформаційно–вимірювальної системи, при цьому 

відносна похибка розбіжності вимірів не перевищувала 4,3 %. Результати вимірювань із 

автоматичним осередненням значень, які отримані протягом доби, показали, що немає необхідності 

вибирати вікна безхмарного або однорідного неба. Розробку можна рекомендувати для 

використання за основу для створення сучасної автоматизованої інформаційно – вимірювальної 

системи моніторингу характеристик атмосферного озону. 

Ключові слова: структурна схема, загальний вміст озону, програмне забезпечення, порівняння 

даних, макет інформаційно–вимірювальної системи. 

The structural diagram of an automated information and measurement system for monitoring the 

characteristics of atmospheric ozone, the purpose and interaction of the main components of the system are 

presented. System management software is considered. The results of determination of the total ozone 

content (TOC), which were obtained by comparing simultaneous data, determined manually by the operator 

and using the layout of the information-measuring system, with a relative error of measurement difference 

did not exceed 4.3%. The results of measurements with automatic averaging of the values obtained during 

the day showed that there was no need to choose windows of cloudless or homogeneous sky. The 

development can be recommended for use as a basis for the creation of a modern automated information and 

measurement system for monitoring the characteristics of atmospheric ozone. 

Key Words: block diagram, the total ozone content, software, comparison of the data, layout information 

measuring system.

Статтю представив академік НАН України, д.ф.-м.н., проф. Булавін Л.А. 

Вступ 

Автоматизована інформаційно –

 вимірювальна система (ІМС) моніторингу 

характеристик атмосферного озону повинна 

забезпечувати можливість автоматизованого 

вимірювання характеристик атмосферного озону, 

обробку та архівацію даних.  

ІМС (рис. 1) містить основні вузли, принцип 

роботи яких наведено нижче. 

• Блок термодатчика виконує функцію визначення

температури в термостаті. Аналоговий сигнал від 

блоку термодатчика, пропорційний температурі в 

термостаті, надходить на аналого–цифровий 

перетворювач (АЦП) блоку керування, який 

перетворює аналоговий сигнал у цифровий код. 

© А.В. Британ, Б.О. Іванов, В.Б. Осіс, 

2018 
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Рис. 1. Структурна схема системи 

вимірювальної системи.
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Роботою АЦП управляє мікропроцесор 

блоку керування по заданій програмі. 

Мікропроцесор запускає АЦП, знімає код 

сигналу температури та передає його до 

комп'ютеру (ПК). ПК обробляє отриману 

інформацію й формує файл температури, що 

надалі використовується для розрахунків змісту 

озону в атмосфері.  

• Блок сполучення виконує функцію

сполучення озонометра М–124 з інформаційно–

вимірювальною системою. 

Потік випромінювання світла, що надходить 

на фотоелемент озонометра М–124 з фільтруючої 

системи, перетворюється ним в електричні 

сигнали, які являють собою:  

– сигнал темнового струму (немає потоку

випромінювання світла); 

– сигнал 300 нм (потік випромінювання

світла, що пройшов крізь фільтр із довжиною 

хвилі 300 нм); 

– сигнал 326 нм (потік випромінювання

світла, що пройшов крізь фільтр із довжиною 

хвилі 326 нм).  

Сигнал з фотоелемента одночасно подається 

на підсилювач озонометра та підсилювач сигналу 

1 блока сполучення. Підсилювач озонометра 

виконує підсилювання сигналу до рівня, 

необхідного для роботи реєструючого пристрою 

озонометра, а також подає цей сигнал на 

підсилювач сигналу 2 блока сполучення. 

Блок сполучення має можливість роботи у 

двох режимах:  

– у режимі підсилювання сигналів із

фотоелемента (використовується підсилювач 

сигналу 1); 

– у режимі підсилювання сигналів із виходу

підсилювача озонометра (використовується 

підсилювач сигналу 2). 

Підсилювач сигналу 1 та підсилювач 

сигналу 2 виконують функції сполучення з 

озонометром М – 124 і підсилення сигналів, які 

надходять від озонометра. Комутатор блока 

сполучення використовується для вибору режиму 

роботи (підсилювач сигналу 1 або підсилювач 

сигналу 2). Сигнал з комутатора надходить на 

останній підсилювач блоку сполучення, який 

виконує функцію підсилення сигналу до рівня, 

необхідного для нормальної роботи АЦП. 

АЦП перетворює аналоговий сигнал з блока 

сполучення у цифровий вигляд і передає 

отримані дані до комп’ютеру. Керування 

роботою АЦП здійснює блок керування. Блок 

керування виконує також управління роботою 

АЦП, забезпечує обмін інформації з 

комп’ютером, який, у свою чергу, виконує 

функцію отримання даних від АЦП, їхню 

обробку, зберігання та архівацію. 

• Блок озонометра містить наступні основні

вузли: озонометр М–124 та систему 

автоматичного перемикання фільтрів, до якої 

входять кроковий двигун, редуктор, диск і 

оптопара. 

Цикл вимірювання (близько 3 хвилин) 

виконується заданою програмою в 

автоматичному режимі від ПК. Після запуску 

програми блок керування формує необхідне 

число імпульсів, які надходять на блок драйверів.  

Блок керування кришкою (БКК) містить 

систему автоматичного управління кришкою 

термостата, в яку входять кроковий двигун, 

редуктор, диск та оптопара. 

• Блок драйверів складається із двох

ідентичних драйверів, які виконують функцію 

управління кроковими двигунами блоку 

озонометра (драйвер 1) і блоку керування 

кришкою (драйвер 2).   

• Блок керування повинен виконувати такі

основні функції: 

1) вимірювання 3 сигналів, що надходять з

виходу блоку сполучення: 

– сигнал темнового струму (немає потоку

випромінювання світла); 

– сигнал 300 нм (потік випромінювання

світла, що пройшов крізь фільтр із довжиною 

хвилі 300 нм); 

– сигнал 326 нм (потік випромінювання

світла, що пройшов крізь фільтр із довжиною 

хвилі 326 нм); 

2) управління блоком керування фільтрами

(перемикання фільтрів) блоку озонометра; 

3) управління кроковим двигуном блоку

керування кришкою (відкривання та закривання 

прийомного вікна озонометра на час 

вимірювання характеристик атмосферного 

озону); 

4) вимірювання сигналу з виходу блоку

термодатчика (температура в термостаті); 

5) попередня обробка отриманої інформації

та передача її до комп'ютеру; 

6) забезпечення взаємодії програмного

забезпечення мікропроцесора БК із програмним 

забезпеченням мережевого комп'ютера. 

На структурній схемі наведені всі зв'язки 

взаємодії БК із елементами автоматизованої 

інформаційно-вимірювальної системи, які 

забезпечують виконання вказаних вище функцій 

блоку керування.  

БК містить такі основні елементи: 
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– 22х розрядний аналого-цифровий перетворювач

(вимірювання величини сигналів, що надходять з 

виходу блоку сполучення); 

– 10ти розрядний аналого-цифровий 

перетворювач (вимірювання сигналу з виходу 

блоку термодатчика); 

– мікропроцесор блоку керування (забезпечує

керування роботою БК та всієї системи в цілому). 

• Мережевий комп’ютер виконує функцію

керування роботою системи та забезпечує 

передачу інформації споживачам. 

• Термостат із нагрівачем слугує для

підтримки температури у певному діапазоні при 

зміні температури зовнішнього повітря. 

Терморегулятор виконує функцію керування 

тепловентилятором (включає тепловентилятор на 

нижній границі діапазону температури та 

виключає нагрівання при досягненні верхньої 

межі діапазону). 

Розроблено програмне забезпечення. Для 

гнучкого настроювання та керування системою 

було розроблено внутрішню мову команд. 

Послідовність команд вводиться одним рядком у 

вікно інтерфейсу.  

Керування роботою системи здійснюється з 

інтерфейсу “ВИМІРЮВАЧ ЗАГАЛЬНОГО 

ВМІСТУ ОЗОНУ”, приклад якого наведено на 

рис. 2. 

Виконується вибір порту для керування 

через USB зв'язок “COMX” залежно від того, як 

блок керування визначений у WINDOWS системі 

ПК (у цьому випадку “COM4”). Відкривається 

порт кнопкою “Open Port”. Здійснюється 

введення коефіцієнтів корекції вимірювальних 

каналів кнопкою “Запись” (при першому 

натисканні кнопки коефіцієнти з’являються у 

рядку керування, при другому - заносяться у блок 

керування вимірювачем озону. Обирається 

режим уведення команд натискаючи кнопку 

“Kom232”. Кнопкою “Автомат” вибирається 

режим керування “Одиночный”. Для керування 

комутацією натискається кнопка “Управл. ком” і 

переходимо в режим “On com”. Кнопкою 

“Азимут” видаляється вміст рядка керування. 

Вводяться необхідні команди з файлу “Ozon 

com.txt”, для чого копіюється обрана команда з 

файлу в рядок керування. Для виконання 

команди натискається кнопка “Send”, при цьому 

рядок керування автоматично зчитується в БК і 

команда циклічно виконується. 

Наприклад, за командою “Хмарність 

інтенсивність” у програмне забезпечення 

вводиться коефіцієнт інтенсивності хмарності від 

1 до 4 (у цьому випадку 1), що використовується 

при розрахунках загального вмісту озону. 

Введення коефіцієнта виконується натисканням 

кнопки “Koef=”. За командою 

“d0150eFXbd0333yp B” фільтри періодично 

переводяться у три положення (фільтр 1, фільтр 

2, корекція нуля). 

Набір можливих команд керування 

кроковими двигунами, їхніми режимами та 

комутацією каналів вимірювання розроблено для 

двох видів зв’язку USB та RS232.  

За розробленою робочою конструкторською 

документацією автоматизованої інформаційно–

вимірювальної системи моніторингу характеристик 

атмосферного озону М39.00.00.00.00 виготовлено 

діючий макет системи. 

Для перевірки роботи діючого макету 

інформаційно-вимірювальної системи він був 

встановлений на даху УкрГМІ. Перевірку 

виконано порівнянням одночасних даних ЗВО, 

які визначені оператором за допомогою 

озонометра М–124 (вимірювання вручну – ЗВО2), 

за даними, які визначені за допомогою макету 

інформаційно–вимірювальної системи 

(автоматизовані вимірювання – ЗВО1).  

Результати, які отримані за допомогою 

макету системи, наведені у таблиці 1. 

Розрахунок ЗВО автоматично у реальному 

часі виконується на ПК за моделлю [1], що 

враховує висоту Сонця, температуру і хмарність. 

На рис. 3 для прикладу наведено графік ходу 

ЗВО протягом доби за даними табл. 1, які було 

отримано 23.02.2017 р. На основі даних табл. 1 

розраховано середнє арифметичне за формулою 

[2]: 

1

n

i

i

X

X
n

==


 , (1) 

де: X – середнє арифметичне значення 

вимірюваної величини; iX – отримані значення 

вимірювань.  

Рис. 2. Вигляд інтерфейсу керування системою. 
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Таблиця 1 

Результати автоматизованих 

вимірювань ЗВО 

Результати розрахунку (середньодобовий 

загальний вміст озону ЗВОсi) занесені у перший 

стовпчик таблиці 2. Дані вимірювання 

середньодобового ЗВО, що визначені оператором 

вручну (ЗВО2i) та за допомогою макету 

інформаційно–вимірювальної системи (ЗВОсi), для 

порівняння занесено у таблицю 2. 

Таблиця 2 

Результати одночасних вимірювань ЗВО 

На основі даних табл. 2 розраховано за 

формулою (1) середнє арифметичне 

середньодобового ЗВО для ручного та 

автоматизованого способів вимірювань. 
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Рис. 3. Добовий хід ЗВО, що визначено 

автоматизованою системою. 
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Визначено значення перевідного множника 

K=350/254=1,38 та розраховано приведені 

значення середньодобового ЗВО, що визначені 

автоматизованою системою (ЗВО1i). Результати 

розрахунків занесені у табл. 2. 

На рис. 4 наведено графіки зміни 

середньодобового ЗВО за датами вимірювань, які 

визначені діючим макетом автоматизованої 

інформаційно–вимірювальної системи (крива 1 – 

ЗВО1i) та оператором вручну (крива 2 – ЗВО2i).  

За даними табл. 2 розраховано середнє 

квадратичне відхилення та відносна похибка 

вимірювань за формулами [2] (результати 

розрахунку занесено у табл. 2): 

( )
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=
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−

=
−

−

= 
−
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 , (2) 

де: X – середнє арифметичне значення 

вимірюваної величини; iX – отримані значення 

вимірювань; n = 14 – кількість вимірювань; 

t = 2,1 - коефіцієнт Стьюдента при Р = 0,95 і 

n = 14;  – середнє квадратичне відхилення;  – 

відносна похибка вимірювань. 

За розрахунками встановлено, що відносна 

похибка розбіжності вимірів середньодобового 

ЗВО не перевищує: автоматизованою системою – 

6,1 %, оператором вручну – 4,6 % та  двома 

методами (вручну та автоматизований) – 4,3 %. 

Висновки 

За розробленою робочою конструкторською 

документацією автоматизованої інформаційно–

вимірювальної системи моніторингу 

характеристик атмосферного озону 

М39.00.00.00.00 виготовлено діючий макет 

системи. 

Проведено перевірку роботи діючого макету 

інформаційно-вимірювальної системи 

порівнянням одночасних даних 

середньодобового ЗВО, які визначені оператором 

(вимірювання вручну – ЗВО2), із даними, які 

отримано за допомогою макету інформаційно–

вимірювальної системи (автоматизовані 

вимірювання – ЗВО1), при цьому відносна 

похибка розбіжності вимірів не перевищує 4,3 %. 

Результати вимірювань із автоматичним 

осередненням значень, які отримані протягом 

доби, показали, що немає необхідності вибирати 

вікна безхмарного або однорідного неба. 

Розробку можна рекомендувати як основу 

для створення сучасної автоматизованої 

інформаційно – вимірювальної системи 

моніторингу характеристик атмосферного озону. 
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The role of surface conductivity in 
electromechanics and electrohydrodynamics 

of a dielectric drop 

1Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
01601, Kyiv, Volodymyrska st. 64/13  
е-mail: o.pavlyniuk@gmail.com 

Для моделювання руху мікрочастинок у слабопровідній діелектричній краплині узагальнено 
діелектричну модель Тейлора, враховуючи поверхневий електричний струм. Визначено розподіл 
електричного потенціалу всередині та ззовні слабопровідної діелектричної кулі зануреної в 
слабопровідний діелектрик в електричному полі. У загальноприйнятому визначенні сумарної. 
об’ємної та поверхневої. провідності кулі враховано залежність від кутового розподілу зовнішнього 
електричного поля. Зроблено висновок, що міграція мікрочастинок на поверхні краплини за рахунок 
електрогідродинамічних (ЕГД) та діелектрофоретичних (ДЕФ) сил суттєво залежить від 
поверхневих провідностєй краплини та окремих мікрочастинок. 

Ключові слова: діелектрофорез, електрогідродинаміка, поверхнева провідність. 

A new technology of the electric-field manipulation by dielectric particles in dielectric liquids and drops 
has been developed in the last decades. To simulate electromechanics of microparticles in a weakly-
conducting dielectric drop the Taylor's leaky-dielectric model is extended. To achieve this electric-potential 
distribution inside and outside a weakly-conducting dielectric sphere embedded in a weakly-conducting 
dielectric in an electric field is determined taking into account the interfacial current. The conventional 
definition of the total, bulk plus surface, conductance of the sphere is detailed allowing for its dependence on 
the angular distribution of the external electric field. Technology of microparticles moving over the interface 
of the drop is based on the application of electrohydrodynamic (EHD) drag and dielectrophoretic (DEP) 
forces. The surface conductivities of the drop and individual microparticles can have a significant influence 
on the surface charge and thereby on the DEP and EHD drag forces. Thus, we show that recent explanation 
of manipulation by microparticles trapped at the interface of a silicone-oil drop immersed in castor oil is 
misleading. Taking into account the surface conductivity of the microparticles, we find that EHD drag and 
DEP forces are of the same direction but not opposite at zero or low frequencies as stated previously. Due to 
the reversal of the DEP force with the field frequency the motion of microparticles turns back. Surface 
conductivity of the drop can also explain experiments in which the prolate deformation persists after liquids 
of the drop and ambient medium are interchanged. 
Key Words: dielectrophoresis, electrohydrodynamics, surface conductivity. 

Статтю представив академік НАН України, д.ф.-м.н., проф. Булавін Л.А. 

Вступ 

Численні дослідження електромеханіки 
мікрочастинок у живих клітинах чи схожих 
штучних об’єктах формують один із основних 
напрямів сучасних біологічних наук і технологій 
[1-3]. Частина цих досліджень зосереджена на 
маніпулюванні мікрочастинками розподіленими 
у діелектричній краплині [4-9]. Зокрема, в [6, 7, 

9] вивчалося утворення структур з мікрочастинок
на поверхні міліметрових краплин. У роботах [4-
9] електричне поле використовували як
інструмент для переміщення мікрочастинок або 
рідини у мікролітрових об'ємах. 

Існує кілька способів переміщення частинок 
в рідині. Прикладене електричне поле може 
зумовити виникнення потоків рідини разом із 
зануреними частинками. Такі циркуляції рідини є 

© В.В. Дацюк. О.Р. Павлинюк 
 2018 
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предметом вивчення електрогідродинаміки, яку 
заснував Джеффрі Тейлор [10], представивши 
свою діелектричну модель для опису деформації 
краплин в стаціонарному електричному полі [11]. 
Важливе узагальнення теорії Тейлора на випадок 
змінного електричного поля проведено в роботі 
[12]. За допомогою даної теорії можна визначити 
ЕГД силу тяги. Існує й інший спосіб 
переміщення частинок завдяки ефекту діелектро-
форезу – переміщенню діелектричної частинки в 
неоднорідному електричному полі [1-3]. 

У роботах. присвячених даній тематиці. 
часто нехтують поверхневою провідністю 
краплини чи мікрочастинок. Лише близько в 10% 
робіт згадують чи розглядають її, хоча 
поверхневу провідність κ легко врахувати при 
визначенні ЕГД і ДЕФ сил. Потрібно лише 
замінити об'ємну провідність σ кулі радіусу a на 
[1-3] 

.
2

a

   (1) 

Дану формулу буде виведено нижче, з 
особливою увагою на походження сталого 
множника 2, який у більш загальній теорії 
повинен бути змінною величиною чи, навіть, 
оператором.  

У даній роботі модель провідної кулі в 
змінному електричному полі [12] узагальнено, 
враховуючи струм через поверхню краплини, і у 
частковому випадку отримано формулу (1). 
Новизна роботи полягає в ретельному врахуванні 
поверхневої провідності. Результати 
експериментів з маніпуляції мікрочастинками на 
поверхні краплини із силіконової олії [8] 
знаходять дещо нове пояснення через врахування 
поверхневої провідності як частинок, так і 
краплини. Поверхнева провідність також 
дозволяє пояснити спостереження [13] 
неочікуваних деформацій краплин. коли 
зовнішня рідина замінюється рідиною краплини, 
а рідина краплини змінюється на зовнішню 
рідину. 

Властивості слабо провідної діелектричної 
кулі 

Методи дослідження. В даній роботі ми 
розв’язуємо задачу електростатики для простої 
сферичної геометрії, для якої відомий загальний 
розв'язок рівняння Лапласа. Таким чином, задача 
зводиться до встановлення і розв'язку системи 
межових умов. Ми скористаємося звичайними 
межовими умовами для потенціалу та нормальної 
складової вектора напруженості електричного 
поля. Додатково введемо рівняння балансу для 

визначення поверхневого заряду. Після 
визначення розподілу потенціалу електричного 
поля можна застосувати відомі підходи [8, 10, 12] 
для обчислення деформації краплини і 
циркуляції рідини в ній, а також для аналізу руху 
мікрочастинок на поверхні. 

Для обчислення поверхневої сили на 
поверхні діелектричної кулі [12] використовуєть-
ся тензор напруг Гельмгольца [14]. Зокрема, 
тангенційна напруга, що зумовлює  течію рідини, 
визначається наступним чином: 

,cossin2  EsS p  (2) 

де θ – полярний кут, sp – поверхневий заряд на 
полюсі кулі за θ = 0, E2 – абсолютне значення 
вектора напруженості електричного поля на 
внутрішній поверхні. 

Розподіл потенціалу електричного поля. 
Розглянемо провідну сферичну краплину 
(середовище 2) занурену в провідне середовище 
1 в однорідному електричному полі, вектор 
напруженості якого спрямований вздовж осі z. 
Суперпозиція зовнішнього поля і поля 
поляризованої кулі задається потенціалом V1 = -
E z + (C1 / r2) cosθ за r ≥ a та V2 = C2 r cosθ за 
r ≤ a. Для визначення коефіцієнтів C1 та C2 
використаємо такі межові умови:  

,21 VV   за ;ar   (3) 
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де K1 , K2 – діелектричні проникності середовища 
та кулі, відповідно, s – поверхневий заряд. 

Використовуючи (3) і (4), знайдемо потен-
ціал зовні та всередині кулі та поверхневий заряд 
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Для того визначення sp  додатково до межових 
умов (3) і (4) розглянемо рівняння балансу заряду 
на поверхні кулі. 

Зміна поверхневого заряду в деякому 
елементі площі поверхні (θ = θ0, θ = θ0 + dθ, 
ϕ = ϕ0, ϕ = ϕ0 + dϕ, де ϕ – азимутальний кут, 
префікс d позначає нескінченно малий приріст) 
відбувається завдяки протіканню об’ємного 
струму вздовж радіус-вектора r через нього та 
поверхневим струмам через його межі. 
Врахування цих струмів дозволяє отримати 
рівняння балансу поверхневого заряду 
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де Δθ,ϕ позначає 
2

2

2sin

1
sin

sin

1




 














 . 

Якщо потенціал зовнішнього поля виразити через 
сферичні гармоніки Yl

m(θ, ϕ) порядку l, тоді 
Δθ,ϕYl

m(θ, ϕ) = l (l + 1)Yl
m(θ, ϕ), і формула (7) дещо 

спрощується 

.2
2

1
1 r

V

r

V

t

s






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

   (8) 

Тут ς2 – повна провідність кулі 

.)1(22 a
l


   (9) 

Зокрема, формула (1) є частковим випадком (9) 
для кулі, що перебуває в однорідному 
електричному полі. 

Рівняння (8) разом із умовою ∂s / ∂t = –i ω s 
та визначеними у формулах (5), (6) величинами 
V1, V2 дають наступні вирази для параметрів 
формули (2): 
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де τ1 = σ1 / (ε0 K1) – час релаксації об’ємного 
заряду. 

В електрокінетиці та електромеханіці 
частинок [2, 15] ключову роль відграє фактор 
Клаузіуса-Моссотті. Цей фактор використовують 
для визначення напрямку та абсолютної 
величини ДЕФ сили, що діє на частинку, яка 
знаходиться на поверхні кулі. Велична і 
напрямок цієї сили залежать від добутку 
β (2 + β) β' [8, 9], де β і β' – дійсні частини 
фактора Клаузіуса-Моссотті краплини і частинки 
в оточуючій рідині, відповідно. 

Запропонована вище модель провідної кулі 
дає таку формулу для фактора Клаузіуса-
Моссотті:  

,)1(
~

pdldCMf    (12) 

де 1]~1[  MWi  ,    12120 22~   KKMW
 –

модифікований час релаксації Максвела-Вагнера,  
в означенні якого замість σ2 підставлено ς2 , 

   1212 2
~  ld

– фактор Клаузіуса-

Моссотті провідної кулі з ς2 , використаним 
замість σ2 , і βpd = (K2 – K1) / (K2 + 2K1) – фактор 
Клаузіуса-Моссотті ідеальної діелектричної кулі.
Отримана формула (12) показує, що фактор 
Клаузіуса-Моссотті провідної діелектричної кулі 
змінюється в межах між двома граничними 
значеннями, 

ld~  та βpd. Параметр 1~
MW  називається 

частотою перегину і визначає частоту переходу 
від одного граничного випадку до іншого. З 
рівнянь (10)-(12) можна отримати результати 

наведені в [12], якщо не врахувати поверхневу 
провідність, тобто κ = 0. Якщо, окрім цього, 
покласти  ω = 0, то отримаємо початкову 
діелектричну модель Тейлора [10]. 

Варто відзначити що у більшості попередніх 
досліджень, за винятком декількох робіт [16-19], 
параметр κ формули (1) взагалі не згадується. 
Проте цим параметром не можна знехтувати, 
якщо а) радіус a кулі малий у порівнянні з 
характеристичною довжиною a1 = 2κ / σ1, б) куля 
має високо провідний шар чи в) зроблена із 
гарного ізолятора з σ2 ≈ 0, г) куля знаходиться в 
неоднорідному полі з l2 >> a / a1. Використовую-
чи опубліковані в роботі [20] дані, величину a1 
можна визначити для деяких твердих речовин 
(боросилікатного скла та чистого кварцу) у 
різних рідинах (дистильованій воді,  водних 
розчинах HCl та NaCl, метанолі та ацетонітрилі). 
Більшість значень потрапляють в діапазон від 26 
до 52 мкм. Згідно із проведеними у роботі [16] 
чотирма вимірюваннями, a1 приблизно дорівнює 
6 і 9 мкм для двох полістиролових куль з 
діаметрами приблизно 6 і 9 мкм занурених у 
воду. Наведені дані означають, що діелектрична 
модель Тейлора незастосовна для 
мікрогідродинаміки, оскільки ніяк не враховує 
поверхневу провідність, яка на макрорівні стає 
дуже важливою. Значення поверхневої 
провідності розглянуто нижче. 

Граничне наближення поверхневого 
провідника. Якщо припустити, що виконуються 
наступні нерівності 2κ / a >> σ2 і 2κ / a >> σ1, то 
величинами σ1 і σ2 можна знехтувати в (10) і (12). 
Таким чином, отримаємо 

,
1

3 10




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






1

1 pd
CMf . (13) 

Де ϑ = –iω ε0 (K2 + 2K1) a / 2κ. Властивості 
поверхнево-провідної кулі змінюються в 
широкому діапазоні. За |ϑ| >> 1 отримаємо 

0ps  та ,pdCMf   (14) 

що характерно для кулі з властивостями 
ідеального ізолятора. У випадку ж |ϑ| << 1 
отримаємо потенціал та інші характеристики 
ідеально провідної кулі: 

EKs p 103  та .1 pcCMf   (15) 

Обидві моделі, як ідеального діелектрика, 
так і ідеального провідника, передбачають 
відсутність ЕГД течії, тобто тангенційна напруга 
Sθ пропорційна добутку sp E2 стає рівна нулю. У 
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наближенні ідеального діелектрика Sθ = 0 тому, 
що sp = 0 при E2 ≠ 0. У випадку наближення 
ідеального провідника навпаки sp ≠ 0, але Sθ = 0, 
оскільки E2 = 0. Наведені теоретичні висновки 
добре узгоджуються з експериментами [6] і [9], 
відповідно. 

Експериментальні докази поверхневої 
провідності 

ЕГД сила. У роботі [12] було  проведено 
теоретичне і експериментальне дослідження 
впливу змінного однорідного електричного поля 
на виникнення деформацій і циркуляцій рідини в 
діелектричній краплині, що була занурена в іншу 
діелектричну рідину. Отриманий результат 
показав залежність даних ефектів від 
коефіцієнтів q = K2 / K1 і Z = σ2 / σ1. Після 
розрахунку безрозмірної дискримінаційної 
функції, що визначає тип деформацій краплин, 
було введено класифікацію систем [12]. У 
системах класу A, де q ≤ Z, електрично-
індукований потік по обидві сторони межі 
розділу спрямований від екватора до полюсів. У 
системах класів В та С, навпаки, потік 
спрямований від полюсів до екватора. У 
системах класів A і B краплина стає витягнутим 
сфероїдом. У системах класу С краплина стає 
сплющеною при низьких частотах і витягнутою 
при високих частотах. 

Згідно з [12], а також іншими дослідженнями 
[11], типи деформацій і напрями потоків 
змінюються на протилежний, якщо рідни 
поміняти між собою місцями. Наприклад, 
система з краплиною чистої силіконової олії, 
зануреної в касторову олію, належить до класу C, 
при цьому краплина сплющувалася в сталому  
електричному полі. Система ж, в якій краплина 
касторової олії занурена в силіконову олію, 
належить до класу А і  розтягується в 
електричному полі. Однак, в одному з 
експериментів, як краплина з 
поліметилфенилсілоксану (ПМФС) у веретенній 
олії, так і краплина веретенної олії в ПМФС 
витягуються вздовж напрямку вектора 
напруженості електричного поля [13]. 

Переходи систем класу C до класу A 
спостерігались у низці експериментів [6, 9]. В 
даній роботі, ми пропонуємо кількісний опис для 
цих результатів, що ґрунтується на врахуванні 
поверхневої провідності. Якщо ніякі інші 
процеси не враховуються, то узагальнення моделі 
роботи [12] зводиться до перевизначення 
параметра Z: 

2

11





a

a
Z . (16) 

Значення параметра Z зростає при зростанні 
 чи зменшенні a. Як результат, система класу C 
може перейти до класу B і, потім, до класу A. Це 
передбачення теорії підтверджується експери-
ментальними спостереженнями морфологічних 
переходів, коли сплющування змінюється на 
витягування [6, 9]. 

У роботі [6] глиняні частинки розчиняли у 
краплині силіконової олії міліметрового розміру 
з масовою часткою 1% і ця краплина 
занурювалася в касторову олію.. Стале та 
низькочастотне електричні поля формували на 
поверхні краплини ланцюжки з високо провідних 
глиняних частинок вздовж напряму вектора E. За 
достатньо високих напруженості електричного 
поля і концентрації глиняних частинок 
спостерігалася зміна деформації краплини від 
сплюснутої до витягнутої. Водночас, ЕГД потік 
рідини зупинявся. Як було зауважено в 
коментарях до рівняння (13), існує два способи 
пояснити таку поведінку системи. Перший спосіб 
полягає у використанні моделі ідеального 
діелектрика, як це і було, фактично, зроблено 
авторами у роботі [6], які дійшли висновку, що 
значно підвищена поверхнева провідність 
повинна зменшити накопичення заряду на 
краплині і тим самим зупинити ЕГД потік. Проте, 
такий підхід не дозволяє пояснити 
спостережувані в іншій роботі [9] витягування і 
подальший розпад краплини силіконової олії, 
також покритої високо провідними 
мікрочастинками. 

У роботі [9] також було проведено 
експерименти з одиничними міліметровими 
краплинами силіконової олії зануреними в 
касторову олію в однорідних сталому та 
змінному електричному полях. Краплини 
покривалися різними сферичними частинками: 
покритими сріблом порожнистими скляними 
мікрокульками із середнім діаметром від 15 до 
55 мкм, частинками чистого полістиролу, а також 
двома видами сульфонованих частинок 
полістиролу із середнім діаметром 40 мкм. 
Електропровідності мікрокульок коливалися від 
10-11 См м-1 для полістиролу до 107 См м-1 для 
срібла. Краплина чистої силіконової олії з 
ε2 = 2.8, σ2 = 5 – 10 пСм м-1 та μ2 = 50 мПа с в 
касторовій олії з ε1 = 4.7, σ1 = 50 – 100 пСм м-1 та 
μ1 = 700 мПа с належить до класу C, згідно 
класифікації [12]. Це означає, що краплина має 
бути сплюснута в сталому електричному полі та 
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витягнута в змінному електричному полі при 
частоті, що перевищує критичне значення. Теорія 
передбачає, що потік рідини повинен бути 
спрямований від полюсів до екватора, що 
узгоджується з експериментом. Дослідниками 
вказувалось на наявність різних процесів, 
включаючи деформації краплин, потік рідини, 
міграцію мікрочастинок на поверхні та 
формування поверхневих структур. Різкі зміни 
властивостей краплини спостерігалися у сталому 
полі, якщо частинки на її поверхні утворювали 
поздовжні ланцюжки від полюса до полюса. 
Спостерігалися морфологічний перехід краплини 
від сплющеного стану до витягнутого та інверсія 
напрямку руху потоків рідини, що вказує на 
перехід системи з класу С до класу А. При 
збільшенні напруженості електричного поля чи 
концентрації частинок краплина, покрита високо 
провідними частинками, витягувалася і 
розривалася, тоді як ЕГД потік рідини зникав. 
Автори дослідження заключають, що у сталому 
полі „ланцюжки частинок перерозподіляють 
вільні заряди на поверхні краплини, доки 
компонента електричного поля паралельна до 
поверхні не стане нульовою”. Дане твердження 
абсолютно узгоджується з нашим наближенням 
ідеального провідника. 

Поверхнева провідність також може змінити 
знак β чи β'. В такому разі, відповідно змінюється 
і напрям ДЕФ сили. 

ДЕФ сила. Амах разом із співавторами [8] 
досліджували маніпулювання мікрочастинками 
на поверхні краплини силіконової олії 
міліметрового розміру в електричному полі. 
Вони продемонстрували, що частинки можна 
сконцентрувати на полюсах чи на екваторі і 
переміщувати їх від екватора до полюсів або 
навпаки. В експериментах використовувалися 
силіконова олія I з K2 = 6.85 і σ2 = 56 пСм м-1 та 
силіконова олія II з K2 = 2.75 і σ2 = 3.6 пСм м-1. У 
якості оточуючої рідини для краплини 
використовувалась касторова олія з K1 = 4.7 і 
σ1 = 32 пСм м-1. Частинки на поверхні краплини 
наближено мали сферичну форму. 
Використовувалось три типи частинок. Частинки 
вапняно-натрієвого скла з K2 = 6.9 були 
діаметром від 1 до 3 мкм. Порожнисті частинки 
скла з K2 = 1.2 мали діаметр від 6 до 32 мкм та 
частинки з полістиролу з K2 = 2.0 діаметром 
4 мкм. 

В моделі, яка застосовувалась у роботі [8], 
ДЕФ сила вважалась незалежною від частоти і 
виражалась через параметр βpd краплини і 
параметр β'pd мікрочастинок. Для визначення 
тангенційної напруги, яка зумовлює виникнення 
течії рідини, яка, в свою чергу переміщує 
частинки, застосовувався підхід описаний в 
роботі [12]. Зміна напряму швидкості (руху) 
мікрочастинок, яка спостерігалась під час 
експериментів, на думку авторів, обумовлена 
співвідношенням між ЕГД та ДЕФ силами. А 
саме, передбачалось, що ці сили, які прикладені 
до порожнистих мікрочастинок скла та 
полістиролу в сталому електричному полі, були 
протилежних напрямків, але із сильнішою ЕГД 
силою. Із збільшенням частоти, тангенційна 
напруга, швидкість течії, і ЕГД сила 
зменшуються. Тому при високих частотах 
електричного поля переважає ДЕФ сила. Згідно 
[8], швидкість частинок змінює свій напрям на 
протилежний при критичній частоті, коли ЕГД і 
ДЕФ сили мають однакові амплітуди, але різні 
напрямки. 

На рис. 1 нормовані ЕГД сили 
FEHD(ω) / FEHD(0) = Sθ(ω) / Sθ(0) порівнюються із 
нормованими ДЕФ силами [9] 

ldldldDEP

DEP
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F




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
)2(

)2(

)0(

)(  .  (17) 

Даний рисунок виявляє помилку у вище описаній 
теоретичній моделі [8]. На відміну від 
припущення зробленого авторами, частотна 
залежність ДЕФ сил може бути набагато 
гостріша, ніж частотна залежність ЕГД сили у 
діапазоні 0 < ω < 10 с-1 і FDEP(ω) може, навіть, 
змінити знак. Якщо взяти до уваги дану помилку 
і застосувати діелектричну модель Тейлора, то 
теоретичний результат не буде узгоджуватися із 
експериментом. А саме, Амах із співавторами [8] 
зазначили, що ДЕФ сила і ЕГД сила, що діють на 
частинки скла у краплині із силіконової олії I та 
силіконової олії II були завжди напрямлені 
однаково. Ці експериментальні результати якісно 
відрізняються від обчислень, представлених на 
рис. 1(а) і рис. 1(в). Дане протиріччя можна 
сунути, якщо врахувати поверхневу провідність 
частинок, радіус яких a1 = 20 мкм. Проте, така 
поправка обумовлює значні зміни у трактуванні 
експериментальних результатів. Насправді, 
згідно з рис. 1(б) і рис. 1(г) ЕГД і ДЕФ сили 
завжди мають однакові, а не протилежні, 
напрямки.  
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Згідно із нашими обчисленнями наведеними 
на рис. 1(б), ДЕФ сила, яка діє на сферичні 
частинки полістиролу діаметром 4 мкм змінює 
знак на кутовій частоті ωc = 6.8 с-1, визначеній із 
формули: 

pd

ld
MWc 

  1~  . (18) 

Дане значення повинно бути меншим за 
критичну кутову частоту ω0, за якої 
мікрочастинки змінюють напрям руху. В статті 
[8] значення ω0 було порядку 10 с-1, тобто 
теоретична ωc наближається до 
експериментальної ω0. Тому можна знехтувати 
ЕГД силою. В експерименті з порожнистими 
частинками скла різних розмірів від 6 до 32 мкм 
зміна напряму руху спостерігалась при частотах, 
які знижувалися зі збільшенням розміру [8]. 
Більш детально, ω0 приблизно становило 5 с-1 для 
найменших частинок, а теоретично розраховане 

значення ω0 для середнього розміру частинок 
18 мкм становить 2.1 с-1 Розраховані нами 
значення ωc = 4.2 с-1 майже співпадають із 
експериментальним ω0 для найменших 
порожнистих частинок скла і ωc = 1.3 с-1 для 
частинок середнього розміру. 

Додаткову перевірку для теорії можна 
провести, якщо порівняти її результати з 
експериментом, в якому використовується суміш 
частинок полістиролу і порожнистих частинок 
скла. У роботі [8] представлено розподіл таких 
частинок на краплині силіконової олії I зануреної 
в касторову олію для частот ω 0.1, 6 і 20 с-1. При 
частоті ω = 0.1 с-1, коли ЕГД і ДЕФ сили на 
рис. 1(б) спрямовані від екватора до полюсів, всі 
частинки концентруються на полюсах. Частота 
ω = 6 с-1 є вищою, ніж ωc = 4.2 с-1 найменших 
порожнистих мікрочастинок скла, але нижча, ніж 
ωc = 6.8 с-1 мікрочастинок полістиролу. За даної 
частоти частинки порожнистого скла починають 
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Рис.1. Теоретичні частотні залежності нормованої ЕГД сили (суцільні лінії) і ДЕФ сили, які 
діють на мікрочастинки вапняно-натрієвого скла (лінії з ромбовидними мітками), порожнисті 
мікрочастинки скла (лінії із круглими мітками) та мікрочастинки полістиролу (лінії із 
зірочками) на поверхні краплини із силіконової олії I [рисунки (а) і (б)] чи силіконової олії II 
[рисунки (в) і (г)] занурених в касторову олію, обчислених нехтуючи [лівий стовпчик: рисунки 
(а) і (в)] та враховуючи [правий стовпчик: рисунки (б) і (г)] поверхневу провідність 
мікрочастинок. 
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переміщуватися до екватора, але частинки 
полістиролу залишаються на полюсах [8]. За 
частоти ω = 20 с-1, коли можна знехтувати ЕГД 
силою і теоретично передбачена нами ДЕФ сила 
спрямована від полюсів до екватора, обидва типи 
частинок концентруються на екваторі. 

Напрямки ЕГД сили і ДЕФ сил також 
порівнювалися в експерименті з більшими 
частинками [9]. При низьких покриттях поверхні 
частинками порядку 0.1 і сильному статичному 
електричному полі 170 В мм-1 всі різні типи 
частинок, які використовувалися в експеримен-
тах [9], переміщувалися до екватора краплини в 
напрямку конвекційних ЕГД течій. Визначені 
ДЕФ сили мали один і той же напрям для всіх 
типів частинок за винятком низькопровідних 
чистих сферичних мікрочастинок полістиролу. 

Висновки 

Нехтування поверхневою провідністю в 
електрогідродинаміці діелектричної кулі може 
зумовити виникнення якісних помилок, на зразок 
таких, які ми виявили в роботі [8]. Врахування ж 
поверхневої провідності у діелектричній моделі 
Тейлора для випадку змінного електричного поля 
забезпечує відмінне узгодження теорії з 
експериментами. Разом із тим, існують 
експериментальні результати, які не піддаються 
поясненню. Наприклад, досі незрозуміло, чому 
краплина силіконової олії покрита ланцюжками 
високо провідних мікрочастинок перетворюється 
на ідеальний діелектрик в одному випадку, але на 
ідеальний провідник в іншому. Для вияснення 
цього потрібне подальше узагальнення 
використаної теоретичної моделі. 
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У роботі досліджуються оптичні та електричні втрати в сонячних елементах PEDOT:PSS/n-Si 

за допомогою спектроскопічної еліпсометрії та вимірювання вольт-амперних характеристик. 

Основна мета статті – з'ясувати роль міжфазного шару в процесах оптичного відбиття та 
рекомбінації носіїв заряду.  

Ключові слова: PEDOT:PSS/n-Si сонячні елементи, спектроскопічна еліпсометрія, міжфазний 

шар. 

We study the optical and electrical losses in PEDOT:PSS/n-Si solar cells using spectroscopic ellipsometry 

and current-voltage measurements. The optical constants and thickness of the PEDOT:PSS films were 
studied using spectroscopic ellipsometry performed by a SE-2000 SEMILAB ellipsometer spanning the NIR–

VIS–UV range with a resolution of 5 nm. The results were analyzed using a four-layer model involving the n-

type silicon (001) substrate, interfacial layer between Si and polymer films, PEDOT:PSS thin film, and a 

surface roughness layer. The key to understand the origin of the losses is that the studied junctions have an 
interfacial layer between organic (PEDOT:PSS) and inorganic substrates. The dielectric functions of the 

PEDOT:PSS were fitted with the known thickness and the assumption of a negligible roughness (i.e. that the 

roughness is much smaller than the wavelength). Using the complex dielectric function, the optical constants 
(refractive index n and extinction coefficient k) were calculated. In addition to real and imaginary part of the 

refractive index, the absorption coefficient was calculated. The produced hybrid solar cells show efficiencies 

around 7%. 
Key Words: PEDOT:PSS/n-Si solar cells, spectroscopic ellipsometry, interfacial layer, optical constants.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Макарець М.В. 

Вступ 

Полімери полі(3,4-етилендіокситіо-фену) 

(PEDOT) та полі(стиренсульфонату) (PSS) 
утворюють провідні шари, прозорі для видимого 

світла [1,2]. Вони являють собою сильно леговані 

органічні напівпровідники з провідністю p-типу з 
шириною забороненої зони ~ 1,6 еВ [3].  

Високопровідний полімер PEDOT:PSS може 

використовуватись в електроніці як альтернатива 
звичайним прозорим провідним оксидам, таким 

як оксид індію-олова (ITO), легований оксид 

цинку тощо [4]. Хоча оптична прозорість 

PEDOT: PSS досить близька до плівок на основі 
ІТО, їх відносно високий опір залишається 

перешкодою для застосування в оптоелектроніці. 

Попередні дослідження показали, що хімічна 
обробка PEDOT:PSS відіграє головну роль у 

зміні його морфології та провідності [5]. 

Змішуючи PEDOT:PSS з різними розчинниками, 
такими як диметилсульфоксид (DMSO), а також 

шляхом відпалу при високих температурах 

провідність може бути збільшена на кілька 
порядків [6]. PEDOT:PSS є досить складною 

речовиною, що здатна утворювати гелеві кульки 

розмірами від мікро- до нанометрів, при цьому 

збагачені PEDOT частини ланцюгів дифундують 
до серцевини кульки, а частини, збагачені PSS, 

утворюють структуру, подібну до оболонки [7]. 

У звичайному водному розчині PEDOT:PSS 
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ланцюги мають тенденцію утворювати компактні 
спіралі, які випадковим чином упаковуються у 

твердотільні плівки в процесі висихання. У 

цьому випадку морфологія плівок завжди 
відіграє значну роль у переносі об’ємного заряду, 

тому величина поверхневої провідності може 

змінюватись в широких межах [8]. Однак 
дослідження розсіювання рентгенівських 

променів на малі кути, а також експерименти з 

переносу заряду показують, що за наявності 

домішок компактні спіралі перетворюються на 
більш витягнуті, так що локалізовані електронні 

стани частково делокалізуються, що призводить 

до збільшення рухливості носіїв заряду [9]. У 
витягнутій конформації бар'єри дещо знижені, 

що призводить до полегшення транспорту 

заряду. Ефект цих морфологічних модифікацій 

особливо проявляється у властивостях переносу 
заряду при низьких температурах, а також на 

частотно-залежній провідності. 

Внаслідок прозорості PEDOT:PSS для 
видимого світла його оптичні константи 

відіграють дуже важливу роль, допомагаючи 

описати поведінку цієї тонкої плівкової системи. 
Для їх визначення можна використовувати 

спектральну еліпсометрію, яка є ефективною 

методикою дослідження оптичних констант 

тонких органічних шарів, нанесених на провідні 
або ізолюючі підкладки [10-12]. 

У цій роботі ми досліджуємо оптичні 

властивості гетеропереходів PEDOT:PSS/n-Si 
методом вимірювання вольт-амперних 

характеристик (J-V), а також методом 

спектроскопічної еліпсометрії. Було 
проаналізовано спектральні залежності оптичних 

констант тонких плівок PEDOT:PSS, нанесених 

на кремнієву основу, та визначаємо роль 

міжфазного шару між органічними та 
неорганічними матеріалами.  

Методика експерименту 

Для виготовлення сонячних елементів було 
використано як підкладу пластину Si(100) з 

провідністю n-типу, які відполіровані з обох 

сторін, леговані фосфором, мають питомий опір 

4,5 Ом∙см та товщину 500 мкм. Спочатку зразки Si 
були очищені ультразвуком в ацетоні, етанолі та 

деіонізованій воді протягом 20 хв у кожній з рідин 

при температурі 30 °С. Далі вони були занурені у 
30%-ий розчий фторидної кислоти (HF) для того, 

щоб видалити шар оксиду кремнію. Для 

збільшення електропровідності полімерної плівки 
та створення інтерфейсу до гідрофобного Н-

пасивованого кремнію, до розчину PEDOT:PSS 

було додано 5% (об.) диметилсульфоксиду як 
вторинного допанту та поверхнево-активну 

речовину (0,025% (об.) додецилсульфату натрію). 

Потім плівка була осаджена на центрифузі при 
3000 об/хв протягом 20 с і термічно відпалена при 

140 °С протягом 30 хв за стандартних 

атмосферних умов. Нарешті, для утворення 
верхнього контакту на поверхні полімеру було 

термічно випарувано золоту сітку через маску, з 

шириною полоси 180 мкм. Для створення другого 

контакту в кремнієву підкладку було нанесено 
алюмінієвий електрод методом термічного 

випаровування в вакуумі. 

Електричні властивості сонячних елементів, 
отриманих за описаною вище методикою, 

досліджувались шляхом вимірювання вольт-

амперних характеристик (залежностей густини 

струму від прикладеної напруги, J-V) при 
опроміненні світлом стандартного спектру 

(AM1.5G) з використанням аналізаторів Agilent 

4156C Semiconductor. Оптичні константи та 
товщина плівок PEDOT:PSS досліджувались за 

допомогою спектроскопічної еліпсометрії, яку 

виконували еліпсометром SE-2000 SEMILAB, що 
охоплює діапазон від близького інфрачервоного 

до ультрафіолетового світла (190 – 2000 нм) з 

роздільною здатністю 5 нм. 

Результати та обговорення 

 Для визначення товщини шарів, що 

утворюють гетероструктуру, було використано 

спектральну еліпсометрію. Було виміряно 
комплексне відношення коефіцієнта відбиття 

ρ = rp/rs = tgψ·eiΔ, де ρ – відношення комплексних 

коефіцієнтів відбиття Френеля для p-
поляризованого (rp) і s-поляризованого (rs) світла. 

tgψ являє собою абсолютне значення цього 

відношення, а Δ описує різницю фаз між p- і s-

поляризованим світлом. Далі, з використанням 
моделей Друде та Коші було побудовано  

спектральні апроксимації експериментальних 

значень еліпсометричних кутів (tgψ та cosΔ) 
шляхом мінімізації середньоквадратичного 

відхилення між вимірюваними та обчисленими 

еліпсометричними кутами. Результати було 

проаналізовано за допомогою чотиришарової 
моделі, що бере до уваги наявність підкладки 

кремнію (001) n-типу, міжфазного шару між Si та 

полімерними плівками, тонкої плівки PEDOT:PSS 
та шорсткого поверхневого шару. Було виявлено, 

що товщина полімерного шару на кремнієвій 

підкладці становила близько (50 ± 1) нм, а на 
поверхні Si виявлено плівку SiOx товщиною 

1,4 нм. Її оптичні константи, n і k, були близькими 
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до оптичних констант оксиду кремнію. Тому, 
незважаючи на покриття підкладки розчином 

PEDOT:PSS відразу після її обробки HF, у процесі 

виробництва утворився інтерфейсний шар. 

Рис. 1. Спектральні залежності оптичних констант 

тонкої плівки PEDOT:PSS на поверхні кремнію. 

Рис. 2. Спектр коефіцієнта відбивання світла (R) від 

гібридного сонячного елемента PEDOT:PSS/n-Si. 

 Наявність прошарку окислу може значно 

погіршити експлуатаційні властивості сонячних 
елементів через збільшення рекомбінаційних та 

оптичних втрат. На рис. 1 показані спектральні 

залежності оптичних констант PEDOT:PSS, а на 
рис. 2 – відповідний спектр відбивання, виміряний 

при нормальному падінні випромінювання. 

Напруга холостого ходу (близько ~0,56 В) 
вимірювалася за опромінення світлом загального 

стандартного спектру (AM1.5G) інтенсивністю 

100 мВт/см2, див. рис. 3. Виготовлені гібридні 

сонячні батареї мають ефективність близько 7% 
через низьке значення коефіцієнта заповнення 

(56,5%) і струму короткого замикання 

(20,5 мА/см2). Основна причина полягає в тому, що 
Au електрод призвів до втрати 35% інтенсивності 

падаючого світла внаслідок затінення та неопти-

мізованого збору фотозбуджених носіїв заряду. 

Рис. 3. Вольт-амперна характеристика гібридного 
сонячного елемента PEDOT:PSS/n-Si при опроміненні 

світлом загального стандартного спектру AM1.5G. 

Висновки 

 Основним для розуміння природи оптичних 

та електричних втрат у сонячних елементах 

PEDOT:PSS/n-Si є те, що досліджувані 

гетероструктури містять міжфазний шар між 
органічними (PEDOT:PSS) та неорганічними 

(кремній) складовими. Діелектричні функції 

PEDOT:PSS були визначені за відомою 
товщиною за припущення про незначну 

шорсткість (тобто, товщина шорсткого 

поверхневого шару набагато менша за довжину 

хвилі падаючого світла). За допомогою 
комплексної діелектричної функції були 

розраховані оптичні константи: показник 

заломлення n та коефіцієнт загасання k. Окрім 
дійсної та уявної частини показника заломлення, 

було розраховано також коефіцієнт поглинання α 

(α = 4πk/λ). 
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У роботі розглядаються оптичні властивості надтонких острівцевих плівок Au та Sn, 

отриманих методами магнетронного розпорошення та термічного випаровування відповідно. 

Шляхом вимірювання вектора Стокса відбитого від зразків променя були розділені поляризована та 
деполяризована його складові. Проаналізовано умови залежності ступеня поляризації від структури 

поверхні для серії острівцевих плівок з різною морфологією. Для визначення морфологічної будови 

металевого шару були також застосовані методи атомно-силової мікроскопії та вимірювання 
питомого опору. Встановлено, що при збільшенні кута падіння випромінювання на зразок ступінь 

поляризації відбитого променя зменшується. Деполяризуюча дія зразків також залежить від 

кількості нерівностей на їх поверхні. Застосований метод Стокс-поляриметрії, таким чином, 

дозволяє одержати додаткову інформацію про структуру поверхні, що є його перевагою. 
Ключові слова: поляриметрія, вектор Стокса, острівцева плівка, деполяризація, золото, олово. 

The optical properties of ultrathin Au and Sn islet films, obtained by the methods of magnetron 
sputtering and thermal evaporation, respectively, are considered in this paper. By measuring the Stokes 

vector of the beam reflected from the samples, polarized and depolarized radiation components were 

separated. The conditions of the polarization degree dependence on the surface structure for a series of islet 
films with different morphologies are analyzed. To determine the morphological structure of the metal layer, 

methods of atomic force microscopy and resistivity measurement were also employed. The parameters of 

discontinuous film, obtained by optical and non-optical methods, are compared. It is established that with an 

increase in the angle of radiation incidence onto the samples, the polarization degree of the reflected beam 
decreases. Such behavior can be explained by the Mie theory of light scattering by particles. The magnitude 

of depolarizing action of the samples also depends on the morphology of their surface, correlating with the 

number of inequalities on it. The applied method of Stokes polarimetry, thus, allows one to obtain additional 
information on the structure of the surface, which is its advantage. 

Key words: polarimetry, Stokes vector, island film, depolarization, gold, tin.

Статтю представив  д.ф.-м.н., проф. Макарець М. В. 

Вступ 

Широке застосування тонких плівок металів, 

наприклад, у плазмонних сенсорах [1], зумовлює 

постійний інтерес до розвитку та вдосконалення 

методів контролю їх структури.
Еліпсометричний метод діагностики тонких 

металевих (або інших) плівок є одним із 

найбільш відомих і вживаних, оскільки він 

безконтактний і відзначається високою 

чутливістю. Разом з тим, класична еліпсометрія 

працює в припущенні, що зондове 

випромінювання є повністю поляризованим як 
до, так і після взаємодії з об’єктом, не 

враховуючи можливе його розсіяння та 

деполяризацію. В цьому методі не можна 
відділити деполяризовану складову 

випромінювання на виході системи, а отже, для 

© А. Л. Ямпольський,  О. В. Макаренко, 
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деяких досліджуваних об’єктів не можна 

одержати коректного результату. 
Натомість існує більш загальний підхід, при 

якому стан поляризації вихідного променя 

описують із залученням формалізму Стокса [2]. 
Поляризація задається чотиривимірним вектором 

 ⃗  *       + , у якого незалежними є лише три
компоненти. Вимірявши такий вектор, можна 

легко відділити від результуючої інтенсивності 

деполяризовану складову. 
В якості досліджуваних об’єктів було обрано 

Au та Sn. Будучи нанесеними на підкладку в 

малій кількості, вони утворюють острівцеві 
структури, здатні розсіювати та деполяризувати 

світло. В такому вигляді через обмеженість 

електронної плазми починають проявлятися 
розмірні ефекти і метали набувають особливих 

властивостей, що становлять науковий та 

практичний інтерес [3]. Так, наноострівцеве 

золото може застосовуватися у відбивачах світла 
з заданим спектральним розподілом [4], сенсорах 

на основі спектроскопії поверхневого 

плазмонного резонансу [5] чи Раманівського 
розсіяння [6]. Острівцеве олово, будучи після 

осадження окисленим, може використовуватися 

як чутливий елемент у газових сенсорах [7]. 
Метою даною роботи було встановлення 

зв’язку між величиною деполяризації відбитого 

від острівцевих металевих плівок світла та 

структурною будовою відповідних зразків. 

Об’єкти дослідження 

У даній роботі досліджували метали Au та 

Sn, напилені на скляні підкладинки у вигляді 
надтонких плівок. Відповідно, було виготовлено 

два набори по 5 зразків, котрі відрізняються за 

кількістю напиленого металу. При цьому 

прагнули, щоб кожен такий набір демонстрував 
перехід через поріг перколяції – від окремих 

острівців до суцільного металевого шару. 

Напилення плівок золота проводилося на 
модернізованій установці вакуумного 

напорошення ВУП-5 методом магнетронного 

розпорошення на постійному струмі 20 мА 
металічної мішені в атмосферному розряді при 

тиску 5×10
-1
 мм рт. ст. Товщина утворюваних 

золотих плівок не контролювалася. Зразкам були 

присвоєні назви з порядковими номерами: Au_1, 
Au_2, Au_3, Au_4, Au_5. 

У якості підкладок були використані 

стандартні предметні стекла. Перед 
напорошенням вони протирались етиловим 

спиртом та проходили обробку в ультразвуковій 

ванні з дистильованою водою протягом 20 

хвилин. 
Плівки олова напорошувалися на скляні 

підкладки з предметного скла в цій же установці 

методом термічного напилення з молібденового 
човника у високому вакуумі. Для цього камера 

установки попередньо відкачувалась до вакууму 

(2…3)×10
-5
 мм рт. ст. Відстань   від човника до 

підкладки складала 20 см. Для оцінки 
«номінальної» товщини плівки 

використовувалось співвідношення    
   (     ), де   – товщина плівки в см, m –
маса в грамах, R – відстань від човника до 

підкладки в см,   – густина матеріалу, що

напорошується, в г/см
3
 (для олова   7,31 г/см

3
). 

Ці товщини вказані у табл. 1. Зразкам були 
присвоєні назви, що містять масу витраченого 

при напиленні матеріалу: Sn_10_mg, Sn_20_mg, 

Sn_45_mg, Sn_60_mg, Sn_155_mg. 

Методика вимірювань 

Основним методом дослідження острівцевих 

плівок у даній роботі була Стокс-поляриметрія. 

Для цього було використано 
багатофункціональний автоматизований 

вимірювальний комплекс [8], зібраний в 

конфігурації поляриметра (рис. 1). 

Рис. 1. Схема поляриметра. 1 – джерело 

випромінювання λ = 0,625 мкм; 2, 7 – 

коліматорний та камерний об’єктиви; 3 – 

поляризатор, 4 – зразок, 5 – чвертьхвильова 
пластинка; 6 – аналізатор; 8 – фотоприймач. 

Основою його служить гоніометр Г5, на 

коліматорній трубі якого встановлено поляризатор 
2, а на камерній – фазову пластинку 5 і аналізатор 

6. Обертання двох останніх оптичних елементів (5

та 6) дозволяє виміряти чотири компоненти 
вектора Стокса при даному куті падіння, а 

позиціонування столика із зразком 4 та камерної 
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труби з фотоприймачем 8 дає змогу одержати 

кутові залежності цих компонент. Вимірювання 
проводились на довжині хвилі λ = 0,625 мкм. 

Також на цій же довжині хвилі на цьому ж 

устаткуванні було проведено фотометричні 

вимірювання коефіцієнта пропускання зразків  . 

Діаметр світлового пучка при вимірюваннях 

становив 4 мм. Коефіцієнти пропускання наведено 

у табл. 1. 
Питомий опір напилених металевих плівок 

визначали чотирьохзондовим методом за 

допомогою вимірювальної головки приладу ИУС-
3. При його вимірюванні скористалися 

калібрувальним зразком із комплекту приладу. 

Одержані значення питомого опору наведено в 
табл. 1. Слід зазначити, що для зразків Au_1, Au_2 

та Sn_10_mg скільки-небудь помітної провідності 

не було виявлено. 

Крім того, морфологію поверхні зразків було 

досліджено методом атомно-силової мікроскопії 
(АСМ) за допомогою лабораторного комплексу 

«INTEGRA» від NT-MDT. Вимірювання 

відбувалося в напівконтактному режимі (tapping 
mode). Сканували область розмірами 15×15 мкм, 

роздільна здатність зонда при цьому становила 

40 нм. Вигляд одержаних мікрограм для усіх 
зразків показаний на рис. 2. 

Як можна бачити з даного рисунку, по мірі 

наростання шару золота чи олова шорсткість 

поверхні зразка  спочатку мала, а далі 
збільшується і переходить через максимум. Це 

може позначитись на характері взаємодії з 

поляризованим випромінюванням та оптичних 
властивостях таких зразків, що й стало предметом 

дослідження даної роботи. 

Рис. 2. Мікрограми поверхонь двох наборів зразків на основі Au та Sn 

Результати та їх обговорення 

Аналіз зображень атомно-силової 

мікроскопії проводився наступним чином. 
Спочатку виконуються базові перетворення 

зображення, характерні для скануючої 

мікроскопії взагалі, такі як компенсація кривизни 

траєкторії зонда шляхом віднімання поверхні 2-
го порядку або вище, компенсація дефектів 

розгортки шляхом вирівнювання сусідніх рядків 

зображення. В результаті цих дій одержуємо 

рельєф із спрямленою основою (площиною). 

Нуль відліку по висоті встановлювався за 
найнижчою точкою кожного зображення. 

Далі набір зразків розглядали з певними 

припущеннями. Припущення перше: на поверхні 

зразків, що містять найменше металу (Au_1, 
Au_2), увесь метал зібрався у вигляді поодиноких 

зерен, які чітко можна виділити на фоні 

підкладки. Так, відомо [9], що золото, напилене в 
надмалих кількостях на скло без термічного 
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відпалу (шар < 10 нм) схильне самочинно 

збиратися в наноострівці.  Тоді відносно дрібний 
рельєф на переважній частині поверхні цих 

зразків можна співвіднести з нерівностями скла, 

а окремі найвищі піки – з металевими 
острівцями. Проводячи січну площину на заданій 

висоті, змінюючи цю висоту і спостерігаючи за 

перерізом поверхні, можна одержати величину 
шорсткості скляної підкладки. Для наших зразків 

вона склала 20 нм, що цілком узгоджується з 

літературними типовими значеннями [10]. 

Зображення зразків із більшою кількістю 
напиленого металу не дозволяють так легко 

розрізнити металеві та неметалеві області. Тому 

було висунуте припущення друге: на всіх зразках 
металева плівка не є суцільною, в силу 

вищезгаданої особливості поведінки тонких 

плівок існують непокриті ділянки скла. Це 

означає, що найглибші впадини рельєфу з 
достатньо високою ймовірністю можуть 

відповідати нижній границі профілю нерівностей 

скла. Вважаючи, що шорсткість усіх підкладинок 
з набору однакова, задаємо січну площину на 

рівні верхньої границі нерівностей, визначеному 

раніше (20 нм). Одержаний переріз поверхні, 
таким чином, показує металеві ділянки. 

Як виявилось, для зразків золота Au_3, Au_5 

та усіх зразків олова, крім Sn_10_mg, цей переріз 

є майже суцільним, так що не можна виділити у 
ньому окремих острівців. Тому далі розглядали 

нерівності поверхні взагалі, проводячи січну 

площину на рівні приблизно 20…30% від 
максимального значення. Кількість зафіксованих 

при цьому нерівностей на сканованій ділянці та 

їх середній розмір наведено в табл. 1. 

Коефіцієнти пропускання   зразків 

острівцевих плівок були використані для того, 

аби визначити ефективну товщину металевого 

шару     . Оптичні параметри цього шару 

вважалися такими, як для чистого масивного 

відповідного металу, а саме:   = 0,1746, 

  = 0,1746 для золота [11] та    = 3,88   = 6,05 

для білого олова (β-Sn) [3]. Оскільки зондуюче 

випромінювання було некогерентним, товщина 

скляних підкладинок набагато більша за довжину 
хвилі, а металева плівка шорстка, результати 

вимірювань не зазнають впливу інтерференції. 

Для перерахунку скористалися спрощеною 
наближеною формулою з поправкою лише на 

відбивання від вільної поверхні підкладки: 

  (   )     ( 
       

 
), 

де   |
   

   
|
 
 – коефіцієнт відбивання на межі 

повітря-скло при нормальному падінні,   – 
показник поглинання металу. 

Показник заломлення скла   визначали за 

пропусканням чистої підкладки, користуючись 
співвідношенням, що враховує багатократне 

відбивання: 

  
(   ) 

    

Одержано   = 1,69 ± 0,05. 

Коефіцієнти пропускання   та ефективні 

товщини      також наведені в табл. 1. Як і слід 

очікувати, зі зростанням кількості напиленого 
металу пропускання зменшується. 

За виміряними компонентами вектора Стокса 

 ⃗  *       +  було знайдено кутові залежності

еліпсометричних параметрів  ( ),  ( ) та 

ступеня поляризації відбитого променя  : 
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Далі, користуючись матричним методом 
розрахунку відбивання випромінювання від 

багатошарових систем, одержували відповідні 

теоретичні залежності  ( ) та  ( ) аналогічно 
до того, як це було у роботі [12]. Розбіжність між 

теоретичними та експериментальними кривими 

характеризувалась середнім квадратичним 

відхиленням (Mean Squared Error, MSE): 
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Розрахунок проводився в рамках моделі 

однорідного ефективного шару на 

напівнескінченній підкладинці. Варіюючи його 
параметри (комплексний показник заломлення 

    , товщина  ), досягали мінімального 

значення MSE і розв’язували таким чином 
обернену задачу еліпсометрії. Одержані 

параметри  ,  ,   представлені у табл. 1. 

Показники заломлення та поглинання значно 

відрізняються між зразками та порівняно з 
зазначеними вище літературними даними для 

обраних металів, але пам’ятаємо, що одержані 

результати відносяться до ефективного шару. А 

от товщини   для серії зразків Au корелюють з їх 

пропусканням. Зазначимо, що MSE для 
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одержаних розв’язків складало порядку 10
-4

 (Au) 

та 10
-5

 (Sn). 
Графіки кутових залежностей ступеня 

поляризації  ( ) наведені на рис. 3. Видно, що зі 

збільшенням кута падіння спостерігається 
тенденція до зменшення ступеня поляризації. 

Максимальну величину деполяризації     при 

  = 80° можна оцінити як 10% для Au та 2% для 

Sn. Окремо виособлюється з-поміж інших графік 

для зразка Sn_10_mg. Як свідчать результати 
АСМ, еліпсометрії та питомого опору, олова на 

поверхні цього зразка вкрай мало. Значна 

деполяризація даного зразка, можливо, 
зумовлена незаповненими нерівностями рельєфу 

скляної підкладинки. Усереднені значення 

кожного графіка 〈 〉 також представлені у табл. 1. 

Рис. 3. Кутові залежності ступеня поляризації відбитого променя  ( ) для двох серій зразків на 

основі Au та Sn 

Таблиця 1. 

Порівняння будови та властивостей острівцевих плівок  Au та Sn, одержаних різними методами 

дослідження 

АСМ-
мікроскопія 

Еліпсометрія 
ефективного шару 

Пропускання 

Зразок Номі-

нальна 

товщи-
на, нм 

Кіль-

кість 

зерен 

Серед-

ній 

розмір 
зерна, 

нм 

Питомий 

опір, 

10
-6

*Ом*
м 

n k d_eff, 

нм 

T d_eff, 

нм 

Ступінь 

поляри-

зації 〈 〉 

Au_1 --- 15 215 --- 0,43 0,391 4 0,76 3,1 0,957 

Au_2 --- 228 194 --- 2,03 0,880 9 0,62 6,1 0,951 

Au_3 --- 613 146 20 1,35 1,732 52 0,48 9,7 0,935 

Au_4 --- 701 158 30 1,37 1,443 49 0,52 8,6 0,916 

Au_5 --- 64 173 8,2 0,89 1,931 79 0,26 18 0,985 

Sn_10_
mg 

2,7 --- --- --- 2,00 0,806 36 0,56 4,2 0,887 

Sn_20_

mg 

5,4 2012 148 8,3 1,11 2,314 79 0,010 37 0,980 

Sn_45_
mg 

12,2 741 226 2,9 1,23 1,414 56 0,000
72 

59 0,971 

Sn_60_

mg 

16,3 228 211 4,5 1,15 2,610 55 0,000

45 

63 0,981 

Sn_155
_mg 

42,2 159 266 0,89 1,21 3,521 58 0,000
41 

64 0,987 
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Очевидно, що ступінь поляризації залежить 

від співвідношення між когерентною та 
дифузною компонентами розсіяного світла. 

Одразу необхідно відзначити, що кутові 

залежності ступеня поляризації  ( ) не 
описуються класичними законами розсіяння 

світла шорсткою поверхнею. Так, згідно [13] при 

збільшенні кута падіння інтенсивність 

дзеркальної компоненти зростає, а, отже, зростає 
і відношення між когерентною та дифузною 

компонентами. За таких умов має зростати і 

ступінь поляризації. Результати експерименту 
демонструють протилежне. 

Пояснення полягає в особливостях 

екстинкції частинок з розмірами, меншими за 
довжину хвилі падаючого випромінювання. 

Розсіяння та поглинання однією такою 

частинкою може бути цілком точно описано за 

допомогою теорії Мі. Збільшення центрів 
розсіяння веде до зростання екстинкції всієї 

плівки, збільшення дифузної компоненти 

розсіяного світла та зниження ступеня 
поляризації відбитого випромінювання. 

Відповідні дані по кількості частинок на одиниці 

площі, пропускання плівок та ступеню 
поляризації містяться в табл. 1. Так, для зразків 

Au_1-Au_4 спостерігається зменшення ступеню 

поляризації   при зростанні кількості центрів 

розсіяння, а для зразка Au_5 утворення на 
поверхні суцільної плівки металу з окремими 

частинками золота, які виступають над 

поверхнею, веде до зростання цього параметра. 
Однак, отримані залежності не можуть бути 

пояснені лише адитивністю екстинкцій окремих 

частинок. Повна модель повинна враховувати 

взаємодію як окремої частинки з частинками, які 
її оточують, так і взаємодію частинки з 

підкладкою на якій вона знаходиться. 

Відповідним питанням присвячена значна 
кількість робіт, наприклад, [14, 15]. 

З рис. 3 видно, що при збільшенні кута 

падіння   ступінь поляризації   зменшується. На 

думку авторів, така  поведінка може бути 
пояснена особливостями розсіяння за наявності 

підкладинки. При цьому в опроміненні окремої 

частинки, окрім падаючої хвилі, бере участь 
хвиля, яка відбивається від підкладинки. 

Допустивши наближення щодо незалежності 

розсіяння окремими частинками та відсутності 
інтерференції між розсіяними компонентами, 

породженими прямою та відбитою хвилями, 

некогерентну складову в напрямку дзеркального 

відбивання можна представити сумою цих двох 
компонент. У той час, як для обраної частинки 

інтенсивність розсіяної компоненти, що 

відповідає прямій хвилі, визначається 
інтенсивністю цієї хвилі та значенням 

індикатриси розсіяння частинки в напрямку 

подвійного кута падіння відносно напряму 
освітлення, для розсіяної компоненти, 

породженої відбитою хвилею, значення 

інтенсивності визначається інтенсивністю 
падаючої хвилі, коефіцієнтом відбивання 

поверхні підкладинки та значенням індикатриси 

розсіяння частинки вздовж напрямку освітлення. 

Для ілюстрації на рис. 4 наведено типовий вигляд 
індикатриси розсіяння для золотої сферичної 

частинки. Діаметр частинки 0,18 мкм, розрахунок 

виконано за допомогою програми ScatLab. Для 
частинки олова вигляд індикатрис принципово не 

відрізняється. 

Рис. 4. Індикатриси розсіяння світла 
λ = 0,625 мкм сферичними частинками Au 

діаметром 0,18 мкм. H – горизонтальна 

поляризація (p), V – вертикальна поляризація (s), 
T – їх сума (площина діаграми вважається 

горизонтальною). Азимутальна шкала в градусах, 

радіальна – в умовних одиницях. 

Видно, що про збільшенні кута падіння   від 

55° до 80° інтенсивність розсіяної компоненти, 

яка породжена падаючою хвилею, буде рости 

завдяки збільшенню значення індикатриси для p-

поляризації при зменшенні кута розсіяння від 70° 

до 20°. Ефект підсилюється також внаслідок 

збільшення френелівського коефіцієнта 

відбивання. Обидва ці чинники збільшують 

інтенсивність некогерентної складової при 
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великих кутах падіння, а отже, зменшують 

ступінь поляризації світла   , яке 

розповсюджується в напрямку дзеркального 

відбивання. При великих кутах падіння внаслідок 

багатократних відбивань та затінення на окремих 

частинках, інтенсивність розсіяної компоненти 

дещо зменшується, що веде до зростання 

ступеню поляризації, яке спостерігається на 

графіках. 

Висновки 

Тонкі острівцеві плівки металів Au та Sn на 
скляній підкладці здатні частково 

деполяризувати оптичне випромінювання при 

відбиванні. Величина деполяризації складає 

порядку 10% для золотих і 2% для олов’яних 

досліджених зразків. Вона зростає зі 

збільшенням кута падіння    і досягає 

максимального значення поблизу   = 80°. 

Така некласична поведінка може бути 
пояснена тим, що при збільшенні кута падіння 

зростає частка розсіяного острівцями 

випромінювання в напрямку відбитого променя, 

що знижує сумарний ступінь поляризації  . 
Суттєвою перевагою Стокс-поляриметрії при 

дослідженні острівцевих плівок є те, що цей 

метод дозволяє одержати певну інформацію про 
морфологічну будову поверхні, тоді як звичайна 

еліпсометрія надає лише ефективні параметри 

шару.
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