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Вчений секретар

спеціалізованої вченої ради                                                          В.М. Неспірний

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

В механіці тіла змінної маси існує декілька напрямків досліджень, які ґрунтуються на використанні як аналітичних, так і чисельних математичних методів. Виходячи з цього, дисертаційна робота присвячена побудові аналітичних розв’язків окремих класів задач, що потрібні для різноманітних практичних застосувань.

Актуальність теми. В сучасній промисловості існує багато галузей, де мають справу з рухом тіла змінної маси. Наприклад, ракети різних систем, маса яких змінюється в процесі згорання палива. Зміна маси може відбуватись також внаслідок витікання (відкачування або накачування) речовини, в результаті хімічних перетворень, шляхом зміни елементів системи (намотування ниток або канатів на барабани), при випаровуванні рухомих крапель у газовому середовищі, при польоті в атмосфері часток твердого палива, матеріалів та ін., що догорають. На практиці найбільш часто використовують механічні моделі руху твердих тіл змінної маси, що зводяться до матеріальних точок. Але серед перелічених вище випадків є такі, де доводиться, крім зміни маси, враховувати й зміну розмірів тіла (випаровування, дифузійне згорання та ін.). Тому розробка нових моделей руху тіл змінної маси та розмірів відноситься до актуальних задач механіки.  

Незважаючи на наявність численних досліджень проблеми, на сьогодні не вичерпалася можливість побудови нових аналітичних розв’язків диференціальних рівнянь руху. Розробка аналітичних методів і побудова нових розв’язків представляє особливий інтерес для майбутніх перспектив розвитку вищезгаданих моделей, тому що за допомогою аналітичних розв’язків можна якісно у загальному вигляді дослідити такі особливості явищ, котрі можуть випасти з поля зору при чисельному розв’язанні.

Отже, побудова нових аналітичних розв’язків задач руху сферичного тіла змінної маси відноситься до проблеми, актуальної в науковому та практичному відношеннях. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційне дослідження проводилось в рамках науково-дослідної роботи “Розробка алгоритму моделювання силових функцій для аналізу зв’язних навантажень на елементи КГЧ с КА «Спектр-УФ» (№ Д.Р. 0109U008526)” Інституту проблем машинобудування ім. А.М. Підгорного НАН України.

Мета і задачі дослідження. Метою дослідження є розробка математичних моделей руху однорідного сферичного тіла, зміна маси якого пов’язана зі збільшенням або зменшенням його радіуса, та знаходження аналітичних розв’язків поставлених задач. Використовуючи знайдені розв’язки, потрібно дослідити особливості процесу руху сферичного тіла змінних параметрів.
В рамках сформульованої вище мети роботи необхідно розв’язати наступні задачі дослідження:

· побудувати математичні моделі вертикального руху однорідної кулі, яка зменшує радіус за лінійним, показниковим законами або законом Срезневського, при квадратичній залежності аеродинамічної сили від швидкості польоту та дослідити основні закономірності руху;

· побудувати математичну модель вертикального руху однорідного сферичного тіла, радіус якого зростає за лінійним, показниковим законами і законом Срезневського, та дослідити екстремальні властивості швидкості польоту;

· розробити метод двосторонніх оцінок швидкості та радіус-вектора на траєкторії польоту центру мас тіла змінної маси при його старті під довільним кутом до горизонту;

· розробити математичні моделі руху сферичного тіла з урахуванням дії реактивної сили;

· описати рух сферичного тіла з урахуванням дії сили Магнуса, зумовленої обертанням кулі.

Об’єктом дослідження є рух однорідного сферичного тіла змінних розмірів, яке може обертатись, у газовому середовищі.

Предметом дослідження є особливості руху, зумовлені зміною маси та розмірів сферичного тіла, а також його обертанням навколо центральної осі. 

Методи дослідження, прийняті в роботі, складають комплекс точних і наближених аналітичних методів теорії диференціальних рівнянь.

Наукова новизна отриманих результатів:

· розроблено математичну модель і метод аналітичного розв’язання нелінійного диференціального рівняння зі змінними коефіцієнтами у функціях Бесселя, яке описує вертикальний рух сферичного тіла змінного розміру та маси, при квадратичній залежності аеродинамічної сили від швидкості польоту;
· отримано нові розв’язки задач балістики при вертикальному русі кулі змінних параметрів, а також узагальнено теорію на випадок наявності конвективних повітряних потоків і випадок вилітання тіла під довільним кутом до горизонту; 
· виявлена немонотонність швидкості польоту та визначено умови наявності екстремуму швидкості вертикального руху сферичного тіла, радіус якого зменшується по лінійному та нелінійних законах;
· отримано компактні формули для двосторонніх оцінок швидкості та радіус-вектора центру мас на траєкторії польоту кулі змінної маси;
· створена методика аналітичного розрахунку вертикального руху сферичного тіла, у якого зростають розміри й маса;
· одержано в спеціальних функціях аналітичні розв’язки диференціальних рівнянь руху сферичного тіла з урахуванням дії реактивної сили;
· отримано нові розв’язки диференціальних рівнянь польоту кулі змінних параметрів, яка обертається, в повітряному середовищі.
Практичне значення одержаних результатів. Одержані результати можуть використовуватися при оцінці швидкості та дальності польоту вогнегасних рідин з урахуванням конвективних потоків. Вони дають можливість прогнозувати площу зрошування при вертикальному гасінні пожежі, поливі рослин, фарбуванні поверхонь розпиленими струменями. Одержані розрахункові формули будуть корисними при проектуванні установок імпульсного пожежогасіння. Окремі результати роботи можуть використовуватися при оцінці дальності викидів хімічно активних речовин з промислових труб, а також польоту іскор та часток, що догорають. Дослідження впливу сили Магнуса на траєкторію польоту кулі сприяють використанню цього ефекту для інтенсифікації пневмосепарування зернових сумішей. За результатами дисертаційного дослідження отримано акт впровадження в науково-дослідну роботу Інституту проблем машинобудування ім. А.М. Підгорного: “Розробка алгоритму моделювання силових функцій для аналізу зв’язаних навантажень на елементи КГЧ с КА «Спектр-УФ»”.

Особистий внесок здобувача в публікаціях. У роботах [1,2,4-6,10,13-16,18,19,23-25] здобувачем виконано постановку задачі і розроблено методи її розв’язання. У роботах [3,17,23] знайдено розв’язки нелінійних рівнянь руху. У роботі [11] здобувачем проведено чисельні розрахунки. В монографії [8] здобувачем написано глави 4-5. В монографії [9] здобувачем написано глави 8-10.
Апробація результатів досліджень. Основні результати, що отримані в дисертаційній роботі, доповідалися і обговорювалися на 

· Українському математичному конгресі (до 100-річчя з дня народження Миколи Боголюбова), (Київ, 2009 р.);

· семінарах відділів прикладної і технічної механіки ІПММ НАН України, Донецьк, 2008р. (керівник член-кор. НАНУ О.М. Ковальов);

· Міжнародних науково-практичних конференціях “Інформаційні технології: наука, техніка, технологія, освіта, здоров’я” (MicroCAD) (Харків, 2006-2009 р.р.);

· Міжнародних науково-технічних конференція “Фізичні та комп’ютерні технології” (Харків, 2007-2008 р.р.);  

· семінарі кафедри технічної механіки Університету Мартіна Лютера (Martin-Luter-Universität) (Галле 2006 р.);

· I Університетській науково-практичній конференції магістрів Національного технічного університету “Харківський політехнічний інститут” (Харків, 2006 р.);

· наукових семінарах кафедри теоретичної механіки та газогідромеханіки і тепломасообміну Національного технічного університету “Харківський політехнічний інститут” (2008-2010 р.р.).

Публікації. Основні наукові положення і результати досліджень по темі дисертаційної роботи опубліковано в 25 наукових працях, серед яких [1-7] у наукових фахових виданнях, затверджених ВАК України з фізико-математичних наук, і періодичних наукових журналах інших країн. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається із вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел та одного додатку. Повний об’єм дисертації містить 199 сторінок, у тому числі 167 сторінок основного тексту, 16 таблиць, 54 рисунки, бібліографія складається з 192 найменувань використаних джерел.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ

У вступі обґрунтовано актуальність теми і сформульовано мету та завдання дослідження. Окремими положеннями показано наукову новизну отриманих результатів та їх практичне значення. Подано зміст роботи з висвітленням найважливіших результатів.

У першому розділі виконано огляд робіт, пов’язаних з темою дисертації. В огляді проаналізовано різні напрями механіки тіла змінної маси. Чимало уваги приділено роботам провідних науковців в механіці тіла змінної маси: В.В. Белецького, Ф.Р. Гантмахера, А. Кейлі, В.М. Карагодіна,            А.О. Космодем’янського, Т. Леві-Чивіта, Л.М. Левіна, В.П. Марченка,       Н.А. Фукса, І.В. Мещерського, В.С. Новосьолова, В.А. Сапи, К.Е. Ціолковського. Розглянуто роботи сучасних вчених, а саме: Л.Г. Лук’янова, М.Д. Міглібаєва, Р.Г. Мухарлямова, А.Ф. Нестерової,      М.Н. Сагітова, Л. Цветіканін. Основна увага в огляді сконцентрована на знайдених фундаментальних аналітичних розв’язках і їх застосуванні, зокрема на розв’язках в спеціальних функціях. 

Показано, що незважаючи на декілька напрямків досліджень, відсутній системний підхід до пошуку аналітичних розв’язків задач цього класу. У роботах останніх років спостерігається тенденція побудови складних фізичних моделей, де використовують чисельні розв’язки.

У другому розділі викладено задачі руху сферичного тіла, зміна радіуса якого відбувається за лінійним законом. 

В підрозділі 2.1 представлено основні гіпотези та припущення, що використані в роботі. Зокрема, прийнято враховувати зміну маси через зміну радіуса тіла, як функції часу 
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, вважаючи сталою питому масу. При обчисленні величини аеродинамічної сили 
[image: image2.wmf]а

F

, що діє на кулю радіуса 
[image: image3.wmf](

)

t

r

, її апроксимовано степеневою функцією відносної швидкості газу 
[image: image4.wmf](

)

t

u

.

Зменшення радіуса тіла у часі підпорядковано залежностям: 



[image: image5.wmf](

)

t

r

t

r

g

-

=

0

,
(1)



[image: image6.wmf](

)

(

)

t

r

t

r

l

-

=

exp

0

,
(2)



[image: image7.wmf](

)

t

r

t

r

e

-

=

1

0

,

(3)

де 
[image: image8.wmf]0

r

 – початкове значення радіуса; 
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 – додатні сталі, що характеризують інтенсивність зменшення розміру кулі. Якщо ці сталі від’ємні, то (1)-(3) описують зростання радіуса у часі. 

Закон (1) – лінійний, а залежність (2) є експоненціальним (показниковим) законом зменшення радіуса. Показниковий закон зміни маси тіла відноситься до класичних і використовувався в багатьох задачах ракетодинаміки. Залежність (3) отримували Максвел та Ленгмюр, але її зазвичай називають законом Срезневського. Його підтверджено практикою для багатьох процесів зменшення радіуса, зокрема, при випаровуванні крапель у газовому середовищі та при дифузійному згоранні іскор.

У підрозділі 2.2 розглянуто задачу падіння тіла при зменшенні його радіуса за лінійним законом. У вище зазначених припущеннях зміна швидкості падіння тіла 
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 у часі описується нелінійним диференціальним рівнянням зі змінними коефіцієнтами 
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Тут 
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 – коефіцієнт аеродинамічного опору; 
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 – прискорення вільного падіння. Розв'язок рівняння (4) повинен задовольняти початкову умову 
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 Рівняння (4) є рівнянням Ріккаті.

Завдяки використанню (1) і спеціального перетворення
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рівняння (4) зведено до лінійного диференціального рівняння типу Бесселя розв’язок задачі Коші одержано у вигляді
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Тут 
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 – модифіковані функції Бесселя; 
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 – функції Макдональда індексів нуль і одиниця.

При визначенні висоти падіння центра мас 
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який не виражається через затабульовані спеціальні функції. Для його обчислення запропоновано наближену формулу
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тут 
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 – інтегральна показникова функція. 

Підрозділ 2.3 присвячено вивченню екстремальних властивостей швидкості падіння тіла змінного радіусу. Досліджуючи рух твердого тіла сталої маси з урахуванням нелінійного опору газового середовища,            М.Є. Жуковський показав, що швидкість падіння тіла є монотонною функцією. В залежності від початкового значення вона або монотонно зростає, або монотонно спадає, асимптотично наближуючись до границі, яку називають швидкістю витання. У випадку падіння тіла змінних розмірів, спостерігається принципова відмінність від результатів М.Є. Жуковського. Це проявляється, по-перше, в тому, що час польоту може бути обмежений не тільки фактичною висотою падіння (нерухомою твердою перешкодою), але і часом існування (згорання, випаровування) тіла як рухомого об’єкту.         По-друге, при зміні розмірів немає сталого граничного значення, яке називається швидкістю витання. По-третє, існує умова, коли порушується монотонність зміни швидкості падіння. Швидкість може мати екстремум. Тому далі ставиться задача визначення умов, за яких можливий екстремум у швидкості падіння, і одержання співвідношень для його розрахунку.

Використовуючи розв’язок (6), проаналізовано екстремальні властивості 
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тобто поведінка 
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 залежить від початкової швидкості 
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	Рис. 1. Залежність швидкості

від часу для різних 
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Для обчислення максимуму швидкості знайдено формулу
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де 
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 – корінь трансцендентного рівняння
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         З рис. 1 можна побачити, що криві 1 і 2 мають максимуми. Крива 3 відповідає граничному значенню 
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, а криві 4 і 5 – спадають. Зі зростанням 
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 всі графіки наближаються до однієї лінії (параболи), що описується виразом 
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Таким чином, у випадку падіння кулі, радіус якої зменшується, замість сталої швидкості витання маємо асимптотику швидкості у вигляді параболи, до якої прямують графіки 
[image: image46.wmf](
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 зверху або знизу в залежності від початкового значення швидкості падіння.

Підрозділ 2.4 присвячено розв’язанню задачі квазівертикального руху сферичного тіла. Для отримання аналітичних розв’язків обмежимо кут θ0 нахилу траєкторії до вертикальної осі значеннями 
[image: image47.wmf]0
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  ≤ 200. Процес падіння тіла описується системою двох нелінійних диференціальних рівнянь 
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з початковими умовами
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Розв’язки для швидкості польоту центру мас подано у вигляді
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де 
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Для обчислення переміщення тіла одержано наближені формули, точність яких перевірена шляхом порівняння результатів, до яких вони приводять, з результатами чисельного інтегрування системи (12) за умов (13).

У підрозділі 2.5 розглянуто задачу квазівертикального руху сферичного тіла, що зменшує масу, при наявності горизонтального та вертикального потоків газу. Для отримання розв’язків системи диференціальних рівнянь використовувалися методи, розроблені в попередньому підрозділі.

У підрозділі 2.6 викладено метод знаходження двосторонніх оцінок швидкості та радіус-вектора на траєкторії польоту центру мас тіла змінної маси. Він ґрунтується на аналітичних розв’язках рівнянь вертикального підйому та падіння кулі. У випадку близькості двосторонніх оцінок, як показано в роботі, є можливість наближеного визначення дальності польоту легкого тіла, випущеного під довільним кутом до горизонту, без чисельного інтегрування системи диференціальних рівнянь. Було показано, що вузькість оціночних інтервалів має місце, якщо розглядати рух кулі малої маси на короткому інтервалі часу.

У підрозділі 2.7 розглянуто вертикальний рух тіла зростаючої маси. Модель руху сферичного тіла зростаючої маси потрібна для розрахунку дальності польоту крапель в умовах конденсації та ін. Вважаємо, що радіус 
[image: image61.wmf]r

 тіла, яке рухається, є лінійною функцією часу 
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Силу опору приймаємо пропорційною квадрату швидкості польоту. Таким чином, рівняння вертикального підйому сферичного тіла має вигляд
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(16)

з початковою умовою 
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Шляхом введення спеціального перетворення змінних в (16) знайдено перший інтеграл в циліндричних функціях:
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[image: image74.wmf](
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 – функції Бесселя і Неймана індексів три та чотири. 
Для знаходження другого інтегралу (16) запропоновано наближені формули, які отримано на основі асимптотик функцій Бесселя та ідеї метода ВБК.

У підрозділі 2.8 вивчено рух сферичного тіла з урахуванням дії реактивної сили, яка вважається пропорційною швидкості падіння тіла й похідній 
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Тут 
[image: image77.wmf]1
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 - поправка на те, що при всебічному зменшенні маси кулі тільки частина маси, що відокремлюється від неї, йде на створення реактивної сили.

З урахуванням вказаного вище, диференціальне рівняння руху центру мас сферичного тіла подано у вигляді
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Знак "+" перед 
[image: image79.wmf]m
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 відповідає випадку, коли реактивна сила прискорює рух, а "–", коли сповільнює його. 

Одержаний розв’язок рівняння (18) зі знаком "+" перед 
[image: image80.wmf]m
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 має вигляд 
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 – модифікована функція Бесселя та функція Макдональда індексів 
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Аналітичний розв’язок задачі Коші для гальмуючої реактивної сили теж подано в циліндричних функціях:
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Підрозділ 2.9 присвячено моделюванню падіння кулі, що обертається, без урахування опору зовнішнього середовища. Обертання тіл при польоті в газовому середовищі супроводжується дією сили Магнуса. Зокрема, цю силу використовують для інтенсифікації пневмосепарування зернових сумішей в сільському господарстві. Вісь обертання сферичного тіла вважаємо вертикальною. Координати траєкторії польоту центру мас тіла під дією сили Магнуса та гравітації і кутова швидкість обертання задовольняють системі диференціальних рівнянь
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Тут 
[image: image96.wmf]d

 – щільність нерухомого газового середовища, в якому відбувається падіння тіла; 
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 – величина кутової швидкості обертання кулі; 
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 корегує значення реактивного моменту, зумовленого збільшенням радіуса кулі. 

Рівняння (21) розв’язано при початкових умовах:
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Перші інтеграли системи (21) знайдено в елементарних функціях, а знаходження других інтегралів першого та другого рівнянь зведено до використання гіпергеометричних функцій. Другий інтеграл третього рівняння знайдено в елементарних функціях.

У підрозділі 2.10 розглянуто задачу польоту кулі, що обертається та змінює масу при лінійному аеродинамічному опорі середовища. Узагальнені рівняння руху (21) набувають вигляду
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де 
[image: image108.wmf]a

 – коефіцієнт аеродинамічного опору руху в лінійній моделі польоту, 
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 – коефіцієнт динамічної в’язкості повітря або газу, в якому обертається тіло.

Систему (23) розв’язано при початкових умовах (22).

Перший та другий інтеграли третього рівняння системи (23) знайдено в елементарних функціях 
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Розв’язок четвертого рівняння системи (23) має вигляд:
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Перші інтеграли перших двох рівнянь системи (23) подано в елементарних функціях
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а другі інтеграли – за допомогою гіпергеометричної функції
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У третьому розділі викладено задачі руху сферичного тіла, зміна радіуса (маси) якого відбувається за показниковим законом.

У підрозділі 3.1 вивчено екстремальні властивості швидкості при вертикальному падінні. Рівняння вертикального руху при квадратичному аеродинамічному опорі має вигляд (4), де 
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 підпорядковується закону (2). Його розв’язок за допомогою вищезгаданого перетворення змінних виражено в циліндричних функціях:
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Використовуючи аналітичний вираз (28), досліджено його екстремальні властивості. Встановлено факт існування максимуму швидкості руху, виведено формули для його визначення. 

У підрозділі 3.2 вивчено екстремальні властивості швидкості з урахуванням реактивної сили. Знайдено умови настання екстремуму (максимуму) швидкості.
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	Рис. 2. Залежність швидкості 

від часу для різних значень 
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        На рис. 2 цифрами 1, 2, 3, 4 позначені криві, які відповідають значенням 
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м/с. Для перших двох значень початкової швидкості існує максимум на графіках швидкості. Третій графік відповідає граничному випадку. Для четвертого значення початкової швидкості графік монотонно спадає.

В підрозділі 3.3 розглянуто вплив реактивної сили на швидкість падіння кулі з використанням гіпотез К.Е. Ціолковського та І.В. Мещерського. Відповідно гіпотезі К.Е. Ціолковського відносна швидкість відділення часток від кулі є сталою величиною. Крім того приймалося, що сила опору повітря є пропорційною площі міделевого перерізу кулі (квадрату радіуса) та квадрату швидкості падіння тіла сталої щільності. Нехай зменшення радіуса відбувається за показниковим законом (3). Визначення швидкості центру мас при падінні зведено до лінійної задачі Коші:
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У виразах (29) 
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 – відносна швидкість відділення часток від кулі; знак "+" відповідає випадку, коли реактивна сила прискорює падіння, а "–" – коли сповільнює його. Розв’язки нелінійного рівняння (29) виражено в функціях Бесселя для обох випадків руху. Також запропоновано наближену формулу для визначення дальності польоту сферичного тіла.

В рамках цього підрозділу розглянуто задачу руху сферичного тіла з використанням гіпотези І.В. Мещерського для реактивної сили. За цієї гіпотези абсолютна швидкість часток, які відокремлюються, дорівнює нулю. У рамках прийнятого припущення диференціальне рівняння руху центру мас при падінні кулі має вигляд
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	Рис. 3. Залежності швидкості від

часу для різних напрямків дії

реактивної сили


При знаку "–" перед другим доданком реактивна сила є рушійною, а при знаку "+" – гальмуючою. Розв’язки нелінійного рівняння (30) виражено в функціях Бесселя для гальмуючої та рушійної реактивних сил. Отримано асимптотику швидкості руху в елементарних функціях.

На рис.3 цифрою 1 позначено криву, побудовану для рушійної реактивної сили, а цифрою 2 – для гальмуючої. Крива 3 відповідає залежності, яка при великих 
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 є асимптотикою швидкості незалежно від знака 
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. Розрахунки показали, що для прийнятих вихідних даних незалежно від напрямку дії реактивної сили швидкість падіння кулі має максимум.

У підрозділі 3.4 розглянуто задачу моделювання падіння кулі, що обертається та збільшує масу за показниковим законом, без урахування опору зовнішнього середовища. З урахуванням сили Магнуса рівняння руху мають вигляд
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та доповнюються початковими умовами (22).

Перші інтеграли системи (31) знайдено в елементарних функціях, а другі зведено до узагальнених інтегралів Френеля, які розв’язано за допомогою гіпергеометричних функцій.

У підрозділі 3.5 узагальнено результати попереднього підрозділу на випадок урахування аеродинамічного опору середовища. Рух центру мас та кутову швидкість обертання кулі описано рівняннями:
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з початковими умовами (28).

Проекції швидкості центру мас сферичного тіла для системи (32) знайдено у наступному вигляді
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 – неповна гамма-функція; 
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 – вироджена гіпергеометрична функція.

У четвертому розділі розглянуто задачі руху сферичного тіла, зміна маси якого відбувається за законом Срезневського (3). Для нього розв'язок окремих задач одержано в аналітичному вигляді з використанням функції Ейрі.

В підрозділі 4.1 розглянуто задачу падіння тіла, радіус якого зменшується за законом Срезневського. Силу опору рухові прийнято пропорційною квадрату швидкості польоту сферичного тіла. Зміна швидкості центру мас при падінні тіла описується нелінійним диференціальним рівнянням зі змінними коефіцієнтами
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при початковій умові 
[image: image167.wmf](

)

0

0

u

u

=

. 

Завдяки спеціальному перетворенню змінних
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рівняння (34) зведено до лінійного диференціального рівняння, розв’язок якого виражається в функціях Ейрі. Виконавши обернені перетворення, одержимо розв’язок задачі Коші:
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Для визначення висоти падіння тіла отримано наближену формулу, точність якої перевірена розрахунками.

У підрозділі 4.2 досліджено умови існування максимуму швидкості падіння сферичного тіла, у якого радіус зменшується за законом Срезневського.

Підрозділ 4.3 присвячено моделюванню квазівертикального падіння кулі. Тут, як і в другому розділі, розглядається квазівертикальний рух тіла, обмежений кутом конусності 
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 ≤ 200, але приймається нелінійний закон випаровування Срезневського. Виходячи з цього, система диференціальних рівнянь, що описує рух, має вигляд
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а початковими умовами є:
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Наближені розв’язки системи (36) мають вигляд
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У підрозділі 4.4 розглядається рух тіла, у якого зменшується маса за законом Срезневського, при наявності горизонтального та вертикального конвективних потоків. Ця задача є узагальненням попередньої. Для отримання розв’язку системи диференціальних рівнянь використовувалися методи, подані в попередньому підрозділі.

Підрозділ 4.5 присвячено моделюванню вертикального руху частинки з урахуванням реактивної сили за гіпотезою І.В. Мещерського. Диференціальне рівняння руху має вигляд 
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Знак "+" відповідає падінню частинки вниз, а знак "–" – руху частинки вгору.

При падінні частинки розв’язок рівняння (39) має вигляд
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Коли частинка рухається вгору, то
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У цьому розділі роботи також розглянуто задачі руху тіла з урахуванням дії сили Магнуса. 

ВИСНОВКИ

У дисертаційній роботі вивчено рух сферичного тіла змінного радіуса й маси та набули подальшого розвитку методи розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь, які описують цей рух.

Головні наукові та практичні результати роботи:

1. Запропоновано метод розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь руху, який зводиться до використання спеціального перетворення вихідного рівняння до лінійного рівняння вищого порядку, розв’язок якого виражається в спеціальних функціях. Це перетворення дозволило аналітично розв’язати рівняння руху центру мас кулі для трьох законів зміни її радіуса: лінійного, показникового та закону Срезневського. Завдяки використанню асимпототик спеціальних функцій побудовано наближені формули для розрахунку переміщення центру мас тіла при вертикальному русі.

2. Вперше виявлено, що швидкість центру мас кулі змінного радіуса при її вертикальному падінні з плином часу прямує не до сталої величини (швидкості витання), а до певної параболічної залежності. Швидкість центру мас сферичного тіла, що падає і маса якого зменшується, має максимум, якщо початкова швидкість менша встановленого значення. В протилежному випадку, коли швидкість більше встановленого значення, вона є монотонною.

3. Збільшення швидкості зустрічного потоку газу значно зменшує дальність польоту кулі малої маси. З деякого моменту часу після початку руху може проявлятися ефект відбиття кулі газовим потоком, коли захоплена зустрічним потоком вона змінює напрям руху на протилежний.

4. Одержано близькі двосторонні аналітичні оцінки нижнього і верхнього значень швидкості та радіус-вектора центру мас при плоскому русі тіла дозволяють наближено визначити дальність польоту частинки малої маси, що вилітає під довільним кутом до горизонту, без чисельного інтегрування систем диференціальних рівнянь. Вузькість оціночних інтервалів має місце при русі кулі малої маси на відносно короткому проміжку часу.

5. Запропоновано новий спосіб урахування реактивної сили в рівнянні руху центру мас сферичного тіла, за яким тільки частина маси, що відокремлюється від кулі при дифузійному (поверхневому) її згоранні, утворить рушійну реактивну силу. Показано, що перші інтеграли рівняння руху в цьому випадку виражаються через циліндричні функції.

6. Для трьох законів зміни радіуса кулі в часі при обертанні її навколо вертикальної осі без урахування та з урахуванням лінійного опору середовища отримано перші інтеграли системи рівнянь руху в елементарних функціях. Другі інтеграли рівнянь зведено до узагальнених інтегралів Френеля, що виражаються через гіпергеометричні функції. Сила Магнуса викривляє траєкторію руху центру мас кулі в просторову лінію.

7. Відмінною рисою даної роботи є те, що крім зміни маси однорідної кулі, в ній враховується відповідна зміна її радіуса, що впливає на силу опору повітря, яка є пропорційною площі поперечного перерізу тіла. Сила аеродинамічного опору виявляється залежною не тільки від швидкості руху, але й від закону зміни радіуса кулі.

Результати дисертації мають теоретичне та прикладне значення. У роботі розроблено та апробовано математичні моделі, які можуть бути використані для вивчення та розрахунку руху тіла змінної маси. 
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АНОТАЦІЇ

Ольшанський С.В. Розв’язання задач динаміки сферичного тіла змінної маси. – Рукопис.
Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.02.01 – теоретична механіка. – Інститут прикладної математики і механіки НАН України, Донецьк, 2011.

У дисертації розроблено математичні моделі руху малого сферичного тіла змінного радіуса й маси. Задачі розв’язано аналітично в рамках квадратичної моделі опору повітряного середовища. Для моделювання зміни радіуса частки у часі використано три моделі: лінійну, експонентну та модель В. Срезневського. Запропоновані математичні моделі руху ґрунтуються на аналітичних розв’язках нелінійних диференціальних рівнянь. Більшість розв’язків отримано в циліндричних функціях. 
В роботі розглянуто як задачі вертикального руху, так і задачі руху під довільним кутом до горизонту. Описано ряд нових особливостей, характерних для руху тіла змінних розмірів і маси. Зокрема, виявлена немонотонність швидкості руху сферичного тіла. 

В задачах, які розглядалися в роботі, враховано реактивну силу із застосуванням гіпотез К.Е. Ціолковського та І.В. Мещерського. Запропоновано новий варіант врахування дії реактивної сили, згідно з яким тільки частина маси, що відокремлюється від неї, йде на створення реактивної сили. Розглянуто задачі руху кулі при обертанні її навколо вертикальної осі без урахування та з урахуванням лінійного опору середовища.

Проведено порівняння отриманих теоретичних результатів з відомими результатами експериментів.

Ключові слова: сферичне тіло, аеродинамічний опір, зміна маси, реактивна сила, спеціальні функції, асимптотичні формули.

Ольшанский С.В. Решение задач динамики сферического тела переменной массы. – Рукопись.
Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.02.01 – теоретическая механика. – Институт прикладной математики и механики НАН Украины, Донецк, 2011.

В диссертации разработаны математические модели движения малого сферического тела переменного радиуса и массы. Задачи решены аналитически в рамках квадратичной модели сопротивления воздушной среды. Для моделирования изменения радиуса частицы во времени использованы три модели: линейная, экспоненциальная и модель                    В. Срезневского. Предложенные математические модели движения базируются на аналитических решениях нелинейных дифференциальных уравнений. Большинство решений получено в цилиндрических функциях. В тех случаях, когда построение точных решений не представлялось возможным, предложены высокоточные приближённые формулы.

В работе рассмотрены как задачи вертикального движения, так и задачи движения под произвольным углом к горизонту. Описан ряд новых особенностей движения тела переменных размеров и массы. В частности, выявлена немонотонность скорости движения сферического тела. Обнаружен эффект отражения сферического тела встречным конвективным потоком.

В задачах, которые рассматривались в работе, учтена реактивная сила с использованием гипотезы К.Э. Циолковского и И.В. Мещерського. Предложен новый вариант учёта реактивной силы, согласно которому только часть отделяющейся от неё массы идёт на создание реактивной силы. 

Получены близкие двухсторонние аналитические оценки нижнего и верхнего значений скорости и радиус-вектора при плоском движении тела, позволяющие приближённо вычислить дальность полёта шара вылетающего под произвольным углом к горизонту.

Рассмотрены задачи движения шара при вращении его вокруг вертикальной оси без учёта и с учётом линейного сопротивления среды. Получены первые интегралы системы уравнений движения в элементарных функциях, а вторые интегралы сведены к обобщённым интегралам Френеля, выражаемых через гипергеометрическую функцию. Изучено влияние силы Магнуса.

Проведено сравнение полученных теоретических результатов с известными результатами экспериментов. Приведено большое количество численных результатов.

Ключевые слова: сферическое тело, аэродинамическое сопротивление, изменение массы, реактивная сила, специальные функции, асимптотические формулы.

Olshanskii S.V. Solution of problems in variable mass spherical body dynamics. – Manuscript.

Dissertation for Scientific Degree of Candidate of Science (Physics and Mathematics), specialty 01.02.01 – Theoretical Mechanics. – Institute of Applied Mathematics and Mechanics, National Academy of Science of Ukraine, Donetsk, 2011.

The dissertation develops mathematical models for motion of a small variable radius and mass spherical body. The problems were solved by analysis within the frames of a quadratic air environment resistance model. To initiate alteration of particle radius in time three models were used: linear, exponential and V.Sreznevsky model. The proposed mathematical motion models are based on analytical solutions of non-linear differential equations. Mostly solutions were obtained in analytical functions.

The work discusses problems of both vertical motion and motion at random angle to horizon. A number of new peculiarities were described for motion of a variable size and mass body. Particularly, the velocity of spherical body motion was found to be non-monotonous.

In problems treated in the work due consideration was taken of reactive force, using the hypothesis of K.E.Tsiolkovsky and I.V.Meshchersky. A new option was proposed for consideration of reactive force, supposing that only part of separating mass is involved in development of reactive force. Problems were discussed of ball motion during its rotation around vertical axis, with and without consideration of linear resistance of environment.
The obtained theoretical results were compared to known results of experiments.

Key words: spherical body, aerodynamic resistance, mass alteration, reactive force, special functions, asymptotic formulae.
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