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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предмет исследования монографии – анализ задач теории графов с позиции их
разрешимости в классах простейших алгоритмов, а именно: алгоритмов с линейной ем-
костной сложностью, а также алгоритмов с линейной сложностью рабочей памяти.

Актуальность выбранной тематики обусловлена следующими обстоятельства-
ми. Граф является одним из основных объектов, используемых в качестве математиче-
ской модели для широкого класса прикладных задач. По этой причине исследование
сложности решения задач теории графов имеет большое значение, как для теории гра-
фов, так и при разработке и анализе алгоритмов. Однако в теории графов превалируют
дескриптивный и метрический подходы, а алгоритмическому подходу уделяется недос-
таточное внимание. Аналогичным образом, в теории алгоритмов превалирует исследо-
вание временной сложности, а многие вопросы, связанные с анализом емкостной слож-
ности остаются в тени.

Монография состоит из четырех разделов.
Раздел 1 представляет собой развернутое введение. В нем изложен необходимый

математический аппарат. Проведен ретроспективный анализ предмета исследования,
сформулированы цели и показана их актуальность.

В разделе 2 исследуется сложность выполнения операций и проверки отноше-
ний (типа изоморфное включение) над обычными и направленными графами. Проведен
сравнительный анализ этой сложности для представлений (и обычных, и направлен-
ных) графов, как списками, так и матрицами смежности (как вершин, так и ребер (для
графов) и дуг (для направленных графов)). Получены оценки ряда свойств почти всех
графов, а также ряд оценок, связанных со « сложностью в среднем».

В разделе 3 систематически исследуется разрешимость задач построения основ-
ных типов путей, циклов и остовных деревьев в классе предложенных алгоритмов. По-
лучен ряд нижних оценок функций Шеннона, характеризующих количества этих объ-
ектов в графах, имеющих заданные порядок и размер. Достаточное внимание уделено
исследованию (основанного на аксиоматике PERT и имеющего многочисленные при-
менения при решении прикладных задач) процесса pebbling – специального обхода
ациклического направленного орграфа с использованием «камешков» для покрытия
посещаемых вершин.

В разделе 4 показана неразрешимость в классе предложенных алгоритмов ряда
модельных задач (идентификация внутренних состояний конечного автомата, построе-
ние супервизора для системы дискретных событий автоматного типа, построение выиг-
рышной стратегии для ряда игр двух лиц на графах).

Монография написана в замкнутой форме, т.е. определяются все понятия, кро-
ме общепринятых.

Полученные результаты – оригинальные результаты автора – старшего науч-
ного сотрудника отдела теории управляющих систем ИПММ НАНУ и отражают тема-
тику исследований отдела. Часть результатов, представленных в пп. 3.5, 4.3 и 4.4, полу-
чена автором в рамках исследований по теме «Логический подход к управлению дина-
мическими системами», Рег. № 01024004565.
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Монография предназначена для специалистов в областях дискретной матема-
тики и computer science, студентов и аспирантов, специализирующихся в этих областях,
а также специалистов, занимающихся разработкой и анализом алгоритмов, как в теоре-
тическом, так и прикладном аспекте. Она также может быть использована преподава-
телями при разработке спецкурсов для специальностей прикладная математика и com-
puter science.

Благодарности. Непосредственным стимулом к написанию данной монографии
послужил ряд лекций по теории графов, которые профессор Зыков А.А. прочитал вес-
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ректору, академику НАН Украины, профессору И.В. Скрыпнику и зам. директора, чле-
ну-корреспонденту НАН Украины, профессору А.М. Ковалеву за обеспечение идеаль-
ных условий для работы над монографией.

Написание любой книги требует больших затрат сил и времени. Автор выражает
глубокую и искреннюю благодарность своим близким – жене Галине и сыну Владимиру
за их терпение и постоянную поддержку в процессе работы над монографией.

Безусловно, что за все недостатки ответственность несет только автор.
Автор будет благодарен за любые конструктивные замечания, касающиеся со-

держания книги.

АВТОР
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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

Логические:

BA⇒  – если A , то B ;

BA⇔  – A  тогда и только тогда, когда B ;

a  )( a¬  – отрицание a , т.е. 1=a  тогда и только тогда, когда 0=a ;

ba ∧  )&( ba  – конъюнкция a  и b , т.е. 1=∧ ba  тогда и только тогда, когда
1== ba ;

ba ∨  – дизъюнкция a  и b , т.е. 0=∨ ba  тогда и только тогда, когда
0== ba ;

)()( xPx∀  – для всех x  утверждение )(xP  - истинное;

)()( xPx∃  – существует такое x , что утверждение )(xP  – истинное.

Теоретико-множественные:

∅  – пустое множество, т.е. множество, не содержащее ни одного элемента;

Xx∈  – x  является элементом множества X ;

Xx∈/  – x  не является элементом множества X ;

YX =  – множества X  и Y  равны, т.е. состоят из одних и тех же элементов;

YX ⊆  – множество X  является подмножеством множества Y , т.е. каждый эле-
мент множества X  является элементом множества Y ;

YX ⊆/  – множество X  не является подмножеством множества Y ,

YX ⊂  – YX ⊆  и существует такой элемент Xx∈ , что Xx∈/ ;

YX ⊂/  – утверждение YX ⊂  – ложное;

)}( | { xPx  – множество всех таких x , что утверждение )(xP  – истинное;

)(XB  – булеан множества X , т.е. множество всех подмножеств множества X ;

|| X  – мощность множества X ;

0ℵ  – мощность счетного множества;

YX ∩  – пересечение множеств X  и Y , т.е. YXx ∩∈  тогда и только тогда,
когда Xx∈  и Yx∈ ;
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YX ∪  – объединение множеств X  и Y , т.е. YXx ∩∈  тогда и только тогда,
когда Xx∈  или Yx∈ ;

YX \  – разность множеств X  и Y , т.е. YXx \∈  тогда и только тогда, когда
Xx∈  и Yx∈/ ;

ε/X  – фактор-множество множества X  по отношению эквивалентности ε ;

YX ×  – декартово произведение множеств X  и Y , т.е. YXyx ×∈),(  тогда и
только тогда, когда Xx∈  и Yy∈ ;

N  – множество всех натуральных чисел;

Z  – множество всех целых чисел;

+Z  – множество всех неотрицательных целых чисел;

)(  NZ ∈kk  – множество, состоящее из чисел 1,,1,0 −k ;

R  – множество всех действительных чисел;

+R  – множество всех неотрицательных действительных чисел;

nX  )( N∈n  – n -я декартова степень линейного пространства X , т.е. множество
всех таких векторов ),,( 1 nxx , что X∈nxx ,,1 .

Функциональные:

YXf →:  – (возможно частичное) отображение множества X  в множество Y ;

fDom  – область определения отображения f ;

fVal  – множество значений отображения f ;

fker  – ядерная эквивалентность отображения f .

Асимптотические:

))(()( ngonf =  )( ∞→n – если ∞→n , то функция )(nf  представляет собой

“о” малое от функции )(ng , т.е. 0
)(
)(lim =

∞→ ng
nf

n
;

))(()( ngOnf =  )( ∞→n – если ∞→n , то функция )(nf  представляет собой
“о” большое от функции )(ng , т.е. существует такое значение N∈0n  и такая констан-
та 0>c , что )()( ngnf ≤  для всех 0nn >  )( N∈n ;
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))(()( ngnf Ω=  )( ∞→n – если ∞→n , то функция )(nf  представляет собой
“омега” большое от функции )(ng , т.е. существует такое значение N∈0n  и такая кон-
станта 0>c , что )()( ngnf ≥  для всех 0nn >  )( N∈n ;

))(()( ngnf Θ=  )( ∞→n – если ∞→n , то функция )(nf  представляет собой
“тэта” большое от функции )(ng , т.е. существует такое значение N∈0n  и такие поло-
жительные константы 1c  и 2c  )( 21 cc > , что )()()( 21 ngcnfngc ⋅≥≥⋅  для всех

0nn >  )( N∈n ;

)(~)( ngnf  )( ∞→n  – если ∞→n , то функции )(nf  и )(ng  асимптотиче-

ски эквивалентны, т.е. 1
)(
)(lim =

∞→ ng
nf

n
.

Лингвистические:

Λ  – пустое слово, т.е. не содержащее ни одного символа;

)(  N∈nX n  – множество всех слов длины n  в алфавите X ;

+X  – множество всех непустых слов в алфавите X ;

 ∗X  – множество всех, включая и пустое, слов в алфавите X .

Матричные:

nI  – единичная матрица n -го порядка;

BA +  – сумма матриц A  и B ;

BA ⋅  – произведение матриц A  и B ;
1−A  – матрица, обратная матрице A ;
TA  – матрица, транспонированная к матрице A ;

|| A  – определитель матрицы A ;

A  – поэлементное дополнение матрицы A ;

BA ∧  – поэлементная конъюнкция булевых матриц A  и B ;

BA ∨  – поэлементная дизъюнкция булевых матриц A  и B ;

BA⊕  – поэлементная сумма по модулю 2 булевых матриц A  и B ;

BA⊗  – произведение булевых матриц A  и B ;
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lA  )( +∈Zl  – l -я булева степень матрицы A , т.е. IA =0 , AA =1  и

разl

l

  

AAA ⊗⊗=⊗  для всех 2≥l  )( N∈l .

Стохастические:

ξM  – математическое ожидание дискретной случайной величины ξ , т.е. если

nxx ,,1   значения дискретной случайной величины ξ , принимаемые, соответственно,

с вероятностями npp ,,1 , то ∑ ⋅=
=

n

i
ii px

1
ξM ;

ξD  – дисперсия дискретной случайной величины ξ , т.е. 22 )( ξξξ MMD −= .
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1. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ.

Значительное число существенно отличающихся друг от друга объектов обла-
дают естественной сетевой структурой. Поэтому язык теории графов имеет исключи-
тельные возможности, а его наглядность, делает доступными формулировки достаточ-
но сложных задач и весьма тонкие методы их решения. Как следствие, построение и
анализ алгоритмов на графах составляет основу исследования широкого класса задач
дискретной математики и ее многочисленных приложений (таких, как анализ и проек-
тирование систем, генетика, кристаллография, лингвистика, социальные науки, химия,
экономика, электротехника и т.д.). Значение этих алгоритмов существенно возросло с
тех пор, как компьютерное моделирование стало нормой (а, часто, и единственным ме-
тодом) решения сложных фундаментальных и прикладных задач. Анализ сложности
алгоритмов на графах (если он вообще производится) часто сводится к асимптотиче-
ской оценке временной сложности в терминах числа вершин (иногда и/или ребер гра-
фа). Безусловно, такой подход дает возможность охарактеризовать исследуемый алго-
ритм на графе в терминах классической теории алгоритмов. При этом часто не прини-
мается во внимание тот фактор, что граф может быть представлен различными спосо-
бами, причем сложность различных представлений – различная. Более того, для раз-
личных представлений выделяются различные классы элементарных операций на гра-
фе (сложность которых, в свою очередь, зависит от выбранного представления). По-
этому естественно зафиксировать одно из наиболее распространенных компьютерно-
ориентированных представлений графа и классифицировать алгоритмы на графах в
терминах емкостной сложности именно этого представления. Ясно, что такая класси-
фикация алгоритмов не совпадает с общепринятой классификацией. Однако она дает
возможность естественно выделить локальные алгоритмы на графах, т.е. такие, кото-
рые могут быть реализованы в пределах памяти, объем которой асимптотически равен
емкостной сложности выбранного представления графа. Именно эти алгоритмы и яв-
ляются предметом исследования настоящей монографии.

В настоящем разделе изложен необходимый математический аппарат. П.1.1. по-
священ машине Тьюринга – наиболее распространенной формализации интуитивного
понятия алгоритм. Эта модель дает возможность в процессе анализа сложности алго-
ритмов легко переходить от равномерного веса к логарифмическому весу. П.1.2. со-
держит основную терминологию теории графов. В п.1.3 представлены основные ре-
зультаты, связанные с исследованием поведения автоматов в лабиринтах – раздела дис-
кретной математики, устанавливающего тесную связь между теорией алгоритмов и
теорией графов. В п.1.4. введены необходимые понятия и определения и очерчен пред-
мет исследования. П.1.5 содержит краткие выводы.

1.1. Машины Тьюринга.

Машина Тьюринга (МТ) – это формальная модель интуитивного по-
нятия алгоритм. Содержательно, (детерминированная) МТ состоит из
лент, головок, каждая из которых связана с единственной лентой и уст-
ройств с конечным числом состояний, управляющих головками. Каждая
головка управляется единственным управляющим устройством, а каждая
лента – это целочисленная решетка типа nZ  или n

+Z  )( N∈n , элементы ко-
торой называются клетками. Известны различные варианты МТ, отли-
чающиеся друг от друга по типу и числу лент, числу головок и числу
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управляющих устройств. Однако, во всех случаях МТ – это упорядоченная
семерка объектов

),,,,,,( 0 fini qqIAQ Λ= δM ,

где Q  – конечное множество состояний управляющих устройств, A  – ко-
нечный внешний алфавит, т.е. множество символов, которые могут быть
записаны в клетках ленты, I  )( AI ⊆≠∅  – входной алфавит, Λ

)\( IA∈Λ – пустой символ, Qqin ∈  и Qq fin ∈  – соответственно, начальное
и финальное состояние управляющего устройства, а δ  – (возможно, час-
тичная) функция переходов.

Функционирование МТ осуществляется в дискретные моменты вре-
мени, т.е. в моменты N∈t , в соответствии с функцией переходов δ . В на-
чальный момент времени все клетки лент, за исключением быть может их
конечного числа, содержат пустой символ Λ , каждая головка обозревает
некоторую фиксированную клетку на соответствующей ленте, а каждое
управляющее устройство находится в начальном состоянии inq . Такт ра-
боты МТ состоит в следующем. Действия каждой головки определяются
состоянием Qq ∈1  управляющего этой головкой устройства и записанным
в обозреваемой ею клетке символом }{1 Λ∪∈ Aa  (т.е. парой ),( 11 aq ) и
осуществляются (в соответствии с функцией переходов δ ) следующим об-
разом. Содержимое обозреваемой клетки заменяется символом

}{2 Λ∪∈ Aa , а головка либо сдвигается в соседнюю клетку, т.е. имеющую
с обозреваемой клеткой общую границу, либо остается в той же клетке.
Управляющее головкой устройство в течение этого же такта переходит в
состояние Qq ∈2 . Допускается, что 12 aa =  и/или 12 qq = . Если хотя бы од-
но управляющее устройство переходит в финальное состояние finq , то все
дальнейшие действия прекращаются, и происходит остановка МТ.

Конфигурация МТ в момент времени t  )( N∈t  – это отображение
tK , указывающее для каждой клетки каждой ленты записанный в ней сим-

вол и, если клетка обозревается головкой, состояние, в котором находится
соответствующее управляющее устройство. Таким образом, для каждой
начальной конфигурации 1K  МТ M  порождает конечный или бесконечный
процесс

:K ,, 21 KK

ее переработки. Выше было отмечено, что δ  – возможно, частичная
функция переходов. Если процесс K  содержит конфигурацию, в которой
ни одно управляющее устройство МТ M  не достигло финального состоя-
ния fq , а для некоторой пары ),( 11 aq  действия соответствующей головки
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не определены, то без ограничения общности можно считать, что происхо-
дит зацикливание МТ M , которое можно интерпретировать как бесконеч-
ный процесс переработки неопределенной конфигурации в неопределенную
конфигурацию. Если K  – конечный процесс, то говорят, что МТ M  приме-
нима к конфигурации 1K , а если K  – бесконечный процесс, то говорят, что
МТ M  не применима к конфигурации 1K .

Сложность переработки конфигураций МТ характеризуется различ-
ными мерами сложности, являющихся функциями Шеннона. Отметим, что
техника следов, которую разработали Барздинь Я.М., Трахтенброт Б.А.,
Фрейвалд Р.М., Rabin M.O. и Hennie F.G. (см., напр. [11]), дает
возможность установить верхние оценки той или иной меры сложности
через оценки значений остальных мер сложности. Наиболее часто исполь-
зуются временная и емкостная меры сложности, определяемые следую-
щим образом.

Рассмотрим процесс

:K ,, 21 KKK =

переработки МТ M  конфигурации K . Сигнализирующие времени )(KtM  и
емкости )(KvM  процесса K  определяются следующим образом. Если МТ
M  не применима к конфигурации K , то )(KtM  и )(KvM  не определены.
Предположим теперь, что МТ M  применима к конфигурации K . Тогда

)(KtM  – это число конфигураций в процессе K . Активной зоной конфигу-
рации iK  называется объединение минимальных связных частей всех лент
МТ M , содержащее обозреваемые головками клетки и все клетки, содер-
жащие символы, отличные от Λ . Активная зона процесса K  определяется
как объединение минимальных частей всех лент МТ M , содержащее ак-
тивные зоны всех конфигураций процесса K . Сигнализирующая емкости

)(KvM  равна объему активной зоны процесса K , который можно опреде-
лить двумя способами: либо как число клеток активной зоны процесса K ,
либо как максимум по всем лентам чисел клеток ленты, входящих в актив-
ную зону процесса K .

С каждой начальной конфигурацией K  МТ M  можно сопоставить
размер N∈)(Ksize  определяемого ею входа. Временная и емкостная
сложность переработки конфигураций МТ M  определяются, соответст-
венно, равенствами

)(max)(
)(

Ktnt MnKsize

опр

M =
= ,

)(max)(
)(

Kvnv MnKsize

опр

M =
=    )( N∈n .
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Кроме функций )(ntM  и )(nvM , часто используются функции )(ntM
∗  и

)(nvM
∗ , определяемые равенствами

)(max)(
1

ν
ν Mn

опр

M tnt
≤≤

∗ = ,

)(max)(
1

ν
ν Mn

опр

M vnv
≤≤

∗ = .

В процессе исследования сложности алгоритмов вместо функций
)(ntM  и )(nvM  (соответственно, функций )(ntM

∗  и )(nvM
∗ ) часто используют

их асимптотические оценки )(nTM  и )(nVM  (соответственно )(nTM
∗  и

)(nVM
∗ ), т.е. функции вида

)( ))(()( ∞→= nngOnf ,

что упрощает изложение и не нарушает общности рассуждений. Для асим-
птотической оценки сложности алгоритмов оба рассмотренных выше спо-
соба определения объема активной зоны процесса эквивалентны (т.к. чис-
ло лент МТ M  фиксировано).

Важное понятие, касающееся сложности алгоритмов, связано с мощ-
ностью внешнего алфавита A  МТ. Если 2 |}{\| =ΛA  (в этом случае, как
правило, полагают },1,0{ Λ=A ), то говорят, что речь идет о логарифмиче-
ском весе. Если же на мощность внешнего алфавита A  не наложены ника-
кие ограничения (за исключением того, что она конечна), то говорят, что
речь идет о равномерном весе. Используя кодирование элементов множе-
ства }{\ ΛA  двоичными последовательностями (или, иными словами, бло-
ками) длины

 |}{\|log Λ= Aτ

(пустой символ Λ  кодируется последовательностью 
раз τ

ΛΛ ), C. Shannon в

1956 году доказал следующую теорему.

Теорема 1.1. МТ с внешним алфавитом A  )3 || ( ≥A  можно блочно
моделировать МТ с внешним алфавитом },1,0{1 Λ=A с логарифмическим
замедлением (т.е. с растяжением во времени), пропорциональным величи-
не  |}{\|log ΛA .

Наиболее часто используются следующие две интерпретации про-
цесса переработки конфигураций МТ.
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Во-первых, это вычисление значений (словарной) функции n  )( N∈n
переменных

),,( 1 nxxfy =  ),,( 1
∗∈ Ixx n .

Предполагается, что начальная конфигурация K  содержит значения аргу-
ментов nxx ,,1 , записанные в специально отведенных местах на лентах.
Если fDomxx n  ),,( 1 ∈ , то МТ применима к K , а конфигурация, полу-
ченная по завершению процесса переработки K , содержит записанное в
специально отведенных клетках значение функции ),,( 1 nxxf . Если же

fDomxx n  ),,( 1 ∉ , то МТ не применима к конфигурации K . Используя
методы композиций МТ, получившие впоследствии имя Тьюрингово про-
граммирование (см., напр. [11]), A. Turing в 1936 году доказал следующую
теорему.

Теорема 1.2. Для каждой частично-рекурсивной функции
),,( 1 nxxf  существует МТ, осуществляющая вычисление ее значений.

Во-вторых, это распознавание языка L  в алфавите I . Предполагает-
ся, что начальная конфигурация K  содержит слово ∗∈ Ip , записанное в
специально отведенных местах на лентах. Если Lp ∈ , то МТ применима к
K , а конфигурация, полученная по завершению процесса переработки K ,
содержит в специально отведенной клетке символ 1. Если же Lp ∉ , то ли-
бо МТ не применима к K , либо конфигурация, полученная по завершению
процесса переработки K , содержит в специально отведенной клетке сим-
вол, не равный 1 (например, символ 0).

Если МТ M  вычисляет такую функцию f , что }1,0{ =fVal , то го-
ворят, что M  вычисляет предикат f . Таким образом, класс языков, рас-
познаваемых МТ, определяется множеством тех (возможно, частичных)
предикатов, которые могут быть вычислены МТ. Этот класс языков полу-
чил имя рекурсивно-перечислимых. Формально, множество слов ∗⊆ IL  –
рекурсивно-перечислимое, если оно является множеством значений функ-
ции ∗→ If N: , вычислимой некоторой МТ (здесь предполагается, что на-
туральные числа кодируются словами в алфавите I , так что f  – словарная
функция). Последнее означает, что существует МТ, которая, будучи запу-
щенной на пустой ленте, генерирует бесконечную последовательность

##)(####)#3(#3#)#2(#2#)#1(#1 nfnfff       )\(# IE∈ ,

т.е. перечисляет (возможно, с повторениями) элементы множества L .
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Выше было отмечено, что существуют различные варианты МТ, от-
личающиеся друг от друга по типу и числу лент, числу головок и числу
управляющих устройств. Рассмотрим кратко основные варианты МТ.

Обычная одноленточная МТ ),,,,,,( finin qqIAQ Λ= δM  с одной не ог-
раниченной в обе стороны лентой изображена на рис. 1.1. Функция пере-

ходов такой МТ – это (возможно, час-
тичное) отображение множества AQ×
в множество },,{ НмПЛQA ××  ( Л и П
– сдвиг головки на одну клетку, соот-
ветственно, влево и вправо, а Нм – го-
ловка остается на месте). Отметим, что
такую МТ всегда можно преобразовать
в эквивалентную ей (т.е. вычисляю-
щую ту же функцию или распознаю-
щую тот же язык) подвижную МТ, т.е.
такую, что },{ ПЛQAVal ××⊆δ  (см.,
напр. [11]). Активная зона стандарт-

ной начальной конфигурации K  расположена, начиная с 0-й клетки, впра-
во, а головка обозревает 0-ю клетку. Если МТ M  применима к конфигура-
ции K , то в стандартной заключительной конфигурации головка обозре-
вает самую левую клетку, содержащую результат. Известно (см., напр.
[11]), что если одноленточная МТ M  с одной не ограниченной в обе сто-
роны лентой применима к конфигурации K , то

||)(|| )( )( QKvAKt M
Kv

M
M ⋅⋅≤ .

Обычная одноленточная МТ с одной односторонней лентой изобра-
жена на рис. 1.2. Единственное отличие этой
модели от предыдущей состоит в том, что не-
обходимо предотвратить схождение головки с
ленты, когда она обозревает 0-ю клетку (т.е.
запретить в этом случае сдвиг головки влево).
Выход из этого положения состоит в том, что
в 0-ю клетку записывается специальный мар-
кер (например, #) – признак конца ленты. МТ
с одной не ограниченной в обе стороны лен-

той можно преобразовать в эквивалентную МТ с одной односторонней
лентой с не более чем константным растяжением сигнализирующей вре-
мени. Для этого достаточно использовать одностороннюю двухэтажную
ленту (верхний этаж – для клеток, занумерованных неотрицательными
числами, а нижний этаж – для клеток, занумерованных отрицательными
числами (см., напр. [11])).
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k -головочная одноленточная МТ ),,,,,,( finin qqIAQ Λ= δM  с одной
не ограниченной в обе стороны лентой и h  }),,1{( kh∈  управляющими
устройствами изображена на рис. 1.3. Функция переходов такой МТ – это

(возможно, частичное) отображение множества )(
1

jr
h

j
AQ××

=
 в множество

)}),,{((
1

QНмПЛA jr
h

j
×××

=
.

Для такой МТ необходимо предотвратить конфликтные ситуации,
возникающие, если несколько головок обозревают одну и ту же клетку, а
функция переходов предписывает различным головкам осуществить в эту
клетку различные записи. Разрешение конфликта состоит в том, что го-
ловки упорядочиваются по их приоритету, а запись в клетку осуществляет
та из головок, обозревающих данную клетку, приоритет которой – наи-
высший. В 1956 году Б.А. Трахтенброт доказал следующую теорему.

Теорема 1.3. Для любой одноленточной многоголовочной МТ M
существует такая эквивалентная ей обычная одноленточная МТ 1M , что
для любой конфигурации K , к которой применима МТ M , справедливо
неравенство

))()(()(3)(
1

KtKvKtKt MMMM +⋅⋅≤ .

Как правило,

)()( KvKt MM ≥ .

Поэтому из теоремы 1.3 вытекает, что отказ от использования многих го-
ловок приводит не более чем к квадратному растяжению времени вычис-
лений. Значение этого следствия определяется тем, что многоголовочная
МТ с несколькими управляющими устройствами является естественной
моделью для параллельных вычислений.

Многоленточная МТ с k  рабочими не ограниченными в обе стороны
лентами изображена на рис. 1.4. Эта МТ, как и предыдущая, также являет-
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ся моделью для исследования параллельных вычислений. Входная (соответ-
ственно, выходная) лента предназначена только для считывания входа (со-
ответственно, только для записи выхода), причем после считывания (соот-
ветственно, записи) очередного символа связанная с ней управляющая го-
ловка может сдвинуться только на клетку вправо. В 1965 году J. Hartmanis
и R.E. Stearns доказали следующую теорему.

Теорема 1.4. Для любой одноленточной k -головочной МТ M  суще-
ствует такая эквивалентная ей многоленточная МТ 1M , что

)()()(
1

ntMcnt MM ⋅≤  )( N∈n ,

где )(Mc  – константа, зависящая от МТ M .

Обычная n -мерная МТ ),,,,,,( finin qqIAQ Λ= δM  имеет одну ленту,
являющуюся решеткой либо типа nZ , либо типа n

+Z  (случай, когда 2=n , а
лента имеет тип 2Z , изображен на рис. 1.5). Функция переходов δ  такой
МТ – это (возможно, частичное) отображение множества AQ×  в множест-
во nQA V×× , где

∑ ≤−∈=
=

n

j
jjn

1
1 }1 ||},1,0,1{|),,{( ααααV ,

причем 1=jα  (соответственно, 1−=jα ) означает, что сдвиг головки про-
исходит на одну клетку по j -й координате в положительном (соответст-
венно, в отрицательном) направлении, а 0=jα  означает отсутствие сдвига
головки по j -й координате.
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Если 2=n  (т.е. для двумерной
МТ) принято функцию переходов δ
представлять как отображение мно-
жества AQ×  в множество

},,,,{ НмПЛВнВвQA ×× , где Вв, Вн,
Л и П – сдвиг головки на одну клет-
ку, соответственно, вверх, вниз, вле-
во и вправо, а Нм – головка остается
на месте. В 1967 году Б.А. Трахтен-
брот доказал следующую теорему

Теорема 1.5. Для любой n -мерной МТ M  существует такая эквива-
лентная ей многоленточная МТ 1M  с )1( +n -й рабочими не ограниченными
в обе стороны лентами, что

)2)(2)(1)(()(
1

+++≤ ntnntnt MMM .

Так как, как правило, nntM ≥)( , то отказ от использования много-
мерных лент приводит не более чем к квадратному растяжению времени
вычислений. Подчеркнем, что наиболее общей формальной моделью для
параллельных вычислений (в рамках классического подхода к теории алго-
ритмов) является многоголовочная многоленточная МТ, возможно, с мно-
гомерными лентами.

В заключение рассмотрим кратко классификацию вычислений, осу-
ществляемых МТ в зависимости от сложности процесса переработки кон-
фигураций. Следуя традиции, в качестве базовой модели выберем обыч-
ную одноленточную МТ с одной не ограниченной в обе стороны лентой.

По аналогии с сигнализирующими времени и емкости определяются
сигнализирующие колебаний )(KMω  и режима )(KrM . А именно, )(KMω  и

)(KrM  равны, соответственно, числу колебаний (т.е. изменений направле-
ния головки) и максимальному числу прохождений головки через край
клетки, если МТ M  применима к конфигурации K  и не определены в
противном случае. Функции )(nMω  и )(nrM  определяются аналогично
функциям )(ntM  и )(nvM . Говорят, что МТ M  вычисляет значения функ-
ции f :

1) с логарифмическим замедлением, если

)log()( nnOnTM ⋅=   )( ∞→n ;

2) с сублогарифмическим замедлением, если
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)log()( nnonTM ⋅=   )( ∞→n ;

3) с ограниченным замедлением, если

)()( nOnTM =   )( ∞→n ;

4) с ограниченным растяжением, если

)()( nOnVM =   )( ∞→n ;

5) с ограниченным удлинением, если

cnnvM +≤)( ,

где c  – константа;
6) с ограниченным режимом, если

)1()( OnRM =   )( ∞→n ,

где )(nRM  – асимптотическая оценка )(nrM .
Известно, что существуют следующие соотношения между перечис-

ленными выше типами вычислений (см., напр. [11]).

Теорема 1.6. Пусть обычная одноленточная МТ M  с одной не огра-
ниченной в обе стороны лентой вычисляет значения функции f . Тогда:

1) если )1()( OnRM =  )( ∞→n , то cnnvM +≤)( ;
2) если )1()( OnRM =  )( ∞→n , то существует такая МТ M~ , вычис-

ляющая значения функции f , что 1)(~ =nMω  для всех N∈n ;
3) если )1()( OnRM =  )( ∞→n , то существует такая МТ M̂ , вычис-

ляющая значения функции f , что )()(ˆ nOnT
M

=  )( ∞→n ;
4) если )log()( nnOnTM ⋅=  )( ∞→n , то )()( nOnVM =  )( ∞→n ;
5) если )log()( nnonTM ⋅=  )( ∞→n , то )1()( OnRM =  )( ∞→n ;
6) если )()( nOnTM =  )( ∞→n , то )1()( OnRM =  )( ∞→n ;
7) если )log()( nnonTM ⋅=  )( ∞→n , то )()( nOnTM =  )( ∞→n  и

cnnvM +≤)( .

Из 7-го утверждения теоремы 1.6 вытекает, что не существует МТ
M , которая вычисляет значения данной функции с сигнализирующей вре-
мени, удовлетворяющей неравенствам

nncntnc M log)( 21 ⋅   )( N∈n ,
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где 1c  и 2c  – константы. Верхняя и нижняя граница в этих неравенствах
играют следующую роль (см., напр. [11]). Во-первых, любое рекурсивно-
перечислимое множество может быть перечислено с логарифмическим за-
медлением. Во-вторых, класс множеств, распознаваемых с ограниченным
режимом (и, следовательно, в силу 3-го утверждения теоремы 1.6, с линей-
ным временем), совпадает с классом множеств, перечислимых с ограни-
ченным режимом. Этот класс множеств Ω  может быть охарактеризован
следующим образом. Настроенным конечным автоматом называется
система

),,,,( finin QqXQM δ= ,

где Q  – конечное множество состояний, X  – конечный входной алфа-
вит, QXQ →×:δ  – функция переходов, Qqin ∈  – начальное состояние и

QQ fin ⊆  – множество финальных состояний. Функция δ  расширяется до

функции QXQ →× ∗:~δ  с помощью равенств

qq
опр

=Λ),(~δ ,

)),,(~(),(~ xpqpxq
опр

δδδ =

для всех Qq ∈ , ∗∈ Xp  и Xx ∈ . Язык, представимый настроенным конеч-
ным автоматом

),,,,( finin QqXQM δ=

определяется равенством

}),(~|{ finin

опр

M QpqXpL ∈∈= ∗ δ .

Указанный выше класс множеств Ω , распознаваемых с ограниченным ре-
жимом, совпадает с классом языков, представимых настроенными конеч-
ными автоматами.

1.2. Графы.

 Граф определяется как упорядоченная пара

),( EVG = ,

где V  – множество вершин, а E  )( )2(VE ⊆  – множество ребер ( )2(V  –
множество всех неупорядоченных пар элементов множества V ). Если
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Evve ∈= },{ 21 , то вершины 1v  и 2v  – смежные, 1v  и 2v  инцидентны ребру
e  ( 1v  и 2v  называются, также, концами ребра e ), а ребро e  инцидентно
вершинам 1v  и 2v . Ребра 1e  и 2e  ),( 21 Eee ∈  – смежные, если 1 || 21 =∩ ee ,
т.е. если они имеют (только один) общий конец.
 В дальнейшем, если не оговорено противное, будем рассматривать
только конечные графы, т.е. будем считать, что ∞< || V . Если nV = ||  и

mE = || , то граф G  имеет порядок nG = ||  и размер mGe =)( . Говорят,
также, что G  – ),( mn -граф. Для ),( mn -графа истинным является неравен-
ство




≤≤ 20 nm .

Основными способами задания ),( mn -графа ),( EVG =  являются
следующие:

1. Перечисление в явном виде элементов множеств V  и E .
2. Графическое изображение, т.е. вершины изображаются кружка-

ми, а ребра – линиями, соединяющими пары кружков (в соответствии с
этой интерпретацией иногда говорят, что ребро e  соединят вершины 1v  и

2v , если 1v  и 2v  инцидентны ребру e ).
3. Матрица смежности вершин, т.е. булева матрица порядка nn× ,

строки и столбцы которой занумерованы элементами множества V , а эле-
мент матрицы, расположенный на пересечении строки Vv ∈1  и столбца

Vv ∈2  равен 1 тогда и только тогда, когда 1v  и 2v  – смежные вершины.
4. Матрица смежности ребер, т.е. булева матрица порядка mm× ,

строки и столбцы которой занумерованы элементами множества E , а эле-
мент матрицы, расположенный на пересечении строки Ee ∈1  и столбца

Ee ∈2  равен 1 тогда и только тогда, когда 1e  и 2e  – смежные ребра.
5. Матрица инциденций, т.е. булева матрица порядка mn× , строки

которой занумерованы элементами множества V , а столбцы – элементами
множества E , причем элемент матрицы, расположенный на пересечении
строки Vv ∈  и столбца Ee∈  равен 1 тогда и только тогда, когда вершина
v  инцидентна ребру e .

6. Списки смежности вершин, т.е. совокупность n  списков, зануме-
рованных элементами множества V , причем список, занумерованный эле-
ментом Vv ∈ , состоит из всех вершин, смежных с вершиной v .

7. Списки смежности ребер, т.е. совокупность m  списков, зануме-
рованных элементами множества E , причем список, занумерованный эле-
ментом Ee∈ , состоит из всех ребер, смежных с ребром e .
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Пример 1.1. Граф ),(1 EVG = , задан перечислением множеств вершин и ребер:

},,,,{ 54321 vvvvvV = ,

}},{},,{},,{ },,{ },,{ },,{{ 426525544433532311 vvevvevvevvevvevveE ======= .

Его графическое изображение показано на рис.1.6.

Матрицы смежности вершин и ребер, соответственно, 1M  и 2M , а также мат-
рица инциденций 3M  графа ),(1 EVG =  имеют следующий вид:

01110
10110
11001
11000
00100

5

4

3

2

1

54321

1

v
v
v
v
v

vvvvv

=M ,

011100
101010
110110
101011
011101
000110

6

5

4

3

2

1

654321

2

e
e
e
e
e
e

eeeeee

=M ,

011010
101100
000111
110000
000001

5

4

3

2

1

654321

3

v
v
v
v
v

eeeeee

=M .
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Списки смежности, определяющие граф 1G , показаны на рис. 1.7.

При равномерном весе емкостная сложность задания ),( mn -графа
перечислением равна )( mnO +  ),( ∞→mn , матрицами смежности вершин
и ребер равна, соответственно, )( 2nO  )( ∞→n  и )( 2mO  ),( ∞→mn , матри-
цей инциденций – )(nmO  ),( ∞→mn , списками смежности вершин и ребер
равна, соответственно, }),(max{ mnO  ),( ∞→mn  и }}),min{,1max{( mnmO ⋅

),( ∞→mn .
Графы ),( 111 EVG =  и ),( 222 EVG =  равны (обозначается 21 GG = ) то-

гда и только тогда, когда 21 VV =  и 21 EE = . Граф ),( 111 EVG =  – подграф
графа ),( EVG = , если VV ⊆1  и EE ⊆1 . Подграф ),( 111 EVG =  графа

),( EVG =  называется:
1) индуцированным множеством вершин 1V , если )2(

11 VEE ∩= ;
2) остовным, если VV =1 .

Отметим, что число остовных подграфов графа ),( EVG =  равно ||2 E .
Простейшими операциями над графом ),( EVG =  являются следую-

щие:
1) 1VG −  )( 1 VV ⊆  – удаление вершин, принадлежащих множеству 1V

и инцидентных им ребер;
2) 1EG −  )( 1 EE ⊆  – удаление ребер, принадлежащих множеству 1E ;
3) 1EG +  )\( )2(

1 EVE ⊆  – добавление ребер, принадлежащих 1E ;
4) )\,( )2( EVVG =  – дополнение графа .G
Для краткости ребро Evve ∈= },{ 21  обозначается через 21vv  (при

этом записи 21vv  и 12vv  не различаются). Операции удаления вершины
)2(Vv∈  и ребра Evv ∈21  (соответственно, добавления ребра EVvv \)2(

21 ∈ )
записываются в виде vG −  и 21vvG −  (соответственно 21vvG + ).
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В графе ),( EVG =  множества вершин

} | {)( 11 EvvVvv ∈∈=Γ

и

}{)( vv ∪Γ  )( Vv ∈

называются, соответственно, открытой и замкнутой окрестностью вер-
шины v . Таким образом, задание графа списками смежности – это пере-
числение замкнутых окрестностей всех его вершин. Число

|)(| )( vvd Γ=  )( Vv ∈

называется степенью вершины v . Как правило (хотя это не является обяза-
тельным требованием), вершины графа нумеруются в порядке не убывания
их степеней, т.е. если ),( EVG =  – ),( mn -граф, то предполагается, что

)()( 1 nvdvd ≤≤

(отметим, что в примере 1.1 выбрана именно такая нумерация вершин гра-
фа 1G ). В 1736 году L. Euler установил следующее свойство последова-
тельности степеней вершин графа.

Теорема 1.7. (The handshaking lemma). Сумма степеней всех вершин
графа ),( EVG =  равна удвоенному числу его ребер, т.е.

)(2)( Gevd
Vv

=∑
∈

.

Из теоремы 1.7 вытекает, что для любого графа ),( EVG =

 1||)(2)(min)( −

∈
⋅≤= VGevdG

Vv

опр
δ ,

 1||)(2)(max)( −

∈
⋅≥=∆ VGevdG

Vv

опр

.

Если kGG =∆= )()(δ , то граф G  – k -регулярный. Экстремальными слу-
чаями регулярного графа являются:

1) полный граф nK  порядка n , т.е. ) 2,( 


nn -граф )( N∈n  (в котором

любые две вершины – смежные);
2) пустой граф nK  порядка n  (в котором вообще нет ребер).
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В частности, полный граф 3K  порядка 3 называется треугольником.
W. Mantel в 1907 году доказал следующее достаточное условие, при кото-
ром треугольник является подграфом данного графа.

Теорема 1.8. Граф ),( EVG =  содержит подграф, являющийся тре-
угольником, если

 2||25.0 )( GGe ⋅> .

В 1941 году P. Turán показал, что установленная в теореме 1.8 оценка яв-
ляется точной нижней границей.

Подграф

))(),(( PEPVP =

графа ),( EVG = , где

},,{)( 0 lvvPV =

и

},,,{)( 12110 ll vvvvvvPE −=  )),,1(  ( 1 liEvv ii =∈− ,

называется путем длины l  (в графе G ), соединяющим вершины 0v  и lv .
Говорят также, что P  – )( 0 lvv − -путь (в этом случае вершины 0v  и lv  вы-
деляется в качестве, соответственно, начальной и финальной вершин пути).
В графе ),( EVG =  )( 0 lvv − -пути ))(),(( 111 PEPVP =  и ))(),(( 222 PEPVP =
называются независимыми, если },{)()( 021 lvvPVPV =∩ .

Понятие ‘путь в графе’ ),( EVG =  дает возможность определить
метрику (т.е. расстояние) на множестве V  вершин следующим образом:

1) 0),( =vvd  для всех Vv ∈ ;
2) ),( 21 vvd  )( 21 vv ≠  равно наименьшей длине )( 21 vv − –пути, если

такой путь существует;
3) ∞=),( 21 vvd  )( 21 vv ≠ , если )( 21 vv − –путь не существует.
Введенная метрика, в свою очередь, дает возможность определить

диаметр и радиус графа ),( EVG =  с помощью, соответственно, равенств

),(max 21, 21

vvdGdiam
Vvv

опр

∈
= ,

),(maxmin 21
21

vvdGrad
VvVv

опр

∈∈
= .
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Величина ),(max 21
2

vvd
Vv ∈

 называется эксцентриситетом вершины 1v , а

величина

} ),(max|{ 211
2

GradvvdVvGcntr
Vv

=∈=
∈

называется центром графа ),( EVG = .
Граф ),( EVG =  – связный, если для любых двух его вершин 1v  и 2v

существует )( 21 vv − -путь. Максимальные связные подграфы графа
),( EVG =  называются его компонентами связности. Отметим, что любая

такая вершина v  графа G , что 0)( =vd  (она называется изолированной)
является его компонентой связности. Операции удаления вершин или ре-
бер графа могут изменить количество компонент связности. В этом кон-
тексте выделяются следующие вершины и ребра:

1) вершина v  графа G  называется точкой сочленения, если число
компонент связности графа vG −  больше числа компонент связности гра-
фа G ;

2) ребро 21vv  графа G  называется мостом, если число компонент
связности графа 21vvG −  больше числа компонент связности графа G .

В графе ),( EVG =  прогулка (a walk) (используется, также, термин
маршрут) длины l  – это такая чередующаяся последовательность вершин
и ребер

ll veevev ,,,,,, 2110 ,

что iii vve 1−=  ),,1( li = . Такое определение предполагает, что зафиксиро-
вана ориентация от начальной вершины 0v  к финальной вершине lv , что
подчеркивается использованием термина )( 0 lvv − -прогулка. След (a trail)
(используется, также, термин цепь) – это прогулка, в которой все ребра

leee ,,, 21  попарно различны. Отметим, что путь – это прогулка (или
след) с попарно различными вершинами. След

ll veevev ,,,,,, 2110

называется контуром (a circuit), если lvv =0 . Для обозначения контура

02110 ,,,,,, veevev l

используется запись

110 −lvvv
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(подчеркнем, что контур 110 −lvvv  содержит ребро 01vvl− ). Для контура на-
чальная вершина не выделяется и отсутствует ориентация, т.е. записи

110 −lvvv , 011 vvv l− , , 201 −− ll vvv , 021 vvv ll −− , 102 −− ll vvv , , 110 vvv l−

эквивалентны (они определяют один и тот же контур). Контур 110 −lvvv
называется циклом длины l , если 3≥l  и вершины 110 ,,, −lvvv  – попарно
различные. Для цикла (как и для контура) отсутствует ориентация.

Для связных графов выделяются следующие важные специальные
случаи введенных выше понятий контур, прогулка, путь, след и цикл. Путь
или цикл – гамильтонов, если он содержит все вершины графа. Контур,
след или прогулка – эйлеров, если он содержит все ребра графа. Отметим,
что решение ряда модельных задач дискретной математики, таких, как за-
дачи коммивояжера и китайского почтальона (см., напр. [5,7,12,14]) ос-
нованы именно на поиске специальных гамильтонового цикла и эйлеровой
прогулки. В 1736 году L. Euler установил следующий критерий существо-
вания в графе эйлеровых контура и следа.

Теорема 1.9. Связный граф содержит:
1) эйлеров контур тогда и только тогда, когда степень каждой его

вершины – четная;
2) эйлеров ),( 21 vv -след )( 21 vv ≠ тогда и только тогда, когда 1v  и 2v  –

единственные вершины графа, имеющие нечетную степень.

Понятие ‘цикл в графе’ имеет многочисленные применения при ис-
следовании структуры графа. Рассмотрим их кратко.

Подмножество вершин (соответственно, подмножество ребер) графа
– независимое, если никакие два его элемента не являются смежными.
Мощность максимального по числу элементов независимого подмножест-
ва вершин (соответственно, ребер) называется вершинным (соответствен-
но, реберным) числом независимости графа G  и обозначается )(0 Gβ  (со-
ответственно, )(1 Gβ ). Граф ),( EVG =  – r -дольный, если существует раз-
биение },,{ 1 rVV=π  множества его вершин V  на независимые подмно-
жества вершин. В 1936 году D. König установил следующий критерий.

Теорема 1.10. Граф является двудольным тогда и только тогда, когда
он не содержит циклов нечетной длины.

r -дольный граф ),( EVG =  (где },,{ 1 rVV=π  – разбиение множест-
ва V  на независимые подмножества) называется полным (обозначается

||,|,| 1 rVVK ), если каждая вершина каждого множества iV  и каждая вершина
каждого множества jV  )( ij ≠  – смежные, т.е. если
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В 1912 году O. Veblen установил следующую связь между циклами в
графе и разбиениями множества его ребер.

Теорема 1.11. Множество ребер графа ),( EVG =  может быть разби-
то на циклы тогда и только тогда, когда степень )(vd  каждой вершины

Vv ∈  – четное число.

Этот результат, по своей сути, является важным специальным случа-
ем следующей конструкции, устанавливающей тесную связь между графа-
ми и векторными пространствами над конечными полями. Пусть

),( EVG =  – ),( mn -граф и },,{ 1 meeE = . Представим каждый цикл C  в
графе G  двоичным вектором

),,( 1 mαα=c ,

где 1=iα  ),,1( mi =  тогда и только тогда, когда ребро ie  принадлежит
циклу C . Обозначим через

},,{ 1 kccC =

множество двоичных векторов, представляющих множество всех циклов
},,{ 1 kCC  в графе G . Тогда множество







∑ ∅≠=∈
∅=

=
=

k

i
iii

c kiG
1

 если )},,,1( }1,0{|{
 если                                              },{

)( Cc
C0

V ββ ,

где ‘+’ – операция покомпонентного сложения по 2 mod  векторов, являет-
ся подпространством векторного пространства )2(mGF . Подпространство

)(GcV  называется пространством циклов графа G , а число

)( )( GDimGr cc V=

называется циклическим рангом (или цикломатическим числом) графа G .
Известно, что (см., напр. [12]) для любого ),( mn -графа ),( EVG =  с k
компонентами связности истинным является уравнение Эйлера-Пуанкаре
для графов

)(Grkmn c−=− .



30

Циклы играют важную роль при характеристике топологических
свойств графа. В 1936 году D. König показал, что любой ),( mn -граф

),( EVG = , можно изобразить (или, иными словами, уложить) без самопе-
ресечений (т.е. любая общая точка двух ребер – вершина графа) на сфере с
ручками. Наименьшее число )(Gγ  ручек, которые нужно добавить к сфере
для такой укладки, называется родом графа G . Уложим граф G  без само-
пересечений на сфере )(GSγ , имеющей )(Gγ  ручек. Обозначим через )(GF
множество связных областей, полученных в результате удаления из )(GSγ

всех точек, принадлежащих ребрам графа G  и всех точек, изображающих
вершины графа G . Элементы множества )(GF  называются гранями (или
сторонами) графа G . В 1736 году L. Euler установил следующий факт.

Теорема 1.12. Для связного ),( mn -графа ),( EVG =  истинным явля-
ется равенство

)(22 |)(| GGFmn γ−=+− .

Число |)(| GFmn +−  называется эйлеровой характеристикой графа
G . Из уравнения Эйлера-Пуанкаре и теоремы 1.12 вытекает, что для связ-
ного графа G  истинным является равенство

1|)(|)(2)( −+= GFGGrc γ .

Граф G  – планарный, если 0)( =Gγ , т.е. если G  можно уложить без
самопересечений на обычной сфере. Такие графы характеризуются тем,
что именно их можно уложить без самопересечений на плоскости (такая
укладка называется плоским графом). Для связного планарного графа G
эйлерова характеристика равна 2 , а циклический ранг равен

1|)(| )( −= GFGrc .

Для планарного графа ),( EVG =  известна более тонкая топологическая
характеристика, чем свойство 0)( =Gγ . Операция разбиение ребра состоит
в замене ребра путем длины 2 (т.е. если Evv ji ∈ , то полагаем }{: vVV ∪=

)( Vv ∉  и },{}{\: jiji vvvvvvEE ∪= ). Графы 1G  и 2G  – гомеоморфные, если
они могут быть получены из одного и того же графа G  в результате ко-
нечных последовательностей операций разбиения ребер (возможно, с по-
следующим изменением обозначений вершин). В 1930 году K. Kuratowski
установил следующий критерий планарности графа.

Теорема 1.13. Граф G  – планарный тогда и только тогда, когда он не
содержит подграфа, гомеоморфного 5K  или 3,3K .
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Граф называется ациклическим (или лесом), если он не содержит
циклов. Известно, что любая последовательность натуральных чисел

ndd ,,1 , удовлетворяющая равенству

)(2
1

knd
n

i
i −∑ =

=
 )11( −≤≤ nk ,

является последовательностью степеней вершин некоторого леса с k  ком-
понентами связности. Деревом называется связный ациклический граф.
Деревья играют важную роль во многих проблемах исследования связных
графов. По этой причине выделяются остовные деревья (или, более кратко
остовы) связных графов, т.е. остовные подграфы, являющиеся деревьями.

Пример 1.2. Число остовных подграфов графа 1G  из примера 1.1, равно

)64(26 = . Среди них остовными деревьями являются 8 подграфов (каждый с множест-
вом вершин },,,,{ 54321 vvvvvV = ), определяемых следующими множествами ребер

},,,,{ 53211 eeeeE =  },,,,{ 63212 eeeeE = },,,,{ 54213 eeeeE = },,,,{ 64214 eeeeE =

},,,,{ 65215 eeeeE = },,,,{ 54316 eeeeE = },,,,{ 64317 eeeeE = }.,,,{ 65318 eeeeE =

Любое остовное дерево ),( TEVT =  связного ),( mn -графа ),( EVG =
содержит минимальное число ребер, связывающих все вершины графа G .
Ясно, что если ∅≠TEE \ , то граф vT +  )\( TEEv ∈  содержит единствен-
ный цикл, причем, циклы, получаемые при добавлении к T  различных ре-
бер TEEv \∈  – линейно независимые (так как каждый цикл содержит реб-
ро, не принадлежащее никакому другому из этих циклов). Число этих цик-
лов равно

)(1)1( Grnmnm c=+−=−− .

Следовательно, указанные выше циклы образуют базис векторного про-
странства )(GcV .

Иногда возникает необходимость размечать вершины и/или ребра
графа элементами некоторого множества. Формально, разметка вершин
(соответственно, ребер) графа ),( EVG =  элементами множества Σ  (или,
более кратко, Σ -разметка) – это отображение Σ→Vf :  (соответственно,

Σ→Ef : ) (возможно удовлетворяющее некоторым дополнительным ус-
ловиям). Среди Σ -разметок вершин (соответственно, ребер) графа

),( EVG =  выделяют раскраски, т.е. Σ -разметки, у которых образы любых
двух смежных вершин (соответственно, ребер) – различные. Мощность
минимального (по числу элементов) множества Σ , для которого существу-
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ет Σ -раскраска вершин (соответственно, ребер) графа G  называется вер-
шинно-хроматическим (соответственно, реберно-хроматическим) числом
графа G  и обозначается через )(Gχ  (соответственно, через )(Gχ ′ ). От
раскраски ребер легко перейти к раскраске вершин, если заменить граф

),( EVG =  его реберным графом )~,()( VEGL = , где

} графа ребра смежные - e и |},{{~
21

)2(
21 GeEeeV ∈= .

Отметим, что если G  – ),( mn -граф, то )(GL  – это )5.0 ,(
1

2 mdm
n

i
i −∑⋅

=
-граф,

где ndd ,,1  – последовательность степеней вершин графа G . Известен
ряд оценок для вершинно-хроматического числа графа, среди которых от-
метим оценки





+⋅≤⋅≤
+≤+≤

2))1(5.0()()(
1)()(2

nGGn
nGGn

χχ
χχ ,

которые установили в 1956 году E.A. Nordhaus и J.W. Gaddum, и оценки

1)()())(( 0
1

0 +−≤≤⋅ − GnGGn βχβ

нижнюю из которых, по видимому, установил в 1958 году C. Berge, а верх-
нюю – в 1970 году F. Harary и S. Hedetniemi.

До сих пор использовалось определение графа ),( EVG = , которое
заведомо предполагает, что вершины занумерованы (т.е. взаимно одно-
значно размечены) элементами множества V . Переход к графам с не раз-
меченными вершинами естественно осуществляется следующим образом.

Графы ),( 111 EVG =  и ),( 222 EVG =  называются изоморфными, если
существует такая биекция

21: VV →ϕ ,

что

221121 )()( EvvEvv ∈⇔∈ ϕϕ .

Переход к графам с не размеченными вершинами, по своей сути, означает
переход к классам эквивалентности, определяемой отношением изомор-
физма графов.

Часто приходится рассматривать конструкции, не укладывающиеся в
приведенное в начале настоящего пункта определение графа ),( EVG =
(иногда графы, удовлетворяющие приведенному в начале настоящего
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пункта определению, называют простыми или обычными графами). Эти
отличия могут состоять в следующем.

Во-первых, допускаются петли (т.е. ребра вида },{ vv , соединяющие
вершину с собой) и кратные ребра (т.е. несколько ребер, соединяющих
данную пару вершин). Если допускаются только петли, то конструкция на-
зывается графом с петлями. В графе с петлями считается, что вклад каж-
дой петли в степень вершины равен 2 . Если же допускаются и петли, и
кратные дуги, то конструкция называется мультиграфом. В матрице
смежности вершин мультиграфа (не являющейся булевой) элемент, распо-
ложенный на пересечении строки Vv ∈  и столбца Vv ∈′  равен количеству
ребер, соединяющих эти вершины.

Во-вторых, иногда множество ребер определяют как подмножество
множества

}|),{(\ VvvvVV ∈× .

Элементы этого множества называются дугами. Для краткости записи дуга
),( 21 vv  обозначается через 21vv  ( 1v  – начало, а 2v  – конец дуги). Такая кон-

струкция – направленный граф (directed graph).
Основные отличия введенных выше понятий для направленного

графа состоят в следующем. На пересечении строки Vv ∈  и столбца Vv ∈′
матрицы смежности вершин расположен элемент 1 тогда и только тогда,
когда Evv ∈′ . На пересечении строки Ee∈  и столбца Ve ∈′  матрицы
смежности дуг расположен элемент 1 тогда и только тогда, когда конец
дуги e  совпадает с началом дуги e′ . Матрица инциденций не является бу-
левой. В ней на пересечении строки Vv ∈  и столбца Ee∈  расположен
элемент 1, если v  начало дуги e , элемент 1− , если v  конец дуги e  и эле-
мент 0  в остальных случаях (т.е. в каждом столбце матрицы инциденций
направленного графа существует ровно два отличных от нуля элементов,
один из которых равен 1, а другой 1− ). В направленном графе полустепе-
ни исхода и захода для вершины v  определяются равенствами

}|{| )( 11 EvvVvvd
опр

∈∈=+ ,

}|{| )( 11 EvvVvvd
опр

∈∈=− ,

а прогулка – это такая чередующаяся последовательность вершин и дуг

ll veevev ,,,,,, 2110 , что iii vve 1−=  ),,1( li = . Контур, путь, след и цикл оп-
ределяются по аналогии с определениями для обычного графа, как специ-
альные случаи прогулки. В направленном графе могут допускаться петли
(т.е. упорядоченные пары вида vv ) и кратные дуги (т.е. несколько дуг
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имеющих одно и то же начало и конец). Если допускаются только петли,
то конструкция называется направленным графом с петлями. Если же до-
пускаются и петли, и кратные дуги, то конструкция называется направлен-
ным мультиграфом.

В-третьих, иногда в обычном графе ),( EVG =  удобно (или необхо-
димо) выбрать для каждого ребра },{ 21 vv  ориентацию, т.е. заменить его

либо дугой 21vv , либо дугой 12vv . Конструкция, полученная в результате
ориентации всех ребер обычного графа в называется ориентированным
графом, или, более коротко, орграфом. Ясно, что орграф – это такой спе-
циальный случай направленного графа, что существует не более одной ду-
ги, соединяющей любую пару вершин. В 1954 году H.M. Trent установил
следующий способ подсчета числа остовных деревьев в графах, являю-
щийся иллюстрацией эффективного использования перехода от обычного
графа к орграфу

Теорема 1.14. Пусть M  – матрица инциденций орграфа, полученно-
го в результате какой-либо ориентации ребер обычного графа G , 0M  –
матрица, полученная в результате удаления какой-нибудь одной строки
матрицы M , а T

0M  – матрица, транспонированная к 0M . Число остовных
деревьев графа G  равно определителю || 00

TMM ⋅ .

Пример 1.3. Преобразуем граф 1G  из примера 1.1 в орграф, выбрав ориентацию
его ребер от вершины с меньшим индексом к вершине с большим индексом. Матрица
инциденций полученного орграфа имеет следующий вид

011010
101100

000111
110000
000001

5

4

3

2

1

654321

−−−
−−

−=

v
v
v
v
v

eeeeee

M .

Обозначим через 0M  матрицу, полученную в результате удаления третьей
строки в матрице M . Тогда











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


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Следовательно, число остовных деревьев графа 1G  из примера 1.1 равно

8 || 0 =⋅ TMM 0 ,

что согласуется с. примером 1.2.

В заключение отметим, что если орграф 1G  получен из обычного
графа G , то

)()()(
11

vdvdvd GGG
−+ +=

для любой вершины v  (нижний индекс при букве d  отмечает объект, к ко-
торому относится параметр).

1.3. Автоматы в лабиринтах.

Проблема поиска выхода из лабиринта привлекала к себе внимание
человечества на протяжении веков и известна из глубокой древности (миф
о Критском лабиринте). В 1951 году C. Shannon исследовал поиск конеч-
ным автоматом выхода из конечного лабиринта. Эти результаты заложили
основы и стимулировали развитие исследования поведения автоматов в
лабиринтах – научного направления, лежащего на стыке 3-х теорий, а
именно: алгоритмов, графов и автоматов. Отметим, что в настоящее время
одна из, по-видимому, наиболее мощных школ в мире, занимающаяся ис-
следованием поведения автоматов в лабиринтах, состоит из учеников
проф. Кудрявцева В.Б. (Москва, МГУ). Говоря неформально, лабиринт –
это обычный связный граф с, возможно, размеченными вершинами и сред-
ствами, позволяющими указать в явном виде направление прохода каждо-
го ребра, так как предмет исследования – анализ свойств тех или иных
прогулок по графу. Формально понятие лабиринт определяется следую-
щим образом (см., напр. [6]).

Пусть ),( EVG =  ) || ( 0ℵ≤V  – такой связный граф, что при подходя-
щем значении N∈n  граф G  можно так уложить без самопересечений в
пространстве nR , что каждое ребро – это отрезок прямой в nR , параллель-
ной некоторой координатной оси. Из этого предположения вытекает, что
окрестность каждой вершины Vv∈  – это конечное множество. Более то-
го,

nv ≤Γ  |)(|

для всех Vv∈ . В настоящем пункте под графом G  понимается именно та-
кая его укладка в nR . Предполагается, что задана Ω -разметка ( ∞<Ω  || ,

Ω∈Λ ) вершин графа G . В частности, если }{Λ=Ω , то v  )( Vv∈ – единст-
венная отметка вершины графа.
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При проходе ребра Evv ji ∈  необходимо различать в каком направ-
лении происходит этот проход (от вершины v  к вершине v′  или, наоборот,
от вершины v′  к вершине v ), что осуществляется следующим образом.
Фиксируется алфавит

},,,,,{ )()(
1

)()(
1

−−++=Σ nn σσσσ ,

где )(+
iσ  (соответственно, )(−

iσ ) ),,1( ni =  интерпретируется как утвер-
ждение: движение осуществляется параллельно i -й координатной оси в
положительном (соответственно, в отрицательном) направлении. Каждое
ребро Evv ∈′  заменяется парой противоположно направленных дуг vv ′  и

vv′  (т.е. каждый отрезок Evv ∈′  заменяется парой противоположно на-
правленных векторов vv ′  и vv′ ). Осуществляется Σ -разметка всех дуг в
соответствии с правилом: дуга vv ′  отмечается символом )(+

iσ , если вектор
vv ′  сонаправлен с i -й координатной осью и символом )(−

iσ , если вектор
vv ′  направлен противоположно i -й координатной оси.

Прямоугольным n -мерным лабиринтом называется описанная выше
укладка ),( EV=L  связного графа в nR  с некоторой Ω -разметкой вершин и
Σ -разметкой дуг. Если 2=n , то лабиринт – плоский. Множество )(nL  всех
прямоугольных n -мерных лабиринтов ),( EV=L  естественно разбивается
на подмножества )(n

0
L ℵ<  конечных (если 0 || ℵ<V ) и бесконечных )( n

0
L ℵ=

(если 0 || ℵ=V ) лабиринтов. Выделяют следующие специальные классы
лабиринтов, принадлежащих )(nL . Класс )(nцL  целочисленных n -мерных
лабиринтов состоит из всех таких лабиринтов )(),( nEV L∈=L , что

nV Z⊆ . Класс )(nмL  мозаичных n -мерных лабиринтов состоит из всех та-
ких лабиринтов )(),( nEV цL∈=L , что каждое ребро Evv ∈′  – отрезок дли-
ны 1. Любой мозаичный n -мерный лабиринт является связным подграфом
n -регулярного лабиринта ),( nn En

ZZ
Z=L , где

} -    ,      ,|{ ортvvлибоvvлибоиvvvvE n
n ′′∈′′= Z

Z
.

Класс )(nшL  шахматных n -мерных лабиринтов состоит из всех таких ла-
биринтов )(),( nEV мL∈=L , что L  – связный подграф лабиринта nL

Z
, ин-

дуцированный множеством вершин V . Компоненты связности графа

))\()\(,\(\ VVEV nnn
nn ZZZ

ZZ
×∩=LL
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называются дырами в мозаичном n -мерном лабиринте )(),( nEV мL∈=L .
Мозаичный n -мерный лабиринт )(nмL∈L  является )1( +r -связным, если
он имеет r  конечных дыр.

Автоматом (Мили) называется система

),,,,( λδYXQM = ,

где Q , X  и Y  – непустые конечные множество состояний, входной и вы-
ходной алфавиты, а отображения

QXQ →×:δ

и

YXQ →×:λ

называются, соответственно, функцией переходов и функцией выходов.
Говорят, что автомат M  – допустимый для класса лабиринтов )(nL ,

если

}){\)(( ∅Σ×Ω= BX ,

где )(SB  – булеан множества S ,

}{нY ∪Σ= ,

а функция выходов λ  удовлетворяет условию

}{},,{})),,{,(,(
11

нq
hh iiii ∪∈ σσσσωλ

для всех Qq∈ , Ω∈ω  и }{\)(},,{
1

∅Σ∈Bhi σσ .
Такт работы допустимого автомата M  в лабиринте )(nL∈L  осуще-

ствляется следующим образом. Пусть в момент времени t  )( +∈Zt  автомат
M  в состоянии q  находится в вершине v  лабиринта L  и },,{)(

1 hii vvv =Γ .

Обозначим через )(
jivvσ  ),,1( hj =  отметку дуги 

jivv  Если

)()}))(,),({,(,(
1 jh iii vvvvvvq σσσωλ = ,

то к моменту времени 1+t  автомат M  перемещается в вершину 
jiv , а если

нvvvvq
hii =)}))(,),({,(,(

1
σσωλ ,
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то M  остается в вершине v . В обоих случаях к моменту времени 1+t  ав-
томат M  переходит в состояние )}))(,),({,(,(

1 hii vvvvq σσωδ .
Инициальный автомат – это упорядоченная пара

),( inq qMM
in
= ,

где Qqin ∈  – выделенное начальное состояние, а инициальный лабиринт –
это упорядоченная пара

),( inv v
in

LL =   ))(),(( nEV L∈=L ,

где Vvin ∈  – выделенная начальная вершина.
Если допустимый инициальный автомат ),( 00

qMM q =  помещен в
инициальный лабиринт ),( 00

vv LL =  (т.е. в начальный момент времени M  в
состоянии 0q  находится в вершине 0v  лабиринта L ), то в процессе своего
функционирования он порождает бесконечную последовательность

),,(),,(),,(),( 22110000
vqvqvqM vq =Lπ ,

где 1+iv  )( +∈Zi  – вершина, в которую M , находясь в состоянии iq , пере-
ходит из вершины iv , а 1+iq  – состояние, в которое переходит M  при этом
переходе по лабиринту. Последовательность ),(

00 vqM Lπ  называется пове-
дением инициального автомата 

0qM  в инициальном лабиринте 
0vL .

Выделим в последовательности ),(
00 vqM Lπ  вторую проекцию

,,,),( 2102 00
vvvMpr vq =Lπ .

Положим

}|{),(
00 +∈= ZivMInt ivq L .

Говорят, что инициальный автомат 
0qM  обходит инициальный ла-

биринт 
0vL  (в этом случае последовательность ),(

00 2 vqMpr Lπ  – обход), если

VMInt vq =),(
00
L

и инициальный лабиринт 
0qL  – ловушка для инициального автомата 

0qM ,
если

VMInt vq ⊂),(
00
L .
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Поведение допустимого инициального автомата в инициальном ла-
биринте является важным специальным случаем следующего, более обще-
го, понятия. Пусть система

))(,,)(( )(
0

)1(
0

1 kqkq
MM=M  )( N∈k ,

где

),,,,(
iiiii MMMMMi YXQM λδ=  ),,1( ki = ,

состоит из k  допустимых инициальных автоматов, помещенных в началь-
ный момент времени, соответственно, в вершины )(

0
)1(

0 ,, kvv  лабиринта
)(),( nEV L∈=L  (такой лабиринт называется инициальным для системы M

и обозначается через )(
0

)1(
0 ,, kvv
L ). Предполагается, что входной алфавит авто-

мата iM  ),,1( ki =  – это множество

)(}){\)((
111 kiii MMMMM QQQQX ××××××∅Σ×Ω=

+−
B .

Содержательно это означает, что каждому автомату iM  ),,1( ki =  в
каждый момент времени доступна полная информация о состояниях всех
остальных автоматов системы M в этот же момент времени. Если при
всех ki ,,1=  каждая переменная, определяемая компонентой

kii MMMM QQQQ ×××××
+− 111

является фиктивной и для функции 
iMδ , и для функции 

iMλ , то система ав-
томатов M называется независимой. В противном случае система автома-
тов M – коллектив. Таким образом, система M допустимых инициальных
автоматов – коллектив, если существует такое ki ,,1= , что для функции

iMδ  или для функции 
iMλ  хотя бы одна из переменных, определяемых ком-

понентой

kii MMMM QQQQ ×××××
+− 111

,

является существенной.
Поведением системы допустимых инициальных автоматов M в ла-

биринте )(
0

)1(
0 ,, kvv
L  называется упорядоченный набор последовательностей

)),)((,),,)((( )(
0

)(
0

)1(
0

)1(
0

1 kk vqkvq
MM LL ππ .
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Существует два варианта понятий быть обходом и быть ловушкой
для системы ))(,,)(( )(

0
)1(

0
1 kqkq

MM=M  допустимых инициальных автома-
тов.

Для 1-го варианта система M обходит лабиринт )(
0

)1(
0 ,, kvv
L , если суще-

ствует такое },,1{ ki ∈ , что

VMInt ii vqi =),)(( )(
0

)(
0
L

(в этом случае последовательность ),)(( )(
0

)(
0

2 ii vqiMpr Lπ  – обход) и лабиринт

)(
0

)1(
0 ,, kvv
L  – ловушка для M, если

VMInt ii vqi ⊂),)(( )(
0

)(
0
L

для всех ki ,,1= .
Для 2-го варианта система M обходит лабиринт )(

0
)1(

0 ,, kvv
L , если

VMInt
k

i v
i

q ii =
=1

)( ),( )(
0

)(
0
L

(в этом случае набор

)),)(( ,),,)(( ),,)(( ( )(
0

)(
0

)2(
0

)2(
0

)1(
0

)1(
0

22212 kk vqkvqvq
MprMprMpr LLL πππ

последовательностей – обход) и лабиринт )(
0

)1(
0 ,, kvv
L  – ловушка для M, если

VMInt
k

i v
i

q ii ⊂
=1

)( ),( )(
0

)(
0
L .

Отметим, что оба эти варианта совпадают, если 1=k .
Понятия обходит и ловушка, естественным образом, распространя-

ются на системы не инициальных автоматов и/или не инициальные лаби-
ринты. При этом, если система ))(,,)(( )(

0
)1(

0
1 kqkq

MM=M  обходит лабиринт

)(
0

)1(
0 ,, kvv
L  при любом выборе начальных вершин )(

0
)1(

0 ,, kvv , то говорят, что

M сильно обходит лабиринт )(
0

)1(
0 ,, kvv
L , а если лабиринт )(

0
)1(

0 ,, kvv
L  – ловушка

для M при любом выборе начальных вершин )(
0

)1(
0 ,, kvv , то говорят, что

)(
0

)1(
0 ,, kvv
L  – сильная ловушка для M.

Известны, по крайней мере, два различных способа усиления воз-
можностей системы допустимых автоматов в лабиринте.
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Первый способ состоит в использовании камней, предназначенных
для врéменной отметки посещаемой автоматом вершины. Автомат может
оставить камень в вершине (т.е. разметить вершину камнем) или передви-
нуть камень в другую вершину. Камень может быть собственностью кон-
кретного автомата (т.е. остальные автоматы системы не имеют права пере-
двигать его) или быть коллективной собственностью некоторого подмно-
жества автоматов системы (т.е. любой автомат из этого подмножества мо-
жет передвигать камень). В последнем случае для разрешения конфликта
устанавливается приоритет на право использовать камень. Если система
состоит из k допустимых автоматов и m  камней, говорят, что система до-
пустимых автоматов имеет тип ),( mk .

Второй способ состоит в использовании более общих объектов, чем
обычные конечные автоматы, т.е. недетерминированных автоматов, авто-
матов со счетчиками, автоматов с магазинной памятью и т.д., вплоть до
машин Тьюринга, удовлетворяющих тем или иным условиям.

В процессе исследования поведения автоматов в лабиринтах основ-
ное внимание уделяется проблемам анализа и синтеза.

Проблемы анализа сводятся к следующим двум формулировкам:
1) по заданной системе автоматов описать классы всех тех (возмож-

но, удовлетворяющих тем или иным ограничениям) лабиринтов, которые
эта система либо обходит, либо которые являются для нее ловушкой;

2) по заданному лабиринту, описать классы всех тех (возможно,
удовлетворяющих тем или иным ограничениям) систем автоматов, кото-
рые либо обходят этот лабиринт, либо для которых он является ловушкой.

Проблемы синтеза сводятся к следующим двум формулировкам:
1) описать классы всех тех (возможно, удовлетворяющих тем или

иным ограничениям) систем автоматов, которые либо обходят любой из
лабиринтов, принадлежащих заданному классу, либо для которых любой
из лабиринтов, принадлежащих заданному классу, является ловушкой;

2) описать классы всех тех (возможно, удовлетворяющих тем или
иным ограничениям) лабиринтов, которые либо обходит любая система
автоматов, принадлежащая заданному классу, либо которые являются ло-
вушкой для любой системы автоматов, принадлежащей заданному классу.

Перечислим кратко некоторые результаты, связанные с исследовани-
ем поведения автоматов в лабиринтах, приведенные в обзоре [6] (содер-
жащем достаточно полный анализ результатов, полученных до 1992).

В 1978 году L. Budach установил следующий факт.

Теорема 1.15. Не существует конечного инициального автомата, ко-
торый сильно обходит все мозаичные плоские конечные лабиринты.

Для плоских шахматных конечных не инициальных лабиринтов ус-
тановлена несколько иная ситуация (см., напр., [6]).
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Теорема 1.16. Не существует алгоритма, устанавливающего по за-
данному автомату, сильно ли он обходит любой плоский шахматный ко-
нечный односвязный лабиринт.

Поэтому естественным является построение автоматов, обходящих
все лабиринты, принадлежащие подклассам плоских шахматных конечных
лабиринтов, удовлетворяющих специальным ограничениям. В 1992 году
С.А. Богомолов, А.А. Золотых и А.Н. Зыричев установили следующий (по-
видимому, наиболее сильный) результат в этом направлении.

Теорема 1.17. Для любых +∈Rd , Z∈l , N∈m  существует иници-
альный автомат, имеющий не более чем dc ⋅  состояний ( 0>c  – констан-
та), который обходит класс всех таких плоских шахматных конечных ини-
циальных лабиринтов, что каждое множество

),(
),(

jiKv
Dji ∈

лежит в полосе ширины d  с тангенсом угла наклона, равным 1−⋅ml  (где D
– конечная дыра, а ),( jiKv  – единичный квадрат в 2R  с центром в точке

2),( Z∈ji ).

В 1990 году Г. Килибарда обобщил теорему 1.15 следующим обра-
зом.

Теорема 1.18. Не существует независимой конечной системы ини-
циальных конечных автоматов ))(,,)(( )(

0
)1(

0
1 kqkq

MM=M , обходящей все
мозаичные плоские конечные инициальные лабиринты 

раз  

,,
k

vvL .

Если ,, 10 vv  – обход автоматом конечного лабиринта, то всегда су-
ществует такое N∈h , что начальный отрезок hvvv ,,, 10  – обход. Поэтому
естественно возникает проблема остановки автомата по завершению обхо-
да конечного лабиринта. В 1990 году M. Bull и A. Hemmerling выделили
следующие случаи, когда эта проблема имеет отрицательное решение.

Теорема 1.19. Не существует инициальный автомат, который обхо-
дит и останавливается по завершению обхода каждого лабиринта из класса
всех плоских конечных:

1) шахматных односвязных лабиринтов;
2) мозаичных лабиринтов, являющихся деревьями.

Усилить возможности для обхода лабиринтов можно за счет исполь-
зования камней. В 1984 году K. Kriegel установил следующий факт.
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Теорема 1.20. Для любого N∈k  существует коллектив типа )1,1( ,
который сильно обходит все мозаичные плоские конечные лабиринты с не
более, чем k  дырами.

В 1986 году A. Hemmerling доказал, что существует указанный в тео-
реме 1.20 коллектив типа )1,1( , где автомат имеет не более, чем kc  ( 0>c  –
константа) состояний.

Естественно возникает задача описания множества минимальных
типов коллективов, обходящих все лабиринты из заданного класса. В 1992
году Г. Килибарда получил следующее частичное решение этой задачи.

Теорема 1.21. Типы )3,2( , )2,3( , )1,4(  и )0,5(  являются минималь-
ными типами коллективов, для которых существует обход классов как всех
плоских мозаичных лабиринтов, так и всех плоских мозаичных лабирин-
тов, не содержащих бесконечных дыр.

Теоремы 1.18-1.21 характеризуют усиление возможностей обхода
плоских лабиринтов за счет перехода от независимых систем автоматов к
коллективам автоматов. Результаты, которые получили M. Blum и W. Sa-
koda в 1977 году и A. Hemmerling в 1987 году следующим образом харак-
теризуют возможности обхода коллективам автоматов лабиринтов из )(nL
в случае, когда 3≥n .

Теорема 1.22. Не существует коллектива автоматов, обходящего все
3-мерные мозаичные конечные инициальные лабиринты.

Из теорем 1.18 и 1.22 вытекает, что представляет интерес построение
мозаичных универсальных ловушек для допустимых систем автоматов.
Обзор таких ловушек дан в [6].

Усилить возможности обхода лабиринтов можно за счет использова-
ния более общих объектов, чем обычные конечные автоматы. В 1978 году
W. Coy установил следующие характеристики возможностей автоматов с
магазином и линейно ограниченных МТ при обходе плоских лабиринтов.

Теорема 1.23. 1. Не существует автомат с магазином, который обхо-
дит все плоские конечные 3-регулярные графы. 2. Существует линейно ог-
раниченная МТ, которая обходит все плоские конечные 3-регулярные гра-
фы. 3. Существует автомат с магазином, который обходит все мозаичные
плоские конечные лабиринты.

В 1990 году M. Bull и A. Hemmerling выделили подкласс мозаичных
плоских лабиринтов, для обхода элементов которого возможности автома-
та с магазином следующим образом усиливаются по сравнению с возмож-
ностями, установленными в теореме 1.23 (п.3).
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Теорема 1.24. Существует автомат с магазином, который обходит
все плоские шахматные односвязные конечные лабиринты и останавлива-
ется каждый раз по завершению обхода лабиринта.

В 1987 году A. Hemmerling показал, что возможности многоголовоч-
ных автоматов при обходе лабиринтов выше, чем возможности коллекти-
вов автоматов. Ряд результатов, связанных с описанием множеств мини-
мальных типов коллективов, которые содержат автоматы со счетчиками
или автоматы с  магазинами, установил в том же, 1987 году, А.В. Анджанс.

Выше говорилось об обходе лабиринта системой автоматов. Однако
этим не исчерпывается проблематика исследования поведения автоматов в
лабиринтах. Следует отметить различные варианты задачи о встрече сис-
тем автоматов в лабиринте, исследование вычислимости системами авто-
матов предикатов, определенных на множестве лабиринтов того или иного
типа и проблему различимости лабиринтов, принадлежащих заданному
классу, системами автоматов, удовлетворяющих заданным ограничениям.

В заключение отметим следующий момент, характеризующий высо-
кую внутреннюю сложность проблем исследования поведения автоматов в
лабиринтах. Любую систему конечных автоматов в лабиринте можно рас-
сматривать как (возможно) удовлетворяющую тем или иным ограничени-
ям (возможно, многоголовочную) МТ с k  управляющими устройствами и
одной не ограниченной n -мерной лентой (и, возможно, дополнительными
рабочими лентами). Начальная конфигурация для такой МТ является рас-
тровым представлением исследуемого лабиринта, принадлежащего мно-
жеству )(nL : вершины представлены клетками, а наличие или отсутствие
ребра, параллельного заданной координатной оси, легко реализуется за
счет допущения о много этажности ленты (очевидно, что для представле-
ния любого лабиринта )(nL∈L  достаточен 1+n  этаж на ленте). Сущест-
венное отличие от классической теории алгоритмов состоит в том, что ак-
тивная зона начальной конфигурации может состоять из бесконечного
числа клеток. Как следствие, в этом случае не может быть непосредствен-
но применен ни один результат классической теории алгоритмов, сущест-
венно опирающийся на предположение о конечности активной зоны кон-
фигурации. Кроме того, приведенная интерпретация показывает, что суще-
ствование обхода бесконечного лабиринта системой автоматов эквива-
лентно существованию такого бесконечного процесса

,,: 21 KKK =K

переработки МТ начальной конфигурации K  с бесконечной активной зо-
ной, что каждая непустая клетка конфигурации K  хотя бы раз обозревает-
ся хотя бы одной головкой. Эта проблема вообще не является предметом
исследования классической теории алгоритмов.
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1.4. Основные понятия и определения.

Представление графа перечислением его вершин и ребер дает воз-
можность в полной мере использовать язык теории множеств для изложе-
ния результатов теории графов. Однако этот способ не приемлем в процес-
се исследования алгоритмов на графах. Действительно, анализ любого ал-
горитма осуществляется в терминах той или иной модели вычислений (вы-
бранной хотя бы на концептуальном уровне), что автоматически означает,
представление множеств вершин и ребер графа в терминах этой модели.
Для любой модели вычислений простое перечисление множества всех ре-
бер графа делает весьма сложным выбор окрестности вершины графа –
объекта, играющего существенную роль во всех алгоритмах на графах, в
которых используется операции вида «выбрать ребро, инцидентное данной
вершине», «выбрать вершину, смежную данной вершине», «выбрать ребро,
смежное данному ребру».

Представление графа прямоугольным k -мерным )( N∈k  лабирин-
том имеет некоторую аналогию с графическим способом задания графа и
дает возможность непосредственно использовать в качестве модели вы-
числений 1k -мерную )( 1 N∈k  (возможно, многоголовочную) МТ, где

kk ≥1 . Однако, как показывает следующая лемма, кроме сложностей, не-
посредственно связанных с исследованием поведения автоматов в лаби-
ринтах, не всякий граф может быть представлен прямоугольным k -
мерным лабиринтом )( N∈k .

Лемма 1.1. При фиксированном множестве вершин V  число ||Vf
графов ),( EVG =  )( )2(VE ⊆ , которые могут быть представлены прямо-

угольными k -мерными лабиринтами 
-1|V|

1k
L

=
∈ )(kL , удовлетворяет неравенст-

вам
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Доказательство. По определению, любой лабиринт )(kL∈L  )( N∈k
является связным графом. Поэтому справедливость неравенства
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вытекает из оценки числа связных графов (см., напр. [12]). С другой сторо-
ны при подходящем значении }1||,,1{ −∈ Vk  любое дерево с множест-
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вом вершин V  может быть представлено прямоугольным k -мерным лаби-
ринтом. Справедливость неравенства

2||
|| || −≥ V

V Vf

вытекает из оценки числа деревьев с множеством вершин V .
Лемма доказана.

Следующая теорема описывает нетривиальный класс графов, кото-
рые не могут быть представлены прямоугольными k -мерными лабиринта-
ми ни при каком N∈k .

Теорема 1.25. Ни один граф ),( EVG = , содержащий подграф, яв-
ляющийся треугольником, не может быть представлен прямоугольным k -
мерным лабиринтом ни при каком N∈k .

Доказательство. Предположим противное, т.е. что граф ),( EVG = ,
содержащий подграф, являющийся треугольником, определяемый верши-
нами 21 ,vv  и 3v , может быть представлен прямоугольным лабиринтом

)(kL∈L  при некотором N∈k . Рассмотрим точки kRvvv ∈321 ,, , представ-
ляющие, соответственно вершины 21 ,vv  и 3v  графа G . Из определения
прямоугольного k -мерного лабиринта вытекает, что существует единст-
венная i -я координата )1( ki ≤≤ , по которой различаются точки 1v  и 2v , и
существует единственная j-я координата ) ,1( ijkj ≠≤≤ , по которой раз-
личаются точки 1v  и 3v . Но тогда точки 2v  и 3v  различаются и по i -й, и
по j-й координатам. Это противоречит тому, что ребро },{ 32 vv  представ-
лено в kR  отрезком, параллельным координатной оси. Полученное проти-
воречие показывает, что предположение – ложное, т.е. граф, содержащий
подграф, являющийся  треугольником, не может быть представлен прямо-
угольным k -мерным лабиринтом ни при каком N∈k .

Теорема доказана.

Следствие 1.1. Размер и порядок любого графа ),( EVG = , который
может быть представлен прямоугольным k -мерным лабиринтом )( N∈k ,
удовлетворяет неравенству

 2||25.0)( GGe ⋅≤ .

Доказательство. В силу теоремы 1.25, если граф ),( EVG =  может
быть представлен прямоугольным k -мерным лабиринтом )( N∈k , то граф
G  не содержит подграф, являющийся треугольником. Из теоремы 1.8 вы-
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текает, что если граф ),( EVG =  не содержит подграф, являющийся тре-
угольником, то  2||25.0)( GGe ⋅≤ .

Следствие доказано.

Пример 1.4. Граф 1G  из примера 1.1 содержит треугольники (один из них опре-
деляется вершинами 2v , 4v  и 5v , а другой – вершинами 3v , 4v  и 5v ). Следовательно,
граф 1G  не может быть представлен прямоугольным k -мерным лабиринтом ни при
каком N∈k .

Таким образом, естественно выбрать в качестве представления графа
либо соответствующую матрицу (смежности вершин, смежности ребер или
инциденций), либо списки смежности (вершин или ребер), что обеспечива-
ет как универсальность представления, так и возможность для эффектив-
ной работы с окрестностями вершин. В качестве модели вычислений есте-
ственно выбрать многомерную (возможно, многоголовочную и многолен-
точную) МТ.

Обозначим через ),( mnG  }) 2,,1,0{ ,( 


∈∈ nmn N  – множество всех

),( mn -графов ),( EVG =  с множеством вершин },,1{ nV = . Зафиксируем
представление )(GR  графа ),( mnG G∈  либо матрицей (смежности вер-
шин, смежности ребер или инциденций), либо списками смежности (вер-
шин или ребер). В тех случаях, когда граф ),( EVG =  представлен матри-
цей смежности ребер, матрицей инциденций или списками смежности ре-
бер, считаем, что },,1{ mE = . Всюду в дальнейшем представление )(GR
рассматривается в качестве исходных данных k -мерной (возможно, мно-
гоголовочной и многоленточной) МТ ),,,,,,( finin qqIAQM Λ= δ . При этом
предполагается, что рабочий алфавит A  МТ M  содержит специальный
маркер # , применяемый, в частности, для выделения зоны, используемой
для представления исходных данных МТ. Если в процессе исследования
сложности алгоритмов для графов ),( mnG G∈  выбран равномерный вес, то
предполагается, что:

1) если )(GR  )),(( mnG G∈  – представление графа G  матрицей
смежности вершин или списками смежности вершин, то AV ⊂  и элементы
множества V  непосредственно заданы в виде чисел n,,1 ;

2) если )(GR  )),(( mnG G∈  – представление графа G  матрицей
смежности ребер или списками смежности ребер, то AE ⊂  и элементы
множества E  непосредственно заданы в виде чисел m,,1 ;

3) если )(GR  )),(( mnG G∈  – представление графа G  матрицей ин-
циденций, то Amn ⊂}},max{,,1{  и элементы множества V  непосредст-
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венно заданы в виде чисел n,,1 , а элементы множества E  – в виде чисел
m,,1 .
Аналогичным образом, если в процессе исследования сложности ал-

горитмов для графов ),( mnG G∈  выбран логарифмический вес, то предпо-
лагается, что A⊂}1,0{ , причем:

1) если )(GR  )),(( mnG G∈  – представление графа G  матрицей
смежности вершин или списками смежности вершин, то элементы множе-
ства V  заданы в виде двоичных последовательностей длины  nlog ;

2) если )(GR  )),(( mnG G∈  – представление графа G  матрицей
смежности ребер или списками смежности ребер, то и элементы множест-
ва E  заданы в виде двоичных последовательностей длины  mlog ;

3) если )(GR  )),(( mnG G∈  – представление графа G  матрицей ин-
циденций, то элементы множеств V  и E  заданы в виде двоичных последо-
вательностей длин, соответственно,  nlog  и  mlog .

Пример 1.5. Рассмотрим граф 1G  из примера 1.1. В качестве модели вычисле-
ний выбрана одноголовочная двумерная МТ с одной лентой типа 2Z . На рис. 1.8 пока-
заны представления графа 1G  в случае, когда выбран равномерный вес, а на рис. 1.9 и
1.10 в случае, когда выбран логарифмический вес, представления графа 1G , соответст-
венно, матрицами и списками смежности.

Замечание 1.1. 1. Предложенный на рис. 1.10 способ представления матриц
),( mn -графа основан на непосредственном блочном моделировании МТ с

произвольным внешним алфавитом МТ с внешним алфавитом }#,,1,0{ Λ=A .
2. Объем памяти, необходимой для представления ),( mn -графа в виде исход-

ных данных двумерной МТ при логарифмическом весе, способом, предложенным на
рис. 1.10, для матрицы смежности вершин, матрицы смежности ребер и матрицы
инциденций равен, соответственно, )log( 2 nnO  )( ∞→n , )log( 2 mmO

),( ∞→mn  и ))loglog(( nmmnO +  ),( ∞→mn . Этот объем можно снизить, соот-

ветственно, до величины )( 2nO  )( ∞→n , )( 2mO  ),( ∞→mn  и )(mnO
),( ∞→mn , если отказаться от представления имен вершин и/или ребер графа. Фик-

сация начала зоны представления графа и предположение о том, что },,1{ nV =  и
},,1{ mE =  дает возможность легко вычислять и имена вершин, и имена ребер.

Замечание 1.2. При блочном моделировании МТ переход от равномерного веса
к логарифмическому происходит с логарифмическим замедлением во времени (см.
теорему 1.1) и с логарифмическим увеличением объема памяти (см. замечание 1.1). Это
означает, что если при равномерном весе временная и емкостная сложность алгоритма
A  равны, соответственно, ),( mnTA  и ),( mnVA , то при переходе к логарифмическому
весу временная и емкостная сложность алгоритма A  равны, соответственно,

}log,max{log),( nmmnT ⋅A  и }log,max{log),( nmmnV ⋅A . Учитывая сказанное, в
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дальнейшем будем считать, что при исследовании алгоритмов на графах всегда выбран
равномерный вес (если в явном виде не оговорено противное), что упрощает изложение
и не ограничивает общность рассуждений.
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Зафиксируем, число головок, число и типы лент МТ. Обозначим че-
рез ))(( Gv R  объем памяти, необходимой для записи представления )(GR
графа ),( mnG G∈  в качестве исходных данных МТ и положим

))((max),,(
),(

Gvmnv
mnG

RR
G∈

= .

Следуя традиционному подходу в теории алгоритмов, в дальнейшем будем
работать с асимптотической оценкой ),,( mnV R  функции ),,( mnv R .

Пример 1.6. В соответствии с замечанием 1.2:
1) если )(GR  – представление  графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вер-

шин, то )(),,( 2nOmnV =R  )( ∞→n ;
2) если )(GR  – представление  графа ),( mnG G∈  матрицей смежности ребер,

то )(),,( 2mOmnV =R  ),( ∞→mn ;
3) если )(GR  – представление  графа ),( mnG G∈  матрицей инциденций, то

)(),,( nmOmnV =R  ),( ∞→mn ;
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4) если )(GR  – представление  графа ),( mnG G∈  списками смежности вер-
шин, то }),(max{),,( mnOmnV =R  ),( ∞→mn ;

5) если )(GR  – представление  графа ),( mnG G∈  списками смежности ре-
бер, то }}),min{,1max{(),,( mnmOmnV ⋅=R  ),( ∞→mn .

Обозначим через ),( Gv RA  )),(( mnG G∈  сигнализирующую емкости
алгоритма A  (реализованного МТ выбранного типа) при работе с пред-
ставлением )(GR  графа G  и положим ),(max),,(

),(
Gvmnv

mnG
RR

G AA ∈
= . Следуя

традиционному подходу в теории алгоритмов, в дальнейшем будем рабо-
тать с емкостной сложностью ),,( mnV RA  алгоритма A , т.е. с асимптотиче-
ской оценкой функции ),,( mnv RA .

Определение 1.1. Назовем что алгоритм A  локальным для множест-
ва графов ),( mnG  и представления R , если

)),,((),,( mnVOmnV RR =A   ),( ∞→mn .

Очевидно, что для алгоритма A  свойство «быть локальным» для
множества графов ),( mnG  и представления R» существенно зависит от то-
го, по какому закону осуществляется рост ∞→m . Ясно, также, что если
представляет интерес исследование свойства «быть локальным» для алго-
ритма A  при любом (допустимом) законе роста ∞→m , то естественно

перейти от множества ),( mnG  к множеству 







=

2

0
),(

n

m
mnG .

Пример 1.7. Выберем в качестве исходных данных одноголовочной двумерной
МТ с одной лентой типа 2Z  представление )(GR  графа ),( mnG G∈  матрицей
смежности вершин









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
=

nnn

n

G
aa

aa

1

111

M .

Тогда (см. пример 1.6)

)(),,( 2nOmnV =R   )( ∞→n .

Покажем, что проверка свойства «быть связным графом» осуществима с помо-
щью алгоритма, локального для представления R  при любом (допустимом) законе рос-
та ∞→m .

Обозначим через )( Gf M  матрицу, полученную в результате перестановки как
строк, так и столбцов матрицы GM  в соответствии с подстановкой )(nSf ∈ , т.е. i -я
строка (соответственно, i -й столбец) матрицы )( Gf M  совпадает с )(if -й строкой
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(соответственно, с )(if -м столбцом) матрицы GM  при всех ni ,,1= . Ясно, что
граф G  связен тогда и только тогда, когда ни одна из матриц )( Gf M  ))(( nSf ∈  не
имеет клеточную форму вида
















=

kkk

k

k

AOO

OAO
OOA

A

21

2221

1121

  )2( ≥k ,                                    (*)

где ijO  ) },,,1{,( jikji ≠∈  – нулевая матрица соответствующего порядка.
Рассмотрим алгоритм A  проверки свойства «быть связным графом», каждая

итерация которого состоит в следующем ( FLAG – флаг (т.е. булева переменная), оп-
ределяющий истинность высказывания «G  – связный граф»):

Шаг 1. Порождается очередной элемент )(nSf ∈ .
Шаг 2. Строится матрица )( Gf M .
Шаг 3. Если матрица )( Gf M  имеет вид (*), то 0:=FLAG , иначе 1:=FLAG .

Последовательное порождение (одного за другим) элементов множества )(nS
осуществимо в рамках памяти размера )( 2nO  )( ∞→n , что иллюстрируется, сле-
дующей процедурой

Procedure PRMTTNS_1 )(n .

Шаг 1. 
раз  2

00:
n

=α .

Шаг 2. Разбивая слева направо последовательность α  на отрезки длины n , рас-
положить их в виде строк матрицы B .

Шаг 3. Если матрица B  содержит в каждой строке и в каждом столбце в точно-
сти по одной единице, то порожден очередной элемент множества )(nS  и конец, иначе
переход к шагу 4.

Шаг 4. 1: += αα .
Шаг 5. Если 

раз  2

11
n

=α , то все элементы множества )(nS  уже были порождены

и конец, иначе переход к шагу 2.

Пусть в результате работы процедуры PRMTTNS_1 )(n  порождена матрица
)( ijb=B , определяющая подстановку )(nSf ∈ . Тогда матрица )( Gf M  может быть

вычислена по формуле

T
GGf BMBM ⋅⋅=)( ,

где TB  – матрица, транспонированная к матрице B . Таким образом, построение мат-
рицы )( Gf M  осуществимо в рамках памяти размера )( 2nO  )( ∞→n .
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Проверка матрицы )()( ijG cf =M  на вид (*) также осуществима в рамках па-

мяти размера )( 2nO  )( ∞→n , что иллюстрируется следующими действиями, реали-
зующими схему, основанную на идее, представленной на рис. 1.11:

Шаг 1. 1:=cntr , 1:=i , 1:=l .
Шаг 2. Если ni < , то переход к шагу 3, иначе – к шагу 6.
Шаг 3. Если 0, =+++ hijlic  и 0, =+++ jlihic  для всех linj −−= ,,1,0  и

1,,1,0 −= lh , то 1: += cntrcntr , lii +=: , 1:=l  переход к шагу 2, иначе
1: += ll – к шагу 5.
Шаг 5. Если inl −≤ , то переход к шагу 3, иначе – переход к шагу 6.
Шаг 6. Если 2≥cntr , то матрица )()( ijG cf =M  имеет вид (*) и конец, иначе

матрица )()( ijG cf =M  не имеет вид (*) и конец.

Таким образом, емкостная сложность алгоритма A  равна

)()()()()(),,( 22222 nOnOnOnOnOmnV =+++=RA   ),( ∞→mn .

А так как ),,(),,( mnvcmnv RR ⋅≤A , где c  – положительная константа, то

)),,((),,( mnVOmnV RR =A   ),( ∞→mn ,

т.е. проверка свойства «быть связным графом» осуществима с помощью алгоритма,
локального для представления R , что и требовалось показать.

Пример 1.8. Как и в предыдущем примере, выберем в качестве исходных дан-
ных одноголовочной двумерной МТ с одной лентой типа 2Z  представление )(GR
графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вершин.

Проверка того, являются ли изоморфными заданные графы ),(, 21 mnGG G∈ ,
осуществима с помощью алгоритма, локального для представления R  при любом (до-
пустимом) законе роста ∞→m .

Действительно, достаточно последовательно (одну за другой) порождать, под-
становки )(nSf ∈  (например, с помощью процедуры PRMTTNS_1 )(n , приведенной
в примере 1.7) и проверять: истинно ли равенство
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21
)( GGf MM = ?

Если существует такая подстановка )(nSf ∈ , что равенство 
21

)( GGf MM =  –

истинное, то графы 1G  и 2G  – изоморфные. В противном случае графы 1G  и 2G  изо-
морфными не являются.

Для предложенного алгоритма A  истинно неравенство

),,(),,( mnvcmnv RR ⋅≤A ,

где c  – положительная константа. Следовательно,

)),,((),,( mnVOmnV RR =A   ),( ∞→mn ,

т.е. проверка того, являются ли изоморфными заданные графы ),(, 21 mnGG G∈ ,
осуществима с помощью алгоритма, локального для представления R , что и требова-
лось показать.

Пример 1.9. Выберем в качестве исходных данных одноголовочной двумерной
МТ с одной лентой типа 2Z  представление )(GR  графа ),( mnG G∈  списками
смежности вершин. Тогда (см. пример 1.6)

}),(max{),,( mnOmnV =R   ),( ∞→mn .

Покажем, что и в этом случае проверка того, являются ли изоморфными задан-
ные графы ),(, 21 mnGG G∈ , также (как и в примере 1.8) осуществима с помощью ал-
горитма, локального для представления R  при любом (допустимом) законе роста

∞→m .
Обозначим через ))(( Gf R  )),(),(( mnGnSf G∈∈  списки смежности вер-

шин, полученные из списков смежности вершин )(GR  в результате следующих дейст-
вий: каждый элемент },,1{ ni ∈  каждого списка заменяется элементом )(if , а затем
порядок списков изменяется в соответствии с подстановкой )(nSf ∈ , т.е. j -й список
становится )( jf -м списком. Ясно, что построение списков смежности вершин

))(( Gf R  осуществимо в рамках памяти размера )(nO  )( ∞→n .
Проверка равенства

)())(( 21 GGf RR =

сводится к проверке совпадения двух систем множеств и, следовательно, осуществима
в рамках памяти размера }),(max{ mnO  ),( ∞→mn .

Следовательно, достаточно показать, что последовательное порождение (одного
за другим) элементов множества )(nS  осуществимо в рамках памяти размера )(nO

)( ∞→n . Сопоставив с подстановкой )(nSf ∈  последовательность

)()2()1( nfff ,
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установим взаимно-однозначное соответствие между множеством )(nS  и множеством
последовательностей

}        ),,1( },,1{|{ 1 jiприaaиninaaaA jiin ≠≠=∈= .

Определим на множестве A  обычное отношение лексикографического порядка , т.е.

⇔nn bbaa 11

)  & }(,,1})(1,1,0{( 11 ++ <==∀−∈∃⇔ iiii babaijni .

Элемент множества A , непосредственно следующий (относительно лексико-
графического порядка ) за элементом Aaa n ∈1 , может быть порожден в рамках
памяти размера )(nO  )( ∞→n , что иллюстрируется следующими действиями, реали-

зующими схему, основанную на идее, представленной на рис. 1.12 (через 1−γ  обозна-
чена последовательность γ , записанная в обратном порядке):

Procedure PRMTTNS_2 )( 1 naa .

Шаг  1. Если 21)1(1 −= nnaa n , то следующей подстановки не существу-
ет и конец, иначе 1: −= ni  и переход к шагу 2.

Шаг  2. Если 1+> ii aa , то 1: −= ii  и переход к шагу 2, иначе – к шагу 3.
Шаг  3. 11: −= iaaζ , 1: += ij .
Шаг 4. Если ij aa > , то переход к шагу 5, иначе 1: −= jj  и переход к шагу 9.

Шаг 5. 1: += jj .
Шаг 6. Если nj ≤ , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 7.
Шаг 7. ni aa 1: +=β .

Шаг 8. Выдать последовательность ia1−ζβ  в качестве порожденной подстанов-
ки и конец.

Шаг 9. 11: −+= ji aaξ , nj aa 1: +=β .

Шаг 10. Выдать последовательность 11 −− ξβζ ij aa  в качестве порожденной под-
становки и конец.

Рассмотрим алгоритм A  проверки того, являются ли изоморфными заданные
графы ),(, 21 mnGG G∈ , каждая итерация которого состоит в следующем ( FLAG –
флаг (т.е. булева переменная) определяющий истинность высказывания «графы 1G  и

2G  – изоморфные»):

Шаг 1. Порождается очередной элемент )(nSf ∈
Шаг 2. Строится представление ))(( 1Gf R .
Шаг 3. Если )())(( 21 GGf RR = , то 1:=FLAG , иначе 0:=FLAG .
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Емкостная сложность предложенного алгоритма A  равна

+++= }),(max{)(}),(max{),,( mnOnOmnOmnV R

}),(max{}),(max{ mnOmnO =+   ),( ∞→mn .

А так как

),,(),,( mnvcmnv RR ⋅≤A ,

где c  – положительная константа, то

)),,((),,( mnVOmnV RR =A   ),( ∞→mn ,

т.е. проверка того, являются ли изоморфными заданные графы ),(, 21 mnGG G∈ ,
осуществима с помощью алгоритма, локального для представления R , что и требова-
лось показать.

Пример 1.10. Выберем в качестве исходных данных одноголовочной двумерной
МТ с одной лентой типа 2Z  представление )(GR  графа ),( mnG G∈  )3( ≥n  матри-
цей смежности (вершин или ребер)
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где, соответственно, nk =  для матрицы смежности вершин и mk =  для матрицы
смежности ребер. Тогда (см. пример 1.6)

)(),,( 2kOmnV =R   )( ∞→k .

Пусть )( ijα=A  и )( ijβ=B  – булевы матрицы k -го порядка. Обозначим че-

рез BA ⊗  такую булеву матрицу )( ijγ=C  k -го порядка, что

)(
1 hjih

k

hij βαγ ∧∨=
=

  ),,1,( kji = .

Положим AA =1  и 
разl

l

  

AAA ⊗⊗=⊗  )2( ≥l .

I. Покажем, что проверка графа ),( mnG G∈  на наличие подграфов, являю-
щихся треугольниками, осуществима с помощью алгоритма, локального для представ-
ления графа G  как матрицей смежности вершин, так и матрицей смежности ребер при
любом (допустимом) законе роста ∞→m .

Рассмотрим матрицу

)(3
ijG γ=⊗M .

Из определения операции ⊗  непосредственно вытекает, что:
1. Если )(GR  – представление графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вер-

шин, то 1=iiγ  }),,1{( ni∈  тогда и только тогда, когда в графе G  существует
)( ii − -прогулка длины 3. Отметим, что )( ii − -прогулка длины 3 есть не что иное, как

цикл длины 3, т.е. треугольник, содержащий вершину i .
2. Если )(GR  – представление графа ),( mnG G∈  матрицей смежности ребер,

то 1=iiγ  }),,1{( mi∈  тогда и только тогда, когда в графе G  существует прогулка
длины 4, начинающаяся и заканчивающаяся ребром i . Отметим, что прогулка длины 4,
начинающаяся и заканчивающаяся ребром i , есть не что иное, как прогулка по циклу
длины 3, т.е. по треугольнику, содержащему ребро i .

Таким образом, для проверки графа ),( mnG G∈  на наличие подграфов, яв-

ляющихся треугольниками, достаточно вычислить матрицу )(3
ijG γ=⊗M , что осущест-

вимо в рамках памяти объема )( 2kO  )( ∞→k . Если существует такое },,1{ ki ∈ ,
что 1=iiγ , то граф G  содержит подграф, являющийся треугольником. Если же

0=iiγ  для всех },,1{ ki ∈ , то ни один подграф графа G  не является треугольни-
ком. Для предложенного алгоритма A  истинно неравенство
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),,(),,( mnvcmnv RR ⋅≤A ,

где c  – положительная константа. Следовательно,

)),,((),,( mnVOmnV RR =A   ),( ∞→mn ,

т.е. проверка графа ),( mnG G∈  на наличие подграфов, являющихся треугольниками,
осуществима с помощью алгоритма, локального для представления графа G  как мат-
рицей смежности вершин, так и матрицей смежности ребер, что и требовалось пока-
зать.

II. Покажем, что проверка для графа ),( mnG G∈  свойства «быть двудольным
графом» осуществима с помощью алгоритма, локального для представления R  графа
G  матрицей смежности вершин GM  при любом (допустимом) законе роста ∞→m .

В соответствии с известным критерием (см. теорему 1.10), граф ),( mnG G∈  –
двудольный тогда и только тогда, когда он не содержит циклов нечетной длины. Вос-
пользуемся этим критерием.

Определим на множестве булевых матриц k -го порядка бинарные операции ∨
и ∧ , а также унарную операцию   следующим образом: если )( ijα=A  и )( ijβ=B  –
булевы матрицы k -го порядка, то

)( ijij βα ∨=∨ BA ,

)( ijij βα ∧=∧ BA ,

)  ( ijα=A .

Отметим, что определенные выше операции удовлетворяют законам де Морга-
на, т.е.

BABA ∧=∨ ,

BABA ∨=∧ .

Рассмотрим последовательность матриц

)(,),2(),1( nGGG MMM ,

n -го порядка, определяемую рекуррентным соотношением

)())(()1( lll GGGG KMMM ∧⊗=+   )1,,2( −= nl ,

и начальными условиями

GG MM =)1( ,

GnGG MIMM ∧∧= ⊗2)2( ,
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где nI  – единичная матрица n -го порядка, а матрицы )(lGK  )1,,2( −= nl  опреде-
ляются рекуррентным соотношением

)1()()1( +∧=+ hhh GGG MKK   )2,,2( −= nh

и начальным условием

)2()1()2( GGG MMK ∧= .

Индукцией по числу r  нетрудно показать, что каждая матрица )()( )(r
ijG r α=M

),,1( nr =  удовлетворяет условию:

1)( =r
ijα   ),,1,  ;( njiji =≠

тогда и только тогда, когда длина кратчайшего )( ji − -пути равна r , а

1)( =r
iiα   ),,1( ni =

тогда и только тогда, когда длина кратчайшего цикла, проходящего через вершину i ,
равна r .

Таким образом, проверка для графа ),( mnG G∈  свойства «быть двудольным
графом» сводится к последовательному вычислению матриц

)()12( )12( −=− l
ijG l αM     ) )1(5.0,,2( +⋅= nl .

Если для некоторого значения  } )1(5.0,,2{ +⋅∈ nl  существует такое зна-
чение },,1{ ni∈ , что

1)12( =−l
iiα ,

то граф G  содержит цикл длины 12 −l . Если же

0)12( =−l
iiα

для всех },,1{ ni∈  при всех  )1(5.0,,2 +⋅= nl , то граф G  не содержит циклов
нечетной длины.

Вычисление матрицы )(lGM  ),,2( nl = , как и любой матрицы, определяе-
мой рекуррентным соотношением ограниченной длины, осуществимо в рамках памяти
размера )( 2nO  )( ∞→n . Следовательно, емкостная сложность предложенного алго-
ритма A  равна

)(),,( 2nOmnV =RA   )( ∞→n .

А так как
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),,(),,( mnvcmnv RR ⋅≤A ,

где c  – положительная константа, то

)),,((),,( mnVOmnV RR =A   ),( ∞→mn ,

т.е. проверка для графа ),( mnG G∈  свойства «быть двудольным графом» осущест-
вима с помощью алгоритма, локального для представления R  графа ),( mnG G∈
матрицей смежности вершин GM , что и требовалось показать.

III. Сфера применения последовательности матриц

)()( )(r
ijG r α=M   ),,1( nr =

значительно превосходит поставленную выше цель, а именно: доказательство осущест-
вимости проверки свойства «быть двудольным графом» с помощью алгоритма, ло-
кального для представления R  графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM .
Эта сфера применения характеризуется унифицированным доказательством возможно-
сти решения исследуемой задачи с помощью алгоритма, локального для представления
R  графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM , на основе условия: 1)( =r

ijα
),,1,  ;( njiji =≠  тогда и только тогда, когда длина кратчайшего )( ji − -пути рав-

на r , а 1)( =r
iiα  ),,1( ni =  тогда и только тогда, когда длина кратчайшего цикла, со-

держащего вершину i , равна r . Действительно, определим последовательность матриц

)(,),2(),1( nGGG LLL ,

рекуррентным соотношением

)1()()1( +∨=+ rrr GGG MLL   )1,,1( −= nr

и начальным условием

GG ML =)1( .

Так как

)()( rr GG KL =   ),,2( nr = ,

где

)()1()( nnn GGG MKK ∧−= ,

то матрица

)()( )(r
ijG r δ=L   ),,1( nr =

удовлетворяет условию:
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1)( =r
ijδ   ),,1,  ;( njiji =≠

тогда и только тогда, когда длина кратчайшего )( ji − -пути не превосходит r , а

1)( =r
iiδ   ),,1( ni =

тогда и только тогда, когда длина кратчайшего цикла, содержащего вершину i , не
больше, чем r .

Каждая матрица

)()( )(r
ijG r δ=L   ),,1( nr =

может быть вычислена с помощью алгоритма, локального для представления R  графа
),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM . Следовательно, в частности, с помо-

щью алгоритма, локального для представления R  графа ),( mnG G∈  матрицей смеж-
ности вершин GM  может быть осуществлено решение следующих задач:

1. Проверка для графа ),( mnG G∈  свойства «быть связным графом» при
любом (допустимом) законе роста ∞→m .

Действительно, граф ),( mnG G∈  связен тогда и только тогда, когда существу-
ет такое }1,,1{ −∈ nr , что в каждой строке

),,,( )()(
2

)(
1

r
in

r
i

r
i δδδ   ),,1( ni =

матрицы )(rL  равны единице все компоненты, за исключением, быть может, компо-
ненты, стоящей на главной диагонали, т.е.

)1})(,,1{})(,,1{})(,,1{( )( =⇒≠∈∀∈∀∈∃ r
ijijnjninr δ .

Следовательно, проверка для графа ),( mnG G∈  свойства «быть связным гра-
фом» осуществима с помощью алгоритма, локального для представления R  графа

),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM .
2. Вычисление диаметра графа ),( mnG G∈  при любом (допустимом) законе

роста ∞→m .
Пусть

} }1(}(|min{0 nGnG rrrr ILIL ∧+=∧= .

Если в каждой строке

),,,( )()(
2

)(
1

000 r
in

r
i

r
i δδδ   ),,1( ni =

матрицы )( 0rL  равны единице все компоненты, за исключением, быть может, компо-
ненты, стоящей на главной диагонали, т.е.
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)1})(,,1{})(,,1{( )( 0 =⇒≠∈∀∈∀ r
ijijnjni δ ,

то

0 rGDiam = ,

иначе

∞=GDiam .

Следовательно, вычисление диаметра графа ),( mnG G∈  осуществимо с помо-
щью алгоритма, локального для представления R  графа ),( mnG G∈  матрицей смеж-
ности вершин GM .

3. Вычисление радиуса графа ),( mnG G∈  при любом (допустимом) законе
роста ∞→m .

Для каждой вершины },,1{ ni∈  графа ),( mnG G∈  число

),(max
},,1{

jidl
nji ∈

=   }),,1{( ni∈

вычисляется следующим образом: il  представляет собой такое наименьшее число ir ,
что i -е строки матриц )( irL  и )1( +irL , соответственно,

),,,( )()(
2

)(
1

iii r
in

r
i

r
i δδδ

и

),,,( )1()1(
2

)1(
1

+++ iii r
in

r
i

r
i δδδ ,

совпадают с точностью до i -й компоненты, т.е.

)})(,,1{( )1()( +=⇒≠∈∀ ii r
ij

r
ijijnj δδ ,

причем все компоненты этих строк, не стоящие на главной диагонали, равны единице,
т.е.

)1})(,,1{( )( =⇒≠∈∀ ir
ijijnj δ ,

если такое число ir  существует, иначе

∞=il .

Отметим, что элементы последовательности

nll ,,1

удовлетворяют условию: либо все элементы последовательности – натуральные числа,
удовлетворяющие неравенству
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1−≤ nx ,

либо все элементы последовательности равны ∞ , т.е.

)})(,,1{(},,1|{ ∞=∈∀⇒=∈∞ ii lninil .

Таким образом, для вычисления радиуса графа ),( mnG G∈  достаточно вычис-
лить последовательность

nll ,,1 ,

что осуществимо с помощью алгоритма, локального для представления R  графа
),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM , а затем вычислить

},,1|min{ nilGrad i == ,

что также осуществимо с помощью алгоритма, локального для представления R  графа
),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM .

4. Вычисление центра графа ),( mnG G∈  при любом (допустимом) законе
роста ∞→m .

Так как

} |{ ilGradiGcntr == ,

то вычисление центра графа ),( mnG G∈  осуществимо с помощью алгоритма, локаль-
ного для представления R  графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вершин GM .

5. Выделение компонент связности графа ),( mnG G∈  при любом (допусти-
мом) законе роста ∞→m .

Для каждой вершины },,1{ ni∈  графа ),( mnG G∈  обозначим через ih  такое
наименьшее число, что i -е строки матриц )( ihL  и )1( +ihL , соответственно,

),,,( )()(
2

)(
1

iii h
in

h
i

h
i δδδ

и

),,,( )1()1(
2

)1(
1

+++ iii h
in

h
i

h
i δδδ ,

совпадают с точностью до i -й компоненты, т.е.

)})(,,1{( )1()( +=⇒≠∈∀ ii h
ij

h
ijijnj δδ .

Ясно, что множество вершин

}1|{}{ )( =∪= ih
iji jiV δ   }),,1{( ni∈
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определяет компоненту связности iG  }),,1{( ni∈  графа ),( mnG G∈ , содержащую
вершину i .

Для построения компоненты связности iG  }),,1{( ni∈  в явном виде доста-
точно «вырезать» те столбцы и строки матрицы смежности вершин GM , номера кото-
рых принадлежат множеству iV .

Таким образом, выделение компонент связности графа ),( mnG G∈  осущест-
вимо с помощью алгоритма, локального для представления R  графа ),( mnG G∈
матрицей смежности вершин GM .

Обозначим через )(RLcl  класс задач теории графов, для которых су-
ществуют алгоритмы, локальные при выборе соответствующего представ-
ления R  графов ),( mnG G∈  ),( ∞→mn . Именно вопрос о принадлежности
задачи теории графов классу )(RLcl  (при выборе соответствующего пред-
ставления R  графов ),( mnG G∈ ) является основным предметом исследо-
вания в настоящей монографии. В соответствии со стандартным подходом
в теории алгоритмов (см., напр. [1,3,4,9]) этот класс задач, в общих чертах,
может быть охарактеризован следующим образом (см. рис. 1.13). В классе

)(RPrblms  всех задач теории графов, решаемых в терминах представления
R  графов ),( mnG G∈ , естественно выделяется класс задач )(RSPACEP − ,
для которых существуют алгоритмы, полиномиальные по емкостной слож-
ности. Класс )(RLcl  является подклассом класса )(RSPACEP − , состоя-
щим из всех задач, для которых существуют алгоритмы, емкостная слож-
ность которых – линейная функция (т.е. полином 1-й степени) от размера
входа.

Замечание 1.3. Класс )(RSPACEP −  может быть охарактеризован как класс
языков, формулируемых в терминах представления )(GR , для распознавания которых
существуют алгоритмы, полиномиальные по емкостной сложности. С этой точки зре-
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ния класс )(RLcl  представляет собой класс языков, формулируемых в терминах пред-
ставления )(GR  и распознаваемых с линейной памятью.

Из рассмотренных выше примеров вытекает, что класс )(RLcl  явля-
ется достаточно представительным. Следующий пример показывает, что
существуют также и задачи теории графов, для решения которых при вы-
бранной модели вычислений отсутствуют локальные алгоритмы при лю-
бом представлении )(GR  графа ),( mnG G∈ .

Пример 1.11. Выберем в качестве модели вычислений одноголовочную двумер-
ную МТ с одной лентой типа 2Z .

Рассмотрим следующую задачу: по заданному представлению )(GR  графа
),( mnG G∈  построить представление ))(( GLR  реберного графа )(GL .

В п.1.2 было отмечено, что )(GL  является ∑ −⋅
=

n

i
i mdm

1

2 )5.0 ,( -графом.

1. Пусть неограниченный рост n  и m  осуществляется так, что

)(mon =   )( ∞→m .                                                      (**)

а в качестве исходных данных одноголовочной двумерной МТ с одной лентой типа 2Z
выбрано представление )(GR  графа ),( mnG G∈  матрицей смежности вершин













=

nnn

n

G
aa

aa

1

111

M .

Тогда (см. пример 1.6)

)(),,( 2nOmnV =R   )( ∞→n .

Так как )(GLM  – матрица порядка mm× , то для ее представления необходима

память размера 2
1 mc ⋅ , где 1c  – положительная константа. Следовательно, для любого

построенного в рамках одноголовочной двумерной МТ с одной лентой типа 2Z  алго-
ритма A , осуществляющего построение матрицы )(GLM , справедливо неравенство

2),,( mcmnv ⋅≥RA ,                                                     (***)

где c  – положительная константа. Из (**) и (***) вытекает, что

)),,((),,( mnVomnV RR A=   ),( ∞→mn .

Следовательно,

)),,((),,( mnVOmnV RR ≠A   ),( ∞→mn ,
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т.е. существует такой закон роста ∞→m , что алгоритм A  не является локальным для
представления R .

2. Пусть в качестве исходных данных одноголовочной двумерной МТ с одной
лентой типа 2Z  выбрано представление )(GR  графа ),( mnG G∈  списками смежно-
сти вершин.

Тогда (см. пример 1.6)

}}),min{,1max{(),,( mnmOmnV ⋅=R   ),( ∞→mn .

При 


= 2
nm , т.е. для последовательности полных графов nK  )( N∈n , полу-

чим

)(),,( 2nOmnV =R   )( ∞→n .                                          (+)

Граф )( nKL  является ))2(2 ,2 ( −⋅





 nnn -графом. Следовательно, для любого

построенного в рамках одноголовочной двумерной МТ с одной лентой типа 2Z  алго-
ритма A , осуществляющего построение списков смежности графа )( nKL , справедли-
во неравенство

3),,( ncmnv ⋅≥RA ,                                                     (++)

где c  – положительная константа. Из соотношений (+) и (++) вытекает, что если




= 2
nm , то

)),,((),,( mnVomnV RR A=   ),( ∞→mn .

Следовательно,

)),,((),,( mnVOmnV RR ≠A   ),( ∞→mn ,

т.е. существует такой закон роста ∞→m , что алгоритм A  не является локальным для
представления R .

Особенностью задачи, рассмотренной в примере 1.11, является то,
что размер выхода, по порядку, больше, чем размер входа. Поэтому, с со-
держательной точки зрения, нетривиальным и естественным является слу-
чай, когда в качестве модели вычислений выбрана МТ с выходной лентой.
Такая модель дает возможность выделить в классе )(RPrblms  класс

)(RSPACEWORKP −−  задач теории графов, для которых существует ал-
горитм с полиномиальной рабочей памятью. В свою очередь, в классе

)(RSPACEWORKP −−  естественно может быть выделен класс
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)(RLcl-WORK  задач теории графов, для которых существует алгоритм, с
рабочей памятью, линейной от размера представления R . Непосредственно
из определения введенных классов задач вытекает, что истинными явля-
ются включения

)()( RR SPACEWORKPSPACEP −−⊆− ,

)()( RR Lcl-WORKLcl ⊆ .

С учетом введенных выше классов задач, уточненная картина для
класса )(RLcl  показана на рис. 1.14.

Как показывает следующая теорема, классификация, представленная
на рис.1.14, действительно является более тонкой, чем классификация,
представленная на рис.1.13.

Теорема 1.26. Если R  представление графа ),( mnG G∈  либо матри-
цей, либо списками, смежности вершин, то существует такой закон роста

∞→m , что

)()( RR Lcl-WORKLcl ⊂                                      (1.1).

Доказательство. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  либо
матрицей, либо списками, смежности вершин.
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Рассмотрим задачу LGP  построения представления ))(( GLR  реберно-
го графа )(GL  по представлению )(GR  графа ),( mnG G∈ .

В примере 1.11 было показано, что существуют такие законы роста
∞→m , что

)(RLcl∉LGP                                              (1.2)

для представления графа ),( mnG G∈  как матрицей, так и списками, смеж-
ности вершин.

Покажем, что для обоих этих представлений (т.е. как матрицей, так и
списками, смежности вершин) графа ),( mnG G∈

)(RLcl-WORK∈LGP                                       (1.3)

при любом (допустимом) законе роста ∞→m .
Первая задача, которая возникает в процессе построения представ-

ления ))(( GLR  реберного графа )(GL  по представлению )(GR  графа
),( mnG G∈  либо матрицей, либо списками, смежности вершин, состоит в

нумерации ребер графа )(GL  элементами множества },,1{ m .

Замечание 1.4. Определение класса )(RLcl  включает в себя условие

∞→mn, , так что nKG ≠ , т.е. 0≠m . Для графа nKG =  матрица смежности вер-
шин – нулевая, а каждый из списков смежности вершин – пустой. Проверка этих
свойств осуществима с емкостной сложностью ),,( mnV R  и в случае их выполнения на
выходной ленте МТ выдается символ, являющийся кодом сообщения «граф )(GL  не
содержит вершин» и МТ останавливается. Поэтому в дальнейшем предполагается, что

∞→m , причем 0≠m .

Любое отображение

},,1{: mEf нум →   )( )2(VE ⊆ ,

осуществляющее нумерацию ребер графа ),( mnG G∈ , а, следовательно, и
вершин графа )(GL , может быть представлено в виде следующей таблицы

                                                                                        Таблица 1.1.

    1     2       m
},{ 11 ji },{ 22 ji   },{ mm ji

где
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}},{,},,{},,{{ 2211 mm jijijiE = .

Объем памяти, необходимой для хранения таблицы 1.1, равен

)(mOVтабл =   ),( ∞→mn .

При этом для представления графа ),( mnG G∈  как матрицей, так и
списками, смежности вершин истинно равенство

)),,(( mnVOVтабл R=   ),( ∞→mn .

Для доказательства соотношения (1.3) нам понадобится следующая
лемма.

Лемма 1.2. Задача построения таблицы 1.1, определяющей одно
(безразлично, какое именно) отображение нумf , осуществляющее нумера-
цию ребер графа ),( mnG G∈ , принадлежит классу )(RLcl .

Доказательство. Покажем вначале справедливость следующих двух
утверждений.

Утверждение 1.1. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  либо
матрицей, либо списками, смежности вершин. Задача определения по паре
вершин },{ 00 ji  графа G  истинности утверждения

Eji ∈},{ 00 ?

и, в случае утвердительного ответа, вычисления номера ребра },{ 00 ji , при-
надлежит классу )(RLcl .

Доказательство. Рассмотрим по отдельности указанные в формули-
ровке утверждения представления графа ),( mnG G∈ , построив в каждом
случае соответствующий алгоритм нумA , решающий сформулированную
задачу с емкостной сложностью

),,( mnVV
нум

R=A   ),( ∞→mn .

1. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  матрицей смежности
вершин
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Выберем в качестве нумA  следующий алгоритм (CNTR  – переменная,
значение которой – номер ребра },{ 00 ji  графа G , если такое ребро сущест-
вует и 0 , если пара },{ 00 ji  не является ребром графа G )

Алгоритм mtr
нумA .

Шаг 1. Если 00 ji < , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 2.
Шаг 2. Если 00 ji = , то переход к шагу 15, иначе – к шагу 3
Шаг 3. 0: jx = , 0: iy = , xi =0 , yj =:0  и переход к шагу 4.
Шаг 4. 1:=i , 1: += ij , 0:=CNTR .
Шаг 5. Если 0ii < , то переход к шагу 6, иначе – к шагу 10.
Шаг 6. Если 1=ija , то 1: += CNTRCNTR .
Шаг 7. 1: += jj .
Шаг 8. Если nj ≤ , то переход к шагу 6, иначе – к шагу 9.
Шаг 9. 1: += ii , 1: += ij  и переход к шагу 5.
Шаг 10. Если 1=ija , то 1: += CNTRCNTR .
Шаг 11. Если 0jj < , то переход к шагу 12, иначе – к шагу 13.
Шаг 12. 1: += jj  и переход к шагу 10.
Шаг 13. Если 1=ija , то переход к шагу 14, иначе – к шагу 15.
Шаг 14. Выдать значение CNTR  и конец.
Шаг 15. 0:=CNTR . Выдать значение CNTR  и конец.

Очевидно, что алгоритм mtr
нумA  решает сформулированную в утвер-

ждении 1.1 задачу. Емкостная сложность алгоритма mtr
нумA  равна

),,( mnVV mtr
нум

R=
A

  ),( ∞→mn ,

что и требовалось показать.
2. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  списками смежности

вершин. Без ограничения общности можно считать, что R  представляет
собой такую n -элементную последовательность списков

nLISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,

что элементы каждого списка iLIST  ),,1( ni = , т.е. вершины графа
),( mnG G∈ , смежные с вершиной i , расположены в порядке их возраста-

ния.
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Определим для списков, являющимися элементами последователь-
ности LIST , следующие операции



= иначе

пустLISTсписокеслиLISTEMPTY i
i                              ,  0

       , 1   )(     ),,1( ni = ,



= иначеLISTспискаэлементпервый

пустLISTсписокеслиLISTFIRST
i

i
i                               ,      

                                                       ,  0  )(

),,1( ni = ,



= иначе

LISTспискаэлементпоследнийjеслиjLISTLAST i
i                                                               ,  0

      -       ,  1   ),(

)  ;,,1,( iLISTjni ∈= ,








=

                                                                            ,  0 

                                  
       ,    ,       

),(

иначе

существуетэлементтакойесли
jэлементомзаследующийLISTспискаэлемент

jLISTNEXT
i

i

)  ;,,1,( iLISTjni ∈= .

Выберем в качестве нумA  следующий алгоритм (CNTR  – переменная,
значение которой – номер ребра },{ 00 ji  графа G , если такое ребро сущест-
вует и 0 , если пара },{ 00 ji  не является ребром графа G )

Алгоритм lst
нумA .

Шаг 1. Если 00 ji < , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 2.
Шаг 2. Если 00 ji = , то переход к шагу 20, иначе – к шагу 3
Шаг 3. 0: jx = , 0: iy = , xi =0 , yj =:0  и переход к шагу 4.
Шаг 4. 1:=i , 0:=CNTR .
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Шаг 5. Если 0ii < , то переход к шагу 6, иначе – к шагу 12.
Шаг 6. Если 1)( =iLISTEMPTY , то переход к шагу 7, иначе переход к

шагу 8.
Шаг 7. 1: += ii  и переход к шагу 5.
Шаг 8. )(: iLISTFIRSTx = .
Шаг 9. 1: += CNTRCNTR .
Шаг 10. Если 1),( =xLISTLAST i , то переход к шагу 7, иначе переход

к шагу 11.
Шаг 11. ),(: xLISTNEXTx i=  и переход к шагу 9.
Шаг 12. Если 1)( =iLISTEMPTY , то переход к шагу 20, иначе пере-

ход к шагу 13.
Шаг 13. )(: iLISTFIRSTx = .
Шаг 14. 1: += CNTRCNTR .
Шаг 15. Если 0jx < , то переход к шагу 16, иначе – к шагу 18.
Шаг 16. Если 1),( =xLISTLAST i , то переход к шагу 20, иначе пере-

ход к шагу 17.
Шаг 17. ),(: xLISTNEXTx i=  и переход к шагу 14.
Шаг 18. Если 0jx = , то переход к шагу 19, иначе – к шагу 20.
Шаг 19. Выдать значение CNTR  и конец.
Шаг 20. 0:=CNTR . Выдать значение CNTR  и конец.

Очевидно, что алгоритм lst
нумA  решает сформулированную в утвер-

ждении 1.1 задачу. Емкостная сложность алгоритма lst
нумA  равна

),,( mnVV lst
нум

R=
A

  ),( ∞→mn ,

что и требовалось показать.
Утверждение доказано.

Утверждение 1.2. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  либо
матрицей, либо списками, смежности вершин. Задача вычисления числа m
ребер графа G , а, следовательно, числа вершин графа )(GL , принадлежит
классу )(RLcl .

Доказательство. Рассмотрим по отдельности указанные в формули-
ровке утверждения представления графа ),( mnG G∈ , построив в каждом
случае соответствующий алгоритм nmbredge−A , решающий сформулирован-
ную задачу с емкостной сложностью
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),,( mnVV
nmbredge

R=
−A   ),( ∞→mn .

Для компактности записи представим алгоритм nmbredge−A  на Упро-
щенном Алголе (см., напр. [1]).

1. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  матрицей смежности
вершин.













=

nnn

n

G
aa

aa

1

111

M .

Выберем в качестве nmbredge−A  алгоритм mtr
nmbredge−A , реализованный в ви-

де следующей процедуры

Procedure EDGE_NMBR_MTR )( GM .

begin
    0:=m
        do 1,,1 −= ni
            do nij ,,1+=
                if 1=ija
                    then 1: += mm
            end
        end
end

Очевидно, что алгоритм mtr
nmbredge−A  решает сформулированную в ут-

верждении 1.2 задачу. Емкостная сложность алгоритма mtr
nmbredge−A  равна

),,( mnVV mtr
nmbredge

R=
−A

  ),( ∞→mn ,

что и требовалось показать.
2. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  списками смежности

вершин. Как и при доказательстве утверждения 1.1 считаем, что R  пред-
ставляет собой такую n -элементную последовательность списков

nLISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,
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что элементы каждого списка iLIST  ),,1( ni =  расположены в порядке их
возрастания.

Выберем в качестве nmbredge−A  алгоритм lst
nmbredge−A , реализованный в ви-

де следующей процедуры

Procedure EDGE_NMBR_LST )(LIST .

begin
    0:=m
        do 1,,1 −= ni
            if 1)( =iLISTEMPTY
                then 1: += ii
                    else
                        do
                            )(: iLISTFIRSTx =
                                do while 0≠x
                                    if ix >
                                        then 1: += mm
                                    ),(: xLISTNEXTx i=
                                 end
                          end
        end
end

Очевидно, что алгоритм lst
nmbredge−A  решает сформулированную в ут-

верждении 1.2 задачу. Емкостная сложность алгоритма lst
nmbredge−A  равна

),,( mnVV lst
nmbredge

R=
−A

  ),( ∞→mn ,

что и требовалось показать.
Утверждение доказано.

Перейдем теперь непосредственно к доказательству леммы 1.2.
Рассмотрим следующий алгоритм, осуществляющий построение

таблицы 1.1. в два этапа.
На 1-м этапе вычислим число m  ребер графа G  (т.е. число вершин

графа )(GL ) с помощью алгоритма nmbredge−A , построенного в процессе до-
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казательства утверждения 1.2, и заполним 1-ю строку таблицы 1.1. Емко-
стная сложность этих вычислений равна ),,( mnV R  ),( ∞→mn .

На 2-м этапе заполним 2-ю строку таблицы 1.1. С этой целью приме-
ним к каждой паре вершин },{ 00 ji  )( 00 ji <  графа G  алгоритм нумA , по-
строенный в процессе доказательства утверждения 1.1. Этим самым мы
выясняем, является ли пара },{ 00 ji  ребром графа G  (иными словами, вер-
шиной графа )(GL ) и, в случае положительного ответа, вычисляем номер
этого ребра. В последнем случае записываем ребро },{ 00 ji  в соответст-
вующую клетку 2-й строки таблицы 1.1. Емкостная сложность этих вычис-
лений равна ),,( mnV R  ),( ∞→mn .

Предложенный алгоритм построения таблицы 1.1 имеет емкостную
сложность, равную ),,( mnV R  ),( ∞→mn . Следовательно, задача построе-
ния таблицы 1.1, определяющей одно (безразлично, какое именно) отобра-
жение нумf , осуществляющее нумерацию ребер графа ),( mnG G∈ , принад-
лежит классу )(RLcl , что и требовалось показать.

Лемма доказана.

Докажем теперь соотношение (1.3).
Для доказательства достаточно построить алгоритм LGA , исполь-

зующий таблицу 1.1 в качестве исходных данных и генерирующий пред-
ставление ))(( GLR  графа )(GL  в рамках используемой на рабочих лентах
МТ памяти, имеющей размер ),,( mnV R  ),( ∞→mn . Построим такой алго-
ритм для каждого из рассматриваемых представлений графа ),( mnG G∈
(т.е. либо матрицей, либо списками, смежности вершин) по отдельности.

1. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  матрицей смежности
вершин. Выберем в качестве LGA  алгоритм mtr

LGA , осуществляющий по-
строчную генерацию матрицы
















=

mmmm

m

m

GL

βββ

βββ
βββ

21

22221

11211

)(M

смежности вершин графа )(GL  на выходную ленту МТ, реализованный в
виде следующей процедуры
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Procedure LINE_GRAPH_MTR(Таблица 1.1).

begin
    do mk ,,1=
        do 1,,1 −= kh
            if 1 |},{},{| =∩ kkhh jiji
                then 1:=hγ
                    else 0:=hγ
        end
        0:=kγ
        do mkh ,,1+=
            if 1 |},{},{| =∩ kkhh jiji
                then 1:=hγ
                    else 0:=hγ
        end
        на выходной ленте МТ записать ),,( 1 mγγ  в качестве k -й

                   строки матрицы )(GLM
    end
end

Так как

)),,(( mnVOm R=  ),( ∞→mn ,

то объем памяти, необходимой для хранения булевого вектора

),,( 1 mγγ

равен ),,( mnV R  ),( ∞→mn . Следовательно, алгоритм mtr
LGA  осуществляет

построчную генерацию матрицы )(GLM  смежности вершин графа )(GL  на
выходную ленту МТ в рамках используемой на рабочих лентах МТ памя-
ти, имеющей размер ),,( mnV R  ),( ∞→mn , что и требовалось показать.

2. Пусть R  – представление графа ),( mnG G∈  списками смежности
вершин.

Определим операцию внесения элемента в список следующим обра-
зом. Пусть LST  – список, элементы которого – натуральные числа (в част-
ности, список LST  может быть пустым). Тогда ),( xLSTINSRT  )( N∈x
есть список, полученный в результате добавления элемента x  в конец спи-
ска LST .
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Выберем в качестве LGA  алгоритм lst
LGA , осуществляющий последова-

тельно генерацию элементов последовательности

mLISTLISTLIST ,,,  : 21LIST ,

списков смежности вершин графа )(GL  на выходную ленту МТ, реализо-
ванный в виде следующей процедуры

Procedure LINE_GRAPH_LST(Таблица 1.1).

begin
    do mk ,,1=
        ∅=:kLIST
        do 1,,1 −= kh
            if 1 |},{},{| =∩ kkhh jiji
                then ),(: hLISTINSRTLIST kk =
        end
        do mkh ,,1+=
            if 1 |},{},{| =∩ kkhh jiji
                then ),(: hLISTINSRTLIST kk =
        end
        на выходной ленте МТ записать список kLIST  в качестве

                   k -го элемента последовательности LIST
    end
end

Число элементов любого списка kLIST  ),,1( mk =  меньше, чем m .
А так как

)),,(( mnVOm R=  ),( ∞→mn ,

то объем памяти, необходимой для хранения списка kLIST  ),,1( mk =  ра-
вен ),,( mnV R  ),( ∞→mn . Следовательно, алгоритм lst

LGA  осуществляет по-
следовательно генерацию списков смежности вершин графа )(GL  на вы-
ходную ленту МТ в рамках используемой на рабочих лентах МТ памяти,
имеющей размер ),,( mnV R  ),( ∞→mn , что и требовалось показать.

Соотношение (1.3) доказано.
Из (1.2) и (1.3) вытекает, что

)()( RR Lcl-WORKLcl ≠ .

Из этого соотношения и из включения
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)()( RR Lcl-WORKLcl ⊆ ,

вытекает, что

)()( RR Lcl-WORKLcl ⊂ ,

что и требовалось показать.
Теорема доказана.

Замечание 1.5. Нетрудно заметить, что процедуры LINE_GRAPH_MTR и
LINE_GRAPH_LST, используемые в процессе доказательства теоремы 1.26, легко
преобразовать так, чтобы на выходной ленте МТ последовательно осуществлялась за-
пись элементов, соответственно, строки матрицы смежности вершин )(GLM  и списка

смежности вершин kLIST  ),,1( mk = , по мере их вычисления. В этом случае вооб-
ще отпадает необходимость хранения в рабочей памяти МТ, соответственно, вычис-
ляемой строки матрицы смежности вершин )(GLM  или вычисляемого списка смежно-

сти вершин kLIST  ),,1( mk = . Указанное преобразование процедур
LINE_GRAPH_MTR и LINE_GRAPH_LST повышает их эффективность (напри-
мер, при их компьютерной реализации), но ничего не дает с точки зрения усиления
теоремы 1.26. Именно по этой причине, а также чтобы не вносить излишние усложне-
ния в процедуры, затеняющие их прозрачность, указанная модификация не была реали-
зована.

Значение теоремы 1.26 состоит в следующем. Из включения (1.1)
вытекает, что для представления R  графа ),( mnG G∈  как матрицей смеж-
ности вершин, так и списками смежности вершин существуют такие зако-
ны роста ∞→m , что истинно соотношение

∅≠)(\)( RR LclLcl-WORK .

Таким образом, в тех случаях, когда показано, что исследуемая зада-
ча теории графов не принадлежит классу )(RLcl , естественным является
вопрос о ее принадлежности классу )(RLcl-WORK .

1.5. Выводы.

В течение последнего полувека наблюдается возникновение и постоянное уг-
лубление сотрудничества между теорией алгоритмов и теорией графов. Систематиче-
ский интерес теории алгоритмов к задачам теории графов продемонстрирован в книгах
[1,3,4,9], каждая из которых является классическим шедевром в области современных
Computer Science. В свою очередь, систематический интерес теории графов к теории
алгоритмов продемонстрирован в книгах [5,7], предмет исследования которых – конст-
руирование и анализ алгоритмов на графах. Создание и развитие раздела, получившего
имя автоматы в лабиринтах (см., напр., [6]), установило глубокие внутренние связи
между теорией алгоритмов, теорией автоматов и теорией графов.
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Традиционно в процессе развития теории алгоритмов превалировал анализ вре-
менной сложности решения исследуемой задачи. Именно этот аспект привел к созда-
нию следующих двух разделов, определивших лицо современной теории алгоритмов.
Первый из этих разделов посвящен разработке техники конструирования эффектив-
ных алгоритмов, т.е. алгоритмов, временная сложность которых – полином от размера
входа. Именно этому разделу посвящены, в основном, книги [1,4,9]. Второй раздел по-
лучил имя теория NP -полноты Объектами его исследования являются класс NP
всех переборных задач и класс P  переборных задач, разрешимых на МТ за полиноми-
альное время. Систематически этот раздел изложен в книге [3], а его основные положе-
ния представлены в каждой из книг [1,4,9]. Анализ емкостной сложности решения за-
дач дискретной математики и ее многочисленных приложений, как правило, либо не
проводился вообще, либо отходил на второй план. Сказанное в частности, в полной ме-
ре применимо и к теории графов.

Существенный рост быстродействия процессоров и появление сверхбольших
интегральных схем памяти резко усилили возможности современных компьютеров. Как
следствие, значительно расширился круг задач (вне зависимости от того, является ли
задача переборной или нет), особенно из прикладных разделов Computer Science, ре-
шаемых с использованием компьютеров. В частности, получило широкое распростра-
нение применение мета эвристик направленного поиска для создания методов построе-
ния приближенных решений задач дискретной математики и ее многочисленных при-
ложений (см., напр. [16]). В этой связи методы анализа емкостной сложности алгорит-
мов постепенно выходят на передний план. Поэтому исследование емкостной сложно-
сти алгоритмов в конкретных разделах дискретной математики становится актуальной
проблемой, особенно в свете появления новых парадигм вычислений, таких как ДНК-
вычисления (см., напр. [15]).

Теория графов является одним из основных разделов дискретной математики,
малейшее продвижение в котором не раз оказывало существенное влияние как на дис-
кретную математику, так и на ее многочисленные приложения. По этой причине систе-
матический анализ емкостной сложности алгоритмов на графах имеет значение не
только для теории графов, но и для всей дискретной математики, в частности, для тео-
рии алгоритмов.

Предметом исследования настоящей монографии является класс )(RLcl  задач
теории графов, для которых существуют алгоритмы, локальные для представления R
графа ),( mnG G∈ , т.е. алгоритмы, емкостная сложность которых является линейной
функцией от размера входа. Рассмотренные в настоящем разделе многочисленные
примеры показывают, что этот класс задач является довольно представительным и ему
принадлежат многие задачи теории графов, играющие важную роль как в самой теории
графов, так и в ее многочисленных приложениях. Из включения (1.1) вытекает, что ес-
ли исследуемая задача )(RPrblms∈P  теории графов (решаемая в терминах пред-
ставления R  графов ),( mnG G∈ ) не принадлежит классу )(RLcl , то естественно
возникает вопрос о принадлежности задачи P  классу )(RLcl-WORK  задач теории
графов, для которых существует алгоритм, с рабочей памятью, линейной от размера
представления R . Таким образом, класс )(RLcl-WORK  играет для класса )(RLcl
роль, в некотором смысле двойственную той роли, которую играет класс

SPACEDLOG −  для класса P  в теории NP -полноты.
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2. АНАЛИЗ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРАФОВ.

Среди семи рассмотренных в предыдущем разделе графа (см. п. 1.2 и 1.4) пред-
ставлений основную роль играют представления графа матрицами и списками.

Матрица является формальным математическим понятием, причем, с алгебраи-
ческой точки зрения, одним из наиболее эффективных понятий. Соответствующая мат-
рица для графа (т.е. матрица смежности вершин, матрица смежности ребер или матрица
инциденций) определяется единственным образом с точностью до перестановки строк
и\или столбцов. Эта «неоднозначность» матричного представления, не оказывает ника-
кого влияния на сложность операций, выполняемых над матрицами, так как переста-
новка, как строк, так и столбцов матрицы (которые, по своей сути, являются наиболее
простыми операциями над матрицами) не увеличивает ни емкостной, ни временной
сложности никаких других операций над матрицами.

Несколько иначе обстоит дело с представлениями графов совокупностями спи-
сков. «Свобода действий», связанная с неоднозначностью представления списками,
существенно усложняет операции и над списками, и над их совокупностями. Действи-
тельно, как элементы списка, так и совокупность списков, могут быть упорядочены
различными способами. Следовательно, как это обычно имеет место в процессе иссле-
дования математических структур, возникает необходимость в определении отношения
эквивалентности ε , характеризующего отношение неразличимости объектов (т.е. спи-
сков и/или их совокупностей). Более того, возникает необходимость в построении про-
цедуры, осуществляющей эффективное вычисление проверки принадлежности объек-
тов одному и тому же классу отношения эквивалентности ε .

Описанная конструкция, по своей сути, с качественной точки зрения эквива-
лентна формальному представлению совокупности списков в виде алгебраической сис-
темы, содержащей системы множеств и определенных на них подстановок. Операции
для такой алгебраической системы определяются в соответствии с орбитами, опреде-
ляемыми теми или иными подгруппами симметрической группы. Как следствие, в ре-
зультате указанной формализации возникают следующие два крайне неприятных об-
стоятельства. Во-первых, операции над представлениями графов в виде совокупности
списков теряют свою прозрачность. Во-вторых, действия в соответствии с орбитами
автоматически переводит представления графов совокупностями списков в класс
матричных представлений, что, в конечном счете и определяет сложность
выполняемых операций.

Наиболее простой и естественный способ устранения указанной выше сложно-
сти, связанной с неоднозначностью представления графа списками смежности, состоит
в том, чтобы нивелировать эту неоднозначность с самого начала. Для решения этой за-
дачи достаточно выделить «стандартную форму» представления графа списками смеж-
ности (такая форма, фактически, уже применялась в п.1.4 при доказательстве утвер-
ждения 1.1) и оперировать исключительно со стандартными формами.

Построение и анализ стандартных форм представления графов списками смеж-
ности и является основной целью настоящего раздела. В п.2.1 сделан ряд замечаний,
связанных с различимостью представлений графов списками и матрицами смежности
ребер. В п.2.2 понятие стандартной формы представления списками смежности (как
вершин, так и ребер) рассмотрено для обычных графов. На основе этой формы выпол-
нен сравнительный анализ эффективности представлений графов списками смежности
и матрицами с позиции алгебраической системы на множестве графов. В п.2.3 развито
обобщение понятия стандартной формы представления списками смежности для на-
правленных графов и орграфов. П.2.4 содержит краткие выводы.
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2.1. Предварительные замечания.

В п.1.4 было принято соглашение о том, что если )(GR  – представ-

ление графа ),(),( mnEVG G∈=  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  списками смежно-

сти ребер, матрицей смежности ребер или матрицей инциденций, то

},,1{ mE = ,

т.е. ребра графа G  занумерованы натуральными числами. Отображение f ,
осуществляющее такую нумерацию ребер, в явном виде представлено в
матрице инциденций. Следующая теорема показывает, что полная инфор-
мация об отображении f  не содержится в списках смежности ребер. Сле-
довательно, в силу эквивалентности представлений однотипными списка-
ми и матрицами, полная информация об отображении f  не содержится и в
матрице смежности ребер.

Теорема 2.1. При всех 4≥n  и 3≥m  существуют такие не изоморф-
ные графы ),(, mnGG G∈′′′ , что списки смежности их ребер идентичны
друг другу с точностью до перестановок элементов списков.

Доказательство. Очевидно, что достаточно доказать теорему для
случая, когда 4=n  и 3=m .

Рассмотрим графы )3,4(, G∈′′′ GG , изображенные на рис. 2.1.

Графы G′  и G ′′  – не изоморфные (хотя бы потому, что графG′  не
является связным, в то время как G ′′  – связный граф). Списки смежности
их ребер изображены на рис 2.2.
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Сравнивая рис. 2.2. а) с рис. 2.2.б), заключаем, что, с точностью до
перестановок элементов списков, списки смежности ребер графов G′  и G ′′
идентичны друг другу, что и требовалось показать.

Теорема доказана.

Для того чтобы избежать ситуации, когда представления различных
графов списками смежности ребер и (в силу эквивалентности представле-
ний однотипными списками и матрицами) матрицами смежности ребер не-
различимы, всюду в дальнейшем считаем, что кроме матрицы смежности
ребер или, соответственно, списков смежности ребер, для каждого графа
задана также и таблица 1.1. Отметим, что из леммы 1.2 вытекает, что как
построение таблицы 1.1, так и работа с ней, не влияет на принадлежность
любой из исследуемых задач классу )(RLcl .

Замечание 2.1. Неразличимость представлений неизоморфных графов, как спи-
сками смежности ребер, так и матрицами смежности ребер, можно было бы избежать и
совершенно иным способом. Действительно, представим каждое ребро },{ ji  графа

),( mnG G∈  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  упорядоченной парой ),( 00 ji , где

},min{0 jii = , },max{0 jij = . Занумеруем ребро },{ ji  числом 00 jnil ⋅+= . Зная
число n  вершин графа G , мы можем восстановить вершины, инцидентные ребру с
номером номер l . Пусть выбран равномерный вес. Тогда емкостная сложность пред-
ложенного метода нумерации ребер графа ),( mnG G∈  равна )1(O  )( ∞→n . Одна-
ко, при выбранном способе нумерации ребер, множество номеров ребер графа

),( mnG G∈  представляет собой разряженное подмножество множества

}1,,12{ 2 −++ nnn . Это вызывает целый ряд неудобств при действиях, как со спи-
сками смежности ребер, так и с матрицами смежности ребер. Их нивелирование, в ко-
нечном итоге, приводит к принятому в настоящей работе способу нумерации ребер
графа ),( mnG G∈  при его представлении списками смежности ребер или матрицами
смежности ребер.
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2.2. Представления графов списками смежности.

Представления графа ),(),( mnEVG G∈=  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N ,

как списками смежности вершин, так и списками смежности ребер, имеют
одну и ту же структуру. Поэтому, естественно определить стандартную
форму этих представлений единым образом. Унифицированное определе-
ние имеет следующий вид.

Определение 2.1. Назовем стандартной формой представления

графа ),(),( mnEVG G∈=   ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  списками смежности та-

кую k -элементную последовательность списков

kLISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.1)

где


= реберсмежностисписковдляm

вершинсмежностисписковдляnk         , 
        , ,

что элементы каждого списка iLIST  ),,1( ki =  (т.е. вершины графа G ,
смежные с вершиной i , в случае списков смежности вершин, либо ребра
графа G , смежные с ребром i , в случае списков смежности ребер) распо-
ложены в порядке их возрастания.

Замечание 2.2. 1. Исходя из операции NEXT  (см. п.1.4, доказательство утвер-
ждения 1.1), определим операции rnext  ),,1( kr =  над списками, являющимися
элементами последовательности (2.1), с помощью равенств

),()( jLISTNEXTj rr =next   ),,1( kr =

и положим

разh

rr
h
r

  

nextnextnext =   ) ;,,1( N∈= hkr

Из определения 2.1 вытекает, что стандартная форма представления графа

),(),( mnEVG G∈=  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  списками смежности удовлетворяет

следующему условию

)))()()((,})(,,1{( jiijhLISTjikr h
rh <⇒=∈∃∈∀∈∀ nextN      (2.2)

Из (2.2) непосредственно вытекает, что приведение любого представления R
графа ),( mnG G∈  списками смежности к его стандартной форме естественно сводит-
ся к решению ряда задач сортировки (списков и/или множества списков) и, следова-
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тельно, принадлежит классу )(RLcl . Поэтому соглашение о стандартной форме пред-
ставления графа ),( mnG G∈  списками смежности упрощает изложение и не ограни-
чивает общности рассуждений.

2. В определении 2.1 зафиксирован порядок, в котором элементы, принадлежа-
щие линейно упорядоченному множеству )},,,1({ <= kS , расположены в каждом
списке, принадлежащем последовательности (2.1). А именно, выбран порядок , соот-
ветствующий возрастанию элементов в соответствии с их линейным порядком <  в ис-
ходном множестве, т.е. принято соглашение о том, что, что отношения порядка  и <
совпадают. Конкретный вид порядка, в котором расположены элементы в списке, во-
обще говоря, не является существенным. Однако для эффективной работы со списками
необходимо, чтобы отношение порядка  можно было легко вычислить в терминах
исходного отношения < . Иными словами, чтобы и временная, и емкостная сложность
согласования порядков равнялась )1(O  )( ∞→k . В противном случае согласование
порядков осуществляется, фактически, за счет применения фиксированной подстанов-
ки, определенной на исходном множестве элементов, т.е. имеет и временную, и емко-
стную сложность, равную )(kO  )( ∞→k . Поэтому, всюду в дальнейшем считаем,
что отношение порядка  совпадает с отношением < . Это соглашение не влияет на
общность рассуждений, а только упрощает изложение.

То, что при использовании списков важна именно фиксация порядка следования
элементов, обусловлено следующим обстоятельством: представление подмножеств ли-
нейно упорядоченного множества списками с фиксированным порядком следования
элементов является эффективной структурой данных, предназначенной для выполне-
ния теоретико-множественных операций (см., напр. [1]). Действительно, пусть S  –
фиксированное конечное линейно упорядоченное множество. Рассмотрим множества

1S  и 2S  ),( 21 SSS ⊆ , заданные списками, элементы которых расположены в порядке
их возрастания. Тогда:

1) построение каждого из множеств 21 SS ∩ , 21 SS ∪ , 21 \ SS , а, следователь-
но, и множества 21 SS ⊕ , осуществимо за время

|})|, |(max{| 21 SSOT =   ) ||, || ( 21 ∞→SS ;

2) проверку, как включения ?21 SS ⊂ , так и равенства ?21 SS =  можно вы-
полнить за время

|})|, |(max{| 21 SSOT =   ) ||, || ( 21 ∞→SS ;

3) построение множества 1S  осуществимо за время

) || ( SOT =   ) || ( ∞→S .

Ниже показано, что именно это обстоятельство является основой для построения

достаточно мощной алгебраической системы на множестве графов 
∞

=






=1

2

0
),(

n

n

m
mnG .
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Рассмотрим алгебраическую систему

),,( nn
relopnn
AA FFSA =   )( N∈n

с носителем






=
=

2

0
),(

n

m
n mnGS ,

сигнатурой операций

} , , , \, { ⊕∩∪=n
op
AF

и сигнатурой отношений

}  , { ⊂==n
rel
AF .

Операции и отношения алгебраической системы nA  определим сле-
дующим образом: если nGG S∈21 , , где ),( 11 EVG =  и ),( 22 EVG =

}),,1{( nV = , то

}\,{\ 2121 EEVGG
опр

= ,

},{ 2121 EEVGG
опр

∪=∪ ,

},{ 2121 EEVGG
опр

∩=∩ ,

)}\()\(,{ 122121 EEEEVGG
опр

∪=⊕ ,

)\,( 1
)2(

1 EVVG
опр

= ,

2121 EEGG
опр

=⇔= ,

2121 EEGG
опр

⊂⇔⊂ .

Следует отметить, что именно алгебраическая система nA  представ-
ляет собой основу (используемую в явном или неявном виде), на базе ко-
торой осуществляется моделирование процессов, связанных с исследова-
нием эффективности и живучести сетей (компьютерных, информацион-
ных, энергетических и т.д.), имеющих фиксированное множество вершин.

Для любого представления R  графов, принадлежащих множеству
nS , выполнение операций, принадлежащих множеству n

op
AF , а также про-
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верка отношений, принадлежащих множеству n
rel
AF , являются задачами из

класса )(RLcl . Однако, при переходе от одного представления графа к дру-
гому может изменяться как время, затрачиваемое на выполнение операций,
так и время, затрачиваемое на проверку отношений.

Замечание 2.3. Пусть графы, принадлежащие множеству nS , представлены
списками смежности ребер (либо матрицами смежности ребер). При выполнении опе-
раций, принадлежащих множеству n

op
AF , а также проверке отношений, принадлежащих

множеству n
rel
AF , существенно используется таблица 1.1 каждого из исходных графов.

В случае выполнения операций, именно на основе этих таблиц осуществляется
нумерация ребер результирующего графа. Подчеркнем, что, выбор различных нумера-
ций приводит к различным разметкам ребер результирующего графа. Это означает, что
конкретный вид списков смежности ребер, представляющих результирующий граф, за-
висит от способа нумерации ребер результирующего графа. Однако любые два таких
представления изоморфны. При этом изоморфизм устанавливается с помощью соответ-
ствующих таблиц 1.1. Как было отмечено в п.2.1, построение таблицы 1.1 и работа с
ней, не влияет на принадлежность классу )(RLcl  как задач выполнения операций,

принадлежащих множеству n
op
AF , так и задач проверки отношений, принадлежащих

множеству n
rel
AF .

Пусть R  – стандартная форма представления графов, принадлежа-
щих множеству nS , списками смежности вершин. Тогда:

1) для любых графов nGG S∈21 ,  )),( ),,(( 2211 EVGEVG ==  выпол-
нение как любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , так и проверка истинности лю-
бого из отношений ⊂  и = , осуществимы за время

|}})|, |max{|,(max{),( 2121 EEnOGGTn =R   ) ||, || ,( 21 ∞→EEn ;      (2.3)

2) для любого графа nG S∈  построение графа G  осуществимо за
время

)()( 2nOGTn =R   )( ∞→n .                                     (2.4)

Пусть теперь R  – стандартная форма представления графов, принад-
лежащих множеству nS , списками смежности ребер. Тогда:

1) для любых графов nGG S∈21 ,  )),( ),,(( 2211 EVGEVG ==  выпол-
нение как любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , так и проверка истинности лю-
бого из отношений ⊂  и = , осуществимы за время

) ||, ||,(                                                                      

|}}})|, |max{|,min{,1max{|}|, |(max{|),(

21

212121

∞→

⋅=

EEn

EEnEEOGGTn
R

 ;   (2.5)
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2) для любого графа nG S∈  построение графа G  осуществимо за
время

)()( 4nOGTn =R   )( ∞→n .                                     (2.6)

Отметим ряд следствий из соотношений (2.3)-(2.6).
Пусть R  – стандартная форма представления графа nG S∈  списками

смежности вершин, либо списками смежности ребер. Из (2.4) и (2.6) выте-
кает, что время, затрачиваемое на построение стандартной формы R  пред-
ставления графа G , зависит только от числа n  вершин графа G  и совер-
шенно не зависит от того, сколько и каких именно ребер содержит граф G .

Более существенным является то, что это время, асимптотически
равно времени, затрачиваемому на построения соответствующей матрицы
смежности графа G .

Иная ситуация имеет место при выполнении как любой из операций
\ , ∪ , ∩ , ⊕ , так и проверке истинности любого из отношений ⊂ , = . Пусть
R  – стандартная форма представления графов списками смежности вер-
шин. Из (2.3) вытекает, что для представления R  время, затрачиваемое на
выполнение как любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , так и на проверку истин-
ности любого из отношений ⊂  и = , асимптотически меньше, чем соответ-
ствующее время для представлений графов матрицами смежности вершин,
если

)(|}| , |max{| 2
21 noEE =   ) ||, || ,( 21 ∞→EEn                   (2.7)

и это время асимптотически равно соответствующему времени для пред-
ставлений графов матрицами смежности вершин, если

)(|}| , |max{| 2
21 nEE Θ=   ) ||, || ,( 21 ∞→EEn .                (2.8)

Рассмотрим теперь стандартную форму R  представления графов
списками смежности ребер. Из (2.5) вытекает, что для представления R
время, затрачиваемое на выполнение как любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ ,
так и на проверку истинности любого из отношений ⊂  и = , асимптотиче-
ски меньше, чем соответствующее время для представлений графов мат-
рицами смежности ребер, если

|})|, |(max{| 21 EEon =   ) ||, || ,( 21 ∞→EEn .                   (2.9)

Однако не сложно показать, что если либо

)(|}|, |max{| 21 noEE =   ) ||, || ,( 21 ∞→EEn ,                 (2.10)

либо

|})|, |(max{| 21 EEn Θ=   ) ||, || ,( 21 ∞→EEn ,               (2.11)
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то ситуация может изменяться в зависимости от структуры исходных гра-
фов nGG S∈21 , , над которыми выполняются указанные выше действия.

Для алгебраической системы nA  значение формул (2.7)-(2.11), уста-
навливающих соотношения между числом вершин и ребер графов, при-
надлежащих множеству nS , состоит в следующем. Эти соотношения пока-
зывают, когда при действиях в рамках алгебраической системы nA  (т.е.
при выполнении операций, принадлежащих множеству n

op
AF , а также при

проверке отношений, принадлежащих множеству n
rel
AF ) представления

стандартными формами списков смежности либо предпочтительнее, чем
представления соответствующими матрицами смежности, либо когда эти
представления эквивалентны, либо когда для выяснения ситуации требует-
ся осуществить дополнительный анализ. Получим более тонкие характери-
стики.

Вначале оценим среднее число ребер графа, случайно выбранного из
множества nS .

Теорема 2.2. Среднее число ребер графа, случайно выбранного из

множества nS , равно 


⋅ 25.0 n .

Доказательство. Рассмотрим случайную величину nξ , принимаю-

щую значение m  ) } 2,,1,0{( 


∈ nm  с вероятностью










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
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=
2
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2

nmn
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p ,

т.е. mnp ,  ) } 2,,1,0{( 


∈ nm  есть вероятность того, что случайно выбран-

ный из множества nS  граф содержит m  ребер. Найдем математическое
ожидание случайной величины nξ

.2
2
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2
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
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



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
⋅⋅=
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
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
⋅⋅=∑ ⋅=


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

=
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





=

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
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
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









=

n

m

n

mnn

n

m
mnn

m

n
m

m

n
mpmξM           (2.12)

Продифференцируем тождество

m
l

m

l xm
lx ⋅∑ 


=+
=0

)1( .
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Получим

1

1

1)1( −

=

− ⋅⋅∑ 


=+⋅ m
l

m

l xmm
lxl .                             (2.13)

Положим в (2.13) 


= 2
nl  и 1=x . Получим

12
2

1
222

−









=
⋅


=∑ 











 



⋅

n
n

m

n
m

n
m .                                  (2.14)

Подставим (2.14) в (2.12). Получим




⋅= 25.0 n
nξM ,                                         (2.15)

что и требовалось доказать.
Теорема доказана.

Следствие 2.1. Пусть выбор графов, принадлежащих множеству nS ,
осуществляется случайным образом. Тогда, в среднем, время, затрачивае-
мое на выполнение любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку
истинности любого из отношений ⊂  и =  над представлениями графов
списками смежности вершин, асимптотически равно соответствующему
времени для представлений графов матрицами смежности вершин.

Доказательство. Справедливость следствия вытекает из соотноше-
ний (2.8), (2.15), а также из равенства

)()()( ηςης MMM +=+                                        (2.16)

для любых случайных величин ς  и η .
Следствие доказано.

Следствие 2.2. Пусть выбор графов, принадлежащих множеству nS ,
осуществляется случайным образом. Тогда, в среднем, время, затрачивае-
мое на выполнение любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку
истинности любого из отношений ⊂  и =  над представлениями графов
списками смежности ребер, асимптотически меньше, чем соответствующее
время для представлений графов матрицами смежности ребер.

Доказательство. Справедливость следствия вытекает из соотноше-
ний (2.9), (2.15) и (2.16).

Следствие доказано.
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Замечание 2.4. 1. Представление графов списками смежности вершин применя-
ется (как в теоретических исследованиях, так и при решении прикладных задач) значи-
тельно чаще, чем представление графов списками смежности ребер. По-видимому, это
вызвано скорее традицией и большей «наглядностью» представления графов списками
смежности вершин (как было показано в п.2.1, при представлении графов списками
смежности ребер необходимо, также, хранить и информацию вида таблицы 1.1), чем
анализом исследуемого множества графов, а также тех действий, которые выполняются
над графами. Что же касается сравнения сложности представления графов списками
смежности вершин с представлениями списками смежности ребер, а также представле-
ний матрицами смежности вершин с представлениями матрицами смежности ребер, то
можно отметить только следующее обстоятельство. Представление графа G , как спи-
сками, так и матрицей смежности ребер, по своей сути, означает переход к реберному
графу )(GL . Следовательно, соотношения между сложностями вершинных и реберных
представлений принадлежащих заданному множеству графов, в каждом случае можно
получить, только изучив соотношения между соответствиями параметров исходных
графов и соответствующих им реберных графов.

2. Следствие 2.1 демонстрирует ситуацию, при которой, в среднем, для пред-
ставления графов списками смежности вершин нет выигрыша ни по емкостной, ни по
временной сложности, по сравнению с представлениями графов матрицами смежности
вершин. Сказанное, в частности, характеризует значение алгебры матриц, развитой в
примере 1.10. Аналогичным образом, следствие 2.2 демонстрирует ситуацию, при ко-
торой, в среднем, представление графов списками смежности ребер дает выигрыш, как
по емкостной, так и по временной, сложности, по сравнению с представлением графов
матрицами смежности ребер.

Оценим теперь число ребер почти всех графов, принадлежащих
множеству nS .

Теорема 2.3. Число m  ребер почти всех графов, принадлежащих
множеству nS , удовлетворяет асимптотическому равенству

)( 2nm Θ=   )( ∞→n .                                  (2.17)

Доказательство. Вычислим дисперсию случайной величины nξ ,
введенной в теореме 2.2. Воспользуемся формулой

22 )( nnn ξξξ MMD −= .                                         (2.18)
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Продифференцируем тождество (2.13). Получим

2
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lxll .                    (2.20)

Положим в (2.20) 


= 2
nl  и 1=x . Получим
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Подставим (2.21) и (2.15) в (2.19). Получим

=


⋅+−


⋅


⋅= 25.0)12 (225.02 nnn
nξM




⋅+


⋅= 225.0225.0
2 nn .                                   (2.22)

Подставим (2.22) и (2.15) в (2.18). Получим




⋅=


⋅−


⋅+


⋅= 225.0225.0225.0225.0
22 nnnn

nξD .           (2.23)

Применим к случайной величине nξ  неравенство Чебышева

2} |{|
t

t n
nn

ξ
ξξ

D
M ≤≥−P .                                  (2.24)

Положим

εξ
=2t

nD
.                                                (2.25)

По определению случайной величины nξ , левая часть неравенства
(2.24) равна доле графов, принадлежащих множеству nS , для которых
число ребер m  удовлетворяет неравенству
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tnm ≥


⋅−  |25.0| .                                        (2.26)

Следовательно, доля графов, принадлежащих множеству nS , для ко-
торых число ребер m  удовлетворяет неравенству

tnm <


⋅−  |25.0| ,

или, что эквивалентно, неравенствам

tnmtn +


⋅<<−


⋅ 25.025.0 ,                               (2.27)

не меньше, чем

εε −=Ε 1)( .                                            (2.28)

Из равенства (2.25), с учетом равенства (2.23), находим




⋅= 2
5.0 nt
ε

.                                         (2.29)

Подставим (2.29) в (2.27). Получаем, что доля графов, принадлежа-
щих множеству nS , для которых число ребер m  удовлетворяет неравенст-
вам




⋅+


⋅<<


⋅−


⋅ 2
5.0

25.02
5.0

25.0 nnmnn
εε

,               (2.30)

не меньше, чем

εε −=Ε 1)( .                                           (2.31)

Положим

)( 2αε −Θ= n   )( ∞→n ,                                     (2.32)

где

)1;0(∈α .                                               (2.33)

Из (2.32) вытекает, что

)(2
5.0 1 α

ε
+Θ=


⋅ nn   )( ∞→n ,                             (2.34)

а из (2.28), (2.32) и (2.33) – что
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1)( →Ε ε   )( ∞→n .                                     (2.35)

Следовательно, из (2.30), (2.34) и (2.35) вытекает, что число m  ребер
почти всех графов, принадлежащих множеству nS , удовлетворяет асим-
птотическому равенству )( 2nm Θ=  )( ∞→n , что и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Следствие 2.3. Для почти всех графов, принадлежащих множеству
nS  )( ∞→n , время, затрачиваемое на выполнение любой из операций \ ,

∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку истинности любого из отношений ⊂  и =
над представлениями графов списками смежности вершин, асимптотиче-
ски равно соответствующему времени для представлений графов матрица-
ми смежности вершин.

Доказательство. Справедливость следствия вытекает из соотноше-
ний (2.8) и (2.17).

Следствие доказано.

Следствие 2.4. Для почти всех графов, принадлежащих множеству
nS  )( ∞→n , время, затрачиваемое на выполнение любой из операций \ ,

∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку истинности любого из отношений ⊂  и =
над представлениями графов списками смежности ребер, асимптотически
меньше, чем соответствующее время для представлений графов матрицами
смежности ребер.

Доказательство. Справедливость следствия вытекает из соотноше-
ний (2.9) и (2.17).

Следствие доказано.

Замечание 2.5. Из следствия 2.3 вытекает, что при действиях в рамках алгеб-
раической системы nA  на всем множестве nS  (а не на некоторых его подмножествах)
почти во всех случаях представление графов списками смежности вершин не дает вы-
игрыша ни по емкостной, ни по временной сложности, по сравнению с представлением
графов матрицей смежности вершин. В тоже время из следствия 2.4 вытекает, что при
тех же условиях почти во всех случаях представление графов списками смежности ре-
бер дает выигрыш, как по емкостной, так и по временной, сложности, по сравнению с
представлением графов матрицами смежности ребер.

Перейдем от алгебраической системы nA  к алгебраической системе

на множестве графов 
∞

=






=1

2

0
),(

n

n

m
mnG , содержащей все основные операции над

графами (см., напр., [12]).
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Замечание 2.6. 1. При построении алгебраической системы на множестве гра-

фов 
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ческой системы в другую, т.е. nA  рассматривается как подсистема новой алгебраиче-
ской системы. Такой подход дает возможность непосредственно использовать все по-
лученные выше результаты, связанные со сложностью выполнения операций, принад-
лежащих множеству n
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AF  и проверки отношений, принадлежащих множеству n
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n

n

m
mnG , то результат любой операции над графами, принадлежащими множеству

∞

=








=1

2

0
),(

n

n

m
mnG , также должен быть графом, принадлежащим множеству 

∞

=








=1

2

0
),(

n

n

m
mnG .

Отсюда вытекает, что в определение операций конструируемой алгебраической систе-
мы заведомо включается некоторая фиксированная нумерация вершин результирующе-
го графа. Такой подход не ограничивает общности рассуждений, так как при изменении
нумерации вершин результирующего графа получается изоморфный ему граф. Послед-
нее означает, что при изменении нумерации вершин результирующего графа сохраня-
ются все абстрактные свойства конструируемой алгебраической системы.

Рассмотрим алгебраическую систему

),,( BB FFTB relop=

с носителем

∞

=






=
=

1

2

0
),(

n

n

m
mnGT ,

сигнатурой операций

}  ,  , , , , {)(
1

∨∧∗•→∪=
∞

=n
opop

nAB FF

и сигнатурой отношений

}  , {)(
1

≤∪=
∞

=n
relrel

nAB FF .

Операции и отношения алгебраической системы B  определим сле-
дующим образом. Пусть T∈= ),( 111 EVG  и T∈= ),( 222 EVG . Тогда:

1) GGG
опр

=21 , где

) ||||, |||| (),( 2121 EEVVEVG ++∈= G ,                   (2.36)

причем
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}},{||}|, ||{{ 2111 EjiVjViEE ∈++∪= ;                   (2.37)

2) GGG
опр

=→ 21 , где

) |||| ||||, |||| (),( 212121 VVEEVVEVG ⋅+++∈= G ,         (2.38)

причем

},| |}|,{{}},{||}|, ||{{ 2112111 VjViVjiEjiVjViEE ∈∈+∪∈++∪= ;   (2.39)

3) GGG
опр

=• 21 , где

) |||||||| , |||| (),( 122121 EVEVVVEVG ⋅+⋅⋅∈= G ,          (2.40)

причем, если ||  || 21 VV ≤ , то

⇔∈⋅+⋅+ EVV |}| , ||{ 22 γδβα

))},({&)(())}1,1({&)(( 21 EE ∈=∨∈++=⇔ δαγβγβδα     (2.41)

для всех } ||,,1{, 2V∈δα  и }1||,,1,0{, 1 −∈ Vγβ , а если ||  || 21 VV > , то

⇔∈⋅+⋅+ EVV |}| , ||{ 11 γδβα

))},({&)(())}1,1({&)(( 12 EE ∈=∨∈++=⇔ δαγβγβδα     (2.41’)

для всех } ||,,1{, 1V∈δα  и }1||,,1,0{, 2 −∈ Vγβ ;

4) GGG
опр

=∗ 21 , где

) |||||||| , |||| (),( 1
2

22121 EVEVVVEVG ⋅+⋅⋅∈= G ,            (2.42)

причем, если ||  || 21 VV ≤ , то

⇔∈⋅+⋅+ EVV |}| , ||{ 22 γδβα

))},({&)(()}1,1({ 21 EE ∈=∨∈++⇔ δαγβγβ              (2.43)

для всех } ||,,1{, 2V∈δα  и }1||,,1,0{, 1 −∈ Vγβ , а если ||  || 21 VV > , то

⇔∈⋅+⋅+ EVV |}| , ||{ 11 γδβα

)}1,1({&)(()},({ 21 EE ∈++=∨∈⇔ γβδαδα             (2.43’)

для всех } ||,,1{, 1V∈δα  и }1||,,1,0{, 2 −∈ Vγβ ;
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5) GGG
опр

=∧ 21 , где

) |||| , |||| (),( 2121 EEVVEVG ⋅⋅∈= G ,                       (2.44)

причем, если ||  || 21 VV ≤ , то

)},({&)}1,1({|}| , ||{ 2122 EEEVV ∈∈++⇔∈⋅+⋅+ δαγβγδβα     (2.45)

для всех } ||,,1{, 2V∈δα  и }1||,,1,0{, 1 −∈ Vγβ , а если ||  || 21 VV > , то

)}1,1({&)},({|}| , ||{ 2111 EEEVV ∈++∈⇔∈⋅+⋅+ γβδαγδβα     (2.45’)

для всех } ||,,1{, 1V∈δα  и }1||,,1,0{, 2 −∈ Vγβ ;

6) GGG
опр

=∨ 21 , где

) |||||||||||| , |||| (),( 21
2

12
2

2121 EEVEVEVVEVG ⋅−⋅+⋅⋅∈= G ,   (2.46)

причем, если ||  || 21 VV ≤ , то

))},({}1,1({|}| , ||{ 2122 EEEVV ∈∨∈++⇔∈⋅+⋅+ δαγβγδβα     (2.47)

для всех } ||,,1{, 2V∈δα  и }1||,,1,0{, 1 −∈ Vγβ , а если ||  || 21 VV > , то

)}1,1({)},({|}| , ||{ 2111 EEEVV ∈++∨∈⇔∈⋅+⋅+ γβδαγδβα     (2.47’)

для всех } ||,,1{, 1V∈δα  и }1||,,1,0{, 2 −∈ Vγβ ;

7) 21 GG ≤  тогда и только тогда, когда 1G  – подграф графа 2G ;

8) 21 GG  тогда и только тогда, когда 2G  содержит подграф, изо-
морфный графу 1G .

Замечание 2.7. 1. Определенные выше операции ∧∗•→    ,    ,    ,    ,  представ-
ляют собой модификации операций объединения, соединения, произведения, компози-
ции и конъюнкции, определяемых, как правило, для графов с непересекающимися мно-
жествами вершин (см., напр., [12]).

2. Операция ∨ , определенная соотношениями (2.46), (2.47) и (2. 47’), как и опе-
рация ∧ , определенная соотношениями (2.45), (2.46) и (2. 46’), имеет многочисленные
применения, связанные с построением и анализом алгоритмов, в частности, связанные
с распараллеливанием вычислений. Действительно, пусть исходные графы 1G  и 2G
соответствуют решаемым подзадачам, их вершины соответствуют отдельным этапам
решения (или, иными словами, соответствуют состояниям), а ребра указывают, какие
из этих ситуаций – соседние. Тогда граф 21 GG ∧  описывает ситуацию, когда допусти-
мо только одновременное продвижение по этапам обеих решаемых подзадач, а граф

21 GG ∨  – ситуацию, когда допустимо продвижение по этапам хотя бы одной из ре-
шаемых подзадач.
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3. Нетрудно убедиться в том, что операции алгебраической системы B  удовле-
творяют следующим условиям:

1) операции  и →  ассоциативны, т.е.

321321 )()( GGGGGG = ,                                     (2.48)

321321 )()( GGGGGG →→=→→                               (2.49)

для всех T∈321 ,, GGG ;
2) ни одна из операций ∨∧∗•   ,    ,    ,  не ассоциативна, однако,

321321 )(~)( GGGGGG •••• ,                                    (2.50)

321321 )(~)( GGGGGG ∗∗∗∗ ,                                    (2.51)

321321 )(~)( GGGGGG ∧∧∧∧ ,                                 (2.52)

321321 )(~)( GGGGGG ∨∨∨∨                                  (2.53)

для всех T∈321 ,, GGG , где ~ – отношение изоморфизма графов, принадлежащих
множеству T ;

3) ни одна из операций ∨∧∗•→   ,    ,    ,    ,    ,   не коммутативна, однако,

1221 ~ GGGG ,                                                  (2.54)

1221 ~ GGGG →→ ,                                            (2.55)

1221 ~ GGGG •• ,                                                (2.56)

1221 ~ GGGG ∧∧ ,                                               (2.57)

1221 ~ GGGG ∨∨                                                 (2.58)

для всех T∈321 ,, GGG .
4. Определим на фактор-множестве ~/T  операции ∨∧∗•→   ,    ,    ,    ,    ,   и

отношение  в соответствии с равенствами

]  [][  ][ 2121 GGGG ◊=◊   })   ,    ,    ,    ,    ,  {( ∨∧∗•→∈◊ ,

)])([])([(][][ 2121 GGGGGGGG ′′′∈′′∀∈′∀⇔ ,

где ][G  – класс отношения изоморфизма ~, содержащий граф G . Таким образом, мы
приходим к алгебраической системе

) }  , { , }  ,  ,  ,  ,  ,  { , ~/( =∨∧∗•→= TC ,

в которой все операции ∨∧∗•→   ,    ,    ,    ,    ,   – ассоциативные, а операции
∨∧•→   ,   ,    ,    , , также, и коммутативные, что непосредственно вытекает из (2.48)-
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(2.58). Отметим, что отношение  играет в алгебраической системе C  роль отноше-
ния частичного порядка.

Исследуем сложность выполнения операций алгебраической систе-
мы B . Пусть T∈= ),( 111 EVG  и T∈= ),( 222 EVG . Из (2.36)-(2.39) вытека-
ет, что задачи выполнения, как операции , так и операции → , принадле-
жат классу )(RLcl  для любого представления R  графов, принадлежащих
множеству T . Более того, из (2.36)-(2.39) вытекает, что операция  вы-
полнима за время

) |||||||| ( 2121 EEVVOT +++=   )  || , || , || , || ( 2121 ∞→EEVV ,

т.е. за время, линейное от размера входа, а операция →  выполнима за вре-
мя

)) |||| (( 2
21 VVOT +=→   ) || , || ( 21 ∞→VV .

Из (2.40), (2.42), (2.44) и (2.46) вытекает, что ни одна из задач вы-
полнения операций ∨∧∗•   ,    ,    ,  не принадлежит классу )(RLcl  ни при од-
ном представлении R  графов, принадлежащих множеству T  (чтобы убе-
диться в этом, достаточно построить граф nn KK ◊  })   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊ ).
Однако, справедлива следующая характеристика емкостной сложности
этих операций.

Теорема 2.4. Задачи выполнения операций ∨∧∗•   ,    ,    ,   алгебраиче-
ской системы B  принадлежат классу )(RLcl-WORK , где R  – представле-
ние графов, принадлежащих множеству T , либо списками, либо матрица-
ми смежности (либо вершин, либо ребер).

Доказательство. Пусть nEVG T∈= ),( 111  и nEVG T∈= ),( 222 , где

n

k

k

m
n mk

1

2

0
),(

=






=
= GT .                                       (2.59)

Пусть R  – представление графов, принадлежащих множеству T  ли-
бо списками, либо матрицами смежности вершин. Тогда для каждой из
операций ∨∧∗•   ,    ,    ,  :

1) задача нумерации вершин графа 21   GG ◊  })   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊
принадлежат классу )(RLcl  (для каждой операции соответствующий алго-
ритм, осуществляющий нумерацию вершин результирующего графа

21   GG ◊ , строится на основе соотношений (2.40), (2.42), (2.44) и (2.46));
2) задача проверки смежности любых двух вершин графа 21   GG ◊

})   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊  принадлежит классу )(RLcl  (для каждой операции
соответствующий алгоритм, осуществляющий проверку смежности вер-
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шин результирующего графа 21   GG ◊ , строится на основе соотношений
(2.41), (2.41’), (2.43), (2.43’), (2.45), (2.45’) и (2.47), (2.47’)).

Следовательно, классу )(RLcl-WORK  принадлежат как задача по-
следовательной генерации списков смежности вершин графа 21   GG ◊

})   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊ , так и задача последовательной, построчной, генера-
ции матрицы смежности вершин графа 21   GG ◊  })   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊ , что и
требовалось показать.

Пусть R  – представление графов, принадлежащих множеству nT , ли-
бо списками, либо матрицами смежности ребер. Для каждого из графов 1G
и 2G  задана таблица 1.1, работа с которой не выводит за пределы класса

)(RLcl . Следовательно, как задача нумерации ребер графа 21   GG ◊
})   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊ , так и задача проверки смежности любых двух ребер

графа 21   GG ◊  })   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊  принадлежат классу )(RLcl  (обе эти за-
дачи решаются на основе соотношений (2.40)-(2.47), (2.41’), (2.43’), (2.45’),
и (2.47’) и таблиц 1.1). Отсюда вытекает, что классу )(RLcl-WORK  при-
надлежат как задача последовательной генерации списков смежности ре-
бер графа 21   GG ◊  })   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊ , так и задача построчной генерации
матрицы смежности ребер 21   GG ◊  })   ,    ,    ,   {( ∨∧∗•∈◊ , что и требовалось
показать.

Теорема доказана.

Теорема 2.5. Среднее число вершин срn  графа, случайно выбранного
из множества nT , удовлетворяет асимптотическому равенству

)(nnср Θ=   )( ∞→n .

Доказательство. Рассмотрим случайную величину nη , принимаю-
щую значение k  ) } ,,1{( nk ∈  с вероятностью

||
2 2

,
n

k

knp
T






= ,

т.е. knp ,  ) } ,,1{( nk ∈  есть вероятность того, что случайно выбранный из
множества nT  граф содержит k  вершин. Найдем математическое ожида-
ние случайной величины nη

∑ ⋅⋅∑ =⋅=∑ ⋅=
=






=






=

n

k

kn

k
nn

k

n

k
knn kkpk

1

2

1

2

1
, 2.

||
1

||
2

TT
ηM                  (2.60)

Из (2.59) вытекает, что
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kn
n

k

knnn

k

nknn

k

k

n
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=

−+
−




=




−







=
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



∑ 




⋅=∑⋅=∑=

1

2
1

2

1

222

1

2 22222||T               (2.61)

Так как  } ,,1{ nk ∈ , то

5.0
2

15.0 −<−+<⋅ nknn .                                    (2.62)

Из (2.61) и (2.62) вытекает, что

∑⋅<<∑⋅
=

−




=

−


 n

k

kn
n

n

n

k

kn
n

ab
1

2

1

2 2 || 2 T ,                              (2.63)

где
na −= )2(                                              (2.64)

и
nb −⋅= 22 .                                           (2.65)

Неравенства (2.63) могут быть представлены в следующем, более
компактном виде

a
a

b
b nn

n

nn

−
−⋅<<

−
−⋅














1
12 || 

1
12 22 T .                              (2.66)

Далее, имеем очевидное неравенство






=






⋅≥∑ ⋅ 2

1

2 22
nn

k

k

nk .                                         (2.67)

Из (2.60), (2.66) и (2.67) получаем

nnn

n

n a
an

a
a

n
−
−⋅=

−
−⋅

⋅>












1
1

1
12

2
2

2

ηM .                             (2.68)

Так как множеством значений случайной величины nη  является
множество } ,,1{ n , то

nn ≤ηM .                                              (2.69)

Из (2.68) и (2.69) вытекает, что
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n
a
an nn

≤<
−
−⋅ ηM

1
1 ,                                     (2.70)

где 0→a  )( ∞→n  (что вытекает из (2.64)). Из (2.70) непосредственно вы-
текает, что среднее число вершин графа, случайно выбранного из множе-
ства nT , удовлетворяет асимптотическому равенству )(nnср Θ=  )( ∞→n ,
что и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Следствие 2.5. Среднее число ребер срm  графа, случайно выбранно-
го из множества nT , удовлетворяет асимптотическому равенству

)( 2nmср Θ=   )( ∞→n .

Доказательство. Из теоремы 2.5 вытекает, что среднее число вер-
шин случайно выбранного из множества nT  графа равно )(nΘ  )( ∞→n .
Это эквивалентно тому, что случайный выбор графа осуществляется из

множества 
 

 nc

nck
k

⋅

⋅=

2

1

S   )( ∞→n , где 1c , 2c  – некоторые константы, удовлетво-

ряющие неравенствам 10 21 ≤<< cc .
В силу теоремы 2.2, если )( kсрm S  – среднее число ребер графа, слу-

чайно выбранного из множества kS , то




⋅= 25.0)( km kср S .                                        (2.71)

Пусть 
 

 
)(

2

1

nc

nck
kсрm

⋅

⋅=
S  )( ∞→n  – среднее число ребер графа, случайно

выбранного из множества 
 

 nc

nck
k

⋅

⋅=

2

1

S  )( ∞→n . Так как множества kS

   }) ,,  {( 21 ncnck ⋅⋅∈  попарно не пересекаются, то

 

 

 

 
)()(

2

1

2

1
k

nc

nck
срk

nc

nck
kср mm SS ∑ ⋅=

⋅

⋅=

⋅

⋅=
α   )( ∞→n ,                      (2.72)

где

   
 

 
)1(&)0})( ,,  {(

2

1
21 =∑>⋅⋅∈∀

⋅

⋅=

nc

nck
kkncnck αα  )( ∞→n .              (2.73)

Из (2.71)-(2.73) вытекает, что

 

 
)()( 22

1

nm
nc

nck
kср Ω=

⋅

⋅=
S   )( ∞→n ,                              (2.74)
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Число ребер любого графа nG T∈ , не превосходит величины 



2
n .

Следовательно,

 

 
)()( 22

1

nm
nc

nck
kср Ω=

⋅

⋅=
S   )( ∞→n .                              (2.75)

Из (2.74) и (2.75) вытекает, что 
 

 
)()( 22

1

nm
nc

nck
kср Θ=

⋅

⋅=
S  )( ∞→n , что и

требовалось доказать.
Следствие доказано.

Следствие 2.6. Среднее время ◊T  })   ,   ,   ,   ,   ,  {( ∨∧∗•→∈◊  выпол-
нения операции ◊  над графами, случайно выбираемыми из множества nT ,
удовлетворяет следующим асимптотическим равенствам

)( 2nT Ω=   )( ∞→n                                   (2.76)

)( 2nT Ω=→   )( ∞→n                                   (2.77)

)( 3nT Ω=•   )( ∞→n                                   (2.78)

)( 4nT Ω=∗   )( ∞→n                                   (2.79)

)( 4nT Ω=∧   )( ∞→n                                   (2.80)

)( 4nT Ω=∨   )( ∞→n                                   (2.81)

Доказательство. Из теоремы 2.5, следствия 2.5 и формул (2.36),
(2.38), (2.40), (2.42), (2.44) и (2.46) вытекает, что при выполнении операции

}   ,   ,   ,   ,   ,  { ∨∧∗•→∈◊  над графами 1G  и 2G , случайно выбираемыми из
множества nT , в среднем, имеют место следующие соотношения

))(),(( 2
21 nnGG ΘΘ∈G   )( ∞→n ,                        (2.82)

))(),(( 2
21 nnGG ΘΘ∈→ G   )( ∞→n ,                      (2.83)

))(),(( 32
21 nnGG ΘΘ∈• G   )( ∞→n ,                      (2.84)

))(),(( 42
21 nnGG ΘΘ∈∗ G   )( ∞→n ,                       (2.85)

))(),(( 42
21 nnGG ΘΘ∈∧ G   )( ∞→n ,                      (2.86)

))(),(( 42
21 nnGG ΘΘ∈∨ G   )( ∞→n .                      (2.87)



104

Асимптотические равенства (2.76)-(2.81) непосредственно вытекают
из асимптотических равенств (2.82)-(2.87), что и требовалось доказать.

Следствие доказано.

Исследуем сложность проверки отношений ≤  и  алгебраической
системы B .

Теорема 2.6. Задачи проверки отношений   ,≤  алгебраической сис-
темы B  принадлежат классу )(RLcl , где R  – представление графов, при-
надлежащих множеству T , либо списками, либо матрицами смежности
(либо вершин, либо ребер).

Доказательство. Пусть nEVG T∈= ),( 111  и nEVG T∈= ),( 222 . Рас-
смотрим задачи проверки отношений ?21 GG ≤  и ?21 GG . Без ограниче-
ния общности считаем, что ||  || 21 VV ≤  и ||  || 21 EE ≤ , так как

)(&)(  ) ||  || () ||  || ( 21212121 GGGGEEVV /≤/⇒>∨> ,

1. Рассмотрим задачу проверки отношения ?21 GG ≤ .
Пусть R  – представление графов, принадлежащих множеству T ,

списками смежности вершин. Из представления графа 2G

2

2

22

2 ||21 ,,, : G
V

GG
G LISTLISTLISTLIST

выделим первые || 1V  списков. Удалим из каждого выделенного списка все
элементы, не принадлежащие множеству 1V . Получим последовательность
списков

||21 1
,,, : VLISTLISTLISTLIST ,

представляющих подграф G  графа 2G , индуцированный множеством вер-
шин 1V . Теперь для последовательности LIST  и для представления

1

1

11

1 ||21 ,,, : G
V

GG
G LISTLISTLISTLIST

графа 1G  достаточно проверить истинность высказывания

)})( ||,,1{( 1
1 i

G
i LISTLISTVi ⊆∈∀ .

Ясно, что если это высказывание – истинное, то 21 GG ≤ , иначе 21 GG ≤/ .
Все описанные действия принадлежат классу )(RLcl , где R  – представле-
ние графов, принадлежащих множеству T , списками смежности вершин.
Следовательно, если R  – представление графов, принадлежащих множест-
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ву T , списками смежности вершин, то задача проверки отношения
?21 GG ≤  принадлежит классу )(RLcl , что и требовалось показать.

Пусть R  – представление графов, принадлежащих множеству T ,
списками смежности вершин. Выделим из матрицы 

2GM  смежности вер-
шин графа 2G  матрицу M  порядка |||| 11 VV × , расположенную в верхнем
левом углу. Ясно, что матрица M  представляет подграф G  графа 2G , ин-
дуцированный множеством вершин 1V . Теперь для матрицы 

1GM  смежно-
сти вершин графа 1G  и для матрицы M  достаточно проверить истинность
неравенства MM ≤

1G . Ясно, что если это неравенство – истинное, то

21 GG ≤ , иначе 21 GG ≤/ . Все описанные действия принадлежат классу
)(RLcl , где R  – представление графов, принадлежащих множеству T ,

матрицами смежности вершин. Следовательно, если R  – представление
графов, принадлежащих множеству T , матрицами смежности вершин, то
задача проверки отношения ?21 GG ≤  принадлежит классу )(RLcl , что и
требовалось показать.

Пусть R  – представление графов, принадлежащих множеству T , ли-
бо списками, либо матрицами, смежности ребер. С помощью таблиц 1.1
графов 1G  и 2G  выделим такое подмножество J  множества 2E , что Jj∈
тогда и только тогда, когда концы ребра j  графа 2G  – это элементы мно-
жества 1V , смежные в графе 1G . Ясно, что если ||  || 1EJ < , то 21 GG ≤/ , а ес-
ли ||  || 1EJ = , то 21 GG ≤ . Описанные действия принадлежат классу )(RLcl ,
где R  – представление графов, принадлежащих множеству T , либо спи-
сками, либо матрицами, смежности вершин. Следовательно, если R  –
представление графов, принадлежащих множеству T , либо списками, ли-
бо матрицами смежности ребер, то задача проверки отношения ?21 GG ≤
принадлежит классу )(RLcl , что и требовалось показать.

2. Рассмотрим задачу проверки отношения ?21 GG . Пусть
) || ( 2VSf ∈ . Обозначим через )( 2Gf  граф, полученный в результате из-

менения нумерации вершин графа 2G  в соответствии с правилом: )(ifi →
)( 2Vi∈ . Ясно, что

))())( || (( 21221 GfGVSfGG ≤∈∃⇔ .

Как применение процедуры PRMTTNS_2 )( ||1 2Vaa  (см. пример 1.9), по-
рождающей очередную подстановку ) || ( 2VSf ∈ , так и построение графа

)( 2Gf  не выводят за пределы класса )(RLcl , где R  – представление гра-
фов, принадлежащих множеству T , либо списками, либо матрицами
смежности (либо вершин, либо ребер). Кроме того, как было показано вы-
ше, проверка отношения ?)( 21 GfG ≤  также не выводит за пределы класса
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)(RLcl , где R  – представление графов, принадлежащих множеству T , ли-
бо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). Сле-
довательно, задача проверки истинности высказывания

))())( || (( 212 GfGVSf ≤∈∃

принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление графов, принадлежа-
щих множеству T , либо списками, либо матрицами смежности (либо вер-
шин, либо ребер), что и требовалось показать.

Теорема доказана.

Замечание 2.8. Из теоремы 2.6 вытекает, что в классе )(RLcl (где R  – пред-
ставление графов, принадлежащих множеству T , либо списками, либо матрицами
смежности (либо вершин, либо ребер)) содержатся задачи, решение которых сводится к
последовательности проверок для исходного графа T∈= ),( EVG  отношений

GG i )(   ),,1( li = ,

где ||
)(

V
iG T∈  ),,1( li = , причем, либо l  – фиксированное число, либо значение l

зависит от исходного графа G , но представление графа )1( +iG  восстанавливается по
представлениям графов )()( ,, hii GG − , где h  – константа, в рамках памяти

)))((( GvO R  ) || , || ( ∞→∞→ EV . Проиллюстрируем сказанное рядом примеров.

Пример 2.1. Пусть R  – представление графов, принадлежащих множеству T ,
либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). Тогда:

1. Классу )(RLcl  принадлежит задача проверки для графа T∈= ),( EVG
свойства “быть двудольным графом” (см. пример 1.10).

Действительно (см. теорему 1.10), граф G  – двудольный тогда и только тогда,
когда G  не содержит циклов нечетной длины. Поэтому достаточно проверить истин-
ность высказывания

  )})( )1|| (5.0,,2{( 12 GCVi i−+⋅∈∃ ,

где 12 −iC   }) )1|| (5.0,,2{( +⋅∈ Vi  – граф, изображенный на рис. 2.3.
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В данном случае   1-)1|| (5.0 +⋅= Vl , т.е. значение l  зависит от исходного
графа G . Однако, представление графа

121)1(2 +⋅−+⋅ = ii CC     }) 1-)1|| (5.0,,2{( +⋅∈ Vi

восстанавливается по представлению графа 12 −iC    })1- )1|| (5.0,,2{( +⋅∈ Vi  в
рамках памяти ))(( 12 +⋅iCv R , а, следовательно, и в рамках памяти ))(( Gv R .

2. Классу )(RLcl  принадлежит задача проверки для графа T∈= ),( EVG  ис-
тинности равенства

?|| )(intrsctn EG = ,

где )(intrsctn G  – число пересечения графа G , т.е. наименьшая мощность такого мно-
жества S , что граф G  изоморфен некоторому графу ))(,()( FEFFG = , где множе-
ство вершин

},,{ ||1 VSSF =

состоит из (попарно различных) подмножеств множества S , объединение которых
равно S , а множество ребер )(FE  определяется равенством

)}(&)(| },{ {)( ∅≠∩≠⊆= jiji SSjiFSSFE .

Действительно, известно (см., напр., [12]), что равенство || )(intrsctn EG =  ис-
тинно тогда и только тогда, когда граф G  не содержит треугольников. Поэтому доста-
точно проверить истинность отношения GC3 . В данном случае 1=l , т.е. l  – фик-
сированное число.

2. Классу )(RLcl  принадлежит задача проверки для графа T∈= ),( EVG
истинности высказывания

)~)()(( GXLX T∈∃ ,                                            (2.88)

где ~ – отношение изоморфизма графов, принадлежащих множеству T .
Действительно, известно (см., напр., [12]), что высказывание (2.88) – истинное

тогда и только тогда, когда ни один из графов )(iG  )9,,1( =i  (см. рис. 2.4) не изо-
морфен ни одному индуцированному подграфу графа G . Поэтому достаточно после-
довательно проверить истинность отношений

GG i )(   )9,,1( =i .

При этом для каждого такого }9,,1{∈i , что GG i )( , проверяется, является ли со-
ответствующий подграф графа G  индуцированным подграфом (очевидно, что послед-
няя проверка является задачей, принадлежащей классу )(RLcl , если R  – представле-
ние графов, принадлежащих множеству T , либо списками, либо матрицами смежно-
сти (либо вершин, либо ребер)). В данном случае 9=l , т.е. l  – фиксированное число.
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2.3. Представления направленных графов списками смежности.

Для каждого N∈n  обозначим через ),( mn
or

G  и ),( mn
dir

G  множест-
во всех, соответственно, орграфов и направленных графов ),( EVG =

})|),{(\)(( VvvvVVE ∈×⊆  с множеством вершин },,1{ nV =  и m  дуга-
ми. Из определений орграфа и направленного графа непосредственно вы-
текает, что для орграфа

} 2,,1,0{ 


∈ nm   )( N∈n

а для направленного графа

} ,,1,0{ 2 nnm −∈   )( N∈n .

Ясно, что

),(),( mnmn
diror

GG ⊆

для всех N∈n  и } ,,1,0{ 2 nnm −∈ .
По аналогии с обычными графами считаем, что },,1{ mE =  в слу-

чае представления ),( mnG
dir

G∈  матрицами или списками смежности дуг,
причем, как и для обычных графов, задана таблица, определяющая нуме-
рацию дуг G  (эту таблицу также назовем таблицей 1.1).

Определения классов )(RLcl  и )(RLcl-WORK  переносятся на мно-

жества ),( mn
or

G  и ),( mn
dir

G  естественным образом.

Представления ),( mnG
dir

G∈  списками смежности вершин и спи-
сками смежности дуг, в отличие от обычных графов, имеют различную
структуру. Поэтому рассмотрим их по отдельности.

В случае представления ),(),( mnEVG
dir

G∈=  списками смежности
вершин, для каждой вершины Vv∈  необходимо выделить следующие две
ее открытые окрестности

}),(|{)( EvvVvv ∈′∈′=Γ+   )( Vv∈ ,

}),(|{)( EvvVvv ∈′∈′=Γ−   )( Vv∈ .

Замечание 2.9. 1. Введенные выше открытые окрестности вершины характери-

зуют следующие типы вершин ),(),( mnEVG
dir

G∈= :
а) Vv∈  – источник (иногда такую вершину называют граничной) тогда и толь-

ко тогда, когда ∅≠Γ+ )(v  и ∅=Γ− )(v ;
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б) Vv∈  – сток (в ориентированном дереве такую вершину называют висячей
или листом) тогда и только тогда, когда ∅=Γ+ )(v  и ∅≠Γ− )(v ;

в) Vv∈  – изолированная вершина тогда и только тогда, когда
∅=Γ∪Γ −+ )()( vv .

2. Из определения орграфа вытекает, что:

а) ))()()((),(),( ∅=Γ∩Γ∈∀⇒∈= −+ vvVvmnEVG
or

G ;
б) число различных орграфов, которые могут быть получены в результате ори-

ентации ребер графа T∈= ),( EVG , равно ||2 E .

Определение 2.2. Представлением ),(),( mnEVG
dir

G∈=  списками
смежности вершин назовем упорядоченную пару

),( −+ LISTLIST

n -элементных последовательностей списков
++++

nLISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.89)
−−−−

nLISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.90)

где элементы списка +
iLIST  ),,1( ni =  – это элементы множества )(i+Γ , а

элементы списка −
iLIST  ),,1( ni =  – это элементы множества )(i−Γ .

В случае представления ),(),( mnEVG
dir

G∈=  списками смежности
дуг, для каждой дуги Evve ∈′= ),(  необходимо выделить следующие че-
тыре ее открытые окрестности

} }{\|),{()  ( vVvEvveГ b ′∈′′∈′′=+ ,

}|),{()  ( VvEvveГ b ∈′′∈′′=− ,

}|),,{()  ( VvEvveГ e ∈′′∈′′′=+ ,

} }{\|),{()  ( vVvEvveГ e ∈′′∈′′′=− .

Замечание 2.10. Из определения открытых окрестностей дуг непосредственно

вытекает, что для любого ),(),( mnEVG
dir

G∈=  истинными являются следующие
утверждения:

1) ))  ()  ()(( ∅=∩∈∀ −+ eГeГEe eb ;

2) ),())  ()  ()(( mnGeГeГEe
or

be G∈⇒∅=∩∈∀ −+ ;
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3) если Evve ∈′= ),(  – такая дуга, что

))()(())()(( ∅=∪∨∅=∪ −+−+ eГeГeГeГ eebb ,

то e  – мост, причем, Vv∈  – источник, если ∅=∪ −+ )()( eГeГ bb , и Vv ∈′  – сток

если ∅=∪ −+ )()( eГeГ ee .

Определение 2.3. Представлением ),(),( mnEVG
dir

G∈=  списками
смежности дуг назовем упорядоченную четверку

),,,( −+−+
eebb LISTLISTLISTLIST

m -элементных последовательностей списков
++++

bmbbb LISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.91)
−−−−

bmbbb LISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.92)
++++

emeee LISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.93)
−−−−

emeee LISTLISTLIST ,,, : 21LIST ,                                (2.94)

где элементы списка +
biLIST  ),,1( mi =  – это элементы множества )(iГ b

+ ,
элементы списка −

biLIST  ),,1( mi =  – это элементы множества )(iГ b
− , эле-

менты списка +
eiLIST  ),,1( mi =  – это элементы множества )(iГ e

+ , а эле-
менты списка −

eiLIST  ),,1( mi =  – это элементы множества )(iГ e
− .

Пример 2.2. 1. Рассмотрим направленный граф )9,6(2

dir
G G∈  (рис. 2.5 а)).

Вычислим открытые окрестности вершин направленного графа 2G
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}4,3{)1( =Γ+ ,   ∅=Γ=Γ=Γ −+− )6()2()1( ,

}5{)4()3()2( =Γ=Γ=Γ ++− ,   }1,5{)3( =Γ− ,   }6,1,5{)4( =Γ− ,

}3,4,2{)5( =Γ+ , }3,4,6{)5( =Γ− ,   }4,5{)6( =Γ+ .

Так как ∅≠Γ+ )1( , ∅=Γ− )1(  и ∅≠Γ+ )6( , ∅=Γ− )6( , то вершины 1 и 6
являются источниками, а так как ∅=Γ+ )2( , ∅≠Γ− )2( , то вершина 2  – сток.

Представление направленного графа 2G  списками смежности вершин изобра-
жено на рис 2.6.

Вычислим открытые окрестности дуг направленного графа 2G

}5{)1( =+
bГ ,   }6{)8()3()1( === +++

eee ГГГ ,

∅======== +−+−−+−− )9()8()6()5()4()4()2()1( bbbbeebb ГГГГГГГГ ,

}8,3{)1( =−
eГ ,   }8{)2( =+

bГ ,   }9{)7()2( == ++
ee ГГ ,

}7{)2( =−
eГ ,   }7,4{)3( =+

bГ ,   }9,6,5{)7()4()3( === −−−
bbb ГГГ ,

}8,1{)3( =−
eГ ,   }3,7{)4( =+

bГ ,   }1{)5( =+
bГ ,

}4,3,7{)9()6()5( === +++
eee ГГГ ,   }6,9{)5( =−

eГ ,

}1,8,3{)6( =−
bГ ,   }5,9{)6( =−

eГ ,   }4,3{)7( =+
bГ ,

}2{)8()7( == +−
be ГГ ,   }3,1{)8( =−

eГ ,   }2,7{)9( =−
bГ ,   }6,5{)9( =−

eГ .
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Так как ∅=∪ −+ )4()4( ee ГГ , то дуга 4  – мост, причем ее конец, т.е. вершина
2 , является стоком.

Представление направленного графа 2G  списками смежности дуг изображено
на рис 2.7.
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2. Рассмотрим орграф )6,5(3

or
G G=  (рис. 2.5 б)), полученный ориентацией

ребер графа 1G  из примера 1.1.
Вычислим открытые окрестности вершин орграфа 3G

}3{)1( =Γ+ ,   ∅=Γ=Γ=Γ=Γ −++− )4()3()2()1( ,

}5,4{)2( =Γ− ,   }1,5,4{)3( =Γ− ,   }5,2,3{)4( =Γ+ ,

}2,3{)5( =Γ+ ,   }4{)5( =Γ− .

Так как ∅≠Γ+ )1( , ∅=Γ− )1(  и ∅≠Γ+ )4( , ∅=Γ− )4( , то вершины 1 и 4
являются источниками, а так как ∅=Γ+ )2( , ∅≠Γ− )2(  и ∅=Γ+ )3( , ∅≠Γ− )3( ,
то каждая из вершин 2  и 3  является стоком.

Представление орграфа 3G  списками смежности вершин изображено на рис 2.8.

Вычислим открытые окрестности дуг орграфа 3G

====== +−++−+ )3()3()2()1()1()1( 3ГГГГГГ beebb

∅====== +−+−− )6()6()5()4()4( ebeeb ГГГГГ ,

}2,3{)1( =−
eГ ,   }5{)6()2( == −+

eb ГГ ,   }4{)5()2( == −−
bb ГГ ,

}3,1{)2( =−
eГ ,   }6,4{)3( =+

bГ ,   }2,1{)3( =−
eГ ,   }3,6{)4( =+

bГ ,

}5,2{)4( =+
eГ ,   }2{)5( =+

bГ ,   }6{)5( =−
eГ ,   }4,3{)6( =+

bГ .

Так как ∅=∪ −+ )1()1( bb ГГ , то дуга 1 – мост, причем ее начало, т.е. вершина
1 – источник.

Представление орграфа 3G  списками смежности дуг изображено на рис 2.9.
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Принимая во внимание отмеченные в п.2.2 соображения относитель-
но порядка следования элементов в списках, следующим образом опреде-
лим понятие стандартная форма представления списками смежности
для орграфов и направленных графов.

Определение 2.4. Назовем стандартной формой представления
),(),( mnEVG

dir
G∈=  списками смежности вершин такую упорядоченную

пару ),( −+ LISTLIST  n -элементных последовательностей списков (2.89) и
(2.90), что элементы каждого из списков +

iLIST , −
iLIST  ),,1( ni =  распо-

ложены в порядке их возрастания.
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Определение 2.5. Назовем стандартной формой представления
),(),( mnEVG

dir
G∈=  списками смежности дуг такую упорядоченную чет-

верку ),,,( −+−+
eebb LISTLISTLISTLIST  m -элементных последовательностей спи-

сков (2.91)-(2.94), что элементы каждого из списков +
biLIST , −

biLIST , +
eiLIST

и −
eiLIST  ),,1( mi =  расположены в порядке их возрастания.

Положим






=
=

2

0
),(

n

m

oror

n mnGS ,

)1(

0
),(

−⋅

=
=

nn

m

dirdir

n mnGS .

Операции и отношения алгебраической системы nA  естественным

образом могут быть перенесены на множество 
dir

nS , а операции и отноше-

ния алгебраической системы B  – на множество 
∞

=
=

1n
nTT , где

n

k

dir

nn
1=

= ST . Исследуем с этой точки зрения сложность представления

орграфов и направленных графов списками смежности.
Вычислим вначале мощности множеств 

or

nS  и 
dir

nS .

Утверждение 2.1. Для всех N∈n






= 23 ||
nor

nS ,                                           (2.95)

)1(2 || −⋅= nn
dir

nS .                                        (2.96)

Доказательство. Так как орграфы, полученные в результате ориен-
тации различных графов nG S∈  – различные, то

m

n

m

n

m

oror

n

m

n
mn 22|),(| ||

2

0

2

0
⋅∑ 










 



=∑=








=








=
GS .                 (2.97)

Положим 


= 2
nl  и 2=x  в тождестве

m
l

m

l xm
lx ⋅∑ 


=+
=0

)1( .                                  (2.98)

Получим
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







=
=⋅∑ 











 



2

2

0
322

n
m

n

m m

n
.                                  (2.99)

Подставим (2.99) в (2.97). Получим (2.95), что и требовалось показать.
Так как

∅=∩⇒≠ ),(),( 2121 mnmnmm
dirdir

GG ,

то

∑ 


 −⋅=∑=
−⋅

=

−⋅

=

)1(

0

)1(

0

)1( |),(| ||
nn

m

nn

m

dirdir

n m
nnmnGS .               (2.100)

Положим )1( −⋅= nnl  и 1=x  в (2.98). Получим

)1(
)1(

0
2)1( −⋅

−⋅

=
=∑ 


 −⋅ nn
nn

m m
nn .                               (2.101)

Подставим (2.101) в (2.100). Получим (2.96), что и требовалось доказать.
Утверждение доказано.

Теперь (применяя технику, использованную при доказательстве тео-
рем 2.2 и 2.3) вычислим типичные значения дуг орграфов и направленных
графов.

Теорема 2.7. Среднее число дуг орграфа, случайно выбранного из

множества 
or

nS , равно 


⋅ 23
2 n .

Доказательство. Рассмотрим случайную величину nξ , принимаю-

щую значение m  ) } 2,,1,0{( 


∈ nm  с вероятностью






⋅










 




=
2

,

3

22

n

m

mn

m

n

p ,

т.е. mnp ,  ) } 2,,1,0{( 


∈ nm  есть вероятность того, что случайно выбран-

ный из множества 
or

nS  орграф содержит m  дуг. Найдем математическое
ожидание случайной величины nξ
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1
2

0

2

122

2

0
, 22

3

222
3

1 −







=








=



















=
⋅∑ ∑ 










 



⋅⋅=⋅











 



⋅⋅=∑ ⋅= m

n

m

n

mn
m

n

n

m
mnn

m

n
m

m

n
mpmξM .   (2.102)

Продифференцируем тождество (2.98). Получим

1

1

1)1( −

=

− ⋅⋅∑ 


=+⋅ m
l

m

l xmm
lxl .                             (2.103)

Положим в (2.103) 


= 2
nl  и 2=x . Получим

121
2

1
3222

−



−






=
⋅


=⋅∑ 










 



⋅

n
m

n

m

n
m

n
m .                           (2.104)

Подставим (2.104) в (2.102). Получим




⋅= 23
2 n

nξM ,                                         (2.105)

что и требовалось доказать.
Теорема доказана.

Теорема 2.8. Число m  дуг почти всех орграфов, принадлежащих
множеству 

or

nS , удовлетворяет асимптотическому равенству

)( 2nm Θ=   )( ∞→n .                                   (2.106)

Доказательство. Вычислим дисперсию случайной величины nξ ,
введенной в теореме 2.7. Воспользуемся формулой

22 )( nnn ξξξ MMD −= .                                  (2.107)

Вычислим 2
nξM

=⋅∑ ∑ 










 



⋅⋅=⋅











 



⋅⋅=∑ ⋅= −






=






=












=

1
2

0

2

1

2

2

2

2

2

0
,

22 22
3

222
3

1 m

n

m

n

m
n

m
n

n

m
mnn

m

n
m

m

n
mpmξM

=⋅∑ 










 



⋅+−⋅⋅= −






=




1
2

12
22))1((

3

2 m

n

m
n

m

n
mmm
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=⋅∑ 










 



⋅⋅+⋅∑ 











 



⋅−⋅⋅= −






=



−






=




1
2

12

2
2

22
22

3

222)1(
3

4 m

n

mn
m

n

mn
m

n
m

m

n
mm

n
m

n

mn
m

n
mm ξM+⋅∑ 











 



⋅−⋅⋅= −






=




2
2

22

22)1(
3

4 .                     (2.108)

Продифференцируем тождество (2.103). Получим

2

2

2 )1()1()1( −

=

− ⋅−⋅⋅∑ 


=+⋅−⋅ m
l

m

l xmmm
lxll .                  (2.109)

Положим в (2.109) 


= 2
nl  и 2=x . Получим

222
2

2
3)12 (222)1(

−



−






=
⋅−


⋅


=⋅∑ 











 



⋅−⋅

n
m

n

m

nn
m

n
mm .               (2.110)

Подставим (2.110) и (2.105) в (2.108). Получим

=


⋅+−


⋅


⋅= 23
2)12 (29

42 nnn
nξM




⋅+


⋅= 29
2

29
4 2 nn .                                   (2.111)

Подставим (2.111) и (2.105) в (2.107). Получим




⋅=


⋅−


⋅+


⋅= 29
2

29
4

29
2

29
4 22 nnnn

nξD .                 (2.112)

Применим к случайной величине nξ  неравенство Чебышева

2} |{|
t

t n
nn

ξξξ D
M ≤≥−P .                                  (2.113)

Положим

ε
ξ
=

2t
nD

.                                                (2.114)

По определению случайной величины nξ , левая часть неравенства

(2.113) равна доле орграфов, принадлежащих множеству 
or

nS , для кото-
рых число дуг m  удовлетворяет неравенству
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tnm ≥


⋅−  |23
2| .                                        (2.115)

Следовательно, доля орграфов, принадлежащих множеству 
or

nS , для
которых число дуг m  удовлетворяет неравенству

tnm <


⋅−  |23
2| ,

или, что эквивалентно, неравенствам

tnmtn +


⋅<<−


⋅ 23
2

23
2 ,                            (2.116)

не меньше, чем

εε −=Ε 1)( .                                            (2.117)

Из равенства (2.114), с учетом равенства (2.112), находим




⋅⋅= 2
1

3
2 nt

ε
.                                      (2.118)

Подставим (2.118) в (2.116). Получаем, что доля орграфов, принад-
лежащих множеству 

or

nS , для которых число дуг m  удовлетворяет нера-
венствам




⋅⋅+


⋅<<


⋅⋅−


⋅ 2
1

3
2

23
2

2
1

3
2

23
2 nnmnn

εε
,        (2.119)

не меньше, чем

εε −=Ε 1)( .                                           (2.120)

Положим

)( 2αε −Θ= n   )( ∞→n ,                                     (2.121)

где

)1;0(∈α .                                               (2.122)

Из (2.121) вытекает, что

)(2
1

3
2 1 α

ε
+Θ=


⋅⋅ nn   )( ∞→n ,                          (2.123)
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а из (2.120), (2.121) и (2.122) – что

1)( →Ε ε   )( ∞→n .                                     (2.124)

Следовательно, из (2.119), (2.123) и (2.124) вытекает, что число m
дуг почти всех орграфов, принадлежащих множеству 

or

nS , удовлетворяет
асимптотическому равенству

)( 2nm Θ=   )( ∞→n ,

что и требовалось доказать.
Теорема доказана.

Теорема 2.9. Среднее число дуг направленного графа, случайно вы-
бранного из множества 

dir

nS , равно )1(5.0 −⋅⋅ nn .

Доказательство. Рассмотрим случайную величину nξ , принимаю-
щую значение m  ) } )1(,,1,0{( −⋅∈ nnm  с вероятностью

)1(, 2

)1(

−⋅




 −⋅

=
nnmn

m
nn

p ,

т.е. mnp ,  ) } )1(,,1,0{( −⋅∈ nnm  есть вероятность того, что случайно вы-

бранный из множества 
dir

nS  направленный граф содержит m  дуг. Найдем
математическое ожидание случайной величины nξ

∑ =


 −⋅⋅⋅=∑ ⋅=
−⋅

=
−⋅

−⋅

=

)1(

0
)1(

)1(

0
,

)1(
2

1 nn

m
nn

nn

m
mnn m

nnmpmξM

∑ 


 −⋅⋅⋅=
−⋅

=
−⋅

)1(

1
)1(

)1(
2

1 nn

m
nn m

nnm                               (2.125)

Положим в (2.103) )1( −⋅= nnl  и 1=x . Получим

1)1(
)1(

1
2)1()1( −−⋅

−⋅

=
⋅−⋅=∑ 


 −⋅⋅ nn

nn

m
nnm

nnm .                       (2.126)

Подставим (2.126) в (2.125). Получим

)1(5.0 −⋅⋅= nnnξM ,                                         (2.127)

что и требовалось доказать.
Теорема доказана.
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Теорема 2.10. Число m  дуг почти всех направленных графов, при-
надлежащих множеству 

dir

nS , удовлетворяет асимптотическому равенству

)( 2nm Θ=   )( ∞→n .                                   (2.128)

Доказательство. Вычислим дисперсию случайной величины nξ ,
введенной в теореме 2.9. Воспользуемся формулой

22 )( nnn ξξξ MMD −= .                                  (2.129)
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Положим в (2.109) )1( −⋅= nnl  и 1=x . Получим

2)1(
)1(

2
2)1)1(()1()1()1( −−⋅

−⋅

=
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
 −⋅⋅−⋅ nn

nn

m
nnnnm

nnmm .     (2.131)

Подставим (2.131) и (2.127) в (2.130). Получим

=−⋅⋅+−−⋅⋅−⋅⋅= )1(5.0)1)1(()1(25.02 nnnnnnnξM

)1(25.0)1(25.0 22 −⋅⋅+−⋅⋅= nnnn .                       (2.132)

Подставим (2.132) и (2.127) в (2.129). Получим

=−⋅⋅−−⋅⋅+−⋅⋅= 2222 )1(25.0)1(25.0)1(25.0 nnnnnnnξD

)1(25.0 −⋅⋅= nn .                                      (2.133)

Применим к случайной величине nξ  неравенство Чебышева

2} |{|
t

t n
nn

ξξξ D
M ≤≥−P .                                  (2.134)

Положим
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εξ
=

2t
nD

.                                                (2.135)

По определению случайной величины nξ , левая часть неравенства

(2.134) равна доле направленных графов, принадлежащих множеству 
dir

nS ,
для которых число дуг m  удовлетворяет неравенству

tnnm ≥−⋅⋅−  |)1(5.0| .                                 (2.136)

Следовательно, доля направленных графов, принадлежащих множе-
ству 

dir

nS , для которых число дуг m  удовлетворяет неравенству

tnnm <−⋅⋅−  |)1(5.0| ,

или, что эквивалентно, неравенствам

tnnmtnn +−⋅⋅<<−−⋅⋅ )1(5.0)1(5.0 ,                      (2.137)

не меньше, чем

εε −=Ε 1)( .                                          (2.138)

Из равенства (2.135), с учетом равенства (2.133), находим

)1(15.0 −⋅⋅⋅= nnt
ε

.                                (2.139)

Подставим (2.139) в (2.137). Получаем, что доля направленных гра-
фов, принадлежащих множеству 

dir

nS , для которых число дуг m  удовле-
творяет неравенствам

+−⋅⋅<<−⋅⋅⋅−−⋅⋅ )1(5.0)1(15.0)1(5.0 nnmnnnn
ε

)1(15.0 −⋅⋅⋅+ nn
ε

                               (2.140)

не меньше, чем

εε −=Ε 1)( .                                           (2.141)

Положим

)( 2αε −Θ= n   )( ∞→n ,                                     (2.142)

где
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)1;0(∈α .                                               (2.143)

Из (2.142) вытекает, что

)()1(15.0 1 α

ε
+Θ=−⋅⋅⋅ nnn   )( ∞→n ,                     (2.144)

а из (2.141), (2.142) и (2.143) – что

1)( →Ε ε   )( ∞→n .                                     (2.145)

Следовательно, из (2.140), (2.144) и (2.145) вытекает, что число m
дуг почти всех направленных графов, принадлежащих множеству 

dir

nS ,
удовлетворяет асимптотическому равенству )( 2nm Θ=  )( ∞→n , что и
требовалось доказать.

Теорема доказана.

Из теорем 2.7-2.10 непосредственно вытекает справедливость сле-
дующих следствий (доказательство которых аналогично доказательству
следствий 2.1-2.4).

Следствие 2.7. Пусть выбор элементов множества },{
dir

n

or

n SSS ∈
осуществляется случайным образом. Тогда, в среднем, время, затрачивае-
мое на выполнение любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку
истинности любого из отношений ⊂  и =  над представлениями элементов
множества S  списками смежности вершин, асимптотически равно соот-
ветствующему времени для представлений элементов множества S  мат-
рицами смежности вершин.

Следствие 2.8. Пусть выбор элементов множества },{
dir

n

or

n SSS ∈
осуществляется случайным образом. Тогда, в среднем, время, затрачивае-
мое на выполнение любой из операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку
истинности любого из отношений ⊂  и =  над представлениями элементов
множества S  списками смежности дуг, асимптотически меньше, чем со-
ответствующее время для представлений элементов множества S  матри-
цами смежности дуг.

Следствие 2.9. Для почти всех элементов множества
},{

dir

n

or

n SSS ∈  )( ∞→n , время, затрачиваемое на выполнение любой из
операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку истинности любого из отноше-
ний ⊂  и =  над представлениями элементов множества S  списками смеж-
ности вершин, асимптотически равно соответствующему времени для
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представлений представлениями элементов множества S  матрицами
смежности вершин.

Следствие 2.10. Для почти всех элементов множества
},{

dir

n

or

n SSS ∈  )( ∞→n , время, затрачиваемое на выполнение любой из
операций \ , ∪ , ∩ , ⊕ , а также на проверку истинности любого из отноше-
ний ⊂  и =  над представлениями элементов множества S  списками смеж-
ности дуг, асимптотически меньше, чем соответствующее время для пред-
ставлений элементов множества S  матрицами смежности дуг.

Из теорем 2.7-2.10 также вытекает, что среднее число вершин и дуг у
выбираемого случайным образом X∈G , где },{

1
n

n

k

or

n TSX
=

∈ , равно, со-

ответственно, )(nΘ  )( ∞→n  и )( 2nΘ  )( ∞→n . Отсюда, в частности, выте-
кает, что среднее время выполнения соответствующим образом перенесен-
ных на направленные графы операций    ,   ,   ,   ,   ,  ∨∧∗•→  над случайно

выбираемыми из множества },{
1

n

n

k

or

n TSX
=

∈  элементами удовлетворяет

асимптотическим равенствам (2.76)-(2.81).
Кроме того, нетрудно показать, что теорема 2.6 остается истинной

при переходе к множеству },{
1

n

n

k

or

n TSX
=

∈ .

2.4. Выводы.

Проведенный в настоящем разделе анализ представлений графов и направлен-
ных графов дал возможность выявить ряд принципиальных моментов, связанных со
сложностью этих представлений.

Первый момент связан с классом выполняемых над графами и/или направлен-
ными графами операций. Обычные теоретико-множественные операции не выводят за
пределы класса )(RLcl . Однако, ситуация в корне изменяется, если допускаются такие
операции, как имеющие многочисленные применения при разработке алгоритмов опе-
рации

∨∧∗•   ,    ,    ,  

(или их аналоги для направленных графов). В этом случае происходит, автоматический
переход к классу )(RLcl-WORK . Этот обстоятельство, в частности, подчеркивает
значение класса )(RLcl-WORK  при разработке и анализе алгоритмов на графах
(и/или направленных графах).

Второй момент связан с тем, что для всех рассматриваемых представлений клас-
су )(RLcl  заведомо принадлежат задачи, решение которых сводится к последователь-
ности проверок изоморфного включения в исходный граф (соответственно, направлен-
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ный граф) последовательности графов (соответственно, направленных графов), генери-
руемой в рамках класса )(RLcl .

Третий момент связан с повсеместно применяемым представлением графов и
направленных графов списками смежности вершин в прикладных исследованиях, свя-
занных с разработкой алгоритмов. Интуитивно ясно, что такое представление оправда-
но для разряженных графов и/или направленных графов (каковыми, например, являют-
ся деревья). Однако, такое представление не оправданно, если действия (даже на уров-
не обычных теоретико-множественных операций) осуществляются на множестве всех
графов (или орграфов, или направленных графов), имеющих фиксированное множество
вершин. Действительно, как показано в настоящем разделе, в этом случае представле-
ние списками смежности вершин не дает выигрыша, по сравнению с представлениями
матрицами смежности вершин, ни в среднем, ни почти во всех случаях.

Четвертый момент связан с представлениями списками и матрицами смежности
ребер (для обычных графов) и дуг (для направленных графов). Эти представления, по
своей сути, означают, для обычного графа переход к реберному графу, а для направ-
ленного графа – к реберному графу, вершины которого окрашены в четыре цвета. Ре-
берный граф является конструкцией, более сложной, чем исходный объект. Однако
преобразование

)(GLG →

обладает следующим свойством. Пусть

},,,{
1

n

n

k

or

nn TSTSY n
=

∈ .

Для исходного множества объектов Y  представление списками смежности
вершин не дает выигрыша, по сравнению с представлениями матрицами смежности
вершин, ни в среднем, ни почти во всех случаях. Однако для образа )(YL исходного
множества объектов Y  представление списками смежности вершин более предпочти-
тельно, чем представление матрицами смежности вершин, как в среднем, так и почти
во всех случаях.
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3. КЛАССЫ )(RLcl  И )(RLcl-WORK .

Цель настоящего раздела состоит в характеристике основных задач теории гра-
фов с позиции их принадлежности классам )(RLcl  и/или )(RLcl-WORK . Одним из
существенных обстоятельств, в силу которого значительное число задач теории графов
принадлежит классу )(RLcl-WORK , состоит в следующем: число конструируемых
объектов – экспонента от числа вершин исходного графа, при условии, что задача по-
строения одного (безразлично, какого именно) конструируемого объекта принадлежит
классу )(RLcl . Именно это обстоятельство и является одной из основных причин того,
что настоящем разделе, наряду с разработкой алгоритмов решения конкретных задач,
значительное внимание уделено построению нижних оценок числа конструируемых
объектов.

Структура настоящего раздела – следующая. В п.3.1 сделан ряд замечаний, свя-
занных с техникой разработки алгоритмов решения задач на графах. В п.3.2 детально
исследуются задачи построения одного (безразлично, какого именно) и всех путей всех
основных типов (кратчайших, неприводимых, гамильтоновых и т.д.) между двумя фик-
сированными вершинами графа. П.3.3 посвящен задачам построения одного (безраз-
лично, какого именно) и всех циклов всех основных типов (кратчайших, неприводи-
мых, и т.д.) проходящих через фиксированную вершину графа, а также задачи построе-
ния гамильтоновых циклов. В п.3.4 исследуются задачи построения остовных деревьев
в связном графе, в том числе деревьев кратчайших путей и экономичных остовных де-
ревьев (т.е. остовных деревьев наименьшей стоимости). В п.3.5 рассматривается Peb-
bling – специальный вид обхода ациклических орграфов, использующий разметку по-
сещаемых вершин камнями. П.3.6 содержит краткие выводы.

3.1. Предварительные замечания.

Полученные в предыдущих разделах результаты показывают, что
классам )(RLcl  и )(RLcl-WORK  принадлежит достаточно широкий класс
алгоритмов на графах. В разделе 2 установлен ряд характеристик этих
классов в терминах теории алгебраических систем. Наряду с методами
теории алгебраических систем для решения дискретных задач широко
применяется поиск, который, как известно, является, универсальным, а,
часто, и единственным известным, методом их решения.

Рассмотрим общую характеристику классов )(RLcl  и )(RLcl-WORK
в терминах поиска.

Поиск может быть охарактеризован (см., напр., [9]) как метод по-
строения такой конечной последовательности множеств объектов

lObjObjObj ,,, 10 ,                                         (3.1)

что:
1) множество 0Obj  представляет все допустимые объекты;
2) множество lObj  представляет все решения;
3) включение
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ii ObjObj ⊂+1

истинно для всех 1,,1 −= li ;
4) переход от множества iObj  ),,1,0( li =  к множеству 1+iObj  осу-

ществляется методом решета, реализованного за счет применения специ-
альным образом сформулированных правил отсечения.

Отметим, что:
1) число l , как правило, заранее не известно и определяется только

по завершении построения последовательности (3.1);
2) множества

110 ,,, −lObjObjObj ,

как правило, заданы в неявном виде, а множество lObj  – в явном виде. При
этом часто, но не всегда, множества

lObjObjObj ,,, 10

представляются с помощью дерева поиска.

В терминах поиска классы )(RLcl  и )(RLcl-WORK  характеризуются
следующим образом.

Классу )(RLcl  заведомо принадлежат следующие задачи на графах:

1. Все такие задачи на графах, что выполнены следующие два усло-
вия:

а) множество 0Obj  всех допустимых объектов представимо в явном
виде в рамках памяти ),,( mnV R ;

б) предикат P  проверки для объекта свойства «быть решением» вы-
числим в рамках памяти ),,( mnV R .

2. Все такие задачи на графах, что выполнены следующие четыре
условия:

а) мощность множества 0Obj  всех допустимых объектов – экспонен-
та от числа вершин исходных графов;

б) существует алгоритм A , последовательно (один за другим) поро-
ждающий в явном виде элементы множества 0Obj  в рамках памяти

),,( mnV R  (отсюда непосредственно вытекает, что каждый объект предста-
вим в явном виде в рамках памяти ),,( mnV R );

в) предикат P  проверки для объекта свойства «быть решением» вы-
числим в рамках памяти ),,( mnV R ;

г) множество решений представимо в явном виде в рамках памяти
),,( mnV R .



129

Аналогичным образом, классу )(\)( RR LclLcl-WORK  заведомо при-
надлежат все такие задачи на графах, что выполнены следующие четыре
условия:

а) мощность множества 0Obj  всех допустимых объектов – экспонен-
та от числа вершин исходных графов;

б) существует алгоритм A , последовательно (один за другим) поро-
ждающий в явном виде элементы множества 0Obj  в рамках памяти

),,( mnV R ;
в) предикат P  проверки для объекта свойства «быть решением» вы-

числим в рамках памяти ),,( mnV R ;
г) мощность множества решений – экспонента от числа вершин ис-

ходных графов.

Замечание 3.1. Важная характеристика выделенного выше класса задач на гра-
фах вытекает из следующей характеристики задач поиска, полученной в [10] в рамках
теоретико-множественного представления задач поиска (неявно заданным) источником

),,,( finin SsS F=S ,

где S  – конечное множество ситуаций, F  – конечное множество (возможно, частич-
ных) отображений множества S  в себя, ins  )( Ssin ∈  – начальная ситуация, а finS

)( SS fin ⊂≠∅  – множество финальных ситуаций.

В [10] показано, что если F  – порождающее множество коммутативной полу-
группы, то емкостная сложность поиска с возвращением (Backtracking) равна

) || ( FOV =   )( ∞→l .

Следовательно, классам )(RLcl  и )(RLcl-WORK  заведомо принадлежат за-
дачи на графах, решение которых осуществимо поиском с возвращением в рамках та-
кого источника, что F  – порождающее множество коммутативной полугруппы и при-
менение каждого F∈f  осуществимо в рамках памяти ),,( mnV R .

Применение поиска часто вызывает необходимость раскраски вер-
шин и/или ребер исходного графа ),(),( mnEVG G∈= . Без ограничения
общности можно считать, что раскраска вершин и/или ребер исходного
графа осуществляется элементами множества k

qZ  )( N∈k , где
}1,,1,0{ −= qqZ  (где q  – фиксированное число). Объем памяти, необхо-

димой для хранения раскраски вершин графа ),( EVG =  элементами мно-
жества k

qZ , равен ) ||( VkO ⋅  ) || ( ∞→V , если ∞→k  и ) || ( VO  ) || ( ∞→V ,
если k  – фиксированное число.
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Аналогичным образом, объем памяти, необходимой для хранения
раскраски ребер графа ),( EVG =  элементами множества k

qZ  равен
) ||( EkO ⋅  ) || ( ∞→E , если ∞→k  и ) || ( EO  ) || ( ∞→E , если k  – фикси-

рованное число.
Следовательно, использование раскрасок вершин и/или ребер исход-

ного графа, восстанавливаемых в терминах задач, принадлежащих классам
)(RLcl  и )(RLcl-WORK , не выводит исходную задачу за пределы соответ-

ствующих классов.

Замечание 3.2. Очевидно, что указанное выше свойство раскрасок вершин
и/или ребер справедливо и для орграфов, и для направленных графов.

3.2. Задачи построения путей в графе.

Условимся )( vv ′′−′ -путь )( vv ′′≠′

vvvvvvvvvv ll ′′′′′′ −− },{},{},{ 112111                              (3.2)

в графе ),( EVG =  записывать в виде

],,,,[ 11 vvvv lvv ′′′= −′′−′π .                                   (3.3)

Замечание 3.3. Ясно, что записи (3.2) и (3.3) эквивалентны, т.е. по одной из них
другая восстанавливается однозначно. Следовательно, принятое соглашение упрощает
обозначения и не вызывает недоразумений.

Ясно, что задача построения множества всех )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′
в графе ),(),( mnEVG G∈=  заведомо принадлежит классу )(RLcl-WORK .

Действительно, во-первых, каждый )( vv ′′−′ -путь представим в яв-
ном виде в рамках памяти ),,( mnV R .

Во-вторых, проверка для последовательности

],,,,[ 11 vvvv lvv ′′′= −′′−′π

вершин графа ),( EVG =  выполнения свойства: « vv ′′−′π  – путь в графе
),( EVG = » осуществима в рамках памяти ),,( mnV R .

В-третьих, последовательная генерация (одна за другой) всех после-
довательностей

],,,,[ 11 vvvv lvv ′′′= −′′−′π   )2||,,1( −= Vl

попарно различных элементов множества V  сводится к последовательной
генерации (одного за другим) всех )1( −l -размещений )2||,,1( −= Vl  без
повторений
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),,( 11 −lvv

элементов множества },{\ vvV ′′′  (что, очевидно, осуществимо в рамках па-
мяти ),,( mnV R ).

Рассмотрим задачи построения кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′
в графе ),(),( mnEVG G∈= . Эти задачи являются модельными задачами
теории графов и имеют многочисленные применения, как в самой теории
графов, так и в ее приложениях.

Рассмотрим вначале задачу построения одного (безразлично, какого
именно) кратчайшего )( vv ′′−′ -пути )( vv ′′≠′  в графе ),(),( mnEVG G∈= .

Традиционный подход к построению кратчайшего )( vv ′′−′ -пути
)( vv ′′≠′  (см., напр., [2]) осуществляется в соответствии со следующим ал-

горитмом

Алгоритм 3.1.

Шаг 1. }{:0 vU ′= , 1:=i .
Шаг 2.

&)(|)({\))(\)((: 1

1

0
1 vvUvUUU i

i

j
jii ′′≠Γ∈Γ= −

−

=
−

)})(\)((&
1

0
∅=Γ

−

=

i

j
jUv .

Шаг 3. Если ∅=iU , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 5.
Шаг 4. )( vv ′′−′ -путь не существует и конец.
Шаг 5. Если iUv ∉′′ , то 1: += ii  и переход к шагу 2, иначе – к шагу 6.
Шаг 6. vvi ′′=: .
Шаг 7. Выбрать вершину 1)( −∩Γ∈ ii Uvv , 1: −= ii  и vvi =: .
Шаг 8. Если 0≠i , то переход к шагу 7, иначе

],,,,[: 110 iivv vvvv −′′−′ =π

и конец.

Корректность алгоритма 3.1 непосредственно вытекает из того, что

}),(|{ ivvdVvU i =′∈⊆   ),1,0( =i

и ни одна из вершин, принадлежащих множеству
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iUivvdVv \}),(|{ =′∈   ),1,0( =i

не принадлежит никакому кратчайшему )( vv ′′−′ -пути.

Замечание 3.4. Алгоритм 3.1 легко переносится на случай направленных гра-
фов. Действительно, Шаги 1, 3-6, 8 остаются без изменения, Шаг 2 заменяется на

Шаг 2’.

&)(|)({\))(\)((: 1

1

0
1 vvUvUUU i

i

j
jii ′′≠Γ∈Γ= −

+
−

=
−

+

)})(\)((&
1

0
∅=Γ

−

=

+
i

j
jUv ,

а Шаг 7 – на

Шаг 7’. Выбрать вершину 1)( −
− ∩Γ∈ ii Uvv , 1: −= ii  и vvi =: .

Учитывая, что указанный выше переход от графов к направленным графам не
вызывает сложности, в дальнейшем, чтобы не загромождать изложение излишними де-
талями там, где это не вызывает необходимость, ограничимся рассмотрением обычных
графов.

Из алгоритма 3.1 вытекает, что задача построения одного (безраз-
лично, какого именно) кратчайшего )( vv ′′−′ -пути )( vv ′′≠′  в графе

),(),( mnEVG G∈=  принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление
графов, либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо
ребер).

Действительно, алгоритм 3.1 при каждом ,1,0=i  состоит, по своей
сути, в преобразовании матрицы M  порядка 4|| ×V , у которой 1-й столбец

– характеристическая функция множества 
1

0

−

=

i

j
jU , 2-й столбец – характери-

стическая функция множества iU , 3-й столбец – характеристическая функ-
ция следующего восстанавливаемого множества 1+iU , а 4-й столбец указы-
вает позицию соответствующей вершины в восстанавливаемом )( vv ′′−′ -
пути )( vv ′′≠′ , что непосредственно вытекает из истинности равенств

&)(|)({\)))((\)((:
1

0
1 vvUvUUUU ii

i

j
iii ′′≠Γ∈∪Γ=

−

=
+

)}))((\)((&
1

0
∅=∪Γ

−

=
i

i

j
j UUv .                               (3.4)

i

i

j
j

i

j
j UUU \)(

0

1

0 =

−

=
= ,                                        (3.5)
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)()(
1

0
1 i

i

j
ji UUU Γ∩=

−

=
− .                                    (3.6)

Существенно, что преобразования (3.4)-(3.6) над матрицей M  осу-
ществимы с емкостной сложностью ) || ( VO  ) || ( ∞→V  при равномерном
весе (и с емкостной сложностью ) ||log|| ( VVO ⋅  ) || ( ∞→V  при логариф-
мическом весе).

Замечание 3.5. Отмеченная выше характеристика означает, что, по своей сути,
алгоритм 3.1 сводится к преобразованиям некоторой раскраски вершин исходного гра-
фа ),( EVG =  элементами множества ||

3
2 VZZ × , осуществляемой с емкостной слож-

ностью ) |(| VO  ) || ( ∞→V  при равномерном весе (и с емкостной сложностью
) ||log|| ( VVO ⋅  ) || ( ∞→V  при логарифмическом весе).

Очевидно, что подграф графа ),( EVG = , индуцированный множест-

вом вершин 
i

j
jU

0=
, построенным к моменту выхода из цикла, определяе-

мого шагами 1-5 алгоритма 3.1, представляет в неявном виде множество
всех кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе ),( EVG = . Небольшая
модификация алгоритма 3.1 дает возможность преобразовать его в алго-
ритм построения в явном виде множества всех кратчайших )( vv ′′−′ -путей

)( vv ′′≠′  в графе ),(),( mnEVG G∈= .
Действительно, чтобы построить множество всех кратчайших
)( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе ),( EVG = , достаточно реорганизовать ша-

ги 5-8 алгоритма 3.1 так, чтобы был реализован поиск с возвращением
(Backtracking) по системе множеств

11 ,, UU i− .

При этом каждый раз достаточно хранить только очередной восстанавли-
ваемый кратчайший путь, так что рабочая память алгоритма построения
множества всех кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе ),( EVG =
асимптотически равна рабочей памяти алгоритма 3.1.

Таким образом, задача построения в явном виде множества всех
кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе ),(),( mnEVG G∈=  принад-
лежит классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списка-
ми, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). Из следующей
теоремы вытекает, что эта задача не принадлежит классу )(RLcl  при лю-
бом представлении R  графа ),(),( mnEVG G∈= .
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Теорема 3.1. Пусть )(Gкр
nL  )( N∈n  – максимальное число кратчай-

ших путей между двумя фиксированными вершинами в графе nG S∈  и

)(max Gкр
nG

кр
n

n

LL
S∈

= .

Если )3 (mod 2≡n , то

23 ) 3 ( −≥ nкр
nL .                                               (3.7)

Доказательство. Очевидно, что теорема справедлива, если }5,2{∈n .
Действительно,

12 =крL ,

35 =крL ,

так что неравенство (3.7) выполнено, если }5,2{∈n .
Пусть )3 (mod 2≡n  и 5>n . Выберем из множества

),( 11232211 −−− +⋅++⋅+⋅+ lll kkkkkkkknG   )3 ,,( ≥∈ lln N ,

где

nkkk l =++++ − 2121   ),,,( 121 N∈−lkkk ,               (3.8)

такой граф ),(),,( 1111 EVkkG l =− , что

∪+== }1,,2|},1{ { 11 kiiE

∪=++++∪ −− },,1|},1{ { 121 ll kinikk

}),,1;,,1|}1 ,1{ {( 21

1

1

3

0 1
++

+

=

−

= =
==+∑++∑+∪ ii

i

j
j

l

i

i

j
j kvkuvkuk .

Число кратчайших ),1( n -путей в графе ),,( 111 −lkkG  равно

∏=
−

=
−

1

1
11 ),,(

l

i
il kkkf .                                        (3.9)

Известно, что функция (3.9), при выполнении условия

nkkk l =++++ − 2121   )0,,,( 121 >−lkkk ,

достигает своего наибольшего значения, если

kkkk l ==== −121 .                                   (3.10)
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Это наибольшее значение функции f  равно

1),,( −= lkkkf .                                       (3.11)

Из равенства

nkl =+⋅− 2)1(

находим

k
nl 21 −=− .                                           (3.12)

Подставим (3.12) в (3.11). Получим

2
1

)(),,( −= nkkkkf .

Известно, что на множестве N  функция

kkkg
1

)( =

принимает наибольшее значение, если 3=k . Следовательно, если
)3 (mod 2≡n , то число кратчайших ),1( n -путей в графе ) 3,,3,3 (

  1

1

разl

G
−

 равно

23

  1

) 3 () 3,,3,3 ( −

−

= n

разl

f .                                  (3.13)

Из (3.13) непосредственно вытекает справедливость неравенства (3.7), что
и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Замечание 3.6. Рассмотрим бесконечную последовательность значений

23 +⋅= kn   )( N∈k .

Из доказательства теоремы 3.1, в частности, вытекает, что если ∞→n , то за-
дача построения в явном виде множества всех кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в
графе )93,( −⋅∈ nnG G  не принадлежит классу )(RLcl  при любом представлении R
графа G .

Метод, которым алгоритм 3.1 осуществляет построение кратчайшего
)( vv ′′−′ -пути )( vv ′′≠′  в графе ),(),( mnEVG G∈= , характеризуется как

восстановление начальных отрезков.
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Действительно, шаги 1-5 алгоритма 1.3 выделяют потенциально воз-
можные начальные отрезки кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′ , а затем из
них шаги 6-8 осуществляют выбор конкретного кратчайшего )( vv ′′−′ -пути
(см. рис. 3.1 а)).
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Рассмотрим, в некотором смысле, двойственный метод построения
одного (безразлично, какого именно) кратчайшего )( vv ′′−′ -пути )( vv ′′≠′  в
графе ),(),( mnEVG G∈= , который может быть охарактеризован как вос-
становление финальных отрезков. Этот метод состоит в том, что вначале
выделяют потенциально возможные финальные отрезки кратчайших

)( vv ′′−′ -путей, а затем из них осуществляется выбор конкретного крат-
чайшего )( vv ′′−′ -пути (см. рис. 3.1 б)). Соответствующий алгоритм полу-
чается в результате небольшой модификации алгоритма 3.1, без увеличе-
ния его емкостной сложности, и имеет следующий вид

Алгоритм 3.2.

Шаг 1. }{:0 vW ′′= , 1:=i .
Шаг 2.

&)(|)({\))(\)((: 1

1

0
1 vvWvWWW i

i

j
jii ′≠Γ∈Γ= −

−

=
−

)})(\)((&
1

0
∅=Γ

−

=

i

j
jWv .

Шаг 3. Если ∅=iW , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 5.
Шаг 4. )( vv ′′−′ -путь не существует и конец.
Шаг 5. Если iWv ∉′ , то 1: += ii  и переход к шагу 2, иначе – к шагу 6.
Шаг 6. vvi ′=: .
Шаг 7. Выбрать вершину 1)( −∩Γ∈ ii Wvv , 1: −= ii  и vvi =: .
Шаг 8. Если 0≠i , то переход к шагу 7, иначе

],,,,[: 011 vvvv iivv −′′−′ =π

и конец.

Алгоритмы 3.1 и 3.2 дают возможность без увеличения емкостной
сложности осуществлять двусторонний поиск при решении задачи по-
строения кратчайшего )( vv ′′−′ -пути )( vv ′′≠′ в графе ),(),( mnEVG G∈= ,
т.е. распараллелить вычисления за счет одновременного восстановления
как начальных, так и финальных отрезков (см. рис. 3.1.в)). Соответствую-
щий алгоритм имеет следующий вид
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Алгоритм 3.3.

Шаг 1. Если Evv ∈′′′ },{ , то

],[: vvvv ′′′=′′−′π

и конец, иначе переход к шагу 2.
Шаг 2. }{:0 vU ′= , }{:0 vW ′′= , 0:=h , 0:=r .
Шаг 3. Если ||  || rh WU < , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 6.
Шаг 4. 1: += hh ,

&)(|)({\))(\)((: 1

1

0
1 vvUvUUU h

h

j
jhh ′′≠Γ∈Γ= −

−

=
−

)})(\)((&
1

0
∅=Γ

−

=

h

j
jUv .

Шаг 5. Если ∅=hU , то переход к шагу 8, иначе – к шагу 9.
Шаг 6. 1: += rr ,

&)(|)({\))(\)((: 1

1

0
1 vvWvWWW r

r

j
jrr ′≠Γ∈Γ= −

−

=
−

)})(\)((&
1

0
∅=Γ

−

=

r

j
jWv .

Шаг 7. Если ∅=rW , то переход к шагу 8, иначе – к шагу 9.
Шаг 8. )( vv ′′−′ -путь не существует и конец.
Шаг 9. Если ∅≠∩ rh WU , то переход к шагу 10, иначе – к шагу 3.
Шаг 10. Выбрать вершину rh WUv ∩∈ , vuh =: , vwr =: .
Шаг 11. Если 0≠h , то переход к шагу 12, иначе – к шагу 13.
Шаг 12. Выбрать вершину 1)( −∩Γ∈ hh Uuv , 1: −= hh , vuh =:  и пере-

ход к шагу 11.
Шаг 13. Если 0≠r , то переход к шагу 14, иначе – к шагу 15.
Шаг 14. Выбрать вершину 1)( −∩Γ∈ rr Wwv , 1: −= rr , vwr =:  и пере-

ход к шагу 11.
Шаг 15.

],,,,,,,[: 01110 wwwuuu rhvv −′′−′ =π

и конец.
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Пример 3.1. В качестве приложения полученных выше результатов рассмотрим
проверку свойства «быть связным» для графа nEVG S∈= ),(  (принадлежность этой
задачи классу )(RLcl , фактически, была показана в примерах 1.7 и 1.10).

Решение этой задачи, существенно использующее структуру открытых окрест-
ностей вершин графа G , состоит в следующем. Достаточно зафиксировать вершину

Vv ∈  графа G  и построить (с помощью любого из алгоритмов 3.1-3.3) кратчайший
путь vv ′′−π  в каждую вершину }{\ vVv ∈′′  (при этом, очевидно, что для вершин, ле-
жащих на построенных ранее путях строить пути не нужно). Если указанные пути су-
ществуют для каждой вершины }{\ vVv ∈′′ , то G  – связный граф. Если же хотя бы
для одной вершины }{\ vVv ∈′′  указанный путь не существует, то граф G  не являет-
ся связным.

Важным свойством того или иного объекта, имеющим многочислен-
ные приложения, является свойство «быть не избыточным». Примени-
тельно к путям в графе это свойство может быть формализовано следую-
щим образом.

Определение 3.1. )( vv ′′−′ -путь )( vv ′′≠′

],,,,[ 110 llvv vvvv −′′−′ =π   ),( 0 vvvv l ′′=′=

в графе ),( EVG =  назовем неприводимым, если

)},{2 || })(,,1,0{,( Evvjilji ji ∉⇒≥−∈∀ .                (3.14)

Очевидно, что каждый кратчайший путь всегда является неприводи-
мым путем. Это означает, что справедлива следующая оценка.

Следствие 3.1. Пусть )(Gнепр
nL  )( N∈n  – максимальное число непри-

водимых путей между двумя фиксированными вершинами в графе nG S∈
и

)(max Gнепр
nG

непр
n

n

LL
S∈

= .

Если )3 (mod 2≡n , то

23 ) 3 ( −≥ nнепр
nL .                                             (3.15)

Доказательство. В графе ) 3,,3,3 (
  1

1

разl

G
−

 из теоремы 3.1 множества

кратчайших и неприводимых ),1( n -путей совпадают. Следовательно, спра-
ведливость оценки (3.15) непосредственно вытекает из оценки (3.7).

Следствие доказано.
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Замечание 3.7. Рассмотрим бесконечную последовательность значений

23 +⋅= kn   )( N∈k .

Из доказательства следствия 3.1, в частности, вытекает, что если ∞→n , то за-
дача построения в явном виде множества всех неприводимых )( vv ′′−′ -путей

)( vv ′′≠′  в графе

)93,( −⋅∈ nnG G

не принадлежит классу )(RLcl  при любом представлении R  графа G .

Основное значение следствия 3.1 состоит в том, что из него вытека-
ет, что существует такой закон роста ∞→m , что задача построения в яв-
ном виде множества всех неприводимых )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе

),( mnG G∈  не принадлежит классу )(RLcl  при любом представлении R
графа G . Тем не менее, при любом (допустимом) законе роста ∞→m  эта
задача принадлежит классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графа

),(),( mnEVG G∈= , либо списками, либо матрицами смежности (либо
вершин, либо ребер), в чем легко убедиться, организовав поиск с возвра-
щением (Backtracking), каждый раз сохраняя только очередной восстанав-
ливаемый неприводимый путь. Соответствующий алгоритм имеет сле-
дующий вид.

Алгоритм 3.4.

Шаг 1. vv ′=:0 , ∅=:0U , 0:=i , ],,[: 10 −= ivvπ .
/* прямой ход */

Шаг 2. 1: += ii , )(: 1−Γ= ii UU .
Шаг 3. Если ∅≠iU , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 8.
Шаг 4. Если существует такое iUv ∈ , что Evv j ∉},{  для всех

}2,,1,0{ −∈ ij , то переход к шагу 5, иначе – к шагу 8.
Шаг 5. vvi =: , ],,,[: 10 ii vvv −=π , }{\: vUU ii = .
Шаг 6. Если vvi ′′≠ , то переход к шагу 2, иначе – к шагу 7.
Шаг 7. Выдать ],,,[: 10 ii vvv −=π , ],,[: 10 −= ivvπ .

/* обратный ход */
Шаг 8. 1: −= ii .
Шаг 9. Если 0≠i , то ],,[: 10 −= ivvπ  и переход к шагу 3, иначе ко-

нец.
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Рассмотрим теперь задачи построения гамильтоновых )( vv ′′−′ -путей
)( vv ′′≠′  в заданном графе ),(),( mnEVG G∈= . Эти задачи являются мо-

дельными задачами теории графов и имеют многочисленные применения,
как в самой теории графов, так и в ее приложениях.

Задача построения в явном виде одного (безразлично, какого имен-
но) гамильтонового )( vv ′′−′ -пути )( vv ′′≠′  в графе ),(),( mnEVG G∈=
принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление графов, либо списками,
либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, достаточно последовательно генерировать (одно за
другим) )2( −n -размещения без повторений элементов множества

},{\ vvV ′′′ , каждый раз сохраняя только текущее размещение (очевидно,
что эта задача принадлежит классу )(RLcl ).

Для каждой последовательности

],,,,[
21

vvvv
njj ′′′=
−

π

проверяется, выполнено ли свойство:

«π  – путь в графе ),( EVG = ».

При положительном ответе происходит остановка вычислений, так
как искомый гамильтонов путь найден. Если осуществлена проверка всех
указанных выше последовательностей и положительный ответ не найден,
то искомый путь не существует.

Очевидно, что задача построения множества всех гамильтоновых
)( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе nEVG S∈= ),(  не принадлежит классу

)(RLcl  при любом представлении R  графа G .
Действительно, известно, что число гамильтоновых )( vv ′′−′ -путей

)( vv ′′≠′  в полном графе nK  равно )!2( −n . Однако, отличительной осо-
бенностью графа nK  является то, что он – экстремальный граф (так как

) 2,( 


∈ nnK n G ).

Покажем, что экспоненциальная оценка для числа гамильтоновых
путей, соединяющих две фиксированные вершины графа ),( mnG G∈ , дос-
тижима уже в случае, когда

)(nm Θ=   )( ∞→n .
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Теорема 3.2. Пусть )(, Gгам
mnL  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  – максимальное

число гамильтоновых путей между двумя фиксированными вершинами в
графе ),( mnG  и

)(max ,),(, Gгам
mnmnG

гам
mn LL

G∈
= .

Если 23 +⋅= kn  )( N∈k , то

23
114, ) 12 (5.0 −

−⋅ ⋅≥ nгам
nnL .                                   (3.16)

Доказательство. Пусть )3 (mod 2≡n  и 5≥n . Рассмотрим граф

),() 3,,3,3 ( 2

  
3

2

2 EVG
раз

n

=
−

,

полученный в результате следующей небольшой модификации графа

),() 3,,3,3 ( 1

  
3

2

1 EVG
раз

n

=
−

из теоремы 3.1:

∪= 12 EE

}) }34,33{ },34,32{ },33,32{ {(
1

3
2

0
iiiiii

n

i
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+∪

−
−

=
.       (3.17)

Из (3.17) вытекает, что

)114,() 3,,3,3 (
  

3
2

2 −⋅∈
−

nnG
разn

G .

Будем говорить, что гамильтонов ),1( n -путь в графе ) 3,,3,3 (
  

3
2

2

разn

G
−

имеет тип

),,,( 21 liii   )0,,0,0 ;
3

2( 2121 >>>−=+++ ll iiiniii ,

если этот путь содержит l  «зигзагов», соответственно, «размеров» 1i , 2i ,
, li .
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Структура гамильтонового ),1( n -пути типа ),,,( 21 liii  показана на
рис. 3.2.

Типы возможных «зигзагов» изображены на рис. 3.3.
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Ясно, что общее число допустимых «зигзагов» «размера» i

) 
3

2,,1( −= ni  не меньше, чем i6 . Следовательно, число гамильтоновых

),1( n -путей типа

),,,( 21 liii   )0,,0,0 ;
3

2( 2121 >>>−=+++ ll iiiniii

в графе ) 3,,3,3 (
  

3
2

2

разn

G
−

 не меньше, чем

3
2

66666 2121

−
+++ ==⋅⋅⋅

n
iiiiii ll .

Отсюда вытекает, что

=
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1
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nn
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ii
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n
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nn
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l
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
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
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−

−−
∑⋅= n

nn
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l

n

l

n
,

что и требовалось доказать.
Теорема доказана.

Из теоремы 3.2, в частности, вытекает, что существует такой закон
роста ∞→m , удовлетворяющий условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задача построения в явном виде множества всех гамильтоновых
)( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе ),( mnG G∈  не принадлежит классу )(RLcl

при любом представлении R  графа G . Тем не менее, эта задача всегда
принадлежит классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо
списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, достаточно организовать поиск с возвращением
(Backtracking), каждый раз сохраняя только очередной восстанавливаемый
гамильтонов путь. Соответствующий алгоритм имеет следующий вид.
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Алгоритм 3.5.

Шаг 1. 0: vv =′ , ∅=:0U , 0:=i , ],,[: 10 −= ivvπ .
/* прямой ход */

Шаг 2. 1: += ii , )(: 1−Γ= ii UU .
Шаг 3. Если 1|| −< Vi , то }{\: vUU ii ′′= .
Шаг 4. Если ∅≠iU , то переход к шагу 4, иначе – к шагу 10.
Шаг 5. Если существует такое iUv ∈ , что jvv ≠  для всех

}1,,1,0{ −∈ ij , то переход к шагу 5, иначе – к шагу 10.
Шаг 6. vvi =: , ],,,[: 10 ii vvv −=π , }{\: vUU ii = .
Шаг 7. Если 1|| −< Vi , то переход к шагу 2, иначе – к шагу 8.
Шаг 8. Выдать ],,,[: 10 ii vvv −=π , ],,[: 10 −= ivvπ .

/* обратный ход */
Шаг 9. 1: −= ii , ],,[: 10 −= ivvπ  и переход к шагу 4.
Шаг 10. Если 0=i , то конец, иначе переход к шагу 12.

В некотором смысле двойственными к задаче построения в явном
виде множества всех кратчайших )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе

),(),( mnEVG G∈=  являются задачи построения в явном виде множеств,
как всех самых длинных, так и всех самых длинных неприводимых

)( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе ),( EVG = . Справедливы следующие оцен-
ки.

Теорема 3.3. Пусть )(max
, GmnL  и )(max

, Gнепр
mn
−L  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  –

максимальное число, соответственно, самых длинных и самых длинных
неприводимых путей между двумя фиксированными вершинами в графе

),( mnG G∈ ,

)(max max
,),(

max
, GmnmnGmn LL

G∈
= ,

)(max max
,),(

max
, Gнепр

mnmnG

непр
mn

−

∈

− = LL
G

.

Если 23 +⋅= kn  )( N∈k , то

23max
114, ) 12 (5.0 −

−⋅ ⋅≥ n
nnL .                                  (3.18)

и
23max

93, ) 3 ( −−
−⋅ ≥ nнепр

nnL .                                     (3.19)
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Доказательство. В графе

) 3,,3,3 (
  

3
2

2

раз
n

G
−

  ( 23 +⋅= kn , )( N∈k )

из теоремы 3.2 множество всех самых длинных ),1( n -путей совпадает с
множеством всех гамильтоновых ),1( n -путей. Следовательно, справедли-
вость неравенства (3.18) непосредственно вытекает из неравенства (3.16),
что и требовалось доказать.

В графе

) 3,,3,3 (
  1

1

разl

G
−

  ( 13 −⋅= kn , )( N∈k )

из теоремы 3.1 множество всех самых длинных неприводимых ),1( n -путей
совпадает с множеством всех кратчайших ),1( n -путей. Следовательно,
справедливость неравенства (3.19) непосредственно вытекает из неравен-
ства (3.7), что и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Из теоремы 3.3, в частности, вытекает, что существуют такие законы
роста ∞→m , удовлетворяющие условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задачи построения в явном виде как множества всех самых длинных,
так и самых длинных неприводимых )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′  в графе

),( mnG G∈  не принадлежат классу )(RLcl  при любом представлении R
графа G . Тем не менее, обе эти задачи всегда принадлежат классу

)(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списками, либо мат-
рицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, для построения в явном виде как множества всех са-
мых длинных, так и самых длинных неприводимых )( vv ′′−′ -путей )( vv ′′≠′
в графе ),( EVG =  достаточно последовательно генерировать (одно за дру-
гим) i -размещения без повторений ),3,2( −−= nni  элементов множест-
ва },{\ vvV ′′′  (эта задача принадлежит классу )(RLcl ).

Для каждой последовательности

],,,,[
1

vvvv
ijj ′′′=π

проверяется, выполнено ли свойство, соответственно, либо
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«π  – путь в графе ),( EVG = »,

либо

«π  – неприводимый путь в графе ),( EVG = ».

Отметим, что проверка каждого из этих свойств – задача, принадлежащая
классу )(RLcl . Если существует такое }1,,3,2{ −−∈ nnl , что существует
последовательность

],,,,[
1

vvvv
ljj ′′′=π ,

обладающая проверяемым свойством, то длина искомых путей равна 10 +l ,
где 0l  – наибольшее из указанных значений l . Если же для всех

}1,,3,2{ −−∈ nnl  ни одна из последовательностей

],,,,[
1

vvvv
ljj ′′′=π

не обладает проверяемым свойством, то искомое решение состоит из един-
ственного пути ],[ vv ′′′=π , если Evv ∈′′′ },{  и искомое решение – пустое
множество, если Evv ∉′′′ },{ .

В заключение отметим, что из полученных в настоящем пункте ре-
зультатов непосредственно вытекает, что задача построения множества
всех мостов для заданного графа ),(),( mnEVG G∈=  принадлежит классу

)(RLcl , где R  – представление графов, либо списками, либо матрицами
смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, проверка того, является ли фиксированное ребро
},{ vv ′′′  мостом естественно сводится к задаче построения )( vv ′′−′ -пути

длины не меньше, чем 2  и, следовательно, принадлежит классу )(RLcl , где
R  – представление графов, либо списками, либо матрицами смежности
(либо вершин, либо ребер). Для того, чтобы построить множество всех
мостов для заданного графа ),( mnG G∈  достаточно выполнить указанную
проверку для каждого ребра Evv ∈′′′ },{ .

3.3. Задачи построения циклов в графе.

Ясно, что задача построения множества всех циклов в графе
),(),( mnEVG G∈= , проходящих через фиксированную вершину v , заве-

домо принадлежит классу )(RLcl-WORK .
Действительно, во-первых, каждый такой цикл представим в явном

виде в рамках памяти ),,( mnV R .
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Во-вторых, проверка для последовательности

11
,,

−lii vvv   ) ||,,3( Vl =

вершин графа ),( EVG =  свойства: «
11

,,
−lii vvv  – цикл в графе ),( EVG = »

осуществима в рамках памяти ),,( mnV R .
В-третьих, последовательная генерация (одна за другой) всех после-

довательностей

11
,,

−lii vvv   ) ||,,3( Vl =

попарно различных элементов множества V  сводится к последовательной
генерации (одного за другим) всех )1( −l -размещений ) ||,,3( Vl =  без
повторений

),,( 11 −lvv

элементов множества }{\ vV  (что, очевидно, осуществимо в рамках памяти
),,( mnV R ).

Рассмотрим задачи построения кратчайших циклов в заданном графе
),(),( mnEVG G∈= , проходящих через фиксированную вершину. Эти за-

дачи являются модельными задачами теории графов и имеют многочис-
ленные применения, как в самой теории графов, так и в ее приложениях.

Рассмотрим вначале задачу построения одного (безразлично, какого
именно) кратчайшего цикла в заданном графе ),(),( mnEVG G∈= , прохо-
дящего через фиксированную вершину. Покажем, что эта задача принад-
лежит классу )(RLcl , где R  – представление графов, либо списками, либо
матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, пусть v  – фиксированная вершина графа ),( EVG = .
Найдем один (безразлично, какого именно) кратчайший цикл в графе

),( EVG = , проходящий через вершину v . Без ограничения общности
можно считать, что ∅≠Γ )(v , так как если ∅=Γ )(v , то, очевидно, не су-
ществует ни одного цикла, проходящего через вершину v . Для каждого

)(vv Γ∈′  найдем кратчайший )( vv ′− -путь

],,,,[
1

vvvv
viiv ′=
′′π

длины не меньше, чем 2 (очевидно, что эта задача принадлежит классу
)(RLcl ). Если указанный )( vv ′− -путь не существует, то положим +∞=′vi .

Положим

)}(|min{min vvii v Γ∈′= ′ .



149

Если +∞=mini , то в графе ),( EVG =  вообще не существует ни одно-
го цикла, проходящего через вершину v . Если же +∞<mini , то выберем та-
кую вершину )(vv Γ∈′′ , что miniiv =′′ . Цикл vvvv

vii ′′
′′

,,
1

 является кратчай-
шим циклом в графе ),( EVG = , проходящим через вершину v .

Из приведенного выше решения, в частности, вытекает, что задача
построения в явном виде множества всех кратчайших циклов в графе

),(),( mnEVG G∈= , проходящих через фиксированную вершину v , при-
надлежит классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо спи-
сками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). Тем не ме-
нее, из следующей теоремы вытекает, что эта задача не всегда принадле-
жит классу )(RLcl .

Теорема 3.4. Пусть )(Gциклкр
n

−L  )( N∈n  – максимальное число крат-
чайших циклов, проходящих в графе nG S∈  через фиксированную верши-
ну и

)(max Gциклкр
nG

циклкр
n

n

−

∈

− = LL
S

.

Если 4≥n , то
3 ncциклкр

n ⋅≥−L ,                                              (3.20)

где c  – некоторая положительная константа.

Доказательство. Выберем из множества

),( 211 kkkn ⋅+G   )4 ,( ≥∈ nn N ,

где

nkk =++ 211   )2 ,,( 121 ≥∈ kkk N ,                          (3.21)

такой граф ),(),( 3213 EVkkG = , что

∪+== }1,,2|},1{ { 13 kiiE

}1,,2 ;1,,2|},{ { 2111 kkkjkiji +++=+=∪ .

В графе ),( 213 kkG  длина кратчайшего цикла, проходящего через
вершину 1, равна 4 , а число таких циклов равно
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2112
1

21 )1(
2
1

2),( kkkkkkkf ⋅−⋅⋅=⋅




= .                        (3.22)

Нетрудно вычислить, что функция (3.22), при выполнении условия

nkk =++ 211   )0,( 21 >kk ,

достигает своего наибольшего значения, если

) 33(
3
1 2

1 +⋅−+⋅= nnnk ,

)3332(
3
1 2

2 −+⋅−−⋅⋅= nnnk .

Это наибольшее значение функции f  равно

=−+⋅−−⋅⋅+⋅−+⋅ ) )3332(
3
1 ),33(

3
1 ( 22 nnnnnnf

×−+⋅−+⋅+⋅−+⋅= )333() 33(
27
1 22 nnnnnn

)3332( 2 −+⋅−−⋅× nnn .                                   (3.23)

Так как дополнительное условие N∈21 , kk  не изменяет порядок рос-
та функции f , то из (3.23) вытекает, что

=−+⋅−−⋅⋅+⋅−+⋅ ) )3332(
3
1 ),33(

3
1 ( 22 nnnnnnf

)( 3nΘ=   )( ∞→n .                                       (3.24)

Из (3.23) и (3.24) непосредственно вытекает справедливость нера-
венства (3.20), что и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Из теоремы 3.4, в частности, вытекает, что существует такой закон
роста ∞→m , что задача построения в явном виде множества всех крат-
чайших циклов в графе ),(),( mnEVG G∈= , проходящих через фиксиро-
ванную вершину, не принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление
графов, либо списками, либо матрицами смежности вершин.
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Применительно к циклам в графе свойство «быть не избыточным»
формализуется следующим образом.

Определение 3.2. Цикл

lii vvv ,,
1

в графе ),( EVG =  назовем неприводимым, если

&)},})({1,,1{( Evvlj
ji ∉−∈∀

)},{2 || })(,,1{,(& Evvhjlhj
hj ii ∉⇒≥−∈∀ .               (3.25)

Очевидно, что каждый кратчайший цикл всегда является неприво-
димым циклом. Это означает, что справедлива следующая оценка.

Следствие 3.2. Пусть )(Gциклнепр
n

−L  )( N∈n  – максимальное число не-
приводимых циклов в графе nG S∈ , проходящих через фиксированную
вершину и

)(max Gциклнепр
nG

циклнепр
n

n

−

∈

− = LL
S

.

Если 4≥n , то
3 ncциклнепр

n ⋅≥−L ,                                              (3.26)

где c  – некоторая положительная константа.

Доказательство. В графе ),( 213 kkG  из теоремы 3.4 множества крат-
чайших и неприводимых циклов, проходящих через вершину 1, совпада-
ют. Следовательно, справедливость оценки (3.26) непосредственно выте-
кает из оценки (3.20).

Следствие доказано.

Из следствия 3.2, в частности, вытекает, что существует такой закон
роста ∞→m , что задача построения в явном виде множества всех непри-
водимых циклов в графе ),(),( mnEVG G∈= , проходящих через фиксиро-
ванную вершину, не принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление
графов, либо списками, либо матрицами смежности вершин.

Граф ),( 213 kkG  из теоремы 3.4 обладает тем свойством, что

)( 2nm Θ=   )( ∞→n .
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Докажем более сильный результат, а именно: покажем, что экспо-
ненциальная оценка для числа неприводимых циклов в графе ),( mnG G∈ ,
проходящих через фиксированную вершину, достижима уже в том случае,
когда

)(nm Θ=   )( ∞→n .

Теорема 3.5. Пусть )(, Gциклнепр
mn
−L  )( N∈n  – максимальное число непри-

водимых циклов в графе ),( mnG G∈ , проходящих через фиксированную
вершину и

)(max ,),(, Gциклнепр
mnmnG

циклнепр
mn

−

∈

− = LL
G

.

Если 13 +⋅= kn  )( N∈k  и 7≥n , то

13
63, ) 3( −−
−⋅ ≥ nциклнепр

nnL ,                                              (3.27)

Доказательство. Пусть 13 +⋅= kn  )( N∈k  и 7≥n . Выберем из
множества

),( 11232211 −−− +⋅++⋅+⋅+ lll kkkkkkkknG   )3 ,,( ≥∈ lln N ,

где

nkkk l =++++ − 1121   ),,,( 121 N∈−lkkk ,

такой граф ),(),,( 4114 EVkkG l =− , что

∪+== }1,,2|},1{ { 14 kiiE

∪=++++∪ −− },,1|}1,1{ { 121 ll kiikk

}),,1;,,1|}1 ,1{ {( 21

1

1

3

0 1
++

+

=

−

= =
==+∑++∑+∪ ii

i

j
j

l

i

i

j
j kvkuvkuk .

Нетрудно убедиться в том, что в графе ),,( 114 −lkkG  число неприво-
димых циклов, проходящих через вершину 1 (эти циклы имеют длину,
равную либо 4 , либо l ), равно

211

1

1
11 )1(

2
1),,( kkkkkkf

l

i
il ⋅−⋅⋅+∏=

−

=
− .

Если 11 ≥k  и 02 >k , то истинно неравенство
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0)1(
2
1

211 ≥⋅−⋅⋅ kkk .

Следовательно, если выполнено условие N∈−121 ,,, lkkk , то истинно не-
равенство

∏≥
−

=
−

1

1
11 ),,(

l

i
il kkkf .                                     (3.28)

Так как 13 +⋅= kn  )( N∈k , 7≥n  и

nkkk l =++++ − 1121 ,

то, положив в (3.28)

3121 ==== −lkkk ,

получим
13

  1

) 3 () 3,,3,3 ( −

−

≥ n

разl

f .                                  (3.29)

Из (3.29) непосредственно вытекает справедливость неравенства (3.27), что
и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Замечание 3.8. Граф ),,( 114 −lkkG  )3 ,( ≥∈ ll N  из теоремы 3.5 обладает
тем свойством, что для каждого числа

}{)}1(2,,6,4{ lli ∪−⋅∈

существует цикл длины i , проходящий через вершину 1. Однако среди этих циклов
неприводимыми являются только циклы длин 4  и l .

Из теоремы 3.5, в частности, вытекает, что существует такой закон
роста ∞→m , удовлетворяющий условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задача построения в явном виде множества всех неприводимых цик-
лов, проходящих через фиксированную вершину Vv∈  графа

),(),( mnEVG G∈= , не принадлежит классу )(RLcl  при любом представ-
лении R  графа G . Тем не менее, эта задача принадлежит классу

)(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списками, либо мат-
рицами смежности (либо вершин, либо ребер).
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Действительно, достаточно последовательно (одну за другой) гене-
рировать все последовательности

11
,,

−lii vvv   ) ||,,3( Vl =

попарно различных элементов множества V  (эта задача принадлежит
классу )(RLcl ) и проверять для каждой из них, выполнено ли свойство:

«
11

,,
−lii vvv  – неприводимый цикл в графе ),( EVG = ».

Отметим, что проверка этого свойства является задачей, принадлежащей
классу )(RLcl .

Рассмотрим теперь задачу построения гамильтоновых циклов в за-
данном графе ),(),( mnEVG G∈= . Эти задачи являются модельными за-
дачами теории графов и имеют многочисленные применения, как в самой
теории графов, так и в ее приложениях.

Задача построения в явном виде одного (безразлично, какого имен-
но) гамильтонового цикла в графе ),(),( mnEVG G∈=  принадлежит клас-
су )(RLcl , где R  – представление графов, либо списками, либо матрицами
смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, достаточно зафиксировать вершину Vv∈  и после-
довательно генерировать (одно за другим) )1( −n -размещения без повторе-
ний элементов множества }{\ vV , каждый раз сохраняя только текущее
размещение (очевидно, что эта задача принадлежит классу )(RLcl ). Для
каждой последовательности

11
,,

−nii vvv

проверяется, выполнено ли свойство:

«
11

,,
−nii vvv  – цикл в графе ),( EVG = ».

При положительном ответе происходит остановка вычислений, так как ис-
комый гамильтонов цикл найден. Если осуществлена проверка всех ука-
занных выше последовательностей и положительный ответ не найден, то
искомый путь не существует.

Очевидно, что задача построения множества всех гамильтоновых
циклов в графе ),(),( mnEVG G∈=  не принадлежит классу )(RLcl  при
любом представлении R  графа G .
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Действительно, известно, что число гамильтоновых циклов в полном
графе nK  равно )!1( −n . Как было отмечено ранее, nK – экстремальный

граф (так как ) 2,( 


∈ nnK n G ).

Покажем, что экспоненциальная оценка для числа гамильтоновых
циклов в графе ),( mnG G∈ , достижима уже в случае, когда

)(nm Θ=   )( ∞→n .

Теорема 3.6. Пусть )(, Gциклгам
mn
−L  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N  – максималь-

ное число гамильтоновых циклов в графе ),( mnG  и

)(max ,),(, Gгам
mnmnG

циклгам
mn LL

G∈

− = .

Если 23 +⋅= kn   )( N∈k , то

23
104, ) 12 (5.0 −−
−⋅ ⋅≥ nциклгам

nnL .                                   (3.30)

Доказательство. Пусть )3 (mod 2≡n  и 5≥n . Рассмотрим граф

)104,(),() 3,,3,3 ( 5

  
3

2

5 −⋅∈=
−

nnEVG
раз

n

G ,

полученный в результате следующей небольшой модификации графа

),() 3,,3,3 ( 2

  
3

2

2 EVG
раз

n

=
−

из теоремы 3.2:

},1{25 nEE ∪= .

Каждому гамильтоновому ),1( n -пути

],,,,1[ 21 nii n−=π

в графе ) 3,,3,3 (
  

3
2

2

раз
n

G
−

 можно поставить в соответствие гамильтонов цикл

nii n 21 ,1 −
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в графе ) 3,,3,3 (
  

3
2

5

разn

G
−

. Очевидно, что указанное соответствие является од-

нозначным, т.е. различным гамильтоновым ),1( n -путям в графе
) 3,,3,3 (

  
3

2

2

раз
n

G
−

 соответствуют различные гамильтоновы циклы в графе

) 3,,3,3 (
  

3
2

5

разn

G
−

. Отсюда непосредственно вытекает, что число гамильтоно-

вых циклов в графе ) 3,,3,3 (
  

3
2

5

разn

G
−

 не меньше, чем число гамильтоновых

),1( n -путей в графе ) 3,,3,3 (
  

3
2

2

раз
n

G
−

. Следовательно, справедливость неравен-

ства (3.30) вытекает из неравенства (3.16), что и требовалось доказать.
Теорема доказана.

Из теоремы 3.6, в частности, вытекает, что существует такой закон
роста ∞→m , удовлетворяющий условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задача построения в явном виде множества всех гамильтоновых цик-
лов в графе ),( mnG G∈  не принадлежит классу )(RLcl  при любом пред-
ставлении R  графа G . Тем не менее, эта задача всегда принадлежит классу

)(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списками, либо мат-
рицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, достаточно зафиксировать вершину v  графа
),(),( mnEVG G∈=  и генерировать последовательно (одну за другой) по-

следовательности

11
,,

−nii vvv ,

попарно различных элементов множества V , проверяя для каждой из них,
выполнено ли свойство:

«
11

,,
−nii vvv  – гамильтонов цикл в графе ),( EVG = ».

В заключение рассмотрим задачи построения в явном виде мно-
жеств, как всех самых длинных, так и всех самых длинных неприводимых
циклов, проходящих через фиксированную вершину Vv∈  графа

),(),( mnEVG G∈= . Справедливы следующие оценки.
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Теорема 3.7. Пусть )(max
, Gцикл
mn
−L  и )(max

, Gциклнепр
mn

−−L  ) 20 ,,( 


≤≤∈ nmmn N

– максимальное число, соответственно, самых длинных и самых длинных
неприводимых циклов, проходящих через фиксированную вершину графа

),( mnG G∈ ,

)(max max
,),(

max
, Gцикл

mnmnG

цикл
mn

−

∈

− = LL
G

и

)(max max
,),(

max
, Gциклнепр

mnmnG

циклнепр
mn

−−

∈

−− = LL
G

.

Тогда:
1. Если 23 +⋅= kn  )( N∈k , то

23max
104, ) 12 (5.0 −−
−⋅ ⋅≥ nцикл

nnL .                                  (3.31)

2. Если )3 (mod 1≡n  и 13≥n , то

13max
63, ) 3 ( −−−
−⋅ ≥ nциклнепр

nnL .                                     (3.32)

Доказательство. 1. В графе

)104,(),() 3,,3,3 ( 5

  
3

2

5 −⋅∈=
−

nnEVG
раз

n

G   ( 23 +⋅= kn , )( N∈k )

из теоремы 3.6, множество всех самых длинных циклов, проходящих через
любую фиксированную вершину, совпадает с множеством всех гамильто-
новых циклов. Следовательно, справедливость неравенства (3.31) непо-
средственно вытекает из неравенства (3.30), что и требовалось доказать.

Рассмотрим граф

)63,(),() 3,,3,3 ( 4

  
3

1

4 −⋅∈=
−

nnEVG
раз

n

G   ( 13 +⋅= kn , )( N∈k )

из теоремы 3.5. Если 13≥n , то множество всех самых длинных неприво-
димых циклов, проходящих через вершину 1, совпадает с множеством всех
неприводимых циклов длины l , проходящих через вершину 1 (см. замеча-
ние 3.8). Следовательно, справедливость неравенства (3.32) непосредст-
венно вытекает из неравенства (3.27) (см. доказательство теоремы 3.5), что
и требовалось доказать.

Теорема доказана.
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Из теоремы 3.7, в частности, вытекает, что существуют такие законы
роста ∞→m , удовлетворяющие условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задачи построения в явном виде как множества всех самых длинных,
так и самых длинных неприводимых циклов, проходящих через фиксиро-
ванную вершину графа ),( mnG G∈ , не принадлежат классу )(RLcl  при
любом представлении R  графа G . Тем не менее, обе эти задачи всегда
принадлежат классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо
списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, для построения в явном виде как множества всех са-
мых длинных, так и самых длинных неприводимых циклов, проходящих
через фиксированную вершину Vv∈  графа ),( mnG G∈ , достаточно по-
следовательно генерировать (одно за другим) i -размещения без повторе-
ний ),2,1( −−= nni  элементов множества }{\ vV  (эта задача принадле-
жит классу )(RLcl ). Для каждой последовательности

ijj vvv ,,
1

проверяется, выполнено ли свойство, соответственно, либо

«
ijj vvv ,,

1
 – цикл в графе ),( EVG = »,

либо

«
ijj vvv ,,

1
 – неприводимый цикл в графе ),( EVG = ».

Отметим, что проверка каждого из этих свойств – задача, принадле-
жащая классу )(RLcl . Если существует такое }3,,2,1{ −−∈ nnl , что су-
ществует последовательность

ljj vvv ,,
1

,

обладающая проверяемым свойством, то длина искомых циклов равна
10 +l , где 0l  – наибольшее из указанных значений l . Если же для всех

}3,,2,1{ −−∈ nnl  ни одна из последовательностей

],,,,[
1

vvvv
ljj ′′′=π

не обладает проверяемым свойством, то искомое решение – пустое множе-
ство.
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3.4. Построение остовных деревьев.

Всюду в настоящем пункте считаем, что nEVG S∈= ),(  – связный
граф (ранее было показано, что проверка свойства «быть связным» для
графа nEVG S∈= ),(  – задача, принадлежащая классу )(RLcl , где R  –
представление графов, либо списками, либо матрицами смежности (либо
вершин, либо ребер)). Отметим, что из свойства «быть связным» непосред-
ственно вытекает, что если ),(),( mnEVG G∈=  )( N∈n  – связный граф, то

1−≥ nm . Обозначим через ),( mnconG  множество всех связных графов
),(),( mnEVG G∈=  )1( −≥ nm .

Покажем, что задача построения множества всех остовных деревьев
для графа ),(),( mnEVG conG∈=  )1( −≥ nm  заведомо принадлежит классу

)(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списками, либо мат-
рицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, каждое остовное дерево графа ),(),( mnEVG conG∈=
представимо в явном виде в рамках памяти ),,( mnV R , так как оно является
графом, принадлежащим множеству )1,( −nnconG . Поэтому, достаточно за-
нумеровать ребра графа G  числами m,,2,1  (т.е., фактически, построить
таблицу 1.1 для графа G , что является задачей, принадлежащей классу

)(RLcl ) и затем последовательно (одно за другим) генерировать )1( −n -
размещения без повторений

121 −niii

элементов множества },,2,1{ m  (что осуществимо в рамках памяти
),,( mnV R ). Каждая порожденная последовательность 121 −niii  определяет

подграф 
121 ,,, −niiiG  графа G  с множеством ребер },,,{ 121 −niii  (очевидно, что

этот подграф представим в рамках памяти ),,( mnV R ). Для графа 
121 ,,, −niiiG

осуществляется проверка свойства:

«быть порядка n  и быть связным».

Нетрудно убедиться в том, что проверка этого свойства осуществима в
рамках памяти ),,( mnV R . В случае положительного ответа граф 

121 ,,, −niiiG  –
очередное остовное дерево.

Отметим, что из приведенного выше решения непосредственно вы-
текает, что задача построения одного (безразлично, какого именно) остов-
ного дерева для графа ),(),( mnEVG conG∈=  принадлежит классу )(RLcl ,
где R  – представление графов, либо списками, либо матрицами смежности
(либо вершин, либо ребер).



160

Покажем, что существует такой закон роста ∞→m , удовлетворяю-
щие условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задачи построения в явном виде множества всех остовных деревьев
для графа ),(),( mnEVG conG∈=  не принадлежит классу )(RLcl  при любом
представлении R  графа G .

Следствие 3.3. Пусть )(Gдеростовн
n

−L  )( N∈n  – максимальное число ос-
товных деревьев в графе ),( mnG conG∈  и

)(max
),(

Gдеростовн
nmnG

деростовн
n

con

−

∈

− = LL
G

.

Если 23 +⋅= kn  )( N∈k , то

23
114, ) 12 (5.0 −−
−⋅ ⋅≥ nдеростовн

nnL .                                   (3.33)

Доказательство. Любой гамильтонов путь в графе является остов-
ным деревом для этого графа. Предположим, что существует гамильтонов

)( vv ′′−′ -путь )( vv ′′≠′  между двумя фиксированными вершинами v′  и v ′′
графа ),( mnG conG∈ . Тогда число остовных деревьев для графа G  не
меньше, чем число гамильтоновых )( vv ′′−′ -путей в графе G . Теперь дос-
таточно применить теорему 3.2, чтобы убедиться в том, что существует
граф )114,( −⋅∈ nnG conG , для которого число остовных деревьев удовле-
творяет неравенству (3.33), что и требовалось доказать.

Следствие доказано.

Из следствия 3.3 непосредственно вытекает, что существует такой
закон роста ∞→m , удовлетворяющие условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задачи построения в явном виде множества всех остовных деревьев
для графа ),(),( mnEVG conG∈=  не принадлежит классу )(RLcl  при любом
представлении R  графа G .

Гамильтонов )( vv ′′−′ -путь vv ′′−′π  в графе ),( EVG =  (если он сущест-
вует) является остовным деревом, удовлетворяющем следующему усло-
вию: существует хотя бы одна такая вершина v  графа G , что )( vv −′ -путь
в дереве vv ′′−′π  является наиболее длинным )( vv −′ -путем в графе G .
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Замечание 3.9. Указанному выше свойству в остовном дереве vv ′′−′π , например,
всегда удовлетворяет вершина v ′′ .

Важный класс (непустой для любого связного графа ),( EVG = ) об-
разуют следующие остовные деревья.

Определение 3.3. Остовное дерево T  графа ),( EVG =  называется
деревом кратчайших путей из вершины Vv ∈′ , если )( vv ′′−′ -путь в дереве
T  является кратчайшим )( vv ′′−′ -путем в графе G  для любой вершины

}{\ vVv ′∈′′ .

Задача построения для графа ),(),( mnEVG conG∈=  одного (безраз-
лично, какого именно) дерева кратчайших путей из фиксированной вер-
шины Vv ∈′  принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление графов,
либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Действительно, во-первых, достаточно построить (по аналогии с тем,
как это было сделано в алгоритме 3.1) такую конечную последователь-
ность множеств

110 ,,,, +kk UUUU ,

что

}{0 vU ′= ,   ∅=+1kU

и
i

j
jii UUU

0
1 )(\)(

=
+ Γ=  ),,1,0( ki = .

Во-вторых, для каждой вершины v ′′ , принадлежащей множеству 1+iU
)0,1,,2,1( −−= kki  достаточно выбрать одно (безразлично, какое имен-

но) ребро },{ vv ′′ , где iUv∈ .
Из возможности применения поиска с возвращением (Backtracking)

для организации выбора ребер

},{ vv ′′   ),( 1 ii UvUv ∈∈′′ +

всеми возможными способами непосредственно вытекает, что для графа
),(),( mnEVG conG∈=  задача построения множества всех деревьев крат-

чайших путей из фиксированной вершины Vv ∈′  заведомо принадлежит
классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списками, ли-
бо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).
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Покажем, что существует такой закон роста ∞→m , что эта задача
не принадлежит классу )(RLcl  при любом представлении R  графа

),(),( mnEVG conG∈= .

Теорема 3.8. Пусть )(, Gпуткрдер
mn

−−L  ) 21 ,,( 


≤≤−∈ nmnmn N  – макси-

мальное число деревьев кратчайших путей из фиксированной вершины
графа ),( mnG conG∈  и

)(max ,),(, Gпуткрдер
mnmnG

путкрдер
mn

con

−−

∈

−− = LL
G

.

Тогда:
1. Если 13 +⋅= kn  )( N∈k , то

4
93, 3 −−−
−⋅ ≥ nпуткрдер

nnL .                                          (3.34)

2. Если 13 +⋅= kn  )( N∈k  и 7≥n , то

1
)1(25.0,

) )1(5.0(2
−−−

−⋅
−⋅≥ nпуткрдер

nn
nL .                          (3.35)

Доказательство. Пусть 13 +⋅= kn  )( N∈k . Выберем из множества

),( 1232211 −− ⋅++⋅+⋅+ llcon kkkkkkknG   )2 ,,( ≥∈ lln N ,

где

nkkk l =++++ − 1121   ),,,( 121 N∈−lkkk ,               (3.36)

такой граф ),(),,( 6116 EVkkG l =− , что

∪+== }1,,2|},1{ { 16 kiiE

}),,1;,,1|}1 ,1{ {( 21

1

1

3

0 1
++

+

=

−

= =
==+∑++∑+∪ ii

i

j
j

l

i

i

j
j kvkuvkuk .

Покажем, что в графе ),,( 116 −lkkG  число деревьев кратчайших пу-
тей из вершины 1 равно

132

22111 ),,( −

−− ⋅⋅= lk
l

kk
l kkkkkf .                            (3.37)

Действительно, в графе ),,( 116 −lkkG  любое дерево T  кратчайших
путей из вершины 1 содержит все ребра, принадлежащие множеству

}1,,2|},1{ { 1 += kii ,
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а также, для каждого значения 3,,1,0 −= li  в точности 2+ik  ребер, соеди-
няющих вершины, принадлежащие множеству

},,1|1{ 2

1

1
+

+

=
=+∑+ i

i

j
j kvvk

с вершинами, принадлежащими множеству

},,1|1{ 1
1

+
=

=+∑+ i

i

j
j kuuk .

Выбор указанных выше 2+ik  )3,,1,0( −= li  ребер осуществим 2

1
+

+
ik

ik
способами (что совпадает с числом отображений 2+ik -элементного множе-
ства в 1+ik -элементное множество). Для различных значений 3,,1,0 −= li
выбор ребер осуществляется независимо, откуда и вытекает справедли-
вость формулы (3.37).

Рассмотрим граф

)93,(),() 3,,3,3 ( 6

  
3

1

6 −⋅∈=
−

nnEVG con

раз
n

G .

Положим в (3.36)

3121 ==== −lkkk .                                    (3.38)

Получим

3
421)1(3 −=−⇒=+−⋅ nlnl .                             (3.39)

Подставим (3.38) и (3.39) в (3.37). Получим

43
4

  
3

4

33

  
3

1

32733) 3,,3,3 ( −
−

−−

==⋅⋅= n
n

раз
n

разn

f .                      (3.40)

Из равенства (3.40) непосредственно вытекает, что неравенство (3.34) – ис-
тинное, что и требовалось доказать.

Рассмотрим граф

),(),(),( 2
66 kknEVkkG con +∈= G .

Положим в (3.36) 3=l  и

kkk == 21 .                                           (3.41)
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Получим

)1(5.012 −⋅=⇒=+⋅ nknk .                             (3.42)

Подставим (3.41) и (3.42) в (3.37). Получим

1) )1(5.0())1(5.0),1(5.0( −−⋅=−⋅−⋅ nnnnf .              (3.43)

Из равенства (3.43) непосредственно вытекает, что неравенство (3.35) – ис-
тинное, что и требовалось доказать.

Теорема доказана.

Из теоремы 3.8, в частности, вытекает, что существует такой закон
роста ∞→m , удовлетворяющий условию

)(nm Θ=   )( ∞→n ,

что задача построения в явном виде множества всех деревьев кратчайших
путей из фиксированной вершины Vv ∈′  графа ),(),( mnEVG conG∈= , не
принадлежит классу )(RLcl  при любом представлении R  графа G .

Рассмотрим теперь задачи построения экономных остовных деревь-
ев. Эти деревья образуют один из основных классов (непустой для любого
связного графа ),( EVG = ) остовных деревьев и имеют многочисленные
применения в процессе разработки и анализа алгоритмов на графах.

Пусть на множестве вершин графа ),(),( mnEVG conG∈=  зафикси-
рована функция стоимости ребер

+→ ZECOSTG : .                                        (3.44)

Обозначим через )(GST  )),(( mnG conG∈  множество всех остовных
деревьев графа G . Распространим функцию GCOST  на множество )(GST
следующим образом: если )(),( GEV ST∈= TT , то

∑=
∈ T

T
Ee

G eCOSTCOST )()( .                                 (3.45)

Определение 3.4. Остовное дерево )(GST∈T  графа ),( mnG conG∈
называется экономным (economical spanning tree) (или, иными словами,
остовным деревом наименьшей стоимости), если

)(min)(
)(

TT
T

′=
∈′ GGG COSTCOST

ST
.                            (3.46)
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Обозначим через )(GeconST  )),(( mnG conG∈  множество всех эконом-
ных остовных деревьев графа G .

Задача построения одного (безразлично, какого именно) экономного
дерева )(GeconST∈T  принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление
графов, либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо
ребер).

Действительно (см., напр. [14]), чтобы построить экономное дерево
)(),( GEV econST∈= TT  графа ),(),( mnEVG conG∈= , достаточно последова-

тельно, одно за другим, так выбирать из множества оставшихся ребер гра-
фа G  самые дешевые (т.е. для них значение функции GCOST  – наимень-
шее), чтобы множество выбранных ребер не содержало циклов. Соответст-
вующий алгоритм имеет следующий вид.

Алгоритм 3.6.

Шаг 1. ∅=:TE , ),( T:T EV= , EU =: , 1:=i .
Шаг 2.

}  }){,( |{:)( циклсодержитeEVграфUeUDel T ∪∈= .

Шаг 3. )(\: UDelUU = .
Шаг 4.

)(min)(|{:)( eCOSTeCOSTUeUCHEAPEST GUeG ′=∈=
∈′

.

Шаг 5. Выбрать ребро )(UCHEAPESTe∈ , eui =: , }{: iuEE ∪= TT ,
}{\: iuUU = .

Шаг 6. 1: += ii .
Шаг 7. Если 1|| −≤ Vi , то переход к шагу 2, иначе конец.

Корректность алгоритма 3.6, фактически, показана в [14, стр. 13].
Нетрудно убедиться в том, что емкостная сложность алгоритма 3.6

равна ),,( mnV R . Отсюда непосредственно вытекает, что задача построения
одного (безразлично, какого именно) экономного дерева )(GeconST∈T  при-
надлежит классу )(RLcl , где R  – представление графов, либо списками,
либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер), что и требовалось
показать.

Из возможности применения поиска с возвращением (Backtracking)
для организации выбора ребер )(UCHEAPESTe∈  всеми возможными спо-
собами вытекает, что для графа ),(),( mnEVG conG∈=  задача построения
множества )(GeconST  всех экономных остовных деревьев заведомо принад-
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лежит классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов, либо списка-
ми, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). Тем не менее,
для любого представления R  графа G  эта задача не всегда принадлежит
классу )(RLcl .

Действительно, достаточно рассмотреть специальный случай, когда
функция стоимости ребер имеет следующий вид

1)( =eCOSTG   )),(),(( mnEVG conG∈=

для всех Ee∈ . Теперь достаточно применить следствие 3.3. Более того, из
теоремы 3.8 непосредственно вытекает, что для рассматриваемого случая
справедливо следующее следствие.

Следствие 3.4. Пусть )(, Gдеростэкон
mn

−−L  ) 21 ,,( 


≤≤−∈ nmnmn N  – мак-

симальное число экономных остовных деревьев в графе ),( mnG conG∈ , где
максимум берется по всем функция стоимости ребер. Положим

)(max ,),(, Gдеростэкон
mnmnG

деростэкон
mn

con

−−

∈

−− = LL
G

.

Тогда:
1. Если 13 +⋅= kn  )( N∈k , то

4
93, 3 −−−
−⋅ ≥ nдеростэкон

nnL .                                          (3.47)

2. Если 13 +⋅= kn  )( N∈k  и 7≥n , то

1
)1(25.0,

) )1(5.0(2
−−−

−⋅
−⋅≥ nдеростэкон

nn
nL .                           (3.48)

В заключение отметим, что из полученных в настоящем пункте ре-
зультатов непосредственно вытекает принадлежность классам )(RLcl  и

)(RLcl-WORK  задач, связанных с построением для заданного графа
),( mnG conG∈ , соответственно, одного (безразлично, какого именно) и всех

кодеревьев, т.е. дополнений к остовным деревьям. Отсюда вытекает, что
классам )(RLcl  и )(RLcl-WORK  принадлежат задачи построения для за-
данного графа ),( mnG conG∈ , соответственно, одного (безразлично, какого
именно) и всех коциклов. В частности, классу )(RLcl  принадлежит задача
построения базиса коциклов, а классу )(RLcl-WORK  – задача построения
всех базисов коциклов для заданного графа ),( mnG conG∈ .
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3.5. Pebbling.

Составной частью решения достаточно широкого класса задач,
сформулированных в терминах графов, является построение обхода вер-
шин заданного графа в соответствии с теми или иными правилами. Тради-
ционно в теории графов и ее приложениях исследуются обходы вершин
графов, связанные с построением либо гамильтонового пути или цикла,
либо эйлерового контура, следа или прогулки (см., напр., [5]). Другой тип
обходов для специальных (возможно, бесконечных) графов с выделенными
вершинами – прямоугольных лабиринтов (см., напр., [6]) – является пред-
метом изучения теории алгоритмов, представленной в терминах МТ и свя-
зан, в основном, с исследованием алгоритмической разрешимости задачи
построения требуемого обхода. В настоящем пункте рассматривается со-
вершенно иной тип обхода вершин заданного конечного связанного ацик-
лического орграфа. Этот тип обхода базируется на аксиоматике теории
сетевого планирования и управления (PERT) и характеризуется тем, что
«наступление любого очередного этапа возможно только после того, как
наступили все непосредственно предшествующие ему этапы». Именно
согласованность рассматриваемых в настоящем пункте обходов с аксиома-
тикой PERT является гарантией их широкого применения в процессе ре-
шения прикладных задач. Введем необходимые понятия и определения.

Обозначим через ),( mn
or

acyclcon−G  множество всех связных ацикличе-

ских орграфов ),( mnG
or

G∈ . Пусть в орграфе ),(),( mnEVG
or

acyclcon−∈= G
зафиксированы две такие вершины v′  и v ′′  ) ;,( vvVvv ′′≠′∈′′′ , что v′  – ис-
точник (т.е. ∅=′Γ− )(1 v ). Процесс )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  орграфа

),( mnG
or

acyclcon−∈G  определяется как любой процесс обхода вершин орграфа
G  в моменты времени +∈Zt  в соответствии со следующими правилами:

1. В начальный момент времени 0=t  камешком покрывается вер-
шина v′ .

2. В момент времени N∈t  вершина Vv∈  может быть покрыта ка-
мешком тогда и только тогда, когда в момент времени 1−t  покрыты ка-
мешками все вершины, принадлежащие множеству )(1 v−Γ .

3. Камешек может быть убран в любой момент времени с любой
вершины Vv∈ , покрытой в этот момент камешком.

4. Процесс успешно завершается (terminates) в первый момент вре-
мени, когда камешком покрывается вершина v ′′ .

5. Процесс – неуспешный (fails), если не существует момент времени
N∈t , когда вершина v ′′  покрыта камешком.
Задача, состоящая в том, чтобы выяснить существует ли (успешный)

процесс )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  для орграфа ),( mnG
or

acyclcon−∈G  за-
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ведомо принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление графов, либо
списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). Дейст-
вительно, эта задача имеет положительное решение тогда и только тогда,
когда орграф ),( mnG

or

acyclcon−∈G  удовлетворяет следующим двум условиям:
1) существует путь, идущий из вершины v′  в вершину v ′′ ; 2) не существу-
ет такой вершины v , что существует путь, идущий из вершины v  в верши-
ну v ′′  и не существует путь, идущий из вершины v′  в вершину v .

Ясно, что в случае положительного ответа, задача, состоящая в по-
строении одного (безразлично, какого именно) процесса )( vv ′′→′ -pebbling

))(( 1 ∅=′Γ− v  для орграфа ),( mnG
or

acyclcon−∈G , также заведомо принадлежит
классу )(RLcl . Тривиальное решение этой задачи легко получить с помо-
щью || V  камешков.

Как правило, использование камешка для разметки вершины в тео-
ретико-графовой модели связано с материальными «затратами» в реальном
моделируемом процессе. Поэтому естественно рассматривать только про-
цесс )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  для орграфа ),( mnG

or

acyclcon−∈G , осу-
ществляемый с помощью минимально возможного числа камешков. Это
наименьшее число камешков, в конечном итоге, характеризует сложность
процесса )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  для орграфа ),( mnG

or

acyclcon−∈G .
Задача построения процесса )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  для

орграфа ),(),( mnEVG
or

acyclcon−∈= G  допускает естественную декомпозицию,
формулируемую следующим образом. Будем говорить, что орграф

),(),( mnEVG
or

acyclcon−∈= G  представим в виде последовательного соедине-
ния компонент, если G  состоит из таких подграфов ),( iii EVG =

),,1( li = , что:
1) 1Vv ∈′  и lVv ∈′′ ;
2) }{1 ijii vVV =∩ +  для всех 1,,1 −= li ;
3) },,{

11 −ljj vv  – множество точек сочленения орграфа G ;
4) истинно равенство

VV
l

i
i =

=1
,

причем множества

}{\},,{\,},,{\},{\
112211 121 −−−− lll jljjljjj vVvvVvvVvV

попарно не пересекаются.
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Структура орграфа ),( mnG
or

acyclcon−∈G , представимого в виде после-
довательного соединения компонент показана на рис. 3.4.

Очевидно, что для орграфа ),( mnG
or

acyclcon−∈G , представимого в виде
последовательного соединения компонент (см. рис. 3.4), задача построения
процесса )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  сводится к независимому по-
строению следующей l -элементной последовательности pebbling-процес-
сов для компонент:

)(
1j

vv →′ -pebbling компоненты 1G ,

)(
21 jj vv → -pebbling компоненты 2G ,

)(
12 −−

→
ll jj vv -pebbling компоненты 1−lG ,

)(
1

vv
lj

′′→
−

-pebbling компоненты 1G .

Независимое построение pebbling-процессов для компонент дает
конструктивные средства для организации параллельных вычислений при
построении процесса )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  для орграфа

),( mnG
or

acyclcon−∈G . При этом, степень параллелизма равна числу l  выде-

ленных компонент орграфа ),( mnG
or

acyclcon−∈G . Более того, сложность про-

цесса )( vv ′′→′ -pebbling ))(( 1 ∅=′Γ− v  для орграфа ),( mnG
or

acyclcon−∈G  сле-
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дующим образом выражается через сложности pebbling-процессов компо-
нент. Пусть 1k  и lk  – минимальное число камешков, необходимых, соот-
ветственно, для процесса )(

1j
vv →′ -pebbling компоненты 1G  и для процес-

са )(
1

vv
lj

′′→
−

-pebbling компоненты 1G , а ik  )1,,2( −= li  – минимальное
число камешков, необходимых для )(

1 ii jj vv →
−

-pebbling компоненты iG .
Тогда минимальное число Gk  камешков, необходимых для процесса

)( vv ′′→′ -pebbling орграфа G  вычисляется следующим образом

},,,max{ 21 lG kkkk = .

Учитывая возможность декомпозиции построения pebbling-процесса,
без ограничения общности можно считать, что рассматриваемый орграф

),( mnG
or

acyclcon−∈G  не имеет точек сочленения.
Рассмотрим модельную задачу построения pebbling-процесса для

специального типа орграфов, представляющих собой h -мерный куб
)( N∈h , имеющий hn  )( N∈n  вершин. Формально, такой орграф имеет

следующий вид:

),()( EVcube =nh ,  ),( N∈hn

где

разh

nn

  

NNV ××=   }),,2,1{( nn =N ,

а множество дуг

}|),{(\)( VvvvVVE ∈×⊂

определяется следующим образом: если

Vv ∈= ),,( 1 hvv ,  Vu ∈= ),,( 1 huu ,

то Euv ∈),(  тогда и только тогда, когда выполнены следующие два усло-
вия:

1) )})(,,1{( ii uvhi ≤∈∀ ;

2) ∑ =−
=

h

i
ii vu

1
1|| .

Зафиксируем вершины E1 ∈= ) 1,,1 (
  разh

, En ∈= ) ,, (
  разh

nn  и оценим

сложность процесса )( n1→ -pebbling h -мерного куба ),()( EVcube =nh

),( N∈hn .
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Обозначим через ),( hnkcube  ),( N∈hn  минимальное число камешков,
необходимых для того, чтобы осуществить процесс )( n1→ -pebbling h -
мерного куба ),()( EVcube =nh .

Если 1=n , то орграф )(nhcube  состоит из единственной вершины,
т.е. является тривиальным. Следовательно, 1),1( =hkcube  для всех N∈h .
Поэтому всюду в дальнейшем предполагается, что 1>n .

Пример 3.2. На рис 3.5-3.7 изображены графы ),()( EVcube =nh  )( N∈n  для
случаев, когда }3,2,1{∈h .
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Ясно, что для сложности процесса )1( n→ -pebbling 1-мерного куба )(1 ncube
и процессов )( n1→ -pebbling 2 -мерного куба )(2 ncube  и 3 -мерного куба

)(3 ncube  истинными являются следующие оценки.

2)1,( =nkcube   )2,( ≥∈ nn N ,

2)2,( nnk ≤cube   )2,( ≥∈ nn N ,

3)3,( nnk ≤cube   )2,( ≥∈ nn N .
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Исследуем сложность процесса )( n1 → -pebbling h -мерного куба
)(nhcube  )2,,( ≥∈ nhn N  в случае, когда 2≥h .

Рассмотрим вначале случай, когда 2=h , т.е. исследуем сложность
процесса )( n1 → -pebbling 2 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N .

Замечание 3.10. Орграф )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N  представляет собой специ-
альный случай орграфа

),(, EVba =rect   )2, ;,( ≥∈ baba N ,

где },,1{},,1{ baV ×= , а множество }|),{(\)( VvvvVVE ∈×⊂ , определя-
ется следующим образом: если Ev ∈= ),( 21 vv  и Eu ∈= ),( 21 uu , то

)1 |||| (&)(&)(),( 22112211 =−+−≤≤⇔∈ vuvuuvuvEuv .

Действительно, для всех N∈n  )2( ≥n  истинно равенство

nnn ,2 )( rectcube = .

Орграф ba ,rect  )2, ;,( ≥∈ baba N  назовем прямоугольником (для определен-

ности считаем, что прямоугольник ba ,rect  содержит a  вершин на горизонтальной сто-
роне и b  вершин на вертикальной стороне). Обозначим через ),( baf  минимальное
количество камешков, необходимых для того, чтобы осуществить процесс

)),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect . Установим некоторые свойства peb-

bling-процесса прямоугольника ba ,rect  (а, следовательно, и pebbling-процесса орграфа

)(2 ncube ).
Обозначим через ),( baS  минимальное (по мощности) множество камешков,

необходимых для процесса )),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect . Тогда

),( |),(| bafbaS = .

Так как ba ,rect  и ab ,rect  – изоморфные графы, то ),(),( abSbaS = , и, следо-
вательно, ),(),( abfbaf = .

Для орграфа ),( EVG =  })|),{(\)(( VvvvVVE ∈×⊆  положим:

)()( vv +Γ=g   )( Vv ∈ .

Определим степени отображения g  обычным образом, а именно: для всех Vv ∈

)()(1 vv gg = ,

)(
1

1

1

)()(
vv

l

l
vv

g

gg
∈

+ =   )( N∈l .
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Утверждение 3.1. При любом процессе )),()1,1(( ba→ -pebbling прямоуголь-
ника ba ,rect  )2, ;,( ≥∈ baba N  хотя бы раз покрывается камешком каждая вершина

),( ji  )1 ,1( bjai ≤≤≤≤ .

Доказательство. Возможны следующие два случая.
1. Пусть ),(),( baji = . Тогда вершина ),( ji  покрывается камешком на послед-

нем шаге любого процесса )),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect , что и
требовалось доказать.

2. Пусть ),(),( baji ≠ . Предположим противное, т.е. что существует такой
процесс )),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect , что вершина ),( ji  ни разу
не покрывается камешком.

Покажем, что в этом случае ни одна из вершин, принадлежащих множеству
)),((1 jil+g  )( +∈ Zl , также ни разу не покрывается камешком, принадлежащим мно-

жеству ),( baS . Доказательство проведем индукцией по числу l .
Пусть 0=l . Из определения pebbling-процесса вытекает, что ни одна из вер-

шин, принадлежащих множеству

)),(()),(()),(( 110 jijiji ggg == + ,

ни разу не покрывается камешком, что и требовалось показать.
Предположим, что утверждение справедливо для всех hl ,,1,0= .
Пусть 1+= hl . Из предположения индукции вытекает, что в процессе

)),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect  ни одна из вершин 1v , принадлежа-

щих множеству )),((1 jih+g , ни разу не покрывается камешком. Так как

)),((
1

1)1(

1
1

)()),((
jiv

h

h
vji

+∈

++ =
g

gg ,

и вершина 1v  ни разу не покрывается камешком, то из определения pebbling-процесса
вытекает, что ни одна из вершин, принадлежащих множеству )( 1vg , а, следовательно,

и множеству )),((1)1( jih ++g , ни разу не покрывается камешком, что и требовалось по-
казать.

Очевидно, что ),(),( 1 jiba l+∈ g , если 1},max{ −−−= jbial . Поэтому, из
того, что вершина ),( ji  ни разу не покрывается камешком, вытекает, что в процессе

)),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect  вершина ),( ba  ни разу не покрыва-
ется камешком. Полученное противоречие показывает, что предположение – ложное.
Следовательно, при реализации любого процесса )),()1,1(( ba→ -pebbling прямо-
угольника ba ,rect  каждая вершина ),(),( baji ≠  )1 ,1( bjai ≤≤≤≤  хотя бы раз по-
крывается некоторым камешком.

Утверждение доказано.
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Найдем теперь нетривиальную верхнюю оценку сложности процесса
)( n1 → -pebbling 2 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N .

Лемма 3.1. Истинна следующая верхняя оценка сложности )( n1 → -
pebbling 2 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N

1)2,( +≤ nnkcube   )2,( ≥∈ nn N .                           (3.49)

Доказательство. Рассмотрим следующий алгоритм, осуществляю-
щий процесс )( n1 → -pebbling 2 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N
(обозначим через ),( jiµ  камешек, помещенный в вершину ),( ji , а через

),( ji→µ  – укладку камешка в вершину ),( ji ).

Алгоритм 3.7.

/* инициализация значений */
begin

do ni ,,1=
)1,(i→µ

end
)2,1(→µ

/* продвижение вперед */
do 2,,1 −= nj

do 1,,1 −= ni
)1,1(),( ++→ jijiµ

end
)1,1(),( +→ jjnµ

end

/* последняя итерация */
do 1,,1 −= ni

),1()1,( nini +→−µ
end

end

Корректность алгоритма 3.7 очевидна. Число камешков, которое ис-
пользует этот алгоритм в процессе )( n1 → -pebbling 2 -мерного куба

)(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N , равно 1+n , откуда вытекает, что неравенство
(3.50) – истинное, что и требовалось доказать.

Лемма доказана.
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Замечание 3.11. Верхняя оценка, установленная в лемме 3.1, дает возможность
установить аналогичную верхнюю оценку для сложности процесса )),()1,1(( ba→ -
pebbling прямоугольника ba ,rect  )2, ;,( ≥∈ baba N

Утверждение 3.2. Для всех N∈ba,  )2,( ≥ba  истинно неравенство

1},min{),( +≤ babaf .                                           (3.50)

Доказательство. Чтобы убедиться в истинности неравенства (3.50), достаточно
применить для процесса )),()1,1(( ba→ -pebbling прямоугольника ba ,rect  следующие
небольшие модификации алгоритма 3.7. Если ba ≤ , то осуществляется последова-
тельный (горизонтальная сторона за горизонтальной стороной) обход прямоугольника

ba ,rect  снизу вверх. Если же ba > , то осуществляется последовательный (вертикаль-

ная сторона за вертикальной стороной) обход прямоугольника ba ,rect  слева направо.
Утверждение доказано.

Замечание 3.12. При доказательстве леммы 3.1 верхняя оценка сложности про-
цесса )( n1 → -pebbling 2 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N  установлена с по-
мощью построения pebbling-процесса, сложность которого равна этой оценке.

Если необходимо найти точную оценку сложности pebbling-процесса, доказа-
тельство, обычно, разбивается на 2 этапа. На 1-м этапе устанавливается (как правило,
тем же методом, что и при доказательстве леммы 3.1) верхняя, а на 2-м этапе – нижняя
оценка сложности pebbling-процесса. Часто метод доказательства нижней оценки
сложности pebbling-процесса состоит в том, что показывается, что данное число ка-
мешков не дает возможность покрыть целевую вершину. При этом, удобно представ-
лять все возможные схемы покрытия вершин орграфа с помощью данного числа ка-
мешков в терминах акцептора (представленного либо в явном, либо в неявном виде).

Проиллюстрируем описанный выше подход на простом примере.

Пример 3.3. Пусть 2=n . Покажем, что

3)2,2( =cubek .                                                     (3.51)

Вначале покажем, что

3)2,2( ≤cubek ,                                                     (3.52)

т.е. что три камешка достаточно для того, чтобы осуществить процесс ))2,2()1,1(( → -
pebbling 2 -мерного куба )2(2cube . Эту задачу, например, решает следующая схема

)}2,2(),1,2(),2,1{()}1,2(),2,1(),1,1{()}2,1(),1,1{()}1,1{( ⇒⇒⇒ .

Теперь покажем, что

3)2,2( ≥cubek ,                                                    (3.53)

т.е. что два камешка недостаточно для того, чтобы осуществить процесс
))2,2()1,1(( → -pebbling 2 -мерного куба )2(2cube .
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Предположим, что в процессе покрытия вершин 2 -мерного куба )2(2cube  ис-
пользуется два камешка. Все допустимые схемы таких покрытий представлены акцеп-
тором, изображенным на рис. 3.8 (через ),( ji→µ  обозначено действие: «убрать ка-
мешек из вершины ),( ji »). Так как ни одна из схем не приводит к покрытию камеш-

ком вершины )2,2( , то не существует процесс ))2,2()1,1(( → -pebbling 2 -мерного ку-
ба )2(2cube  с использованием двух камешков, что и требовалось показать.

Из истинности неравенств (3.52) и (3.53) вытекает, что равенство (3.51) – истин-
ное, что и требовалось показать.

Рассмотрим теперь случай, когда 3=h , т.е. исследуем сложность
процесса )( n1 → -pebbling 3 -мерного куба )(3 ncube  )2,( ≥∈ nn N .

Лемма 3.2. Истинна следующая верхняя оценка сложности )( n1 → -
pebbling 3 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N

nnnk +≤ 2)3,(cube   )2,( ≥∈ nn N .                           (3.54)

Доказательство. Обозначим через pebble ),,( 32 ii∗  }),,1{,( 32 nii ∈
процедуру, состоящую в последовательном (одна за другой) замощении
камешками вершин 3 -мерного куба )(2 ncube  )2,( ≥∈ nn N , принадлежа-
щих множеству
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}},,1{|),,{(),,( 132132 niiiiii ∈=∗   }),,1{,( 32 nii ∈ ,

а через move ),,(),,( 3232 iiii ′′∗→∗  }),,1{,,,( 3322 niiii ∈′′  – процедуру, состоя-
щую в последовательном (один за другим) переносе камешков из множе-
ства вершин ),,( 32 ii∗  в множество вершин ),,( 32 ii ′′∗  в соответствии со схе-
мой

),,(),,( 321321 iiiiii ′′→µ   }),,1{( 1 ni ∈ .

Рассмотрим следующий алгоритм, осуществляющий процесс
)( n1 → -pebbling 3 -мерного куба )(3 ncube  )2,( ≥∈ nn N .

Алгоритм 3.8.

/* инициализация значений */
begin

do ni ,,12 =
)1,,( 2i∗pebble

end
)2,1,(∗pebble

/* продвижение вперед */
do 2,,13 −= ni

do 1,,12 −= ni
)1,1,(),,( 3232 ++∗→∗ iiiimove

end
)1,1,(),,( 33 +∗→∗ iinmove

end

/* последняя итерация */
do 1,,12 −= ni

),1,()1,,( 22 nini +∗→−∗move
end

end

Корректность алгоритма 3.8 очевидна. Число камешков, которое ис-
пользует этот алгоритм в процессе )( n1 → -pebbling 3 -мерного куба

)(3 ncube  )2,( ≥∈ nn N , равно nn +2 , откуда вытекает, что неравенство
(3.54) – истинное, что и требовалось доказать.

Лемма доказана.
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Нетрудно заметить, что алгоритмы 3.7 и 3.8 имеют одну и ту же
структуру. Более того, процедура pebble представляет собой, по сути, при-
менение алгоритма 3.7 в алгоритме 3.8. Отсюда непосредственно вытекает
следующее. Во-первых, целесообразно (а главное, не очень сложно) при-
менить рекурсию при построении процесса )( n1 → -pebbling h -мерного
куба )(nhcube  )2, ;,( ≥∈ hnhn N . Во-вторых, применение рекурсии обос-
новывает истинность следующей асимптотической оценки сложности про-
цесса )( n1 → -pebbling h -мерного куба )(nhcube  )2, ;,( ≥∈ hnhn N .

Теорема 3.9. Истинна следующая асимптотическая оценка сложно-
сти процесса )( n1 → -pebbling h -мерного куба )(nhcube  )2, ;,( ≥∈ hnhn N

)(),( 1−= hnOhnkcube   )( ∞→n .                           (3.55)

Замечание 3.13. Орграф ba ,rect  )2, ;,( ≥∈ baba N  (см. замечания 3.10 и 3.11)
представляет собой специальный случай h -мерного параллелепипеда

),(,1
EV

haa =prlppd ,  )2,, ; ,,( 11 ≥∈ hh aaaa N

где },1{},,1{ 1 haaV ××= , а множество }|),{(\)( VvvvVVE ∈×⊂ , опре-
деляется следующим образом: если Ev ∈= ),,( 1 hvv  и Eu ∈= ),,( 1 huu , то

)1 ||  (&)})(,,1{(),(
1

∑ =−≤∈∀⇔∈
=

h

i
iiii vuuvhiEuv .

Орграф )(nhcube  )2, ; ,( ≥∈ hnhn N , в свою очередь, представляет собой
специальный случай орграфа 

haa ,1
prlppd  )2,, ; ,,( 11 ≥∈ hh aaaa N , что непо-

средственно вытекает из истинности равенства

разh

nnh n
  

,,)( prlppdcube = .

Обозначим через ),,( 1 haaf  минимальное количество камешков, необходи-
мых для того, чтобы осуществить процесс )),,()1,,1(( 1

  

h

разh

aa→  pebbling орграфа

haa ,1
prlppd  )2,, ; ,,( 11 ≥∈ hh aaaa N . Из (3.55) вытекает истинность следую-
щей асимптотической оценки

)}),,1|((max{),,( 1
1

−== h
ih hiaOaaf   ).,( 1 ∞→haa .

В заключение отметим, что утверждение 3.1 легко обобщается на случай оргра-
фа 

haa ,1
prlppd  )2,, ; ,,( 11 ≥∈ hh aaaa N .
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3.6. Выводы.

Полученные в настоящем разделе результаты показывают, что для основных за-
дач теории графов, связанных с построением путей, циклов и остовных деревьев ти-
пичной является следующая ситуация. Задача построения одного (безразлично, какого
именно) объекта принадлежит классу )(RLcl , где R  – представление графов и/или
орграфов, либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер). В то
же время, число конструируемых объектов является экспонентой от числа вершин ис-
следуемого графа (ряд таких нетривиальных оценок для числа конструируемых объек-
тов установлен в настоящем разделе). Отсюда непосредственно вытекает, что задачи
построения всех объектов данного типа заведомо не принадлежат классу )(RLcl  при
любом представлении R  графа и/или орграфа. Однако, как показано в настоящем раз-
деле, эти задачи принадлежат классу )(RLcl-WORK , где R  – представление графов,
либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин, либо ребер).

Задачи, связанные с перемещениями по графу и/или орграфу в соответствии с
определенными правилами к заданной цели имеют многочисленные применения, как в
фундаментальных, так и прикладных исследованиях. С этой точки зрения особый инте-
рес представляет pebbling, сфера приложений которого определяется многочисленными
применениями методов сетевого планирования и управления. Принадлежность задачи
построения одного (безразлично, какого именно) pebbling-процесса классу )(RLcl , где
R  – представление орграфов, либо списками, либо матрицами смежности (либо вер-
шин, либо ребер), гарантирует эффективность его применения при разработке алгорит-
мов на графах. Из установленной в настоящем разделе асимптотической оценки слож-
ности процесса )( n1 → -pebbling h -мерного куба )(nhcube  )2, ;,( ≥∈ hnhn N  вы-
текает достаточно низкая относительная сложность этого процесса, т.е. число ис-
пользуемых камешков, приходящихся на одну вершину. Действительно, из (3.55) выте-
кает, что асимптотическая оценка относительной сложности процесса )( n1 → -

pebbling h -мерного куба )(nhcube  )2, ;,( ≥∈ hnhn N  равна )( 1−nO  )( ∞→n , т.е.
вообще не зависит от числа h .

В заключение отметим, что, по-видимому, перспективным является исследова-
ние задач построения pebbling-процессов для специальных, достаточно узких, классов
связных ациклических орграфов, в том числе описание классов таких подграфов, для
которых существует эффективная декомпозиция задач построения pebbling-процессов.
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4. ЗА ПРЕДЕЛАМИ КЛАССА )(RLcl-WORK .

Классы )(RLcl  и )(RLcl-WORK  состоят из задач теории графов, разреши-
мых с помощью алгоритмов, простейших с точки зрения их емкостной сложности.
Этим классам задач заведомо не принадлежат задачи построения объектов, чья емкост-
ная сложность – экспонента от числа вершин исходных графов, причем в принципе не-
возможна последовательная генерация (один за другим) фрагментов этих объектов в
рамках линейной памяти, до полного их построения. Основная цель настоящего разде-
ла состоит в том, чтобы показать, что существует ряд модельных задач, как дискретной
математики, так и теории графов, которые не принадлежат классу )(RLcl-WORK .

Структура настоящего раздела – следующая. В п.4.1 сделан ряд замечаний, в ча-
стности, связанных с техникой, используемой в настоящем разделе. В п.4.2 показано,
что классу )(RLcl-WORK  не принадлежат задачи, как идентификации начального
состояния, так и синхронизации множества допустимых начальных состояний, для ко-
нечного слабоинициального автомата – модельные задачи теории автоматов, естест-
венно сводящиеся к построению специальных стратегий прогулок по направленному
мультиграфу (возможно, с петлями) с раскрашенными дугами. В п.4.3 показано, что
классу )(RLcl-WORK  не принадлежит задача построения супервизора для адаптив-
ного управления системой дискретных событий, представленной моделью автоматного
типа. Эта задача сводится к построению специальной адаптивной стратегии прогулки
(т.е. прогулки, осуществляемой конечным автоматом) по направленному мультиграфу
(возможно, с петлями) с раскрашенными дугами. В п.4.4 показано, что классу

)(RLcl-WORK  не принадлежит задачи построения выигрышных стратегий для игр
двух лиц на графе, состоящих в построении пути между двумя вершинами. П.4.5 со-
держит краткие выводы.

4.1. Предварительные замечания.

В п.3.1 было отмечено, что поиск является универсальным и, часто,
единственным методом решения достаточно широкого класса задач дис-
кретной математики и ее многочисленных приложений. Основная причина
такого положения состоит в следующем. Поиск, в качестве основной опе-
рации, фактически заложен, в явном или неявном виде, во всех остальных
действиях с рассматриваемыми теоретико-множественными (часто, по
своей сути, лингвистическими) объектами дискретной математики. Кроме
того, для действий с этими объектами (именно в силу их теоретико-
множественной природы), в принципе отсутствует эффективный алгебраи-
ческий аппарат, предназначенный именно для вычислений, а не для деск-
риптивных описаний в терминах групп эндоморфизмов или автоморфиз-
мов (которые сами по себе могут быть объектами с достаточно сложной
структурой). В таких случаях решение задач дискретной математики мето-
дом поиска (т.е. построение последовательности (3.1)), по своей сути, сво-
дится к построению и просеиванию с помощью правил отсечения доста-
точно большого по числу элементов множества достаточно длинных по-
следовательностей (теоретико-множественных) объектов вида
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)(
11 ,11 −−=

kjkjjkj aaFa   ) ;,2,1( F∈= jFk ,

где F  – конечное множество порождающих элементов полугруппы опера-
торов. Ясно, что в большинстве случаев неограниченный рост, как длины,
так и числа конструируемых и анализируемых последовательностей объ-
ектов, приводит к экспоненциальной емкостной сложности поиска. Поэто-
му все задачи дискретной математики и ее приложений, принадлежащие к
указанному типу задач, которые естественно сводятся к задаче на графе
(направленном графе, мультиграфе и т.д.), заведомо порождают задачи
теории графов, не принадлежащие классу )(RLcl-WORK .

В ряде случаев построение указанных выше последовательностей
элементов }{ kja  естественно сводится к построению стратегии прогулки
специального вида по некоторому графу. Таким образом, за пределы клас-
са )(RLcl-WORK  заведомо выводят следующие задачи дискретной мате-
матики и ее приложений.

Во-первых, это задачи, сводящиеся к построению стратегий не пред-
ставимых в рамках линейной памяти таких прогулок по графу, что в прин-
ципе невозможна последовательная генерация (один за другим) фрагмен-
тов этих прогулок в рамках линейной памяти, до полного их построения.

Во-вторых, это ряд задач, сводящихся к построению сложных адап-
тивных стратегий прогулок по графу. Такие стратегии допускают естест-
венное представление в терминах специальных конечных автоматов (или
их коллективов) с экспоненциальным от числа вершин графа числом со-
стояний, осуществляющих специальный обход графа. Этот класс задач
имеет непосредственную связь с задачами исследования поведения конеч-
ных автоматов в (необязательно прямоугольных) лабиринтах.

В третьих, это ряд задач, сводящихся к построению выигрышных
стратегий (которые также допускают естественное представление в терми-
нах специальных конечных автоматов) в игре двух лиц на графе. Здесь
можно выделить следующие два типа игр на графе. К первому типу игр
относятся игры, цель которых состоит в построении определяемого в тер-
минах исходного графа объекта, не представимого в рамках линейной па-
мяти и не допускающего построения в виде фрагментов, представимых в
рамках линейной памяти. Ко второму типу игр относятся игры, цель кото-
рых состоит в построении представимого в рамках линейной памяти объ-
екта, определяемого в терминах исходного графа, но вычисление характе-
ристической функции множества партий, приводящих к выигрышу, экви-
валентно решению ряда задач типа БФК (БУЛЕВСКИЕ ФОРМУЛЫ С
КВАНТОРАМИ).

Последняя задача представляет собой классическую P-SPACE-
COMPLETE задачу, формулируемую, обычно, следующим образом (см.,
напр. [3])
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БУЛЕВСКИЕ ФОРМУЛЫ С КВАНТОРАМИ (БФК)

Условие: Задана правильно построенная булевская формула

),,()())(( 12211 nnn xxfxxx QQQ=F ,

где },{ ∃∀∈iQ  ),,1( ni = , а ),,( 1 nxxf  – булевское выражение с пере-
менными nxx ,,1 .

Вопрос: Верно ли, что формула F  истинна?

Отметим, что сложность решения задачи БФК определяется именно
формулами с чередующейся последовательностью кванторов ∀  и ∃ – ти-
пичными характеристическими функциями при построении выигрышных
стратегий в играх двух лиц.

4.2. Задачи идентификации состояний автоматов.

Пусть ),,,,( λδYXQM =  – заданный автомат (Мили) (Q  – множест-
во состояний, X  и Y  – соответственно, входной и выходной алфавит,

QXQ →×:δ  и YXQ →×:λ  – функция, соответственно, переходов и
выходов). Функции переходов и выходов автомата M , как правило, рас-
ширяются до функций QXQ →× ∗:~δ  и YXQ →× ∗:~λ  с помощью ра-
венств:

qq =Λ),(~δ ,   )),,(~(),(~ xpqpxq δδδ = ,

qq =Λ),(~λ ,   )),,(~(),(~),(~ xpqpqpxq δλλλ = ,

Зафиксируем множество 0Q  )2 ||,( 00 ≥⊆ QQQ  допустимых
начальных состояний. Пара ),( 0QM  называется слабоинициальным авто-
матом. Для слабоинициального автомата ),( 0QM  входное слово +∈ Xp
называется:

1) диагностическим, если

)),(~),(~)(,( 0 qqpqpqQqq ′′=′⇒′′=′∈′′′∀ λλ ;

2) синхронизирующим, если

)),(~),(~)(,( 0 xqxqQqq ′′=′∈′′′∀ δδ ;

3) установочным, если

),(~),(~),(~),(~)(,( 0 pqpqpqpqQqq ′′=′⇒′′=′∈′′′∀ δδλλ .
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Из этих определений вытекает, что:
1) диагностическое слово идентифицирует начальное состояние за-

данного слабоинициального автомата (т.е. то состояние, в котором автомат
находился до подачи на него входного слова);

2) установочное слово идентифицирует финальное состояние задан-
ного слабоинициального автомата (т.е. то состояние, в которое автомат пе-
рейдет после подачи на него слова);

3) синхронизирующее слово идентифицирует финальное состояние
заданного слабоинициального автомата за счет стягивания множества 0Q  в
одноэлементное множество.

По этой причине диагностические, синхронизирующие и установоч-
ные слова для слабоинициального автомата ),( 0QM  называются иденти-
фицирующими словами. Известно, что задачи построения минимальных
(по длине) идентифицирующих слов для заданного слабоинициального ав-
томата являются модельными задачами теории автоматов. Поэтому слож-
ность решения этих задач, во многом, определяет сложность решения для
широкого класса задач теории автоматов.

Замечание 4.1. Естественным обобщением идентифицирующих слов, имеющим
многочисленные приложения на практике, являются слова, идентифицирующие со-
стояние автомата с точностью до класса некоторого отношения эквивалентности, опре-
деленного на множестве состояний. Разработкой методов и исследованием сложности
построения таких слов занимались многие авторы. Чтобы не усложнять изложение, ог-
раничимся рассмотрением только тех слов, которые идентифицируют состояние слабо-
инициального автомата в обычном смысле, т.е. так, как это было определено выше.

Обозначим через ),( 0QMdL , ),( 0QMhL  и ),( 0QMsL  минимальную
длину, соответственно, диагностического, установочного и возвратного
слова для слабоинициального автомата ),( 0QM , а через nmk ,,M  – множество
всех автоматов ),,,,( λδYXQM = , имеющих фиксированные множества
состояний },,1{ kQ = , входной алфавит },,1{ mX =  и выходной алфа-
вит },,1{ nY = . Определим отображения

+→ Z},,2{:,, ku
nmkL   }),,{( shdu ∈

равенством

).(max)( 0,,,, QMr u
nmk

u
nmk LL =   }),,2{( kr ∈ ,

где максимум берется по всем nmkM ,,M∈  и всем таким QQ ⊆0 , что
rQ = || 0  и положим

)(max ,,},,2{,, ru
nmkkr

u
nmk LL

∈
= .
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Таким образом, )(,, rd
nmkL , )(,, rh

nmkL , )(,, rs
nmkL , d

nmk ,,L , h
nmk ,,L  и s

nmk ,,L  пред-
ставляют собой функции Шеннона, характеризующие сложность построе-
ния минимальных идентифицирующих слов. Исследованию этих функций
Шеннона посвящен ряд работ. В 1965 году T.N. Hibbard установил сле-
дующую точную оценку максимальной длины минимального установочно-
го слова

)1()2(5.0)(,, −⋅−⋅⋅= rrkrh
nmkL   }),,2{( kr ∈ .

В 1970 году Z. Kohavi доказал, что в специальном случае, когда QQ =0 ,
истинной является следующая верхняя оценка длины минимального син-
хронизирующего слова

2
,, )1(5.0)( −⋅⋅≤ kkks
nmkL .

Имеется много невыясненных моментов, связанных с оценками длин
минимальных диагностических и синхронизирующих слов. Верхние оцен-
ки

rd
nmk krr ⋅−≤ )1()(,,L   }),,2{( kr ∈ ,

!)(,, krd
nmk ≤L   }),,2{( kr ∈

установили, соответственно, A. Gill в 1965 году и P. Starke в 1967 году.
В 1976 году М.Н. Соколовский показал, что истинными являются

верхняя оценка
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где 0→ε , если ∞→r , а также нижняя оценка
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В 1978 году И.К. Рысцов доказал, что в специальном случае, когда QQ =0 ,
истинной является следующая точная асимптотическая оценка
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6
~)(log ,,3

kkd
nmkL   )( ∞→k .

Работы М.Н. Соколовского и И.К. Рысцова объединяет то, что ис-
пользуемые в них автоматы имеют входной алфавит, мощность которого,
фактически, совпадает с длиной минимального диагностического слова.
Однако в 1987 году В.Г. Скобелев показал, что уже для случая автомата с
двухбуквенным входным алфавитом истинными являются следующие экс-
поненциальные нижние оценки для функций Шеннона d

nmk ,,L  и s
nmk ,,L

)(
,2,

kOd
nk e≥L   )( ∞→k ,

)(
,2,

kOs
nk e≥L   )( ∞→k .

Автомат nmkM ,,M∈  представляет собой модель нечисловой природы.
Как следствие, единственно возможным методом построения минималь-
ных идентифицирующих слов для слабоинициального автомата ),( 0QM

)( ,, nmkM M∈  является поиск. Следовательно, сложность построения мини-
мальных идентифицирующих слов для слабоинициального автомата

),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  определяется сложностью соответствующего поиска.
Очевидно, что построение минимальных установочных слов для слабо-
инициального автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  осуществимо в рамках памя-
ти )( 2kO  )( ∞→k . Иная ситуация имеет место при построении минималь-
ных диагностических и синхронизирующих слов для слабоинициального
автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈ . Во-первых, как было отмечено выше, ниж-
ние оценки функций Шеннона для длин минимальных диагностических и
синхронизирующих слов являются экспонентами от числа состояний ав-
томата. Во-вторых, несложно построить примеры последовательностей
слабоинициальных автоматов, для которых как длина, так и ширина дерева
поиска минимальных диагностических и/или синхронизирующих слов яв-
ляются функциями вида )( )(kfkO  )( ∞→k , где ∞→)(kf , если ∞→k .

Одним из способов задания автомата ),,,,( λδYXQM =  является его
представление направленным мультиграфом (возможно, с петлями) MG ,
дуги которого раскрашены элементами множества YX ×  в соответствии со
специальными правилами. Положим

)}),((&)),((|),{(),)(( yxqqxqYXyxqqYX =′=×∈=′× λδ ,

|} ),(|{| ),( qxqXxqqwght ′=∈=′ δ   ),( Qqq ∈′ .
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Направленный мультиграф MG  характеризуется следующим обра-
зом:

1) множеством вершин направленного мультиграфа MG  является
множество Q ;

2) множество дуг направленного мультиграфа MG  содержит
|||| XQ ⋅  элементов, определяемых следующим образом: число экземпля-

ров дуги ),( qq ′  ),( Qqq ∈′  равно ),( qqwght ′  (равенство 0),( =′qqwght  оз-
начает, что дуга ),( qq ′  вообще отсутствует), причем эти экземпляры окра-
шены различными элементами множества ),)(( qqYX ′× .

Пример 4.1. На рис. 4.1.а) автомат ),,,,(1 λδYXQM =  представлен в виде
автоматной таблицы (или, иными словами, в виде таблицы переходов-выходов). Для
этого автомата }6,5,4,3,2,1{=Q , }1,0{=X  и }2,1,0{=Y .

Направленный мультиграф 
1MG , представляющий автомат 1M , изображен на

рис. 4.1.б). Число его вершин равно 6 || =Q , а число дуг равно

1226 |||| =⋅=⋅ XQ .

Для упрощения изображения обычно принимается соглашение о том, что все эк-
земпляры дуги ),( qq ′  представляются одним экземпляром. На этом экземпляре запи-
сываются все элементы множества ),)(( qqYX ′× , разделенные знаками дизъюнкции.
При этом элемент ),)((),( qqYXyx ′×∈  принято записывать в виде yx / .
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Покажем, что задачи построения идентифицирующих слов для сла-
боинициального автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  допускают естественную
интерпретацию в терминах задач построения специальных стратегий про-
гулок по направленному мультиграфу MG .

Покажем вначале, что любое входное слово
+∈= Xxxxp l21

можно рассматривать как стратегию прогулки (длины l ) по направлен-
ному мультиграфу MG .

Действительно, выберем в направленном мультиграфе MG  произ-
вольную вершину, которую обозначим через Λq . Существует единственная
дуга 1e  с началом в вершине Λq , окрашенная таким элементом

YXyx ×∈),( , что 1xx = . Пусть дуга 1e  заканчивается в вершине 
1xq . Су-

ществует единственная дуга 2e  с началом в вершине 
1xq , окрашенная та-

ким элементом YXyx ×∈),( , что 2xx = . Пусть дуга 2e  заканчивается в
вершине 

21xxq  и т.д. В результате описанных действий для каждой вершины

Λq  направленного мультиграфа MG  единственным образом определяется
следующая прогулка длины l  с началом в вершине Λq

ll xxlxxlxxxq qeqeqeqeq
111211

,,,,,,,,, 121 −Λ −Λ=π .

Пример 4.2. Рассмотрим стратегию прогулки по направленному мультиграфу

1MG  (см. пример 4.1), определяемую входным словом 2310 . В зависимости от выбора

начальной вершины в направленном мультиграфе 
1MG , эта стратегия определяет сле-

дующие прогулки (через 0)1,1(  и 1)1,1(  обозначена петля в вершине 1, окрашенная, со-
ответственно, элементом YX ×∈)0,0(  и элементом YX ×∈)0,1( ):

начальная вершина – 1:   1,)1,1(,1,)1,1(,1,)1,1(,1,)1,1(,1,)1,1(,1 110001 =π ;

начальная вершина – 2 :   1,)1,1(,1),1,3(,3),3,2(,2),2,3(,3),3,2(,2 12 =π ;

начальная вершина – 3 :   1,)1,1(,1),1,2(,2),2,3(,3),3,2(,2),2,3(,3 13 =π ;

начальная вершина – 4 :   1,)1,1(,1),1,4(,4),4,6(,6),6,5(,5),5,4(,4 14 =π ;

начальная вершина – 5 :   1,)1,1(,1),1,5(,5),5,4(,4),4,6(,6),6,5(,5 15 =π ;

начальная вершина – 6 :   1,)1,1(,1),1,6(,6),6,5(,5),5,4(,4),4,6(,6 16 =π .
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Характеристикой прогулки

lll qeqqeqeq ,,,,,,,, 132110 −=π

по направленному мультиграфу MG  )( ,, nmkM M∈  назовем такое выходное
слово

∗∈Yyyy l21 ,

что YXyx ii ×∈),(  ),,1( li =  – окраска дуги ie .

Пример 4.3. Характеристиками прогулок

61 ,, ππ

из примера 4.2 являются, соответственно, выходные слова

200 , 0 , 0 , 0 , 100 , 0 355535 .

Задачи построения идентифицирующих слов для слабоинициального
автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  могут быть следующим образом охаракте-
ризованы в терминах задач построения стратегий прогулок по направлен-
ному мультиграфу MG , изображения отметок вершин которого покрыты
кляксами (или, иными словами, не наблюдаемы):

1) задача построения диагностического слова для слабоинициально-
го автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  эквивалентна задаче построения такой
стратегии прогулки +∈ Xp  по направленному мультиграфу MG , что для
каждой начальной вершины 0Qq ∈ , осуществив прогулку qπ  в соответст-
вии со стратегией p , можно идентифицировать начальную вершину q  на
основе анализа только характеристики прогулки qπ ;

2) задача построения установочного слова для слабоинициального
автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  эквивалентна задаче построения такой стра-
тегии прогулки +∈ Xp  по направленному мультиграфу MG , что для каж-
дой начальной вершины 0Qq ∈ , осуществив прогулку qπ  в соответствии со
стратегией p , можно идентифицировать финальную вершину на основе
анализа только характеристики прогулки qπ ;

3) задача построения синхронизирующего слова для слабоинициаль-
ного автомата ),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  эквивалентна задаче построения такой
стратегии прогулки +∈ Xp  по направленному мультиграфу MG , что для
всех начальных вершин 0Qq ∈  завершение прогулки qπ , осуществляемой в
соответствии со стратегией p , происходит в одной и той же вершине.
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Пример 4.4. Рассмотрим направленный мультиграф 
1MG  (см. пример 4.1). По-

ложим }6,2,1{0 =Q .
Стратегия прогулки по направленному мультиграфу 

1MG , определяемая вход-

ным словом 2310  (см. пример 4.1), для всех начальных вершин 0Qq ∈  дает возмож-
ность идентифицировать как начальную, так и финальную вершины на основе анализа
только характеристики соответствующей прогулки. Более того, для всех начальных
вершин 0Qq ∈ , завершение прогулки, осуществляемой в соответствии с этой страте-
гией, происходит в одной и той же вершине, а именно, в вершине 1.

Описанные выше стратегии прогулок по направленному мультигра-
фу MG  )( ,, nmkM M∈ , изображения отметок вершин которого покрыты
кляксами, назовем стратегиями идентификации множества вершин 0Q .
Выделим следующие основные типы таких стратегий.

Стратегию +∈ Xp  идентификации множества вершин 0Q  в направ-
ленном мультиграфе MG  назовем:

1) оптимальной, если входное слово p  – минимальное идентифици-
рующее слово для слабоинициального автомата ),( 0QM ;

2) не избыточной, если ни одно из слов, полученных в результате
вычеркивания в слове p  хотя бы одной буквы, не является идентифици-
рующим словом для слабоинициального автомата ),( 0QM .

Рассмотрим задачи построения стратегий идентификации множества
вершин 0Q  в направленном мультиграфе MG  )( ,, nmkM M∈ , предназначен-
ных для идентификации финальной вершины.
Очевидно, что задача построения одной (безразлично, какой именно) оп-
тимальной стратегии принадлежит классу )(RLcl  в следующих случаях.

Во-первых, когда R  – представление MG  матрицей смежности вер-
шин.

Во-вторых, когда

)(km Ω=   )( ∞→k

и R  – представление MG  либо матрицей смежности дуг, либо списками
смежности (либо вершин, либо дуг).

Однако, если

)(kom =   )( ∞→k

и R  – представление MG  либо матрицей смежности дуг, либо списками
смежности (либо вершин, либо дуг), то остается открытым даже вопрос о
принадлежности рассматриваемой задачи классу )(RLcl-WORK .
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Ясно также, что задача построения множества всех оптимальных
стратегий принадлежит классу )(RLcl-WORK , если либо R  – представле-
ние MG  матрицей смежности вершин, либо

)(km Ω=   )( ∞→k

и R  – представление MG  либо матрицей смежности дуг, либо списками
смежности (либо вершин, либо дуг). В случае, когда

)(kom =   )( ∞→k

и R  – представление MG  либо матрицей смежности дуг, либо списками
смежности (либо вершин, либо дуг), вопрос о принадлежности задачи по-
строения множества всех оптимальных стратегий классу )(RLcl-WORK  –
открытый. Также открытым является вопрос о принадлежности классу

)(RLcl-WORK  задачи построения множества всех не избыточных страте-
гий для всех представлений R  направленного мультиграфа MG .

Рассмотрим теперь задачи построения стратегий идентификации
множества вершин 0Q  в направленном мультиграфе MG  )( ,, nmkM M∈ ,
предназначенных как для идентификации начальной вершины, так и для
завершения всех прогулок с началом, принадлежащем множеству 0Q , в
одной и той же вершине.

Очевидно, что если

2 || 0 =Q ,

то задача построения всех оптимальных стратегий принадлежит классу
)(RLcl  для всех представлений R  направленного мультиграфа MG  (однако,

открытым является вопрос о принадлежности классу )(RLcl-WORK  зада-
чи построения множества всех не избыточных стратегий для всех пред-
ставлений R  направленного мультиграфа MG ).

Из нижних оценок функций Шеннона для длин минимальных диаг-
ностических и синхронизирующих слов для слабоинициального автомата

),( 0QM  )( ,2, nkM M∈  вытекает, что задачи построения как оптимальных,
так и не избыточных стратегий не принадлежат классу )(RLcl-WORK  для
всех представлений R  направленного мультиграфа MG , при условии, что

1||  || 3 0 −≤≤ QQ .

Однако для всех представлений R  направленного мультиграфа MG
открытым является вопрос о принадлежности классу )(RLcl-WORK  задач
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построения как оптимальных, так и не избыточных стратегий в случае, ко-
гда

QQ =0 .

Идентифицирующие для заданного слабоинициального автомата
),( 0QM  )( ,, nmkM M∈  слова определяют тип экспериментов с автоматом,

который принято называть безусловным. Этот тип эксперимента характе-
ризуется тем, что на исследуемый автомат полностью подается входное
слово и наблюдается реакция автомата на него. После этого на анализе
только реакции автомата на поданное на него слово делается заключение о
соответствующем состоянии автомата и эксперимент завершается. В соот-
ветствии с этим, рассмотренные выше стратегии идентификации множест-
ва вершин 0Q  в направленном мультиграфе MG  )( ,, nmkM M∈  также естест-
венно назвать безусловными стратегиями.

Другим типом эксперимента с автоматом является условный экспе-
римент. Он характеризуется тем, что для подаваемого на автомат слова
каждый входной символ, начиная со второго, формируется в зависимости
от реакции автомата на предыдущие символы. В 1973 году В.Г. Скобелев
предложил методы построения автоматов-экспериментаторов, осущест-
вляющих идентификацию состояний слабоинициального автомата ),( 0QM

)( ,, nmkM M∈ .
Автомат-экспериментатор естественно назвать адаптивной страте-

гией идентификации множества вершин 0Q  в направленном мультиграфе
MG  )( ,, nmkM M∈ . Ясно, что прогулка по направленному мультиграфу MG

)( ,, nmkM M∈  используемого при адаптивной стратегии идентификации
множества вершин 0Q  автомата-экспериментатора допускает естественную
интерпретацию в терминах поведения автомата в конечном (не обязатель-
но прямоугольном) лабиринте.

Для сложности построения адаптивных стратегий идентификации
множества вершин 0Q  в направленном мультиграфе MG  )( ,, nmkM M∈  ис-
тинно все то, что было сказано выше о сложности построения соответст-
вующих безусловных стратегий. Это непосредственно вытекает из того,
что число состояний автомата-экспериментатора может совпадать с дли-
ной минимального идентифицирующего слова.

В рассмотренных выше экспериментах с автоматами используется
одно входное слово или, соответственно, один автомат-экспериментатор.
Такие эксперименты принято называть простыми. По аналогии с этим со-
ответствующие стратегии идентификации множества вершин 0Q  в направ-
ленном мультиграфе MG  )( ,, nmkM M∈  также естественно назвать просты-
ми.
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Если в процессе эксперимента с автоматом используется более, чем
одноэлементное, множество входных слов (соответственно, более, чем од-
ноэлементное, множество автоматов-экспериментаторов), каждый элемент
которого предназначен для частичного решения задачи идентификации со-
стояния автомата, а, в совокупности, эти частичные решения дают полное
решение, то эксперимент принято называть кратным. Соответствующие
стратегии идентификации множества вершин 0Q  в направленном мульти-
графе MG  )( ,, nmkM M∈  естественно назвать кооперативными.

Ясно, что прогулки множества автоматов-экспериментаторов по на-
правленному мультиграфу MG  )( ,, nmkM M∈ , используемого для коопера-
тивной адаптивной стратегии идентификации множества вершин 0Q , до-
пускают естественную интерпретацию в терминах поведения коллектива
автоматов в конечном (не обязательно прямоугольном) лабиринте.

Следует отметить, что задача исследования сложности построения
кооперативных стратегий (как безусловных, так и адаптивных) идентифи-
кации множества вершин 0Q  в направленном мультиграфе MG

)( ,, nmkM M∈  не решена до сих пор.

Замечание 4.2. Направленный мультиграф MG , ассоциированный с автоматом
M  принято называть автоматным. Ясно, что определенные выше стратегии прогулок
могут быть обобщены на случай произвольных направленных мультиграфов с раскра-
шенными дугами, изображения отметок вершин которых покрыты кляксами, при над-
лежащем определении характеристики прогулки.

4.3. Системы дискретных событий.

В течение последних пятнадцати лет интенсивно развивается на-
правление, получившее имя системы дискретных событий (СДС). Основ-
ной предмет его исследования – это моделирование и синтез управления
систем большой размерности таких, как гибкие производственные систе-
мы, компьютерные и коммуникационные сети, системы управления в эко-
номике и т.д. Существенной характеристикой СДС является то, что СДС –
динамическая система, эволюция которой управляется внезапными насту-
плениями тех или иных событий в нерегулярные моменты времени.

Среди различных, слабо связанных друг с другом, математических
моделей СДС, большое распространение получила модель автоматного ти-
па, которую предложили в 1987 году P.J. Ramage и W.M. Wonham (см.,
напр. [17]). Эта модель применяется, в основном, для построения адаптив-
ного управления, т.е. для реализации систем типа closed-loop, обеспечи-
вающих принадлежность траекторий событий заданному языку. Фор-
мально, модель автоматного типа для СДС определяется как акцептор
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),,,,( 0 mQqQM δΣ= ,

где Q  и mQ  )( QQm ⊆  – множество, соответственно, состояний и маркиро-
ванных состояний, 0q  )( 0 Qq ∈  – начальное состояние, Σ  – алфавит от-
меток событий, а QQ →Σ×:δ  – (возможно, частичная) функция перехо-
дов. Акцептор M  характеризуется следующими двумя подмножествами
множества ∗Σ :

1) замкнутым поведением, т.е. языком

}   ),(~|{)( 0 определеноsqsM δ∗Σ∈=L ,

содержащим все возможные последовательности событий;
2) языком завершенных заданий

}),(~|{)( 0 mm QsqsM ∈Σ∈= ∗ δL .

Предполагается, что входной алфавит Σ  акцептора M  разбит на два
непустых множества cΣ  и ucΣ , соответственно, управляемых и неуправляе-
мых событий. Первые, при их появлении, могут быть, как реализованы, так
и предотвращены (с помощью соответствующего внешнего агента). Вто-
рые, при их появлении, реализуются обязательно.

Механизм управления предотвращением событий основан на по-
строении супервизора

),( ϕA=S ,

где:
1) ),,,,( 0 finUuUA ψΣ=  – акцептор, представляющий собой настро-

енный автомат (т.е. ψ  – отображение, определенное на множестве Σ×U );
2) }1,0{: →Σ×Uϕ  – такое отображение, что

1),( =σϕ u ,

если ucΣ∈σ  и

}1,0{),( ∈σϕ u ,

если cΣ∈σ , т.е. значение 1 интерпретируется как «реализовать событие»,
а значение 0  – как «блокировать событие». Таким образом, поведение
замкнутой системы (т.е. множество последовательностей событий, реали-
зуемых, пока СДС находится под управлением супервизора S ) представ-
лено некоторой системой автоматного типа SM  (см. рис. 4.2).
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Несмотря на значительное число работ, связанных с исследованием
моделей автоматного типа для СДС, общим для них является разработка с
чистого листа, что проявляется в игнорировании моделей и методов клас-
сической теории автоматов, хотя бы на уровне алгебры источников, систе-
матически проработанной Б.А. Трахтенбротом в 1970 году. В результате
возникает целый ряд узких мест. К наиболее существенным из них отно-
сятся следующие:

1. В основном при моделировании СДС принимается во внимание
недетерминизм, связанный с предотвращением наступления управляемых
событий (ради справедливости следует отметить, что в ряде работ допус-
кается случай, когда QQ ×Σ×⊆δ  – тернарное отношение, хотя это не ре-
шает проблемы). Таким образом, значительная часть неопределенности,
присущей реальным системам, остается вне поля зрения (отметим, что эф-
фективным средством для представления значительной части такой неоп-
ределенности являются пустые дуги в источнике).

2. Почти во всех работах предполагается, что при эволюции СДС
отсутствуют конкурентные процессы. Фактически это означает, что приня-
то предположение (истинность которого представляется весьма сомни-
тельной): существующие конкурентные процессы спрятаны в состоянии
акцептора M . Отметим, что источники дают возможность представлять
конкурентные процессы на уровне подсистемы недетерминизмом в пере-
ходах и наличием пустых дуг, а на уровне всей системы – эффективным ее
представлением в виде композиции источников-компонент.

3. Сложность системы SM  может быть весьма высокой по срав-
нению со сложностью акцептора M . При этом известно, что декомпозиция
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супервизора является концептуально сложной проблемой. Поэтому естест-
венно возникает вопрос о построении децентрализованного управления
для системы, являющейся композицией достаточно простых подсистем.
Алгебра источников как раз и предоставляет эффективные средства реше-
ния этой задачи.

Таким образом, для того, чтобы обойти перечисленные выше узкие
места и в полной мере использовать модели и методы классической тео-
рии автоматов, позволяющие эффективно работать, по крайней мере, в
рамках алгебры Клини, естественно следующим образом определить мо-
дель СДС в терминах двухполюсника – специального типа источника.

Определение 4.1. Назовем СДС такую упорядоченную пару
),( ππ M=M , что ),,,,,( finmin qQqQM δΣ= , где Q  и mQ  )( QQm ⊆  – множе-

ство, соответственно, состояний и маркированных состояний, Σ  – алфа-
вит отметок событий, inq  и finq  ),( Qqq finin ∈  – соответственно, начальное
и финальное состояние, а тернарное отношение переходов

QQ ×Λ∪Σ×⊆ }){(δ

удовлетворяет следующим двум условиям

mfin Qqqq ∈⇔∈Λ δ),,( ,                                   (4.1)

),,)(})({( δσσ ∉∈∀Λ∪Σ∈∀ qqQq fin ,                        (4.2)

а },{ ucc ΣΣ=π  – разбиение множества Σ  на множества cΣ  и ucΣ , соответст-
венно, управляемых и неуправляемых событий.

Множество всех акцепторов ),,,,,( finmin qQqQM δΣ= , имеющих
фиксированные k -элементное множество состояний Q  и l -элементный
алфавит событий Σ  обозначим через lk ,M .

Замечание 4.3. Нетрудно заметить, что акцептор M  из определения 4.1 пред-
ставляет собой обычный двухполюсник с ограничениями на его структуру (определяе-
мыми соотношениями (4.1) и (4.2)), некоторые состояния которого отмечены специаль-
ными метками (т.е. маркированы).

Определим отношение

QQ nn ×Λ∪Σ∪⊆ }){()(δ   )( N∈n

следующим образом

⇔∈Λ∪Σ∈∀∈∀ )),,})(({,,)(,( )(
1010

n
nnnn qqQqq δσσσσ

)),,})((,,1{)(,,( 111 δσ ∈∈∀∈∃⇔ −− iiin qqniQqq .            (4.3)
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Положим

)(~
1

)(
∞

=
∪∆=

n

n
Q δδ ,

где

}|),,{( QqqqQ ∈Λ=∆ .

Замечание 4.4. В формуле (4.3) фигурируют слова в алфавите Σ  с, возможно,
«вкрапленными» в них пустыми символами Λ . Такое соглашение существенно для оп-
ределения отношений )(nδ  )( N∈n  и δ~ . Однако в тех случаях, когда объектом иссле-
дования являются именно слова, то, в соответствии с общепринятыми правилами, эти
пустые символы удаляются. Такие действия не вызывают недоразумений и, в дальней-
шем на них не будет акцентироваться внимание.

Замкнутое поведение и язык завершенных заданий для СДС πM  оп-
ределим равенствами

}}|~),,{(|{)( ∅≠∈∈Σ∈= ∗ Qqqsqs in δπML ,

}~),,)(((|{)( δπ ∈∈∃Σ∈= ∗ qsqQqs inmm ML .

Замечание 4.5. Отметим, что:
1. Условия (4.1) и (4.2) дают возможность прекращать вычисления при дости-

жении маркированного состояния.
2. Отношение переходов вида

QQ ×Λ∪Σ×⊆ }){(δ

дает возможность эффективно реализовать следующие моменты.
Во-первых, в явном виде представить неопределенность, не связанную с предот-

вращением наступления управляемых событий.
Во-вторых, при эволюции СДС эффективно учитывать (если в этом возникает

необходимость) наличие конкурентных процессов.
В третьих, при построении супервизора реализовать две принципиально различ-

ные возможности, а именно: осуществляется или нет переход СДС при предотвраще-
нии управляемого события.

3. Применение стандартной процедуры детерминизации источника дает воз-
можность перейти от любой СДС

),( ππ M=M

к такой СДС

),( ππ
детдет M=M ,
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где детM  – настроенный автомат, что M  и детM  эквивалентны друг другу, как ис-
точники (число состояний настроенного автомата детM  может равняться k2 , где k  –
число состояний двухполюсника M , причем эта оценка – достижимая). При этом

)()( дет
mmm MM LL =π .

Ясно, что именно СДС типа дет
πM  является эффективным средством для построения

супервизора

),( ϕπ
детM=S

для СДС πM . Отметим также, что выполнение равенства

)()( дет
mMM LL =π

может быть обеспечено за счет специальной маркировки состояния ∅  настроенного
автомата детM . Более того, эффективно разрешима задача построения супервизора, в
результате действий которого реализуется некоторое максимальное (по включению)
расширение языка завершенных заданий.

Действительно, эта задача сводится к построению (обычным образом) двухпо-
люсника, представляющего максимальный язык завершенных заданий, его детермини-
зации и построения соответствующего отображения ϕ .

Более сложная ситуация имеет место при построении супервизора, в результате
действий которого реализуется оптимальный (по обычному или векторному критерию)
язык завершенных заданий. Эта задача сводится к решению соответствующей задачи
математического программирования (соответственно, обычной или векторной оптими-
зации), размерность которой может равняться )2( kO  )( ∞→k , где k  – число состоя-
ний двухполюсника M .

4. Стандартная алгебра источников, разработанная Б.А. Трахтенбротом в 1970
году, непосредственно применима для построения сети СДС (а, следовательно, и для
решения задачи построения распределенного управления сетью СДС).

Действительно, рассмотрим СДС

),()( ππ i
i M=M   )2,1( =i ,

где

),,,,,( )()()()()( i
fin

i
in

i
in

ii
i qQqQM δΣ=   )2,1( =i

такие двухполюсники, что

∅=∩ )2()1( QQ .

Отметим, что истинность последнего равенства всегда легко обеспечить за счет изме-
нения имен состояний.

Тогда:
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А. Замкнутое поведение )()( )2()1(
ππ MM LL ∪  и язык завершенных заданий

)()( )2()1(
ππ MM mm LL ∪  реализуются СДС ),( ππ M=M , где

),,,,},,{,( )2()1()2()1(
finmminfinin qQQqqqQQM ∪Σ∪∪= δ ,

причем

∅=∪∩ )(},{ )2()1( QQqq finin

и

)},,(),,,(),,,(),,,{( )2()1()2()1()2()1(
finfinfinfininininin qqqqqqqq ΛΛΛΛ∪∪= δδδ .

Б. Замкнутое поведение )()( )2()1(
ππ MM LL ⋅  и язык завершенных заданий

)()( )2()1(
ππ MM mm LL ⋅  реализуются СДС ),( ππ M=M , где

),,,,,( )2()2()1()2()1(
finmin qQqQQM δΣ∪=

и

)},,{( )2()1()2()1(
infin qq Λ∪∪= δδδ .

В. Замкнутое поведение )()( )2()1(
ππ MM LL ∩  и язык завершенных заданий

)()( )2()1(
ππ MM mm LL ∩  реализуются СДС, построение которой осуществляется в три

этапа. Первый этап состоит в построении детерминированных эквивалентов детM 1  и
детM 2  для, соответственно, двухполюсников 1М  и 2M  с помощью обычной процеду-

ры детерминизации источников. Второй этап состоит в построении декартового произ-
ведения с отождествлением входа детM  для настроенных автоматов детM 1  и детM 2 .
Третий этап состоит в преобразовании настроенного автомата детM  в эквивалентный
ему двухполюсник.

Г. Замкнутое поведение ∗))(( )1(
πML  и язык завершенных заданий ∗))( )1(

πMm(L
реализуются СДС ),( ππ M=M , где

),,,,},,{,( )1()1(
finminfinin qQqqqQM δΣ∪= ,

причем

∅=∩ )1(},{ Qqq finin

и

)},,(),,,(),,,{( )1()1()1()1()2()1(
finfininfininin qqqqqq ΛΛΛ∪∪= δδδ .



200

Д. Замкнутое поведение )( )1(
πML  и язык завершенных заданий )( )1(

πMmL  реа-
лизуются СДС, построение которой осуществляется в три этапа. Первый этап состоит в
построении детерминированного эквивалента детM 1  для двухполюсника 1М . Второй

этап состоит в изменении настройки в детM 1  в соответствии со следующим правилом:
множества маркированных и финальных состояний заменяются их дополнениями. Тре-
тий этап состоит в преобразовании полученного на втором этапе настроенного автома-
та в эквивалентный ему двухполюсник.

Отметим, что из пяти рассмотренных выше операций только операции пересече-
ния и дополнения могут привести к существенному усложнению СДС.

Одним из способов задания СДС

),( ππ M=M ,

где

),,,,,( finmin qQqQM δΣ= ,

является ее представление направленным мультиграфом (возможно, с пет-
лями) MG , дуги которого раскрашены элементами множества }{Λ∪Σ  в
соответствии со специальными правилами. Положим

}),,((|}{({),})({( δσσ ∈′Λ∪Σ∈=′Λ∪Σ qqqq ,

} ),,(|}{{| ),( δσσ ∈′Λ∪Σ∈=′ qqqqwght   ),( Qqq ∈′ .

Направленный мультиграф MG  характеризуется следующим обра-
зом:

1) множеством вершин направленного мультиграфа MG  является
множество Q ;

2) множество дуг направленного мультиграфа MG  содержит || δ
элементов, определяемых следующим образом: число экземпляров дуги

),( qq ′  ),( Qqq ∈′  равно ),( qqwght ′  (равенство 0),( =′qqwght  означает, что
дуга ),( qq ′  вообще отсутствует), причем эти экземпляры окрашены раз-
личными элементами множества ),})({( qq ′Λ∪Σ .

Пример 4.5. На рис. 4.3 изображен направленный мультиграф 
πM

G , представ-
ляющий такую СДС

),( ππ M=M ,

что

),,,,,( finmin qQqQM δΣ= ,
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где

}6,,1{=Q ,   }5,3,2{=mQ ,

1=inq ,   6=finq ,

}2,1,0{=Σ ,   }1,0{=Σ c ,   }2{=Σ uc ,

 ,6),(3, (3,2,1), (2,2,4), (2,1,2),(2,0,2), ),3,1,1( ),2,0,1( ),4,,1{( ΛΛ=δ

,6)}(5,(5,1,5), ),05,4( Λ .

Для упрощения изображения обычно принимается соглашение о том, что все
экземпляры дуги ),( qq ′  представляются одним экземпляром. На этом экземпляре за-
писываются все элементы множества ),})({( qq ′Λ∪Σ , разделенные знаками дизъ-
юнкции.

На рис. 4.3 также приняты следующие соглашения: вершины, соответствующие
начальному и финальному состояниям обведены, соответственно, прямоугольником и
двумя прямоугольниками, а вершины, соответствующие маркированным состояниям
заключены в кружки.

Нетрудно убедиться в том, что для рассматриваемой СДС замкнутое поведение
и язык завершенных заданий, записанные в виде регулярных выражений, равны

))21(1()12())10(2()10(0)( ∗∗∗∗ ⋅∨Λ⋅∨⋅∨Λ⋅∨Λ⋅∨⋅=πML ,

1)12()120()10(0)( ⋅∨⋅∨Λ⋅∨⋅= ∗∗∗
πMmL .

Настроенный автомат детM , эквивалентный двухполюснику M , полученный в
результате стандартной процедуры детерминизации, изображен на рис.4.4, где
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}4,1{=1 ,   }6,3{=2 ,   }6,5,2{=3 ,   }4{=4 ,

}6,2{=5 ,   }6,5{=6 ,   ∅=7 .

Этот настроенный автомат непосредственно может быть использован для по-
строения такого супервизора

),( ϕдетM=S ,

что

1≡ϕ .

Покажем, что задачи построения супервизора

),( ϕA=S

для СДС

),( ππ M=M   )( ,lkM M∈

могут быть охарактеризованы в терминах задач построения адаптивных
стратегий специальных прогулок по направленному мультиграфу MG ,
представляющему двухполюсник

),,,,,( finmin qQqQM δΣ= ,
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изображения отметок вершин которого, за исключением вершины finq , по-
крыты кляксами.

Действительно, рассмотрим произвольный супервизор

),( ϕA=S

для СДС

),( ππ M=M   )( ,lkM M∈ .

Для простоты изложения предположим, что в СДС отсутствуют конку-
рентные процессы и неопределенность, связанная с переходами двухпо-
люсника M  по дугам, отмеченным пустым символом Λ .

Поведение системы автоматного типа SM  )( ,lkM M∈  естественно
интерпретируется как адаптивная стратегия принудительной прогулки су-
первизора S  по направленному мультиграфу MG  )( ,lkM M∈  в соответст-
вии со следующими правилами:

1. Супервизору S , находящемуся в вершине inq  последовательно,
буква за буквой, предъявляется последовательность событий

+Σ∈nσσσ 21 .

2. Если супервизор S  находится в вершине finq , то все дальнейшие
вычисления прекращаются, и прогулка заканчивается.

3. Пусть супервизор S , после действий в соответствии с начальным
отрезком последовательности событий

121 −iσσσ   ),,1( ni = ,

находится в вершине q  )( finqq ≠  направленного мультиграфа MG .
Если Σ∈iσ  – такое событие, что

)(11 πσσσ ML∉− ii ,

то супервизор S  прекращает все дальнейшие вычисления и прогулка за-
канчивается.

Пусть Σ∈iσ  – такое событие, что

)(11 πσσσ ML∈− ii .

Если

1),( =iu σϕ ,
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где u  – состояние акцептора A , то супервизор S  осуществляет переход по
одной из дуг направленного мультиграфа MG , исходящей из вершины q  и
раскрашенной событием iσ  (и, возможно, по некоторой следующей за ней
последовательности дуг, раскрашенных пустым символом Λ ).

Если же ci Σ∈σ  и

0),( =σϕ u ,

то супервизор S  завершает действия в соответствии с начальным отрезком
последовательности событий

ii σσσσ 121 −

и переходит к обработке следующего события.
Выше было отмечено, число состояний акцептора A  супервизора

),( ϕA=S

для СДС

),( ππ M=M   )( ,lkM M∈

может быть экспонентой от числа вершин направленного мультиграфа MG .
Из этого обстоятельства непосредственно вытекают следующие характе-
ристики задач построения адаптивных стратегий принудительной прогул-
ки по направленному мультиграфу MG  )( ,lkM M∈  с покрытыми кляксами
вершинами.

Во-первых, задача построения адаптивной стратегии принудитель-
ной прогулки по направленному мультиграфу MG  )( ,lkM M∈  с покрытыми
кляксами вершинами, реализующей максимальный язык завершенных за-
даний, не принадлежит классу )(RLcl-WORK  для всех представлений R
направленного мультиграфа MG .

Во-вторых, задача построения адаптивной стратегии принудитель-
ной прогулки по направленному мультиграфу MG  )( ,lkM M∈  с покрытыми
кляксами вершинами, реализующей оптимальный (даже по скалярному
критерию) язык завершенных заданий, также не принадлежит классу

)(RLcl-WORK  для всех представлений R  направленного мультиграфа MG .

Замечание 4.6. Нетрудно заметить, что рассмотренные выше адаптивные стра-
тегии принудительных прогулок по направленному мультиграфу MG  )( ,lkM M∈  с
покрытыми кляксами вершинами допускают естественную интерпретацию как стра-
тегии игры с Природой на направленном мультиграфе MG
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4.4. Игры на графах.

Под игрой двух лиц будем понимать систему

),,,,,( 21
winwin

in PPpGFP=g ,                                     (4.4)

где P  – конечное множество позиций, Ppin ∈  – исходная позиция, winP1  и
winP2  )  ; ;,( 212121

winwin
in

winwinwinwin PPpPPPP ∪∉∅=∩∅≠  –множества выиг-
рышных позиций для, соответственно, 1-го и 2-го игроков, а F  и G  – мно-
жества (возможно, частичных) отображений множества P  в себя, назы-
ваемых множествами ходов, соответственно, 1-го и 2-го игроков.

Партией в игре g  назовем любую такую последовательность

,,,,,,,, 2
)2(

12
)1(

11
)2(

01
)1(

0 gpfpgpfp ,                          (4.5)

что:
1) inpp =)1(

0  и

1
)1(  +∈ ii fDomp ,  1

)2(  +∈ ii gDomp

для всех ,1,0=i ;
2) как позиции

,, )1(
1

)1(
0 pp ,

так и позиции

,, )2(
1

)2(
0 pp

попарно различны;
3) при появлении позиции

winwin PPp 21 ∪∈

партия прекращается.
Таким образом, все партии игры g  разбиваются на следующие че-

тыре множества

}|)( ,,,,,{ 1
)2(
1

)2(
1

)1(
11

)1(
01

win
kknk

win Ppkpfpfp ∈∈=Π −−− N ,                   (4.6)

}|)( ,,,,,{ 2
)1()1()2(

11
)1(

02
win

kkkk
win Ppkpgpfp ∈∈=Π − N ,                   (4.7)

)} )((&)(|)( ,,,{~ )2(
11

)2(
1

)2(
11

)1(
01 gDompGgPpkpfp k

win
kk ∉∈∀∉∈=Π −−− N ,  (4.8)

)} )((&)(|)( ,,,{~ )1(
2

)1()1(
1

)1(
02 fDompFfPpkpfp k

win
kk ∉∈∀∉∈=Π N .  (4.9)



206

В дальнейшем будем рассматривать только такие игры g , что

∅=Π=Π 21
~~ .

Это предположение не ограничивает общность рассуждений и упрощает
изложение.

Стратегией 1-го игрока в игре g  назовем такой алгоритм 1A , что
для любой партии (4.5)

)( )1(
11 ii pf A=+

для всех ,1,0=i . Аналогичным образом, стратегией 2-го игрока в игре
g  назовем такой алгоритм 2A , что для любой партии (4.5)

)( )2(
21 ii pg A=+

для всех ,1,0=i .
Розыгрыш любой партии в игре g  двух лиц допускает следующую

естественную интерпретацию в терминах вычисления словарных функций
специальным вариантом двумерной 2-головочной МТ M  с двумя управ-
ляющими устройствами (см. рис. 4.5).

Управляющие устройства 1УУ  и 2УУ  (и управляемые ими головки)
представляют, соответственно 1-го и 2-го игроков. При этом, 1УУ  реали-
зует некоторую стратегию 1A  1-го игрока, а 2УУ  – некоторую стратегию

2A  2-го игрока. Начальная конфигурация МТ M  содержит представление
исходной позиции )1(

0ppin = . В начальный момент времени арбитр запус-
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кает управляющее устройство 1УУ , которое выполняет вычисления в со-
ответствии с ходом

)(11 inpf A= .

Закончив вычисления, управляющее устройство 1УУ  сообщает об этом ар-
битру и останавливается в конфигурации, содержащей представление по-
зиции )2(

0p . Если партия не закончена, то арбитр запускает управляющее
устройство 2УУ , которое выполняет вычисления в соответствии с ходом

)( )2(
021 pg A= .

Закончив вычисления, управляющее устройство 2УУ  сообщает об этом
арбитру и останавливается в конфигурации, содержащей представление
позиции )1(

1p . Если партия не закончена, то арбитр запускает управляющее
устройство 1УУ  и т.д.

Замечание 4.7. Размерность 2 для ленты МТ выбрана только с целью наглядно-
сти, а именно: чтобы подчеркнуть, что управляющие устройства могут использовать
для своих вычислений внешнюю память в том объеме, который им понадобится, со-
вершенно не мешая при этом друг другу. Например, без ограничения общности можно
считать, что все позиции в разыгрываемой партии игры g  представлены в 1-м квад-
ранте, а 1УУ  и 2УУ  для своих вычислений используют клетки, составляющие, соот-
ветственно, 2-й и 4-й квадранты.

Очевидно, также, что оба управляющих устройства и арбитра можно объединить
в одно управляющее устройство. Однако, при этом, будет полностью потеряна нагляд-
ность интерпретации и «в тень» уйдут ряд существенных моментов, связанных с по-
строениями стратегий игроков.

Стратегию 1A  1-го игрока в игре g  назовем выигрышной, если при
ее применении 1-м игроком при любых допустимых стратегиях 2A  2-го
игрока разыгрываются только партии, принадлежащие множеству win

1Π .
Аналогичным образом, стратегия 2A  2-го игрока – выигрышная, если при
ее применении 2-м игроком при любых допустимых стратегиях 1A  1-го
игрока разыгрываются только партии, принадлежащие множеству win

2Π .
Из приведенной выше интерпретации партии игры g  в терминах

МТ M  вытекает следующее.
Задача построения выигрышной стратегии для 1-го игрока (соответ-

ственно, для 2-го игрока) эквивалентна задаче построения такого управ-
ляющего устройства 1УУ  (соответственно, управляющего устройства

2УУ ), что для любого допустимого управляющего устройства 2УУ  (соот-
ветственно, управляющего устройства 1УУ ) МТ M  выполняет вычисле-
ния, являющиеся представлением партии, принадлежащей множеству win

1Π
(соответственно, принадлежащей множеству win

2Π ).
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Ясно, что каждое из свойств «быть выигрышной стратегией 1-го иг-
рока» и «быть выигрышной стратегией 2-го игрока» эквивалентно сущест-
вованию положительного решения последовательности задач БФК. Отсю-
да, в частности вытекает, что часто построение выигрышной стратегии для
игрока (как 1-го, так и 2-го) эквивалентно построению управляющего уст-
ройства МТ M  (соответственно, 1УУ  или 2УУ ), имеющего экспоненци-
альные размеры по сравнению с «размерностью» игры g  (фактически это
означает, что дерево игры не может быть «свернуто» в автомат с числом
состояний порядка «размерности» игры g ).

Замечание 4.8. Естественным обобщением рассмотренной выше игры 2-х лиц
является игра h  лиц )3 ,( ≥∈ hh N , в том числе и коалиционная игра. Розыгрыш пар-
тии в такой игре естественно интерпретируется в терминах вычисления словарных
функций специальным вариантом двумерной h -головочной МТ M  с h  управляющи-
ми устройствами (причем устройства, соответствующие игрокам, входящим в коали-
цию, имеют возможность «обмениваться информацией»).

Все сказанное выше истинно для достаточно широкого класса игр
двух лиц на графе (или направленном графе, мультиграфе и т.д.) G . В та-
ких играх начальная конфигурация содержит представление R  графа G
(как правило, либо списками, либо матрицами смежности (либо вершин,
либо ребер)), а целью игроков, как правило, является построение на графе
G  взаимно исключающих объектов.

В дальнейшем, для определенности, будем рассматривать задачу по-
строения выигрышной стратегии для 1-го игрока в игре двух лиц на графе.
Это предположение не ограничивает общности рассуждений, а только уп-
рощает изложение.

Замечание 4.9. В терминах игры двух лиц на графе естественно формулируется
широкий класс прикладных задач, в которых исследуемый объект моделируется гра-
фом (или направленным графом, мультиграфом и т.д.). В таких задачах, как правило,
цель 1-го игрока состоит в том, чтобы обеспечить для исследуемого объекта выполне-
ние требуемого свойства, сформулированного в терминах теории графов, а 2-й игрок
представляет дестабилизирующие воздействия (т.е. возникновение различного типа не-
исправностей, конкурентных процессов и т.д.), препятствующих достижению постав-
ленной цели.

Таким образом, задача построения выигрышной стратегии для 1-го игрока со-
стоит в том, чтобы обеспечить для исследуемого объекта требуемое свойство в услови-
ях дестабилизирующих воздействий (возможно, внешней среды).

Задача построения выигрышной стратегии для 1-го игрока в игре g
двух лиц на графе принадлежит классу COMPLETESPACEP −− , если ут-
верждение о том, что 1-й игрок имеет форсированный выигрыш за k  ходов
( k  – нечетное число) формализуется в виде следующей не укорачиваемой
формулы (см., напр., [3]):
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существует такой ход 1-го игрока из позиции inpp =0  в позицию 1p ,
что
для любого хода 2-го игрока из позиции 1p  в позицию 2p ,
существует такой ход 1-го игрока из позиции 2p  в позицию 3p ,
что
для любого хода 2-го игрока из позиции 3p  в позицию 4p ,
……………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………..
……………………………………………………………………………..
существует такой ход 1-го игрока из позиции 3−kp  в позицию 2−kp ,
что
для любого хода 2-го игрока из позиции 2−kp  в позицию 1−kp
существует такой ход 1-го игрока из позиции 1−kp  в такую позицию kp ,
что

win
k Pp 1∈ .

В этой формуле содержится последовательность чередующихся
кванторов ∃ и ∀ , что, как известно, и приводит к классической

COMPLETESPACEP −−  задаче БФК.

Замечание 4.10. Существенное отличие стратегии игрока в игре 2-х лиц на
графе G  от стратегии прогулки по графу G  (например, от тех стратегий прогулок,
которые были рассмотрены в пп. 4.2 и 4.3) состоит в следующем.

Во-первых, стратегия прогулки по графу использует только обход графа G , в то
время как стратегия игрока в игре 2-х лиц на графе, при необходимости, может исполь-
зовать также тот или иной обход представления R  графа G .

Во-вторых, стратегия прогулки по графу, при ее реализации, не использует
внешнюю память для «вычислений», в то время как стратегия игрока в игре 2-х лиц на
графе может, при необходимости, использовать для «вычислений» потенциально неог-
раниченную память.

Ясно, что для того чтобы убедиться, что задача построения выиг-
рышной стратегии для 1-го игрока в некоторой игре g  двух лиц на графе

),(),( mnEVG G∈=  не принадлежит классу )(RLcl-WORK  для всех пред-
ставлений R  графа G , достаточно показать, что эта задача принадлежит
классу COMPLETESPACEP −− . Рассмотрим несколько примеров таких
задач.

Замечание 4.11. 1. Как правило, постановка задачи построения выигрышной
стратегии для 1-го игрока в игре двух лиц на графе представлена на неформальном
уровне (т.е. в дескриптивной форме на обычном разговорном языке, возможно, с ис-
пользованием некоторой терминологии теории графов).
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Для того чтобы сформулировать такую задачу в терминах математической мо-
дели игры двух лиц (например, в виде системы (4.4)), к которой применим анализ на
принадлежность классу COMPLETESPACEP −− , достаточно:

1) определить множество допустимых позиций;
2) определить критерий выявления игрока, имеющего ход в данной позиции;
3) определить способ изменения позиции в результате хода;
4) указать заключительные позиции и победителя;
5) указать исходную позицию.

2. В приведенных ниже примерах рассматривается (обычный неориентирован-
ный) граф, а не направленный граф, или мультиграф и т.д. Это предположение никак не
влияет на общность рассуждений и выбрано лишь для удобства изложения, так как
терминология для различных типов графов – различная.

Пример 4.6. Покажем, что простейшие задачи построения пути между двумя
фиксированными вершинами графа ),(),( mnEVG G∈=  при наличии дестабилизи-
рующих воздействий внешней среды, связанных с запретом выбора либо вершин, либо
ребер, не принадлежат классу )(RLcl-WORK  для всех представлений R  графа G .

1. Одна из наиболее известных COMPLETESPACEP −−  задач построения
выигрышной стратегии для 1-го игрока в игре двух лиц на графе – ОБОБЩЕННЫЙ
ГЕКС (см., напр., [3]). Постановка этой задачи, как правило, имеет следующий вид

Условие: Выделены две вершины v′  и v ′′  графа ),( EVG = . Два игрока ходят
по очереди. Каждый игрок в процессе своего хода выбирает одну из неокрашенных
вершин графа G  и окрашивает ее (1-й игрок окрашивает выбранную вершину в белый
цвет, а 2-й игрок – в черный цвет). Цель 1-го игрока состоит в том, чтобы построить

)( vv ′′−′ -путь, все вершины которого окрашены в белый цвет. Если такой путь постро-
ен, то выиграл 1-й игрок, в противном случае выиграл 2-й игрок.

Вопрос: Существует ли выигрышная стратегия для 1-го игрока?

Построим для рассматриваемой задачи математическую модель игры двух лиц
на графе.

Назовем позицией упорядоченную тройку ),,( 321 VVV , где 321 ,, VVV  – такие по-
парно непересекающиеся подмножества множества V , что

VVVV =∪∪ 321 .

Исходная позиция имеет вид ),,( V∅∅ .
Заключительными позициями являются все такие позиции ),,( 321 VVV , что под-

граф графа G , индуцированный множеством вершин 1V , содержит )( vv ′′−′ -путь, а
также все такие позиции ),,( 321 VVV , что ∅=3V .

В заключительной позиции 1-й игрок выигрывает тогда и только тогда, когда
подграф графа G , индуцированный множеством вершин 1V , содержит )( vv ′′−′ -путь.
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Если ),,( 321 VVV  – такая не заключительная позиция, что |||| 21 VV +  – четное
число, то ход 1-го игрока. Если же ),,( 321 VVV  – такая не заключительная позиция, что

|||| 21 VV +  – нечетное число, то ход 2-го игрока.
Пусть ),,( 321 VVV  – текущая позиция, не являющаяся заключительной.
Ход 1-го игрока состоит в выборе вершины 3Vv ∈  и замене позиции

),,( 321 VVV  позицией

}){\,},{( 321 vVVvV ∪ ,

а ход 2-го игрока – в выборе вершины 3Vv ∈  и замене позиции ),,( 321 VVV  позицией

}){\},{,( 321 vVvVV ∪ .

Для построенной математической модели утверждение о том, что 1-й игрок име-
ет форсированный выигрыш за k  ходов ( k  – нечетное число) формализуется в виде не
укорачиваемой формулы (так как «сворачивание» дерева игры осуществимо только на
основании отношения равенства отметок его вершин), содержащей последовательность
чередующихся кванторов ∃ и ∀ .

Следовательно, рассматриваемая задача построения выигрышной стратегии для
1-го игрока в игре двух лиц на графе ),(),( mnEVG G∈=  принадлежит классу

COMPLETESPACEP −− .

2. Реберный аналог игры ОБОБЩЕННЫЙ ГЕКС имеет следующий вид

Условие: Выделены две вершины v′  и v ′′  графа ),( EVG = . Два игрока ходят
по очереди. Каждый игрок в процессе своего хода выбирает одно из неокрашенных ре-
бер графа G  и окрашивает ее (1-й игрок окрашивает выбранное ребро в белый цвет, а
2-й игрок – в черный цвет). Цель 1-го игрока состоит в том, чтобы построить )( vv ′′−′ -
путь, все ребра которого окрашены в белый цвет. Если такой путь построен, то выиграл
1-й игрок, в противном случае выиграл 2-й игрок.

Вопрос: Существует ли выигрышная стратегия для 1-го игрока?

Построим для рассматриваемой задачи математическую модель игры двух лиц
на графе.

Назовем позицией упорядоченную тройку ),,( 321 EEE , где 321 ,, EEE  – такие
попарно непересекающиеся подмножества множества E , что

EEEE =∪∪ 321 .

Исходная позиция имеет вид ),,( E∅∅ .
Заключительными позициями являются все такие позиции ),,( 321 EEE , что

подграф графа G , порождаемый множеством ребер 1E , содержит )( vv ′′−′ -путь, а
также все такие позиции ),,( 321 EEE , что ∅=3E .

В заключительной позиции 1-й игрок выигрывает тогда и только тогда, когда
подграф графа G , порождаемый множеством ребер 1E , содержит )( vv ′′−′ -путь.
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Если ),,( 321 EEE  – такая не заключительная позиция, что |||| 21 EE +  – чет-
ное число, то ход 1-го игрока. Если же ),,( 321 EEE  – такая не заключительная пози-
ция, что |||| 21 EE +  – нечетное число, то ход 2-го игрока.

Пусть ),,( 321 EEE  – текущая позиция, не являющаяся заключительной.
Ход 1-го игрока состоит в выборе ребра 3Ee ∈  и замене позиции ),,( 321 EEE

позицией

}){\,},{( 321 eEEeE ∪ ,

а ход 2-го игрока – в выборе ребра 3Ee ∈  и замене позиции ),,( 321 EEE  позицией

}){\},{,( 321 eEeEE ∪ .

Для построенной математической модели утверждение о том, что 1-й игрок име-
ет форсированный выигрыш за k  ходов ( k  – нечетное число) формализуется в виде не
укорачиваемой формулы (так как «сворачивание» дерева игры осуществимо только на
основании отношения равенства отметок его вершин), содержащей последовательность
чередующихся кванторов ∃ и ∀ .

Следовательно, рассматриваемая задача построения выигрышной стратегии для
1-го игрока в игре двух лиц на графе ),(),( mnEVG G∈=  принадлежит классу

COMPLETESPACEP −− .

Пример 4.7. Покажем, что задача построения вершинного покрытия графа
),(),( mnEVG G∈=  при наличии дестабилизирующих воздействий внешней среды,

связанных с запретом выбора вершин, не принадлежат классу )(RLcl-WORK  для
всех представлений R  графа G . Постановка этой задачи в терминах построения выиг-
рышной стратегии для 1-го игрока в игре двух лиц на графе G  имеет следующий вид

Условие: Два игрока ходят по очереди. Каждый игрок в процессе своего хода
выбирает одну из неокрашенных вершин графа G  и окрашивает ее (1-й игрок окраши-
вает выбранную вершину в белый цвет, а 2-й игрок – в черный цвет). Цель 1-го игрока
состоит в том, чтобы построить такое множество вершин V ′  графа G , окрашенных в
белый цвет, что для каждого ребра Ee ∈  графа G , хотя бы один конец ребра e  при-
надлежит множеству V ′ . Если такое множество вершин построено, то выиграл 1-й иг-
рок, в противном случае выиграл 2-й игрок.

Вопрос: Существует ли выигрышная стратегия для 1-го игрока?

Построим для рассматриваемой задачи математическую модель игры двух лиц
на графе.

Назовем позицией упорядоченную тройку ),,( 321 VVV , где 321 ,, VVV  – такие по-
парно непересекающиеся подмножества множества V , что

VVVV =∪∪ 321 .

Исходная позиция имеет вид ),,( V∅∅ .
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Заключительными позициями являются все такие позиции ),,( 321 VVV , что
множество вершин 1V  содержит такое подмножество вершин V ′ , что для каждого реб-
ра Ee ∈  графа G , хотя бы один конец ребра e  принадлежит множеству V ′ , а также
все такие позиции ),,( 321 VVV , что ∅=3V .

В заключительной позиции 1-й игрок выигрывает тогда и только тогда, когда
множество вершин 1V  содержит такое подмножество вершин V ′ , что для каждого реб-
ра Ee ∈  графа G , хотя бы один конец ребра e  принадлежит множеству V ′ .

Если ),,( 321 VVV  – такая не заключительная позиция, что |||| 21 VV +  – четное
число, то ход 1-го игрока. Если же ),,( 321 VVV  – такая не заключительная позиция, что

|||| 21 VV +  – нечетное число, то ход 2-го игрока.
Пусть ),,( 321 VVV  – текущая позиция, не являющаяся заключительной.
Ход 1-го игрока состоит в выборе вершины 3Vv ∈  и замене позиции

),,( 321 VVV  позицией

}){\,},{( 321 vVVvV ∪ ,

а ход 2-го игрока – в выборе вершины 3Vv ∈  и замене позиции ),,( 321 VVV  позицией

}){\},{,( 321 vVvVV ∪ .

Для построенной математической модели утверждение о том, что 1-й игрок име-
ет форсированный выигрыш за k  ходов ( k  – нечетное число) формализуется в виде
формулы, эквивалентной БФК.

Действительно, каждая вершина ),,( 321 VVV  дерева игры может быть отмечена
таким множеством ребер E′  графа G , что для каждого ребра Ee ′∈ , хотя бы один
конец ребра e  принадлежит множеству 1V . Это означает, что «чистка» дерева игры
осуществима в терминах отношения частичного порядка на множестве отметок вер-
шин, определяемого отношением включения множеств. Однако, не сложно построить
последовательность графов, для которых дерево игры, полученное в результате «чист-
ки» представимо в виде не укорачиваемой формулы, содержащей последовательность
чередующихся кванторов ∃ и ∀ .

Следовательно, рассматриваемая задача построения выигрышной стратегии для
1-го игрока в игре двух лиц на графе ),(),( mnEVG G∈=  принадлежит классу

COMPLETESPACEP −− .

4.5. Выводы.

Полученные в настоящем разделе результаты показывают, что достаточно пред-
ставительный класс задач дискретной математики и ее приложений, допускающих ес-
тественную формулировку в терминах теории графов, не принадлежит классу

)(RLcl-WORK  для всех представлений R  графа ),(),( mnEVG G∈= . При этом,
существенным является следующие обстоятельства.

Во-первых, классу )(RLcl-WORK  не принадлежит ряд модельных задач, свя-
занных с построением (безусловной, адаптивной или кооперативной) стратегии про-
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гулки по направленному мультиграфу (возможно, с петлями), связанной с идентифика-
цией покрытых кляксами вершин. Естественная интерпретация адаптивной и коопера-
тивной стратегий прогулки по направленному мультиграфу в терминах автоматов-
экспериментаторов свидетельствует о высокой сложности решения задач, связанных с
вычислением автоматом или коллективом автоматов предикатов, определенных на
графах. Следует отметить, что последним задачам в настоящее время уделяется значи-
тельное внимание, как в фундаментальных, так и прикладных исследованиях.

Во-вторых, классу )(RLcl-WORK  не принадлежит ряд модельных задач, свя-
занных с построением супервизора, осуществляющего адаптивное управление систе-
мой дискретных событий автоматного типа. По видимости (учитывая прикладной ха-
рактер этих задач), перспективной является разработка стратегий локального поиска
(см., напр. [16]) для построения приближенных решений.

В третьих, классу )(RLcl-WORK  не принадлежит ряд модельных задач, свя-
занных с построением выигрышной стратегии в игре двух лиц на графе (не говоря уже
об играх h  лиц )3 ,( ≥∈ hh N  и, тем более о коалиционных играх). Значительное
число не принадлежащих классу )(RLcl-WORK  модельных задач, связанных с по-
строением выигрышной стратегии в игре двух лиц на графе, генерируется соответст-
вующей переформулировкой NP -полных задач теории графов (достаточно длинный
список которых приведен в [3]), по аналогии с тем, как это было сделано в примере 4.7.

В четвертых, интерпретация розыгрыша партии игры в терминах вычислений
многоголовочной МТ с несколькими независимыми друг от друга управляющими уст-
ройствами стимулирует интерес к исследованию этой базовой для параллельных вы-
числений математической модели.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В монографии исследована разрешимость задач теории графов в классах алго-
ритмов с линейной емкостной сложностью и с линейной сложностью рабочей памяти.
Актуальность этой проблемы определяется как недостаточным вниманием к алгорит-
мическому подходу в теории графов, так и многочисленными применениями графов в
качестве математических моделей и/или структур данных в процессах разработки и
анализа алгоритмов решения прикладных задач.

Основные результаты состоят в следующем:

1. В терминах емкостной сложности представления графа определены и иссле-
дованы два достаточно представительных класса задач теории графов, а
именно задачи, разрешимые в классе алгоритмов с линейной емкостной
сложностью и задачи, разрешимые в классе алгоритмов с линейной сложно-
стью рабочей памяти.

2. Разработанный подход дал возможность заложить основы емкостного анало-
га достаточно проработанной теории NP -полноты (основное внимание в
которой сосредоточено на исследовании временной сложности алгоритмов),
значимость которого существенно возрастает в связи с появлением новых
парадигм вычислений, таких, как ДНК-вычисления и квантовые вычисления.

3. Проведенный анализ достаточно мощных алгебраических систем графов и
направленных графов дал возможность установить ряд оценок вида «в сред-
нем …» и «для почти всех …» для сложности выполнения операций и про-
верки отношений при различных представлениях графов и направленных
графов. Из этих оценок вытекает, что для рассматриваемых алгебраических
систем представления матрицами и соответствующими списками смежности,
с точки зрения сложности выполнения операций и проверки отношений, эк-
вивалентны как в среднем, так и почти во всех случаях. В тоже время, выде-
лены классы графов и направленных графов, для которых представление
списками смежности предпочтительнее представления соответствующими
матрицами.

4. Систематически исследованы задачи построения основных объектов на гра-
фе (а именно: всех основных типов путей, циклов и остовных деревьев). Ус-
тановлены нетривиальные экспоненциальные нижние оценки функций Шен-
нона для количеств указанных объектов. Из этих оценок, в частности, выте-
кает, что задача построения одного объекта разрешима в классе алгоритмов с
линейной емкостной сложностью, в то время как задача построения всех та-
ких объектов на графе, как правило, разрешима только в классе алгоритмов с
линейной сложностью рабочей памяти.

5. Для многомерного ориентированного куба исследована задача построения
pebbling-процесса, т.е. специального обхода, определяемого в рамках аксио-
матики PERT, ациклического орграфа с использованием камешков для по-
крытия проходимых вершин. Предложенная схема построения pebbling-
процесса основана на рекурсии и дает возможность осуществлять pebbling-
процесс с достаточно низкой относительной сложностью, измеряемой как
число используемых камешков, приходящихся на одну вершину куба.
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6. Показана неразрешимость в классах рассматриваемых алгоритмов ряда мо-
дельных задач дискретной математики (идентификация состояний конечного
автомата, построение супервизора для автоматной модели системы дискрет-
ных событий).

7. Показано, что задача идентификация состояний конечного автомата сводится
к задаче построения стратегий прогулок (в том числе совершаемых автома-
том или коллективом автоматов) по направленному мультиграфу, отметки
вершин которого покрыты кляксами.

8. Показано, что задача построение супервизора для автоматной модели систе-
мы дискретных событий сводится к задаче построения стратегий принуди-
тельных прогулок, совершаемых автоматом по направленному мультиграфу

9. Показана неразрешимость в классах рассматриваемых алгоритмов ряда мо-
дельных задач построения выигрышной стратегии в игре 2-х лиц на графе.

Полученные результаты являются основой для дальнейших исследований. Эти
исследования могут проводиться в следующих направлениях.

Во-первых, это исследование иерархии классов задач на графах, разрешимых в
классах алгоритмов с полиномиальной или экспоненциальной емкостной сложностью,
а также с соответствующей сложностью рабочей памяти.

Во-вторых, это исследование сложности, точности и эффективности стратегий
локального поиска для приближенного построения оптимальных объектов на графе.

В третьих, это исследование сложности pebbling-процессов для специальных
классов ациклических орграфов.

В четвертых, это детальное исследование задач построения стратегий прогулок
(в том числе совершаемых автоматом или коллективом автоматов) различных типов по
графу.

В пятых, это исследование свойств машины Тьюринга с арбитром, головки ко-
торой управляются независимыми управляющими устройствами. Такая машина Тью-
ринга является одной из наиболее общих моделей параллельных вычислений и дает
возможность адекватно исследовать сложность решения широкого класса задач, свя-
занных с построением распределенного адаптивного управления системой с сетевой
структурой. В частности, задач сводящихся к построению выигрышных стратегий в иг-
рах на графах.
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