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Вступ

ВСТУП

У механіці деформівного твердого тіла вагоме місце займають задачі встановлення
напружено-деформованого стану локально навантажених пружних тіл, зокрема, задачі
про нагрів тіл джерелами тепла та дію зусиль, які зосереджені у точках або розподілені
на частині тіла чи частині границі тіла. Розв’язки задач про дію зусиль, зосереджених
у точках (сингулярні розв’язки рівнянь теорії пружності), використовуються в інженерних
розрахунках. Вони також є основою для інтегрального подання розв’язків складніших
задач механіки суцільного середовища та числових методів їх розв’язування. При
формулюванні задач такого типу важливим є вибір вихідних математичних моделей
(навантаження, форми тіла та взаємодії тіла з зовнішнім середовищем). Надмірне
спрощення вихідних моделей (моделювання локальної дії зосередженими у точках
зусиллями, моделювання геометрії реального тіла тілом з кутовими точками чи
ребрами, моделювання взаємодії з середовищем як взаємодії з абсолютно твердим
тілом) може призвести до невідповідності розв’язків реальному стану тіл [18, 28–30,
60, 62, 81, 84,88, 99, 103, 107, 116].

Визначення напружено-деформованого стану локально навантажених тонкостінних
пружних тіл (тонкостінних елементів, таких як “пластини”, “оболонки”, “шари”, “покриття”)
за використання рівнянь теорії пружності ускладнюється тим, що відповідні крайові задачі
є погано обумовленими і, до того ж, тонкостінні тіла, як правило, є анізотропними, а вихідні
рівняння подаються у криволінійних системах координат. Використання рівнянь теорії
оболонок для розв’язування задач такого типу, хоч і спрощує побудову їх розв’язків, однак,
внаслідок постулювання законів розподілу переміщень і напружень по товщині тіл,
виникають певні обмеження щодо застосовності математичних моделей локальних
навантажень та математичних моделей взаємодії тіл із зовнішнім середовищем. Так, у
межах теорій оболонок типу Тимошенка (коли розподіл переміщень і напружень за
товщиною постулюється лінійним законом) локалізація навантажень на бічних поверхнях
і локалізація зовнішніх об’ємних сил можуть бути враховані лише за координатами
серединної поверхні. Ступінь локалізації навантажень на лицевих поверхнях також впливає
на розподіл переміщень та напружень за товщиною і цей розподіл може суттєво
відрізнятися від лінійного. Природно, що ефективні розв’язки задач про локальне
навантаження тонкостінних тіл можуть бути побудовані за умов формулювання відповідних
крайових задач у межах теорії пружності з наступним їх зведенням до двовимірних задач
за урахування відповідності математичних моделей навантажень, деформування
тонкостінних тіл тощо.

Двовимірні математичні моделі деформування тонкостінних пружних тіл (теорії
оболонок) можна класифікувати за методами їх побудови на дві групи, а саме –
побудовані гіпотезно-апроксимаційним і послідовнісно-апроксимаційним методами. За
першого підходу, ґрунтуючись на аналізі задач про деформування тонкостінних пружних
тіл, які є крайовими задачами теорії пружності з малими параметрами, формулюють
гіпотези щодо розподілу кінематичних та статичних характеристик, а рівняння теорії
оболонок одержують, зазвичай, за допомогою варіаційних принципів теорії пружності.
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За другого підходу в межах теорії пружності формулюють крайові задачі з малими
параметрами, а двовимірні математичні моделі тонкостінних тіл будують шляхом
наближення шуканих величин цих задач послідовностями частинних сум рядів за
координатами або малими параметрами, що по суті є послідовнісним поданням
математичних моделей деформування тонкостінних тіл.

В інженерній практиці найуживанішими [15, 21, 36, 49, 61, 63, 102, 112, 113, 117]
є математичні моделі тонких пластин і оболонок, які ґрунтуються на гіпотезі Кірхгофа-
Лява (прямолінійні елементи, перпендикулярні до серединної поверхні, не
деформуються і залишаються прямолінійними та перпендикулярними до серединної
поверхні деформованої оболонки), і у яких також нехтується нормальними до
серединної поверхні напруженнями. Потреби розрахунку оболонок, які взаємодіють
між собою та з іншими тілами, анізотропних оболонок та покрить, а також низка
неузгодженостей класичної теорії сприяли побудові уточнених математичних моделей
оболонок, які враховують поперечні лінійні та зсувні деформації. При побудові
математичних моделей деформування оболонок, які враховують поперечні зсувні
деформації, приймається (менш жорстка ніж в класичній теорії) гіпотеза щодо
нормального лінійного елемента: нормальний елемент до серединної поверхні
недеформованої оболонки не деформується, однак, він не обов’язково є нормальним
до серединної поверхні деформованої оболонки. Різні варіанти уточнених теорій
оболонок і пластин, які враховують лінійні та зсувні поперечні деформації,
запропоновано в роботах [2, 22 – 26, 30, 50, 52, 67, 73].

У роботах [4, 21, 23, 24, 31, 32, 39, 58, 68, 72, 77, 94, 98] розвинуто методи
послідовнісного подання двовимірних математичних моделей деформування
тонкостінних пружних тіл, в основі яких лежить апроксимація переміщень і напружень
послідовностями частинних сум рядів за системами функцій від товщинної координати
або малими параметрами.

У математичній фізиці, зокрема, в теорії пружності для моделювання дії
зовнішніх фізичних полів, локалізованих в областях, діаметри яких співмірні з товщиною
оболонки, використовується як дельта-функція, так і дельтоподібні функції [14, 25, 46,
47, 55, 79, 91, 92 96, 100, 107]. Використання дельта-функції продиктоване насамперед
досконалістю відповідного математичного апарату. Крім того, сингулярні розв’язки
крайових задач, які відповідають дії зосереджених зусиль на оболонку, застосовують
для подання в інтегральній формі розв’язків задач про навантаження оболонок силами,
розподіленими в довільних областях. Сингулярні розв’язки закладені також в основу
методу інтегральних рівнянь розв’язання крайових задач для довільних однозв’язних
і багатозв’язних областей, контактних задач тощо. Ефективними (з міркувань побудови
сингулярних розв’язків) є методи, які ґрунтуються на використанні інтегральних
перетворень та розвинень у ряди [27, 28, 30 – 32, 34, 55, 64, 78, 102, 103]. Для побудови
числових розв’язків задач про дію на оболонку зусиль, які зосереджені у точках,
використовуються розв’язки задач про дію на оболонку розподілених на площадках
зусиль (узагальнені розв’язки). Ефективними також є методи прискорення збіжності
рядів, які ґрунтуються на зведенні до звичайних рядів, виділенні в явному вигляді
сингулярних частин розв’язків, асимптотичних методах, методах узагальненого
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підсумовування рядів [32, 38, 57, 66, 76]. Природно, що швидкість збіжності рядів (які
відображають узагальнені розв’язки задач про локальне навантаження оболонок),
суттєво залежить від параметрів, які визначають область локалізації та гладкість
функцій, тобто моделей локальної дії фізичних полів та середовища.

Задачі про локальне навантаження тонкостінних пружних тіл є некоректними в
сенсі застосування найбільш поширеного у теорії пружності методу Фур’є, оскільки
формально знайдені цим методом розв’язки подаються у вигляді розбіжних рядів (у
класичному розумінні суми). Одним із шляхів вирішення цієї проблеми є послідовнісний
підхід до побудови узагальнених розв’язків задач такого типу і, зокрема, подання
узагальнених розв’язків у вигляді границь слабко збіжних послідовностей функцій
[58, 92, 95, 96, 100, 101,  106].

Безпосередньо пов’язаними з задачею про дію на оболонку об’ємних сил, які
локалізовані за координатами серединної поверхні і розподілені за заданим законом
за товщинною координатою (що встановлюються у відповідності до теорії оболонок),
є задачі про побудову функцій Гріна для крайових задач теорії оболонок і на цій основі
формулювання граничних інтегральних рівнянь і визначення напружено-деформованого
стану багатозв’язних пластин та оболонок [5, 8, 20, 11, 40, 41, 45, 54, 65, 97, 101,105,
109, 114]. Задача про локальне поверхневе навантаження оболонок пов’язана з
формулюванням та розв’язуванням інтегральних рівнянь контактних задач теорії
пластин та оболонок [1, 23, 57, 69, 84, 89, 116].

Послідовнісний підхід до побудови узагальнених розв’язків некоректно
поставлених крайових задач ще не набув широкого застосування у теорії пружності.
Проведені у даній роботі дослідження частково вирішують низку проблем, які
виникають при застосуванні методів послідовнісного подання узагальнених розв’язків
задач теорії пружності.

У першому розділі наведені основні відомості з теорії поверхонь, зокрема,
поверхонь обертання. Сформульовано основні задачі теорії пружності для ортотропного
та трансверсально-ізотропного шарів у криволінійних координатах. Геометричні
рівняння та рівняння рівноваги для тонкого шару (у розумінні відношення товщини до
найменшого радіуса кривини серединної поверхні) спрощені до рівнянь із незалежними
від товщинної координати коефіцієнтами – форма, яка є зручною для застосування
методу Фур’є.

У другому розділі запропоновано і систематизовано методику побудови теорій
оболонок, яка ґрунтується на використанні апроксимації невідомих величин крайових
задач теорії пружності послідовностями частинних сум рядів Фур’є за поліномами
Лежандра. Проаналізовано два підходи до редукції тривимірних крайових задач теорії
пружності для тонкого шару (у сенсі відношення товщини до найменшого радіуса кривини
серединної поверхні) до двовимірних. В основу цих підходів закладено два способи
апроксимації  функцій  послідовностями частинних сум рядів за поліномами Лежандра.
Перший підхід приводить до структурно простих рівнянь, які, зазвичай, використовуються
для розрахунку пластин і оболонок, на лицевих поверхнях яких задаються зусилля. В
основу другого підходу закладено умовну апроксимацію переміщень та напружень
поліномами; додатково реалізується умова неперервності напружень на лицевих
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поверхнях при наближенні до даних ізсередини шару. Одержані при цьому двовимірні
математичні моделі деформування шару можуть використовуватися для розрахунку
покрить і тонких шарів, на лицевих поверхнях яких задаються як напруження, так і
переміщення. У межах другого підходу вирази для переміщень точок лицевих поверхонь
містять доданки, які пропорційні поверхневим навантаженням, що природно регуляризує
розв’язки (некоректно поставлених у розумінні існування класичних розв’язків) крайових
задач із мішаними граничними умовами на лицевих поверхнях шару.

Із використанням згаданих вище підходів отримано основні рівняння довільних
наближень розв’язків задач про визначення термопружного стану криволінійного шару,
а також рівняння для перших наближень, які є відповідно математичною моделлю
Тимошенка і модифікованою до неї математичною моделлю.

У третьому розділі розвинуто метод побудови (у межах теорій оболонок
Тимошенка) спрощених математичних моделей деформування оболонок. В основу
методу закладено ідею послідовнісного підходу, а саме – наближення шуканих величин
послідовностями частинних сум рядів за введеними малими параметрами.

Запропоновано низку спрощених математичних моделей деформування оболонок
типу Тимошенка, у яких деякі компоненти тензора деформацій є нехтовно малими: за
незмінних по товщині жорстких поворотів відносно нормалі до серединної поверхні
(узагальнення класичної моделі оболонок), за відсутності нормальних жорстких
поворотів, за відсутності поперечних зсувних деформацій (спрощення класичної моделі
оболонок). У межах кожної із побудованих математичних моделей деформування
оболонок проаналізовано ключові рівняння для циліндричної і сферичної оболонок.
Показано, що прийняття відповідних гіпотез не змінює типу диференціальних рівнянь
вихідної теорії оболонок.

Модифікована математична модель деформування оболонки (за відсутності
жорстких поворотів відносно нормалі до серединної поверхні) ґрунтується на
припущенні про нехтовну малість жорстких поворотів щодо нормалі до серединної
поверхні. У межах такої математичної моделі сформульовані відповідні граничні
задачі. Одержано необхідні і достатні умови застосовності спрощених математичних
моделей оболонок, які встановлюють обмеження на тангенціальні переміщення точок
границі серединної поверхні.

Для задач про згин пластинки за відсутності нормальних жорстких поворотів
вихідна система рівнянь зводиться до бігармонічного й гармонічного рівнянь. Ця
модель уточнює класичну модель згину пластинки, у межах якої функція прогину є
потенціальною функцією поля кутів повороту нормалі до серединної поверхні.

Побудовано розв’язки задачі про локальне поверхневе навантаження шарнірно
закріпленої циліндричної панелі. Проведено числовий аналіз розв’язків задачі, які
одержані за допомогою рівнянь теорії оболонок Тимошенка, класичної теорії оболонок
і теорії оболонок у припущенні відсутності нормальних жорстких поворотів.

У четвертому розділі розглядається гіпотетичний підхід до побудови теорій
оболонок. Підхід ґрунтується на варіаційних формулюваннях відповідних задач.
Записано взаємнодвоїсті узагальнені варіаційні принципи теорії пружності у
криволінійних координатах. Апроксимуючи переміщення і напруження в криволінійному
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шарі поліномами за товщинною координатою, спрощено відповідні функціонали енергії
і сформульовано взаємнодвоїсті узагальнені варіаційні принципи теорії оболонок
Тимошенка та модифікованої теорії оболонок Тимошенка. З використанням варіаційної
постановки задач теорій оболонок, методом множників Лагранжа, сформульовано
узагальнені варіаційні принципи спрощених теорій оболонок (за незмінних по товщині
нормальних жорстких поворотів; за відсутніх нормальних жорсткими поворотами; а
також за відсутніх поперечних зсувних деформацій і нормальних жорстких поворотів).

У п’ятому розділі сформульовано дельтоподібні послідовності фінітних функцій,
які є базовими для послідовнісних подань математичних моделей локальних
навантажень та узагальнених розв’язків Фур’є задач теорії оболонок із сингулярними
правими частинами рівнянь. Проаналізовано обмеження на параметри локалізації
поверхневих навантажень (дельтоподібних фінітних функцій), які забезпечують у
межах теорії оболонок типу Тимошенка достатню точність розв’язків задач про
локальне навантаження тонкостінних пружних тіл. Досліджено також похибки, які
виникають за використання теорій оболонок типу Тимошенка при визначенні
напружено-деформованого стану локально навантажених тонкостінних пружних тіл.

Досліджено коректність формулювань (у сенсі існування розв’язків Фур’є)
крайових задач теорії оболонок та модифікованої теорії оболонок Тимошенка, які
допускають відокремлення змінних, залежно від ступеня гладкості вільних членів
диференціальних рівнянь. Встановлено умови на вільні члени рівнянь, за яких існують
розв’язки Фур’є відповідних крайових задач (у вигляді сум рівномірно збіжних
тригонометричних рядів з рівномірно збіжними рядами похідних, що входять у рівняння
задач). Показано, зокрема, що розв’язки Фур’є крайових задач теорії оболонок типу
Тимошенка існують, якщо праві частини рівнянь є з відокремленими змінними і
періодичними функціями з першими похідними, які задовольняють умови Діріхле.
Розв’язки Фур’є крайових задач модифікованої теорії оболонок Тимошенка існують,
якщо праві частини рівнянь є періодичними  функціями з відокремленими змінними і
мають другі похідні, які справджують умови Діріхле.

На основі послідовнісного подання узагальнених функцій, зокрема, дельта-функції,
побудовано математичні моделі локальної дії поверхневих навантажень та об’ємних
сил. Проаналізовано методи узагальненого підсумовування тригонометричних рядів
та послідовнісного подання узагальнених (у розумінні слабкої збіжності) розв’язків
некоректних крайових задач теорії оболонок.

Побудовано дельтоподібні послідовності фінітних функцій із заданими властивостями
гладкості. Поряд з дельта-функцією, як математичною моделлю локальної дії фізичних
полів, розглядаються фінітні дельтоподібні функції (або дельтоподібні послідовності
функцій). Визначені інтеграли із змінною верхньою межею від дельтоподібних функцій (з
граничною функцією Хевісайда) є ефективним засобом математичного моделювання
перехідних процесів.

Для моделювання дії фізичних полів, які локалізовані вздовж лінії (чи області)
із заданою густиною, розглядаються як оператори згладжування (інтегральні згортки
густин з дельтоподібними функціями), так і відповідні їм граничні елементи. При
цьому оператори згладжування мають достатньо прості зображення у вигляді
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рівномірно збіжних рядів та інтегралів Фур’є. Такий підхід є поширенням уведених
С. Л. Соболєвим узагальнених розв’язків крайових задач рівнянь із частинними
похідними на задачі теорії оболонок. Узагальнений (у розумінні слабкої збіжності)
розв’язок Фур’є некоректно поставленої крайової задачі визначається як границя
послідовності розв’язків крайових задач з такими ж, як і для вихідної задачі
диференціальними операторами у рівняннях і вільними  членами – достатньо гладкими
функціями, які слабко збігаються до правих частин рівнянь вихідної задачі.

Побудовано функції Гріна крайових задач теорій оболонок типу Тимошенка і
модифікованих теорій оболонок типу Тимошенка у вигляді границь послідовностей
узагальнених частинних сум подвійних тригонометричних рядів. Знайдено точний
(з використанням рівнянь теорії пружності) і наближений (на основі рівнянь модифікованої
теорії оболонок Тимошенка) розв’язки задачі про локальне поверхневе навантаження
шару. Запропоновано математичну модель деформування тонкого трансверсально-
ізотропного покриття (шару), що перебуває під дією силового поля та одночасно
нагрівається джерелами тепла, які локалізовані за координатами у серединній поверхні
і є лінійно залежними від товщинної координати. При цьому використано модифіковану
теорію оболонок типу Тимошенка (за відсутності нормальних жорстких поворотів).
Локальна дія температурного поля моделюється добутком несиметричних
дельтоподібних функцій за часовою координатою і симетричних дельтоподібних фінітних
функцій за лінійними координатами. Ефективність моделі ілюструється на прикладі
задачі про імпульсний нагрів джерелами тепла покриття (шару), нанесеного на абсолютно
тверде тіло.

У шостому розділі із використанням послідовнісного подання функції Гріна
(у вигляді границі послідовності узагальнених частинних сум рядів Фур’є) розвинуто
метод граничних інтегральних рівнянь щодо динамічних задач теорії пологих оболонок.
Розглядаються задачі про власні та вимушені коливання трансверсально-ізотропних
пологих оболонок з отворами, масивними включеннями та вирізами, а також задачі
про коливання  кусково-однорідних оболонок. В основу досліджень напружено-
деформованого стану закладено рівняння теорії оболонок за відсутності нормальних
жорстких поворотів. Гіпотеза про нехтовну малість жорстких поворотів (відносно
нормалі до серединної поверхні) є еквівалентна до гіпотези (прийнятої в теорії оболонок
і у даній роботі) про домінуючий вплив на основні форми та частоти коливань
інерційності елемента оболонки (в напрямку нормалі до серединної поверхні) порівняно
з інерційністю в тангенціальних напрямках і кутовою інерційністю. Вихідна система
рівнянь спрощеної теорії оболонок зводиться до системи трьох ключових рівнянь
відносно функції прогину і двох потенціалів поля тангенціальних до серединної поверхні
переміщень і кутів повороту нормалі. Відповідні крайові задачі для  однозв’язної
області зводяться до розв’язування системи трьох інтегральних рівнянь.

Проаналізовано алгоритм побудови числового розв’язку задачі про усталені
коливання прямокутної мембрани з отвором (зсувні коливання пластини з отвором).
Функцію Гріна для рівняння Гельмгольца для прямокутника подано у вигляді границі
послідовності узагальнених частинних сум рядів. На цій основі сформульовано
відповідні граничні інтегральні рівняння, розв’язки яких знайдено методом колокацій.
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Сформульована також спрощена схема числового розв’язування граничних
інтегральних рівнянь (методом фіктивного контуру) задачі про коливання мембрани.
Встановлено залежність наближених розв’язків від параметрів дискретизації
інтегральних рівнянь і параметрів узагальненого підсумовування рядів.

З використанням послідовнісного підходу до подання функцій Гріна для
нестаціонарних задач теорії оболонок за відсутності нормальних жорстких поворотів,
а також нестаціонарних задач класичної теорії оболонок розвинуто метод граничних
інтегральних рівнянь. На основі одержаних співвідношень сформульовано інтегральні
рівняння задач про усталені коливання оболонок і пластин із отворами. Розглядаються
оболонки з шарнірно опертими зовнішніми краями (по контуру прямокутника) і довільно
навантаженими або підкріпленими внутрішніми краями отворів. На краях отворів
задаються три з шести величин – нормальна компонента вектора переміщення на
серединній поверхні, нормальна компонента кута повороту, нормальна компонента
мембранної сили та моменту, а також прогин і зрізувальна сила. Задачі зводяться до
розв’язування системи трьох інтегральних рівнянь відносно трьох невідомих густин,
які розподілені вздовж внутрішнього контуру.

Зведення інтегральних рівнянь до системи алгебраїчних проводиться за схемою,
яка є аналогічною до задачі для прямокутної мембрани з отвором.

Запропоновано алгоритми числового розв’язування задач про усталені коливання
пластин і оболонок, прямокутних у плані, з отворами, вирізами та масивними
включенням, а також задач про усталені коливання кусково-однорідних оболонок та
пластин. Досліджено напруження та власні частоти коливань прямокутних пластин з
вільними від навантажень або підкріпленими отворами, з симетрично розміщеним
масивним включенням і пластини з симетричними круговими вирізами. Показано,
що значення власних частот коливань прямокутної пластини з круговим отвором є
близькими до значень відповідних частот, які одержані методами скінченних елементів
та Рітца.

Сьомий розділ присвячений постановці та розвитку послідовнісного підходу до
розв’язування задач про взаємодію тонкостінних елементів з абсолютно жорсткими
і пружними тілами. В основу побудови узагальнених розв’язків контактних задач теорії
оболонок Кірхгофа-Лява і різних варіантів теорій оболонок типу Тимошенка закладено
послідовнісне подання функцій Гріна і метод інтегральних рівнянь. Розглядаються
задачі як про взаємодію оболонок з жорсткими тілами, так і взаємодію оболонок із
жорсткими тілами через лінійно- і нелінійно-пружні проміжні шари.

Контактні задачі теорії оболонок про взаємодію оболонок із жорсткими тілами
через нелінійно-пружний шар формулюються для випадку щільного прилягання
оболонки і шару та відсутності дотичних напружень в області контакту. Прогин
оболонки визначається через невідомі контактні напруження у вигляді інтегралів, ядра
у яких задаються послідовностями узагальнених частинних сум рядів Фур’є, границею
яких є функція Гріна. Для циліндричного резервуара, заповненого рідиною, знайдено
розв’язок задачі про його взаємодію з двома жорсткими опорами через проміжний
шар. Досліджено залежність контактних напружень від приведеної жорсткості
проміжного шару; побудовано графіки розподілу контактних напружень.



14

Вступ

Знайдено і проаналізовано розв’язки задач про взаємодію абсолютно жорстких
гладких штампів постійної кривини з циліндричною оболонкою уздовж смуги. Показано,
що значення контактних напружень, які знайдені за допомогою різних теорій оболонок,
відрізняються тільки у околі границі області контакту, яка є співмірною з товщиною
оболонки. Тому оптимальним при побудові числових розв’язків контактних задач є
розбиття області контакту на відрізки, довжини яких співмірні з товщиною оболонки.

Розглядаються також задачі про взаємодію (без відшарування) циліндричної
оболонки з підкріплюючими жорсткими елементами змінної кривини. Досліджено
розв’язок задачі про підкріплення (вздовж смуги) шарнірно закріпленої замкнутої
циліндричної оболонки овальним жорстким бандажем.
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Тонкостінні тіла (оболонки, пластини, шари, покриття і т. п.), внаслідок їх малої
ваги і достатньо високих значень параметрів їх міцності, жорсткості та стійкості, широко
застосовуються в авіаційній та космічній техніці, машинобудуванні, суднобудуванні та
інших галузях техніки. Розрахунок сучасних оболонкових конструкцій ґрунтується на
поєднанні методів фундаментальних та прикладних наук (механіки суцільного
середовища, термодинаміки, теорії пружності, будівельної механіки, опору матеріалів
тощо).

У розділі наведені основні рівняння теорії пружності для ортотропного шару в
ортогональних криволінійних координатах та сформульовані відповідні крайові задачі. Для
спрощення процедури зведення тривимірних задач до двовимірних реалізується гіпотеза
про тонкостінність шару шляхом нехтування (порівняно з одиницею) відношеннями
товщини шару до радіусів головних кривин серединної поверхні. Коефіцієнти рівнянь,
отримані за такого підходу, не залежать від нормальної (до серединної поверхні) координати.
Наведені також геометричні характеристики поверхонь обертання, які найчастіше
використовуються в інженерних розрахунках.

РІВНЯННЯ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ
ДЛЯ ТОНКОСТІННОГО ТІЛА

РОЗДІЛ
1
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Рівняння теорії пружності для тонкостінного тіла

1.1. РІВНЯННЯ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ У ЗМІШАНІЙ
СИСТЕМІ КРИВОЛІНІЙНИХ КООРДИНАТ

1.1.1. Переміщення і деформації. Розглянемо криволінійний шар постійної
товщини 2h. Серединну поверхню S шару (поверхню рівновіддалену від лицевих
поверхонь S ) віднесемо до змішаної ортогональної системи координат 321 ,,  .
Координатні лінії const1  і const2  є лініями головних кривин серединної поверхні,
а прямолінійна координата 3  має напрям зовнішньої нормалі до серединної поверхні
таким чином, щоб система координат 321 ,,   була правою. Рівняння 03   і

h3  у цій системі координат є, відповідно, рівняннями серединної поверхні і
лицевих поверхонь шару. Вважаємо також, що бічна поверхня шару є лінійчатою
поверхнею, твірна якої перпендикулярна до серединної поверхні шару.

Рис. 1.1. Геометрія тонкостінного тіла

Квадрат лінійного елемента шару і квадрат лінійного елемента серединної
поверхні шару задаються відповідно формулами 2
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функціями [3, 15, 72, 83], зокрема, коефіцієнти Ламе задовольняють такі умови:
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Рівняння теорії пружності у змішаній системі криволінійних координат

Підставивши в рівняння (1.1) формули для коефіцієнтів Ламе і значення 03  ,
одержимо відомі в теорії поверхонь рівняння Гаусса-Кодацці
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З останніх двох рівнянь систем (1.1), (1.2) одержимо ще такі залежності:
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Приймаємо, що при деформуванні шару пружні деформації є лінійними [2, 6, 12,
60, 75, 76, 110]. При цьому переміщення довільної точки шару задаються трьома
компонентами за координатними напрямками  tUU ii ,,, 321   3,2,1i .
Переміщення є функціями просторових координат і часу. Деформований стан шару
визначається симетричним тензором деформацій
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де  3,2,1ieii  – лінійні деформації за напрямками координатних ліній; jiij ee 

 jiji  ,3,2,1,  – кутові деформації.
Залежності деформацій від переміщень визнаються за формулами Коші
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або, з урахуванням формул (1.3) і співвідношень ii
i AkH
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Формули (1.5) або (1.6) за умов (1.1) і неперервності часткових похідних від
переміщень однозначно задають компоненти тензора деформацій (1.4).

1.1.2. Рівняння локального стану. У сучасній техніці широкого застосування
набули анізотропні матеріали, зокрема, композиційні матеріали. Матеріали, які в кожній
точці мають три взаємно перпендикулярні площини пружної симетрії, називаються
ортотропно анізотропними або ортотропними. Вважаємо, що шар є криволінійно
ортотропним тілом, що має в кожній точці три площадки пружної симетрії,
перпендикулярні до координатних напрямів. При навантаженні шару справджується
узагальнений закон Гука, згідно з яким у кожній точці тіла компоненти ije  тензора
деформацій є лінійними функціями компонент ij  ( jiij   ) симетричного тензора
напружень

333231

232221

131211





 ij (1.7)

і функції температури ),,,( 321 tTT  . Нульове значення функції температури

відповідає ненапруженому станові шару. Перший індекс “і” компоненти ij  тензора
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напружень вказує на напрям дії цього напруження, а другий індекс “j” – на напрям
нормалі до площадки, на якій діє напруження.

Рис. 1.2. Напрямки напружень

Рівняння узагальненого закону Гука для ортотропного тіла записуємо у такому
вигляді [2, 7, 22, 53, 75]
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де 321 ,, EEE  – модулі пружності за напрямками координатних осей; 321312 ,...,,   –
коефіцієнти Пуассона (перший індекс показує напрямок поперечної зміни елемента
шару, другий – напрямок дії напруження); 133132232112 ,, GGGGGG   – модулі зсуву,,

які характеризують зміну кутів між головними напрямками; TTT
321 ,,   – коефіцієнти

лінійного розширення за напрямками координатних ліній.
Формули (1.8) містять дванадцять параметрів пружності, однак незалежними

є тільки дев’ять, оскільки матриця коефіцієнтів пружності є симетричною. Тому,
виконуються такі залежності:
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Формули (1.8) можна записати відносно компонент тензора напружень.
 Тоді
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  ,31321211133132212111111 TFFFeFeFeF TTT  

  ,33322212133232222112122 TFFFeFeFeF TTT   (1.9)

  ,33323213133332232113133 TFFFeFeFeF TTT  

,121212 eG ,232323 eG .313131 eG
Підставивши формули (1.9) у формули (1.8), одержимо систему рівнянь для

визначення пружних характеристик ijF . Її можна записати у матричній формі

.
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Розв’язавши цю систему рівнянь, знайдемо

 ,1 3223
0
111  EF  ,1 3113

0
222  EF

 ,1 2112
0
333  EF  ,321312

0
112   EF

 ,132123
0
223   EF  ,231213

0
113   EF

де   1
133132232112312312

0 21  ii EE . Легко переконатися, що відповідна
матриця коефіцієнтів пружності також симетрична, jiij FF  .

Для криволінійного трансверсально-ізотропного шару, для якого координата 3
в кожній точці перпендикулярна до площадок ізотропії, узагальнений закон Гука є таким:
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 (1.10)

 .,2,1,1,1
33 jiji

G
e

G
e iiijij 


 

Тут EE i  модулі Юнга в площадках ізотропії і перпендикулярних до неї напрямках;
 – коефіцієнт Пуассона, який характеризує скорочення елемента шару за напрямками
ізотропії при розтязі його у цих напрямках;    – коефіцієнт Пуассона, який характеризує
скорочення елемента у напрямку, перпендикулярному до площадок ізотропії, за розтягу
у напрямках ізотропії; G  – модулі зсуву у напрямках, перпендикулярних до площадок

ізотропії; 
)1(2 


EG  – модуль зсуву у площадках ізотропії; TT  i  – коефіцієнти

лінійного розширення у площадках ізотропії і перпендикулярних до них напрямках.
Для трансверсально-ізотропного шару незалежними є такі пружні характеристики:

TTGEE   ,,,,,, .
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Якщо властивості матеріалу однакові у всіх напрямках, маємо ізотропний
матеріал, незалежними для якого є три параметри TE  ,, . Тоді ,,   EE

TTGG   , . Для ізотропного матеріалу використовують також пружні сталі Ламе

G і  , де     ,
121 





E .
)1(2 


EG

1.1.3. Рівняння руху. Вважаємо, що шар перебуває під дією об'ємних сил і
поверхневих навантажень. Диференціальні рівняння руху нескінченно малого елемента
шару у вибраній системі координат є такими:
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сили; 321 ,, FFF  – компоненти об’ємної сили.

Рівняння руху запишемо з урахуванням формул (1.3) і формули ii
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Система рівнянь (1.6), (1.10), (1.12) містить п’ятнадцять рівнянь і стільки ж
невідомих  jijieeeU jiijjiijiiiii  ,3,2,1,,,,,  , які є функціями лінійних
координат 321 ,,   і часу t. Вона, взагалі кажучи, є системою рівнянь з частинними
похідними першого порядку. Приймаємо, що функція температури і об’ємна сила –
задані величини.

1.1.4. Крайові умови. На лицевих поверхнях шару S  h3  задаємо
напруження

 33 ii   на S ,  33 ii   на S  2,1i , (1.13)
або переміщення

 ii uU  на S ,  ii uU  на S , (1.14)

або мішані умови, де 
ii u,3  – відомі функції.

На бічній (лінійчатій) поверхні шару задаємо мішані умови

ii pp   на S ,   3,2,1i , (1.15)

33,, uUuUuU nn    на uS ,

де ,, 22112211 sUsU Ussp niii   ;1221 sUsUU   0,, 21 ssn 
  – одиничний

вектор зовнішньої нормалі до бічної поверхні; uSS ,  взаємно доповнюючі частини

бічної поверхні; ,,, 3uuun  ip  – відомі функції.
Початкові умови задаємо у вигляді
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де ii  ,  – відомі функції.
При формулюванні задач про усталені коливання шару, замість умов (1.16),

приймаємо гармонічну залежність від часу всіх величин системи рівнянь.
Невідомі функції рівнянь або лінійні комбінації цих функцій, значення яких

задаються (при формулюванні граничних умов) на границі, будемо називати граничними
змінними.

1.2. РІВНЯННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ
ТОНКОГО КРИВОЛІНІЙНОГО ШАРУ

Розглянемо тонкий криволінійний шар постійної товщини (тонкостінне тіло),
відношення товщини якого до найменшого радіуса кривини серединної поверхні є
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малою величиною порівняно з одиницею. Він може бути і не тонким у розумінні
відношення товщини до лінійних розмірів серединної поверхні шару. Для таких пружних
тіл у геометричних співвідношеннях (1.6) і рівняннях руху (1.12), можна прийняти
такі наближені рівності [13, 72]

 .2,1 iAH ii (1.17)
Прийняття цих гіпотез рівносильне нехтуванню доданками 3ik  порівняно з одиницею
у виразах для компонент тензорів деформацій та напружень, а також компонент вектора
об’ємних сил. При цьому для квадрата довжини елемента шару матимемо формулу
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Рівняння рівноваги і геометричні співвідношення з урахуванням наближених

рівностей (1.17) набудуть вигляду
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
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








 


 (1.18)

    312
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
 (1.19)

,11























j

i

j

i

i

j

ii

j

i

j

j

i

j
ij A

UAU
AA

UAU
A

e












 .,2,1,1 3

3
3 jijiUuAkU

A
Ue iii

ii

i
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
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Вважаємо, що шар є трансверсально-ізотропним тілом, для якого справджується
узагальнений закон Гука (1.10). Запишемо його у такій формі

  ,330
T
iijjiiii eeE  

   ,33221133033
TeeeE   (1.20)

 .21,=,= 33 ji,, jieGGe iiijij 
Тут

 TETE
TT

TTT
ii 




 


 2,
1 033 (1.21)

– температурні складові напружень і введено такі позначення [7, 159]
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  20 1
;

12  





EEEG (1.22)

 
 
 

.
21

1;
1 20 EE

EE
E

E















Граничні і початкові умови задаються у вигляді (1.13)–(1.16).

1.3. ГЕОМЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОВЕРХОНЬ ОБЕРТАННЯ

В інженерній практиці найчастіше використовуються тонкостінні тіла, серединні
поверхні яких одержуються обертанням деякої плоскої кривої навколо заданої осі [2, 12,
24, 32, 55, 63, 102]. Розглянемо гладку поверхню обертання S, рівняння якої задамо у
параметричній формі [83]

     ,,,,,, 213321222111  XxXxXx  (1.23)

де 321 ,, xxx  – координати точки поверхні у декартовій системі координат; 21,  –
параметри;  21,iX  – відомі функції.

Для поверхні обертання навколо осі 3Ox  параметру 2  відповідає кут  , який
характеризує положення мередіана (див. рис. 1.3). За параметр 1  вибираємо одну з
величин: srt ,,,  , де 3xt  , r – радіус паралелі;  – кут між віссю обертання і
нормаллю N


 до поверхні; s – відстань за мередіаном від деякої фіксованої точки.

Рис. 1.3. Геометрія поверхні обертання

Поставимо у відповідність довільній точці  321 ,, xxxM , що лежить на поверхні S,
радіус-вектор  321 ,, xxxX 


. Для поверхні обертання маємо ,sin,cos 21  rxrx 

tx 3 . Приймаючи  2  і 1  – одну з чотирьох відзначених величин, одержимо



25

Геометричні характеристики поверхонь обертання

       ktjrirX


12121 sincos  (1.24)

      ,,sin,cos 12121  trr

де kji


,,  – одиничні вектори, які мають напрямки осей координат 321 ,, OxOxOx .

Лінії, що лежать на поверхні S і відповідають значенням параметрів const1

і const2 , називаються 1 -лінією і 2 -лінією і є відповідно мередіанами і
паралелями.

Знайдемо вектори, дотичні до 1 - і 2 -ліній,

 ,,sin,cos 22
1

trrX 

 




 ,0,cos,sin 22
2




rrX






(1.25)

де 
11

;
 d
dtt

d
drr  .

Легко переконатися, що ці вектори ортогональні, 0
21










XX


, тобто, 1 - і

2 -лінії в кожній точці поверхні обертання ортогональні між собою.

Знайдемо перший диференціал від вектора X










 2
2

1
1







dXdXXd



(1.26)

 .),cos(sin),sin(cos 122122212  dtddrddr 

Модуль диференціала є довжиною елементарної дуги поверхні S,

.2
2

2
2

2
1

2
1  dAdAXddl 


(1.27)

Тут

    ,22

1
1 trXA 









rXA 




2

2 



(1.28)

– коефіцієнти першої квадратичної форми.
Знайдемо нормальний вектор N


 до поверхні S, як векторний добуток векторів

(1.25), дотичних до 1 - і 2 -ліній,
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











0cossin

sincos

22
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21 



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kji

XXN






 .,sin,cos 22 rrtrtr   (1.29)
Трійка одиничних векторів

   
 ,,sin,cos11

2222
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1 trr
tr

X
A

e 

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
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 
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
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A
e


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(1.30)

121
3
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A

N
AA

e 


 rtt  ,sin,cos 22 

називається основним триедром поверхні.

Розглянемо також другий диференціал від вектора X


,2 2
22

2

2

21
21

2
2
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2
2 


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dXddXdXXd
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(1.31)

де

 ,,sin,cos 222
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2

trrX 

 



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


(1.32)

 .0,sin,cos 222
2

2




rrX







Знайдемо проекцію другого диференціала на нормальний до поверхні вектор 3e

,2 2
2222112

2
111

2
3  dLddLdLXde 

 (1.33)

де 221211 ,, LLL  – коефіцієнти другої квадратичної форми.
Розкриваючи скалярний добуток векторів у формулі (1.33) з урахуванням формул

(1.31), (1.32), знайдемо
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  212
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Звідси,
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1

2212
1

11 A
trLL

A
trtrL





 (1.34)

З допомогою коефіцієнтів першої і другої квадратичних форм визначаються

кривини нормальних перетинів, що проходять через 1 - і 2 -лінії, ,2
1

11
11 A

Lk 

21

12
122

2

22
22 ,

AA
Lk

A
Lk  . Координатні лінії поверхні, для яких дотичні вектори

ортогональні і 012 L , називаються лініями кривини, а кривини 222111 , kkkk 
називаються головними кривинами. Для них з урахуванням формул (1.34) маємо

.,
1

2
2

22
23

1
2
1

11
1 rA

t
A
Lk

A
trtr

A
Lk





 (1.35)

Знайдемо також потрібні для опису поверхонь проекції вектора 3e  на осі 3Ox  і Or

,cos
1A

r
 .sin

1A
t

 (1.36)

Розглянемо приклади визначення геометричних характеристик деяких типів
поверхонь.

1.3.1. Використання радіуса паралелі для знаходження геометричних
характеристик поверхні обертання. Нехай твірна поверхні обертання задається
рівнянням  rtt   (див. рис. 1.3). Тоді рівняння твірної можна записати у вигляді

 ,, 11  ttr 

Звідси 2
1

2

1
,0,1,

 d
tdtrr

d
dtt  . Використовуючи формули (1.28), (1.34)– (1.36),

знайдемо
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  ,,,,1
21

23
1

112
2

1 AA
tk

A
tkAtA





 

.1sin,cos
11 AA

t



 

(1.37)

Для конічної поверхні з твірною rtgt  0 , де 0  – кут, між нормаллю до
твірної та віссю обертання, маємо параметричне рівняння

., 101   tgtr
Використовуючи також формули (1.37), знайдемо

,sin,0,,
cos

1
1

0
2112

0
1 




 kkAA

.sinsin,coscos 00  

1.3.2. Використання координати вздовж осі обертання для знаходження
геометричних характеристик поверхні обертання. Нехай твірна поверхні
обертання задається рівнянням  trr   (див рис. 1.3). Запишемо параметричне
рівняння твірної у вигляді

 ., 11  rrt 
Для геометричних характеристик поверхні обертання одержимо з (1.28),

(1.34)–(1.36) формули

  ,1,,,1
21

23
1

12
2

1 AA
k

A
tkrArA 




.1sin,cos
11 AA

r



 

(1.38)

Для циліндричної поверхні, утвореної обертанням прямої Rr   навколо осі Ot ,
маємо параметричне рівняння твірної Rrt  ,1 . Підставивши ці формули у
формули (1.28), (1.34 )–(1.36), одержимо

,1,0,,1 2121 R
kkRAA 

.1sin,0cos  

1.3.3. Використання кута між нормаллю і віссю обертання для
знаходження геометричних характеристик поверхні обертання. Нехай
рівняння твірної  rft   і приймемо 1   (див. рис. 1.3).

Знайдемо параметричне рівняння твірної. З останніх двох рівнянь (1.37) знайдемо
,1 rtgt   (1.39)
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де .,
11  d

dtt
d
drr 

Врахувавши у формулі (1.39) вираз похідної від складної функції r
dr
dft  ,

одержимо залежність координати r від параметра 1  і, відповідно, параметричне
рівняння твірної у вигляді

  ,1tg
dr

rdf
  rft  . (1.40)

Геометричні характеристики поверхні обертання шукаємо за формулами (1.28),
(1.34 )–(1.36).

а) Знайдемо геометричні характеристики еліптичного тора, утвореного обертанням

еліпса   12

2

2

2





b

dr
a
t  навколо осі Ot  (див. рис. 1.4).

Рис. 1.4. Геометрія еліптичного тора

Диференціюючи це рівняння по r і враховуючи перше рівняння системи (1.40),

одержимо таке рівняння: 22
1

b
dr

a
tgt 


  . Приєднуючи до нього вихідне рівняння, згідно

з (1.40) знайдемо параметричне рівняння твірної

,cos,sin 1

2

1

2


c

bt
c

adr  (1.41)

де 1
22

1
222 cossin  bac  .

Перша і друга похідні від функцій (1.41) мають вигляд

,sin,cos
3

1
22

3
1

22

c
bat

c
bar 

 (1.42)
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   .sin3cos,cos3sin 114

22

114

22

 cc
c
batcc

c
bar 

Геометричні характеристики для еліптичного тора знайдемо за формулами
(1.28), (1.34 )–(1.36) у вигляді

,sin,1,,
2

1
2

1
123

22

1 A
k

A
krA

c
baA 



.coscos,sinsin 11  
(1.43)

б) Прийнявши у формулах (1.41) 0d  і Rba  , одержимо параметричне
рівняння твірної – кола: 11 cos,sin  RtRr  . З формул (1.43) одержимо геометричні
характеристики відповідної поверхні обертання – сфери

.1,1,sin, 21121 R
k

R
kRARA  

в) Якщо у формулах (1.41), (1.43) прийняти 0d , то одержимо геометричні
характеристики еліпсоїда обертання.
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У розділі викладено послідовнісний підхід до побудови теорій оболонок, який
ґрунтується на апроксимації розв’язків тривимірних задач теорії пружності для
криволінійного шару послідовностями частинних сум рядів Фур’є за системою
поліномів Лежандра від товщинної координати. У літературі [13, 19, 50, 52, 68, 70 - 72,
80, 110, 111] домінують два підходи до редукції тривимірних задач теорії пружності.
Перший підхід ґрунтується на безумовній апроксимації переміщень та напружень
поліномами Лежандра за товщинною координатою. Він приводить до структурно
простих двовимірних математичних моделей деформування тонкостінних тіл. Однак
у межах цих моделей не вдається коректно сформулювати змішані граничні умови
на лицевих поверхнях тіл. Одержані при цьому двовимірні математичні моделі
(класична теорія оболонок, теорія оболонок Тимошенка і  теорії оболонок вищих
порядків) використовують, здебільшого, для розрахунку пластин і оболонок, на лицевих
поверхнях яких задаються напруження. В основу другого підходу закладено умовну
апроксимацію переміщень і напружень поліномами. При апроксимації переміщень
враховують граничні значення переміщень лицевих поверхонь, які визначаються з
умов неперервності відповідних напружень при наближенні до лицевих поверхонь
ізсередини шару. Одержані при цьому двовимірні математичні моделі деформування
шару (модифікована теорія оболонок Тимошенка й уточнені теорії оболонок вищих
порядків) можуть бути використані для розрахунку покрить і оболонок, на лицевих
поверхнях яких задаються як зовнішні зусилля, так і переміщення.

ПОСЛІДОВНІСНИЙ ПІДХІД
ДО ПОБУДОВИ ДВОВИМІРНИХ

МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ
ДЕФОРМУВАННЯ ТОНКОСТІННИХ

ПРУЖНИХ ТІЛ

РОЗДІЛ
2
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2.1. НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ ПОСЛІДОВНОСТЯМИ ЧАСТИННИХ
СУМ РЯДІВ ЗА ПОЛІНОМАМИ ЛЕЖАНДРА

Система поліномів Лежандра   0nn xP  є розв’язком задачі Штурма-Ліувілля

про власні значення і власні функції [59, 79]: знайти значення параметра  , для
яких на відрізку 11  x  існує розв’язок рівняння

  01 2 



  y

dx
dyx

dx
d   ,11  x

який обмежений при 1x  і нормований так, що   11 y .

Власними значеннями цієї задачі є  1 nn , а власними функціями – поліноми
Лежандра
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Перші шість поліномів є такими
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Вирази поліномів будь-якого порядку можна одержати, розвиваючи за

степенями параметра  1  твірну функцію     1221, 
  xx ,

    .,
0

n

n
n xPx  




 (2.2)

При цьому ряд (2.2) збігається рівномірно для всіх значень  1,1x , якщо тільки 1 .
Поліноми Лежандра є ортогональними функціями, тобто

   
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







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 .,
12
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1 nm
n

nт
dxxPxP mn (2.3)

Умови ортогональності (2.3) випливають з властивостей самоспряженості
відповідного диференціального оператора. Їх також можна одержати, ґрунтуючись
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на розвиненні (2.2). Справді, якщо перемножити ряди, записані за формулою (2.2) для
різних параметрів 1 , 1 , проінтегрувати їх добуток по x на відрізку у  1,1  і
змінти порядок інтегрування та підсумовування (оскільки відповідні ряди збігаються
рівномірно), то знайдемо
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Обчислюючи інтеграл у лівій частині цієї формули з урахуванням явних виразів
підінтегральних функцій, отримаємо
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k , то одержимо формулу
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 . Звідси випливають співвідношення (2.3).

Відзначимо ще деякі властивості поліномів. З формули (2.1) бачимо, що  xPn

є поліномом степеня n і

     .1 xPxP n
n

n  (2.4)

Якщо у формулу (2.2) підставити значення 1x , то одержимо вираз
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 . Звідси знайдемо, що   11 nP  і, з урахуванням формулили

(2.4), встановимо граничні значення поліномів    nnP 11  .

Можна переконатися, що твірна функція  ,x  задовольняє диференціальне

рівняння 









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21

x
. Підставивши в це рівняння вираз (2.2) для твірної

функції і прирівнявши коефіцієнти біля однакових степенів параметра  , одержимо
рекурентне співвідношення
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dx
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dx
dPPn nn

n
  (2.5)
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Послідовно додаючи співвідношення (2.5) окремо для парних і непарних значень
n, одержимо такі формули для похідних від поліномів

 
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 
n

m
m

n Pm
dx

dP 2

,...2,0

12 ,12 (2.6)
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dP  .,...1,0n

Математичний апарат розвинення функцій за поліномами Лежандра є одним з
ефективних засобів наближення функцій. Якщо функція  xU , неперервна на проміжку

 1,1  і має на ньому неперервну другу похідну, то вона розвивається в рівномірно
збіжний ряд за системою поліномів (2.1)

   ,
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де
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Формулу (2.8) одержимо, домноживши ліву і праву частини рівності (2.7) на
поліноми    ,...1,0mxPm  та інтегруючи отримані співвідношення по x у межах від
-1 до +1.

Оскільки ряд (2.7) рівномірно збігається, функцію  xu  можна наблизити з будь-якою

точністю послідовністю частинних сум її ряду  






  


xPcS

n

k
kkn

0
, тобто, для довільного

0  можна підібрати такий номер N, що для усіх Nn  ,       xSxu n .
За такого наближення розв’язки (переміщення) відповідних задач теорії

пружності для тонкостінних елементів можна шукати у вигляді частинних сум рядів
за поліномами Лежандра від нормальної (до серединної поверхні) координати. Вирази
для напружень одержують диференціюванням відповідних частинних сум для
переміщень.

Однак, характерним для задач теорії пружності є те, що доводиться одночасно
шукати поліноміальні наближення для переміщень і напружень (для функції та її
похідної) і, до того ж, задаються граничні (на лицевих поверхнях) значення напружень
або переміщень. У спрощеній формі відповідну задачу можна сформулювати так:

побудувати поліноміальні наближення для функції  xu  та її похідної  
dx
dux   за

умови     1 .
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Однаково ефективно в теорії пружності використовуються обидва способи
наближення функції та її похідної. Розглянемо відповідні схеми (два варіанти
поліноміальних наближень). Насамперед встановимо залежності між коефіцієнтами
розвинення (2.7) функції  xu  і її похідної
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Якщо підставити розвинення (2.7) і (2.9) у рівність  
dx
dux   і врахувати

формули (2.6), то одержимо
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Прирівнюючи коефіцієнти біля однакових поліномів, одержимо такі залежності
між коефіцієнтами ряду (2.9) та (2.7)
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(2.10)

Віднімаючи кожні сусідні два співвідношення (2.10), одержимо залежності між
коефіцієнтами ряду (2.7) для функції  xu  та ряду (2.9) для функції  x
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Відзначимо, що усі співвідношення системи (2.11) містять скінченну кількість
доданків. З перших формул (2.10) знайдемо залежності граничних значень функції
 xu  від перших двох коефіцієнтів розвинення функції  x

  .
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
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Перший спосіб поліноміального наближення функції та її похідної.
Приймаємо, що задані коефіцієнти  nkuk ...,,1,0  розвинення функції  xu  і

граничні значення  1   її похідної. Функцію  xu  наближуємо n-ою частинною
сумою ряду (2.7)
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Згідно з поліноміальним наближенням для функції  xu  функцію  x

наближуємо  1n -ою частинною сумою ряду (2.9),
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Коефіцієнти цієї частинної суми визначаємо за першими n формулами системи (2.10),
в яких приймаємо  ,...10  nkuk .

Таким чином, за першим способом наближення для функції та її похідної маємо
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Другий спосіб поліноміального наближення функції та її похідної
ґрунтується на використанні співвідношень (2.11). Вважаємо, як і в першому випадку,
що задані скінченна кількість коефіцієнтів розвинення функції  xu  і граничні значення
її похідної  1  . Функцію  xu  наближаємо частинною сумою (2.13) всередині



37

Перший варіант редукції тривимірних задач теорії пружності до двовимірних

проміжку  1,1  і вводимо (невідомі) граничні значення  1 uu . Функцію  x

наближуємо  1n -частинною сумою ряду (2.9). Отже для функцій  xu  і  x
маємо такі апроксимаційні вирази
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1 ,   .11  x (2.15)

Тут коефіцієнти k   визначаються з системи рівнянь, яку складають перші  1n
рівнянь (2.11), і два рівняння

  ,1
1

0





  k

n

k
k P

які відповідають умові неперервності полінома (2.15) у граничних точках 1x .
Граничні значення u  поліноміального наближення (2.14) функції  xu

визначаються за формулою (2.12).
Зазначимо, що одержані другим способом апроксимаційні формули (2.14), (2.15)

містять на дві складові більше від відповідних формул (2.13), одержаних із застосуванням
першого способу. При цьому кількість незалежних коефіцієнтів в апроксимаційних
виразах (2.13)–(2.15) залишається однаковою. Крім того, співвідношення (2.11), які
використовуються для визначення коефіцієнтів апроксимаційного виразу для функції
 x , є точними. Водночас і при побудові апроксимаційних виразів для функції  x  за

першим способом, приймається рівність нулеві зліченої кількості коефіцієнтів,
 ,...10  nkuk , в усіх співвідношеннях (2.10).

2.2. ПЕРШИЙ ВАРІАНТ РЕДУКЦІЇ ТРИВИМІРНИХ ЗАДАЧ
ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДО ДВОВИМІРНИХ

Розглядаємо тонкий (в розумінні відношення товщини до найменшого радіуса
кривини серединної поверхні) трансверсально-ізотропний шар, напружено-
деформований стан якого описується системою рівнянь (1.18)–(1.20) і задаються
граничні умови першого роду (1.13) на лицевих поверхнях, змішані граничні умови
(1.15) на боковій поверхні і початкові умови (1.16).

Вихідна система рівнянь задачі є системою диференціальних рівнянь першого
порядку відносно трьох компонент вектора переміщень  321 ,, UUU  і шести компонент
тензора деформацій 31132112332211 ,,,,   , 2332   . Приймаємо, що
розв’язок відповідної крайової задачі та його похідні, які входять у рівняння,
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подаються у вигляді рівномірно збіжних рядів за системою многочленів
Лежандра відносно координати 3 . При цьому формули (2.1), (2.6) для змінної

3 , hh  3 , за умови ортогональності (2.3) запишуться так
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Для побудови наближеного розв’язку задачі застосуємо схему першого способу
поліноміального наближення функції та її похідної. Вихідна система рівнянь містить
три невідомі функції 321 ,, UUU  (переміщення), яким відповідають напруження
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n-го порядку розв’язку задачі визначимо такими частинними сумами рядів для переміщень
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Для напружень 332313 ,,   відповідно до схеми першого способу маємо
поліноміальні наближення
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Інші компоненти тензора напружень, компоненти вектора об’ємної сили і функцію
температури, враховуючи апроксимаційні вирази (2.17), подаємо у вигляді таких
частинних сумам
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12  . Решта коефіцієнтів у рядах, які не вказані

у формулах (2.17)–(2.19), дорівнюють нулеві.
Температурні доданки напружень  3,2,1iT

ii  відповідно до апроксимаційних

виразів (2.18), (2.19) для напружень 332211 ,,   наближуємо такими поліномами
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Усереднюємо з вагою  3kP  рівняння руху (1.18). При цьому, враховуючи
формулу інтегрування за частинами
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формули (2.16), (2.18) і (2,19), отримаємо рівняння
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напружень; 1, 10  nnnn , якщо n – парне число, і 1, 01  nnnn , якщо n –
непарне число.

Усереднюючи з вагою  3kP  рівняння (1.19) і (1.20) з урахуванням співвідношень
(1.21), (2.16)–(2.20), отримаємо залежні від двох змінних фізичні співвідношення
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Тут, внаслідок симетричності тензорів деформацій і напружень, справджуються рівності
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Зауважимо, що для апроксимації напружень  3,2,13 ii  у межах побудованої
математичної моделі можуть бути використані поліноми [110], на два порядки вищі
від поліноів, які задаються співвідношеннями (2.18). При цьому усуваємо розриви
напружень при наближенні до лицевої поверхні ізсередини шару.

2.3. ДРУГИЙ ВАРІАНТ РЕДУКЦІЇ ТРИВИМІРНИХ ЗАДАЧ
ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДО ДВОВИМІРНИХ

Розглянемо криволінійний шар, який є тонкий у розумінні відношення товщини
до найменшого радіуса кривини серединної поверхні. Нехай напружено-деформований
стан шару описується рівняннями (1.18)–(1.20). На лицевих та бічних поверхнях шару
задані довільні граничні умови, наприклад, умови (1.13), (1.15) або (1.14), (1.15).
Початкові умови мають вигляд (1.16). Наближення порядку n розв’язку цієї задачі
визначаємо такими поліномами
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Тут апроксимаційні вирази для переміщень (2.26) містять порівняно з формулами
(2.17) граничні переміщення 

iu , а апроксимаційні вирази (2.28) для напружень
 3,2,13 ii  доповнено у порівнянні з (2.18) двома доданками.

У роботах [70–72], з метою апроксимації переміщень поліномами, що змінюються
неперервно (аж до лицевих поверхонь), апроксимаційні поліноми (2.26) при h3
доповнено доданками    32
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визначаються через граничні переміщення 
1u . Однак, побудова замкнутої системи
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двовимірних рівнянь n-го наближення за такою схемою вимагає прийняття додаткових
гіпотез про нехтовну малість коефіцієнтів ,,, 3
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двовимірних геометричних рівняннях. Подання апроксимаційних виразів для переміщень
у вигляді (2.26) дозволяє безпосередньо одержати замкнуту систему рівнянь відповідного
варіанта теорії оболонок.

Компоненти об’ємної сили і функцію температури апроксимуємо, як і у першому
варіанті наближення, многочленами (2.19). Для температурних складових напружень
маємо такі наближення:
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Запишемо формули (2.28) з урахуванням залежностей (2.30) у такому вигляді
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Редукцію рівнянь рівноваги (1.12) проводимо за аналогією до першого варіанта
наближення. Вони мають вигляд (2.21). Ідентичними до першого варіанта наближення
також є рівняння закону Гука, які встановлюють залежності між коефіцієнтами
розвинень величин  jijieijij  ,2,1,,
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Відповідні геометричні рівняння одержимо аналогічно (2.23) з перших двох
рівнянь (1.19)
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Решта рівнянь закону Гука, які встановлюють залежність між коефіцієнтами
розвинень функцій 3i  і  3.2,13 iei , шукаємо з використанням другого способуу

наближення та умов (2.30) (неперервності напружень 3i  при h3 ). Якщо

усереднити з вагою  3kP  вирази (1.19) для деформацій 332313 ,, eee  та використатити
формулу інтегрування за частинами, то одержимо такі залежності для коефіцієнтів
розвинень цих деформацій від коефіцієнтів розвинень переміщень та граничних значень
переміщень
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Усереднюємо з вагою  3kP  рівняння закону Гука (1.20). З одержаних виразів

для коефіцієнтів k
iN 3  формуємо (віднімаючи від попереднього наступний) рівняння,

що не містять граничних значень переміщень 
iu . Якщо до них приєднати рівняння

(2.30), то отримаємо замкнену систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно
величин k

iN 3  [72]
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Розв’язавши систему рівнянь (2.36) відносно коефіцієнтів k
iN 3 , одержимо

відповідні фізичні рівняння.
Формули для граничних переміщень знайдемо з співвідношень (2.35) або з рівнянь,

одержаних шляхом усереднення насамперед з вагою  30 P , а потім – з вагою  31 P
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де    3,2,1
2
1

  iuuw iii .

Граничні та початкові умови записуються аналогічно до (2.25). Задаються (як
і для першого варіанта наближення) усереднені напруження і переміщення на границі
L серединної поверхні шару S.

При формулюванні граничних умов на лицевих поверхнях переміщення
задаються згідно формул (2.38). Ці формули містять доданки, пропорційні поверхневим
напруженням, і є природною регуляризацією розв’язків некоректно поставлених
крайових задач [103]. У межах побудованої математичної моделі шару коректною є
постановка контактних задач і задач спряження по лицевих поверхнях для тонкостінних
тіл [50, 68, 69, 70, 72, 96], у яких на лицевих поверхнях задаються переміщення, а
невідомими є напруження.

Для побудови не суперечних (у розумінні неперервності) виразів для переміщень
у співвідношення (2.26) слід додати по два доданки, які визначаємо з умов
неперервності переміщень.

2.4. РІВНЯННЯ ТЕОРІЇ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА

Співвідношення та рівняння першого наближення розв’язку тривимірної задачі для
криволінійного шару, одержані першим способом, визначають математичну модель
Тимошенка деформування оболонки. Використавши прийняті у теорії оболонок та пластин
позначення, з (2.17)–(2.19) при 1n  знайдемо формули для переміщень та напружень
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0 , UwUu ii   – узагальнені переміщення серединної поверхні; hUii
1 –

узагальнені кути повороту нормалі до серединної поверхні; 0
3

0 , iiijij hNQhNN   –

нормальна та зрізувальна сили; 12
ijij NhM   – моменти.
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Компоненти масової сили, температуру і температурні складові напружень згідно
до (2.19) і (2.20) наближуємо такими поліномами
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Врахувавши прийняті у (2.39) позначення, з (2.21) при 1n  одержимо рівняння
руху
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Фізичні співвідношення (2.22) набудуть вигляду
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Для коефіцієнтів температурних складових напружень з (2.24) одержимо такі
формули
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Геометричні рівняння (2.23) набудуть вигляду
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Система рівнянь (2.41)–(2.43) містить 21 невідомих функцій iijij QMN ,, ,
iiijij wu  ,,,, . Її можна звести до системи п’яти рівнянь відносно п’яти функцій

)2,1(,, iwu ii  . Граничними змінними для цієї системи рівнянь є проекції на осі
координат усереднених переміщень точок границі L і проекції усереднених зусиль, які
діють вздовж L,

,,, ii wu 
 ,2,1, 22112211  isMsMMsNsNN iiiiii (2.44)
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Тут  21, ssn 
  і  21, 

  – нормальний (що лежить в дотичній площині до серединної
поверхні) і тангенціальний до кривої L  1221 , ss    одиничні вектори.

Граничні та початкові умови (2.25) для оболонки набудуть вигляду
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2.4.1. Рівняння теорії пологих оболонок. Рівняння теорії пологих оболонок
можна одержати з рівнянь (2.39)–(2.45) якщо додатково прийняти такі гіпотези [3, 15,
63, 102, 112, 113]:
а) геометрія серединної поверхні оболонки, незалежно від гауссової кривини 21kkK  ,
співпадає з геометрією площини, тобто перше рівняння Гаусса-Кодацці замінюється
наближеним рівнянням
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б) нехтуємо доданками 21221211 , QAAkQAAk  у рівняннях рівноваги (2.41);

в) нехтуємо доданками 222111 , uAkuAk  у виразах (2.43) деформацій 3i .
За прийнятих гіпотез рівняння рівноваги (2.41) будуть мати вигляд
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Фізичні рівняння будуть мати вигляд (2.42), а геометричні співвідношення (2.43)
стануть такими
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Граничними змінними для системи рівнянь (2.42), (2.46), (2.47) є функції (2.44),
а граничні та початкові умови можуть бути сформульовані у вигляді (2.45).

2.4.2. Рівняння теорії сильно пологих оболонок. У теорії сильно пологих
оболонок, окрім гіпотез, прийнятих у теорії пологих оболонок, приймають, що похідні
від коефіцієнтів першої квадратичної форми серединної поверхні 22 , AA  і її головних

кривин 21, kk  дорівнюють нулеві.
Основні рівняння теорії сильно пологих оболонок запишемо для випадку

відсутності температурного поля, стаціонарності навантажень і виконання рівностей
121  AA . При цьому рівняння рівноваги (2.46) набудуть вигляду
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Геометричні рівняння (2.47) будуть такими
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Рівняння стану (2.42) не змінюються. Запишемо їх із урахуванням співвідношень
(2.49) у розгорнутій формі
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Граничні умови для системи (2.48), (2.50) записуються у вигляді (2.45).
Систему рівнянь (2.48), (2.50) можна звести до системи трьох ключових

рівнянь. Розглянемо випадок навантаження оболонки нормальними поверхневими
зусиллями  .0,0,0,0 21213  mmqqq  Перші два рівняння рівноваги (2.48)
задовольнимо, записавши мембранні сили через допоміжну функцію  21, 
[12, 17, 36, 89, 90, 102],
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Фізичні співвідношення (2.50) для мембранних сил запишемо з урахуванням
подання (2.51) у такій формі
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Виключивши з третього рівняння (2.54) і першого рівняння (2.55) функцію 1 ,
отримаємо друге ключове рівняння
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Третім ключовим рівнянням є останнє рівняння системи (2.55).
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Таким чином систему ключових рівнянь розглянутої моделі сильно пологої
оболонки складають рівняння
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Функції 211 ,,   визначають з рівнянь (2.54), а функції 21, uu  знаходять з
точністю до переміщень оболонки як жорсткого тіла з рівнянь (2.52).

2.5. РІВНЯННЯ МОДИФІКОВАНОЇ ТЕОРІЇ
ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА

Рівняння для першого наближення розв’язку задачі для криволінійного шару,
знайдені за другим способом наближення, визначають модифіковану теорію оболонок
Тимошенка. Використовуючи прийняті у попередньому параграфі позначення, зі
співвідношень (2.26)–(2.29), (2.31) при 1n  отримаємо такі наближення
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Першу групу фізичних рівнянь визначаємо з системи (2.36)
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З рівнянь (2.58) з урахуванням прийнятих у (2.57) позначень знайдемо вирази
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Другу групу фізичних рівнянь знайдемо з (2.32), урахувавши останні два рівняння
системи (2.58)
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Відповідні геометричні рівняння і коефіцієнти при температурних доданках
напружень знайдемо з (2.33), (2.34). Вони мають вигляд
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Рівняння руху (2.21) при 1n , одержані на основі другого способу наближення,
на відміну від одержаних згідно першого способу, містять ненульові складові
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Для визначення переміщень лицевих поверхонь з (2.38) отримаємо такі формули
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де    .3,2,1
2
1

  iuuw iii

Система диференціальних рівнянь (2.59)–(2.63) зводиться, як і у випадку теорії
оболонок Тимошенка, до системи п’яти рівнянь другого порядку відносно функцій

 2,1,, iwu ii  . Граничні умови формулюються аналогічно задачам теорії оболонок
Тимошенка. Граничними змінними є функції (2.44).

Якщо на лицевих поверхнях оболонки задаються переміщення, наприклад, у
випадку контактних задач, то співвідношення (2.64) використовуються для визначення
поверхневих напружень.

Зазначимо, що за відсутності поверхневих напружень  3,2,1,0  ii  основні
модифіковані рівняння теорії оболонок Тимошенка і рівняння теорії оболонок
Тимошенка співпадають.
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У межах крайових задач теорії пружності і, зокрема, теорії оболонок можуть
бути побудовані спрощені математичні моделі деформування тонкостінних тіл [21,
32, 58, 64, 101]. В основу методу побудови цих моделей закладено ідею гіпотетичного
методу (прийняття гіпотез) з наступною її реалізацією послідовнісним методом
(наближенням розв’язків відповідних крайових задач послідовностями частинних сум
рядів за малими параметрами).

У багатьох задачах теорії оболонок із фізичних міркувань випливає, що деякі
компоненти тензора деформацій набувають значень значно менших від значень інших
компонент, тобто ці задачі неявно містять малі параметри. Для таких задач можуть
бути сформульовані спрощені математичні моделі деформування оболонок, які
будуються наступним чином [94, 98]. Лiнiйнi комбінації компонент тензора деформацій
(або окремі його компоненти), які є малими порівняно з іншими компонентами, будемо
називати нехтовно малими деформаціями. Природно, що зміна у фізичних рівняннях
значень пружних сталих, які є коефіцієнтами біля нехтовно малих деформацій, не
суттєво впливає на значення визначальних деформацій та напружень в оболонці.
Вважаємо ці пружні сталі великими параметрами. Виокремимо доданки, які є лінійними
комбінаціями добутків нехтовно малих деформацій i великих параметрів та врахуємо,
що добуток малої величини на велику може бути i немалою величиною. Далі введемо
додаткові функції, які дорівнюють цим добуткам, і запишемо на них окремі рівняння.

Таким чином, у випадку крайової задачі, що неявно містить малі параметри,
відповідну їй систему рівнянь можна звести до системи, яку складають рівняння руху,
геометричні та видозмінені фізичні рівняння, які включають додаткові співвідношення
(залежності додаткових напружень від добутків малих деформацій i великих параметрів)
та граничні умови. Ввівши у додаткові рівняння замість великих параметрів обернені
до них величини – малі параметри, зведемо вихідну крайову задачу до крайової задачі
з малими параметрами. Апроксимуючи невідомі величини цієї задачі послідовностями
частинних сум рядів за малими параметрами, одержимо спрощені математичні моделі
деформування оболонок.

ПОСЛІДОВНІСНО-ГІПОТЕТИЧНИЙ
ПІДХІД ДО ПОБУДОВИ

ДВОВИМІРНИХ МАТЕМАТИЧНИХ
МОДЕЛЕЙ ДЕФОРМУВАННЯ

ТОНКОСТІННИХ ПРУЖНИХ ТІЛ

РОЗДІЛ
3
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Вироджена система рівнянь крайової задачі (за нульових значень малих
параметрів) є також спрощеною математичною моделлю деформування оболонки.

Зауважимо, що якщо малими деформаціями є відповідні комбінації компонент
тензора деформацій, додаткові функції можуть співпадати з компонентами тензора
напружень. Зокрема, такий випадок реалізується при побудові класичної теорії оболонок
з використанням теорії оболонок Тимошенка.

Можливе i подальше спрощення математичних моделей деформування
оболонок. Якщо прийняти певні обмеження (гіпотези) стосовно розподілу напружень,
зокрема, додаткових функцій, то можна одержати нові спрощені математичні моделі
деформування оболонок.

Введення малих параметрів у рівняння відповідної крайової задачі i побудова
вироджених рівнянь є реалізацією кінематичних гіпотез. Припущення, які стосуються
розподілу напружень, – статичними гіпотезами.

Можна відзначити широкий клас задач теорії оболонок, для яких малими є жорсткі
повороти відносно нормалі до серединної поверхні. До таких належать задачі про
навантаження оболонок нормальними до серединної поверхні зусиллями. За такого
навантаження в оболонці виникають мембранні дотичні напруження, які складають
близько 60% від мембранних осьових напружень [21]. Докладний аналіз окремих
доданків у виразах для компонент зсувних деформацій у серединній поверхні оболонки
та еквідистантних до неї площадках показує, що значення кутів повороту взаємно
перпендикулярних сторін прямокутного елемента оболонки практично не відрізняються,
тобто, жорсткі повороти елемента оболонки відносно нормалі до її серединної поверхні
є нехтовно малими порівняно з окремими доданками у виразах для цих поворотів.

Для крайових задачах теорії оболонок Тимошенка досліджено коректність
прийняття гіпотез про нехтовну малість жорстких поворотів щодо нормалі до серединної
поверхні.
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3.1. ТЕОРІЯ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА З НЕЗМІННИМИ ЗА
ТОВЩИНОЮ НОРМАЛЬНИМИ ЖОРСТКИМИ ПОВОРОТАМИ

3.1.1. Математична модель деформування оболонки.  Розглянемо
трансверсально-ізотропну оболонку, напружено-деформований стан якої описується
рівняннями і співвідношеннями (2.39)–(2.45). Нехай жорсткі повороти елемента
оболонки відносно нормалі до серединної поверхні незначно змінюються за товщиною.
Тоді можна прийняти гіпотезу про незалежність жорстких поворотів від коорди-
нати 3  [98].

Кут повороту елемента оболонки навколо нормалі до серединної поверхні у

довільній точці визначається за формулою    
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Якщо жорсткий поворот елемента відносно нормалі до серединної поверхні не
залежить від товщинної координати, то величина 3  є малою порівняно з першим

доданком виразу (3.1). Однак, окремі складові у виразі для 3  можуть бути і

немалими величинами. Виокремимо у виразах (2.43) для кутових деформацій 2112 ,

доданок 3
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Тоді співвідношення для скрутних моментів (2.42) запишемо у вигляді
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За умовою 3  нехтовно мала величина. Тоді можна прийняти, що
   21 D великий параметр і, відповідно,     12 D  – малий параметр. Якщо

ввести додаткові функції 2112 HH  , то для скрутних моментів одержимо такі вирази
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    ,HDM,HDM 212121121212
~1~1  

.2112312 H=H,  =H  (3.2)

Система (2.41)–(2.43) при заміні у ній рівнянь для моментів 2112 , MM  спів-
відношеннями (3.2) разом із граничними умовами, що забезпечують однозначність
напружено-деформованого стану оболонки, є системою з малим параметром.

Відповідна вироджена система рівнянь (при 0 ) є спрощеною математичною
моделлю деформування оболонки, в якій жорсткі повороти відносно нормалі до
серединної поверхні не залежать від товщинної координати. Третє рівняння системи
(3.2) при 0  відповідає умові потенціальності поля кутів повороту нормалі. Ввівши
потенціальну функцію  21,  , запишемо вирази для кутів повороту
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Таким чином, припущення про незмінність за товщиною жорстких поворотів навколо
осі 3Ox  дозволяє ввести потенціал поля кутів повороту нормалі до серединної площини.

Запишемо основні рівняння розглядуваної математичної моделі деформування
оболонки у разі відсутності температурного поля:
фізичні рівняння
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рівняння рівноваги зберігаються у формі (2.41).
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Граничними змінними для системи рівнянь (2.41), (3.4), (3.5) є: нормальні та
тангенціальні компоненти векторів сил, моментів та переміщень; нормальна
компонента кута повороту нормалі до серединної поверхні; прогин.

Тангенціальна компонента кута повороту нормалі до серединної поверхні не
може задаватися довільним чином. Знайдемо обмеження, яке накладається на цю
компоненту. Нехай  довільна однозв’язна область у серединній поверхні оболонки
з гладким граничним контуром  . Застосуємо формулу Стокса до відповідної
компоненти жорсткого повороту і перетворимо її з урахуванням формули dldA iii  

(   21;  тангенціальний вектор до  ; dl  довжина елемента контура);
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Звідси, врахувавши формули (3.3), одержимо рівність

  .02211


 dl (3.6)

Формула (3.6) справедлива і для випадку, коли є границею серединної поверхні
оболонки, тобто, якщо жорсткі повороти відносно нормалі до серединної
поверхні оболонки незмінні за товщиною, то сумарне значення тангенціальної
компоненти кута повороту нормалі до серединної поверхні вздовж границі
оболонки дорівнює нулеві.

Зазначимо, що стосовно одновимірних задач (осесиметричної і плоскої) рівняння
(2.41), (3.4), (3.5) співпадають з відповідними вихідними рівняннями. Окремі випадки
крайових задач згину прямокутної пластинки і прямокутної у плані сферичної оболонки
(розглянуті у межах теорії  оболонок  Тимошенка) також зводяться до відповідних
крайових задач спрощеної теорії оболонок.

3.1.2. Полога оболонка. За аналогією до теорії пологих оболонок Тимошенка
геометрію серединної поверхні оболонки ототожнюємо з геометрією площини, нехтуємо
доданками 21221211 , QAAkQAAk  у рівняннях рівноваги і доданками 222111 , uAkuAk  у

співвідношеннях для деформацій 13 , 23 .
Рівняння рівноваги (як і у теорії пологих оболонок Тимошенка) записуються у

вигляді (2.46), фізичні рівняння зберігаються у формі (3.4), а  геометричні рівняння, за
нехтування в останніх двох рівняннях (3.5) зазначеними доданками, набудуть вигляду
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Граничні умови формулюються аналогічно граничним умовам задач вихідної
математичної моделі оболонки.

Зауважимо, що у класичній теорії пологих оболонок, згідно з якою вирази для
кутів повороту задаються формулою iii wA   1  і, відповідно, w , жорсткий
поворот відносно нормалі до серединної поверхні також дорівнює нулеві,
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. Таким чином, розглянута математична модель

узагальнює класичну модель деформування пологої оболонки, оскільки вона враховує
поперечні зсувні деформації.

3.1.3. Сильно полога оболонка. Рівняння, що описують деформування сильно
пологої оболонки одержимо з рівнянь попереднього підрозділу, прийнявши додатково
рівності constkA ii  ,1  2,1i . Рівняння рівноваги мають вигляд (2.48). Фізичні
рівняння (3.4) після підстановки в них співвідношень (3.7) і урахування зроблених
припущень набудуть вигляду
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Система рівнянь (2.48), (3.8) може бути зведена (за аналогією з системою
рівнянь теорії оболонок Тимошенка) до простішої системи ключових рівнянь.

Ключові рівняння. Розглянемо систему (2.48), (3.8) у разі дії нормального
навантаження на оболонку 03 q  ( ,0,0 21  qq 0,0 21  mm ). Подамо сили, які
діють у серединній поверхні, і тангенціальні переміщення через допоміжну функцію

 21,   у вигляді (2.51) і (2.52). Підставивши формули (2.51) і (3.8) в останнє
рівняння (2.48), а також виключивши у рівняннях (2.52) переміщення, отримаємо
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Ще два рівняння одержимо підстановкою виразів для зусиль (3.8) у передостанні
два рівняння системи (2.48)
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Якщо ввести гармонічну функцію  21,  , то прийдемо до таких рівнянь
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За допомогою першого рівняння системи (3.9) виключимо з (3.10) функцію  і
приєднаємо до одержаного рівняння друге рівняння (3.9) та гармонічне рівняння відносно
функції  . У підсумку одержимо таку систему ключових рівнянь
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Для визначення функції   одержимо з перших рівнянь систем (3.9), (3.10)
отримаємо таку формулу
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Зусилля та переміщення визначаються із співвідношень (2.51), (2.52), (3.8).
Потенціальні комплексні функції теорії згину пластин за відсутності

нормальних жорстких поворотів. Для випадку чистого згину пластин рівняння
(2.48), (3.8) набудуть вигляду [51]
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Однорідна система рівнянь, що відповідає цій системі, еквівалентна одному
бiгармонiчному i одному гармонічному рівнянням. Розв’язок однорідної системи
рівнянь можна подати через три аналітичні функції    zz  ,  i  zg  комплексної

змінної  21 ixxz   21 ixxz 

    ,Re zzz         ,4Re 



 


 zgDzzzw 

Для розв’язування граничних задач у межах цієї моделі можна застосувати
математичний апарат функцій комплексної змінної [40, 81, 89, 101, 109].

3.2. ТЕОРІЯ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА ЗА ВІДСУТНОСТІ
НОРМАЛЬНИХ ЖОРСТКИХ ПОВОРОТІВ

3.2.1. Математична модель. Приймаємо, що базовими при побудові спрощеної
моделі оболонки є рівняння (2.39)–(2.45) теорії оболонок Тимошенка. Нехай жорсткий
поворот елемента оболонки, що задається формулою (3.1), і, відповідно, величини

 33 ,u  є малими порівняно з окремими доданками у виразах для цих величин. Такий
стан оболонки реалізується, наприклад, у разі дії на оболонку зовнішніх сил, рівнодійний
момент яких відносно нормалі до серединної поверхні (у будь якій її точці) достатньо
малий або дорівнює нулеві. У відповідні рівняння стану оболонки (2.42) вводимо малі
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Ще чотири формули одержимо з системи (3.11) заміною індексів 1 на 2 і 2 на 1.
Система рівнянь (2.39)–(2.45) при заміні співвідношень для скрутних моментів

і зсувних сил у серединній поверхні на співвідношення (3.11), разом із граничними
умовами, що забезпечують однозначність напружено-деформованого стану оболонки,
є системою з малими параметрами  ,  .

З цієї системи рівнянь за нульових значень параметрів одержимо відповідну
спрощену математичну модель деформування оболонки. У рамках цієї моделі
прямокутний елемент оболонки змінює свою форму, однак не повертається навколо
осі 3O . Якщо ввести згідно з двома останніми рівняннями (3.11) при 0  і 0

потенціальні функції  11,uu  ,  11,  , то вирази для переміщень і кутів
повороту запишемо у вигляді
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Рівняння закону Гука і геометричні рівняння (2.42), (2.43) за урахування введених
у (3.11) функцій запишемо для випадку відсутності температурних доданків
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Формули (3.13), (3.14) разом із рівняннями рівноваги (2.41) складають повну
систему рівнянь напружено-деформованого стану оболонки. Граничними змінними
для цієї системи є тангенціальні і нормальні компоненти сил та моментів, нормальні
компоненти переміщень і кутів повороту, зрізувальна сила і прогин.

Тангенціальні компоненти переміщень і кутів повороту границі оболонки
задовольняють рівнянням аналогічним до (3.6). Розглянувши криволінійний інтеграл
від вектора переміщень з компонентами  2,13  iuU iii   вздовж замкненої
кривої – границі області  , що належить серединній поверхні оболонки, знайдемо
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де  21; 
  – тангенціальний вектор до кривої  . Звідси, врахувавши існування

потенціальних функцій поля переміщень, одержимо
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Ці залежності справджуються також для граничної кривої L, тобто справедливе
таке твердження (необхідна умова): якщо в оболонці відсутні жорсткі повороти
відносно нормалі до серединної поверхні, то сумарні значення тангенціальних
компонент вектора переміщень і вектора кутів повороту вздовж границі
серединної поверхні дорівнюють нулеві.

3.2.2. Сильно полога оболонка. Відповідну систему рівнянь одержимо з
рівнянь (2.41), (3.13), (3.14) при реалізації трьох гіпотез (стосовно геометрії серединної
поверхні, статичної і кінематичної), а також умови незмінності коефіцієнтів першої
квадратичної форми і головних кривин ),1( constkA ii  .

Знехтувавши у перших двох рівняннях (2.41) доданками iiQk  і в останніх двох
рівняннях (3.14) – складовими uki , одержимо:
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геометричні рівняння

   ,2,1,, 32

2

2

2

 iwwku

i
i

i
iii

i
ii 










;~~,~~
21

2

2112
21

2

2112 



 

u
(3.16)

фізичні рівняння зберігаються у формі (3.13).
Підставимо співвідношення (3.13) з урахуванням (3.16) у рівняння (3.15). У

підсумку одержимо систему п’яти рівнянь
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0 2 kkkkk   .

Виключивши тут функції 21122112 , HHTT  , прийдемо до системи трьохх
рівнянь
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Граничними змінними для цієї системи рівнянь є нормальні компоненти векторів
переміщень у серединній поверхні та кутів повороту нормалі, нормальні та
тангенціальні компоненти мембранних сил та моментів, зрізувальна сила і прогин.

3.3. КЛАСИЧНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ
ДЕФОРМУВАННЯ ОБОЛОНКИ

У межах математичної моделі Тимошенка, що задається рівняннями (2.39)
(2.45), розглянемо стаціонарну задачу про визначення напружено-деформованого
стану оболонки за відсутності поперечних зсувних деформацій. Співвідношення (2.42)
для зрізувальних сил, внаслідок нехтовної малості зсувних деформацій  2,13 ii  і

обмеженості сил iQ , перепишемо у вигляді

,, 232131   QQ (3.18)

де 







 iii

ii
ii uAkw

A 
 1

3 ; 



1

  малий параметр; 21, QQ – зрізувальні сили

(додаткові функції).
Система рівнянь (2.41)–(2.43) за урахування перетворень (3.18) і виконання

відповідних граничних умов є системою з малим параметром.
Відповідна вироджена система рівнянь (при 0 ) визначає математичну

модель деформування оболонки, яка характеризується нехтовно малими поперечними
зсувними деформаціями (або великою жорсткістю при поперечному зсуві). Запишемо
основні рівняння цієї моделі у разі відсутності температурного поля:
рівняння рівноваги
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      (3.19)
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qAANkNkAAQAQA










фізичні рівняння

    ,
2

1, ijijjjiiii
BNBN 







     ;,2,1,
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1, jijiDMDM ijijjjiiii 


 



(3.20)
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геометричні рівняння
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(3.21)

Із співвідношень (3.18) при ,0 враховуючи вирази для величини 3i , одержимо
формули для кутів повороту нормалі

 .2,11









 iuAkw

A iii
ii

i 
 (3.22)

Системі рівнянь (3.19)–(3.22) відповідає вісім граничних змінних. Для їх
визначення [64, 78] розглянемо роботу усереднених зусиль на відповідних усереднених
переміщеннях вздовж границі L, яку вважаємо гладкою кривою,  

L ssuNA

dlwQMMuN sss    . Перетворимо цей інтеграл з урахуванням формули
інтегрування за частинами і формул

,2211 







 
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s
wss ssss (3.23)
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
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AA



 ,; 21 ssn 

  21; 
  – одиничні нормальний (який лежить

у дотичній площині до серединної поверхні) і тангенціальний вектори до кривої L
 1221 , ss   . В результаті одержимо
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    



  

L
ssssss dlwMwQMuMkNuMkNA
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


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L
ssssss dlwMQMuMkNuMkN


 
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Таким чином граничними є такі змінні

,,, sssss MMMkNNMkNN  


.,,,, wwuuuuMQQ ssssss   





 (3.24)

Розподіли напружень і переміщень за товщиною оболонки задаються формулами (2.39).

3.3.1. Полога оболонка. Рівняння класичної математичної моделі деформування
пологої оболонки одержимо з рівнянь (3.19)–(3.22), (3.24) шляхом прийняття базових у
теорії пологих оболонок Тимошенка гіпотез. Вважаємо, що геометрія серединної поверхні
оболонки близька до геометрії площини, нехтуємо доданками 21221211 , QAAkQAAk  у

рівняннях рівноваги (3.19) і складовими 222111 , uAkuAk  у виразах (3.22) для кутів
повороту.

Таким чином рівняння рівноваги (3.19) набудуть вигляду
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Фізичні та геометричні рівняння зберігаються у формі (3.20), (3.21), в яких
кути повороту нормалі визначаються за формулою (3.22) при .0iii uAk  Тоді

.1
ii

i
w

A 





 (3.26)

Для граничних змінних маємо вигляд (3.24) за врахування подання (3.26), тобто

,,, ssss MMNNNN  
 (3.27)

.,,,, ww
s
wuuuuMQQ sssss 

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  






3.3.2. Сильно полога оболонка. Опираючись на рівняння класичної теорії
пологих оболонок, припускаємо, що коефіцієнти першої квадратичної форми і головні
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кривини серединної поверхні оболонки є сталими величинами ),1( constkA ii  .
Тоді з системи рівнянь (3.20), (3.21), (3.25) за урахування (3.26) отримаємо:
рівняння рівноваги
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та фізичні рівняння у розгорнутому вигляді
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Система рівнянь (3.28), (3.29) може бути зведена до двох рівнянь відносно
функцій  21,ww   і  21,  . Розглянемо випадок дії тільки нормальногоо

навантаження, 03 q  ( ,0,0 21  qq 0,0 21  mm ). Подамо мембранні сили за
аналогією до теорії оболонок Тимошенка у вигляді
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 NNNN (3.30)

За такого подання перші два рівняння системи (3.28) задовольняються тотожньо.
З другого рівняння (3.28) при 2,1i  та урахування виразів для моментів (3.29)

знайдемо формули для зрізувальних сил
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(3.31)

Підставимо формули (3.30), (3.31) в  останнє рівняння системи (3.28). Таким чином

знайдемо перше ключове рівняння ,3
0 qwD    де .2

2
2

1
2
1

2
2

0  kk 
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Друге ключове рівняння шукаємо за аналогією до теорії оболонок Тимошенка.
Виразимо з формул (3.29) тангенціальні переміщення через мембранні сили, а потім
за допомогою формул (3.30) через функції ,w . Виключивши переміщення, одержимо

рівняння сумісності   wB 021   .
Отже система ключових рівнянь має вигляд

,3
0 qwD     .

1
1 0

2 w
B







(3.32)

Сили і моменти визначаються за відповідними формулами (3.29)–(3.31).
Тангенціальні до серединної поверхні оболонки переміщення визначаємо (з точністю
до переміщень оболонки як жорсткого тіла) з формул (2.52). Граничні умови записуємо
на величини (3.27).

3.4. КЛАСИЧНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ
ДЕФОРМУВАННЯ ОБОЛОНКИ ЗА ВІДСУТНОСТІ

НОРМАЛЬНИХ ЖОРСТКИХ ПОВОРОТІВ

3.4.1. Математична модель деформування оболонки. Жорсткий поворот
відносно осі 3O  елемента оболонки задається формулою (3.1), яка містить дваа
незалежні доданки. У межах класичних рівнянь (3.19)–(3.21) уже встановлені
обмеження стосовно жорстких поворотів; кути повороту нормалі до серединної
поверхні визначаються за формулами (3.22). Тому можна реалізовувати тільки гіпотезу
про нехтовну малість жорстких поворотів у серединній поверхні, тобто, умову про
нехтовну малість першого доданка u3  у співвідношенні (3.1). Введем у відповідні
рівняння закону Гука (3.20), записані у розгорнутій формі, малий параметр

    12 B  і додаткові функції 12T  і 21T . У результаті одержимо
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Система рівнянь (3.19)–(3.21) з урахуванням формул (3.33) і граничних умова
містить малий параметр. Відповідна вироджена система рівнянь задає класичну
математичну модель деформування оболонки при нульових жорстких поворотах
відносно нормалі до серединної поверхні.
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Останнє рівняння системи (3.33) при 0  є умовою потенціальності поля
переміщень. Якщо ввести потенціальну функцію  21,uu   і врахувати формули
(3.22), то прийдемо до таких формул для переміщень і кутів повороту
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Фізичні і геометричні рівняння (3.20), (3.21) перепишемо з урахуванням перших
двох співвідношень системи (3.33) у вигляді
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Рівняння рівноваги зберігаються у формі (3.19). Розподіли напружень і переміщень
за товщиною оболонки задаються формулами (2.39).

Граничними змінними є величини (3.24) за винятком змінної u .

3.4.2. Сильно полога оболонка. Ґрунтуючись на системі рівнянь (3.25),
(3.34)–(3.36), реалізуємо умови пологості оболонки (сформульовані у теорії класичних
оболонок і теорії оболонок Тимошенка). Приймаємо гіпотезу про незмінність
параметрів серединної поверхні ),1( constkA ii  . При цьому рівняння рівноваги
набудуть вигляду (3.28). Фізичні рівняння зберігаються у формі (3.35). Геометричні
рівняння (3.36) з урахуванням залежностей ii uu   та ii   запишемо
так
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Подамо вирази для сил і моментів у розгорнутій формі. Підставивши співвідно-
шення (3.37) у формули (3.35), знайдемо
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З другого рівняння (3.28) при 2,1i , з урахуванням співвідношень (3.38),
одержимо вирази для зрізувальних сил
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Підставивши формули для мембранних і зрізувальних сил (3.38) і (3.39)  у
відповідні рівняння (3.28), одержимо

   ,1
2

12
21

1
qTwkkuB 







   ,2
1

12
12

2
qTwkkuB 







  ,
2

2

1

1
3

2
0 



 mmqwkuBwD 

де     ,2
2

2

122
1

2

21 



 kkkk  .2 2

221
2

1
2
0 kkkkk  

Якщо виключимо функцію 12T , то одержимо систему ключових рівнянь
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(3.40)

Зауважимо, що рівняння (3.40) співпадають з відповідними рівняннями для
математичної моделі сильно пологої оболонки (3.17) при 01  .
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3.5. МОДИФІКОВАНА ТЕОРІЯ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА
ЗА ВІДСУТНОСТІ НОРМАЛЬНИХ ЖОРСТКИХ ПОВОРОТІВ

3.5.1. Математична модель деформування оболонки. Розглянемо транс-
версально-ізотропну оболонку, що перебуває під дією стаціонарних температурного поля,
поверхневих та об’ємних сил. Напружено-деформований стан оболонки описується
співвідношеннями і рівняннями (2.57)–(2.64). Приймемо, що жорсткий поворот відносно
осі 3Ox , який задається формулою (3.1), є нехтовно малою величиною. Введем малі

параметри     11 B  і     11 D , а також додаткові функції ,2112 TT 

,2112 HH   які відповідають нехтовно малим величинам
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Тоді фізичні рівняння (2.60) запишемо у вигляді
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де     hh iii  ,,,,
2
1

213213  ; 0

1
2 ThEN tt

ii 



 ;  

1
2

13
2 TEhM tt

ii 



 ;

h
TTT 310 

 .
Система рівнянь (2.59), (2.61), (2.63), (3.41) і (3.42) за відповідних граничних

умов є системою з малими параметрами.
Вироджена система рівнянь, яка відповідає побудованій системі, визначає

спрощену модифіковану математичну модель деформування оболонки. При цьому
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рівняння (3.42) при 0,0    задовольнимо точно, ввівши потенціали  ,, 21 uu 
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Таким чином, рівняння (2.59), (2.61), (2.63), (3.41) і (3.43) складають повну
систему ключових рівнянь для визначення напружено-деформованого стану оболонки
за відсутності локальних поворотів відносно нормалі до серединної поверхні [96].
Переміщення точок лицевих поверхонь визначаються за формулами (2.64), а
залежності переміщень та напружень від нормальної координати задаються
формулами (2.57).

Граничними змінними є компоненти векторів сил і моментів, нормальні компоненти
векторів переміщень і кутів повороту нормалі, а також прогин.

3.5.2. Модифікована теорія сильно пологих оболонок. За аналогією до
теорієї сильно пологих оболонок Тимошенка приймаємо гіпотезу про близькість геометрії
серединної поверхні оболонки з геометрією площини і, відповідно,

 2,1,1  iconstkA ii . Нехтуємо також доданками, що містять кривини, у рівняннях
руху (2.63) стосовно мембранних сил і формулах (2.59) для зрізувальних сил.

У результаті врахування цих припущень одержимо:
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Знехтувавши доданками, що безпосередньо містять кривини у виразах (2.64)
для переміщень точок лицевих поверхонь, одержимо
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Граничні умови формулюються на нормальні і тангенціальні компоненти
мембранної сили та моменту, зрізувальної сили, нормальні компоненти кута повороту
нормалі до серединної поверхні та переміщення, а також прогин.

3.6. ПЕРЕВІРКА ГІПОТЕЗИ ПРО НЕХТОВНУ МАЛІСТЬ
НОРМАЛЬНИХ ЖОРСТКИХ ПОВОРОТІВ

3.6.1. Локальне навантаження пологої оболонки. Розглянемо прямокутну
у плані пологу оболонку, напружено-деформований стан якої описується рівняннями
теорії оболонок Тимошенка (2.48), (2.50). Нехай краї оболонки шарнірно оперті при

111 ,0 l  , 222 ,0 l  , а зовнішні зусилля, що діють на оболонку, задовольняютьть
умови існування узагальненого розв’язку Фур’є у сенсі рівномірної збіжності й існують
потенціальні функції  21,qq  ,  21,mm 

,
i

i
qq



 ,
i

i
mm



 (3.47)

тобто, справджуються умови 0
2

1
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2 
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
qq , 0
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
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

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
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.

Якщо виключити зусилля і врахувати співвідношення (3.47), то систему рівнянь
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(2.48), (2.50) приведемо до такого вигляду
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З цієї системи знайдемо диференціальне рівняння відносно прогину оболонки
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Інші компоненти вектора переміщень визначаємо з відповідних диференціальних
рівнянь системи (3.48).

Розв’язок вихідної системи рівнянь, що задовольняє умови шарнірного опирання
оболонки

        ,0,,00,,0,,0,0 211212  lwwlww 
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шукаємо у вигляді рядів
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Розвинемо праві частини системи рівнянь (3.48) також у ряди
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і підставимо їх разом з поданнями (3.51) у рівняння (3.48). Таким чином знайдемо
вирази для коефіцієнтів шуканих функцій. Для коефіцієнтів розвинення прогину маємо
формулу
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Визначемо також коефіцієнти розвинень в ряди складових жорсткого повороту

елемента оболонки відносно нормалі до серединної поверхні
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З останніх двох рівнянь системи (3.48) отримаємо такі вирази для складових
жорсткого повороту відносно нормалі до серединної поверхні
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Таким чином можна стверджувати: а) деформований стан шарнірно опертої
пологої оболонки з однаковими кривинами ( 21 kk  ), навантаженої зусиллями, що
задовольняють умови (3.47), характеризується відсутністю жорстких поворотів
відносно нормалі до серединної поверхні оболонки; б) для шарнірно опертої пологої
оболонки з різними кривинами ( 21 kk  ), навантаженої зусиллями, що задовольняють
умови (3.47), жорсткі повороти відносно нормалі до серединної поверхні оболонки не
залежать від нормальної координати.

3.6.2. Локальне навантаження оболонки за відсутності нормальних
жорстких поворотів. Знайдемо розв’язок сформульованої вище задачі з використанням
рівнянь (3.13), (3.15), (3.16), які не враховують жорсткі повороти елемента оболонки
відносно нормалі до серединної поверхні. При цьому приймаємо, що зовнішні зусилля
задовольняють співвідношення (3.47) і справджуються умови шарнірного закріплення
країв оболонки (3.50).

Виключивши зусилля і деформації, вихідну систему рівнянь зведемо до системи
(3.17). Звідси, виключивши потенціал тангенціальних переміщень, одержимо таке
рівняння відносно прогину
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(3.54)

Розв’язок задачі (3.13), (3.15), (3.16), (3.50) за умови існування потенціальних
функцій (див. формули (3.47)) шукаємо у вигляді рядів (3.51). Зокрема, для визначення
коефіцієнтів розвинення прогину з рівняння (3.54) одержимо таку формулу
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Ключові рівняння (3.49) і (3.54), як і вирази (3.53) і (3.55) для коефіцієнтів
розвинень відповідних функцій, співпадають між собою за рівності головних кривин
серединної поверхні оболонки. Проаналізуємо вплив величини 21 kk   на прогин та
інші характеристики оболонки.

3.6.3. Локальне навантаження циліндричної панелі. Розглянемо задачу
про локальне навантаження нормальними силами шарнірно опертої циліндричної панелі
( 01 k ) для випадку найбільших значень величини 21 kk  . Локальне нормальне
навантаження моделюємо за допомогою дельтоподібної фінітної функції [100]
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Записавши співвідношення (3.52), (3.55) з урахуванням рівностей ,01 k

   0
3  kmkmkm Pcq   і подання (3.51), знайдемо відповідно вирази для прогину панелі

з використанням рівнянь теорії оболонок Тимошенка та теорії оболонок Тимошенка
за умови відсутності нормальних жорстких поворотів
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Підставимо значення 0D  у формулу (3.57). Таким чином отримаємо вираз
для визначення прогину циліндричної панелі згідно класичної теорії оболонок Кірхгофа-
Лява
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З формули (3.58) можна одержати вираз для прогину панелі, що відповідає
класичній теорії оболонок за відсутності нормальних жорстких поворотів.

Криві на рис. 3.1 ілюструють залежність функції  PRwDw 2210  від

параметра 222 l  для 121  Rll , h , 3,0  та значень параметра ра 1,0Rh

(рис. 3.1 а), 05,0Rh  (рис.3.1 b). Криві 1, 2, 3 відповідають розв’язкам, одержаним
за допомогою рівнянь теорії оболонок Тимошенка, класичної теорії оболонок і
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спрощеної теорії оболонок (за нехтування нормальними жорсткими поворотами). Як
видно з графіків похибки при визначенні прогину циліндричної згідно рівнянь класичної
теорії оболонок і спрощеної теорії оболонок співмірні.

Рис. 3.1. Прогини локально навантажених циліндричних панелей різної товщини

(а – 1,0Rh , b – 05,0Rh )

На рис. 3.2 показано залежність функції  PRwDw 2210  від координати 2

для циліндричної панелі з низькою зсувною жорсткістю 5/ GG  при 121  Rll ,
h , 1,0/,3,0  Rh . Криві 1, 2, 3 відповідають розв’язкам, які одержані за

допомогою рівнянь теорії оболонок Тимошенка, класичної теорії оболонок і спрощеної
теорії оболонок. Бачимо, що припущення про відсутність нормальних жорстких
поворотів при моделюванні напружено-деформованого стану тонкостінних елементів
із низькою зсувною жорсткістю приводить до значно менших похибок, ніж гіпотеза
про відсутність поперечних зсувів.

Рис. 3.2. Прогин оболонки з низькою зсувною жорсткістю
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ВАРІАЦІЙНІ ФОРМУЛЮВАННЯ
 КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ

ОБОЛОНОК
РОЗДІЛ

4

Варіаційні методи теорії пружності однаково ефективно використовуються як
для побудови математичних моделей деформування пружних тіл, зокрема, для
формулювання співвідношень та рівнянь теорій оболонок, так і для розробки
наближених методів розв’язування та побудови числових розв’язків крайових задач
[6, 12, 50, 54, 55, 62, 66, 71, 86, 101, 119].

У розділі гіпотетичним методом із використанням варіаційних принципів побудовано
різні варіанти рівнянь теорії оболонок. Сформульовано відомі у теорії пружності
взаємнодвоїсті узагальнені варіаційні принципи (стаціонарності потенціальної енергії і
стаціонарності додаткової енергії) теорії пружності у криволінійних координатах [12] і основні
варіаційні принципи теорії оболонок, які доповнено відповідними варіаційними принципами
модифікованої теорії оболонок Тимошенка [67, 72]. У межах теорії оболонок Тимошенка
сформульовано узагальнений варіаційний принцип стаціонарності потенціальної енергії, а
у межах модифікованої теорії оболонок Тимошенка – узагальнений варіаційний принцип
стаціонарності додаткової енергії (Хеллінгера-Рейснера). Спрощені (у межах теорій
оболонок Тимошенка) математичні моделі деформування оболонок одержано
гіпотетичним методом із використанням узагальнених варіаційних принципів теорії
оболонок і методу множників Лагранжа. Зауважимо, що у попередньому розділі побудова
спрощених теорій оболонок ґрунтувалася на реалізації гіпотез послідовнісним методом –
наближенням шуканих величин послідовностями частинних сум рядів за введеними
малими параметрами.
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4.1. ВАРІАЦІЙНІ ФОРМУЛЮВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ
ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ТОНКОГО КРИВОЛІНІЙНОГО ШАРУ

Розглянемо стаціонарну крайову задачу для системи рівнянь (1.18)–(1.20).
Вважаємо, що тонкий (у розумінні виконання умов (1.17)) криволінійний транс-
версально-ізотропний шар навантажено об’ємними силами  3,2,1iFi . Задані

також напруження  hii  ,, 2133   на лицевих поверхнях і напруження

 2,12211  issp iii   на частині S  бічної поверхні; на іншій частині uS  бічної

поверхні задані переміщення  3,2,1iui , тобто виконуються граничні умови (1.13),
(1.15).

Питома потенціальна енергія pA  і питома додаткова енергія dA  деформації
трансверсально-ізотропного шару задаються формулами [12]
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  – одиничний нормальний вектор до бічної поверхні
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Незалежними змінними функціоналу (4.3) є вісімнадцять величин
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Узагальнений функціонал додаткової енергії (Хеллінгера-Рейснера) отримаємо
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Функціонал (4.4) містить дванадцять незалежних величин ijiiji pU ,,  

 3,2,1, ji .
Функціонали (4.3) і (4.4) закладено в основу варіаційних формулювань крайових

задач теорії пружності [12, 56, 60, 78, 86] і побудови математичних моделей
деформування тонкостінних пружних тіл.

Твердження 4.1. (узагальнений варіаційний принцип  стаціонарності
потенціальної енергії). Дійсний розв’язок задачі (1.13), (1.15), (1.18)–(1.20) надає
функціоналу (4.3) стаціонарного значення.
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Твердження 4.2. (узагальнений варіаційний принцип стаціонарності
додаткової енергії). Дійсний розв’язок задачі (1.13), (1.15), (1.18)–(1.20) надає
функціоналу (4.4) стаціонарного значення.

Відповідні рівняння задач теорії пружності для шару випливають з необхідних
умов стаціонарності функціоналів (рівності нулю перших варіацій функціоналів).

Знайдемо першу варіацію функціонала (4.3)
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З умови рівності нулю першої варіації функціонала ( 0PJ ) одержимо рівняння
(1.18)–(1.20) і граничні умови (1.13), (1.15). Стаціонарність функціонала на дійсному
розв'язку задачі випливає з додатної визначеності квадратичної форми (4.1).
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Сформулюємо узагальнений варіаційний принцип стаціонарності потенціальної енергії
для першого наближення розв’язку задачі про визначення напружено-деформованого стану
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З умови рівності нулю першої варіації функціонала 0
PJ  ( 00 PJ ) одержимо

рівняння (2.41)–(2.43) і граничні умови

   nnnn wwuuuu ,,,  на uL ;

  siiii QQiMMNN  s,2,1,  на L . (4.9)
Стаціонарність функціонала на дійсному розв’язку задачі випливає з додатної

визначеності квадратичної форми (4.8).
Таким чином доведено узагальнений варіаційний принцип потенціальної енергії

деформації для оболонки Тимошенка [28, 60].
Твердження 4.3. Розв’язок задачі (2.41)–(2.43), (4.9) забезпечує функціоналу

(4.6) стаціонарне значення.
Опираючись на розширений функціонал додаткової енергії (4.7), можна  довести

наступне твердження:
Твердження 4.4. Розв’язок задачі (2.41)–(2.43), (4.9) забезпечує функціоналу

(4.7) стаціонарне значення.
Формулювання і доведення узагальнених принципів для n-го наближення

розв’язку задачі про визначення напружено-деформованого стану криволінійного шару
проводиться аналогічно.

4.3. УЗАГАЛЬНЕНИЙ ВАРІАЦІЙНИЙ ПРИНЦИП
СТАЦІОНАРНОСТІ ДОДАТКОВОЇ ЕНЕРГІЇ.

МОДИФІКОВАНА ТЕОРІЯ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА

Сформулюємо узагальнений варіаційний принцип стаціонарності додаткової енергії
за використання модифікованої теорії оболонок Тимошенка. Об’єктом дослідження є
криволінійний шар. При розгляді відповідних задач теорії пружності знехтуємо силами
інерції та обмежимось ізотермічним наближенням. За таких припущень переміщення
та напруження для першого наближення розв’язку задачі,  одержаного другим способом
(при 1n ), задаються формулами (2.57). Запишемо їх у вигляді [72]
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Якщо апроксимаційні вирази (4.10) підставити у функціонал (4.4), проінтегрувавши
його по нормальній координаті і застосувавши формулу інтегрування за частинами, то
у підсумку отримаємо
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Зазначимо, що при формулюванні функціоналу (4.11) інтеграли по поверхнях
S  замінено відповідними інтегралами по поверхні S.

Незалежними у функціоналі (4.11) є двадцять вісім величин: ,,,,, 3
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Обчислимо першу варіацію функціонала (4.11). При обчисленні поверхневих

інтегралів, застосуємо інтегрування за частинами. В результаті одержимо
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на 2 і 2 на 1;
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ще п’ять рівнянь одержимо з перших двох рівнянь системи (4.13) а також третього,
четвертого і п’ятого рівнянь (4.14) заміною індексів 1 на 2 і 2 на 1;

Граничні умови на поверхнях h3  (залежності між коефіцієнтами напружень,

що діють на площадках з нормаллю 3 )
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граничні умови на границі серединної поверхні

  0
3

0
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1100 ,2,1, ssiiii NNiNNNN   на L (4.16)

  0
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1100 ,2,1, uuiuuuu iiii   на uL .
Якщо з формул (4.12), (4.13) з допомогою співвідношень (4.15) виключити

величини kj
i NN 333, ),1,0;2,1,(  kji  то отримаємо рівняння, які співпадають з

(2.59)–(2.61), (2.63). Зауважимо, що закон Гука (4.13) записано у формі залежностей
деформацій від напружень.

Стаціонарність функціонала на дійсному розв’язку задачі, випливає з умови
додатної визначеності відповідної квадратичної форми. Таким чином доведено
узагальнений варіаційний принцип стаціонарності додаткової енергії [218].

Твердження 4.5. Дійсний розв’язок задачі (2.59)–(2.61), (2.63), (4.16) надає
функціоналу (4.11) стаціонарного значення.

4.4. УЗАГАЛЬНЕНИЙ ВАРІАЦІЙНИЙ ПРИНЦИП
СТАЦІОНАРНОСТІ ПОТЕНЦІАЛЬНОЇ ЕНЕРГІЇ

4.4.1. Теорія оболонок за відсутності нормальних жорстких поворотів.
Розглянемо трансверсально-ізотропну оболонку Тимошенка за відсутності інерційних
сил та ізотермічного наближення. Нехай деформований стан оболонки характеризується
нехтовно малими жорсткими поворотами відносно нормалі до серединної поверхні
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Серединну поверхню оболонки позначимо через S, її границю – L і одиничну
нормаль до бічної поверхні –  0,, 21 ssn 
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Ввівши у вирази для мембранних зсувних сил і скрутних моментів доданки

jiijjiij MMNN ~~,~~
  за формулами

,~,~
ijijijijijij HMMTNN 

,, 21121221 HHTT 
(4.18)

запишемо закон Гука і геометричні рівняння (2.42), (2.43) у вигляді
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Рівняння рівноваги одержимо з рівнянь руху (2.41), знехтувавши інерційними
складовими,
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Задаємо граничні умови першої граничної задачі
  ssiiii QQiMMNN  ,2,1,  на L. (4.21)
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Вираз для питомої потенціальної енергії деформації одержимо з (4.8), прийнявши
до уваги рівняння (4.17) і рівності    2
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Запишемо розширений функціонал задачі. Для цього у функціоналі (4.6) замінимо
доданки, які відповідають величинам 21122112 ,   , а також введемо додаткові
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Сформулюємо узагальнений варіаційний принцип стаціонарності потенціальної енергії
для математичної моделі деформування оболонки, поданої рівняннями (4.17)–(4.21).

Твердження 4.6. Серед усіх допустимих переміщень, деформацій, напружень
та додаткових напружень теорії оболонок Тимошенка за нехтування нормальними
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жорсткими поворотами дійсні переміщення, деформації, напруження та додаткові
напруження надають функціоналу (4.23) стаціонарного значення.

Доведення. Оскільки квадратична форма (4.22) є додатно визначеною функцією,
функціонал (4.23) має стаціонарне значення. Незалежними змінними функціонала є
двадцять п’ять величин ,~,,,,, 12 iiiiii wu ,~,~,~
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інтегрування за частинами одержимо
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Прирівнюючи до нуля коефіцієнти біля варіацій змінних, отримаємо рівняння
(4.16)–(4.21).
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4.4.2. Теорія оболонок Тимошенка з незмінними за товщиною нормаль-
ними жорсткими поворотами. Розглянемо трансверсально-ізотропну пологу
оболонку зі сталими характеристиками серединної поверхні, constkA ii  ,1 .
Приймаємо, що характерним для деформованого стану оболонки є незалежність від
товщинної координати жорстких поворотів відносно нормалі до серединної поверхні,
тобто
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(4.24)

Відповідна математична модель деформування оболонки подана у підрозділі
3.1 і задається:
рівняннями рівноваги
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геометричними рівняннями
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фізичними співвідношеннями
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 .,2,1,3 jijiQ ii  
Скрутні моменти визначимо за формулами

.+~
1221 HH,HMM ijijij  (4.28)

Граничні умови формулюємо на границі L серединної поверхні S оболонки
  ssiiii QQiMMNN  ,2,1,  на L. (4.29)

Узагальнений функціонал енергії деформації одержимо з функціонала (4.6)
шляхом введення додаткової умови (4.24) і врахування рівності нулю відповідних
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складових у формулі (4.8) для питомої потенціальної енергії деформації. В результаті
отримаємо
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(4.31)

Незалежними змінними функціонала (4.30) є дванадцять величин ,,, wu ii 

,,,,~,~,,, 211221122112 NNMN iiiiiiii   122112 ,,~,~ HQMM i  2,1i . Внаслідок
додатної визначеності квадратичної форми (4.31) можна стверджувати, що функціонал
(4.30) має стаціонарне  значення. Із необхідної  умови стаціонарності функціонала
випливають рівняння (4.24)–(4.27), (4.29), тобто справедливе наступне твердження.

Твердження 4.7. Серед усіх допустимих переміщень, деформацій, напружень
та додаткових напружень, які відповідають теорію оболонок Тимошенка з незмінними
нормальними жорсткими поворотами, дійсні переміщення, деформації, напруження i
додаткові напруження надають стаціонарного значення функціоналу (4.30).

4.4.3. Класична теорія оболонок за відсутності нормальних жорстких
поворотів. Розглянемо сильно пологу оболонку ( constkA ii  ,1 ), навантажену
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об’ємними силами 0iF  
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FFi  . Приймаємо ізотермічне наближення та

нехтуємо інерційними силами. Нехай на лицевих поверхнях S  задані напруження
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Для класичної математичної моделі деформування оболонки за відсутності
жорстких поворотів відносно серединної поверхні справджуються рівняння підрозділу
3.4. Базові кінематичні гіпотези для сильно пологої оболонки запишуться у вигляді
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Рівняння рівноваги є такими
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Фізичні співвідношення (3.35) запишемо з урахуванням другої гіпотези (4.32) у
такій формі

    ,1~,
j

i
ijji

j

j

i

i
ii

uBNwkk
uuBN







 


























 

   jijiwDM

wwDM

ji
ij

ji
ii



























,2,1,1

,1

2

2

2

2

2








 (4.34)

Мембранні зрізувальні сили та величини ijN~  і ijT  пов’язані співвідношенням

.,~
2112 TTTNN ijijij  (4.35)

Поперечні зрізувальні сили визначаються з другого рівняння системи (4.33).
Граничні умови формулюємо у вигляді

  ,,2,1 ssii MMiNN 

ss QMQ 






  на L, (4.36)
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де ;;; 221122112211 sMsMMsQsQQsNsNN iiisiii  ;2211 sMsMM s 
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 ssn  – одиничні

нормальний і тангенціальний вектори до бічної поверхні  1221 , ss   .
Тоді для питомої додаткової енергії деформації (4.8) з урахуванням формул

(4.32) отримаємо
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Розширений функціонал додаткової енергії одержимо з функціонала (4.7) шляхом
виключення з допомогою першої умови (4.32) кутів повороту нормалі і введення у
функціонал другої умови (4.32) із використанням множників Лагранжа. Тоді
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де 
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.

Незалежними змінними функціонала (4.38) є тринадцять величин ,,,
i

i
wwu




 2,1,~,~,,, 12211212 iTNNNMM iiii .  Внаслідок додатної визначеності квадратичної форми
(4.37), функціонал (4.38) має стаціонарне значення і тому справедливе таке  твердження.

Твердження 4.8. Розв’язок задачі (4.33)–(4.36) надає функціоналу (4.38)
стаціонарного значення.

Доведення. Обчислимо першу варіацію функціонала (4.38). Провівши відповідні
перетворення інтегралів з використанням формули інтегрування за частинами,
матимемо
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Прирівняємо до нуля першу варіацію функціонала (4.39). Враховуючи
перетворення (4.40) і приймаючи рівними нулю коефіцієнти біля варіацій незалежних
змінних, одержимо рівняння (4.33)–(4.36).
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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ
ЛОКАЛЬНИХ НАВАНТАЖЕНЬ.

УЗАГАЛЬНЕНІ РОЗВ’ЯЗКИ
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

РОЗДІЛ
5

Для розв’язування широкого класу задач теорії пружності ефективно
використовується метод Фур’є [3, 15, 17, 26, 27, 30, 55, 57, 64, 102, 106]. Поширення
його на задачі про локальне навантаження оболонок, зокрема про дію на оболонку
зусиль, зосереджених у точках, пов’язане з проблемою підсумовування розбіжних
рядів. Оскільки такі задачі є некоректними (у розумінні існування розв’язку Фур’є), їх
узагальнені розв’язки шукають шляхом виділення сингулярних доданків рядів,
застосування узагальнених методів підсумовування рядів та інших методів
регуляризації [23, 32, 33, 38, 47, 48, 57, 84, 93, 103, 114].

У розділі сформульовано умови стосовно вільних членів диференціальних рівнянь
теорії оболонок Тимошенка, за яких існують розв’язки Фур’є відповідних крайових задач
(у вигляді рівномірно збіжних рядів із рівномірно збіжними рядами їх похідних, які входять
у рівняння). На цій основі побудовано математичні моделі локальних навантажень з
використанням дельтоподібних фінітних функцій із заданими властивостями гладкості
та дельтоподібних послідовностей узагальнених частинних сум рядів Фур’є. При
формулюванні задач про навантаження оболонок зусиллями, розподіленими на
площадках, локальна дія моделюється дельтоподібними фінітними функціями. Границі
розв’язків Фур’є задач про локальне навантаження оболонок, для яких область
локалізації стягується в точку, є узагальненими (у розумінні слабкої збіжності)
розв’язками задач про дію на оболонку зосереджених сил.

Досліджено точний і наближений розв’язки Фур’є задач про локальне
навантаження оболонки і тонкого шару. На цій основі встановлено межі зміни параметрів,
за яких забезпечується відповідність розв’язку (одержаного з використанням рівнянь
теорії оболонок) реальному стану тонкостінного тіла (оцінюваного з допомогою рівнянь
теорії пружності).
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5.1. СЛАБКО ЗБІЖНІ
ФУНКЦІОНАЛЬНІ ПОСЛІДОВНОСТІ ТА РЯДИ

5.1.1. Рівномірно збіжні та слабко збіжні функціональні послідовності.
Розглянемо функціональну послідовність    11, Dxxu nn 

 , де  111 : bxaxD  –

скінченний або нескінченний проміжок. Множина  bxaxD  :  точок збіжності

цієї послідовності називається її областю збіжності, 1DD  .

Означення 5.1. Функціональна послідовність  
1)( nn xu  рівномірно збігається

в області D, якщо для довільно малого 0  існує таке натуральне число 0n , що для

будь-яких чисел 0, nnm   справджується нерівність

,)()(  xuxu nm .Dx

Функція  xu , ,Dx  така, що    xuxu nn 
 lim  називається граничною

функцією послідовності  
1)( nn xu .

Розглянемо L i M – дві множини функцій, визначених в області D,  xf  – функцію

з L і  
1)( nn xu  – функціональну послідовність,   Mxun  . Нехай існують скінченні

інтеграли (Рімана)

.)()(
b

a
n dxxuxf

Означення 5.2. Функціональна послідовність  
1)( nn xu  називається слабкоо

збіжною відносно множини L в області D, якщо для довільно малого 0  знайдеться
натуральне число 0n  таке, що для будь-яких двох чисел 0, nnm   справджується
нерівність

  .)()()( 
b

a
mn dxxuxuxf

Для слабко збіжної послідовності вводиться поняття граничного елемента. Для
послідовності неперервних функцій на проміжку  ba;  можна стверджувати, що у
випадку рівномірної збіжності граничний елемент цієї послідовності є неперервною
функцією. Аналогічне твердження не завжди справджується для слабко збіжної
послідовності.

Вводячи граничний елемент  xu  слабко збіжної послідовності, під інтеграломм
від добутку граничного елемента  xu  і функції  xf  розуміємо границю
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.)()(lim)()(  
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Розглянемо слабко збіжну функціональну послідовність  10 ),( nn xx , де

),( 0xxn – функція двох змінних  baxx ;, 0  .

Означення 5.3. Якщо граничний елемент ),( 0xx  послідовності   10 ),( nnn xxu 
у кожній точці неперервності функції  f(x) задовольняє умову

),(),()( 00 xfdxxxxf
b

a
  (5.1)

то ),( 0xx  називається дельта-функцією відносно множини L, а послідовність

 10 ),( nn xx  називається дельтоподібною послідовністю функцій відносно множини L.
Загальний член дельтоподібних функціональних послідовностей можна задавати

наступним чином [85, 95, 100]:
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де   nn    – нескінченно мала послідовність;    101  ttg ,     ttg 02  –

кусково-неперервні функції (базові функції), що задовольняють умови:   ,
12 t

Atg
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;1const,  A

,1)(
1
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Введемо функції )(1 tG  та )(2 tG

   








,1,0
,1,1

1 t
ttg

tG    tgtG 22  ,

що продовжують функції )(1 tg  і )(2 tg  на дійсну вісь і мають похідні q-го порядку
 0q , що задовольняють умови Дiріхле [108].
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Функція  xf  задовольняє умови Дiріхле на проміжку  ba; , якщо вона кусково-о-
неперервна на цьому проміжку і його можна розбити на скінченну кількість проміжків,
на кожному з яких функція  xf  монотонна.

Функція  xf  є кусково-неперервною на проміжку  ba; , якщо вона неперервна
скрізь на цьому проміжку, хіба-що за винятком скінченної кількості точок, які є точками
розривів 1-го роду, а також існують скінченні граничні значення функції на кінцях проміжку.

Загальні члени дельтоподібних функціональних послідовностей, внаслідок виконання
рівностей (5.4), задовольняють умову

.1),( 0 




dxxxn

Справді, для функції (5.2), зробивши заміну txx n 0 , одержимо

  .1)(
2
1

2
1),(

1

0
1

1

1
1

0
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0
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
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




У разі задання загального члена дельтоподібних функціональних послідовностей (5.3),
матимемо

  .1)(
2
1

2
1),(

0
22

0
20 







 
 













dttgdttgdx
xx

gdxxx
nn

n 


Справедливе наступне твердження.
Твердження 5.1 (наслідок теореми Бохнера). Якщо   Lxf  , де L – множина

абсолютно інтегрованих функцій на дійсній осі, і  ),( 0xxn  послідовності із загальним

членом вигляду (5.2) або (5.3), то в кожній точці неперервності функції  xf
справджується аналогічна  до (5.1) рівність

).()(),(lim 00 xfdxxfxxnn









Послідовності функцій, які задаються формулами (5.2) і (5.3) називаються
відповідно дельтоподібними функціональними послідовностями 1-го та 2-го типів.

Дельтоподібні послідовності 1-го типу є дельтоподібними послідовностями
фінітних функцій, оскільки фінітною при фіксованому значенні n  є функція (5.2).

Зазначимо, що фінітною є функція, тотожньо рівна нулю зовні деякого скінченного
проміжку.

Для прикладу розглянемо функцію      1;0,121  tttg . Тоді відповідна дель-
топодібна послідовність функцій 1-го типу має вигляд
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Функція      ;0,2 tetg t , породжує дельтоподібну функціональну послідовність
2-го типу

   .;,
2
1,

0

0 



xexx n

xx

n
n






У табл. 1 і 2 наведено деякі базові функції, які породжують дельтоподібні
послідовності функцій.

Таблиця 1
Базові функції фінітних дельтовидних послідовностей

Таблиця 2
Базові функції дельтовидних послідовностей

№ Базові функції,  1,0t Методи підсумовування 

1. )1(2)(1 ttg 
  2

1 2
2sin)( 





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
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2. 2
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kr sin1
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№ Базові функції,   ,0t Методи підсумовування 

1.
22

1
12)(
t

tg





  rkkr errekr   002 ,)(
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Продовження таблиці 2

5.1.2. Класична та узагальнена суми функціонального ряду. Розглянемо
функціональну послідовність   1nn xu . Вираз

       xuxuxuxu
n

nn 





1
21 (5.5)

називається функціональним рядом. Розглянемо послідовність  1)( nn xS  частинних
сум цього ряду

   
     

       



,

,
,

21

212

11

xuxuxuxS

xuxuxS
xuxS

nn 




Означення 5.4. Якщо послідовність частинних сум  1)( nn xS  у точці Dx  має
скінченну границю, )()(lim xSxSnn




, то  xS  називається сумою або класичною сумою

ряду (5.5) і ряд називається збіжним у цій точці.

№ Базові функції,   ,0t Методи підсумовування 

2. 4
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Множина D цих точок називається областю збіжності ряду.

Введемо також послідовність   
1nn xS  узагальнених частинних сум функціо-

нального ряду (5.5)

   
     

        ,,

,
,
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nnnnnn 

















де   nknnk ,1,,1,  – числова послідовність, яка визначає вагу членів ряду (5.5)
в узагальнених частинних сумах.

Означення 5.5. Скінченна границя  xS   послідовності узагальнених частинних

сум  
1)( nn xS  у точці Dx  називається узагальненою сумою ряду (5.5), якщо

   xSxS   для всіх Dx  і  DD .

При цьому ряд (5.5) називається слабко збіжним в області D  (або збіжним у
розумінні узагальненого підсумовування), а метод, який полягає у застосуванні
послідовності  nk  називається регулярним.

Зокрема, регулярними є метод підсумовування середніми, який задається

послідовністю 

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nk n
k , .1N

Узагальнені методи підсумовування рядів також характеризуються послідов-
ностями функцій   

0kk  , які залежать від неперервного параметра E , де Е –

числова множина з точкою згущення  . Тоді узагальнена сума ряду (5.5) визначається
як границя

     .lim
0

xuxS k
k

k




  


(5.6)

Такими, наприклад, є метод Рімaна за якого    




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









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2sin



k
k

k  при 0

чи метод   2k
k   і метод Пуассона –   k

k   при 01 .
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Якщо ввести монотонну числову послідовність  n ,  


nn
lim , то граничну

рівність (5.6) можна записати у термінах означення узагальненої суми (як границю
послідовності узагальнених частинних сум)

   ,lim
1

xuxS k

n

k
nkn




  

де  nknk   ,  ,1n , nk ,1 . Для множин з граничними точками 0  і

01  вводимо відповідно числові послідовності 






  


nn

0  і 






  




nn
01 , де

const,0  10  .
Тоді, узагальнену суму ряду (5.5) за методом Пуассона визначимо так

  ).(lim)(
1

xuxS k

n

k

k
nn




  

У табл.1 і 2 наведено також деякі послідовності, які відповідають узагальненим
методам підсумовування рядів.

5.1.3. Рівномірно збіжні ряди. Необхідною умовою існування класичної суми
ряду (5.5) у точці 0x  є прямування до нуля загального члена ряду при необмеженому
зростанні його порядкового номера

  .0lim 0 


xukk

Звідси маємо достатню умову розбіжності ряду (5.5) (у класичному розумінні суми):
якщо загальний член ряду в точці 0x  не прямує до нуля за необмеженого зростання
його номера k, то ряд розбігається в цій точці.

Щодо узагальненої суми ряду (5.5), то важливо відзначити, що задача
відшукання узагальненої суми стосується, зазвичай, ряду, загальний член якого не
прямує до нуля за необмеженого зростання його порядкового номера.

Однак, слід також мати на увазі, що розбіжний у класичному розумінні ряд із
додатними членами не має скінченної узагальненої суми.

Спільним математичним апаратом, на основі якого встановлюються достатні
ознаки існування як класичної, так і узагальненої сум ряду, є теорія функціональних
послідовностей.

Функціональний ряд (5.5) є рівномірно збіжним в області D, якщо послідовність його
частинних сум  1)( nn xS  рівномірно збігається в D.

Якщо послідовність  
1)( nn xS  узагальнених частинних сум рівномірно

збігається в області D*, то ряд (5.5) підсумовується відповідним узагальненим
методом в D*.
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5.1.4. Тригонометричні ряди. Тригонометричний ряд має вигляд

    ,sincos
2 1

0 





k

kk kxbkxaa
(5.7)

де kk ba , – коефіцієнти ряду..
Якщо ряд (5.7) рівномірно збігається (у класичному розумінні суми), то його

сума  xf ,

       ,sincos
2 1

0 





k

kk kxbkxaaxf (5.8)

є 2 -періодичною неперервною функцією. Ряд (5.8) є розвиненням функції  xf  за
системою тригонометричних функцій

        ...,,sin,cos...,,2sin,2cos,sin,cos,
2
1 kxkxxxxx

ортогональних на проміжку   ; . Він називається рядом Фур’є функції  xf , а

коефіцієнти    
π

π-
cos1 dxkxxfak 

,    


 -
sin1 dxkxxfbk  є коефіцієнтами Фур’є цієї

функції.
Інтеграли у виразах для коефіцієнтів існують, якщо  xf  – абсолютно інтегровна

функція на проміжку   ; .
Частинною сумою ряду (5.7) є

      



n

k
kkn kxbkxaaxS

1

0 .sincos
2 (5.9)

Сформулюємо основні достатні ознаки збіжності і рівномірної збіжності
послідовності частинних сум   xSn  і, відповідно, ряду (5.7) [14, 85, 108].

Твердження 5.2. Ряд Фур’є абсолютно інтегровної на проміжку   ;  функції

 xf  збігається до значення  xf  у кожній точці неперервності цієї функції, в якій

існує її похідна. У кожній точці розриву, в якій  функція  xf  має праву та ліву похідні,

ряд Фур’є збігається до значення      200  xfxf .

Твердження 5.3. Якщо функція  xf  задовольняє умови Діріхле на проміжкуу

  ; , то її ряд Фур’є збігається для довільних x до значення      200  xfxf .
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Твердження 5.4. Якщо неперервна на проміжку   ;  функція  xf  маєає

кусково-неперервну похідну на цьому проміжку і    00   ff , то її ряд Фур’є
збігається рівномірно для всіх значень x.

Твердження 5.5. Якщо функція  xf  неперервна і задовольняє умови Діріхле

на проміжку   ; , а також    00   ff , то ряд Фур’є цієї функції збігається
рівномірно для всіх значень x.

Для коефіцієнтів Фур’є справедливі такі оцінки:
Твердження 5.6. Коефіцієнти Фур’є абсолютно інтегровної на проміжку   ;

функції  xf  справджують граничні рівності

.0lim,0lim 


nnnn
ba

Твердження 5.7. Якщо 2 -періодична  функція  xf  має неперервні похідні до

m-го  0m  порядку включно на проміжку   ;  і   1m -та похідна є кусково-о-

неперервною функцією, то для коефіцієнтів Фур’є функції  xf  виконуються рівності

,0lim 1 
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n
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n
bn

і ряди

  ,,0,
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mibak nn
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i 




є збіжними.
Твердження 5.8. Якщо 2 -періодична функція  xf  має скінченну похідну

m-го порядку  0m  на проміжку   ; , що задовольняє умови Діріхле, то
справедливі такі оцінки

.const,, 11   A
n

Ab
n

Aa mnmn (5.10)

Частинні суми (5.9) ряду Фур’є періодичної абсолютно інтегровної на проміжку
  ;  функції  xf  можна подати у вигляді інтеграла Діріхле

    .

2
sin

2
1sin

2
1 dtt

tn
txfxSn
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


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
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(5.11)

Справді, підставивши вирази коефіцієнтів Фур’є функції  xf  у формулу (5.9),
одержимо
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Якщо в останньому виразі врахувати періодичність підінтегральних функцій,
то отримаємо формулу (5.11).

Функцію     
 2sin

21sin
2
1cos

2
11)(

1 t
tntktD
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k
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
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



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 називають ядром Дiріхле.

Можна стверджувати, що якщо L – множина функцій що задовольняє умови
Діріхле на проміжку   ;  (достатня ознака 5.3), то за формулою (5.1) у кожній

точці неперервності функції   Lxf 

),()()(lim xfdttDtxf nn








(5.12)

або з урахуванням періодичності підінтегральної функцій

).()()(lim xfdttftxDnn



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



Отже,  1)( nn xD  – дельтоподібна послідовність функцій на проміжку   ;
відносно множини L.

5.1.5. Узагальнене підсумовування тригонометричних рядів. Розглянемо
ряд (5.7), однак жодних припущень стосовно його коефіцієнтів приймати не будемо.
Може реалізуватися випадок, коли інтеграли у формулах для коефіцієнтів не існують.
Тоді ряд (5.7) не буде рядом Фур’є. Зокрема, ряд, одержаний почленним диферен-
ціюванням ряду Фур’є абсолютно інтегрованої функції, не є рядом Фур’є.

Нехай ряд (5.7) підсумовується методом, який характеризується послідовністю
 nk , ,,1 nk  ,,1 n  до функції  xf  у точці чці х. Тоді, якщо

      
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2

 (5.13)
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є узагальненою частинною сумою цього ряду, де kk ba ,  – коефіцієнти Фур’є функції

 xf , то

).()(lim xfxSnn



(5.14)

Враховуючи формули для коефіцієнтів Фур’є функції  xf , узагальнену частинну
суму (5.13) аналогічно до (5.11) подамо у формі
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Узагальнену частинну суму (5.15) запишемо ще так:
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З урахуванням цього подання з рівності (5.14) одержимо

      .lim dttftxKxf nn 





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


(5.17)

Отже, послідовність    1)( nn txK , загальний член якої визначається формулою
(5.16), є дельтоподібною функціональною послідовністю відносно функцій, що
розвиваються у ряди Фур’є.

Формула (5.17) встановлює взаємозв’язок функції  xf  і дельтоподібної
послідовності функцій з послідовністю узагальнених частинних сум ряду Фур’є функції
 xf . Це обґрунтовує назву слабко збіжного ряду, прийняту для довільного (збіжногоо

чи розбіжного в класичному розумінні суми) тригонометричного ряду зі скінченою
узагальненою сумою.

Встановимо взаємозв’язок між послідовностями, які характеризують узагальнені
методи підсумовування рядів, і дельтоподібними послідовностями функцій, які задаються
формулами (5.2), (5.3). Розвиваючи функцію (5.2), що визначає дельтоподібну
послідовність функцій 1-го типу, в ряд Фур’є при достатньо малому 0n  і txx  0 ,
знайдемо
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Порівнюючи одержану формулу із співвідношенням (5.16) для коефіцієнтів
розвинення, доходимо висновку, що коефіцієнти Фур’є дельтоподібної послідовності
функцій 1-го типу визначають (з точністю до множника 1 ) узагальнений методд

підсумовування  nk ,

  .cos)()(
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0
11 dttktgk nnnk  

Наприклад, базовій функції      10121  tttg  дельтоподібної послідовності
функцій
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відповідає метод Рімана,
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Аналогічне твердження справедливе для послідовності (5.3). Дельтоподібна
послідовність функцій 2-го типу визначає узагальнений метод підсумовування  nk ,
де
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Якщо підставити розвинення
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в інтегральне подання функції  xf , то
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Звідси і одержуємо формулу узагальненого підсумовування ряду.
Для прикладу розглянемо дельтоподібну послідовність функцій, яка задається

базовою функцією (ядром Фейєра) 
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Таким чином, ми отримали формулу для визначення загального члену
послідовності, який характеризує метод підсумовування середніми.

Для узагальненої частинної суми ряду, із застосуванням цього методу, за
формулою (5.15) отримаємо
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При формулюванні достатніх ознак збіжності рядів, порівняно з класичним
методом, суттєво послаблюються умови щодо застосовності узагальнених методів
підсумовування тригонометричних рядів.

Твердження 5.9. Ряд Фур’є абсолютно інтегровної на проміжку   ;  функції

 xf  підсумовується узагальненим методом  nk  до значення  xf  у кожній точцічці

її неперервності і значення 2
)0()0(  xfxf

 у точках розривів першого роду..

Твердження 5.10. Ряд Фур’є абсолютно інтегровної на проміжку   ;  функції

 xf  рівномірно підсумовується методом  nk  до  xf  на кожному проміжку у  ba; ,
строго внутрішньому до проміжку неперервності цієї функції.

Твердження 5.11. Якщо абсолютно інтегровна на проміжку   ;  функція

 xf  має в точці х неперервну похідну   xf m , то ряд Фур’є функції  xf , почленно
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продиференційований m раз, підсумовується до значення   xf m  у цій точці методомм

   k  із порядком регулярності 2 mp .

Порядок регулярності р методу визначається як порядок оцінки   
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при великих значеннях k і фіксованому r. Порядок регулярності безпосередньо
визначається через порядок найбільшої похідної, яка задовольняє умови Діріхле, від
продовження відповідної базової функції
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Наприклад, для загального члена послідовності, який характеризує метод
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d

 є кусково-сталою функцією, то для її коефіцієнтів

Фур’є маємо оцінку (5.10), згідно з якою 2p .
Аналогічно для узагальненого методу підсумовування (див. табл. 1), який

характеризується послідовністю

 
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


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

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
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
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i i
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kk
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12

1sin




 (5.18)

маємо   





 12

1
sk

k  і тому його порядок регулярності 12  sp . Цьому методуду

відповідає базова функція    
   s
s

t
s
stg cos1

!2
!2 2

1   10  t  і її продовження на дійсну

вісь    








.1,0
,1,1

1 t
ttg

tG  Ця функція має кусково-гладку похідну  12 s - го порядку.у.
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5.1.6. Узагальнене підсумовування ряду за системою тригонометричних
функцій, ортогональних на довільному проміжку. Нехай  xf  – абсолютно

інтегровна функція на проміжку  ll; . Введемо нову змінну lxz   і розглянемо

функцію  


 ;,)( 





 zzlfz , яку розвинемо в ряд Фур’є

      





1

0 ,sincos
2

~
k

kk kzbkzaaz

де kk ba ,  – коефіцієнт Фур’є функції  z . Повертаючись до попередньої змінної,
одержимо

      





1

0 ,sincos
2

~
k

kkkk xbxaaxf 

де   ;cos)(1 dxxxf
l

a k

l

l
k 



   ;sin)(1 dxxxf
l

b k

l

l
k 



 .
l

k
k


 

Для узагальненої частинної суми цього ряду маємо


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Переходячи тут до змінних zlx


  і ,tlu


  матимемо


















 






 



 duu
l

Kux
lll

xS nn
** )(

або

,)()()( *** 








 l

l
nnn duuKuxfxS

l
xS



де

  .cos
2
11)(

1







  



n

k
knkn u

l
uK 



Отже, послідовність  nk , яка характеризує метод підсумовування тригономет-
ричного ряду не змінює вигляду при зміні проміжку розвинення, тобто, якщо в точці

 ,; llx   функція  xf  – неперервна, то

       .sincos
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5.1.7. Підсумовування подвійних тригонометричних рядів. Нехай функція
 yxf ,  абсолютно інтегровна у прямокутнику }.,:);{(П 2211 lyllxlyx 

Тоді в області П ортогональною є система тригонометричних функцій

   ,sin
2
1,cos

2
1,

4
1

11 xx mm     ,...,sin
2
1,cos

2
1

22 yy nn 

       ,sinsin,coscos 2121 yxyx nmnm  

   ,sincos 21 yx nm      ,...,cossin 21 xx mm  

де .1,2,...,1,2,...,,,
2

2
1

1  nm
l
n

l
m

nm


Коефіцієнти Фур’є функції  yxf ,  визначаються за формулами

,mnmnmn aA  ,mnmnmn bB  ,mnmnmn cC  ,mnmnmn dD 
де

   
П

nmmn dxdyyxyxfa ,coscos),( 21 

   
П

nmmn dxdyyxyxfb ,sinsin),( 21 

   
П

nmmn dxdyyxyxfc ,sincos),( 21 

   
П

nmmn dxdyyxyxfd ,cossin),( 21 

,0,0

.0,0якщо,1

або0,0якщо,
2
1

,0якщо,
4
1






















 nm

nm
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mn

Тоді ряд Фур’є функції  yxf , ,   Πyx, , запишеться у формімі

          



yxbyxayxf nmmnnmmn

nm
mn 2121

0,
sinsincoscos~, 

       .cossinsincos 2121 yxdyxc nmmnnmmn  
(5.19)

Для частинної суми цього ряду аналогічно до (5.11) одержимо інтегральне подання

        .,,
Π

dudvvDuDvyuxfyxS NMMN  

Тут    vDuD NM ,  ядра Дiріхле.
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Сформулюємо деякі достатні ознаки збіжності ряду (5.19).
Твердження 5.12. Якщо періодична функція за обома змінними  yxf ,  має

обмежені частинні похідні 
x
f



, 
x
f



 і в околі деякої точки має неперервну змішану

похідну yx
f


2

, то в цій точці ряд (5.19) збігається до значення  yxf , .

Твердження 5.13. Якщо періодична за обома змінними функція  yxf ,  має
неперервні частинні похідні порядку 2s  0s , то збіжними є числові ряди

   










0 0k m
kmkmkmkm

s dcbamk   .0 s (5.20)

Узагальнена частинна сума ряду (5.19) і його узагальнена сума визначаються
за такими формулами

   
 

 
M

m

N

n
nmmnmnNnMmMN yxayxS

0 0
21 coscos),( 

           ,cossinsincossinsin 212121 yxdyxcxb nmmnnmmnnmmn  

  ),,(lim, yxSyxf MN
N
M








де  Mm ,  Nn  – послідовності, які характеризують узагальнені методи підсумовування
рядів (див. табл. 1).

Для частинної узагальненої суми ряду (5.19) справедлива формула

        ,,,
Π

dudvvKuKvyuxfyxS NMMN
  

де    vKuK NM
 ,  – ядра, означені згідно співвідношення (5.16).

Виходячи із інтегрального подання частинних сум ряду (5.19) встановимо
достатні ознаки збіжності послідовності узагальнених частинних сум цього ряду.

Твердження 5.14. Нехай абсолютно інтегровна у прямокутнику П функція
 yxf ,  є неперервною в області D . Тоді ряд (5.19) рівномірно підсумовується

методом  NnMm  з показником регулярності 2p  до  yxf ,  у будь-якій області,
строго внутрішній до області D.

Твердження 5.15. Нехай абсолютно інтегровна у прямокутнику П функція

 yxf ,  має неперервні частинні похідні sms

m

yx
f



, 0m , у точці x. Тоді ряд,
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одержаний почленним диференціюванням ряду (5.19) s разів по x і m-s разів по y,

підсумовується до значення sms

m

yx
f



 у точці x методом  NnMm  із показникомом

регулярності  .,max2 smsp 

5.2. РОЗВ’ЯЗКИ ФУР’Є
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА

Розв’язування крайових задач теорії оболонок методом Фур’є з використанням
систем тригонометричних функцій ґрунтується на узагальненому принципі суперпозиції
[104]. При цьому вимагається щоби тригонометричні ряди, через які подається розв’язок
задачі та його частинні похідні (що входять у рівняння задачі), рівномірно збігалися.

Умови існування таких розв’язків накладають досить жорсткі вимоги стосовно
гладкості правих частин диференціальних рівнянь, початкових і межових умов.
Встановимо умови існування розв’язків Фур’є крайових задач теорії оболонок.

5.2.1. Розв’язки Фур’є крайових задач для неоднорідної системи рівнянь
теорії оболонок Тимошенка. Розглянемо шарнірно оперту трансверсально-ізотропну
оболонку з серединною поверхнею   221121 0,0:, ll    і сталими

геометричними параметрами,  2,1,1  iconstkA ii . Оболонка перебуває під

дією приведених до серединної поверхні сил і моментів    ,3,2,1, 21  iqq ii 

   2,1, 21  imm ii  .
Напружено-деформований стан оболонки описується рівняннями (2.39)–(2.43).

Запишемо їх у вигляді
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












 ii
i

ii ukwQ


  .,2,1, jiji  (5.22)

Шарнірному опертю оболонки відповідають такі граничні умови
      ,0,,0,,0, 201020102010   uNw n (5.23)

      ,,,0,,0, 201020102010   nM
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2
111

2112
2
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2
111

ssMsMsMM

ssNsNsNN

n

n





;1221 susuu  ;1221 ss  

  21, ssn одиничний вектор, нормальний до границі оболонки.
Таким чином задача про визначення напружено-деформованого стану оболонки

зводиться до такої крайової задачі: знайти періодичні функції ijiijii MQNwu ,,,,, 

 2,1, ji  які задовольняють рівняння (5.21), (5.22) в області П і умови (5.23) на границі
цієї області.

Розв’язок цієї задачі шукаємо методом Фур’є (методом відокремлення змінних)
із використанням систем тригонометричних функцій.

Знайдемо умови, які накладаються на функції    ,3,2,1, 21  iqq ii 

   2,1, 21  imm ii  , і забезпечують існування розв’язку Фур’є задачі (5.21)–(5.23).
Насамперед запишемо формальний розв’язок задачі. Зведемо систему рівнянь (5.21),
(5.22) до системи п’яти рівнянь відносно усереднених переміщень

     ,PUL  (5.24)

де  L матриця, елементи якої є диференціальними операторами
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Підкресленням виділено доданки, які відсутні в аналогічних поданнях рівнянь
теорії пологих оболонок.

Формальний розв’язок Фур’є задачі (5.21)–(5.23) шукаємо у вигляді сум рядів
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де      ;sinsin 2211 αλαλ mkkm        ;sincos 2211
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2 αλαλ mkkm        ;coscos 2211

0 αλαλ mkkm  

., 2211 lmlk mk  

Враховуючи рівності 0,1 21  ss  на лінії const1  і 0,1 12  ss  на лінії

const2  серединної поверхні   21, ssn 
 , переконуємося, що співвідношення (5.25)

задовольняють граничні умови (5.23).
Праві частини рівнянь (5.21) також подамо у вигляді рядів
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Підставивши формули (5.25), (5.26) у рівняння (5.24), одержимо систему п’яти
лінійних алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів рядів (5.25)
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Розв’язавши систему рівнянь (5.27) відносно коефіцієнтів kmkmkmkm Muuw 1221 ,...,,, ,
вирази для переміщень і зусиль отримаємо з формул (5.25) з використанням співвід-
ношень (5.22).

Визначемо умови, за виконання яких співвідношення (5.25) є розв’язком Фур’є
розглянутої задачі.



129

Розв’язки Фур’є крайових задач теорії оболонок Тимошенка

Оскільки рівняння (5.24) містять другі похідні від переміщень, то співвідношення
(5.25) будуть розв’язком Фур’є задачі (5.21)–(5.23), якщо ряди, отримані дворазовим
почленним диференціюванням по 1  і 2  розвинень (5.25), рівномірно збігаються.

Отримаємо оцінки для коефіцієнтів розвинень переміщень. Якщо записавти
формули Крамера для системи (5.27), розкрити відповідні визначники (за стовпцями,
що містять вільні члени) і врахувати при цьому нерівності 21
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де A – стала величина.
Зауважимо, що за достатньою умовою 5.13, якщо періодична функція за обома

змінними  21,f  має неперервні частинні похідні порядку 2s ,  0s , то збіжними
є числові ряди
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де kmkm ba ,  коефіцієнти Фур’є функції  21,f .
Оскільки другі частинні похідні від переміщень, які подаються рядами (5.25),

повинні бути неперервними функціями, коефіцієнти цих рядів мають задовольняти
нерівності (5.29) при 2s . Тоді коефіцієнти розвинень зовнішнього навантаження,
згідно з оцінками (5.28), справджують такі умови
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Отже, якщо періодичні за обома змінними функції 21321 ,,,, mmqqq  мають
неперервні частинні похідні третього порядку, то для їх коефіцієнтів Фур’є справедливі
оцінки (5.30) і таке твердження.
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Твердження 5.16. Якщо праві частини рівнянь (5.21) – періодичні функції з
неперервними частинними похідними третього порядку, то (5.25) – розв’язок Фур’є
задачі (5.21)–(5.23).

5.2.2. Розв’язки Фур’є крайових задач за наявності у рівняннях вільних
членів з відокремленими змінними. Розглянемо попередню крайову задачу
прийнявши додатково, що вільні члени у рівняннях подаються у вигляді добутку двох
функцій, кожна з яких є функцією однієї змінної,

           .2,1,3,2,1 2121  immmiqqq iiiiii  (5.31)

Згідно з достатньою умовою 5.8, якщо періодичні функції    ,, 21  ii qq 

   21 ,  ii mm   є неперервними, а також мають похідні порядку р, що задовольняють
умови Діріхле, то для коефіцієнтів Фур’є цих функцій справедливі такі оцінки
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Оцінивши ряди для частинних похідних другого порядку від переміщень з
врахуванням оцінок (5.30) і (5.32), одержимо
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Ці нерівності виконуються при 2p , тобто другі похідні задовольняють умови Діріхле
і тому справедливе наступне твердження.

Твердження 5.17. Якщо праві частини рівнянь (5.21) подаються як добуток двох
функцій (5.31), кожна з яких є періодичною неперервною функцією з другими похідними,
які задовольняють умови Діріхле, то (5.25) є розв’язком Фур’є задачі (5.21)–(5.23).

5.3. УЗАГАЛЬНЕНІ РОЗВ’ЯЗКИ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
ТЕОРІЇ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА

У математичній фізиці розглядають також крайові задачі, в яких умови існування
розв’язків не задовольняються. Для таких задач вводять поняття узагальненого
розв’язку [92]. Узагальненим розв’язком крайової задачі називають границю
послідовності розв’язків допоміжних крайових задач, одержаних із вихідної задачі
заміною правих частин рівнянь загальними членами послідовностей, які збігаються
до правих частин рівномірно або в середньому, або слабко.

Відповідно до цього при розв’язуванні крайових задач методом Фур’є розрізняють
узагальнені розв’язки в розумінні рівномірної збіжності, збіжності в середньому, або слабкої
збіжності.
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Узагальнений розв’язок у розумінні рівномірної збіжності подається рівномірно
збіжним рядом, однак похідні від розв’язку, які входять у рівняння задачі, не обов’язково
є рівномірно збіжними рядами.

Узагальнений розв’язок у розумінні збіжності в середньому подається збіжною
в середньому послідовністю частинних сум ряду, а у розумінні слабкої збіжності
подається у вигляді збіжної послідовності узагальнених частинних сум ряду.

Таким чином, формальний розв’язок (5.25) є узагальненим розв’язком Фур’є
(у розумінні рівномірної збіжності) задачі (5.21)–(5.23), якщо ряди для переміщень і
зусиль рівномірно збігаються. Оскільки сили і моменти визначаються через перші
частинні похідні від переміщень, рівномірно збіжними є ряди для цих частинних
похідних від переміщень, тобто для коефіцієнтів розвинень переміщень і зовнішнього
навантаження справджуються відповідно оцінки (5.29) і (5.30) при 1s . Таким чином,
якщо праві частини рівнянь (5.21) – періодичні функції з неперервними частинними
похідними другого порядку, то (5.25) є розв’язком Фур’є задачі (5.21)–(5.23).

Для випадку задачі з правими частинами рівнянь у вигляді функцій з відокремленими
змінними справедливе таке твердження.

Твердження 5.18. Якщо праві частини рівнянь (5.21) подаються у вигляді добутків
двох функцій (5.31), кожна з яких є періодичною неперервною функцією з першими
похідними, які задовольняють умови Діріхле, то (5.25) є узагальненим (у розумінні
рівномірної збіжності) розв’язком Фур’є задачі (5.21)–(5.23).

Цьому твердженню задовольняють, наприклад, такі вільні члени рівнянь
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де  0, iin   – періодична дельтоподібна послідовність функцій з базовою функцією

   ttg  121 , 10  t .

5.4. РОЗВ’ЯЗКИ ФУР’Є ЗАДАЧІ
ПРО ЛОКАЛЬНЕ НАВАНТАЖЕННЯ ОБОЛОНКИ

Розглянемо задачу про локальне навантаження (приведеними до серединної
поверхні силами і моментами) шарнірно опертої оболонки. Напружено-деформований
стан оболонки описується системою рівнянь у переміщеннях і зусиллях (5.21), (5.22).
Граничні умови задаються у формі (5.23).

5.4.1. Математичні моделі локального навантаження. Нехай навантаження,

яке діє на оболонку, локалізоване в області     0
22

0
1121

0 ,;, ,

0 , і задається у вигляді добутку симетричних дельтоподібних фінітних функцій
[9, 96]
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   1n – нескінченно мала числова послідовність;    tgtg 1  – базова функція

1-го типу;  5,1iTi  – рівнодійні навантажень.
Справді, з першої рівності (5.4) випливають такі рівності
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Виходячи із подання для компонент зовнішнього навантаження (5.33) у вигляді
добутку двох дельтоподібних функцій (5.34) і опираючись на твердженнях 5.13 і 5.14,
матимемо

Твердження 5.19. Якщо дельтоподібні функції   ,, 0
ii  2,1,0  i  мають похід-

ні s-го порядку по i  1s , що задовольняють умови Діріхле, і    iii l;0; 00   , то
формальний розв’язок задачі (5.21)–(5.23) з правими частинами рівнянь у вигляді
(5.33) є узагальненим (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язком Фур’є при 1s
і розв’язком Фур’є при 1s .

Очевидно, узагальненим у розумінні рівномірної збіжності є розв’язк задачі з
правими частинами рівнянь у вигляді (5.33), де базовою є функція     10,12  tttg .

5.4.2. Побудова узагальненого (у розумінні рівномірної збіжності)
розв’язку Фур’є. Узагальнений (у розумінні рівномірної  збіжності) розв’язок системи
рівнянь (5.21)–(5.23) з правими частинами рівнянь у вигляді (5.33) існує згідно з
твердженням 5.19, якщо дельтоподібні функції у формулах (5.33) мають перші похідні,
що задовольняють умови Діріхле  1s  і 0 . Зведемо систему рівнянь (5.21),
(5.22) до системи п’яти рівнянь відносно переміщень

      ,,, 00 PUL  (5.35)
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 L  – операторна матриця системи рівнянь (5.27).
Шукаємо узагальнений (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язок Фур’є

системи рівнянь (5.21)–(5.23) з правими частинами (5.33) у вигляді сум рядів
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Враховуючи тригонометричні розвинення дельтоподібних функцій
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праві частини системи рівнянь (5.35) запишемо так
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де   211 llckm  , якщо 0k  і 0m ,     1212 kkm llc  , якщо 1k  і 0m ,
    2212 mkm llc  , якщо 0k  і 1m ,       21214 mkkm llc  , якщо 1k  і
1m .



134

Математичні моделі локальних навантажень. Узагальнені розв’язки крайових задач

Якщо розвинення (5.36) і (5.38) підставити у систему рівнянь (5.35), то одержимо
систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів розвинення для переміщень
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Розв’язавши цю систему рівнянь, запишемо вирази для коефіцієнтів розвинень
переміщень (5.36) у матричній формі
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Вирази для переміщень подамо також у матричній формі
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Подання для сил і моментів знайдемо шляхом підстановки співвідношень (5.36)
у формули (5.22). У підсумку отримаємо ряди, які згідно сформульованого вище
твердження будуть рівномірно збігаються при 0 . Ряди, які відповідають першим
частинним похідним від зусиль можуть не збігатися рівномірно.
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Знайдені таким чином вирази для переміщень і зусиль визначають розв’язок
задачі про локальне навантаження оболонки і є узагальненим (у розумінні рівномірної
збіжності) розв’язком Фур’є задачі (5.21)–(5.23) з правими частинами на взірець (5.33).

5.4.3. Узагальнений розв’язок (у розумінні слабкої збіжності) задачі про
навантаження оболонки зосередженими силами та моментами. Границі при

0  від дельтоподібних функцій (5.33) моделюють дію на оболонку зосереджених
сил і моментів.

Переходячи до границі при 0  у виразах (5.40) для зусиль і переміщень,
одержимо узагальнений розв’язок Фур’є (у розумінні слабкої збіжності) задачі про
навантаження оболонки зосередженими силами і моментами. Зокрема, для
переміщень маємо
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де    K  нескінченно мала послідовність.
Узагальнений (у розумінні слабкої збіжності) розв’язок (5.41) є функцією Гріна

задачі (5.21)–(5.23).
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де  0dl  і   0ds довжина елемента кривої і площа елемента області.
Подання для переміщень у вигляді границь (5.42) і аналогічні подання для сил

і моментів є узагальненими (у розумінні слабкої збіжності) розв’язками відповідних
крайових задач теорії оболонок. Подвійні ряди й інтеграли у формулах (5.42) рівномірно
збігаються, а існування границь (5.42) забезпечується виконанням відповідних
достатніх умов теорії послідовностей.
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5.5. ДОСЛІДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ ФУР’Є КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
МОДИФІКОВАНОЇ ТЕОРІЇ ОБОЛОНОК ТИМОШЕНКА

Розглянемо шарнірно оперту оболонку, що за відсутності об’ємних сил перебуває
під дією поверхневих навантажень   3,2,1,, 2133  ihii  . Напружено-дефор-
мований стан оболонки моделюємо рівняннями модифікованої теорії оболонок
Тимошенка (2.57)–(2.64), які для ізотермічного наближення за сталих геометричних
характеристик мають вигляд
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Таким чином, крайова задача полягає у відшуканні розв’язку системи рівнянь
(5.43), (5.44) в області   ,0:, 1121 l  220 l   за виконання граничних
умов
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Дослідження розв’язків Фур’є крайових задач модифікованої теорії оболонок Тимошенка

Визначимо умови, за виконання яких крайова задача (5.43)–(5.45) має розв’язок
Фур’є і узагальнений (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язок Фур’є.

Насамперед знайдемо формальний розв’язок задачі. Систему рівнянь (5.43),
(5.44) зведемо за аналогією до відповідної задачі теорії оболонок Тимошенка до такої
системи п’яти рівнянь відносно переміщень
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рівнянь (5.24). У виразах для правих частин системи (5.46) нехтуємо доданками ihk
порівняно з одиницею.

Формальний розв’язок задачі (5.43)–(5.45) шукаємо у вигляді рядів (5.25). Для
поверхневих напружень приймемо такі подання
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Підставивши ряди (5.25), (5.47) у систему (5.46), прийдемо до такої системи
лінійних алгебраїчних рівнянь
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Розв’язавши систему рівнянь (5.48), переміщення та зусилля визначимо за
формулами (5.25), (5.44).

Ряди (5.25) будуть:
а) розв’язком Фур’є задачі (5.43)–(5.45), якщо другі похідні від переміщень

є рівномірно збіжними рядами;
б) узагальненим (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язком Фур’є задачі

(5.43)–(5.45), якщо перші похідні від переміщень є рівномірно збіжними рядами.
Розглянемо задачу, для якої вільні члени рівнянь допускають  відокремлення

змінних. Якщо напруження можна подати у вигляді добутків функцій, залежних від

однієї координати,    21    ijijij , кожна з яких є періодичною неперервною
функцією, а їх другі похідні задовольняють умови Діріхле, то для коефіцієнтів Фур’є

цих функцій  справедливі оцінки 
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вавши ці оцінки разом з оцінками (5.28) у розвиненнях (5.25) для переміщень,
переконуємося, що перші частинні похідні від переміщень і, відповідно, сили та моменти
подаються у вигляді рівномірно збіжних рядів. Отже ряди (5.25) є узагальненим
(у розумінні рівномірної збіжності) розв’язком задачі (5.43)–(5.45).

Очевидно, що якщо періодичні функції    21 ,  
ijij  неперервні, а їх треті

похідні задовольняють умови Діріхле, то другі частинні похідні від переміщень
подаються рівномірно збіжними рядами і, відповідно, (5.25) є розв’язком Фур’є задачі.
Отже, справедливе таке твердження.

Твердження 5.20. Нехай зовнішні поверхневі навантаження задаються у вигляді
добутків двох функцій, кожна з яких є періодичною неперервною функцією. Тоді  (5.25) є:

а) розв’язком Фур’є задачі (5.43)–(5.45), якщо похідні третього порядку від цих
функцій задовольняють умови Діріхле;

б) узагальненим (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язком Фур’є задачі
(5.43)–(5.45), якщо похідні другого порядку від цих функцій задовольняють умови Діріхле.

5.6. ЛОКАЛЬНЕ НАВАНТАЖЕННЯ ТОНКОГО ШАРУ

Розглянемо ізотропний шар, що перебуває під дією локального поверхневого
навантаження і взаємодіє з абсолютно жорсткою основою за умов ідеального контакту.
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Локальне навантаження тонкого шару

Напружено-деформований стан шару описується рівняннями теорії пружності у
прямокутній системі координат 221 ,, 
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Шар має сталу товщину h2  і   ;0:,, 321 ii l  03   2,1i  – його
серединна поверхня. Вважаємо, що шар взаємодіє з жорсткою основою уздовж
поверхні h3  і ilh 2  (рис. 5.1).

Рис. 5.1. Локальне навантаження шару
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На бічних поверхнях шару задані однорідні умови
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Задача полягає у визначенні напружено-деформованого стану шару, зокрема,
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5.6.1. Побудова точного розв’язку задачі методом Фур’є. Задача відшукання

розв’язку однорідної системи рівнянь (5.50) в області  hh 
3  за крайових

умов (5.51)–(5.53) допускає відокремлення змінних за методом Фур’є [66].
Формальний розвязок задачі шукаємо у вигляді подвійних рядів за системами

тригонометричних функцій
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у формі (5.52). Підставивши у ці умови формули (5.54), з урахуванням формул (5.56)
одержимо послідовність систем шести лінійних алгебраїчних рівнянь
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Підставивши знайдені значення для сталих у формули (5.56) та (5.54), матимемо

формальний розв’язок задачі.
Встановимо умови, за яких існує розв’язок Фур’є задачі (5.50)–(5.53) при 0 .

Ряд (5.55) рівномірно збігається, оскільки згідно подання (5.18) за великих значень
параметрів для його коефіцієнтів справджується оцінка
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(відповідно до рівнянь (5.50)), рівномірно збігаються в області  . Рівномірна збіжність
рядів (5.54) у точках границі цієї області згідно з умовами (5.51), (5.53) також випливає
із рівномірної збіжності розвинення (5.55).

Таким чином, якщо поверхневе навантаження можна подати у вигляді (5.52),
то (5.54) є розв’язком Фур’є задачі (5.50)–(5.53).

Зауважимо, що розв’язок задачі у вигляді рядів (5.54) буде розв’язком Фур’є і за
менш жорстких умов стосовно поверхневого навантаження, зокрема, якщо поверхневе
навантаження моделюється дельтоподібною послідовністю з базовою функцією
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навантаження шару нормальною одиничною силою, зосередженою у точці,
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Границі функцій (5.58) існують у замкнутій області   за винятком точки
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5.6.2. Побудова наближеного розв’язку задачі. Знайдемо наближений
розв’язок сформульованої задачі про локальне навантаження шару. Нехай
напружено-деформований стан шару описується системою диференціальних рівнянь
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Тангенціальні переміщення і кути повороту серединної поверхні визначаються за
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. Приймаємо також, що існує потенціальна

функція  21,    для поля тангенціальних контактних напружень  2,1






 i
i

i 
 .

Система п’ятнадцяти диференціальних рівнянь (5.59) містить сімнадцять

невідомих функцій   ,,,,,,,,, 1212 HTQMNwu iijij . Ще два рівняння одержимо
шляхом підстановки формул (5.60) для переміщень в умови взаємодії шару з жорсткою
основою (5.51)
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Таким чином задача полягає у розв’язанні неоднорідної системи рівнянь у
частинних похідних (5.59), (5.61) за однорідних граничних умовах (5.62).
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Введемо потенціал поля дотичних контактних напружень  21,   ,

i
i 
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
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


 . Тоді, виключивши зусилля, систему рівнянь (5.59), (5.61) зведемо до

системи пяти рівнянь
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Далі, підставивши відповідні розвинення (5.63) у ці рівняння, приходимо до
системи лінійних алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів цих розвинень
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Враховуючи оримані значення коефіцієнтів 
kmkm  ,  з використанням формулл

(5.59), (5.63), (5.64) визначаємо коефіцієнти розвинень інших невідомих функцій.
Зокрема, для коефіцієнтів розвинень потенціальних функцій і прогину маємо такі
формули
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Отже формальний розв’язок задачі у формі (5.63) знайдено.
Встановимо умови існування розв’язку Фур’є і узагальненого розв’язку Фур’є

розглянутої задачі. Враховуючи нерівність 21
2 2 mkkm  , з системи рівнянь (5.65)

отримаємо оцінки для коефіцієнтів 
kmkm  ,  при великих значеннях параметрів mk , ,

а з використанням формул (5.59), (5.53) – оцінки для коефіцієнтів розвинень інших
функцій. У підсумку отримаємо

,1,1,1  



















 kmkmkmkmkmkm km

u
kmkm

w 

  ,1,1,1 1
 













 kmkmkmkmkmkm m

Q
km



    ,1,1,1
11112

 





 kmkmkmkmkmkm MN

k
Q 

    .1,1 1212
  kmkmkmkm MN 

Звідси випливають твердження:
а) подання (5.63) при 0  є узагальненим (у розумінні рівномірної збіжності)

розв’язком Фур’є задачі (5.59), (5.61), (5.62), якщо коефіцієнти ряду 
km  функції

 21,   задовольняють оцінку   ss
km mk1  і 2s ;

б) ряди (5.63) при 0  є розв’язками Фур’є задачі (5.59), (5.61), (5.62), якщо для
коефіцієнтів ряду функції (5.55) справедлива оцінка   ss

km mk1  і 2s .

Для прикладу, якщо   ss
km mk1  і 2s , то ряди шуканих функцій і їх

частинних похідних, що входять у рівняннях системи (5.59), мажоруються збіжними
числовими рядами і, відповідно, рівномірно збігаються. Зокрема, для розвинення функції

111 N  за урахування формул (5.59), (5.65) одержимо мажорантний ряд
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де 0, AA  сталі величини. Оскільки останній ряд у цій нерівності збігається при 2s ,

то ряд функції 111 N  є рівномірно збіжним. Аналогічні оцінки можна отримати для
інших невідомих функцій системи рівнянь (5.59).

Ґрунтуючись на цих твердженнях, і враховуючи, що для коефіцієнтів Фур’є

поверхневого навантаження справедлива оцінка   ss
km mk1  3s , доходимо

до висновку, що ряди (5.63) при 0  є розв’язками Фур’є задачі (5.59), (5.61), (5.62).
Границі сум рядів (5.63) при 0  є узагальненими (у розумінні слабкої збіжності)

розв’язками Фур’є задачі про дію на шар одиничної сили, прикладеної у точці  h,, 0
2

0
1  ,

якщо для коефіцієнтів ряду функції (5.55) справедлива оцінка   ss
km mk1  і 2s .

Зауважимо, що границі при 0  сум рядів (5.63) розбігаються у точках

відрізка hh  3
0
22

0
11 ,,  .

5.6.3. Дослідження числових розв’язків. Знайдено точний і наближений
числовий розв’язки плоскої задачі для ізотропного шару ( 3,0 ). На рис. 5.2 показано

розподіли приведених контактних нормальних  G2  (симетричні криві) таа

дотичних напружень  G2  (несиметричні криві), які одержані з використанням

рівнянь теорії пружності для 20hl  і 5,1;1;1,0h , h1  . Зазначимо, що

параметр h  характеризує ширину області локалізації навантаження.

Рис.5.2. Контактні напруження для різних областей локалізації
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Аналіз точного розв’язку задачі показує, що розподіл контактних напружень на
поверхні контакту (на відстані h2  від області локалізації зовнішнього навантаження),
практично не залежить від закону розподілу нормального навантаження в області
локалізації, якщо тільки її ширина менша від товщини шару ( h ).

Криві на рис. 5.3 ілюструють розподіл приведених контактних напружень

 G2  і  G2  h1   при 20hl  та 5,1h . Криві 2 та 4 відпові-
дають нормальним та дотичним напруженням, обчисленим з використанням розв’язку
задачі теорії пружності, а криві 1 та 3 – нормальним та дотичним напруженням,
обчисленим на основі розв’язку задачі теорії оболонок.

Рис.5.3. Контактні напруження (2, 4 – точний і 1, 3 – наближений розв’язки)

Одержаний у межах теорії оболонок розв’язок задачі про локальне навантаження
шару є достатньо точним (із максимальною похибкою 5%), якщо локальна дія
описується неперервною функцією з кусково-гладкою другою похідною і віддаль між
найближчими точками границі області локалізації більша від товщини оболонки
 h .

5.7. ТОНКЕ ПОКРИТТЯ ЗА ЛОКАЛЬНОГО НАГРІВУ

Розглянемо задачу про локальний нагрів тонкого трансверсально-ізотропного
покриття (криволінійного шару) постійної товщини h2 , що взаємодіє за умов ідеального
контакту з абсолютно твердим тілом. Покриття нагрівається внутрішніми джерелами,
локалізованими в області і перебуває в умовах конвективного теплообміну з зовнішнім
середовищем. При цьому напруження, які виникають у покритті, мають локальний
характер і згасають при наближенні до краю покриття [96].

5.7.1. Математична модель деформування покриття. Внаслідок
ізотропності покриття у тангенціальних до серединної поверхні напрямках і за відсутності
безпосереднього впливу температури на кутові деформації, приймаємо гіпотезу про
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нехтовну малість жорсткого повороту елемента покриття відносно нормалі до серединної
поверхні. Тому для опису напружено-деформованого стану покриття скористаємось
рівняннями узагальненої теорії оболонок Тимошенка за відсутності жорстких поворотів
відносно нормалі до серединної поверхні (3.44)–(3.46).

Рівняння (3.44), (3.45) з урахуванням відсутності об’ємних сил і напружень на
поверхні h3 , а також за умови потенціальності поля  тангенціальних напружень

на поверхні h3 ,
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температура; t – коефіцієнт лінійного теплового розширення в серединній поверхні.
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Переміщення точок серединної поверхні, кути повороту нормалі та переміщення
лицевих поверхонь h3  визначаються за формулами
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5.7.2. Математичне моделювання локальної теплової дії. Приймаємо,
що температура не змінюється за товщинною координатою покриття. Для визначення
температури  21,TT   скористаємося спрощеною моделлю, яка описує процесс
теплопровідності у тонкостінному тілі [42]
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a коефіцієнт температуропровідності;   t,, 21   густина внутрішніх джерел.

Покриття нагрівається джерелами тепла, локалізованими в області   :, 21  r
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– дельтоподібна функція;    ttg cos1 ;   величина, яка співмірна з товщиною

покриття і характеризує область локалізації навантаження;  0,tI r  – функція, що
характеризує залежність інтенсивності температурного джерела від часу t,  t0 .

Функцію    00 ,,  tItI rr   означимо з допомогою не симетричної дельтоподібної
функції
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де rI  задана величина; 0  характеристика локалізації джерела із плином часу;
m натуральне число.
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Відзначимо основні властивості функцій    00 ,  та,  tSt .

1. Якщо   xf  оригінал [100] і неперервна функція справа у точці 0x , то
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тобто   , 0 t  дельтоподібна функція.

2. Максимальне значення функції (5.76) досягається у точці 00 mt   і дорівнює
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4. Функції (5.76), (5.77) при 00   є нескінченно диференційованими функціями на

проміжку  ,0 .

5.7.3. Локальний нагрів покриття. Розглянемо задачу про локальний нагрів
покриття джерелами тепла густини (5.74) за умови рівності коефіцієнтів тепловіддачі
через зовнішні поверхні  0 .

Відповідну крайову задачу формулюємо в області  , де   :, 21 

2211 0,0 ll   ,   tt 0: , для достатньо великих значень параметрів

21, ll . Сформульовану таким чином задачу можна розв’язати у два етапа.
На першому етапі, виходячи із рівняння (5.73), розглядаємо крайову задачу

теплопровідності. За відомого розподілу температури на другому етапі розв’язуємо
крайову задачу теорії оболонок.

Для визначення поля температури маємо
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Для визначення напружено-деформованого стану покриття маємо систему
рівнянь (5.67), (5.68), умови контакту
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Тут  n похідна за напрямком нормалі до  . Зазначимо, що невідомі функції, які
входять у систему рівнянь (5.67), (5.68), від часу залежать параметрично.
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Підставивши розвинення (5.82), (5.83) у рівняння (5.78), отримаємо формулу
для визначення шуканих коефіцієнтів kmT
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Отримаємо оцінки для коефіцієнтів kmT  у розвиненні температури при великих
значеннях параметрів mk , . Якщо у співвідношенні (5.84) врахувати, що
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На основі цієї оцінки можемо стверджувати, що ряд (5.85), його частинні похідні
другого порядку по  2,1ii , а також його перша похідна по t мажоруються
збіжними числовими рядами і тому рівномірно збігаються в області  . В силу
цієї ж оцінки, ряд (5.85) є рівномірно збіжним при 0t  і у точках границі  .

Таким чином, можна стверджувати, що сума ряду (5.85) при 0,0 0    є
розв’язком Фур’є задачі (5.78).

Для знаходження розв’язку крайової задачі (5.67), (5.68), (5.80) та (5.81)
скористаємось ключевою системою рівнянь (5.71). Формальний розв'язок задачі (5.71),
(5.80), (5.81) шукаємо у вигляді
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Для визначення коефіцієнтів розвинень (5.87) одержимо таку систему лінійних
рівнянь
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Якщо одержані з системи рівнянь (5.88) вирази для коефіцієнтів підставити у
формули (5.87), то отримаємо формальний розв’язок задачі. Покажемо, що у разі
подання коефіцієнтів розкладу у ряд температури у вигляді (5.85) ряди (5.83) є
розв’язками Фур’є задачі (5.67), (5.68), (5.80), (5.81). Для коефіцієнтів системи (5.88)
маємо оцінки
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Згідно з узагальненим принципом суперпозиції формули (5.87) задають розв’язок
Фур’є задачі (5.67), (5.68), (5.80), (5.81), якщо тричі почленно продиференційовані по

 2,1ii  розвинення функцій wu ,,   рівномірно збігаються в області  . З перших
трьох оцінок (5.89) випливає, що функціональні ряди для частинних похідних третього
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відповідно. Таким чином, ряди (5.85), (5.87) при 0,0 0    задають розв’язок Фур’є
крайової задачі (5.67), (5.68), (5.80), (5.81).

5.7.4. Локальний нагрів плоского покриття. Для плоского покриття  021  kk
система рівнянь (5.88) зводиться до системи двох рівнянь
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Розв’зком цієї системи є
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При цьому для контактних напружень маємо такі вирази
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Знайдено та проаналізовано числовий розв’язок задачі про локальний нагрів
плоского ізотропного  3,0  покриття джерелами тепла, локалізованими в області

  ,2:, 11210   l   222 l .

Рис. 5.4. Контактні напруження за локального нагріву шару

На рис. 5.4 показані приведені контактні нормальні (крива 1) 
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при 211 l  і 09,00 t . Криві на рис. 5.5 ілюструють залежність приведених
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нормальних і тангенціальних напружень від часової координати 0 t  у точчках

 hh 15;15  (крива 1) і  hh 16;15  (крива 2). Максимальних значень нормальні й
тангенціальні напруження досягають в околі границі області локалізації навантаження.
Зі зміною діаметра області локалізації характер розподілу напружень не змінюється.

Рис. 5.5. Залежність контактних напружень від часу

Проведені у підрозділі 5.6 числові дослідження, показали, що побудована
математична модель покриття є ефективною і достатньо точною у практичних
застосуваннях, якщо справджується умова h . Однак, згідно з послідовнісним
підходом до моделювання напружено-деформованого стану локально-навантажених
тонкостінних елементі, якщо джерела тепла лінійно розподілені за товщиною шару, то
запропонована модель покриття може бути використана і за умови h .
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ГРАНИЧНІ ІНТЕГРАЛЬНІ
РІВНЯННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

ТЕОРІЇ ОБОЛОНОК
РОЗДІЛ

6

Важливою умовою ефективного застосування методу граничних інтегральних
рівнянь до розв’язування крайових задач теорії оболонок є зображення в явному вигляді
сингулярних розв’язків відповідних диференціальних рівнянь. Розвиткові цього методу
присвячені роботи [4, 18, 40, 44, 46, 88, 105], в яких сформульовано граничні інтегральні
рівняння і одержано числові розв’язки низки задач теорії пружності. Дослідженню
розв’язків задач для багатозв’язних оболонок присвячені роботи [5, 45, 55, 109, 114,
120], в яких використовуються сингулярні розв’язки відповідних варіантів рівнянь теорії
оболонок.

У даному розділі, виходячи із послідовнісного подання сингулярних розв’язків
рівнянь теорії пологих оболонок Тимошенка, метод інтегральних рівнянь застосовано
до розв’язування крайових задач про власні та вимушені коливання одно- та
двозв’язних оболонок. Прийнята у цій теорії гіпотеза про нехтовну малість жорстких
поворотів (відносно нормалі до серединної поверхні) еквівалентна гіпотезі (прийнятою
у теорії оболонок [21, 63]) про домінуючий вплив на основні форми і частоти коливань
інерційності елемента оболонки (у напрямку нормалі до серединної поверхні) порівняно
з інерційністю у тангенціальних напрямках та кутовою інерційністю. Відповідна вихідна
система рівнянь зводиться до системи трьох ключових рівнянь відносно прогину і
двох потенціалів поля тангенціальних (до серединної поверхні) узагальнених
переміщень. Крайові задачі для однозв’язної області у межах цієї теорії зводяться до
системи трьох інтегральних рівнянь. Числові розв’язки інтегральних рівнянь будуються
методом колокацій з використанням лінійної дискретизації границі і густин. Розглядаються
також числові схеми методу колокацій для інтегральних рівнянь крайових задач з
використанням рівнянь класичної теорії оболонок за умови нехтування нормальними
жорсткими поворотами.
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Граничні та інтегральні рівняння крайових задач теорії оболонок

6.1. КОЛИВАННЯ МЕМБРАНИ

Розглянемо задачу про усталені коливання мембрани. Рівняння коливань
мембрани запишемо у вигляді системи рівнянь першого роду
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
uQuQ (6.1)

де   D 21, ; D – обмежена область з границею L ( див. рис.6.1); 

приведена частота вимушених коливань; 21,, QQu  – амплітуди прогину мембрани і

приведених мембранних сил;   0 f  амплітуда коливань поперечної сили.

Рис.6.1. Геометрія області

Граничні умови формулюємо у змішаній формі

 ,0
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



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



 21, LL  – дві взаємно доповнюючі частини кривої L;

  21 , nnn одиничний вектор зовнішньої нормалі до L; )( 0
1 f , )( 0

2 f  – амплітудиуди
коливань заданих на границі величин.

Зауважимо, що крайова задача (6.1), (6.2) також описує поперечний зсув
пластини. При цьому величини iQ  є амплітудами приведених зрізувальних сил.
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6.1.1. Функція Гріна рівняння коливань для прямокутника. Нехай
  :; 21  ,0 11 l 220 l    il0  – прямокутник (див. рис. 6.1), що

містить область D, D .
Розглянемо систему рівнянь (6.1) з правою частиною першого рівняння у вигляді

дельтоподібної фінітної функції двох змінних
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Тут ,121111
rrr n    rrr n 222122  формули переходу до локальної

системи координат;   rr – прямокутник з центром у точці  rrr
21 ;   і

сторонами 02,02 21   , орієнтованими за взаємно ортогональними одиничними

векторами  rr nnn 21 ,
 ,  rr

21 , 
  1221 , nn   ; )(),( 21  gg  – базові функції

дельтоподібних функцій (5.3) – функції, що визначають закон розподілу навантаження
за відповідними напрямками.

Рівнодійна сила навантаження (6.3), внаслідок умови (5.4) дорівнює одиниці,
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Формальний розв’язок системи рівнянь (6.1) з правою частиною (6.3), що
задовольняє однорідні граничні умови

,0)( u , (6.4)
шукаємо у вигляді рядів за системою тригонометричних функцій, ортогональних у
прямокутнику П,
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Функцію (6.3) при 0  подамо у вигляді подвійного ряду Фур’є
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)(ti  – функції, що визначаються через базові функції за формулою        dtgt ii cos
1

0
 .

Зокрема, якщо      1012  ig , то     2

2/
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Невідомі функції задачі (6.1), (6.3) (6.4) ровинемо за системою (6.5)
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Підставивши вирази (6.6) і (6.8) у рівняння (6.1), визначимо (за умови
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2
1   mk ) коефіцієнти розвинень невідомих функцій і, відповідно, самі функції
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Отже формальний розв’язок задачі (6.1), (6.3), (6.4) має вигляд (6.9). Для

похідної від функції ),,(  rU   за напрямком нормалі      21 ,nnn 
  до деякоїої

гладкої кривої С у точці C  маємо
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Важливим є частковий випадок розглянутої задачі, коли r – квадрат,,
орієнтований за осями координат. Тоді   21 , ,1)(11  rr nn  0)(22  rr nn  ,

,0)(11  rr  1)(22  rr  . Підставивши значення цих величин у формули (6.6),
(6.9) і (6.10), одержимо
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де .)()(4)( 212211 llc mkkm  

Приймемо, що базові функції  tg1 ,  tg2  дельтоподібних функцій задовольняютьть

умови     qq
km mkc 1 , 0 , 2q . В силу цієї оцінки і того, що    1 km ,
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яка справджується для великих значень mk ,  і обмеженої приведеної вимушеної

частоти 2 , ряди (6.12) мажоруються збіжними числовими рядами і, відповідно,

збігаються рівномірно. Другі частинні похідні від функції ),,(  rU  , які входять у

рівняння (6.1), є неперервними функціями за умови 2q .
Отже можна стверджувати:
а) ряди (6.12) є розв’язками Фур’є задачі (6.1), (6.4) в області П, якщо вільний

член першого рівняння (6.1) є періодичною дельтоподібною функцією (6.11) і справед-

лива оцінка     qq
km mkc 1 , 2q ;

б) ряди (6.12) є узагальненим (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язком Фур’є
задачі (6.1), (6.4) в області П, якщо вільний член першого рівняння (6.1) є періодичною
дельтоподібною функцією (6.11) і справедлива оцінка     221 mkckm  .

Граничні функції
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існують в усіх точках області П за винятком точки .r 

Функція  rU ,  є функцією Гріна системи рівнянь (6.1) у прямокутнику. Функції

),,(  rU   і ),,(  rQ  є відповідно операторами згладжування функції Гріна

),( rU   і її похідної ),( rQ  .
Слід відзначити, що формули (6.13) визначають узагальнене підсумовування

розбіжних (у класичному розумінні суми) рядів
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які є формальним розв’язком задачі (6.1), (6.4) з правою частиною першого рівняння
системи (6.1) у вигляді дельта-функції.

Криві на рис.6.2 ілюструють залежність функції ),,(  rU   (оператора

згладжування функції ),( rU  ) від координати   ;02   у разі використання
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При обчисленнях приймали ,2, 121   ll 2,2 21   rr ,  а такожож

.157,0;0785,0;03925,0

Рис. 6.2. Залежність розв’язку задачі від величини області локалізації навантаження

Бачимо, що значення функцій ),,(  rU   таа ),,(  rU  суттєво відрізняються
тільки в  – околі сингулярної точки  2/,2/   і практично співдадають поза межами
цього околу.

6.1.2. Інтегральні рівняння задачі. Запишемо узагальнений (у розумінні
слабкої збіжності) розв’язок системи рівнянь (6.1) у прямокутнику. Приймаємо, що
праву частиною першого рівняння можна подати у вигляді суми двох функцій

).()()( 0  sff  (6.14)
Нехай перша з цих функцій розвивається у рівномірно збіжний ряд Фур’є за
системою (6.5)
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а друга є узагальненою (у розумінні слабкої збіжності) функцією
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(6.11); )( 0p кусково-неперервна функція ( L0 ).
Скориставшись формулами (6.13) і (6.16), запишемо
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Обчислимо також похідну від функції (6.17). Оскільки при переході через криву
L (у напрямку нормалі з області D в область П \ D) похідна від функції  0u  має
розрив першого роду [14, 79], то
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  )( 0nQ  значення функції )(Q  відповідно

на правому і лівому “берегах” лінії L.
Використаємо тепер співвідношення (6.17) та (6.18) для формулювання

інтегральних рівнянь задачі (6.1), (6.2). Якщо підставити вирази (6.17) і (6.18) у рівняння
(6.2) і прийнявши, що густина )(p  є невідомою функцією, то одержимо такі граничні
інтегральні рівняння
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Зауважимо, що інтеграли у рівняннях (6.19) при 0  існують як інтеграли

Рімана, оскільки неперервними є функції ),,(),,,( 00  
nQU  як суми рівномірно

збіжних рядів.

6.1.3. Метод колокацій. У випадку другої крайової задачі ( 2LL  ) інтегральні
рівняння (6.19) зводяться до одного інтегрального рівняння Фредгольма другого роду,
для числового розв’язання якого ефективним є метод колокацій. Перша крайова задача
( 1LL  ) зводиться до інтегрального рівняння Фредгольма першого роду. Якщо точками
колокацій є точки розбиття границі, то стійкі числові розв’язки інтегрального рівняння
першого роду (з логарифмічною особливістю) також можна одержати цим методом
[35]. Розглянемо числову схему методу колокацій для інтегральних рівнянь (6.19).
Густину )( 0p  шукаємо у вигляді функції, яка залежить від координат точки L0  і

невідомих параметрів ),1( NrPr  ,
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 (6.20)

де )( 0rg  базові функції.
Введення базових функцій пов’язано з дискретизацією границі L. Криву L

розбиваємо на N граничних елементів rL  ( Nr ,1 ) так, що 1LLr  , якщо 1,1 Nr   і

2LLr  , якщо NNr ,11  . Приймаємо також, що граничні елементи є прямолінійними

відрізками, кожний з яких визначається середньою точкою ),( 20100
rrr   , довжиною

rl2  і напрямним одиничним вектором },{ 2010
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де 21,  – локальна система координат, ,)()( 2020201010101
rrrr nn  

rrrr
2020201010102 )()(   ,( 2010

rrn  )1020
rrn  ; )(tg базова функція дельто-то-

подібної функції.

Для визначення параметрів ),1( NrPr   використаємо умови рівності нулю

нев’язки наближеного розв’язку у заданій системі точок  ),1(0 Nqq   – точок
колокацій. Насамперед дискретизуємо інтегральні співвідношення (6.17), (6.18).
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Підставивши співвідношення (6.20) та (6.21) у (6.17) і першу формулу (6.18),
одержимо
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Вирази для коефіцієнтів )(та)(  rr BA  отримаємо у результаті розбиття кривої
L і визначення інтегралів вздовж граничних елементів. Ці інтеграли можна обчислити
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Наступним кроком при побудові наближеного розв’язку задачі є дискретизація

рівнянь (6.19). При обчисленні інтегралів у цих рівняннях проводимо аналогічні до
(6.23) перетворення і справджуємо рівняння тільки у точках колокацій. При цьому
значення густини у точках колокацій q

0  приймаємо рівними її середнім значенням
qq lP 2  на відрізках qL . У результаті цих перетворень одержимо таку систему лінійних

алгебраїчних рівнянь
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Коефіцієнти системи (6.24) визначаються за формулами (6.23). Для граничних
функцій застосовуємо розвинення у ряд при достатньо малих значеннях параметра

0 , а суми рядів, внаслідок їх рівномірної збіжності, наближуємо частинними сумами
рядів.

Вирази для параметрів ),1( NrPr   отримуємо із иситеми рівнняь (6.24). Тоді,

на основі формул (6.22) за відомих ),1( NrPr   визначаємо значення функції )(u  таа
її похідної у довільній точці області D.

Зауважимо, що аналогічним чином будується числовий розв’язок задачі для
двозв’язної області П \ D: знайти розвязок системи рівнянь (6.1) в області П \ D за
умов (6.2) на внутрішньому контурі і нульових умов на зовнішньому контурі  .

6.1.4. Метод фіктивного контура. Розглянемо ще один підхід [8, 54] до
формування алгебраїчної системи рівнянь відносно невідомих величин апроксимаційного
виразу (6.20). Для граничних функцій )(u  і )(nQ , які задаються формулами (6.17),
(6.18), приймаємо такі наближення (при 0 )

),()()(),,(),( 0000  udlpUu
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(6.25)
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Дискретизуючи інтегральні вирази у формулах (6.25), з урахуванням співвідношення
(6.20) отримаємо такі наближені формули
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Інтегральні складові у формулах (6.25) описують прогин і кут повороту
мембрани, що перебуває під дією сил, розподілених уздовж деякої смуги. Ширина
смуги є змінною величиною. Її мінімальне (при 01 n  або 02 n ) і максимальне

(при 21 nn  ) значення відповідно дорівнюють 2  і 22 , де };{ 21 nnn 
 –

нормальний вектор до серединної лінії смуги L. В той час, як функція )(nQ  терпить

розрив при переході через лінію L, функція ),( nQ , яка визначається другою
формулою співвідношень (6.25), при переході через цю смугу змінюється неперервно.
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Тому при формулюванні дискретних аналогів інтегральних рівнянь вимагаємо
виконання граничних умов (6.2) у точках ),1(0 Nqq  , які належать області D і

розташовані на відстані  0  від середніх точок.
Таким чином, підставивши наближені вирази шуканих функцій (6.26) в умови

(6.2), одержимо таку систему лінійних алгебраїчних рівнянь
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Із урахуванням з (6.27) значень rP  прогин і  кут  повороту нормалі в будь-якій
точці мембрани визначаємо за формулами (6.26).

6.1.5. Коливання мембрани з отвором. Розглянемо задачу про вимушені
коливання прямокутної мембрани з центральним круглим отвором радіуса R. Нехай
вздовж краю L отвору на мембрану діють сили, які змінюються за гармонічним
законом  tf  sin)( 02 )( 0 L , де )( 02 f амплітуда збурюючої сили,  її частота.ота.

Задача зводиться до відшукання розв'язку системи рівнянь (6.1) при 0)( f

в області П \ D, за таких умов   00 u ,  0  і )()( 020  fQn   ( L0 ), де
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Наближений розв’язок задачі шукаємо методом граничних  інтегральних рівнянь
з використанням “фіктивного” контуру. Приймаючи до уваги симетричність задачі,
співвідношення (6.26) і (6.27) запишемо у вигляді
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параметр.
Поділимо коло L на 4N частин і розглянемо, враховуючи симетричність задачі,

лише частину, що належить області   }20;20:,{ 2211211 ll   . Функція

Гріна симетричної задачі одержується з (6.12) заміною коефіцієнтів )(kmc  на )(4 kmc і
підсумовуванням рядів за непарними значеннями індексів. Тоді згідно з методом
колокацій параметри відрізків розбиття будуть такими
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N
Rl r

4


 . (6.30)

Для координат точок колокацій маємо формули: qq tRl cos)(2110   ,
qq tRl sin)(2220   , ).,1( Nq   Компоненти нормального та тангенціальногоо

векторів визначаються за формулами (6.30).
Таким чином задача про коливання мембрани з отвором зводиться до системи

лінійних алгебраїчних рівнянь (6.29). Власні частоти коливань мембрани з отвором
визначаються з умови існування розв’язку однорідної системи рівнянь (рівності нулю
визначника системи), що відповідає системі (6.29).

У табл. 6.1 приведені значення основних власних частот l0  коливання

квадратної мембрани  lll  21  з круглим отвором для різних значень параметра

lR2 , визначені з використанням різних методик: А – методом інтегральних рівнянь;
Б – методом скінчених елементів; В – методом Рітца [43, 82].

Таблиця 6.1
Частоти власних коливань мембрани з отвором

Значення частот, одержаних із застосуванням методу граничних інтегральних
рівнянь (А), практично співпадають із обчисленими значеннями частот за методом
(Б). Частоти, отримані із використанням методу (В), завжди є завищеними [94].

6.1.6. Коливання мембрани з вирізами. Розглянемо задачу про усталені
коливання мембрани з вирізом (див. рис. 6.3). Задача полягає у відшуканні розв’язку
системи рівнянь (6.1) в області D (многокутнику ОАСЕF) за однорідних граничних умов

2R/l А Б В 

0,1 
0,2 
0,3 

6,06 
6,88 
7,79 

6,07 
6,88 
7,80 

6,40 
7,07 
7,94 
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  ,0u ,1L   ,0u ,L
та const0 f . Тут 1L  – ламана СЕFОАА; L – відрізок АСС.

Рис. 6.3. Геометрія полігональної області

Наближений розв’язок задачі шукаємо у вигляді (6.26). Ввівши безрозмірні
коефіцієнти, одержимо
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l – довільний параметр.
Цій задачі відповідає інтегральне рівняння першого роду, яке зводиться до

системи лінійних алгебраїчних рівнянь
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(6.31)

При дискретизації інтегрального рівняння лінію L розбиваємо на N відрізків

однакової довжини rl2 . Вважаємо, що середні точки відрізків розбиття  rrr
20100 , 

і точки колокацій  qqq
20100 ,    співпадають. Координати цих точок та інші

параметри лінії L визначаються формулами
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Числові результати одержано для мембрани, що має форму трикутника ОЕF.
Криві на рис. 6.4 ілюструють залежність функції 0flQQ nn   вздовж лінії FВ від

координати 1 . Наближені значення функції  nQ  обчислено при таких значеннях

параметрів: ,121  lbll ,0a 400 MK  (довжини відрізків частинних сум
рядів), ,0 .0125,0;025,0

Бачимо, що точність обчислення значень функції  nQ  за формулою (6.31)
порушується лише в  -околі лінії L. Значення цієї функції на лінії L оцінюються
наближеними її значеннями на межі  -околу лінії L.
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Рис. 6.4. Залежність функції nQ  від параметра 

Щодо наближеного розв’язування основних крайових задач математичної
фізики, то метод колокацій дає стійкі розв’язки відповідних систем алгебраїчних
рівнянь (залежно від кількості чи довжини відрізків розбиття границі). Використані у
числових схемах (6.28), (6.31) наближення для коефіцієнтів систем алгебраїчних рівнянь
узагальненими частинними сумами рядів (за фіксованого значення параметра  ) не
погіршують стійкості розв’язків. Вони не суттєво впливають на величину похибки
наближених розв’язків крайових задач, оскільки значення параметра   завжди можна
вибрати значно меншими, від довжини відрізків розбиття границі.

6.2. ФУНКЦІЯ ГРІНА ДЛЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
ТЕОРІЇ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК

6.2.1. Прогин локально навантаженої оболонки. Розглянемо шарнірно
оперту пологу трансверсально-ізотропну оболонку, яка у плані є прямокутником

}0,0:);{( 221121 ll   . У квадраті :);{( 21 r ,11   r }22   r

на оболонку діють сили і моменти, розподілені згідно законів [11, 37, 87, 97]

 ,sin),,(),,( 02211 tnTq rrr
i

r
i 

 tnMm rrr
i

i
i 02211 sin),,(),,(  ),2,1( i (6.32)

 tPq rrr
022113 sin),,(),,(  .

Тут   ,, r
ii дельтоподібна функція; 0  частота коливань. Амплітуди рівнодійних

мембранних сил rT  і моментів rM орієнтовані за напрямком заданого одиничногоо

вектора }.,{ 21
rrr nnn 


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Узагальнений (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язок Фур’є (при 2q ) і
розв’язок Фур’є (при 2q ) задачі про усталені коливання оболонки шукаємо у межах
моделі оболонки Тимошенка за нехтування малими жорсткими поворотами відносно
нормалі до серединної поверхні (3.13)–(3.15), (3.17). При цьому враховуємо тільки
нормальну компоненту інерційної сили. Умови шарнірного опертя краю оболонки
задаємо у вигляді

,0w ,02 u ,02  ,011 N 011 M  при 01   і ,11 l

,0w ,01 u ,01  ,022 N 022 M  при 02   і .22 l
(6.33)

Система ключових рівнянь (2.39) для випадку динамічної задачі є такою
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Ще шість формул отримаємо з (6.35) заміною індексів 1 на 2 і 2 на 1.
Формули для визначення нормальних і тангенціальних компонент переміщень та

зусиль уздовж деякої кривої C  (з одиничними нормальним і тангенціальним векторами
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Невідомі функції подаємо у вигляді добутків функції від часу і розвинень за
системами тригонометричних функцій

     ,sinsin)( 1,2211


 mkmkkm 

     ,coscos)( 0,2211
0 

 mkmkkm 
(6.37)

де .; 2211 lmlk mk  

Таким чином для невідомих функцій системи рівнянь (6.34) маємо розви-
нення
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Функції )(),( 0  kmkm   та їх похідні запишемо ще наступним чином
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Подамо дельтоподібні функції у виразах (6.32) у вигляді рядів
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179

Функція Гріна для крайових задач теорії пологих оболонок
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Якщо підставити вирази (6.40) для дельтоподібних функцій та розвинення (6.38)
шуканих функцій у рівняння (6.34), то прийдемо до системи лінійних алгебраїчних
рівнянь відносно коефіцієнтів рядів цих функцій
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Розв’язавши систему (6.41), отримаємо коефіцієнти розвинень невідомих функцій.
Для ключових функцій маємо такі формули
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 у формулах (6.41)–(6.43) визначають при 1q

узагальнений (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язок Фур’є і при 2q – pозв’язок
Фур’є задачі про усталені коливання  шарнірно опертої пологої оболонки локально
навантаженої, симетрично розподіленими у квадраті r  силами і моментами (6.33),
що змінюються за гармонічним законом.

Зокрема, якщо     2
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Границі при 0  сум рядів (6.38) є сингулярним розв’язком рівнянь теорії
оболонок Тимошенка за нехтування жорсткими поворотами відносно нормалі до
серединної поверхні.

6.2.2. Власні коливання прямокутної у плані оболонки. Розглянемо власні
коливання шарнірно опертої прямокутної у плані пологої оболонки. З умови існування
ненульового розв’язку однорідної системи рівнянь, що відповідає системі (6.41),
отримаємо таке характеристичне рівняння
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,)1()(2 22
222

D
kB

D
h

kmkm
 

 (6.44)

       .2)1()1()(
)(

12 2
2

2
1

4
1

2
242

22
2















 mkkkm
km

km D
kB

D
h







    (6.45)

У межах класичної теорії оболонок одержимо ідентичну до (6.44) формулу для
шарнірно опертої пологої сферичної оболонки. Для пологої циліндричної оболонки
отримаємо таке співвідношення

  .)1()(
)(

12 4
1

2
242

22
2







 




 kkm
km

km D
kB

D
h







(6.46)

Таким чином, обмеження стосовно повороту елемента оболонки навколо
нормалі до серединної поверхні не впливає на власні  частоти  поперечних  коливань
шарнірно опертої сферичної оболонки (або пластини). Значення низьких частот власних
коливань циліндричної панелі, обчислені за формулою (6.45), є більшими від значень
відповідних частот, обчислених за формулою (6.46). Вони (значення низьких частот
власних коливань) є близькими між собою для коротких циліндричних панелей ( 21 ll  ).
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6.3. ЗАДАЧА ПРО НАВАНТАЖЕННЯ ОБОЛОНКИ ВЗДОВЖ ЛІНІЇ

6.3.1. Навантаження оболонки вздовж кривої. Сингулярний розв’язок
крайової задачі, отриманий у попередньому підрозділі, використаємо для побудови
узагальнених розв’зків задач про навантаження оболонки у довільних областях.
Розглянемо задачу про усталені коливання шарнірно опертої прямокутної у плані
пологої оболонки, навантаженої вздовж лінії Ляпунова силами і моментами, які з
плином часу змінюються за гармонічним законом. Густини сил і моменту задаємо у
вигляді  tTT 0sin)(~  ,  tPP 0sin)(~  ,  tMM 0sin)(~  , де )(),(),(  MPT
кусково-неперервні функції точки L ),( 21  ; 0 частота.  Вважаємо, що
напрямки мембранної сили (яка діє у дотичній площині до серединної поверхні) і
моменту орієнтовані за нормальним вектором до кривої L (див. рис. 6.5).

Рис.6.5. Навантаження оболонки вздовж лінії

Для зовнішнього навантаження на оболонку приймемо таке подання
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Тут  ),,(),,(),,( 2211  двовимірна дельтоподібна функція; )(in
 )2,1(i компоненти одиничного нормального до L вектора.

Напружено-деформований стан оболонки описується рівняннями (6.34)–(6.36)
з вільними членами рівнянь у формі (6.47). Узагальнений розв’язок задачі, що
задовольняє умови (6.33), шукаємо у вигляді рядів (6.38).

Подамо дельтоподібні функції в (6.47) у вигляді рядів (6.40). Тоді ключові функції
визначемо у формі інтегральних згорток узагальненого сингулярного розв’язку (6.38)
і густин )(),(),(  MPT
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6.3.2. Навантаження оболонки вздовж прямолінійного відрізка.
Позначимо через rL  відрізок, який характеризується довжиною rl2 , середньою
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rrr    і напрямним одиничним вектором  rrr

21 , 


, де ),(11
rr  

)(22
rr   . Нехай вздовж відрізка на оболонку діють рівномірно розподілені по його

довжині сили та момент, які змінюються за гармонічним законом за часовою
координатою
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i  – амплітуди рівнодійних зовнішніх зусиль.

Обчисливши інтеграли у формулах (6.48) і (6.50) з урахуванням співвідношень
(6.52), одержимо
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Для нормальних компонент зусиль на лівому і правому “берегах” відрізка rL

(у внутрішніх його точках) з (6.51) отримаємо формули
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Зауважимо, що граничні (при 0rl ) функції у (6.53) співпадають з відповідними
функціями сингулярного розв’язку.
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6.4. ПОПЕРЕЧНІ КОЛИВАННЯ ОБОЛОНОК
З ОТВОРАМИ І ВИРІЗАМИ

6.4.1. Граничні інтегральні рівняння. Розглянемо задачу про вимушені
коливання шарнірно опертої пологої оболонки з отвором [87, 97]. Серединна поверхня
оболонки – двозв’язна область D\  на координатній поверхні ,03   де

}0,0:),{( 221121 ll   , D – область, границя L якої не має спільних точок
з границею області П. Оболонка шарнірно оперта вздовж зовнішнього краю  ,
тобто виконуються умови (6.33). На внутрішньому контурі L задані нормальні
компоненти зусиль, які змінюються за гармонічним законом від часової координати
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 tMtM nn 00 sin)(),(   ),( L (6.57)
або – переміщення

,0),( tun   ,sin)(),( 00 twtw   0),( tn  ),( L

де  00000 ),(),(),(  wMQN nnn – задані кусково-неперервні функції.
Вважаємо, що жорсткий поворот елемента оболонки навколо нормалі до

серединної поверхні є малим порівняно з іншими кутовими деформаціями. Тому для
розв’язання задачі скористаємося спрощеною моделлю оболонки Тимошенка. Окрім
того, безпосередньо не враховуємо тангенціальних компонент зусиль на контурі L.

Відповідно до запропонованої раніше схеми (див. підрозділ 6.1) насамперед
розглянемо допоміжну задачу про коливання шарнірно опертої оболонки (прямокутної
у плані), навантаженої вздовж лінії L зусиллями ),,( tT  ),,( tP  ),( tM   величина
яких невідома. Узагальнений розв’язок цієї задачі подамо у вигляді інтегральних
згорток (6.48), (6.50) і (6.51). Далі, підставивши співвідношення (6.51) у першу групу
умов (6.57), зведемо задачу до системи трьох граничних інтегральних рівнянь
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  (6.58)

де          kmkmkm UL ,,  матриці, визначені формулами (6.42), (6.50).
Дискретизація інтегральних співвідношень (6.48), (6.50) та рівнянь (6.58)

ґрунтується на наближенні лінії L ламаною лінією, яка складається з N прямолінійних

відрізків rL ),1( Nr  , а також припущенні про рівномірний розподіл густин (6.52)
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вздовж кожного з відрізків і наближенні границь сум тригонометричних рядів (при
)0  відповідними частинними сумами при достатньо малому значенні 0 .
Таким чином для невідомих густин рівнянь (6.58) маємо такі вирази
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Відрізок rL  визначаємо його середньою точкою ),( 21
rrr   , довжиною rl2  і
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rrrr nn   . Скориставшись узагальненим розв’язком (6.53) задачі про наван-

таження оболонки вздовж прямолінійного відрізка, із співвідношень (6.48) і (6.50) з
урахуванням (6.59) одержимо дискретні аналоги для нормальних (відносно деякої
лінії C) компонент переміщень та зусиль
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Тут величини )(),...,(  r
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r
ni MU  задаються формулами (6.54).

Задовольнивши рівняння (6.58) у контрольних точках ),( 21
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одержимо такі дискретні аналоги цих рівнянь
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        (6.61)

При обчисленні елементів матриць у співвідношеннях (6.60) і (6.61)
використовуємо формули (6.54), в яких границі при 0  сум рядів наближуємо їх
частинними сумами при достатньо малому значенні 0  і 1K .

За таких спрощень можна знайти наближений розв’язок задачі і за другим
способом дискретизації інтегральних рівнянь (див. підрозділ 6.4.1), коли контрольними



188

Граничні та інтегральні рівняння крайових задач теорії оболонок

є точки ),( 21
qqq 


 , які розташовані на віддалі   від контуру у L. У цьому випадку

рівняння (6.58) зводяться до такої системи алгебраїчних рівнянь
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(6.62)

6.4.2. Коливання пластинки з круговим отвором. Розглянемо задачу про
власні коливання шарнірно опертої квадратної пластини  lll  21  з центральним
круговим отвором радіуса R. Рівняння кола L подамо у параметричному вигляді і
застосуємо до нього рівномірну дискретизацію: rr tRl cos211  ,  rr tRl sin222  ,

rrr tn cos21   , rrr tn sin12   , NRl r  ,   NrRt r 12   Nr ,1 . Координатити

точок колокацій задаємо у вигляді: qq tRl cos211
 , qr tRl sin222

  Nq ,1 ,
де  RR .

Таблиця 6.2
Частоти власних коливань пластини з отвором

Знайдено основні частоти власних коливань Dhl /22
0    квадратної

пластинки з вільним від навантаження круговим отвором. У табл. 6.2 наведені
значення частот для різних значень параметрів ,,2 lRlh  а також 451 MK

(довжин відрізків рядів), 3,0 , 003,0l , 48N . У таблиці для порівняння
наведені також значення частот, одержаних у роботі [43] на основі рівнянь класичної
теорії пластинок. Вплив деформацій поперечного зсуву на частоти коливань суттєво
проявляється лише для пластинок з відносною товщиною 1,0/2 lh .

2h / l 
R / l

0,1 0,05 0,01 
[ 43 ] 

0,1 
0,2 
0,3 

19,03 
18,84 
19,18 

19,42 
19,21 
19,48 

19,53 
19,32 
19,57 

19,52 
19,29 
19,50 
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6.4.3. Коливання пластинки з підкріпленим квадратним отвором.
Розглянемо прямокутну пластинку з центральним квадратним отвором, край  якого
підкріплений і допускається його переміщення як цілого (2R – довжина сторін
квадрата). Внаслідок дії на підкріплення рівномірно розподіленого нормального
навантаження, підкріплення переміщається (у нормальному до пластинки напрямі)
на відстань constw 0 . Задача зводиться до розв’язання системи алгебраїчних
рівнянь (6.62). Приймаючи до уваги симетричність задачі розглянемо лише ту частину
пластинки, яка займає область   ;20:, 1121

1 l  20 22 l . При цьому
параметри відрізків розбиття границі та координати контрольних точок визначаємо
за формулами
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На рис. 6.6 наведені графіки приведених згинаючих моментів ( DwMM nn 0


)

на площадках з нормаллю  0,1n  вздовж лінії 222 l  ( Rl  20 11 )
(найменшого поперечного перерізу). Криві 1–4 відповідають моментам у пластинках з
отворами, довжини півсторін яких дорівнюють 0,35;  0,3;  0,2;  0,15.

При розрахунках решта параметрів обиралися такими: 400 MK  (кількість
членів ряду); 0 ; 3,0 ; 80N ; 0025,0l . Бачимочимо, що максимальними є
значення згинаючих моментів біля підкріплень.
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Рис. 6.6. Згинаючі моменти

6.4.4. Коливання оболонки з вирізами. Співвідношення (6.60) можна
трактувати як “загальний” наближений розв’язок системи диференціальних рівнянь
у частинних похідних, яка залежить від 3N сталих величин rrr TTT 321 ,, . Ці величини
визначаються з граничних умов відповідної крайової задачі теорії оболонок, що
задаються на “фіктивній” границі оболонки. Точність побудованого таким чином
наближеного розв’язку залежить від параметрів NK ,,  , де 1K , K – довжина
відрізків узагальнених частинних сум рядів.

Розглянемо задачу про відшукання власних частот коливань шарнірно опертої
пологої оболонки, яка у плані має форму прямокутника з круговими вирізами радіуса
R (див. рис. 6.7). Приймаємо, що краї вирізів оболонки вільні від навантаження, тобто
виконуються умови

  ,0, tNn    ,0, tQn    ,0, tNn    ,, 21 L
де L – частина границі серединної поверхні оболонки, яка складається з дуг кіл.

Рис. 6.7. Геометрія оболонки з вирізами
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Для задачі з симетрично розташованими однаковими вирізами, наближено
задовольнивши сформульовані граничні умови у контрольних точках   ,,1,, 21 Nqqqq  



і врахувавши для зусиль апроксимаційні вирази (6.60), прийдемо до такої системи рівнянь

відносно невідомих rrr TTT 321 ,, :
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коефіцієнти, які
обчислюємо за формулами (6.60) з урахуванням симетричності задачі.

Рівняння для визначення власних частот коливань оболонки з вирізами одержимо
з умови існування ненульових розв’язків сформульованої системи рівнянь.

Крива на рис. 6.8 ілюструє залежність приведених основних власних частот
коливань ізотропної ( 3,0 ) квадратної пластинки ( Dhl  22

0 ) від приведеногоо

радіуса вирізу lRR  . Наближені значення коефіцієнтів системи рівнянь обчислено

при 05,0,700,002,0  lhKl .

Рис. 6.8. Залежність основної частоти коливань пластинки від радіуса кругових вирізів

Аналіз отриманих результатів засвідчив, що наявність кругових вирізів у
вершинах пластинки не суттєво впливає на значення основних власних частот її
коливань. Тільки при великих вирізах ( 3,0R ) основні власні частоти коливань різкоо
зменшуються.
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6.5. ПОПЕРЕЧНІ КОЛИВАННЯ ОБОЛОНКИ
З МАСИВНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ

Одержані у підрозділі 6.3 співвідношення застосуємо для відшукання розв’язку
задачі про вимушені коливання шарнірно опертої прямокутної у плані пологої оболонки
з абсолютно жорстким включенням масою 0m  (див. рис. 6.9). Вважаємо, що серединна
поверхня D включення, симетрична відносно площин симетрії області П і є
продовженням серединної поверхні оболонки. Центр маси включення співпадає з
центром області D. На включення діє сила, що змінюється за гармонічним законом
від часової координати з частотою 0 , тобто  .sin)( 00 tPtP   Приймаємо також, що
включення коливається тільки у поперечному до оболонки напрямі (тангенціальними
до серединної поверхні і кутовими коливаннями включення нехтуємо).

Рис. 6.9. Геометрія прямокутної пластинки з масивним включенням

Розглянемо два варіанти з’єднання включення з оболонкою – шарнірне і жорстке.
При шарнірному з’єднанні задаємо прогин оболонки, нормальні до лінії L   компоненти
згинаючого моменту і  переміщення у серединній поверхні (перша умова на L)

 twtw 00 sin),(   , ,0),( tM n  ,0),( tun  ,L (6.64)

де constw 0 – амплітуда коливань включення (невідома величина).
У разі жорсткого з’єднання задаємо такі величини (друга умова на L)

 ,sin),( 00 twtw   ,0),( tn  ,0),( tun  .L (6.65)
На контурі   оболонки задаємо умови шарнірного опирання (6.33).

Таким чином задача полягає у відшуканні амплітуди 0w , частот власних коливань
системи оболонка-включення, контактних і внутрішніх зусиль в оболонці.

6.5.1. Формування системи алгебраїчних рівнянь. Наближений розв’язок
задачі шукаємо у вигляді співвідношень (6.59) і (6.60), у яких невідомими величинами є r

iT
),1,3,1( Nri  . Для їх визначення скористаємось спрощеною схемою розв’язування
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інтегральних рівнянь, яка була докладно описана у підрозділі 6.1.4. Задовольнивши
умови (6.64), (6.65) у контрольних точках   ),1(,, 21 Nqqqq  


, що лежать на

нормалях до граничних елементів (усередині області D\ ) на відстані   від їх
середніх точок, одержимо такі системи рівнянь у разі задання:
першої умови на L
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Тут функції )(),...,(  r
ni

r
i UW  визначаються за формулами (6.54).

Рівняння руху включення має вигляд
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де ),( tp   сили взаємодії між включенням і оболонкою; L


 – лінія, що лежить в
області D\  на віддалі   від лінії L.

За усталених коливань системи оболонка-включення маємо  tptp 0sin)(),(   .
Врахувавши у рівняннях (6.68) відповідні умови (6.64), (6.65), одержимо

.)()(0000 
L

dlpPwm




Дискретизуючи його з урахуванням рівності )()(  nQp   на лінії L


, матимемо

)()(
1

0000  dlQPwm
N

q L
n

q
 





або з урахуванням співвідношень (6.60)

,
2

)(
2

0
33221

1
10

00
q

rr
n

rr
n

r
N

r

r
nq l

PTTTw
l

m





(6.69)

де ;
1




N

q

rq
ni

r
ni Q

 r
ikm

q
kmikmikm

K

mk
km

rq
ni w

B
cQ 


 


)()()(lim 1

1,0





,  )1( K ;



194

Граничні та інтегральні рівняння крайових задач теорії оболонок

   )(cos)]([)]([)]([
2
1)( 22

1
q

km
q

km
qq

km
q

km
q

km zblba 


  .)(cos)]([)]([)]([ 22 q
km

qqq
km

q
km zblba 




За знайденими з систем рівнянь (6.66), (6.67), (6.69) значеннями величин

),1;2,1( NriT r
i   переміщення та напруження у будь-якій внутрішній точці оболонки

визначаємо із співвідношень (6.60).
Частковий випадок розглянутої задачі при 00 m  відповідає задачі про

підкріплення краю отвору жорстким кільцем.

6.5.2. Коливання прямокутної пластинки з круговим включенням.
Розглянемо симетричну задачу ( 2101 ll  ; 2202 ll  ) про коливання прямокутної
пластинки з круговим масивним включенням радіуса R (див. рис.6.9). Рівняння
контура L  задаємо у вигляді tRl cos011  , tRl sin022  , 20  t . Контурур

розбито на N елементів довжини NRl r 22  , з центральними точками  rrr
21 , 

і напрямними векторами  rr tt cos,sin 
 , де rr tRl cos211  , rr tRl sin222  ,

  Nrt r 12  , Nr ,1 . Наближені значення коефіцієнтів алгебраїчної системи

рівнянь обчислено при 551K , 004,0/ l  і 24N .

Рис. 6.10. Частоти власних коливань пластини з масивним включенням

Криві на рис.6.10 ілюструють залежність приведених основних власних частот
коливань Dhl  20

2  квадратної ізотропної  3,0,21  lll  пластинки від

відношення маси включення до маси пластинки )2/( 2
0 hlmX   для різних значень

радіуса включення (криві 1–3 відповідають 15,0;25,0;35,0R ). Зі зменшенням маси
включення власні частоти коливань пластинки наближаються до значення 21,19Y ,
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яке відповідає частоті власних коливань пластинки з підкріпленим отвором. Для
граничного випадку задачі (при зменшенні радіуса кругового включення) одержані
значення частот співпадають з частотами коливань пластинки із зосередженою масою.

6.6. ПОПЕРЕЧНІ КОЛИВАННЯ ДВОЗВ’ЯЗНОЇ ОБОЛОНКИ

В основу досліджень напружено-деформованого стану оболонки закладено
класичну теорію пологих оболонок за умови нехтування жорсткими поворотами
відносно нормалі до серединної поверхні. Рівняння  (3.28), (3.37), (3.38) з урахуванням
нормальної до серединної поверхні компоненти інерційної сили мають вигляд
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 2121 kknnkn  ; nQ гранична зрізувальна сила.
Розглянемо задачу без початкових умов: знайти розв’язок системи рівнянь (6.70)

в області   tS\ , де   ii l  0:, 21  2,1i ; S – деяка область
серединної поверхні оболонки, обмежена замкнутою кривою Ляпунова L. На зовнішньому
контурі оболонки   задано однорідні умови, які відповідають шарнірному закріпленню
оболонки, а на контурі L – спрощені граничні умови (задаються три нормальні компоненти
зусиль або переміщень). Зокрема, для навантаженого зусиллями краю

   ,sin 00 tNN nn   ,sin)( 00 tQQ nn  

   tMM nn 00 sin   ;L (6.72)
шарнірно закріпленого рухомого краю

,0nN    ,sin 00 tww  0nM  ;L (6.73)
рухомого підкріплення краю отвору

,0nu    ,sin 00 tww  0n  ;L (6.74)

де       0000 ,),(, nnn MwQN   – задані функції; 0  – частота вимушених коливань.
Зауважимо, що тангенціальні компоненти зусиль уздовж кривої L визначаються

відповідними співвідношеннями (6.71) і відповідають напружено-деформованому стану
шарнірно опертої суцільної оболонки, навантаженої заданими зусиллями.

6.6.1. Функція Гріна для прямокутної області за використання спрощеної
системи рівнянь класичної теорії оболонок. Знайдемо гармонічно залежний від
часової координати формальний розв’язок Фур’є системи рівнянь (6.70) в області П
за однорідних умов на її границі (що відповідають шарнірному опертю оболонки).

 В області     r
ii

r :, 21  ,2,1i  r , тіло навантажене силами і
моментами

     ,sin,,,, 02211
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     ,sin,,,, 0221123 teq rrr  (6.75)

де   ,, r  – дельтоподібна функція; rrr eee 321 ,,  амплітуди рівнодійних сил і моментів,

які орієнтовані за напрямком одиничного вектора  rrr sss 21 ,
  серединної поверхні.
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Розв’язок задачі шукаємо у вигляді подвійних тригонометричних рядів з
урахуванням розвинень дельтоподібної функції за системами тригонометричних
функцій (6.11). Для ключових функцій маємо розвинення
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Підставивши формули (6.75), (6.76), (6.40) у рівняння (6.70), прийдемо до систем
алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів невідомих функцій, звідки знайдемо
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Нехай, для коефіцієнтів Фур’є функції ),,(  r  при  0  справедлива оцінкаа

   p
q q1 )2( p . Тоді, якщо 2p , то ряди, що задають переміщення та зусилля,

рівномірно збігаються і, відповідно, співвідношення (6.76) задають ключові функції
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узагальненого (у розумінні рівномірної збіжності) розв’язку Фур’є розглянутої задачі. Якщо
2p , то співвідношення (6.76) є розв’язком Фур’є задачі, оскільки рівномірно збігаються

ряди, які задають переміщення, зусилля і похідні від зусиль.
Якщо у виразах (6.76) перейти до границі при 0 , то одержимо функцію

Гріна крайової задачі для системи рівнянь (6.70) в області П. Відповідні узагальнені
суми рядів існують в усіх точках  21,   області П, окрім точки .r 

Співвідношення для визначення компонент приведених векторів переміщень і
зусиль уздовж довільної кривої одержимо з допомогою формул (6.71).

6.6.2. Граничні інтегральні рівняння задачі про коливання оболонки з
отвором. Сингулярний розв’язок системи рівнянь (6.70) в області П застосуємо для
формулювання граничних інтегральних рівнянь задачі про усталені коливання
прямокутної у плані шарнірно опертої оболонки з отвором. Позначимо через
   tTi 0sin   ( )3,2,1i  невідомі зусилля, розподілені вздовж лінії  LL   і орієнтовані

за напрямом нормалі        21 , nnn 
  до L.

Для основних ключових функцій маємо інтегральні подання
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де     )()()( 321  TTTT T  .
Інтегральні подання для узагальнених переміщень і зусиль одержимо шляхом

підстановки формул (6.78) у співвідношення (6.72).
Переходячи у формулах для зусиль до границі при 0   L0 , запишемо

інтегральні співвідношення для зусиль на границі. Підставивши ці інтегральні
співвідношення в умови (6.73) або (6.74), одержимо систему трьох інтегральних
рівнянь відносно невідомих величин. За умов (6.73) маємо
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Наближений розв’язок системи рівнянь (6.79) шукаємо методом, що ґрунтується
на поєднанні методів колокацій і апроксимації функцій послідовностями узагальнених
частинних сум рядів (довжини К, за достатньо малого значення параметра 0  і

1K ). Лінію L наближаємо ламаною лінією L~ , яка складається з N граничних
елементів (прямолінійних відрізків) rL  Nr ,1 , кожний з яких визначається середньою

точкою  rrr
21 ,  , довжиною rl2  та напрямним одиничним вектором м  rr

21 , 


.
Вважаємо, що зусилля, які діють на елемент, рівномірно розподілені, а їх рівнодійні
 3,2,1iT r

i  (мембранна сила і момент) орієнтовані за напрямком нормального вектора

 rr nnn 21 ,
  rrrr nn 1221 ,   . Провівши перетворення у співвідношеннях (6.78) з

урахуванням дискретизації кривої і зусиль, отримаємо
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Коефіцієнти r
ikm  задаються формулами (6.55).

Суми рядів (6.81) наближаємо їх частинними сумами при 0 . Таким чином
для коефіцієнтів функцій (6.80) з (6.81) одержимо такі апроксимаційні вирази
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Підставивши формули (6.80) та (6.82) у співвідношення (6.72), отримаємо
апроксимаційні вирази для нормальних (відносно кривої C) компонент векторів
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Слід відзначити, що наближення функцій тригонометричними поліномами при
0  відповідає розв’язку задачі про навантаження оболонки у смузі S  із серединною

лінією L~  і шириною приблизно рівною 2 .
При формулюванні системи алгебраїчних рівнянь (дискретних аналогів

відповідних інтегральних рівнянь) задовольняємо граничні умови у точках тієї частини
границі смуги, яка належить серединній поверхні оболонки. Оскільки функції у виразах
(6.80) залежать від 3N невідомих параметрів r

iT  3,1i , Nr ,1 , справджуємо три

умови у N точках колокацій  ppp
21 ;    Np ,1  – точках, які розташовані на

віддалі 0  від середин цих елементів. Таким чином, сформульованій задачі відповідає
така система алгебраїчних рівнянь
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Для задач з граничними умовами (6.73) і (6.74) маємо, відповідно, такі системи
алгебраїчних рівнянь
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За знайденими з рівнянь (6.85), (6.86) чи (6.87) значеннями величин r
iT

переміщення і зусилля в оболонці визначаємо за формулами (6.82), (6.83). Власні
частоти коливань оболонки визначаємо з умови існування нетривіальних розв'язків
цих систем рівнянь (рівності нулю їх визначників).

Отримано та проаналізовано числовий розв’язок задачі для шарнірно закріпленої
квадратної пластинки з центральним круговим отвором радіуса R [85]. Приймалось,
що на краю отвору справджуються граничні умови (6.73) і   constww  00  .

Враховуючии симетричність задачі, коефіцієнти рівнянь (6.86) набудуть вигляду
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t
tt . При цьому приймали до уваги

відрізки та контрольні точки дуги кривої L, які належать області   :, 21
1 

.20;20 2211 ll  
Координати точок розбиття та інших параметрів границі отримано із формул

rr tRl cos211  ,  rr tRl sin222  ,  rrr tn cos21   , rrr tn sin12   , NRl r  ,

  NrRt r 12   Nr ,1 . Для визначення координат контрольних точок маємо

  qq tRl cos211   ,    qr tRl sin222    Nq ,1 .
Табл. 6.3 містить наближені значення густин  rrr lTT 2~

22  ,  rrr lTT 2~
33 

уздовж дуги ( 40   ) кола L у разі задання граничних умов (6.73) на внутрішньому

контурі і 121  ll , 2,0R , 0 , 10 w , 1D . Послідовності наближених розв’язків,
які залежать від параметрів KN ,, , де K – довжини відрізків узагальнених частинних
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сум рядів, збігаються за умови 1K . Дані, приведені у таблиці, засвідчують, що
числова схема (6.86) є стійкою і, відповідно, графіки розв’язку, побудовані за різної
кількості елементів розбиття границі, практично не відрізняються.

Таблиця 6.3
Наближені розв’язки системи інтегральних рівнянь

На рис. 6.11 наведені графіки приведених згинних моментів  lll  21  в
ізотропній квадратній пластинці ( 3,021  ) з круговим отвором у разі задання
граничних умов (6.74). Криві 1–5 відповідають розподілу згинних моментів у
пластинках з отворами R = 0,4; 0,35; 0,3; 0,2; 0,15. Бачимо, що максимальні значення
згинних моментів досягаються у точках підкріпленого краю пластинки.

Рис. 6.11. Згинні моменти у квадратних пластинках із підкріпленим отвором
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6.7. ПОПЕРЕЧНІ КОЛИВАННЯ КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ ОБОЛОНОК

6.7.1. Наближення розв’язків для однорідних частин оболонки. Розглянемо
задачу про коливання шарнірно опертої кусково-однорідної пологої оболонки, серединна
поверхня якої  :),( 21  2211 0,0 ll   . Оболонка складається з J частин

(підобластей) із серединними поверхнями jS  Jj ,1 ,  jiJjiLij  ,,1,  – їх спільні

границі 


J

j

jS
1

 (див. рис. 6.12). Вважаємо, що напрямки зовнішніх нормалей до

кривих ijL  і jiL  протилежні. Зовнішні навантаження, що діють на оболонку,у,
змінюються за гармонічним законом з частотою 0  від часової координати.

Рис.6.12. Геометрія неоднорідної пологої оболонки

Нехай напружено-деформований стан окремих частин оболонки описується
рівняннями теорії оболонок Тимошенка за умови нехтування нормальними до
серединної поверхні жорсткими поворотами. Переміщення і напруження кожної з цих
частин подаємо в інтегральній формі. Вводячи невідомі зусилля    tT j
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   tP j 0sin  ,    tM j
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зовнішньою нормаллю до jL , для виділених частин оболонки за аналогією з (6.51)
отримаємо такі розв’язки
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Відповідно до схеми методу колокацій, насамперед дискретизуємо інтегральні
співвідношення (6.89): криві jL , що складаються з внутрішніх відрізків границі області
jS , наближуємо ламаними лініями jL~ , складеними з jN  прямолінійних відрізків jrL~ ,

які визначаються довжиною jrl2 , центральними точками  jrjrjr
21 ,   таа

одиничними векторами  jrjrjr nnn 21 ,


 зовнішньої нормалі до jL~ ; приймаємо

рівномірний закон розподілу густин зусиль для всіх ділянок розбиття,    jrjrj lTT 2 ,
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   jrjrj lPP 2 ,    jrjrj lMM 2  Jj ,1 ; обчислюємо інтеграли у формулахлах
(6.89) з урахуванням прийнятих наближень для кривих і густин
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Співвідношення (6.90) визначають напружено-деформований стан j-ої частини
оболонки. Ці формули містять jN3  невідомих величин jrjrjr TTT 321 ,,  ( jNr ,1 ).

6.7.2. Зведення до системи алгебраїчних рівнянь. Дискретні аналоги (6.90)
інтегральних співвідношень (6.89) використаємо для формування системи лінійних

алгебраїчних рівнянь відносно величин jrjrjr TTT 321 ,,  ( JjNr j ,1,,1  ). Приймаємо,
що неперервно змінюються нормальні компоненти переміщень і напружень при
переході через спільні ділянки границь однорідних частин оболонки. Ці умови

задовольняємо наближено у контрольних точках  jqjqjq
21 ,


  ( jNq ,1 ), які
розташовані всередині областей на відстані   від середніх точок відрізків апроксимації
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границі. У результаті цих перетворень одержимо систему 


J

j

jN
1

3  алгебраїчних рівнянь

відносно такої ж кількості невідомих jrjrjr TTT 321 ,, .

6.7.3. Коливання неоднорідної оболонки, складеної з двох частин. Розглянемо
задачу про усталені коливання прямокутної пластинки, яка складається з двох однорідних
частин із пружними характеристиками 111 ,, DB  , 222 ,, DB   і серединними поверх-

нями   22121
1 0;0:, laS   , і   ;:, 1121

2 laS   220 l  ,

( 20 la  ). На відрізку 121 LL   границі області 1S  визначаємо  одиничні нормальний

і тангенціальний вектори  0,11 n ,  1,01  , а на відрізку 212 LL   границі області
2S маємо такі вектори:  0,12 n ,  1,02  .

Для визначення невідомих величин ,,,,, 2
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rrrrrr TTTTTT ( Nr ,1 ) у

співвідношеннях (6.90) використаємо умови рівності нормальних до ліній 21, LL

компонент вектора переміщень і напружень у точках колокацій  qqq 1
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  – середні точки відрізків розбиття ліній 12L  і 21L . Відповідна
система лінійних алгебраїчних рівнянь має вигляд
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де )(),(),(),(),(),( 000000
q

n
q

n
q

n
q

n
qq

n MQNwu 


амплітуди коливань переміщень
і напружень однорідних оболонок за сумарної дії відомих зовнішніх навантажень.

Отримано та проаналізовано числовий розв’язок задачі про основні власні
частоти коливань неоднорідної квадратної пластинки  lll  21 , складеної з ізотропних

пластинок ( 3,021  ; 21 DD  , 21 BB  , 21  ) з різною густиною матеріалів.

На рис. 6.13 показано залежність приведеної основної власної частоти 1122
0 2 Dhl  

від відношення густин частин пластинки 12 d  для 3,0;4,0;5,01 la  (криві 1–3
відповідно).

Рис. 6.13. Залежність приведених основних частот коливань неоднорідної пластинки
 від відношення густин її частин

Бачимо, що різке зменшення основних власних  частот  коливань пластинки
спостерігається вже за незначного збільшення густини однієї з частин пластинки.
Характер розподілу густини пластинки (при незмінній її масі) також суттєво впливає на
значення власних частот коливань. Наприклад, для однорідної квадратної пластинки,
яка має однакову з неоднорідною пластинкою масу при 3,01 la  і 4d , отримаємо

основну власну частоту    22
0 12 dlala 5,898. Водночас основна власна

частота неоднорідної пластинки дорівнює 645,100  .
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7

Контактні задачі теорії пружності для тонкостінних тіл, сформульовані в межах
просторових рівнянь теорії пружності, є погано обумовленими крайовими задачами,
внаслідок наявності малих параметрів (відношень товщини до інших лінійних вимірів).
Використання рівнянь теорій оболонок при дослідженні контактної взаємодії
тонкостінних тіл дозволяє суттєво спростити побудову розв’язків відповідних контактних
задач. Однак, у межах цих теорій не можуть бути сформульовані реальні умови
взаємодії тонкостінних тіл і, зокрема, умови взаємодії у приграничних зонах областей
контакту (ширина яких співмірна з товщиною оболонки). До того ж, контактні задачі
теорії оболонок є некоректно поставленими в сенсі існування класичних розв’язків
(у класі неперервних функцій).

Узагальнені розв’язки широкого класу контактних задач теорії пружності з
використанням сингулярних розв’язків у явному вигляді отримано у роботах [1, 18,
20, 30, 65, 84, 116, 118]. Формулювання і побудова розв’язків окремих класів контактних
задач для тонкостінних тіл із використанням сингулярних розв’язків відповідних систем
диференціальних рівнянь запропоновані у роботах [23, 50, 57, 65, 72]. Коректність
постановки задач про локальне навантаження тонкостінних тіл із використанням
рівнянь теорій оболонок досліджено у роботах [10, 20, 96, 99, 116]. Однак лише середні
значення напружень, віднесені до області, діаметр якої співмірний з товщиною
оболонки, є реальними і співпадають з середніми значеннями напружень, отриманими
на основі просторових рівнянь теорії пружності.

У даному розділі метод інтегральних рівнянь застосовується до розв’язування
контактних задач теорії оболонок із використанням послідовнісного подання
сингулярних розв’язків відповідних диференціальних рівнянь [95, 96, 99, 100]. Вибір
параметрів дискретизації області контакту узгоджений зі значеннями параметрів
апроксимації невідомих функцій (послідовностями частинних сум рядів) та умовами
коректності застосування рівнянь теорії оболонок. Розглядаються задачі про взаємодію
оболонок із гладкими жорсткими тілами та взаємодію оболонок з жорсткими тілами
через лінійно та нелінійно пружні шари.
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7.1. ВЗАЄМОДІЯ ОБОЛОНКИ І ЖОРСТКОГО ТІЛА
ЧЕРЕЗ НЕЛІНІЙНО-ПРУЖНИЙ ШАР

Розглянемо тонку трансверсально-ізотропну оболонку, серединна поверхня якої
займає область   :, 21  ;0 11 l 220 l  . Оболонка перебуває під дією

заданого нормального навантаження  ),(00 pp     21; , приведеного до
серединної поверхні. Вона взаємодіє без відшарування через нелінійно пружний шар
з абсолютно твердим тілом (ложементом) в області, що проектується на область

S  серединної поверхні (див. рис. 7.1).

Рис.7.1. Взаємодія тіла і оболонки

Приймаємо, що в області взаємодії шару і оболонки, яка також є областю
контакту шару з твердим тілом, відсутні дотичні напруження. Контактні нормальні
напруження, приведені до серединної поверхні оболонки, позначимо через  0pp  ,

  S 0
2

0
1

0 , . Нормальні (до серединної поверхні оболонки) переміщення поверхні
ложемента, що взаємодіє з проміжним шаром, вважаємо також заданими.

7.1.1. Математична модель деформування пружного шару. Для проміжкових
шарів (при взаємодії тіл) формулюють різні спрощені математичні моделі деформування
[1, 2, 10, 16, 20, 52, 57, 69, 81, 103]. Розглянемо криволінійний пружний шар товщини 02h ,
що взаємодіє по лицевих поверхнях (у напрямку нормалі до серединної поверхні) з
твердими тілами. За вихідні приймаємо рівняння теорії пружності, які описують
напружено-деформований стан пружного шару в ортогональній системі координат

 ,, 21 , де 21,  криволінійні координати у серединній поверхні шару; 
прямолінійна координата, нормальна до серединної поверхні.

Вважаємо, що напруження, симетричні відносно серединної поверхні,
переважають інші напруження і є сталими по товщині. Внаслідок цих припущень,
переміщення точок шару можна подати у вигляді
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де 0
3

0
2

0
1 ,, uuu  переміщення серединної поверхні шару; 3e  – деформація шару в

напрямку осі O .
Для ненульових компонент тензора напружень за урахування формул (7.1) маємо
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Рівняння рівноваги (проекції сил на координатні напрямки) є такими

,0
2

0
12

1

0
11 












 ,0

2

0
22

1

0
21 














(7.3)

    .0,,,, 0213302133  hh 

При формулюванні задач про взаємодію шару з іншими тілами задаємо

нормальні переміщення лицевих поверхонь шару  02133 ,, huu   ,  02133 ,, huu 

або контактний тиск  21
0
33 ,p , де      02102121

0
33 ,,,,, hh   . У першомуму

випадку переміщення серединної поверхні визначаємо за формулою 
2

330
3

 


uuu , а з

останнього співвідношення системи (7.1) для поперечної деформації отримаємо

.
2 0

33
3 h

uue
 

 (7.4)

Таким чином, для визначення напружено-деформованого стану шару як у
першому, так і в другому випадках, одержимо замкнуту систему рівнянь (7.2)–(7.4).
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Для дослідження деформування шару, здебільшого, використовують спрощені
математичні моделі. У формулах (7.2) для компоненти напружень 0

33  нехтують її
осьовою складовою у серединній поверхні шару. За такого припущення одержують
досить простий взаємозв’язок між нормальними напруженнями і поперечною
деформацією шару (модель Вінклера)
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Розглянемо нелінійну математичну модель деформування шару [10, 115]
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Тут  0  – приведена поперечна жорсткість шару;  33 ,ee  граничні значення поперечної
деформації.

Функціональну залежність (7.5) можна записати у формі оберненої залежності,
зокрема, якщо 133  ee , то одержимо
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де       ).141021(1212 6422
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7.1.2. Інтегральне подання для прогину оболонки. Нехай напружено-
деформований стан оболонки описується рівняннями (6.34), тобто рівняннями теорії
пологих оболонок Тимошенка за умови нехтування нормальними до серединної
поверхні жорсткими поворотами. Краї оболонки шарнірно оперті. Прогин оболонки,
яка перебуває під дією заданого навантаження      210 ;, p  і контактногоо

тиску    ,, 00 Sp   задаємо у вигляді
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де )(0 w  прогин оболонки, який відповідає навантаженню )(0 p ; ),( 0wK
складова функції Гріна відповідної крайової задачі.
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Насамперед розглянемо задачу про дію на оболонку локалізованого у прямокутнику

    0
21 :, ii ,  , нормального навантаження ),,(),,( 0

22
0
113 q ,

0 , де ),,(),,,( 0
22

0
11   – дельтоподібні функції (6.11). Розв’язок Фур’є
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для коефіцієнтів Фур’є дельтоподібних функцій. Якщо дельтоподібні та шукані функції
розвинути у ряди Фур’є
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то рівняння (7.8) зведемо до такої системи трьох лінійних алгебраїчних рівнянь
відносно коефіцієнтів рядів (7.10)
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функція відповідної дельтоподібної послідовності функцій і     2
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З цієї системи рівнянь визначимо коефіцієнти рядів невідомих функцій. Зокрема,
для коефіцієнтів розвинення функції w маємо таку формулу
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де 21 1 kmkm
D



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Тепер функцію Гріна розглядуваної задачі запишемо як границю сум рядів (7.10)
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Ядро інтегральної згортки (7.7) для функції прогину з коефіцієнтами, визначиними
згідно формули (7.11), є таким
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(7.12)

Прогин оболонки, яка перебуває під дією заданого навантаження і невідомого
контактного тиску, можна також визначити з використанням формули (7.7).

7.1.3. Інтегральне рівняння задачі. Побудова числового розв’язку.
Розглядаючи взаємодію оболонки з абсолютно твердим тілом через проміжний шар,
залежність між поперечними напруженнями і переміщеннями шару задаємо формулою
(7.6). Для визначення контактного тиску і переміщень точок поверхні, яка взаємодіє
з оболонкою, використовуємо співвідношення (7.7) і умову спряження оболонки і шару.
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Оскільки шар щільно прилягає до оболонки в області контакту, то рівними будуть
нормальні переміщення точок відповідних поверхонь оболонки і шару,

),,()( 03 huw     ,, 21 S  (7.13)

де ),( 03 hu   задані нормальні переміщення точок поверхні шару, що взаємодіє з
ложементом.

Підставимо формули (7.7) в умову контакту (7.13). Враховуючи співвідношення

(7.6), одержимо таке інтегральне рівняння відносно функції )( 0p
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Розв’язок інтегрального рівняння (7.14) шукаємо методом послідовних
наближень у поєднанні з методом колокацій. При цьому область S апроксимуємо
системою прямокутників r , ,,1 Nr   з центральними точками );( 20100
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сторонами ,2 1 22 , паралельними до координатних осей. Вважаємо, що контактні

напруження є сталими на кожному з прямокутників, а невідомими є рівнодійні rP  цих
напружень,
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Враховуючи співвідношення (7.15) та (7.7) отримаємо таку наближену формулу
для визначення прогину оболонки
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Оскільки прогин оболонки, поданий у вигляді (7.16), залежить від N коефіцієнтів,
то інтегральне рівняння (7.14) можемо задовольнити тільки в N контрольних точках

),,( 21
qqq    ,,1 Nq   якими можуть бути центральні точкчки прямокутників q .

Дискретизуючи інтеграл у рівнянні (7.14) з урахуванням співвідношень (7.15), (7.16),
прийдемо до такої системи нелінійних алгебраїчних рівнянь
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Наближений розв’язок цієї системи рівнянь шукаємо методом простої ітерації.
Для визначення нульового і n-го наближень розв’язку маємо такі системи лінійних рівнянь:
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Для обчислення коефіцієнтів )( qrK   використаємо наближену формулу,,
одержану із співвідношення (7.17) заміною границі суми подвійного тригонометричного
ряду (при 0 ) відповідною його узагальненою частинною сумою при достатньо
малому значенні параметра 0 . Якщо вибрати значення параметра h , тоо
похибки при обчисленні величин, що визначають напружено-деформований стан
оболонки, не перевищують похибок, які виникають внаслідок використання рівнянь
теорії оболонок.

7.2. ВЗАЄМОДІЯ ЦИЛІНДРИЧНОГО РЕЗЕРВУАРА З ЖОРСТКИМИ
ОПОРАМИ ЧЕРЕЗ НЕЛІНІЙНО-ПРУЖНИЙ ШАР

7.2.1. Взаємодія циліндричного резервуара з жорсткими опорами.
Розглянемо контактну задачу про взаємодію циліндричного резервуара з двома
опорами через нелінійно-пружний шар (прокладку) [10] (див. рис. 7.2). Резервуар
заповнено рідиною під тиском.

Рис. 7.2. Геометрія резервуара
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Взаємозв’язок поперечних напружень і деформацій проміжкового шару описується
залежністю (7.6). Вважаємо, що спосіб з’єднання країв оболонки і днищ резервуара,
а також жорсткість днищ не впливають на розподіл контактних напружень в опорах.
Тому резервуар розглядаємо як замкнуту циліндричну оболонку з шарнірно опертими
краями. Серединну поверхню оболонки віднесемо до циліндричної системи координат

 ., 221  R  Нехай Rl i1  – довжина і радіус оболонки, 02hR   – радіус внутрішніх
циліндричних поверхонь опор. Оболонка взаємодіє з двома симетрично розташованими

опорами через нелінійно-пружні шари вздовж смуг     ;:, 0
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11112 llS     , де 00 2,2 lh товщина і ширина шарів;

 0
11

0
1 ,  l  віддаль від початку координат до середин опор.

Дію на оболонку рідини і додаткового тиску 0p  моделюємо такою функцією
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де   питома вага рідини.
Приймаємо, що контактні напруження не змінюються по ширині опор і шукаємо

їх у вигляді
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Для опису напружено-деформованого стану оболонки скористаємось системою
рівнянь (2.41), (3.12)–(3.14), яка для випадку сталих геометричних параметрів
оболонки прийме вигляд
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 3,2,1i ;  hii  ,, 2133   – поверхневі напруження; Rkk 1,0 21   – головні
кривини серединної поверхні циліндричної оболонки.

Напруження і переміщення визначаємо за такими формулами
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З урахуванням прийнятих позначень для зовнішнього навантаження, систему
рівнянь (7.19) зведемо до трьох рівнянь відносно ключових функцій
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Узагальнений розв’язок цієї системи рівнянь, що задовольняє однорідні умови
на краях 111 i0 l   (шарнірного опертя країв оболонки), шукаємо методом Фур’є.
Зовнішні навантаження і контактний тиск (7.18), як і у попередній задачі, подамо у
вигляді узагальнених сум тригонометричних рядів
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У формулах враховано симетричність зовнішнього навантаження відносно площини
211 l  і осьової площини 0 .

Ключові функції системи рівнянь (7.21) шукаємо у вигляді
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– функція Гріна задачі;        Twu 210210210 ,,,   розв’язок системи рівнянь

(7.21) з правою частиною другого рівняння у вигляді   Bp 210 , .
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Коефіцієнти рядів функції Гріна визначаємо з системи рівнянь
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Розв’язок цієї системи рівнянь запишемо наступним чином:
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З формул (7.23) з урахуванням незмінності контактного тиску по ширині опор
для прогину оболонки маємо
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  ttt sin0  ; 1L  серединна лінія смуги 1S .
Прогин оболонки під дією заданого навантаження знайдемо з системи рівнянь

(7.21) у вигляді
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Сформулюємо умови спряження оболонки та шару. Враховуючи припущення
про сталість контактного тиску по ширині опор, умови спряження формулюємо вздовж
середніх ліній областей контакту

),,(),( 0
0
2

0
13
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0
1 huw   , ,0,21

0
2   LL  (7.26)

де  ),,( 0
0
2

0
13 hu   переміщення точок поверхні спряження шару з оболонкою.

Підставивши формули (7.6) і (7.25) в умову (7.26), прийдемо до такого
інтегрального рівняння
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(7.27)

Тут     cos,, 002
0

13 cRhu  переміщення опор як абсолютно твердого тіла, 0c
стала величина для визначення якої використаємо умову рівності нулю рівнодійної
сил, що діють на резервуар,

    .0cos8 22101
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   dlpllR
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(7.28)

Таким чином для визначення контактного тиску і сталої 0c  маємо систему
рівнянь (7.27) і (7.28). Наближений розв’язок цієї системи шукаємо методом колокацій.
Дугу 1L  розбиваємо на N відрізків (дуг) ,,1, NrLr   кожний з яких визначається

середньою точкою rr R 2  і довжиною rr Rl 22  . Вважаємо також, що контактні

напруження сталі на кожному з відрізків,     rr ppp  2121  , rr L2 . Для визначення

невідомих величин 0c  і rp  використаємо рівняння (7.28) і умову рівності нулю нев’язки

наближеного  розв’язку рівняння (7.27) у N контрольних точках    ,, 2
0

1
qq L  Nq ,1 .

При цьому одержимо таку систему нелінійних алгебраїчних рівнянь
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Наближений розв’язок цієї системи рівнянь шукаємо методом простої ітерації.
Для побудови нульового і n-го наближень розв’язку маємо такі системи лінійних рівнянь
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Dl
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  і rr p
lDl
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54
  – приведені коефіцієнти пружності прошарку, питома вага

рідини і контактний тиск.
Знайдено числовий розв’язок задачі про взаємодію резервуара з опорами через

прокладку при таких значеннях пружних і геометричних параметрів:
;;1,0;04,0;4 00 RRlRhRl   1 ; 001,0;8,0   . На рис. 7.3 показано

розподіл приведеного контактного тиску lDpRp 28  уздовж опор залежно від

товщини шару. Криві 1 та 2 відповідають 1,00 Rh  таа 01,00 Rh .

Рис.7.3. Контактний тиск в опорах

Зміна товщини шару не має суттєвого впливу на контактний тиск у середній
зоні області контакту. Однак тиск різко зростає біля країв цієї області при зменшенні
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товщини шару. Таким чином для оптимізації розподілу контактного тиску вздовж
опор доцільно використовувати шари змінної жорсткості.

7.2.2. Взаємодія циліндричного резервуара з жорсткими опорами через
шар змінної товщини. Для визначення сталого контактного тиску ( constp 1 ) з

рівняння (7.28) одержимо таке співвідношення 



sin8 0

1
1 l

Rlp  . Вважаючи змінною

товщину прокладки, а контактний тиск – сталою величиною, рівняння (7.27) запишемо
у вигляді
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Звідси, отримаємо такий закон зміни товщини шару
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7.3. ВЗАЄМОДІЯ ЦИЛІНДРИЧНОГО РЕЗЕРВУАРА
З ПРУЖНИМИ ОПОРАМИ

7.3.1. Постановка задачі. За умов попередньої задачі вважаємо, що замкнута
циліндрична оболонок з шарнірно опертими краями взаємодіє вздовж смуг

  slS  20
0
11211 ;:,   і     sllS  20

0
111212 ;:,   з двома

однаковими циліндричними тонкостінними елементами такого ж радіуса (підсилюючими
елементами), де sl 2,2 0  – ширина і довжина елементів  Rlsll  210 ,22 ; 1l  і R –
довжина і радіус оболонки.

Нехай задані поверхневі напруження

 21033 , p ,   S21, ,
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0,0 2313    ,

де  210 ,p  – задане навантаження на оболонку;  21,p  – контактний тиск між
оболонкою і підсиленнями. При цьому приймаємо, що контактний тиск рівномірно
розподілений по ширині підкріплень, а по довжині змінюється за законом

     22
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0
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,  a

RaRI
Pp  ,    21 l , s2 , (7.31)

де   12
0 0

210 cos,4
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 ddqP
s l

   – рівнодійна контактного тиску на одному з

підкріплень  02 ,  RsR  ; 2a  – задана величина,
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(7.32)

Напружено-деформований стан оболонки описуємо рівняннями (7.19), (7.20).
Граничні умови, які відповідають шарнірному опертю країв оболонки, мають вигляд

    ,0,,0,
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 lMM




Умови контакту формулюємо на серединних лініях 21, LL  областей контакту..
Задаємо рівність нормальних переміщень оболонки і підсилюючих елементів

    ,, 202
0
1  ww    ,, 12

0
1 L (7.34)

   ,, 202
0
11  wlw    ,, 22

0
11 Ll  

де  200 ww   – нормальні (до серединної поверхні оболонки) переміщення точок
серединних ліній елементів.

Задача полягає у відшуканні змінної товщини  200 22 hh   підсилюючих
елементів, за якої контактні напруження є сталими по ширині елементів, а по їх довжині
розподілені за законом (7.31).
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7.3.2. Деформування підсилюючих елементів. Приймаємо, що зусилля у
підсилюючих елементах приведені до ліній 21, LL . Рівняння, які описують напружено-
деформований стан елементів, одержимо з рівнянь (7.19), (7.20), нехтуючи силами і
моментами у напрямку осьової координати 1 , а також поперечними зсувними таа
мембранними деформаціями. За відсутності тангенціальних навантажень ці рівняння
набудуть вигляду
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 (7.35)

де  R2 ; Rk 12  ;    2020  hh  ; 000 ,, MQN  – зусилля в елементах, приведені

до серединних ліній 21, LL ; 0E  – модуль Юнга; 0w  – прогин підкріплень.
З урахуванням симетричності задачі та відсутності зусиль на кінцях опор,

  00 sN ,   00 sQ ,   00 sM , із перших трьох рівнянь системи (7.35) отримаємо
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З останніх співвідношень систем (7.35) та (7.36), приймаючи до уваги умови
контакту (7.34), одержимо формулу для визначення товщини опор
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або з урахуванням виразу (7.31) для контактного тиску
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де   Rww ,0
1

0   – прогин оболонки у точках серединних ліній підсилюючих
елементів.

За сталого тиску constp   000 sin4 qRlP   одержимо таку залежність
товщини елементів від прогину оболонки
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7.3.3. Побудова узагальненого розв’язку допоміжної задачі. Функції (7.30),
які описують взаємодію оболонки з підсилюючими елементами, є кусково-непе-
рервними функціями і, тому, крайова задача (7.19), (7.30), (7.33) є некоректною у
розумінні існування розв’язку Фур’є. Знайдемо узагальнений розв’язок цієї задачі.
Ґрунтуючись на послідовнісному підході до побудови узагальнених розв’зків крайових
задач, зовнішнє навантаження на оболонку і контактний тиск (7.30) подамо у вигляді
границь слабко збіжних послідовностей функцій
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0  ; 1m , якщо ...,2,1m .

Невідомі функції системи рівнянь (7.21) подамо згідно з (7.38) у вигляді
послідовностей таких узагальнених частинних сум
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Зауважимо, що члени цих послідовностей функцій, а також їх граничні елементи
задовольняють граничні умови (7.33).

Підставивши співвідношення (7.38), (7.39) у рівняння (7.21), одержимо систему
лінійних алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів kmkmkm wu ,,
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,0131211  kmkmkmkmkmkm LwLuL 
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Розв’язок системи рівнянь (7.40) запишемо у вигляді
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Підставимо формули (7.41) у (7.39) та врахуємо розвинення (7.38). Тоді,

перейшовши до границі при K , одержимо узагальнений розв’язок задачі (7.19),
(7.30), (7.33)
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7.3.4. Побудова розв’язку контактної задачі. Відшукання числових значень
розв’язку (7.42) ґрунтується на наближенні відповідних узагальнених сум рядів їх
частинними сумами. Якщо у розвиненнях (7.39) зафіксувати параметр h , де 2h –
товщина оболонки, і прийняти, що K – достатньо велике, то згідно з дослідженнями,
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проведеними у роботі [99], одержаний наближений розв’язок є ближчим до точного
розв’язку, знайденого з використанням просторових рівнянь теорії пружності, ніж
узагальнений розв’язок (7.39). При цьому достатньо висока точність числових
результатів забезпечується умовою  ilK  . Зазначимо також, що наближення
функції послідовністями узагальнених частинних сум тригонометричних рядів
ототожнюється з усередненням цих функцій на відрізку довжини 2  [85].

Таким чином, якщо h ,  ilK  , то частинні суми
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(7.43)

є достатньо точним наближенням розв’язку задачі (7.19), (7.30), (7.33). Цей розв’язок
є коректним з міркувань відповідності навантаження реальним умовам, застосування
рівнянь теорії оболонок та збіжності рядів.

Підставивши вираз (7.43) для прогину оболонки при 0
11    у формулу (7.37),

одержимо співвідношення, яке характеризує залежність товщини підсилюючих
елементів від параметрів, що описують закон розподілу контактного тиску (7.31).
Визначальним серед них є параметр 2a , який характеризує відхилення значень
контактного тиску в середній і приграничних зонах області контакту. Приймаючи
гіпотезу про сталий контактний тиск, отримаємо 02 a .

7.4. КОНТАКТНІ НАПРУЖЕННЯ ПРИ ПІДСИЛЕННІ ЦИЛІНДРИЧНОЇ
ОБОЛОНКИ ЖОРСТКИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

7.4.1. Постановка задачі. Розглянемо замкнену циліндричну оболонку з
шарнірно опертими краями. Серединну поверхню оболонки позначимо через

  ,0:, 1121 l    , де  R2 ; ,1 Rl  довжина та радіус оболонки
(див. рис. 7.4).

Рис. 7.4. Схема взаємодії оболонки та штампів
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Оболонка навантажена приведеними до серединної поверхні нормальними
зусиллями 0p  і взаємодіє без відшарування (у напрямку нормалі до серединної

поверхні) вздовж смуг 1S , 2S  з двома однаковими абсолютно жорсткими  штампами.

Смуги  задаються серединними лініями   :, 211 L   ,0
11 ,   :, 212 L

  ;0
11  та характеризуються постійною шириною 02l  і довжиною

R2 , де 0
1  віддаль від краю оболонки до середини опор. Приймемо, що контактні

напруження  211 ,p  та  212 ,p є сталими по ширині смуг 21, SS . Вважаємо
також, що кромки штампів гладкі та мають однакові кривини. Кривину кромок штампів

вздовж ліній 1L  і 2L  позначимо через з 0
0 1 Rk  , де  2

00 kk   – кусково-гладкаа
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Задача полягає у знаходженні контактних напружень 1q , 2q  і величини області
контакту (параметра  ).

7.4.2. Інтегральне подання для прогину циліндричної оболонки. Нехай
напружено-деформований стан оболонки характеризується нехтовно малими жорсткими
поворотами відносно нормалі до серединної поверхні і описується рівняннями (7.19).
Невідомі функції системи рівнянь (7.21) шукаємо у вигляді розвинень за системами
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двох центральних площин і площини 0
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Спростимо вираз для прогину (7.45) з урахуванням відокремлення змінних у
формулі (7.44) для контактного тиску
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7.4.3. Взаємодія оболонки з штампами постійної кривини. Розглянемо
випадок, коли кривини кромок штампів вздовж ліній 21, LL  справджують умовуу

RR
k 11

0
0  , constR 0 , а штампи перебувають під дією двох сил інтенсивності P.

Оболонка навантажена внутрішнім тиском інтенсивності .0p
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Зміна кривини оболонки після її деформування вздовж ліній 21, LL  є такою

RR
11

0
0  . Якщо кривину оболонки в точках цих ліній виразити через функцію

прогину оболонки  wwR  222
0 1  , то одержимо таку умову контактуу

,0
2

2

2




Rw
w





(7.47)

де    Rww ,0
1  прогин оболонки в точках ліній 21, LL .

Підставимо співвідношення (7.46) для переміщення оболонки в умову (7.47).
Враховуючи умови симетрії, у підсумку прийдемо до такого інтегрального рівняння
Фредгольма першого роду
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Приєднавши до цього рівняння умову рівноваги штампів

  ,cos4
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(7.49)

одержимо повну систему рівнянь щодо функції  21 p  і параметра  .
Система рівнянь (7.48), (7.49) є нелінійною щодо параметра  . Якщо невідомою

величиною є параметр P, а   – задаване, то матимемо систему лінійних рівнянь
(7.48), (7.49) відносно функції  21 q  і сили P. Наближений розв’язок інтегральногоо

рівняння (7.48) шукаємо методом колокацій. Розбиваємо дугу 1L  на N дуг ,,1, NrLr 

довжини rr Rl 22   з центральними точками   rrr R 022
0
1 ,,   . Приймаємо, що

контактний тиск сталий на кожній з дуг rL  і дорівнює rq . Задовольнивши рівняння

(7.48) у контрольних точках   NsR sss ,1,,, 022
0
1   , запишемо дискретний аналог

цього рівняння у вигляді
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При цьому рівняння (7.49) набуде вигляду
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де .DPRP 

Таким чином, система 1N  алгебраїчних рівнянь (7.50), (7.51) є нелінійною

(з невідомими Nrq r ,1,  ,  ), якщо величина P  задана, і є лінійною (з невідомими

Nrq r ,1,  , P ), якщо задано параметр  .

Знайдено числовий розв’язок задачі при таких значеннях параметрів: 41 Rl ;

95,00 RR ; 05,0Rh ; 1,00 Rl , 3,0 ; 005.0 ; 52  .

Рис.7.5. Контактні напруження
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Криві на рис. 7.5 ілюструють закономірності розподілу безрозмірного контактного
тиску DRpq 3

0  вздовж координати R2  ,  0 , для різної кількостісті

відрізків розбиття лінії L  ( 10N ; 15; 30 криві 1–3 відповідно). При обчисленні
коефіцієнтів системи рівнянь (7.50) суми тригонометричних рядів заміняємо
відповідними їх частинними сумами довжини 400 MK . Відхилення наближених
значень контактних напружень від точних у приграничній зоні області контакту
пояснюється недосконалістю математичної моделі деформування оболонки і є
наслідком усереднення на різних відрізках (які відповідають різним значенням
параметра N) суттєво градієнтних (в околі граничних точок) контанктних напружень.

7.4.4. Взаємодія циліндричної оболонки з штампами змінної кривини.
Розглянемо випадок задачі, коли кривини кромок штампів уздовж серединних ліній

21, LL  змінюються, зокрема, є кусково-сталими
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де  11, LL  взаємно доповнюючі частини лінії 1L ; 0201, RR  радіуси кривин складових
серединних ліній кромок штампів.
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оболонки, який задається формулою (7.46).
Якщо вираз для прогину оболонки підставити в умову контакту (7.53), то

одержимо таке інтегральне рівняння відносно контактного тиску  Rp1

       
       .1,10,

1lim2

001
2

0 1

02
010

2

,...2,00
0



  
 








MKRwdRp

lmwc
D

Rl

km

K

k
kmmkmm

M

m
km

    (7.54)

Наближений числовий розв’язок рівняння (7.54) шукаємо аналогічно до

розв’язку (7.48). Дугу 1L  розбиваємо на N елементарних дуг rL , Nr ,1 , з

центральними точками   ,,, 22
0
1

rrr R   і довжинами rr Rl 22  . При цьому
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контактний тиск приймаємо сталою величиною, яка дорівнює rp  на кожному з від-

різків rL . Дискретним аналогом рівняння (7.54) є
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7.4.5. Підсилення оболонки жорсткими елементами вздовж напрямної.
Розглянемо задачу про взаємодію оболонки з жорстким замкнутим штампом (шпан-
гоутом) змінної кривини. Нехай внаслідок підсилення оболонки круговий штамп частково
змінив свою форму і серединна лінія кромки штампа набула овальної форми – плоскої
гладкої замкнутої кривої (симетричної відносно двох взаємно перпендикулярних
прямих), складеної з двох пар дуг різної кривини 101 1 Rk  , 202 1 Rk  )( 21 RRR  .
З умови гладкості овалу (неперервності дотичних), задаючи його довжину

   120 222 RRRl , де   центральний кут дуги кола меншого радіуса, 0R

радіус кола, однакової з овалом довжини )( 02 RRR  , одержимо формулу для

визначення відношення довжини дуги меншої кривини 01k  до довжини дуги більшої

кривини 02k ,   1
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Інтегральні рівняння контактних задач теорії оболонок

де 
RRRRRR
11;11;11

02
2

1
1   .

Якщо 21   , тоо з (7.56) одержимо таку формулу
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Умова контакту оболонки і бандажа записується у вигляді формули (7.53), в

якій приймається 
2
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Рис. 7.6. Контактні напруження у підкріпленні

Криві на рис. 7.6 ілюструють залежність приведених контактних напружень

DRpq 3
0 , від форми овала при 21

0
1 l , 4/1 Rl ,  1,00 Rl , 3,0 , 20hR ,

005,0 , 01,0R , 24N , K = M = 300 (довжини відрізків частинних сум рядів).

Криві 1–4 відповідають значенням параметра 
4
1;

3
1;

2
1;0: . Бачимо, що різка зміна

кривини кромки бандажа, навіть за умови гладкості (неперервності дотичної),
приводить до концентрації контактних напружень в зоні зміни кривин.
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