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Ë³í³éíà àëãåáðà, ÿê í³ÿêà ³íøà ìàòåìàòè÷íà äèñöèïë³íà, ò³ñíî
ïîâ’ÿçàíà ç îá÷èñëþâàëüíîþ ïðàêòèêîþ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíèõ íà-
óêîâèõ çàäà÷. Íå áóäå âåëèêèì ïåðåá³ëüøåííÿì ñòâåðäæóâàòè, ùî
áóäü-ÿêà íàóêîâî-òåõí³÷íà àáî åêîíîì³÷íà ïðîáëåìà íà òîìó ÷è ³íøî-
ìó åòàï³ çâîäèòüñÿ äî àëãåáðà¿÷íî¿ çàäà÷³. Òîìó ë³í³éíà àëãåáðà º âàæ-
ëèâîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¿ ï³äãîòîâêè êîæíîãî ôà-
õ³âöÿ ³íæåíåðíî-òåõí³÷íîãî àáî åêîíîì³÷íîãî ïðîô³ëþ.

Ñó÷àñíèé ï³äõ³ä äî âèêëàäàííÿ ë³í³éíî¿ àëãåáðè ïîëÿãàº â
îá’ºäíàíí³ ¿¿ ç áàãàòîâèì³ðíîþ àíàë³òè÷íîþ ãåîìåòð³ºþ, ùî äîçâî-
ëÿº á³ëüø ãëèáîêî âèñâ³òëèòè îáèäâ³ äèñöèïë³íè ³ ï³äêðåñëèòè ò³ñí³
çâ’ÿçêè ì³æ íèìè. ²ñíóþ÷³ ï³äðó÷íèêè ç îá’ºäíàíîãî êóðñó ë³í³éíî¿
àëãåáðè ³ áàãàòîâèì³ðíî¿ àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ [2, 4, 7, 8] çîð³ºíòî-
âàí³ íà ïîòðåáè íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó íà ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòåòàõ
óí³âåðñèòåò³â. Ñòóäåíòàì íåìàòåìàòè÷íèõ ñïåö³àëüíîñòåé ñêîðèñòà-
òèñÿ öèìè ï³äðó÷íèêàìè äîñèòü ñêëàäíî, à àíàëîã³÷íèõ ï³äðó÷íèê³â
äëÿ òàêèõ ñòóäåíò³â íå ³ñíóº.

Çàïîâíèòè âêàçàíó ïðîãàëèíó ïîêëèêàíà êíèãà, ùî ïðîïîíóºòü-
ñÿ óâàç³ ÷èòà÷à. Êíèãà º ïåðåðîáëåíèì ³ äîïîâíåíèì âèäàííÿì â³ä-
ïîâ³äíèõ ðîçä³ë³â ï³äðó÷íèêà [15] äëÿ åêîíîì³÷íèõ ñïåö³àëüíîñòåé.
Âîíà ìîæå áóòè îñîáëèâî êîðèñíîþ òèì îñîáàì, ÿê³ ó ñâî¿é ôàõîâ³é
ä³ÿëüíîñò³ ìàòèìóòü ñïðàâó ç áàãàòîâèì³ðíèì ñòàòèñòè÷íèì àíàë³-
çîì, ìàòåìàòè÷íèì ïðîãðàìóâàííÿì, îá÷èñëþâàëüíèìè ìåòîäàìè.

Êíèãó ìîæíà óìîâíî ðîçä³ëèòè íà äâ³ ÷àñòèíè. Ïåðøà ç íèõ
(ãëàâè 1 — 9) º åëåìåíòàðíèì âñòóïîì äî îá’ºäíàíîãî êóðñó ë³í³éíî¿
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àëãåáðè ³ áàãàòîâèì³ðíî¿ àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿, ÿêèé ì³ñòèòü, â îñíîâ-
íîìó, òðàäèö³éí³ ïèòàííÿ, ðîçãÿäóâàí³ â öèõ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèï-
ë³íàõ. Ó äðóã³é ÷àñòèí³ (ãëàâè 10 —12) ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïåö³àëüí³ ïè-
òàííÿ: ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³çíèöåâèõ ³ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó ç ïîñò³éíèìè êîåô³ö³ºíòàìè òà àíàëîã³÷í³ ð³âíÿííÿ
âèùèõ ïîðÿäê³â, ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàò³â, îá÷èñëþâàëüí³ çàäà÷³
ë³í³éíî¿ àëãåáðè. Äëÿ ÷èòàííÿ êíèãè äîñòàòíüî çíàòè ìàòåìàòèêó â îá-
ñÿç³ øê³ëüíî¿ ïðîãðàìè ³ ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ äëÿ ðîçóì³ííÿ
òåêñòó ïîòð³áí³ äîäàòêîâ³ â³äîìîñò³ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó (ïðà-
âèëî Ëîï³òàëÿ, ïî÷àòêîâ³ â³äîìîñò³ ïðî ðÿäè, òåîðåìà Âåéºðøòðàññà
äëÿ ôóíêö³é ê³ëüêîõ çì³ííèõ). Íåîáõ³äíó ³íôîðìàö³þ ³ç çàçíà÷åíèõ
ïèòàíü ìîæíà ïî÷åðïíóòè ç êíèãè [10].

Äî âñ³õ ãëàâ êíèãè äîáàâëåí³ âïðàâè, ÿê³ âì³ùóþòü äîäàòêîâ³
òåîðåòè÷í³ ïèòàííÿ, à íàïðèê³íö³ êíèãè íàâåäåí³ âêàç³âêè äî áàãà-
òüîõ ç öèõ âïðàâ. ×èòà÷ó ðåêîìåíäóºòüñÿ ï³ñëÿ âèâ÷åííÿ ãëàâè ïðî-
÷èòàòè âñ³ âïðàâè äî íå¿ íåçàëåæíî â³ä òîãî, ÿê³ ç íèõ â³í áóäå âèêî-
íóâàòè. ×èòà÷ ïîâèíåí òàêîæ âèêîíàòè äîâåäåííÿ òèõ òâåðäæåíü, äî
ÿêèõ ó òåêñò³ â³äíîñÿòüñÿ ôðàçè «íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ», «àíàëîã³÷íî
ìîæíà äîâåñòè» ³ ò. ³í.

Êîæíà ãëàâà êíèãè ñêëàäàºòüñÿ ç ðîçä³ë³â. Íàïðèêëàä, ðîçä³ë
7.3 — öå òðåò³é ðîçä³ë ãëàâè 7. Äëÿ íóìåðàö³¿ ³ ïîñèëàííÿ íà ôîðìó-
ëè â ìåæàõ ðîçä³ëó âèêîðèñòîâóºòüñÿ îäíå ÷èñëî, à ïðè ïîñèëàíí³
íà ôîðìóëè ç ³íøèõ ðîçä³ë³â óêàçóþòüñÿ òðè ÷èñëà — íîìåðè ðîçä³ë³â
³ íîìåð ôîðìóëè. Ïîçíà÷êà «  » âêàçóº íà ê³íåöü äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè àáî éîãî â³äñóòí³ñòü, à «  » — íà ê³íåöü ðîçâ’ÿçêó ïðèêëàäó.

Àâòîð áóäå âäÿ÷íèé óñ³ì ÷èòà÷àì, ÿê³ çâåðíóòü éîãî óâàãó íà
íåäîë³êè êíèãè.

Þ.Òðàâê³í
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������#
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� �� 1( ... )mf f ��� 1 0( ... )m −f f x f ����'�%#

���(�'�����������%	�-�������
� �� 1( ... )mf f ���
������!�����%�� ��#
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���	���	�������������	�#����	� 7$ −  �)����#�����
����
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���	����	���'����������	����#���%��	�������������������
����
�"

���
�#�������������
��������	�����	�#����	��	����# 

��'�'��<	������������
�
�������-�����������I������
(�������"

�����������������������
%���������
����������	������	����	�����"

���	� S�������������
������
�������%��	��������	�������
�
�#��
���"

�
��������	���(�#����������������	����
�# 

B�%

��	����������6�	�:������������������������������#��

������
��� 1, ..., ku u � 	� 1, ..., lv v �	����	��� B
��	���
�	� ����
�����

�����U V+ ����
�(����������������	�����	�������
�����#�����	��"

������	�	
���������	�
�	����������	�� 1 1, ..., , , ..., .k lu u v v &�����	"

��������	��	������������
�
��#����������
����	����������	�����"

���	��6�	�: �D�����
����������U V+ �(����(��
������
���	���	����"

����	��6�	�: �0	��(��
����
�#�����
������#�	��������������	�	
��

���
�����%�������	���	�	��
��%���������	�� 1 1, ..., , , ..., ,k lu u v v ����"

����� ( ) ( )dim ,U V r+ = A ����&�-��
�����������
������'�(�������"

�
�����
�
��%�������	� 

A������������������������	�� ,U V� �����

�	�#$�����������	"

$�(�#������
��������
�����
���������
�����������	��������������
"

�
��#���������
����	����#� 1 2, .= =A x A x0 0 �0���������
�����#���"

���	��� U V� ����	�	��	�#������	�������
�����������
����
�����#��"

��#� �����������
� � Q�
�$���
������ �
�����������	��� U V� (

C���
����
�#�
�������
���������	��7���(��
��'8������	���'������"

��� 1

2

.
  =  

0
A

x
A

2���������	�����������
���	�������	������	����	��������	�����"
��(�������������$����
������
�� 
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) � � � � 
 � � 1 � &�

��������	��	��#�	��
����������	��������	�

6�	�:���
�������%��	����	�����
��������

1 2(1 1 1 0) , (0 1 0 2) ;= − =T Tu u

1 2( 1 1 1 4) , (3 2 3 2) .= − = − −T Tv v

I��
����� �
������� ����
��� ���'� (� �������
��� ������	�

1 2 1 2, , , .u u v v �B
��$�����
�����	��������������
��#����������	 �2���"

�
����
�������������������������	��
�������������3

1 1

2 2

1 1 1

2 1 2

1 1 1 0 1 1 1 0

0 1 0 2 0 1 0 2

1 1 1 4 0 2 0 4

33 2 3 2 0 1 0 2

− −  
  
  

+−   
    − +− − − −

u u

u u

v u v

v u v

� �

1

2

1 2 1

1 2 2

1 1 1 0

0 1 0 2
.

20 0 0 0

30 0 0 0

− 



− + 
  − + +

u

u

u u v

u u v

�

0������� 1 2 1 2, , ,u u v v (��	�	
����
������������	�#����
�������"

�
��'��
����	�*�������
��#�����������+����	���(�6��������(����$��

�	��9 �O�����
����
��	���������������#�����������
���
�
������

1 2 1 1 2 22− + = − 3 + + =u u v u u v0, 0. �L��-��	�	
�	��
�������	��	�

������
��� 1 2 1 2, , , .u u v v �)����#���� 1u 	� 2u �(��	�	
������
��������

������������������#��
�����	����������U V+ 	�dim( ) 2.+ =U V
) � � � � 
 � � 9 � &�

��������	��	��#�	��
���������	����	����"

����	��6�G�:�����������#���������
�� �?����#��������
�����	�$��
("

����������������	���%��	����#����	�����
�
��#��	����������6�G�: 

?�������������������� 1 2 3 4( )Tx x x x=x ��
���
���	���������

6���
�����������
��������� 1u 	� 2u �� ����%	���� 	�����
��#������

1 2 1 2( ) ( ).r r=u u u u x �I��
������
����� 1 2( )u u x 	������������

''��������	��
�������������3



Ãë. 3. Båêòîðí³ ïðîñòîðè88

Íà ï³äñòàâ³ óìîâè r (u1  u2) = r (u1  u2  x) ìîæíà íàïèñàòè ñèñòåìó
ð³âíÿíü, ùî âèçíà÷àº ï³äïðîñò³ð U:

Àíàëîã³÷íî ìîæíà îäåðæàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº
ï³äïðîñò³ð V. Âîíà âèÿâëÿºòüñÿ òàêîþ æ, ÿê ³ ïîïåðåäíÿ:

Ùîá çíàéòè    îá’ºäíàºìî îäåðæàí³ ñèñòåìè:

¯¿ ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ’ÿçê³â, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç âåêòîð³â
(1  0  –1  –2)T ³ (0  1  0  2)T º áàçèñîì ïåðåð³çó . Çðîçóì³ëî,
ùî   

3.6. Âçàºìíå ðîçì³ùåííÿ ïëîùèí

3.6.1. Ïåðåòèíí³, ïàðàëåëüí³, ïåðåõðåñí³ ïëîùèíè. Ïðè
îäíî÷àñíîìó ðîçãëÿä³ ê³ëüêîõ ïëîùèí âèíèêàþòü ð³çí³ çàäà÷³ ³ â ïåð-
øó ÷åðãó çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ¿õ âçàºìíîãî ðîçì³ùåííÿ. Âëàñòè-
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0 0 1 1= + αx f f
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���*6+ �)��

�#����������������

0 0 1 1 1 2 1( ) .= + α + γ + γx g f g
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������� 1 1.α = −γ �D��	

0 0 2 1 ,= + γx g g
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(���������
� 0x ��
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�
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� ;Π ��
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���#�
������������ =Π  �A����������
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���#�
������������ ;Π �	� ;= = ����� =6 ���	�
(�#����� ;6  
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4+ 6+ 1+

J�� �<
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�
�
��#���������
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��#������

�	����	��	������	��	�����������������	�
�������� �&�����
����	

�	�����������

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

... ,

...
n n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
+ + + = *1+

�
�
���#�	����	�	��	�#������	����������C	�	(�������� $MM ��4 � �(�����"

����	
����3

11 12 1

21 22 2

... n

n

a a a

a a a
= = =  *9+



��������
��
������
��
��1(

0�����
��
�
������������
������%����������%��������������	�"

�����
���
���	�$	
 �?���
��	$���������
���#������
�����	
�������	 

���	�
����0����C�-
���
-���� kΠ ������
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-���� lΠ ,��

l k≥ ,�����
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kΠ ����
 ������
-���� lΠ �
? � � � � � � � � � S��������
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�	���
�	��������������������1 1 4 �&���
%��
������#��������������

�
��$�����������	��	����������������������	3

0 0
1 1

, .
k l

i i j j
i j= =

= + α = + β∑ ∑x f f x f g *;+

)��
������������#"��
�����
� 0 k∈ Πx ��
�����#��������� lΠ  

B
��	���
�	���������1 1 4������ 0 0 .kU− ∈x f �2��	�#�����������(

�
�
���#��������� k lU U⊆ ������� 0 0 lU− ∈x f  �Q�
�$���
������������

0 0−x f ��	�	
������
�
(�#����������������� 1, ..., lg g 3

0 0
1

.
l

j j
j=

′− = β∑x f g

)��	��������	('��	�����	�����������	��������*;+���	����#������
"

����	��#������� 0x �������	� lΠ  �

A�������
����������������
����������������
����%�����
��	�	�

0 1 1= + αx f f ���
�����#�������	� 0
1

.
l

j j
j=

= + β∑x g g �I����������


�	������	�� 1U ������'��	�	'��������(�#������������ 1f ��
������������


�	������	�� lU ���������-�������
��� 1, ..., lg g  �A��������
��	�	��	

������
��
�
���#�	����� 1 ⊂ lU U ��������������� 1f ����������	�	
�����"

�
�
����������� 1, ... , lg g  �,�	�������������
������	���	�#��'��������

�����'��	�	'�	�������������
���
�
��������
�����������(� 0f  �D��	��


�	���
�	���������1 1 4� 0 0− ∈ lUf g ������	������#��������	���������"

���� 0 0−f g ��	�	
������
�
���������� 1, ... , lg g  
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Ôîðìóëè (9), (10) âèçíà÷àþòü òàê çâàíó îïóêëó êîìá³íàö³þ òî÷îê

1x  ³ 2x . Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àºòüñÿ îïóêëà êîìá³íàö³ÿ áóäü-ÿêî¿ ê³ëüêîñò³
òî÷îê.

Ìíîæèíà òî÷îê ä³éñíîãî àô³ííîãî ïðîñòîðó íàçèâàºòüñÿ îïóêëîþ,
ÿêùî ðàçîì ç êîæíèìè äâîìà ñâî¿ìè òî÷êàìè À, Â âîíà âì³ùóº â³äð³çîê
ÀÂ. Íàéïðîñò³øèìè ïðèêëàäàìè îïóêëèõ ìíîæèí º ïðÿìà ë³í³ÿ,
â³äð³çîê, âåñü ïðîñò³ð Sn. Ìíîæèíà, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç îäí³º¿ òî÷êè, ³
ïóñòà ìíîæèíà òåæ ââàæàþòüñÿ îïóêëèìè.

Íåõàé ó ïðîñòîð³ Sn çàäàíà ã³ïåðïëîùèíà   a1i xi = b. Çàïèøåìî

öå ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³:

äå . Ã³ïåðïëîùèíà ðîçáè-
âàº ïðîñò³ð íà äâ³ ÷àñòèíè, òî÷êè ÿêèõ õàðàêòåðèçóþòüñÿ íå-
ð³âíîñòÿìè . Êîæíà ç öèõ ÷àñòèí íàçèâàºòüñÿ
íàï³âïðîñòîðîì. Ã³ïåðïëîùèíà º ñï³ëüíîþ ÷àñòèíîþ íàï³â-
ïðîñòîð³â.

Òåîðåìà 3.6.4. Íàï³âïðîñò³ð º îïóêëîþ ìíîæèíîþ.
Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé òî÷êè À, Â â³äð³çêó ÀÂ íàëåæàòü îäíî-

ìó ³ òîìó æ íàï³âïðîñòîðó, òîáòî âåëè÷èíè  ³  ìà-
þòü îäíàêîâ³ çíàêè. ßêùî ðàä³óñ-âåêòîð x äîâ³ëüíî¿ òî÷êè C â³ä-
ð³çêó ÀÂ âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (8), òî

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ïðè  âåëè÷èíà  ìàº òîé
æå çíàê, ùî ³ âåëè÷èíè .

Îòæå, òî÷êà C íàëåæèòü òîìó æ íàï³âïðîñòîðó, ùî ³ òî÷êè À, Â,
òîáòî íàï³âïðîñò³ð º îïóêëîþ ìíîæèíîþ. 

Ïåðåð³ç áóäü-ÿêî¿ ñóêóïíîñò³ îïóêëèõ ìíîæèí º îïóêëîþ ìíî-
æèíîþ, áî ÿêùî òî÷êè À, Â íàëåæàòü ïåðåð³çó îïóêëèõ ìíîæèí, òî
â³äð³çîê ÀÂ íàëåæèòü êîæí³é ç öèõ ìíîæèí ³, îòæå, ¿õ ïåðåð³çó.
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1375.2. Â³äñòàí³, êóòè, îá’ºìè

Öÿ ð³âí³ñòü º ðîçêëàäîì äîâ³ëüíîãî âåêòîðà   íà îðòîãîíàëüíó
ïðîåêö³þ u ³ ïåðïåíäèêóëÿð n. Îòæå, íîðìàëüíèé âåêòîð ïëîùèíè
çá³ãàºòüñÿ ç ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåíèì ç áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ïëîùè-
íè íà ¿¿ ñïðÿìîâóþ÷èé ï³äïðîñò³ð. Âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñò³ ïåðïåíäèêó-
ëÿðà, îïóùåíîãî ç âåêòîðà íà ï³äïðîñò³ð, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî íîð-
ìàëüíèé âåêòîð ìàº íàéìåíøó äîâæèíó ñåðåä óñ³õ âåêòîð³â ïëîùèíè.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêö³þ âåêòîðà a íà
ïëîùèíó Ï. ßêùî U — ñïðÿìîâóþ÷èé ï³äïðîñò³ð ïëîùèíè, òî,
ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, a = u + v, äå   Â³çüìåìî âåêòîð

  òàêèé, ùî y = n + u, äå n — íîðìàëüíèé âåêòîð ïëîùèíè.
Òåïåð ìàºìî ð³âí³ñòü  a – y = v – n,  çâ³äêè

a = y + (v – n).

Âåêòîðè y, v i n âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, òîìó îñòàííÿ ôîð-
ìóëà âêàçóº íà ìîæëèâ³ñòü ïðåäñòàâëåííÿ ºäèíèì ñïîñîáîì äîâ³ëü-
íîãî âåêòîðà a ïðîñòîðó ó âèãëÿä³ ñóìè

a = y + z, (12)

äå âåêòîð y íàëåæèòü ïëîùèí³ Ï, à âåêòîð z = v – n  º îðòîãîíàëü-
íèì äî ñïðÿìîâóþ÷îãî ï³äïðîñòîðó U. Âåêòîð y ó ðîçêëàä³ (12)
íàçèâàºòüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêö³ºþ âåêòîðà a íà ïëîùèíó Ï,
à z — ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåíèì ç à íà Ï.

Ðîçãëÿíåìî á³ëüø äîêëàäíî  ïèòàííÿ ïðî íîðìàëüíèé âåêòîð
ïëîùèíè ³ ðîçêëàä (12) ó âèïàäêó, êîëè ïëîùèíà º ïðÿìîþ ë³í³ºþ

 Ïðè öüîìó ñèñòåìà ð³âíÿíü (11) çâîäèòüñÿ äî îäí³º¿
óìîâè    ³ íîðìàëüíèé âåêòîð, îá÷èñëåíèé çà äîïî-
ìîãîþ ôîðìóëè (10), äîð³âíþº

Îðòîãîíàëüíà ïðîåêö³ÿ a íà ñïðÿìîâóþ÷èé ï³äïðîñò³ð ïðÿìî¿
ë³í³¿ íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (6) º òàêîþ:
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5.2.5. Êóòè. Êóòîì  ì³æ íåíóëüîâèìè âåêòîðàìè a, b
åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó íàçèâàºòüñÿ êóò, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ñï³â-
â³äíîøåííÿìè:

(19)

Öå âèçíà÷åííÿ º êîðåêòíèì, áî ç íåð³âíîñò³ Êîø³ — Øâàðöà —
Áóíÿêîâñüêîãî âèïëèâàº, ùî  . ßêùî ñåðåä âåêòîð³â
a ³ b º ïðèíàéìí³ îäèí íóëüîâèé, òî êóò ì³æ òàêèìè âåêòîðàìè ââà-
æàºòüñÿ íåâèçíà÷åíèì.

Êóòîì  ì³æ íåíóëüîâèì âåêòîðîì à ³ íåíóëüîâèì
ï³äïðîñòîðîì U íàçèâàºòüñÿ íàéìåíøèé ç êóò³â ì³æ âåêòîðîì à
³ âåêòîðàìè . Ç óðàõóâàííÿì íåð³âíîñò³ Êîø³ — Øâàðöà —
Áóíÿêîâñüêîãî ìàºìî:

Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ïåðåòâîðþºòüñÿ â ð³âí³ñòü òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êî-
ëè âåêòîð b óòâîðþº íóëüîâèé êóò ç âåêòîðîì u. Îòæå, êóò ì³æ âåê-
òîðîì a ³ ï³äïðîñòîðîì U çá³ãàºòüñÿ ç êóòîì ì³æ âåêòîðîì a ³ éîãî
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêö³ºþ íà U.

Êóò  ì³æ âåêòîðîì à ³ ïëîùèíîþ Ï ââàæàºòüñÿ ð³âíèì
êóòó  ì³æ à ³ ñïðÿìîâóþ÷èì ï³äïðîñòîðîì U ïëîùèíè Ï.

Êóòîì  ì³æ íåíóëüîìèìè ï³äïðîñòîðàìè U i V ïðè
  íàçèâàºòüñÿ íàéìåíøèé ç êóò³â ì³æ äîâ³ëüíèì âåê-

òîðîì îäíîãî ï³äïðîñòîðó ³ éîãî îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêö³ºþ íà ³íøèé.
Íåõàé à — äîâ³ëüíèé âåêòîð ç U i v0 — éîãî îðòîãîíàëüíà ïðîåêö³ÿ
íà V. Êóò  ó â³äïîâ³äíîñò³ äî éîãî âèçíà÷åííÿ äîð³âíþº
íàéìåíøîìó ç êóò³â  Àëå íàéìåíøèé ç êóò³â  — öå
êóò ì³æ v0 ³ ï³äïðîñòîðîì U, òîáòî  Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u0

îðòîãîíàëüíó ïðîåêö³þ âåêòîðà v0 íà ï³äïðîñò³ð U. Òîä³ ó â³äïîâ³ä-
íîñò³ äî âèçíà÷åííÿ êóòà ì³æ âåêòîðîì ³ ï³äïðîñòîðîì ïîâèííà âèêî-
íóâàòèñÿ ð³âí³ñòü 
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òðåáà çíàéòè áàçèñ ñóìè ¿õ ñïðÿìîâóþ÷èõ ï³äïðîñòîð³â U, V. Öå ïè-
òàííÿ áóëî âèñâ³òëåíå â ðîçä³ë³ 3.5. Íåõàé u1, ..., um — áàçèñ ñóìè
U + V. Â³äñòàíü ì³æ ïëîùèíàìè íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (5.2.7) äîð³âíþº

Ïðèïóñòèìî, ùî òðåáà çíàéòè â³äñòàíü ì³æ ïàðàëåëüíèìè ïëî-
ùèíàìè. Ó â³äïîâ³äíîñò³ äî âèçíà÷åííÿ ïàðàëåëüíîñò³ ïëîùèí ïî-
âèííî áóòè  (àáî ). Íåõàé  òîä³ ñóìà U + V
çá³ãàºòüñÿ ç U ³ ìè ïîâèíí³ çíàõîäèòè â³äñòàíü ì³æ âåêòîðîì f0 – g0

³ ï³äïðîñòîðîì U.
Ó âèïàäêó ïàðàëåëüíîñò³ ïðÿìèõ ë³í³é (4) âåêòîðè f1 i g1

º êîë³íåàðíèìè. Â³äñòàííþ ì³æ ïðÿìèìè ë³í³ÿìè º â³äñòàíü ì³æ
âåêòîðîì f0 – g0 ³ ï³äïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðîì f1, òîáòî

(6)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ðîçøóêóºòüñÿ â³äñòàíü ì³æ ã³ïåðïëîùè-
íàìè   Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè c1 i c2 º êîë³íå-
àðíèìè. Òîä³ ã³ïåðïëîùèíè áóäóòü ïàðàëåëüíèìè  ³ â³äñòàíü ì³æ íè-
ìè ìîæíà çíàéòè ÿê â³äñòàíü ì³æ äåÿêîþ òî÷êîþ îäí³º¿ ã³ïåðïëîùèíè
³ ³íøîþ ã³ïåðïëîùèíîþ. ßêùî âåêòîðè c1 i c2 íå º êîë³íåàðíèìè, òî
ã³ïåðïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ³ òîìó â³äñòàíü ì³æ íèìè º íóëüîâîþ.

5.3.2. Îá÷èñëåííÿ êóò³â. Îá÷èñëèìî êóò ϕ ì³æ âåêòîðîì à ³
ã³ïåðïëîùèíîþ . Â³í äîð³âíþº êóòó ì³æ âåêòîðîì a ³ éîãî
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêö³ºþ è íà ñïðÿìîâóþ÷èé ï³äïðîñò³ð ã³ïåðïëî-
ùèíè. Öÿ ïðîåêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (5.2.16). Îòæå,

Ï³äñòàâëÿþ÷è ñþäè u ç (5.2.16), îäåðæèìî ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïå-
ðåòâîðåíü:
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1515.3. Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿

Î÷åâèäíî, ùî ïðÿì³ ë³í³¿ íå º ïàðàëåëüíèìè, òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ
â³äñòàí³ ì³æ íèìè òðåáà âçÿòè ôîðìóëó (5). Óðàõóâàâøè, ùî

 îäåðæèìî:

Òåïåð ç ôîðìóëè (5) âèïëèâàº, ùî â³äñòàíü ì³æ ïðÿìèìè ë³-
í³ÿìè äîð³âíþº  

Äëÿ äðóãî¿ ïàðè ïðÿìèõ ë³í³é ìàºìî:

Òóò ïðÿì³ ë³í³¿ º ïàðàëåëüíèìè, òîìó ñêîðèñòàºìîñÿ ôîðìóëîþ (6).
Îñê³ëüêè

òî øóêàíà â³äñòàíü äîð³âíþº   
Ï ð è ê ë à ä  3. Çíàéäåìî êóò ì³æ ï³äïðîñòîðàìè U ³ V, ÿê³

ïîðîäæóþòüñÿ â³äïîâ³äíî âåêòîðàìè

Ðîçì³ðêîâóþ÷è, ÿê ïðè ðîçãëÿä³ ïðèêëàäó 1 ç ðîçä³ëó 3.4, ëåãêî
ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî r(u1  u2  v1  v2) = 4. Òîìó dim U = 2,
dim V = 2, ³ ìè ïîâèíí³ ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ (5.2.20).

Â³çüìåìî âåêòîð u1 ³ îá÷èñëèìî éîãî îðòîãîíàëüíó ïðîåêö³þ
v0 íà ï³äïðîñò³ð V, ñêîðèñòàâøèñü ñõåìîþ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³å¿ çàäà÷³,
âèêëàäåíîþ ïðè ðîçãëÿä³ ïðèêëàäó 1 ç ðîçä³ëó 5.2. Âåêòîð v0 äî-
ð³âíþº    Àíàëîã³÷íî çíàõîäèìî îðòîãî-
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�
�����	����&������������	������� λ �1������
������������3�����
�
���
����5������������	�	$���	��(�3��$��*�5��"�6����������!���

!�	����	�$�����!����������������	��(&���������	�$������
������$�)

���$�&����������!������	�	�!������$��*�������������	�	$���	��("
7�����$��345��� �������$������(�!8

�(=−λ ��� 53 395

:���������	�$��������	�!������&�$���������$�����������!���$	��	)

���;"<"4��� ����$�	�� !��$�&�'����$��*(� �� −λ �������� 	���&

$�
$�

det( ) 0 .λ − =E A 3;5

2	�����(��(������	�(�������	��
�	
���������������$��*� �"

6�����!������������(��������������$��*���	�	��

�	�	�	�$�&��	���
����!��$�&�'�����!����$��!�3;5��� ���������$��$��8

1
0 1 1det( ) n n

na a a .−
−λ − = + λ + + λ + λE A � 3=5

#��������$����������$��3=5��������$��(������	��
�	
��
��������
���������$��*���&�����������	���1������	��
�	
��
�
��������
"

�	��������!��$�&�'�������$��395���3;5��� �����($������(��(

( ) , det ( ) 0.− λ = − λ =A E x A E0 3<5

>���������	��(�3<5���$������ �! ��������&�(����395�$��3;5"
6��	(�������������$�	
������������	����3=5���
!�!��$����$)

��*���&���(�(��
�*	��������	���������$	���$�����"�.�������$��)
*	���� 	�
!$����	�
 ��!������"��

1 2 1 0...

1 0 ... 0 0

.0 1 ... 0 0

... ... ... ... ...

0 0 ... 1 0

n na a a a− −− − − − 
 
 

=  
 
   

F 3�5
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6�*���!��� ����	�	����$��(&���������������������det ( )λ −E F ���
	�	�	�$�����	�������(���"

����)��*#+,��!�����%�����#�����������������!�������+(����(�
���$	��� ��� = &� 
!�������!����&�'������+(������ �������������
�������������"�?�������&�������������	��������	
��
��!����
�	�!�����)
��������	��"�@�$��*(��� 	�
!$���������&���	������������	��(� �
��������	�$������ !$��$�������	�
!$�"�A�(�����+(����(���������!
�
�(������
�	���������������	��������������	�$�������$��
�����	�)
$����������(�!������	����������"

%����&��'
�
 �&��������$��(��������&�'�����������(������(�)
��� 49 −=( "�6���������)(&��	�)�1������	&��������$��!(�����"�>!��
��������� ��!(���������	�������������
���
����� )(* + &�(�	������)
���$��(����������$	����+"�B��������������$��(������������$����&��
����� )�1�!(��������$����������	������������� )(*+ += "�A�(�*��
���	���������$��!�$��������	��(8

�+)(*)+)(** CD53CD&EF53EF =+==+=

,����	���	������� )(*+ −= ��������$��(�����,��
����������)
�	������������	������������� )(*+ += ��:�	�����&�'�� ++ =53 ���(

!��)(����������	��������������+&���������$�� ++ = ������!�$��(�$���
��$������$���&������+�1������	������"

A��������	�����������������$��(������������8

(-).*-(.)(* 53535353 +++=+++
����� �$��(����������$���(������������	��(� 49 −=( 8

().*-)-*.)-().(*-(*.-(.)(* 53535533 9 ++−=+++=++ "

:
����	��(����$��������	���������	�������$��(�����
����	��(���)

!$�!���(������� 	��(����	�������������	��������������&����()
 	�	��������	������"�-�!�� ���&�'����	��*�(����( 	��(��	�	�$��)
��������%�	$���������	��*�(������������	��������������8

1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 2

2 2

, , ( 0).
 ± = ± = = ≠  

� �

� � � � � � � � �

� �

2��������$���	�	���(�$��(�
	����	�	����"
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B����� 99 )* + � �������$��(���'"���������	������������

)(*+ += �����������$��(��	�	�� GG + 8

�)*)(*+ 99 +=+=

:�	�����&�'�� 9GG0GGGG +++++ == � "�-���!����&�'�� HGG >+ &����)

���!� HGG =+ �$������$������$���&������ H=+ "

,!$�ϕ &�(������������$��(��������������	��

2 2 2 2
cos , sin ,

a b

a b a b
ϕ = ϕ =

+ +
3I5

�������$��(����"���	��������	������������� )(*+ += � 3���"�445"
���!�	�$�������+���������$��(��	�	�� +JKL �����������$��(���$����)
�$������������� π/9 &��	�/�1�*��	������"�-�%���!��3I5���������&�'�
��(� H≠+ ��������*	�	�
������	�
����%����������	������������8

5M0N3OPMGG ϕ+ϕ= (++ "

,����	���	������� ϕ+ϕ M0NOPM ( ���������$��(���������� ϕ(0 &
$�
$����(�
!��)(�������������������� ϕ ��������*	�1���"���23����8

ϕ+ϕ=ϕ M0NOPM (0( " 3Q5

R!��*�(� ϕ(0 ������������������$����$�������������
�%!��*�
"�:����)
�������������$���8

1
1 2 1 2 1 2

2

( ) ( ), ,
i

i i i i
i

e
e e e e

e

ϕ
ϕ ϕ ϕ +ϕ ϕ −ϕ

ϕ
= =

�����!��	�� ����	�	����$��(��������������%���!���3Q5"�2(� �%��)
�!���������(��������$��
!��)(�	������	���	���������������
����3
%����8

ϕ= (0++ GG "

,����	���	��������� �����
����$��$��������������	���������)

'����3���"�495"��������$�������������������	���������'��������)
���$��(��������������&����	�$���������1�!(����"
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,����	���	�������+���
�� !�$��$��� ����(�����������������

3�	�$����5�������$����!�$��*��4������*	��!�$��*��+"������������$���� 
�����	������������������	�$�����������	����
����'����������$)
����!�$��*��4����������������������"�.��!��	�$��&�'����
�� !�����)

��	���	�������+&���������$��$���� ���$	����+"�@��!��������	����)
��������� +������������� �����	�$���� +&� �� ���!�	�$�1��!$!��� 

�����������������	�$�����+"
-�������������	�$�������$�!���	��(��� ��������������$�!)

��$����������(������������(������	���������	�"�-����������������)

�(������	���������	����������&�'�������� 94 ++ + ���
�� !�$��(��	�)
$����&���
!��������������������������������������(��	�$����"��	�)

$��� 94 ++ − �
!�!�$��(�(���!����	�$����� 94 0 ++ − �3���"�495"�/�����"�49
�����&�'������$������ �$������� 94 0 ++ ���������� 94 ++ − "�@�� �)

���$�����+&�'�����������(���	������$�� �++ ≤− H4 &�����!��������)
����������������!�� ����*	�$����!�$��*�� H+ "

������� �������

A�(� 
!��)(���� �����	������ ���	�� 94 0 ++ � �����!�$��(
�	������$�8

�++++++ 949494 +≤+≤− 3S5

A�����&� ��� ���� �$����� $���!$����� �� �	���������� $������4&

1 1 2, +� � � ���������$�� 1 2 1 2| |, | | i | |+� � � � �3���"�495&�$��!��	���)
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 ����$�����$���!$����"

/�������*������ 	��&�(�������!�$��(����
!����(����	�(

�)�� O$	�	�(� �������	������������"�B����� = nw � � �������$��(

���	�	���)�� O$	�	�(���������+&�(�'�� .=nw � �/	���� | | iw w e ϕ= ��

| | ,θ= ie� � �$���

| | | | .ϕ θ=n in iw e e�

A�������������������&�����������!��������������%����&����������&

�����
�����!��������&������!�	�$���������(�$��(����2kπ &��	�5�1��	()
�	�*��	������"�:$ 	&

| | | |, 2 ,= ϕ = θ + πnw n k�

$��!���������� ��!����	������������+8

( 2 ) /| | , 0, 1, 2, ... .θ+ π= = ± ±i k nn
kw e k� 34H5

#��� 	��&�'���	�	�������	���������	��34H5������	���������"

���!�	�$�����	�� 0 1 1, , ... , nw w w − ���������$�

0 1 1

2 2 ( 1)
, , ... , .n

n

n n n−
θ θ + π θ + π −ϕ = ϕ = ϕ =

6�����������������������(�$��(������������������	��	��� ����2π "�,�)
����� nw ��
����$��(��� 0w &���������� 0| | | |nw w= ��� 0 2 .nϕ = ϕ + π ����)

���������� ����	�	����$��(���$��!&�'�� 1 1 1 1,n nw w w w+ − −= = ���$"�"

����-����$�!"�$%�"%��%.�+�#/#������6���+(��!�������	��(�

�����$	���$��������������	����� �	������(���$��(��	(������	
)

��
��������$����$�������������������	���"�>%���!������$	��	�!&

���(�!���������������������$��(�����+(����(����	
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���
����
�	)

���������������	��"�@��
!�	��������$!��$��(�������	��(�����	���

�������	�� ( )f λ �(������	������!�	�$��λ &�����(�����������	���
	�)
$��$��(����!��"

�	
�	�
�������0
��
��
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�	�
�
��	���1��6"'����
3����������

1
0 1 1( ) n n

n nf a a a a−
−λ = + λ + + λ + λ�
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�	������ 1n ≥ ������������
�
����1� �7�	��
���7���
��3�����'
�

������8�����������,"�
8����������
3��

7����(�	������
������� �����������������$	��	��"�/	�������)

����	�� ( )f λ �O$	�	�(� 1n ≥ ���������������������������� 1λ "�.���

1( ) ( ) ( ),f gλ = λ − λ λ

�	� ( )g λ �1��������	��( 1)n − )���O$	�	�(��������	���������	%�*���)

$���"�6�������	��!&� ( )g λ ������������ 2λ ����� 2n ≥ 8

2( ) ( ) ( ),g hλ = λ − λ λ
����������������&�'�

1 2( ) ( )( ) ( ).f hλ = λ − λ λ − λ λ

#����� !����*������!����(&���������*����	� ���8

1 2( ) ( )( ) ( ),nf aλ = λ − λ λ − λ λ − λ� 3445

�	���1��	(�	������"�/	�� �������!��$�&�'�� na a= "�B����� na �����)

���$��(��$��������	%�*���$��"�T�'�� 1na = &�$���������	�� ( )f λ ���)

�����$��(����'��
�"

>	�	����� �����������
����$����������$��3445��� !$��
!$����)

������"�,������$��������������� ��������(��	(��������	�(��������$�)

�(���������	���	&"�,���������$���$��4��������$��(�����	
�"�@� )

�����$�����	�	������	�$�	�������	��(����$��������	�(8������ 0λ ��

���	�	���������	��� ( )f λ ����$���$��/&�(�'�

0( ) ( ) ( ) ,mf gλ = λ − λ λ 3495

�	��������	�� ( )g λ ���$����&�'�� 0( ) 0.g λ ≠ �#����	�
�����������$�$��

!��������$���$�����	�(��������	�����	$��(������$!�����$	��	��"

�	
�	�
��������9���	���8�:����
���� 0λ ��"��������������������

��� ( )f λ ����	���	��/8�������'��� ��'��	�	���8�:����
���"���
��

"���


( ) ( )
0 0( ) 0, 0, 1, ( ) 0.k mf k m fλ = = − λ ≠ 34;5
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A � � 	 � 	 � � ("� / 	 � 
 � � � � � � $ �"� #����%	�	�*���������)

����	��3495&�$������$��	��8

1 1
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,− −′ ′λ = λ − λ λ + λ − λ λ = λ − λ λm m mf m g g h

�	

0 0( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0.h m g g h′λ = λ + λ − λ λ λ ≠

-��������������&�'����������������	��� ( )f λ ����$���$��/�������)

���������	�	���������	��� ( )f ′ λ ����$���$�� 1m − ����������"������)

�������� ����$�	�� !��$�&�'�� 0λ ������	�	�����$���$�� 2m − ����)

����	��� ( )f ′′ λ ���$"�"�/�������*����	� ���&�'�� 0λ ��	������	�	�����)

����	��� ( ) ( )mf λ &�$�
$�� ( )
0( ) 0.mf λ ≠

A � � $ � $ � � � $ �"� /	���������!�$��(�!�����34;5"�:�������
( 1)

0( ) 0,mf − λ = �$�������� 0λ ������	�	���������	��� ( 1) ( )mf − λ ����$)

���$���	��� �	�4"�:��������� 0λ ������	�	���������	��� ( 2) ( )mf − λ
���$���$���	��� �	�9���$"�"

-������$��(�������$�&�'�����$���$�����	�(� 0λ ��������	��� ( )f λ
�	��	�	��'!��/"�T�
��*(����$���$��
!���
��������� �/&�$�����$���$�

*��������	�(���(� ( 1) ( )mf − λ �
!���
���'����� �4&������������������


������$�� ( )
0( ) 0,λ =mf �(����!�	�	��$����������!����34;5"�

.����������&�
!��)(�����������	���$	�	�(� 1n ≥ ��������	��)

�������	%�*���$���������� ���	���&�(�'���� ��������������!��$�

�$�����������&�(��������������$���$�"�.��������������������������

�������
�$	��	������	
��"

@������	���!���������$	�	�(� 0( )f aλ = &��	� 0 0,a ≠ ��	�������)

�	���"�/!��������������	�� 0( )f aλ = &��	� 0 0,a = ���������������)

��	���&�(�����������������������������������	���"�T�'���������	)

��� ( ) i ( )f gλ λ &��$	�	���(�����	��	�	��'!�$���&����$�����������)

�	��(�
������� ������������������	��(�����!�	�$�&�$��*���������	��

�
����$��("�A�����&��������	�� ( ) ( )f gλ − λ �����
����	��� ��� ��)

�	���&���������$	������	��	�	��'!���"�.��!� ( ) ( ) 0f gλ − λ = &�$�
$�

( ) ( )f gλ = λ "
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/	���� ( )f λ �1��������	�� �������������	%�*���$���&� $���

( ) ( ).f fλ = λ �T�'�� 0( ) 0f λ = &�$�� 0 0( ) ( ) 0.f fλ = λ = �2	��������&

'������� 0λ �������	�	���������	����������������	%�*���$���&�$���

�����	��������( 	�	������� 0λ �$��� ������	�	��*������������	��"

-��������������&�'���������	�� ( )f λ �����$��(����������$����$��)

��	�� 00( ) ( )λ − λ λ − λ &���	%�*���$��(���������������"�@� �������)

��$�&�'�����	��� 0λ ��� 0λ ����$�����!���$!� ����$���$�"

:�	�����&�'���������	���������������	%�*���$������ 	���$�

$����������!��������$�����	���&�'���	�����������"�.��!�
!��)(���

�������	���	���������$	�	�(��������������	%�*���$�����������)
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���$��*��
!��)(�����	�$�����$!������)

���
����!�� �������X�=5���(�����(���
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A�����+(�!������+(������ ��������������	��(���������������	�)

$��������$��*��������$��*�� /���� && µ+α "
R���!���3�"4"45�������$�&�'��������� 	������$��*������	�!)

����	���������������	�$�����	�������$��(&��������������	��(����)
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!�	��������	����� ( ) 0,r λ − =E A �$�
$������ .= λA E �2	

�������&�'����
!�	���$��*	������$�
��$�!�$!������	�������&�������
������(�������$��*	�"�6�����������������������$��*(�
!�	���$�

��������������	�$��"�:$ 	&���$��*(���!��������(��!������$��������)

��������	��(�����	%	�$�������!����&�'��������	�������(����"

7����(���������	�*	���������&������������	�	�� 1x ��������

�	�$��&�������������������$������������������	��(�λ &����	�	�� 2x 1

�	�$��&�'�����������(������(���

2 2 1 .= λ +Ax x x 3Q5

7��������!���&�(���������	�	����$	��	����"9"�&��� �����	� �$�����)

����������$��3�5���(��	%	�$��
���$��*���8

1,−=A T J T 3S5
�	

1 2

1
( ), .

0

λ = =  λ 
T x x J 34H5
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�����������������������
!�	
��(��	����!�������S"

A�(��
[�!�$!����(������	������$��������$��3S5�$�	
��������$�&
'������+(��������(��(�3Q5����!����'�������	��������	����������	�$�)
�� 1 .x �:�$���(�!�������
	��	�!���	����� 	���$����$��*���"

#���� ������������
��������$����������$�� 3Q5������$��*�
− λA E &���	� ���8

2
2( ) .− λ =A E x 0

-������ ��������� ���!����(� 2x � (�� ��������� �	�$���� ��$��*�
2( ) ,− λA E �����������������

��!���������������������	��("�Y	���)

�	�	��(��	�	�����������!�&�'������(��(�3Q5��	����������(�$��(����

2 1 ,= αx x �$�
$���	�$��� 2x ��	��������	����������	�$��� 1 .x
:$ 	&�����
[�!�$!����������	������$��������$��3S5"�,�������)

$���	�$���� 2x ��� �������$����3Q5��	$�����������	��("

��-���#!�����2��� ����%&�������'

��-����
�"4,�����	
��
�������
�	���������������	�������$�����
����+(�������	����	
���$����������������������"�T���������&���(
������ 	��(�������������	���$�	
�����$����!��$����
�� 	����	$���"
#��$	&�(�'���	�������$��(�����$�������������	��(�����������$����)
�$�&����
�	 �$��(��!����(��
���*����&��
�&�(���� !$�&�����+(�!��$�
�����!���������*�
�������������	��&�$��$!$����!�$������$�������$����
�	$������(���$��*����������������(��!"�6�	(����������������$����$�
�*�������(�������������	��&����	�
��$���������	��("�/��������&�!���)
�����&����+(�������������(�!���������������4H����$	����������*	���
����%	�	�*������������(����� ���������������� ������
�$��
	��$��)
����������(�������������	��� (λ &������	��������$������%����*�
����
��������(�����	��������(��	������$	�� HEF�
�4 <λ<λ (( "

?�$	�	��������
�	�����������*�
�������������	������+(������$�)
�� �������$��!����(��

�������
!��������	�������	$����"�#��������)
� 	����������������	��������������	�$��������	�	��(���������*�(
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������������	��&����������������������$�����$������������!�����	��)
������"������������$������(�
!��)(�������������
�������	��������$)
��*�"�@	$������������*�
�������������	������	$���������$��*����)

����$��(������������I"=���I"<"
��-�)����"$%2���7�+�$���7����(�	���������!����
������������

��$���(�$	��	�!"
�	
�	�
�������0�	
�	�
��$
�
�
1��H�:��'�����	�
 �����
���

�"&	������������	�

1

| | | |, 1, ,
n

ii ij
j
j i

a a i n
=
≠

> =∑
345

	����	�
 ����7����
��',���&�

A � � 	 � 	 � � ("� #���!�$���&�'����$��*(�������� 	��"�.���

���!���	�!��������	�$��� =
�II 53 4 �=� �$����&�'�

1

0, 1,
n

ij j
j

a x i n .
=

= =∑ 395
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:�������� 5UFV3UFV =�� = &�$�&���������������� =� &���	� ���

!���!��	����� 	���$����$��*������(��$���*��8

1

| | | |, 1, .
n

ii ji
j
j i

a a i n
=
≠

> =∑ 3;5

@�$��*(����������$��(���	�
 �&��'�����&�(�'��

�	�	�	�$�
���������(�$��!������345��
��3;5"�,� �����*���!�����������&�'����)

�!�����������������	�	�	�$���	�	��'!���!�!����!���������������	�	)
�	�$���$���� ��(�����
���$���*("

��-�-��*$4/%���$8/#$����������������	��(������������
���$��*�

11diag ( , ... , )nna a ��������!��$���	���8�*	�$����� 11, ... , nna a ��������)
�	���������'���"�#������������!�$�$�&�'������\�����]����������)

��������	�	�	�$��������������	��(�
!�!$���������$��(����	(������)
�����������$����� 11, ... , nna a "�.��	�����!'	��(����
[�!�$������&�(�

�����!�
�	
�	�
�������0�	
�	�
�%	�&�
�'�
1��6"'��������������������

�����	�
 ������,
	����
��3�������'���"�����"���

1

| | | |, 1, ,
n

ii ij
j
j i

a a i n
=
≠

λ − ≤ =∑ 3=5

���

1

| | | |, 1, ,
n

ii ji
j
j i

a a i n
=
≠

λ − ≤ =∑ 3<5

�������������3� λ ����:
���

A � � 	 � 	 � � (" �/	�����	������$��3=5��	������!�$��(���(��	)
(������������������	��(�λ "�.���

1

| | | |, 1,
n

ii ij
j
j i

a a i n .
=
≠

λ − > =∑

/������$����$	��	�����������*	����������	����� 	���$����$)
��*�� �� −λ &�'���!�	�	��$������!'	���&�'��λ �1������	�����	�)
�(���$��*���"
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����������&����������������!�����3;5&��� ������	�$���	���)
���$��3<5"�

,�!�����������	������ λ )���'���&�(�����������$��(��	���)
���$(���3=5� �� 3<5&��������$��(���!������	��������"�T�'��������)
����������F�	�	�$���	(������(�����
���$���*(����!�������&�$�������)
���������!���	�����������$�����"�/��������&���(���������
���$��*�
�!�!����$����!�����	����������������$��(��������
�$����"

.	��	����";"9��	�����!�&�(�	���������������������!�����	��� λ "
6�$	��	������	��$�	�� !�$��(&�'����(��� ������������������	��( λ
�����	$��(���!����*	�$���� iia ������������������!��&�(�������'!��λ "
:$ 	&� λ ����	 �$���
+��������$�������!���"�/� �	������	� ���
����$���!���%����*���������������*���������������	��&�(���!$��)
����$	��	�!��";"9"�A�(�*�������	�	������($$(����$���$����!�����	��)
�����������+(����$���
���$�������	����
����'���"

T�'���������$��� 	���!���	�������������� !�$��(�5��(�����
�
��5��$���*(�����$��*�&�$�������($�&�'����!���������$���$��5"

@�� ����$����������	����
����'�����������$��(���+(����
�
���$�&�(�'������������������������
���$����������'!�������!
�����&�(����+���!��
�"

@������*	
�	
�	�
��������K�"���"����������	���	����"����
��E������� �

�����
������������7���� ��	����	���',����8�/���"���8�����"	���&�
&	����C���"������	�����������������:
�
� ���������	
��&	�����

��E
�
�� ^ /���"���
8����:"&	��������/������
����������
A � � 	 � 	 � � (" �7���������$��*	���������(�	�����$��*�� ( )tA

��(� [ ]0, 1t ∈ ���	�	�	�$���� ( )ii iia t a= ��� ( )ij ija t ta= ����� i j≠ "�:�	)
�����&�'�� (1) .=A A

/	����/���!����!$�����$����+(��!��
���$��γ "�Z��������������
)
���$�� ( )tγ ���(���$��*�� ( )tA "���������
+������(����!���

| | , 1, ,ii ja t s i nλ − ≤ =

�	� js �1����������$����������$	��3=5��
��3<5"�:�	�����&�'�� ( )tγ ⊆ γ ��
(1) .γ = γ �-��������&�'���
���$�� ( )tγ ����������!�����γ ��	��
��+(�����

����+(�������(������ [ ]0, 1t ∈ "
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������&�'�������������	��(��	�	�	��������	 �$������	�	�	�$��
��$��*�"�.��!���(���$��*�� ( )tA ���������	�	�	�������%!��*�(��
��� L"�/	�	�	���������������&�������	������($������	 ���
���$�� γ "
.��!��������$��������������	�����$��*�&����	 ������� γ &��������$��(
�	�������"

��	��������������	��(�����$��*�� (0)A ���������������	�	�	�)
$�� iia &�'����*	�$�������!���&����	 ������� γ "�.��!��������$������)
��������	�����$��*�� (0)A � �&��$ 	&���$��*�� ( )tA &����	 ������� γ &
����������������$����!���&��
+������(��(������ γ "

����
�
�����H�:��'���
3���"��
��E��������������	
��7	�����

��E
�
�����7����	���	��48�	���������:"7��'�������������������

A � � 	 � 	 � � (� ����	������"
����
�
�����H�:��'���
3���"��
��E�������'�3�������	�
 ����

����	
��7	������ ��E
�
�����7����	���	��48�	���������:"7�'�3���
����������������

A � � 	 � 	 � � ("� T�
�������	�����	��(�
!��������	�����&�$�
����!��&�*	�$��(������	 �$����������������&�����������(�
��������	�)
�������( 	�	������	�����	��(&�'���	�� ����"�

-��������������!�����	����������� ����$����$�����������$��
�*�������(������������	�"�:���������������$��������*����&�(��������	�)
 ������������������	������$	��3�"4"S5"�-�3=5���3�"4"S5���������&�'�

1

|| | | || | |, 1, ,
n

ii ij
j
j i

a a i n
=
≠

λ − ≤ =∑

�
�

1 1

| | | | | | | |, 1,
n n

ii ij ij
j j
j i

a a a i n .
= =
≠

λ ≤ + = =∑ ∑ 3�5

������������������$�����	������$	��3<5���3�"4"S5������8

1

| | | |, 1,
n

ji
j

a i n .
=

λ ≤ =∑ 3I5

/	���� α �1����������������!�����!����	�	�	�$���!��(����
� β 1����������������!�����!����	�	�	�$���!��$���*(�"�.�����	���)
���$��3�5���3I5��� ����
+����$�8
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A � � 	 � 	 � � ("� 2	�$����������!�����	����������	 �$����

�����������������������������	����'!��$���!� 0λ = &������������$��)

*( �����	����� 	���"�.��!�������!���3����������������������	��(5

���	 �$����������'���� Re 0 (Re 0) ,λ > λ < (�'�����������������

	�	�	�$�� iia �������$�����3���+������5"�

/������$����$	��	����"9"<��������������������*�
�������������	��

��$��*������ ����	�	�$�����$��
� ����������(���$��*�� 1−S AS "����)
������
�����$��*��!��� 	���$���! 	�$���!��*���!"�:��
�������!�)

��������
�����$��*��!�!�����(��� 1 2diag ( , , ... , )ns s s=S &��	������

1 2, , ... , ns s s �������$����"�/	�� �����
���$�&�'����$��*(� 1−S AS
����	�	�	�$�� 1

i ij js a s− &����	������$��3=5���3<5���(�*��
���$��*�����$�

����(�8

1

1

1

1

| | | |, 1, ,

| | | |, 1,

n
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j
j i

n

ii i j ji
j
j i

a s s a i n
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=
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1 3/8
.

3/8 2
 =   

A

:����������$��*(������	$�����&�$��

������������	��(������������!)

������	��������������������������
����� | 1 | 3/8, | 2 | 3/8,λ − ≤ λ − ≤
�
�� 5/8 11/8, 13/8 19 /8.≤ λ ≤ ≤ λ ≤ �2����������� ����������&�$��!

�� �������������'!����������!��������!�����	����3����������)

���$�� 1 27 /8, 17 /8λ = λ = 5"

@�$��*(� 1−SAS &��	� diag(1, 2)=S &���������

1
1 0 1 3/8 1 0 1 3/ 4

.
0 1/ 2 3/8 2 0 2 3/16 2

−      = =          
SAS

/������$����%���!���3=5��������	������$�� | 1 | 3/ 4,λ − ≤ � | 2 |λ − ≤
3/16,≤ ��
��1/ 4 7 / 4, 29 /16 35/16.≤ λ ≤ ≤ λ ≤ �2�����������������


��������������&�$��!��������������$���*�������(� 1 2iλ λ "�#�����(��(

�����	�	�������*�������������$������$	&�'���*�������(� 2λ ��������)

���(�������!����������	��(��*�������(� 1λ "�T�'��������$�$��(�%��)

�!����3<5&�$����	� �����	������$�� | 1 | 3 /16,λ − ≤ � | 2 | 3 / 4,λ − ≤
�
��13/16 19 /16, 5/ 4 11/ 4.≤ λ ≤ ≤ λ ≤ �.!$&��������&��*�������(� 1λ
�����������&����*�������(� 2λ ��$����������"

Y!�	������ �$�&�'�� diag(1, 3),=S �$���

1
1 0 1 3/8 1 0 1 9 /8

0 1/ 3 3/8 2 0 3 1/8 2
−      = =          
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6.5. Ñïåö³àëüí³ òèïè ìàòðèöü

Ïðè ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèöü âàæëèâèì äëÿ òåîðåòè÷íèõ äîñ-
ë³äæåíü ³ çàñòîñóâàíü º òîé âèïàäîê, êîëè ä³àãîíàë³çóþ÷à ìàòðèöÿ º
îðòîãîíàëüíîþ. Öå ìîæëèâî â ðàç³ ³ñíóâàííÿ ó ìàòðèö³ n-ãî ïîðÿä-
êó n îðòîíîðìîâàíèõ âëàñíèõ âåêòîð³â. Íàéïðîñò³øèì ³ íàéâàæëèâ³-
øèì âèïàäêîì òàêèõ ìàòðèöü º ñèìåòðè÷í³ ìàòðèö³. Ïðîòå ìè íå îá-
ìåæèìîñÿ âèâ÷åííÿì öèõ ìàòðèöü, à ðîçãëÿíåìî â ïîâíîìó îáñÿç³
ïðîáëåìó ³ñíóâàííÿ âêàçàíî¿ âèùå îðòîíîðìîâàíî¿ ñèñòåìè. Öå ïðè-
âåäå íàñ äî òàê çâàíèõ íîðìàëüíèõ ìàòðèöü ³ ¿õ âàæëèâèõ îêðåìèõ
âèïàäê³â.

6.5.1. Óí³òàðí³, åðì³òîâ³ ³ êîñîåðì³òîâ³ ìàòðèö³. Ðîçãëÿíåìî
óçàãàëüíåííÿ äåÿêèõ òèï³â ìàòðèöü íà êîìïëåêñíèé âèïàäîê. Óçà-
ãàëüíåííÿì îðòîãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ º óí³òàðíà ìàòðèöÿ U, ÿêà çàäî-
âîëüíÿº óìîâ³ U*U = E. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî U* = U–1 ³ UU* = E.
Âëàñòèâîñò³ óí³òàðíî¿ ìàòðèö³ ïîä³áí³ äî âëàñòèâîñòåé îðòîãîíàëü-
íî¿ ìàòðèö³, ïðî ÿê³ éøëà ìîâà â ðîçä³ë³ 4.2.

Ìàòðèöÿ Í íàçèâàºòüñÿ åðì³òîâîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿº
ð³âíÿííþ H = H*. Ó ä³éñíîìó âèïàäêó åðì³òîâà ìàòðèöÿ º ñèìåò-
ðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Îñê³ëüêè det H = det H* = det H, òî âèçíà÷íèê
åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ º ä³éñíèì ÷èñëîì.

Ìàòðèöÿ Ê íàçèâàºòüñÿ êîñîåðì³òîâîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëü-
íÿº ñï³ââ³äíîøåííþ  K = – K*. Êîñîåðì³òîâà ìàòðèöÿ º êîìïëåêñ-
íèì àíàëîãîì êîñîñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³. Î÷åâèäíî, ùî ä³àãîíàëüí³
åëåìåíòè êîñîåðì³òîâî¿ ìàòðèö³ º óÿâíèìè ÷èñëàìè (íóëü äîïóñ-
êàºòüñÿ). ßêùî ìàòðèöÿ K êîñîåðì³òîâà, òî ìàòðèöÿ H = Ki áóäå
åðì³òîâîþ, áî  H* = K*(–i) = Ki = H. Òîìó âëàñòèâîñò³ êîñîåðì³òî-
âî¿ ìàòðèö³ ìîæíà ôîðìóëþâàòè, âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñòåé åðì³òîâî¿
ìàòðèö³.

6.5.2. Íîðìàëüí³ ìàòðèö³. Ìàòðèöÿ À íàçèâàºòüñÿ íîðìàëüíîþ,
ÿêùî âîíà ïåðåñòàâíà ç³ ñâîºþ ñïðÿæåíîþ, òîáòî

AA* = A*A. (1)
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�!�!�3�5��� ���������$��!�����(���������$�� 4
44

−= 0*03 "�- $	��	��

�"9"<���������&�'�� 5353 44 *3 σ=σ "�-���!��
�������$��3�5��	�	���	��)

��� 	���$����$��*��0����������������$�� �(=943 �

�	
�	�
�������0�	
�	�
�45�
1��9���'�����������	�
 �������

��'�"������"7�"��	�������	�
 ��+�	���8�:����	�
 �

�++0 O= 3I5

7��������&�	�
�"	��&�
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A � � 	 � 	 � � ("� T�'����$	��	����"<"9���� �$�&�'��1�������)

�����	�$�������$��*���&�����������������������������	��(� 1λ � �

11 1( )= = λC B &�$�

1 12
0 0

22

* .
λ =   

C
U AU

C�
3Q5

2(�%���!���������(�����	�$��$	��	�!��	$�������$	��$����
� ��)

�!�*�
"

:�	�����&�'��$	��	��������	��������(� 4=� "�#���!�$���&�'�

������������*	���(���$��*�����(��!� 4−� "�2	��������&�'����(���$)

��*�� 993 ��� �������$��!��$���!���$��*�� 4+ � $��!&�'����$��*(

1 22 1*U C U �
!�	��	�������$���!$���"�/	�� ����	�	����$�&�'����$)

��*(� 5&4U0JL3 4H +++ = ���!��$�����"�:
�������� �++O &�������$��)

�����%���!����3Q58

1 0 0 1* *diag(1, ) diag(1, )* = =U AU U U AU U

1 12 11 12

22 11 1 22 1

1 1

* *
.

λ  λ    = =          

C UC

C UU U C U

� �

� �� �
3S5

:����������$��*(�
1 22 1*U C U ��������!'	��(�����	�������$��)

�!$���&�$���	�������$���!$����������$��*(��������
����$�������)

���$	��3S5"�:$ 	&�!������������$������	$��!���$	��$����
����!�*�


$	��	������ ��$��(����	�	���"�

-�%���!���3I5���������&�'�

O+0+� = & 34H5

$�
$����$��*(�����	��$���(�$��(�!�����(�����
!$�!�$�������� �����&

(��&����������� !��&��������	������"�?��!�����������������*�������	�)

�$���	��("

�	
�	�
�������0�
6��
$�45�
1��9���'�3�������	�
 ��������'�"

�����"7���	������������	�
 �� �	���8�:�� �  = �7��������&�������

	�
�"	��&����	�
 �&8



1 8 6 
��������������������������������
���������

&999

44944



















=
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/

/

=

0

00

000
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�

����

�

�

((

(
3445

'����,�
3�'���������
3������ jjR �7�������'��	�
 �&����E�������

��'�"8�������'��	�
 �&�'�"���������'�"������������������,��
�


�����
�
����������
�

A � � 	 � 	 � � (" �,����	����������������	��(�������
���$��*� �
�������������$�������	�$�!� 53�σ ���$��*���������	��������( 	��)
���������"�/	����5�1��������$�������	��������( 	��������!� 53�σ "
A��	�	���$	��	�!��	$�������$	��$����
����!�*�
"

#��� 0k = ����������������	��(�����������"�A��	�	��(�$	��	�
�"<"9����"<";��� ���������$�&���� �����!��$���!���$��*��+���$���)
�������"�#���*���!�������$��3445������������������$��3I5"

7����(�	����������&������ 1k ≥ "�/	���� (ν+µ=λ �1������	
����	��(���$��*������ (78 + �1�������������������������������	�)
$��&��	� νµ& �1�������������&���8&�7�1���������	�$���"�-�������$�

535353 ((( 7878� +ν+µ=+ ���������&�'�

( ) ( ) .
µ ν =  −ν µ 

A y z y z 3495

-��$��!�������������$��3495�$	��	�!��"<"9"�-�� ��������$	&�'�
��*���������$��������$��*������������&�!��$�������$��*(� 0U �!�%��)
�!���3;5�$	 �
!�	��������&�$�
$����$����������"�#����������

��	)
�	�� 0Q &���	� ���8

&
99

4944
HH 





=

3

33
�  

(

= 34;5

�	� 443 1������$��*(���!��������(��!����������������	��(��� λλ& "

6������������$���������!'	��(� ���!�*�
� ���!����$���������

��$��*(� 4 �$���&�'�� 1 22 1
TQ C Q �����$��*	���������
���'	��$�!�$!)

��"�>�����$�������%���!���� 34;5� �� ��$�������������$��*	�

0 2 1diag ( , )=Q Q E Q &��
�������� �  = 8
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2 1 0 0 2 1diag ( , ) diag ( , )T T T= =Q AQ E Q Q AQ E Q

2 11 12 2 11 12 1

1 22 1 1 22 1
T T

.
      = =           

E C C E C C Q

Q C Q Q C Q

� �

� � � �

#��������$����*���������$	�������$�!�$!�!&�(��������������!����

$	��	��"�:$ 	&�$	��	������	�	����	$�������$	��$����
����!�*�
"�

��=�9��
���"% #�"���,�2���'�%&�"%,� �+�"$%2'��.	�	��������	�	)

�������$	��	��&�(������'!�$������������	�!��$�$��$�����������������

��$��*����
�����	������������"

�	
�	�
��������9���	���8�:�����	�
 ��������'�"����"�������

������&8�������'�����'��	�	���8�:�������������� ���	���������
�

�����
�����	�����

A � � 	 � 	 � � (" �/ 	 � 
 � � � � � � $ �"�6������������$�����$	)

��	���`!�����������!���$��*������	�	�������	�����
�$���!$��


��$��*��0���������������	�	$���	��(�����
���$����!��$��������$)

��*	��+"�-�������$��3I5���������&�'�

�OOOOO +����+0000 53 −=− 34=5

:����������$��*(������������&�$�
$�������!�$��(�������$��345&�$���

%���!���34=5���������&�'����$��*(�0�$	 �������������"�6��������

$	��	����"<"4��������������������"

.	�	���������$����������$��34H5���$	��	����"9"���$���*���������)

���!���
���$��*��+��� ������ �$����$�����������������������	�)

$��������$��*���"

A � � $ � $ � � � $ �"� #���!�$���&�'���$���*��!��$����
���$��)

*� +�������������	�$��������$��*���"�.������������������	�	$��)

�	��(�����
���$����$��*(����� 	�
!$����	�	�����������������
���$)

��*��0&�$�
$�� 0�++ =O "�A�������������$��*(����������&�$��!����)

�������$����$��*���������������������$��34=5"�

-�$	��	���"<"<����"9"����������&�'��
!��)(�!���������!���$��)

*����� �������������!��$���������������!��$����
���$��*�"
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6����$!�����$	��	����������	��������
�����$��������������	��

���	����$�������$��*�"
�	
�	�
��������$���������������"��	�����8�����	��������������

��	�������	�
 ��7���'����'����
����
8�����
�
������'"�����'
�
 �8

'�3��
�
�����"���
�
�

A � � 	 � 	 � � ("� /	������$��*(�����!��$�����&�	���$������
�

����	���$����&�$�
$�����������(����������������$	�

* , ,* * .= = = −A A E A A A A 34<5

>�����$�����(���	��$���	�(��34H5����������
���$��*���&������

���!����&�'��0�1���������������$��*("�#���$���(��������������$� 34H5�!

%���!���34<5&�
!�	�����$������������8

, , ,* * *= = = −R R E R R R R 34�5

$�
$��(�'����$��*(�����!��$�����&�	���$������
������	���$����&
$��$����� �������$��*(�0"���	���������$	��34�5���������&�'�������)
���������$��*(�
!�	�$�����$������$������$���&������

�������������	�	)

�	�$����������������������&���������������!�	�������*�&���������
�
��!(�����"�:��������������������	�	�	�$� 0����������������	�)

�(�����$��*���&�$��$	��	������	�	��"�
��=�=���%+�"$%����+�"$%2���T������������(���'	&����	$�����

��$��*�������
������� ����������������������������$��*�"�7���)

�(�	������	�����(�$�������$��*����$���(�����
�������������*��"�Y!)
�	������ �$��!������������$�����$	��	����"<"<&�'��������������	�$�)

������	$�����
���$��*��!$�����$����$���������!����$	�!"
�	
�	�
�����"��9���	���8�:����
��	�
������	�
 �����"������'�

�	�������"��
���'�8

=  � Λ= & 34I5

'�� �>���	������������Λ �>�'�������������	�
 �8�������'�����'���

	�	���8�:����	��� ����	�
 �� ��"�
������
�
����	����
8���'���

��'�
�
�'�������
����������>�'���������
��������	�����	�
 ��Λ �

A � � 	 � 	 � � ( � ���������	����	�	����$	��	����"9"�&���(���

$�	
����� �$������������!��!���$��*��!�������� "�
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/	�
��������$����(��	��(��$����������������	�$����&���������)
����������$������������������	��("�Z�����	�����$��������������$)
���$���������������	��(����������$����������������������������	�)
$����&� ��	&�
!�!���������	�����������������
� ���$	�����������
����(��&�*���	�$���&����������� !��&��	�������������$�����������"
#��$	����������������$���������*�
�������1�`���$��
���� ����	)
�	$����$������$���������!����$	�!&����������
!��)(����	�!�����
�����������
���*�(����������	�$����&�����������������	(���������)
���������	��(&�$��� ������������	�$����&����������������*���������)
���������	��("�7����(�	��������������

# � � � � � �"� -�������������	�	$���	��(�����
���$������$�)

������������$��*	������������!�������	$����!���$��*�

1 1 1

1 1 1 .

1 1 1

− 
 =   − 

A

:
����	��(������!�$�&�'����������� ����	��(��� �� �����)
������������������	�$��������$��*�����

1 11, (1 1 1) ,Tλ = − = −x

2 3 2 32, (1 1 0) , ( 1 0 1) .T Tλ = λ = = = −x x
�	�$��� 1x � ����$���������������	�$����� 2 3ix x &����$	��	�$���

2 3ix x ��	�����$�����������"������(������	�$������ 2 3ix x &���
!)
�!�����	$�����������1�`���$����$��������!����$	�!��	�$����

1 2 2 2 3

1 1 1
(1 1 0) , 1 .

2 2 2

T
T  = = = + = −  

b x b x x

-��������������$���������
����$	����	�$����� 1 1 2, ,x b b �!$��)

�������$��������!���$��*�� 8

1 1 2

1 1 2

1/ 3 1/ 2 1/ 6

1/ 3 1/ 2 1/ 6 .
| | | | | |

1/ 3 0 2 / 3

 −
  = = −       

x b b
Q

x b b

.	�	���!���	���	��$���	��(���$��*��������(����$��8
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T= =A Q QΛ

1/ 3 1/ 2 1/ 6 1/ 3 1/ 3 1/ 31 0 0

1/ 3 1/ 2 1/ 6 0 2 0 1/ 2 1/ 2 0 .

0 0 21/ 3 0 2 / 3 1/ 6 1/ 6 2 /3

   − −−     = −             −   

-�$	��	����"="=���������&�'����(����	$�����
���$��*����������)

���������	��(��� �λλ &&4 � �����$�����������������������	�$���)

���� ��� &&4 � �����!�$��(�����������	��(

1

.
n

T
i i i

i=
= λ∑A x x 34Q5

������� 	�
!$��$��� ���	� ��	�
	����	�	�������%���!���34I5����)

��������������$��3�"="=5"

R���!���34Q5��������������	�����
3�������'����	$�����
���$)

��*�"�����������������(��������	�$����������������
!��)(��
����)
������
���$��*�"

��=�����$"#/#���'��� ����"%�%+�"$%����+�"$%2���-�$	��	�

�"<"<����"9"����������&�'�����	$����!&���$����	$����!�����$�������)

�!���$��*���� �������������!��$���������������!��$����
���$��*�"

:��������&�����(������$	��	�!��"<"I&������
�����&�'�����	$���)

�!���$��*���� �������������!��$�����������������$���������

��$��*������	��$���$��

�!�����(�����
!$�!�$���������������$��*�"

A�(���$���������
�����$����	$�����
���$��*��$��	���	��$���	��(

�����������!�������!��	����!�&�
���	�	��
��������������	����� !$�


!$�������	�����3!(���5������"�#��$	������������������	��$���	�)

�(�34I5���(�*�����$��*�����!������
������$���&�(����������`!��

3445���������������������������!�3I5"�/��$!����$	��	��������(�	��
*���!���$����"

�	
�	�
�����9��9�����	�������������	�
 �������"7���	��������

�����	�
 �� �	���8�:�� TQ AQ �7������'����������&���	�
 �&8

11 22diag( , , ..., ),T
mm=Q AQ R R R 34S5
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 �

'����,�
3�'���������
3������ jjR �7�������'��	�
 �&����E�������

��'�"8������&��'���"��������
���������� 1± ���	�
 ���8�������'��	�

�
 �&�����	�����'�"���������'�"� 12 ( ),jϕT ���'����'��&�'����������

��������,��
�������
���������� jie± ϕ ���	�
 ����

A � � 	 � 	 � � ("�6������������$�����$	��	����"<"������������)

�	��(���$���������
���$��*������������$��4&�^4��
������($�����



��	�$�!�� ( )σ A ������	��������( 	������������ , .j ji ie eϕ − ϕ T�'�����

�����������	��(���$��*��������������&�$��$������ �����

���$������)

�������������	�$���"�.������$��*������ �������������!��$���������)

��������$���������
���$��*�� ���*	�������$��%���!�!�34S5"

7����(�	����������&��������$��*(������������	���������������)

�	��("�-�%���!���34;5&��
��������$����(��
��������������$��*(��&

��	� !�$��(�������$�

11
0 0

12 22

( ) .
T T

T T
T T

 =  
 

0C
Q AQ

C C 39H5

#	�	��� �����������$��34;5���39H5&�
!�	�����$�8

11 11 12 12 12 22
0 0 0 0

22 12 22 22

( ) .
T T T

T T T
T T

+ =  
 

C C C C C C
Q AQ Q AQ

C C C C

-����(�!������$����������$����$��*�� 0 0
TQ AQ ���������$����*��
����)

���$����������������$��*	�&�$��!

11 11 12 12 12 22 22 22, , .T T T T+ = = =C C C C E C C C C E0 3945

.�	$(�������$��3945������!�&�'�� 22C �1���$������������$��*(&

������!��
�������$����������&�'�� 12 .=C 0 �.	�	���	����������$��3945
����������$����������$����$��*�� 11.C �:$ 	&

0 0 11 22diag( , ),T =Q AQ C C 3995

������!���	�$����$��*��� 11C ������������$	��	����"<"9��������$��(��

���	�� ie ϕ ��� .ie− ϕ
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������$���������$��3995��	�	$���	��(�����
)

���$������$��*	�� ( )1 11diag , ,=Q Q E ��	 11Q �1���$������������$��)

*(�$���&�'�� 11 11 11 12 ( ).T = ϕQ C Q T :�$���(�������$������ �����&�
����	�)

$�����$��*�� 11C ��� 12 ( )ϕT �������������"�6��	�!��$�$�������������	�	)

$���	��(�����
���$����	� ���8

1 0 0 1 12 22diag( ( ), ).T T = ϕQ Q AQ Q T C 39;5

:�	�����&�'����$��*(� 1Q ����$����������"�.��!�������$��39;5

������$�������� �����$����	�$����$��*������������������	�	$��)

�	��(�����
���$�����$�������������$��*	�� 0 1Q Q ������������������)

��
���$��*������������������������
������&��������(��������$��)

*	���
	�$���("

A�������	�	��(����	��!�$��(�!������������$������	$��!���$	)

��$����
����!�*�
�����
������$	��	����"<"="�:$ 	&���(�
!��)(��
���)

$���������
���$��*����������������!�������!����!����	��$���	��(

( ) ( )12 1 12diag( , ..., ,1, ...,1, 1, ..., 1) .T
m= ϕ ϕ − −A Q T T Q � 39=5

�	
�	�
�����:��9�����	
�
��	�
�������	�
 �������"7���	��

�����������	�
 �� �	���8�:���
���"7	����������	��3#T58�'����,�

�
3�'���������
3������ jjR �7������"�����&���'��	�
 �&����E���

����'�"8����

0
( ) ,

0
j

jj jj j
j

ν 
= ν =  −ν 

R R 39<5

��
���"�'����������
�
�� jν ���,"	���"	
��"���
�

A � � 	 � 	 � � ("� .�������!�����
����� ���$�����������!
`!��"�-�!���!����(��������$�� T = −A A ���	� ���8

11

12 22

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

T T T

T T T
T

T T T
m m mm

 
 
 − =
 
 
 

0 0

0

R

R R
Q AQ

R R R
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�����$��*�����!�������&���������������1���$����	$�������"�#��
*���!������$��*���	���������(��!���������
!$���!�������&������)
��$��*����!��������(��!�1���$��*(���39<5"

/����	������������(���$����	$���������$��*�������������	)
�����������(����"6��	����!�������!������8

11 1 22 2diag( ( ), ( ), ..., ( )) ,T
mm m= ν ν νA Q R R R Q 39�5

������!���!�1

( )11 1 22 2diag ( ), ( ), ..., ( ), .T
mm m= ν ν νA Q R R R Q0 39I5

����$������������$�����������&�'����$����	$��������$��*(��	���)

��������(��!��
��+(�����������������������	��!����	������	����)

�	��("T����������������	�	��(�$	��	����"<"=&��	(������	������ jν �!

%���!����39�5���39I5��� !$��
!$���!�(��"

����
�
���U���������
��	�
�������	�
 ��7�����
���
�����

A � � 	 � 	 � � ( � �����������%���!��39�5���39I5���!���!����(�
�������!���$	��	���;"="="

/�������*����� 	���������!����
�����$�����������	�$�������)

$���������
�����$����	$�����
���$��*�&���������������������	��)

����3!(����5�������������	��"

#�	��$������������$��39=5�!�����(��8

( )( )12 1diag , ... .= ϕAQ Q T

/	����8���7�1������	�����$���*����$��*�� "�-���$�����
�������$�����)

������������$�3495&��	� 1 1cos , sin .vµ = ϕ = − ϕ �2	��������&�'��������

$��!(�������$��������������	�$������$��*���&���������������������)

���������	��(� 1 ,ie− ϕ �����$�����������"�2������!����(��	��������)

��$�������������	�$���&��������������������������	�������������

����	��"

��������������������!��� ������$���$�����������������	�$�)

�����$����	$�����
���$��*����&�����������������!(��������������

����	��(� 0,iν ≠ ��(�'��������$�$��(�%���!�����39�5���39I5"
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 �� 1 2iQ Q �	���8�:�

&5&&&3U0JL& 9494 �σσσ== �ΣΣ  � 345

��
���"

&H494 =σ==σ>σ≥≥σ≥σ + �<< �� 395

'�� 53�<< = ��K������8���:����	�
 �������
��',���8�	�

H94 >σ≥≥σ≥σ �� " 3;5

A � � 	 � 	 � � ("� #���!�$���&�'�
(λ �1�
!��)(�	������	�����	�)

�(���$��*�� =�� ��� (� �1�������������������������������	�$��&�$�
$�

(((
= ���� λ= "�-�����������8

9
(((

=
(((

==
( ������� λ=λ= " 3=5

-��������
��!&

H53
9 ≥== (

=
(

==
(

=
(

==
( ���������� " 3<5

-�3=5���3<5���������&�'�����������������	��(���$��*�� =�� ��	���+����&
$��!�
���� ����������$���	�	�� 99

9
9
4 &&& �σσσ �

&���������������!���)

���!�����395��
��3;5"
-�$	��	����"<"I�������������!����(���$���������
���$��*�� 4 

$���
&�'�

2
1 1 ,T T =Q AA Q Σ 3�5

������!��������$�����������!���$	��	���;"="=���%���!���3<"4"Q5��������$�
�	�!��������������������	�	�	�$�����$��*�� 9Σ ����������<"

������������$��*��;�(�

1
T .=G Q A 3I5
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1 1

T T T= =GG Q AA Q Σ &�$���(���� ∗∗ <<< &&4 � ���$��*��;��

��$�����������&�������!� , 1,i i i r∗ = σ =g &� �� ������(�������!)

�������"

#�
!�!������$���������!����$	�!��	�$����� �== &&4 � �$����

�����&�'�
� ∗
−σ= ((( <= 4 ���(� 1,i r= &��� ������	�$����

(= ���
	�	��

� !����&�'�
�!�(��!�!����$�� �== &&4 � ����������(�����$�����������

�	�$����"�.��!���
!���!��� ���������$�&������$!��������	�������)

���1�`���$�"

T�'����($������(������$��*�� 9 ��	�$���� �== &&4 � &�$��$������$)

��*(�
!�	���$����������"�:�������� �(((( &4& =σ=∗ =< &�$�

2 .=G QΣ 3Q5

-�������$	��3I5���3Q5�����������	����������$��345"�

7������� 345��������$��(��
��"����
��������'�����$��*���&

� ������ �σσ &&4 � �1�

��
��"����
�
��
����
"�.	��	�����������!)

�(��������������� 	�
!$�������	��������(���!$�!���$��*�"

�	
�	�
��������9����"'�������'�3����� �/× ���	�
 ��������"�<����"7

�
��"����
3�������'

1 2,=A Q QΣ 3S5

'�� 1 2iQ Q �>���	������������	�
 �8�Σ �>�'����������� �/× ���	�

�
 ����������	�&�
�
�����'C7��
�
�������	��
� (σ �3�
��"����
�


�
����
���	�
 ���5�����������3�'��������8���
���"� H=σ( ���
� <( > �

A � � 	 � 	 � � ("� /	���� �/ < &�$������������$��3�5����(������$)

��*�� 1, iTQ AA Σ ����������/"�@�$��*�� Σ ������
!�	����������$�
�	�	�� 0Σ "�-������������
����������$��*�����(��!��

2
1 02, ,

    = = =          
A Q

B S
0 0

0 0 0 0 0

Σ
Π 34H5

�����	���3�5�!�����(���������$�� 2T T .=S BB S Π �T�'���������$����$)

��*��;�(�
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2 ,=G QΠ 3495

�	� 9 �1���$������������$��*(����(��!��"

-�������$	��3445���3495���������&�'�� 2
T T .=S BQ Π �#���$����)

�����*��%���!�!����������(���$��*�� , iS B Π ���34H5&���	� ���8

01
2 ,

T
T   =      

Q A
Q

0

0 00

Σ

������� 1 2 0( ),T T =Q AQ 0Σ �
�

1 0 2( ) .=A Q Q0Σ 34;5

@�$��*(� 0( )0Σ ���$������$��*	��Σ &�����(�!���	������!�%��)
�!��������$	��	��"�.��!�%���!���34;5��������������!�(��������)
�������$��*���"

�������� �/ > ������$��(����������!� �/ < &�(�'�����$��!��)

$��%���!�!�34;5������$��*�� =� &�����$���������$��$�������!����(
�
������$���������$�"�

����)���%�/4��$���A��%�%��7����(�	�����������&�(����������)
�$�������!����(�����!�(�������������!���$��*�"

�	
�	�
��������H�:����>�'����������	�
 ���� 1 2=A Q QΣ �>���

�
��"����
3�������'8�	�8
#5����"������������������������	�
 �� =�� ��� ��= ��'������X

?5��	��� ����	�
 �� 1Q �7���	���������
�
������
�
����	��

���
���	�
 �� =�� X

F5��	�� ����	�
 �� =
9 �7���	���������
�
������
�
����	����

�
���	�
 �� ��= �

A � � 	 � 	 � � ("� -������������%���!���3S5����������8

1 2 1 2 1 1( ) ,T T T T= =AA Q Q Q Q Q QΣ Σ ΣΣ 34=5

1 2 1 2 2 2( )T T T T .= =A A Q Q Q Q Q QΣ Σ Σ Σ 34<5
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4 && <σσ �
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*�����������������������	��(�����$��*�� =�� �� ��= "�:$ 	&��	�!)

�����������������	��(���$��*�� =�� ��� ��= ��
����$��("

/������$����$��
� �$	��	�����%���!���34=5���������&�'���$���*�

��$��*�� 4 �����$�����������������������	�$��������$��*�� =�� &

��%���!���34<5�������$�&�'���$���*����$��*�� =
9 �����$����������)

�������������	�$��������$��*�� ��= "�

:�$��������������$	����	�$����&�(���!$�����$��(��$���*(��

��$��*�� 1 2i TQ Q &��������$��(��
��"����
�
����
���
���$��*���"

-�+(������ ��	�$����������!�(�����
���������+(���!�$��(������$!����

$	��	��"

�	
�	�
��������A���3���	�
 ������7�������
� �/× ��������<��D�
�

�"�	
��8�:�� 1 1, , , ,m nie e f f� � �>���	���������������������	��

�
���	�
 �� T TiAA A A ���'����'��8��� �&& 94 σσ �>��
��"�������
��

�����	�
 �����B�'�

, , , ,

, , ,

σ ≤ σ ≤ = = > > 
i i i iT

i i

i r i r

i r i r .

e f
Af A e

0 0 34�5

A � � 	 � 	 � � ("� -����	�������!�(�������������3S5�!�����(��8

2 1
T .=AQ Q Σ

2(�������$��	������	�$����	�����%���!���34�5&������!��	�� ����	�	)
����$��(��������������$	��	����"�";"�A�!���%���!���34�5���������
��������$�

1 2 ,T T T=A Q Q Σ

��	� !��������3S5&���$��
� �$	��	����"�";"�

# � � � � � �"� :
������������!�(���������������$��*0

1 0 1 2

1 1 0 1 .

1 2 1 0

 
 =   − − 

A
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A�(�*����������$�!������	�����$��*�� TAA �$��

������������	��(��

��$�������������������	�$���8

1 1 1
1 0 1 2 6 3 0

0 1 2
1 1 0 1 3 3 3 ,

1 0 1
1 2 1 0 0 3 6

2 1 0

T

− 
    −    = = −       − − −    

 

AA

1 2 39, 6, 0,λ = λ = λ =

1 2 3

1 1 1
( 1 1 1) , (1 0 1) , ( 1 2 1) .

3 2 6
T T T= − − = = −e e e

>���!�(������������$��*������������$�

1 2 33, 6, 0.σ = σ = σ =

6������������$�����$	��	����"�";��	�$���� 1 2 3, ,e e e ����$���*(�����)

$���������
���$��*�� 1Q "�>$���*(�����$���������
���$��*� 2
TQ ���

����$����$��
� �$	��	����"�";�����$������������	�$���� if &�(���������
�	�!�����������!�(��������	���� �������$�����������������!��


%���!���34�58

1 1
1

1 1 1 1
1

0 1 2 11 1 1 1
1 ,

1 0 1 03 3 3
1

2 1 0 1

T

− −   −    − −    = = − = σ         −   

f A e

2 2
2

1 1 1 0
1

0 1 2 11 1 1 1
0 ,

1 0 1 16 2 3
1

2 1 0 1

T

−   
    − −    = = = σ         

   

f A e

�	�$���� if &����������������!������������!�(�����������&�����)
�	��&�
	����	�	����������(�!������$��*�� TA A "�2(���$��*(��� 


��������	�$���&����������������������������	��(� 3 0,λ = ���������$�
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1 1 1 3 3 0 3
1 0 1 2

0 1 2 3 5 2 1
1 1 0 1 ,

1 0 1 0 2 2 2
1 2 1 0

2 1 0 3 1 2 5

T

−   
    − −    = =  −    − −    

   

A A

1 2( 1 1 1 0) , ( 2 1 0 1) .T T= − = −x x

�	�$���� 1 2ix x ��	�����$�����������"�@	$�����������1�`���$�

��
!�!������$��������!����$	�!��	�$����

1 1 2 1 2, ( 1 0 1 1) .T= = − + = − −b x b x x

.	�	��$�	$������	$�	�$����$���*����$��*�� 2
TQ ��� ������ �$���������

( ) ( )1 2
3 4

1 2

1 1
1 1 1 0 , 1 0 1 1 .

| | | |3 3
T T= = − = = − −b b

f f
b b
>���!�(���������������$��*������������(�8

1 2= =A Q QΣ
1 1 0 11/ 3 1/ 2 1/ 6 3 0 0 0
0 1 1 11

1/ 3 0 2 / 6 0 6 0 0 .
1 1 1 03

0 0 0 01/ 3 1/ 2 1/ 6 1 0 1 1

− − −  − −      −   = −   −         − − 
-��������&�'������(������� 	��(��	�$����� 1 2 1 2, , ,e e f f ��	�$���

3 3 4, ie f f ��� ����������$���	������������
��"�A�����&�(���	�� )
����	�	����$��(&������$�� 3e ��� �����($��^ 3e "�@� ���$��� �������)

$��������	�$����� 3f ���3�
�5� 4f &���$��� ������($��
�����*(�������$)
��*�� 2

TQ "�


,$� %�7#�/�� %��
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( , ) ( , ),
T T T T T

T T T T
ρ = = = = ρx Ax y Q AQy y Q AQy

x A y D
x x y Q Qy y y

4(23

��� T=D Q AQ �	���
���
��#�)�� .T =Q Q E

/������$
����
�
�*�,����� ���	������������	���-�����N��������

����������&��
����	��
������*� .n m− �>�������*� iµ �	� ix �����
����

��
�������	��	����	�������
�������������������
�
�	��	��� ���
��
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������������	�����
����	� iµ �����
��	����
��������
��	���������
��	�

��������� .T
i i=y Q x

���
����
������
������ 1, ..., n m−µ µ ��
�
������������
�	��
�������

�
����
�
�������	���������
����

1 2 ... ,n m−µ ≥ µ ≥ ≥ µ  !"#


� 1, ..., n m−y y ������$�����	�	���
��	�	�������
�	��
��	���
���������

����������������
����	�����%�&�	���������������	� 1, ..., n m−x x � �

����������
�	�	
��������

( ) , , 1, .T T T
i j i j i j ij i j n m= = = δ = −x x Q y Q y y y

&���'������������	�(%)%"������	����

��������	
�
�
�������	�
����
�� ,kj nU E⊂ ���
�	������������

����������
���� , ...,k jx x ���	�
��������������������� �!���������	���

"����

max ( , ), 1, ,
kj

k
U

k n m
∈

µ = ρ = −
x

x A (14)

min ( , ), 1, .
kj

j
U

j n m
∈

µ = ρ = −
x

x A (15)

* � � � � � � � �%�&���'������ (%)%!+#
� (%)%!!#���,�
�$��
�
�	
���

max ( , ), 1, ,
kj

k
W

k n m
∈

µ = ρ = −
y

y D

min ( , ), 1, ,
kj

j
W

j n m
∈

µ = ρ = −
y

y D

��� kj n mW E −⊂ �-�$��$������
��
��.���	���
�������	� , ..., .k jy y �/


��$���.���0�����	� !1#����
���������������,�
�$�������	�	�������

������ !)#��� !2#
���� kjU ����.���
���������$��$�������$�������� .nE
3�����
����	
��
���	��4���������������������������	�5��
��

�
�-�6�7��

���,�
�����	��
�	���$�	�������,������$�������7���

��,���
��	�	���
������	������
�
���'���������������
�
������������
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��	
���
��"��
(-�	
���
��8�9+��8"&
� 1, ..., nλ λ �9����(	���	�-

��		$������!����� ��	*���
��	����"��&
��
	��	�� ��
(����,�� �

1, ..., n m−µ µ �9����(	���	���		$�41D3��������������$�"����4113���


, 1, .k m k k k n m+λ ≤ µ ≤ λ = − 4(A3

: � � � � � � � �'�@�"���*���4=3���
������6

1

max ( , ).
n k m

k m
V − − +

+ ∈
λ ≤ ρ

x
x A 4(�3

@�	�-����,��*#�"���*�
�4(<3����
�*�#�)�

,

max ( , ).
k n m

k
U −∈

µ = ρ
x

x A 4(R3

1��	����� 1 ,dim dim ,n k m k m nV U− − + −= ������
�	��
������"���*��4(�3�	

4(R3��,	�
%����'�9��*��
���	�����	�
����	��	����4(A3'

:���������������
��&����	�����	�4(A3��	����������	��	����4R3�	

�	��
�����&&����	��	���%

1

min ( , ),
k

k
U∈

µ = ρ
x

x A 4(I3

��
�����$*��������4(=3'�1��	����� 1 ,dim dimk kV U= �����	�
��
����


���	�����	�4R3��,	�
����������
��%��
�����%��	�����	�4(I3'�9��*���
!

�
����	��	����4(A3������*�����'�

��<�-����$&����#��#6����$����!� ���6!�����=���;�!���1���

���
$�������
����*�
�����������5*�
��
�.�S	-��
���� ��
���	���
!

�
��%����	���������
�������
������
�������#���J��� ^ �'���
��	���
!

�������
����	�������
�
������������� ( ).iλ A
��	
���
��"��
(-�	
���
��:89+�
5�+�.��
���
9�(�������	�����-

��!�� �����(	���	���		$� ( ), ( ), ( ), 1, ,i i i i nλ λ λ + =A B A B ���	*���
-

��	����"��&
��
	��	����
(����,��7
��

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, .k n k k k nλ + λ ≤ λ + ≤ λ + λ =A B A B A B 4273

: � � � � � � � �'� +
��	���
�	�"���*���4�'<'(A3��
���6

1( ) ( , ) ( ).nλ ≤ ρ ≤ λB x B B 42(3
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�������
���	
����	���	�������!�

0������
�-����"���*��%�4(3�	��	��%����	��	��%�42(3#���
������6

1 1

( ) min max ( , )
n k n k

k
V V− + − +∈

λ + = ρ + =
x

A B x A B

[ ]
1 1

min max ( , ) ( , )
n k n kV V− + − +∈

= ρ + ρ ≥
x

x A x B

[ ]
1 1

min max ( , ) ( ) ( ) ( ).
n k n k

n k n
V V− + − +∈

≥ ρ + λ = λ + λ
x

x A B A B

��
���	���#�������*%�����"���*��%�423�	���
��%����	��	��%
42(3#�����$����������������
��&����	�����	�4273'

> � � � � 
 ��('�@
����*����������*���
�������
����	

9,2 2,4
.

2,4 8,8
 
  

P*�������
$
��#�)�����
����	��%��� ^ �#���

8,2 2,4 1 0
, .

2,4 6,8 0 2
   = =      

A B

+��
$��� �������
����� �� ���*#�)�� 1 2( ) 10, ( ) 5,λ = λ =A A

1 2( ) 2, ( ) 1.λ = λ =B B ��@�"���*���4273�������
%�����	����������
�!

������
������
����	�� ^ �6

1 211 ( ) 12, 6 ( ) 7.≤ λ + ≤ ≤ λ + ≤A B A B

:������	��������
������������������
�������
������
����	
� ^ �#���

��������������	��
�
�����������������������
6

1 2( ) 9 5,8 11,41, ( ) 9 5,8 6,59.λ + = + ≈ λ + = − ≈A B A B

1�������#�)�����������
��������*����$*%���������$
�	���)����!

�	�����	�������
�������
������
����	�� ^ �'

��������	���
�������
���	����,	��	���$	�������
�������
����

�*���� ^ �����	�������������������
�������� 	��'�H	���$	���$�
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( ) ( ), 1, .k k k nλ ≤ λ + =A A B 4223

: � � � � � � � � �������
�����	��&����	�����	�4273#���)����
�*!

�
��#�)�� ( ) 0.nλ =B
+��	�����	�4223����
�*%��#�)����
��	���
����������������&��
�!

���	��������-*%������������
�
��	������&����	� ���������
����&��
�!

���	'�/�$�
����
��#�)���
��������*���#��
��
�������
��
����%��#
��
��	���
�������
����	��
��$*��������������
�������,
�
��'�>����#

��)���������	� ���������
����%��
�����%��
��*�6#��������*)����
��$��,*������
�����������-���������-���6���
�������
����'�Q��*!
%������
��$�	��	���������	���$	����� 1( ), ..., ( )r n+λ + λ +A B A B �	���

���
�*���
��*��
� ������
#� ��*������������#�������
�
%�����!
�	� ����&�����
������	��
����	��'

��	
���
��"�;�
5�+�.������
9�(�������	�������!���)���
�*��
�

�����!�����	%*� .r n< �F��)*(���
��&
����(	���	���		$������!,

����� U �
��	*���
��	����"��&
��
	��	����
(����,��7
��

( ) ( ), 1, .k k r k r n−λ + ≤ λ = +A B A 42;3

: � � � � � � � �'�@
���������%�������
������������
�*��
�!
���	 ����
������6

2

1

( ) ( ) ,
r

T T
i i

i=
= λ∑x Bx B x z

��� 1, .., rz z �.�����������
�	���
��	����������
����	��#��	����	��	���

���*���������
�������
����� 1( ), ... , ( ).rλ λB B �1�������#�)�

2

1

( ) ( )( ) .
r

T T T
i i

i=
+ = + λ∑x A B x x Ax B x z 42<3

N�����������
�
�	�������
���$�������
�������
����������� 	

� ^ ���
��
������	��� ���	�� 0, 1, .T
i i r= =x z �N	��	����42<3����
�*�#

)���	��
�
�	��,	�
%�����	��
%������
���	���
��	���
������4(;3'�@
���!

�*�
�-��������*�N���������,����
�
�#�����$���6

( ) ( ), 1, ,k r k k k n r+λ ≤ µ ≤ λ = −A A

( ) ( ), 1, .k r k k k n r+λ + ≤ µ ≤ λ + = −A B A B
42=3
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( ) ( ), 1, ,k r k k n r+λ + ≤ λ = −A B A ����

�������	��
��
���������������

��
��
�����
��	��
���
����������������
���������
��
������

����	���������
�������� �!��
���"��
���#���$� ��!��������
�%�

( ) 1.r =B
��������	
�
	
��������������������
�
������
�����������������


��������
����
��
 � ����� ��
��������!��"�����������
����#���

$
�% �������"����&����
���#�
��' �&��&	�������� ��������������

���
�������!�(�&� ( ).λ B �)!"�� ( ) 0,λ >B ���

1( ) ( ) ( ), 2, ,k k k k n−λ ≥ λ + ≥ λ =A A B A ��'�

��%
�� ( ) 0λ <B

1( ) ( ) ( ), 1, 1.k k k k n+λ ≥ λ + ≥ λ = −A A B A ��(�

) � � 
 � 
 � � ��� *��
��
�����������'�����
�������+���������� 1.r =
�
���������+��
�������
����,������!���������������
����
���$�-�

( ) ( ), 1, .k r k k n r+λ ≤ λ + = −A A B

����������� 1r = ���
�����������
�
��
�����������(��

)
	�����
�
�����
����
�����������'����	�����
�����������(�$���
.

/��
�0�����!	��������
���#�����1%-�� ( ) 0,λ >B �����
���#�������
.

���2���������
3
��+$��������
�
��
�����������'���!��
���������
.

�������+�������4��� ( ) 0λ <B �
���#�������
���
��������
3
��+$�����

	��
��
�����������(����
�������������
��5��
�����������6������
/��
�.

��������$�-���	���
���
��������
3
��5��
���#�� 1( ) 0.λ =B
4 � � % 	 
 �� ��� �
����������
��
���'�,�'�����
���#�$��������.

��5������%	
���&����	���
��
���7
�	���8��
�����
�
��$�-�

6,8 0 2,4 2,4
, .

0 6,4 2,4 2,4
   = =      

A B
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9*�� 1 2( ) 6,8, ( ) 6,4λ = λ =A A �	� ( ) 0.λ >B �0������
�-����"���*��%

42�3#�����$���

26,4 ( ) 6,8.≤ λ + ≤A B
>���*�����#�)�

11,6 0 2,4 2,4
, ,

0 11,2 2,4 2,4

−   = =      −
A B

���	� 1 2( ) 11,6, ( ) 11,2λ = λ =A A �	� ( ) 0.λ <B �@�"���*���42R3������!

�
�#�)�

111,2 ( ) 11,6.≤ λ + ≤A B

1���$
�	���	�������� 1( )λ +A B �	� 2 ( )λ +A B �������������
)�!

��������	�����	����,�����������������
�	�('
/	$���
��������
������������������&��
����	���	���
���!

�����
�������� &&��	��
�����#��	����	������������������	���	�#

	��*%����
��$����	#���	���$�
����
�
�	�*�
����
���������%����!

�����5*�
��
�.�S	-��
'�/���*����������
��

�����	-��*���!

�
��*#�������
�
��	��
�������
���������� 1.n − �+�����*-*%��
�
�
������	#���$�
��������	��
����%� 1,n−A � ����	)��*����	���*

��������*��*�	��
����	��'

��	
���
��"�<��5�+�.����(	���	���		$������!,����� 1n−A ���	*��-

�
��	����"��&
��
	��	����
(����,��7
������(	���	���		$������!�� 1n−A
�
����$��,����(	���	���		$������!������
'�


1 1( ) ( ) ( ), 1, 1.k k n k k n− +λ ≥ λ ≥ λ = −A A A 42I3

: � � � � � � � �'� +��

� 1 1, ..., n−t t �.�����������
�	���
��	����!

������
����	� 1.n−A ����	����	�����	����"���*��4�'<'(73�	�4�'<'((3��
���6

1, 1
1 1 1max ( , ) ( ) min ( , ), 1, 1,

kk n
n k n n

UU
k n

−
− − −∈∈

ρ = λ = ρ = −
tt

t A A t A 4;73

����	���������� , 1k nU − �	� 1kU ������$*%������	����	��������
�����

������
��� 1 1, ..., .n−t t

@	��
�������$���*�( 1)n − !����	����*�������*�=��������
0

 =   

t
x

���	�����	��'�+��
$������
�
��#�)�
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1( , ) ( , )n−ρ = ρt A x A 4;(3

�����	����	�����������	��=�J��'�>	�������
�� , 1k nU − �	� 1kU �,*�*����	���!

�	�
����� nE ��	���������� n kV − �	� kV �����$�����	������
'

9�������"���*��4;73#�4;(3#�4=3�	�4R3�������
%������	�����	�42I3'

@ 
 * � 
 $ � � � �'� ��	����*���
��#�����$
�	������	���-����

N����#�������*�
�
��������
����
����"*���	&� ,
T

T

x Ax
x Hx

����� J�>�.

���������	��
����	#�������*�>������
��������
����%'�9*���
���

���
�*�������������	������� ( )det 0− λ =A H �	��	����	������������

>!����������
�������
������������
��'

�/!�������90�����

�����>��
�
��#�)������,*��!���&����
��������
����&��
����	 �

	��*��������
������� ,T=A R R ����'�.������������*��
��
�����'

��%��+��

��
�������
�����
��������
����%#�
��
������$
.

�������$���%'�:������#�)���
������ TC AC ������
��������
����%'

��-��0"���*�%�
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�
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�0	�������
6��
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%����#�������*� 7BCD ( <� '

��:��:������#�)��������
�������������
��������
����%#���

( ) ( ).Tr r=C AC C

��<��:������#�)���������
��������
����&��
����	��
	��*������!

���$��
��
������$
�
�
#�)�� .T =C AC E
��>��>��
�
��#�)�������
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Ãë. 8. Ã³ïåðïîâåðõí³ äðóãîãî ïîðÿäêó248

xTAx + c = 0. (2)

ßêùî òî÷êà x ëåæèòü íà ã³ïåðïîâåðõí³ (2), òî ³ ñèìåòðè÷íà â³äíîñíî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò òî÷êà –x òåæ ëåæèòü íà í³é. Òîìó ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò º öåíòðîì ã³ïåðïîâåðõí³. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ã³ïåðïîâåðõí³
(1) ìè áóäåìî ââàæàòè ¿¿ öåíòðîì òàêó òî÷êó, ùî êîëè ðîçì³ñòèòè â
í³é ïî÷àòîê êîîðäèíàò, òî ð³âíÿííÿ ã³ïåðïîâåðõí³ íàáóäå âèãëÿäó (2).

Ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì â àô³ííîìó ïðîñòîð³ Sn íàçèâàºòü-
ñÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò âèãëÿäó:

x = z + h, (3)

äå z = (z1  ...  zn)T ³ h — ô³êñîâàíà òî÷êà ïðîñòîðó Sn , ÿêó íàçèâàþòü
íîâèì ïî÷àòêîì êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ùî ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðå-
íåñåíí³ áóäü-ÿêèé ô³êñîâàíèé áàçèñ íå çì³íþºòüñÿ.

Çðîáèìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåíÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá ð³âíÿííÿ (1)
ïåðåòâîðèëîñÿ äî âèãëÿäó (2). Ï³äñòàâèìî âèðàç äëÿ x ç (3) ó ð³â-
íÿííÿ (1). Ó ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî:

zT Az + 2(Ah + b)T z + d = 0, d = hT Ah + 2bTh + c. (4)

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ð³âíÿííÿ (1) ïåðåòâîðþºòüñÿ â ð³âíÿííÿ (2), êî-
ëè çà ïî÷àòîê êîîðäèíàò h óçÿòè ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü Ax = –b.

ßêùî   òî ñèñòåìà Ax = –b ìàº ðîçâ’ÿçîê. Òîä³ ã³ïåð-
ïîâåðõíÿ ìàº ºäèíèé öåíòð ³ âîíà íàçèâàºòüñÿ öåíòðàëüíîþ. Ïðè
det A = 0 ñèñòåìà àáî íåñóì³ñíà ³ òîä³ öåíòðó íåìà, àáî âîíà ìàº
íåñê³í÷åííó ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â ³ òîä³ öåíòð³â íåñê³í÷åííî áàãàòî.

8.1.2.  Ïåðåòèí ïðÿìî¿ ë³í³¿ ³ ã³ïåðïîâåðõí³ äðóãîãî ïîðÿä-
êó. Âèÿâèìî îñîáëèâîñò³ âçàºìíîãî ðîçì³ùåííÿ ïðÿìî¿ ë³í³¿

(5)

³ ã³ïåðïëîùèíè (1). Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ x ç ð³âíîñò³ (5) â ð³âíÿí-
íÿ (1), îäåðæèìî:

(6)
äå
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çâ³äêè âèïëèâàº âèðàç äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ν1, ν2:

(33)

Ç â³äì³ííîñò³ â³ä íóëÿ âëàñíèõ çíâ÷åíü ν1, ν2 ³ íåð³âíîñò³ Êî-
ø³ — Øâàðöà — Áóíÿêîâñüêîãî âèïëèâàº, ùî ïåðøèé äîäàíîê ïðà-
âî¿ ÷àñòèíè ôîðìóëè (33) º ìåíøèì çà ìîäóëåì í³æ äðóãèé äîäàíîê.
Òîìó ν1 ³ ν2 ìàþòü ïðîòèëåæí³ çíàêè, òîáòî ³íäåêñè ³íåðö³¿ äîð³â-
íþþòü 1.

Ä î ñ ò à ò í ³ ñ ò ü. Îñê³ëüêè âåêòîð r íå º íóëüîâèì, òî ç (30) âè-
ïëèâàº, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà rTBr íå º äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Òî-
ìó  âîíà º àáî íåâ³ä’ºìíî (íåäîäàòíî) âèçíà÷åíîþ, àáî çíàêîçì³í-
íîþ. Ç óðàõóâàííÿì óìîâ òåîðåìè ³ñíóþòü äâà âàð³àíòè ñïåêòðàëü-
íîãî ðîçêëàäó ìàòðèö³ Â:

(34)

Òóò μ1, y1  — ºäèíå â³äì³ííå â³ä íóëÿ âëàñíå çíà÷åííÿ ³ â³äïîâ³äíèé
äî íüîãî âëàñíèé âåêòîð, ν1, z1 ³ ν2, z2 — ºäèí³ â³äì³íí³ â³ä íóëÿ
âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ â³äïîâ³äí³ âëàñí³ âåêòîðè, ïðè÷îìó ν1 ³ ν2 ìàþòü
ïðîòèëåæí³ çíàêè. Íàãàäàºìî, ùî âëàñí³ âåêòîðè y1 ³ z1, z2 íàëå-
æàòü â³äïîâ³äíèì îðòîíîðìîâàíèì ñèñòåìàì âåêòîð³â, ³ñíóâàííÿ
ÿêèõ ãàðàíòóºòüñÿ òåîðåìîþ 6.5.7.

Ï³ñëÿ ï³äñòàâëåííÿ âèðàç³â (34) äëÿ ìàòðèö³ Â â (30) îäåðæèìî
â³äïîâ³äíî:

(35)
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(6)

äå    Çðîçóì³ëî, ùî ò³ëüêè òî÷êà (0  0)T  çà-
äîâîëüíÿº ð³âíÿííþ (6). Éîãî íàçèâàþòü ð³âíÿííÿì âèðîäæåíîãî
åë³ïñà.

Ïðèïóñòèìî, ùî g > 0 ³ ÷èñëà λ1, λ2 ìàþòü ïðîòèëåæí³ çíàêè.
Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæíà ââàæàòè, ùî λ1 > 0, λ2 < 0. Òîä³
çàì³ñòü åë³ïñà áóäåìî ìàòè ã³ïåðáîëó. ¯¿ êàíîí³÷íå ð³âíÿííÿ º òàêèì:

(7)

äå a1 ³ a2 îá÷èñëþþòüñÿ, ÿê äëÿ åë³ïñà.
Ã³ïåðáîëà (ðèñ. 17) — íåîáìåæåíà ë³í³ÿ, âîíà ìàº îñ³ ñèìåòð³¿ —

â³ñü Ox1 ³ â³ñü Ox2. Ã³ïåðáîëà º öåíòðàëüíîþ ë³í³ºþ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó, öåíòð ã³ïåðáîëè çá³ãàºòüñÿ
ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò. Â³ñü Ox1

ïåðåòèíàºòüñÿ ç ã³ïåðáîëîþ â òî÷-
êàõ   ÿê³ íàçèâàþòüñÿ
âåðøèíàìè ã³ïåðáîëè. ²íøà â³ñü
íå ìàº ñï³ëüíèõ òî÷îê ç ã³ïåðáî-
ëîþ. Âåëè÷èíè a1 ³ a2 íàçèâàþòü-
ñÿ ä³éñíîþ ³ óÿâíîþ íàï³âîñÿìè
ã³ïåðáîëè.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
(8)

Òî÷êè  íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè ã³ïåðáîëè (òî÷êè F1 ³ F2 íà
ðèñ. 17).

Òåîðåìà 8.2.2. Ìîäóëü ð³çíèö³ â³äñòàíåé ì³æ äåÿêîþ òî÷-
êîþ ã³ïåðáîëè ³ ¿¿ ôîêóñàìè º ïîñò³éíîþ âåëè÷èíîþ, ð³âíîþ 2a1.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρ1 ³ ρ2 â³äñòàíí³ ì³æ òî÷-
êîþ (x1  x2)T ã³ïåðáîëè òà ôîêóñàìè (c  0)T ³ (–c  0)T â³äïîâ³äíî.

Ðèñ. 17
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Â³äñòàí³ σ1 ³ σ2 ì³æ äîâ³ëüíîþ òî÷êîþ (x1  x2)T åë³ïñà àáî
ã³ïåðáîëè ³ äèðåêòðèñàìè (16) äîð³âíþþòü â³äïîâ³äíî

(17)

Ç ôîðìóë (15) ³ (17) âèïëèâàº, ùî

Îòæå, â³äíîøåííÿ â³ä-
ñòàíåé ì³æ áóäü-ÿêîþ òî÷êîþ
åë³ïñà àáî ã³ïåðáîëè ³ â³äïî-
â³äíèìè ôîêóñîì òà  äèðåêòðè-
ñîþ º ïîñò³éíîþ âåëè÷èíîþ
ε, ÿêà íàçèâàºòüñÿ åêñöåíò-
ðèñèòåòîì. Àíàëîã³÷íå òâåð-
äæåííÿ äëÿ ïàðàáîëè âèïëèâàº ç òåîðåìè 8.2.3, ÿêùî ââàæàòè, ùî äëÿ
íå¿ ε = 1. Íàãàäàºìî, ùî äëÿ åë³ïñà ε < 1, à äëÿ ã³ïåðáîëè ε > 1.

8.2.3. Äîòè÷í³ ïðÿì³ ë³í³¿
äî åë³ïñà, ã³ïåðáîëè, ïàðàáîëè.
Â àô³ííîìó ïðîñòîð³ S2 ã³ïåð-
ïëîùèíîþ º ïðÿìà ë³í³ÿ. Òîìó
äîòè÷íó ïðÿìó ë³í³þ äî åë³ïñà,
ã³ïåðáîëè ³ ïàðàáîëè ìîæíà çíàé-
òè çà äîïîìîãîþ ð³âíÿííÿ äîòè÷-
íî¿ ã³ïåðïëîùèíè (8.1.10).

Äëÿ åë³ïñà (1) ìàºìî:

(18)

³ ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïðÿìî¿ ë³í³¿ º òàêèì:

äå x01, x02 — êîîðäèíàòè òî÷êè x0.

Ðèñ. 20

Ðèñ. 19
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ð³âí³ñòü êóò³â ϕ1 ³ ϕ2, ÿêùî ïîêàæåìî, ùî cos ϕ1 = cos ϕ2. Îá÷èñëèìî
ö³ âåëè÷èíè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (5.2.19):

Âåêòîð f1 çàäîâîëüíÿº
óìîâ³ (8.1.9), ÿêà ç óðàõó-
âàííÿì (18) ìàº âèãëÿä:

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â
òîìó, ùî öÿ ð³âí³ñòü âè-
êîíóºòüñÿ ïðè

Äàë³ ç óðàõóâàííÿì
ð³âíîñò³ (2) ìàºìî:

äå ρ10 — âåëè÷èíà
ρ1,  îá÷èñëåíà äëÿ
òî÷êè äîòèêó çà ôîð-
ìóëîþ (3). Òåïåð,
çâàæàþ÷è íà òå, ùî

 çíà-
õîäèìî:

Òàêîþ æ º ³ âåëè÷èíà cos ϕ2, â ÷îìó íåâàæêî ïåðåñâ³ä÷èòèñÿ
çà äîïîìîãîþ àíàëîã³÷íèõ îá÷èñëåíü ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (4).
Îòæå, îïòè÷íà âëàñòèâ³ñòü åë³ïñà äîâåäåíà.

Ðèñ. 21

Ðèñ. 22
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ÿêîìó íå çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè æîäíî¿ òî÷êè ïðîñòîðó S3.
Ïðè g = 0 ³ îäíà-

êîâèõ çíàêàõ êîåô³-
ö³ºíò³â λ1, λ2, λ3 îäåð-
æóºòüñÿ ð³âíÿííÿ

ÿêîìó çàäîâîëüíÿº
ò³ëüêè ïî÷àòîê êîîðäè-
íàò. Ïðî íüîãî ãîâîðÿòü
ÿê ïðî ð³âíÿííÿ âèðî-
äæåíîãî åë³ïñî¿äà.

Ïðèïóñòèìî, ùî
çíàêè ÷èñåë λ1, λ2, g  â
ð³âíÿíí³ (8.1.24) º îä-
íàêîâèìè ³ ïðîòè-
ëåæíèìè äî çíàêó λ3.
Ñòàíäàðòíà çàì³íà êî-
åô³ö³ºíò³â çâîäèòü öå
ð³âíÿííÿ äî òàêîãî
âèãëÿäó:

(2)

Ðîçãëÿäóâàíà ïî-
âåðõíÿ äðóãîãî ïîðÿä-
êó íàçèâàºòüñÿ îäíîïî-

ëèì ã³ïåðáîëî¿äîì (ðèñ. 25). Ð³âíÿííÿ (2) — éîãî êàíîí³÷íå ð³âíÿí-
íÿ. Î÷åâèäíî, ùî êîîðäèíàòí³ ïëîùèíè º ïëîùèíàìè ñèìåòð³¿,

Ðèñ. 25
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1

2

11 12 1

21 22 2

1 2

, , ... , ;
, , ... , ;

...............................
, , ... , .

l

n

n

l l ln

h h h
h h h

h h h

(2)

Òóò ââàæàºòüñÿ, ùî

1 2 ... .ln n n n+ + + =
Î÷åâèäíî, ùî âåêòîð h11 º âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèö³ A, â³äïî-

â³äíèì äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ1. Ïîêàæåìî, ùî ³íø³ âåêòîðè ïåð-
øîãî ðÿäêà ç (2) º ïðèºäíàíèìè âåêòîðàìè, â³äïîâ³äíèìè äî âëàñ-
íîãî çíà÷åííÿ λ1. Â³çüìåìî, íàïðèêëàä, âåêòîð h12 ³ ïîìíîæèìî éîãî
çë³âà íà ìàòðèöþ A – λ1E. Íà ï³äñòàâ³ äðóãî¿ ð³âíîñò³ ç ïåðøî¿ ãðóïè
ôîðìóë (1) áóäåìî ìàòè:

(A – λ1E)h12 = h11.

Ï³ñëÿ ïîäàëüøîãî ìíîæåííÿ íà A – λ1E çíàõîäèìî:

(A – λ1E)2h12 = (A – λ1E)h11 = 0.

Îòæå, h12 º ïðèºäíàíèì âåêòîðîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, â³äïîâ³äíèì äî
âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ1. Àíàëîã³÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî h13, ... , h1n1

º ïðèºäíàíèìè âåêòîðàìè ïîðÿäêó 2, ... , n1 – 1 â³äïîâ³äíî.
Òàêèì ÷èíîì, ïåðøèé ðÿäîê ó (2) ñêëàäàºòüñÿ ç âëàñíîãî âåêòî-

ðà ³ ïðèºäíàíèõ âåêòîð³â. Öÿ ñóêóïí³ñòü âåêòîð³â íàçèâàºòüñÿ æîð-
äàíîâèì ëàíöþæêîì äîâæèíè n1, â³äïîâ³äíèì äî âëàñíîãî çíà÷åí-
íÿ λ1.  ²íø³ æîðäàíîâ³ ëàíöþæêè ó (2) ìàþòü òàêó æ áóäîâó: âîíè
ïî÷èíàþòüñÿ ç âëàñíîãî âåêòîðà, à äàë³ éäóòü ïðèºäíàí³ âåêòîðè, ðîç-
ì³ùåí³ â òàê³é ïîñë³äîâíîñò³, ùî ¿õ ïîðÿäêè çðîñòàþòü. ßêùî äåÿêî-
ìó âëàñíîìó çíà÷åííþ λ â³äïîâ³äàº s ë³í³éíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ
âåêòîð³â, òî áóäåìî ìàòè s æîðäàíîâèõ ëàíöþæê³â, â³äïîâ³äíèõ äî λ.
²íàêøå êàæó÷è, âëàñí³ çíà÷åííÿ λ1, ... , λl ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (1) íå
îáîâ’ÿçêîâî º ð³çíèìè.

Íèæ÷å ìè ïîáà÷èìî, ùî âåêòîðè (2) óòâîðþþòü ó n-âèì³ðíîìó
ïðîñòîð³ áàçèñ, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ êàíîí³÷íèì áàçèñîì â³äíîñíî
ë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ (ìàòðèö³) À. Ð³âíîñò³ (1) ïîêàçóþòü, ùî



9.1. Æîðäàíîâà ôîðìà 279

áàçèñí³ âåêòîðè êîæíîãî ç æîðäàíîâèõ ëàíöþæê³â ïåðåõîäÿòü ïðè
ë³í³éíîìó ïåðåòâîðåíí³ À â ë³í³éíó êîìá³íàö³þ âåêòîð³â òîãî æ ëàí-
öþæêà. Öå îçíà÷àº, ùî êîæíèé æîðäàí³â ëàíöþæîê âåêòîð³â ïîðî-
äæóº ï³äïðîñò³ð, ³íâàð³àíòíèé â³äíîñíî ë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
Êàíîí³÷íèé áàçèñ º îá’ºäíàííÿì áàçèñ³â öèõ ³íâàð³àíòíèõ ï³ä-
ïðîñòîð³â.

Æîðäàíîâîþ êë³òèíîþ ( )k λJ  íàçèâàºòüñÿ äâîä³àãîíàëüíà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó k, ó ÿêî¿ ãîëîâíà ä³àãîíàëü ñêëàäàºòüñÿ ç îäíàêîâèõ
åëåìåíò³â, ð³âíèõ λ , à ä³àãîíàëü, ïðèëåãëà äî ãîëîâíî¿, ñêëàäàºòüñÿ ç
îäèíèöü. ²íàêøå êàæó÷è,

 
.

Ââàæàºòüñÿ, ùî J1(λ) = (λ).
Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ ìàòðèö³ n-ãî ïîðÿäêó íàçèâàºòüñÿ êâà-

ç³ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ

(3)

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè êîæíà æîðäàíîâà êë³òèíà  ìàº ïîðÿäîê 1,
òîáòî  äëÿ k = 1, l i l = n, æîðäàíîâà ôîðìà J º ä³àãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

9.1.2. Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ ìàòðèö³ äî æîðäàíîâî¿ ôîðìè.
Ïðè äîâåäåíí³ íàñòóïíî¿ òåîðåìè ìè ìàºìî íà óâàç³, ùî äîâ³ëüíå ë³-
í³éíå ïåðåòâîðåííÿ À ä³º â êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîð³.

Òåîðåìà 9.1.1. Íåõàé A — ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. ²ñíóº áàçèñ (2),
ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ ³ ïðèºäíàíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A ³ òàêèé, ùî
ä³ÿ ë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ À îïèñóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (1).
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, 1, .j j n r q= = − −B g 0 &B'
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 �

, 1, ,k k q=f &�'

, 1, ,j j n r q= − −g &/G'
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.
krp q n r q

km km k k j j
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α + β + γ =∑ ∑ ∑ ∑h f g 0 &//'
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5 1 1 1diag ( ( ), ( ), ( ), ( )) ,= λ λ λ λJ J J J J

4 2 1 1diag ( ( ), ( ), ( ), ( )),= λ λ λ λJ J J J J

3 3 1 1diag ( ( ), ( ), ( ), ( )) ,= λ λ λ λJ J J J J

3 2 2 1diag ( ( ), ( ), ( ), ( )) ,= λ λ λ λJ J J J J

2 2 2 2diag ( ( ), ( ), ( ), ( )).= λ λ λ λJ J J J J
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diag 0 0 1 , , , (0) .
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   
      − λ =                

J E &/'

2�(���� �� 2 3( ) i ( ) :− λ − λJ E J E

2

3

0 0 1
0 0 0 0

( ) diag 0 0 0 , , , (0) ,
0 0 0 0

0 0 0

( ) .

   
      − λ =                

− λ =

J E

J E 0
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��"����	� 	"������
(��
 ��&>'�	�������
 ��"���
����7���	����%�3��*
��	��	����&>'�!�
�!�

�
�����)���

�	��*
�"���
���
���	���
� 
����������>%�3��	������
��!��5��	�����	�&>'�	����*�5��	�����	�&0'���	�(������������)��"���
���


��	���
����������������!��������#%�,����
����5��	�����	�&>'�	�$�� !�
���&/'�������
���)�� ( )r − λJ E ����	��#���������	
��	������	���	���
���������������!���#���	���	������	������!�����������!%���
*� !

���
��!��	���	������	������!�����������!����	��#�� 4 2 1 2.− ⋅ = �1��
�����	���	������	�������*����������!����	��#��8 3 1 2 2 1.− ⋅ − ⋅ =

��
���	(�	���(�������� �"�
������
���!����
��!�"���
����7

��	�����!������7�������	�����)����	���	������	����	�
#������� !

��
��� !���
(���#%�4

�	��*
�"���
���
���	���
� 
��������� 1n �

�	���
��

 ��*� !��	�� !�(���!��
�� !��)�� 1( )n− λ =J E 0 %�<
��
�� � 
����	� 1 1( )n −− λJ E ����	���	������	����������!� 1n ���
��� 
����	

1 2( )n −− λJ E ����	��#���������	
��	������	���	����������!� 1n ���#�

�	���	������	����������!� 1 1n − �	��%�%�<�����������	�������	�����(��
1

1(( ) ), 0, 1,n ir i n−− λ = −J E ������������(�����������������	7���	�

����!� 
����	��%
4�7

����	����	�
���	��� ���
��� ���
(���� %�:�)�� 1λ �-�����

����7������!����##(�� 
����	� 2
1 1, ( ) , ... ,− λ − λJ E J E � ��� �"��

 �����������������!����	��	� 
����	���*���	���	��������	��	����	�
�
#�� 1λ �����	�����	�*	���	�������������!��������!����	��	� 
����	

(������
���	�������!�����5��������5��	
���
�	%����*�	���*���
���
 
������ 1( )s− λJ E �������
�!�����
�
������������
��	���&���(

���



��+��6�����
�������	
���
�1���	�� !#"

s n≤ '%�4

 ��*����
(��������)�� 	�	 	�!�� 1(( ) )sr − λJ E �����	��#�
������!��

�	��*�5�"���
����5���	�������	����	���5���� 1λ %�=	���	���
"���
����7���	������	����	���7������
��������
(����� 1λ ��	�57��������
��(���##������
��	���
�	�����	�"������
��	������	�������	�������	�
 
����	� 1− λJ E %���
���	(���
�
�	�!#�����	�*	���
��	���
(����%

A	��!�
���������
���	���)����������� 
����	�����
��*
#����
�����	������!������5� 
����	�������	����� ��"������
��������"��	
 
����	� 1i ,−T T ������	��!�
���������������
��	�����������������
�	�����	������ 	�#���
���� 
����	�	�55�������	�%

2�"�������
�
���)��������!�
���������������������� 
����	 �

��������	��	���	����"���
����7���	������	����	���7�����!��������
��
��������
(����%�2���������	����!�����"���
����7��
��#"�	���;��
�!� ����������!�*�

3 � � � � 
 � � /%� <������� �� 
����#��;������������!

1 1 0 0 0

0 0 1 0 0

.0 1 2 0 0

0 2 1 1 1

0 0 0 0 1

− 
 
 

= − − 
 − − −  − 

A

L5�7
�
��������(����	������� 
��������6

5( 1) 0,λ + =
������ 
����� �� 
����
������
(����� 1λ = − ��;���5���
�����	%�A
��
����� +A E ����	��#�

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

.0 1 1 0 0

0 2 1 0 1

0 0 0 0 0

 
 
 

+ = − − 
 − −   

A E

��
��	��������� 
����	������	��
��������#����	�����#�( ) ,+ =A E x 0
���	��##��� 1 1 2 4i ,= =x e x e ����(����� ie �����
(
#��������������
�
�!�
��������
���!%



���������	
���
����	�������	���!##

,
��
(��
�	�$�� 
�	������ 
����#������������������"!�
���

)��55�"���
���
�$�� 
�� 	)!����	�"���
���	���	������������������
��
(
����� 	�����7���	���%�.	
����� �"���	���
��
�	
��������"���
���
��5�$�� �6

4 1 3 2diag( ( 1), ( 1)), diag( ( 1), ( 1)).= − − = − −J J J J J J &?'

.����;��!�
������� 	�	��"���
����7���	���������
� ������7	��	
��(�������6

2 2 3

0 1 1 0 0

0 0 0 0 0

( ) , (( ) ) 1, ( ) .0 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 0 0

r

 
 
 

+ = + = + = 
 − −   

A E A E A E 0

,����
����5��	�����	�������
���)�����������

�	��*�5�"���
����5
��	��������	��#������ ��
���������
�����	��	����!�
�!���
��
���	���
���	�5��
��5���	����%�3�����	�������������������! 	����)��"���
���
�
���	���
� 3( 1)−J �������
��!��������#%�2�"��� 
�� 	������!��
��
�
�	
�����&?'%

J���
���	
���	���	� 3( 1)−J � �	����	�
��"���
�	���
��#"��

11 12 13, , ,h h h ����������������
��������#����	������ 

11 12 11 13 12( ) , ( ) , ( ) .+ = + = + =A E h A E h h A E h h0 &D'

.�����	����� 2 ( 1)−J � 
� ���������� 21 22,h h �	��	������

21 22 21( ) , ( ) .+ = + =A E h A E h h0 &@'

3�(�� �����	������&D'%�������� 11h ��������
�!�����*���	������

&D'������
��� �������� � 
����	��%��	�� �"�����	��#�
��� 1 2,x x �
��

����	
�57��	�	
�	
��� �	�
�	5%�E!�� ����7���������

�	��*��
�
�����

������
��!������� 11h ����	��#���	�	
�	
��� �	�
�	5���
���7�������	�

1 2ix x 6

11 1 1 2 2 1 2( 0 0 0) .T= α + α = α αh x x &F'



��+��6�����
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���
�1���	�� !#�

,
��"�	���� 	"����$	�	���
 �� 1 2iα α � ���� !������*��7� ����

��	�"������! 	�����	��������!�
��7���"(������� ��	�	
��7��	�����%
<���;�"� ����!����	�������&D'%�.�������
(������������
������

���
� 12h � 
� ������� !��	�	
��7��	�����������*�����#� 
�����#

1

11

2

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

( ) .0 1 1 0 0 0

0 2 1 0 1

0 0 0 0 0 0

α 
 
 

+ = − − 
 − − α   

A E h

3�������##(��55������!�	�(
������������!������"� ������ �
�����
�;����

12 1 1 1 2(0 0 ) .T= α −α α + αh &B'

<������!�
�
������ 
��	������������
����! 	���#�	��� !��	��
��7��� �"�������� 1 2iα α �����!������� 
��%�3�����"� ������;��!�
�
����
�
(!�����������*�����
������� !��	�����	�&D'%�<��*����
� 
��

���������� !����
��!����	��#�

1

12 1

1 2

0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

( ) .0 1 1 0 0

0 2 1 0 1 0

0 0 0 0 0

 
 α 

+ = − − −α 
 − −  α + α 

A E h &�'

L5��;���
�������!�
�!���
������)�������! 	�����	������ ��������
����

���!�
������	��	���� 1 2 0α + α = %�2(��������)�� 1 2iα α �����(
���
��������
#��������!��%�4�7

� 1 21 i 1.α = α = − �1��	��
��	���
�	�$���
 !��&F'�	�&B'� 
� �6

11 12(1 0 0 1 0) , (0 1 1 0 0) .T T= − = −h h

1����� �� �"� ����

���������� 13h ������������*�� 
����# &�'

�����!�	�(
������������!�������
�
��7���)����
(����7� 1 2iα α %
2��� �
�����;���������� �������*�����#� 
�����#�&�'����	��#�
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���
����	�������	���!�)

13 (0 0 1 0 1) .T=h

2�"����	�������&D'�����;��
�	%�,����� ��������	������&@'%�.��
����
(�����������	�� 21 22ih h ��������
� ����$�� !�
 ��&F'�	�&B'%�:�

�
��
(
�������)�������57�����"
��	�����
��
�
������	��	�! �����


1 2iα α %�1����� �� �"� ������
��� 1 2iα α ����7���(�����������

�� �"���������������
������ !��)�����
��	��������� 11 21ih h ��!��
�	�	
������
��"�� �%�,���M 
������!������� !��
�	������� 21h �����
��
�� �������� � 1x %�1��	� 1 21, 0α = α = �	� �� 
� �6

21 1 22, (0 1 1 0 1) .T= = −h e h

A�"�
��!�����!������
� 21h ���
���
�������� 2x �����	� 1 20, 1α = α = �	

21 4 22 5, .= =h e h e
1
�� �(��� ��!�	�������	���������##(�5� 
����	�����

���	�	  �

 �"� ���
���
���55�!�������	6

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

.0 1 1 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 0 1

 
 
 

= − − 
 −   

T

2�(�����*�� 1−T �	��������
�*����$�� !��#�&�%/%?'������"� �6

1

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0 2 1 0 1

,0 1 1 0 1 0 1 1 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 1 0 1

−

−   
   −   

= = − −   
   −      − −   

A TJT J

��

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

.0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

− 
 − 

= − 
 −  − 

J �
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3 � � � � 
 � �0%� 3��!�!� ��"���
���!�$�� !����� 
����	 ��

��
�����
��
�� ����5����!���"���
����5���	����� (0)kJ %�2(��������)�

0 0 1 ... 0

0 0 0 ... 0

... ... ... ... ...
.

0 0 0 ... 1

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

 
 
 
 

=  
 
 
   

A

A
�������� 
����������
������
(����� 0λ = ���
�����	������� !��	��

���	�
#�����
���
��	�����������	��	�������
 ��
�!�
��������
���!

1 2ie e %�1� !�"���
���
�$�� 
���� 	)!����	�"���
���	���	����%

4��
"����������
��������� !��)�� m =A 0 ����� [( 1) / 2]m k= + �	
q ≠A 0 ����� 1, 1q m= − %�8�����
(
���)���

��)�
���������"���
�

����5���	�������
��"��5����������	��#���%�3�������	�*�5�"���
���

��5���	������
��"�����	���������
��� �(�����
��� ���(������%�:�)�

2k m= ���������������!��5���	��������	��#����������

diag( (0), (0)).m m=J J J

:�)��"� 2 1k m= − ���������������!��5���	��������������!����	��� 

� 8 /�������

1diag( (0), (0)).m m−=J J J �

��!�!����%�2���,3���%3���4%�����4��������.�5��������4
��!��

�
������ 
 ��!�
�
������� ������ ��@%?%/%

������	
����
��5�
��.��#�
!���	���	
���
�&���������������

	��� �,�
�
'�
�
��&��
��
�����&������!��%� λ ,�*��	��&����.����
�
�(
.�%��&��
!���	����	
���
�&��������������	���� *A ,�
�
'�
�
�

��&��
��11�
�����&������!��%� .µ ≠ λ
. � � � � � � � �� �
����
����
� ����	� 
�� 
��(��5�	��!��	5%

4�7

� 0x �-�������
��
��������������!��� 
����	 ������	����

"���
��������
��#"�
� 0 1, , ... , ,mx x x ��
���
�����!��������	
����

��	�������	������	�����	���&�%/%0'�������!#�������	��	���*����
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1 0

2 1

1

( ) ,

( ) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ,

( ) .

m m

m

−

= − λ
= − λ

= − λ

− λ =

x A E x

x A E x

x A E x

A E x 0

&/G'

:�)�� 0y �-�������
��
��������������!���� 
����	� *A ���������55

"���
��������
��#"�
� 0 1, , ... , ky y y � 
� ��
�
���	(�	��	�����	

*
1 0

*
2 1

*
1

*

( ) ,

( ) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ,

( ) .
k k

k

−

= − µ
= − µ

= − µ
− µ =

y A E y

y A E y

y A E y

A E y 0

&//'

�������� im kx y �����
��� ��������
 �� 
������ *iA A ��	��

���	������� !��
��	���
�	������ ��@%?%/���������������
���� �%

3���!��� ���)�� * 0m i k j− − =x y ������ , 1.i j l l+ < ≥ �3��
"� ��

)������	��	���������!������	�����i j l+ = %�.	
�������!�
7!�
��� �&/G'

	�&//'����� i j l+ = ���
7��� ���)�

* * *
1( ) ( )− − − − − − + −λ = λ = − =m i k j m i k j m i m i k jx y x y Ax x y

* * * * *
1 1( )m i k j m i k j m i k j m i k j− − − + − − − − + −= − = − =A x y x y x A y x y

* *
1 1( )m i k j k j m i k j− − − + − + −= µ + − =x y y x y

* * *
1 1 .m i k j m i k j m i k j− − − − + − + −= µ + −x y x y x y

2��	����� * *
1 10 i 0m i k j m i k j− − + − + −= =x y x y ��
��	���
�	�����!)���

���	��!��	5������!�� �� 
��6

* * ,− − − −λ = µm i k j m i k jx y x y
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��

*( ) 0.m i k j− −λ − µ =x y

,�	����� �������!��
�����)�� ,µ ≠ λ � 
� ��! ��!��������
������	
* 0.m i k j− − =x y �

��!�*��-5�'�����%��&���������	�	�@%0��!�������
(��	���	"�	� 
��

���	�	�����"
�
�! ��
���	"����	����� 
����	�������5����!��!��%�A�"�

���	�����������
�����"���
����#�$�� �#����������!�
�
������

����� !�@%0%F��
����
�������	����5� 
����	%

������	
�������5�%���&�,�-��� m →A 0 �'	��m → ∞ ,��!��"�
����

������.�,�-���(���
����������!��%�����	�������(��������
(�!���!��

/���������
����%�

. � � � � � � � �%� 4�7

���-��!�����
��������"��
� 
�����%

A
����	� 1 1i ( )m m m− −=A T AT T A T ���� !#���
��������� !#����� )

����(
���%�1� !�����
������������������ !�����"���
����5�$�� �

 
����	%�.���������)�����
�	�	
���
���
� 
��������� !�
�
��� )�����

��7	����	�����
������)������ !�
����� )���	� 55��	
���
���	������%

2�"�������
������������������ !��������� �5�"���
����5���	����

( )k λJ %

3��
"� ���)����� ����� 
����	� ( )m
k λJ � �"�
���(��������


$�� !��#

{ ( )} ,m i j m i j
k ij mC− + + −λ = λJ &/0'

��� n
mC �-��	���	��������!(����������� ���	������%����
����	��#�

!
,

!( )!
n
m

m
C

n m n
=

−
&/>'

���(� !���
"
�������)�

0, 0, .n
mC n n m= < > &/?'

A
������ ( )k λJ �-����7��� ����!��
�� �� !� �
��#�"��!��� 	

( ),m
k λJ � ������ { ( )} 0m

k ijλ =J ����� .i j> ������
�����	�5�! �����
�
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(12)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îäåðæàíî¿ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè ð³çíèöåâèõ
ð³âíÿíü íåîáõ³äíî çíàéòè âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ âëàñí³ âåêòîðè ìàòðèö³
F. Âîíè º òàêèìè:

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (12) âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (6):

Çíàéäåìî c1 ³ c2, îá÷èñëèâøè êîîðäèíàòè âåêòîðà S –1z(0):

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî c1 = c2 = 1/2.
Òåïåð, óðàõîâóþ÷è, ùî ìíîãî÷ëåí ×åáèøîâà Tn (x) º äðóãîþ

êîîðäèíàòîþ âåêòîðà z(n), çíàõîäèìî:

(13)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî x = cos ϕ. Òîä³ λ1 = eiϕ, λ2 = e–iϕ ³ çàì³ñòü (13)
áóäåìî ìàòè:

(14)

10.1.5. Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèê³â n-ãî ïîðÿäêó. Ìåòîä Ãàóñ-
ñà îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèê³â, ÿêèé ðîçãëÿäàâñÿ â ðîçä³ë³ 2.1, ñòàº íå-
ïðèäàòíèì äëÿ ö³º¿ ìåòè, ÿêùî âèçíà÷íèê ìàº n-é ïîðÿäîê. Õî÷ çà-
ãàëüíîãî ìåòîäó äëÿ îá÷èñëåííÿ òàêèõ âèçíà÷íèê³â íå ³ñíóº, ïðîòå
íàéá³ëüø óñï³øíèì âèÿâëÿºòüñÿ ñïîñ³á, çàñíîâàíèé íà çâåäåíí³
ïðîáëåìè äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³çíèöåâîãî ð³âíÿííÿ. Ïðèêëàä, ùî íàâî-
äèòüñÿ íèæ÷å, º òèïîâèì ïðè âèêîðèñòàíí³ öüîãî ñïîñîáó.
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360 Ãë. 12. Ìàòðè÷í³ îá÷èñëåííÿ

Òåîðåìà 12.1.13. ßêùî äëÿ äåÿêî¿ ìàòðè÷íî¿ íîðìè || A || < 1, òî

Ä î â å ä å í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî

Çâ³äñè, ï³äñóìîâóþ÷è íåñê³í÷åííó ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñ³þ, îäåðæèìî:

 

12.2. Çóìîâëåí³ñòü ìàòðèöü

12.2.1. ×èñëî çóìîâëåíîñò³ ìàòðèö³. Ïðè ÷èñåëüíîìó ðîç-
â’ÿçàíí³ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàâ³òü òî÷íèìè ìåòîäàìè âèíèêàº
äåê³ëüêà äæåðåë íåòî÷íîñò³ ðîçâ’ÿçêó. Îäíèì ç íèõ º íåîáõ³äí³ñòü
îêðóãëåííÿ ÷èñåë ó ïðîöåñ³ îá÷èñëåíü. Äðóãå äæåðåëî ç’ÿâëÿºòüñÿ
òîä³, êîëè ñèñòåìà Ax = b âèíèêàº ç ïðàêòè÷íî¿ çàäà÷³ ³ òîìó íå-
òî÷í³ñòü âèõ³äíèõ äàíèõ âåäå äî òîãî, ùî êîåô³ö³ºíòè ³ ïðàâ³ ÷àñòè-
íè ñèñòåìè â³äîì³ ëèøå íàáëèæåíî. Öå ìîæå ïîðîäæóâàòè âåëèê³
çì³íè â ðîçâ’ÿçêó, òîáòî ìîæå ìàòè ì³ñöå íåñò³éê³ñòü ïðè ðîçâ’ÿçàíí³
çàäà÷³.

Äëÿ îö³íêè ïîõèáîê ðîçâ’ÿçêó, ïîðîäæóâàíèõ óêàçàíèìè îáñòà-
âèíàìè, ïðèïóñòèìî, ùî âèõ³äí³ äàí³, òîáòî A i b, ïåâíîþ ì³ðîþ
íåâèçíà÷åí³ ³ ìè õî÷åìî çíàòè, ÿê öå â³äáèâàºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçêó x.
Ñïî÷àòêó áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ À â³äîìà òî÷íî, à âåêòîð b —
ç äåÿêîþ íåâèçíà÷åí³ñòþ, ÿêà õàðàêòåðèçóºòüñÿ «çáóðåííÿì» Δb.
Ç’ÿñóºìî, íàñê³ëüêè âåëèêèì ìîæå áóòè «çáóðåííÿ» Δx ðîçâ’ÿçêó õ.
Ìè áóäåìî âèõîäèòè ç ð³âíÿííÿ Ax = b, â ÿêå ï³äñòàâëåí³ çáóðåí³ âåê-
òîðè õ ³ b:



!/������	<$���������"	�����!"

$*8 ����� ∆+=∆+ 8�*

0� 	#���+���	(��'��/� 	��

�����
� �	����	"��	
��

���
����

������ ��� = /�����&#��	�'	����&�����
���'��#	�	"��	��	"���'�

�	���� �� �# 	�
#'	���	"����� �'������	"��	��	"������(�$�% ����

�	���� 8�*�
���	#��	/�.	� ��� ∆=∆ /�
��#'�� ��� ∆=∆ −� $�<� �����

 �#������������	����8��$�$L*���!�	)

$555555555555 � ��� ∆≤∆ − 8�*

%���+	�	��	'&/�	�'���'�� ��� = /�����	����	�	#��2&!�	)

$555555555555 ��� ≤ 87*

0�� ����#�	+���
��8�*���87*�#�
�#�
'��� �∆ �������"������(������	���$

?	��	2��+��8�*���87*/�	#��2��	)

/555555555555555555555555 � ������ ∆≤∆ −


��#'�

/
5555

5555
*8

5555

5555

�

�
�

�

� ∆≤∆
= 8E*

#�

$55555555*8 �−= ���= 8I*

��������� *8�= ���
���!���
�������	*$����������������	#2��

�	�������(���$�%�����	�����8��$�$��*���8��$�$��*���!�	)

$�*8 �
� ≥σσ= −

�= �

%���
������
� *8�= ��� ����!/�.	

/*8*8 �� == =α 8L*

#�� K≠α �A�#�
'������	/���������#	'�����	�����8��$�$�7*���8��$�$�E*

�	2��������#2&����/�.	

$*S8T*8 ���� == � = 8P*

?	�����"�����#	�������	����8E*/��	2�����&��������������&
�55555555 −∆ �� � 
'����&���#�	��	������
�����	���� ��'�	����$�G'.	/



!/� 
��	���	��������	����������

�� ��'��#/�'		�#����������#	���#	� �
���
���&.���#��
�'	����(�=�/
�	� �55555555 −∆ �� � #	����"!� �����
�	� E�K− � ��	� I�K− $�����	����	

�55555555 −∆ �� ��	2�����&�������
'���#�	��&� 	���'&��	
��

'&��/�
&�
�	����&�����
��������"���'�	����$�1����������8E*����#����� �	���/
.	� *8�= �	���2&!�
����&���#�	+���
���#�	��	�� 	���'���	
��

'&
��#	���#�	��	������
�����	������'�	����$�G'.	���������� *8�= � !
���	"/��	������(
�����
���!���
������	*$�����������#�	��	�
�#���
�	
��

���
��������� ��� = $�?���#	���������'������������ *8�=
�����(
���!�%�)���	*$�����������#�	��	���!��2�
�#���$�V�������+��
!�����	� ( ),c A �������+��
&�	�����������(
��,�
������	���������

3 4( ) 10 — 10c ≈A ��2��	
����!� 	���&�
&�	��������$
?��'��#	��#	����
&�	������������(��!�	��	�	������������(�/

��	�	��	�
'������ �#����������	����8P*��	2��������#2&����/�.	���
����	�
&�	����	����#	����"!�	#���(�$�1������'��2�#	����
&�	����

�����!������(������
#&� �α /�#�� K≠α �A�����	�����A�	��	�	������
�����(
$�-�����!�����#2���
�!������#'	������	����8L*$

D	��&���8P*� 	
��"!/��	�&��	������������
��
� ����� �� =
��2'	��	
��

&����)�����	�
&�	����	���������(�� ��� �!�'��#���	�
������
&�	����	�����/��	��	/�=	��&"��� ��� /��	2���	#��2�������
����&�
� 	���	�
&�	����	"������(�"$�%����	�'��.��8��'�"��"��
��+��#&2�������
�#���*��'	��������
� ���
���	#2������	������	�	
 ���#	�	
��

'&���
&��������/�	#��2���������	
#������$L$

%�	���	�#�'���'��
�&��2���$
%���&�����2�������
���$�1	����������	�
&�	����	���������(���� ��'�

�������
�#�����
������	����	�����""���
/�������'��	(��""���
/��	
����� 	���������	2���	�����	
��

&�����
�#��&� �	��������
������

#�
�
���	#2���
� �σσ >� $

%���&�����2�������
���$�V���	�
&�	����	������!���
���
������
� ��
��'	�����������
�����	��������(�$�?�	���(��
������
�
������	����
"��� 	����
������������$

%���&�����2�������
��7$�?	�������	�#	����
&�	��������������(���
��#�	��	� 
�#�����	
��

���
��������� ��� = ���
'���� 	��

���



!/!�����	<$���������"	�����!"


� ����'���"� �	��������������
�������#�
���!��2������(��8 �	�(�
�	����&#�������� ��'��(���	
#��&*$

?�����'�����#���$�1����

$
RQ/KRR/K
RR/K�






=�

��������� 
������
��������(����!� KKKKI/K>RQKKI/� �� −≈λ≈λ $

-�'���'�������(
�������������/��	� ���� =� � ����� �#��������	�

����� L$�$7� ��� ����&�
���� ������ #	����""��� 55>55 �� λλ /� �	��	

1 1,98005,σ ≈ � KKKKI/K� ≈σ $�<	�&� 7RLK�*8 ≈�= $�<�'������	�/�����

��(
��� 	���	�
&�	���������	�&� ����	
��

������������� ��� =
�	2�����'��������	
������ ��!��	����$

�	
��
���	�������&

/RP/�RQ/KRR/K

/RR/�RR/K

��

��

=+
=+

>>

>>

�	������	
��

'	��
'	��!� ��� == >> $�?�	����������

RLRP/�RQ/KRR/K

/RRK�/�RR/K

��

��

=+
=+

>>

>>

��!��	
��

	'� RQ/I/R7/7 �� =−= >> /��	��	������#'	������
�����	���
�*KKK7/KKKK�/K8 −=∆� �!� 	���'�� �*RQ/ER7/E8−=∆� $�3����
���

�	#��	)

/I
5555

5555
/�5555/�I5555 ≈∆=≈∆

�

�
��

$
��

�7�K

5555

5555
/��5555/�7�K5555

E
E

−
− ≈∆≈≈∆

�

�
��

-�2�/

/
5555

5555
7R��7

5555

5555

�

�

�

� ∆≈∆

.	�&
�	#2&!���
�
��
���#�������.��
������
�� *8�= $



!/" 
��	���	��������	����������

<�'������	�/�
'.	�'		�#��������'�	�������#	���
�����
�����

����"�K/KKK7/��	���'�	�����	2���&���
���#�����
���#�	��	"� 	����

'	"� 	�
#'&�I$�F��!������#'	�� 	���	��
&�	����	���������(���$�

F��� ��'��#����#����� �	���/�.	���������
� 	���	�
&�	����	"

�����(�"�!����	�����'	"/��	��	�����	
��

	'������	�
���"!���
� ��

������
����� ������������$�-#��!"�
� ������������'	�����	2���&��

����
�����
�����'�������(���������/��	���� �#����������	���� 8I*

����	�
&�	����	����
���2������#� 5555 �−� /���(
�����������	2���&��

����'	"/�
'.	� 5W6X5 � ������$�0��	
��
�&�	�&� ��'��#����������

'����� �#	'���!����(�$�?�	���������&!� �
�	�	�
��

'&���2������


������
�� 5W6X5 � � �� 	���	"�
&�	�������"������(� �$�F���	2��

 	������������'	�&� ��'��#�$�1����� �
� �K/�KK −=σ==σ= �� � /

�	#�� �KK�K5W6X5 −=� ������	��2������ �*8 =�= /��	��	������(
�#	����
&�

�	�����/��	�������
�����'�!�#&2�������$�-�2�/�
������
� *8�= �!�����+

��2������'������!����2'	�����	
��

���
��������� ��� = ���2�����


������
� 5W6X5 � ���	�����'��� 	�
#	'��$�?	�����
&�	�������������

�������
��
!���
� �����'	����������&#��
'	�	����	#&�����	
��

���
$

?	'�2��	��� ��/�.	���������� *8�= �����'����
&!���2'������	
�

��

���
��������� ��� = ����	#�/�'	�������!�����
���������/�����'�	� �


�#������	��	$�0�(�	�&��� �#'&���!�	���������

$**88 ����� =∆+∆+ 8Q*

C&#��	����2���/�.	�
'������(
��/���'��������(
� �� ∆+ �!������	�

#2�����$�-�����
����	��/�
'��	2��� 	'�
���/���'	�&!���
� ���#	�

�������������������� 5555 �∆ $

%�����	����8Q*��� ����!/�.	

/*8 (=∆+∆+∆ �����


��#'�

$*8� ����� ∆+∆−=∆ −

?����	#
�����	������������	����#	��	���/�	#��2��	/�.	

5555555555555555 � ����� ∆+∆≤∆ −



!/'�����	<$���������"	�����!"

���	�&

$
5555

5555
*8

5555

5555

�

�
�

��

� ∆≤
∆+

∆
=

-�2�/���#�	��������
������������	���2������#�	��	"�����
�
��������"������(���/� 	��	2��	"�����������	�
&�	����	���$

0�
������	�&��� �#'&/�'	�����!����(������
����������
'�����
������������(���������/���'������ ������������/�����	�
&�	����	���
��2���#����!�����+����&��	��� ���	(��"��������#�	��	������
�����

�	�����	
��

'&��������$�1��
& ��
"��������(�	�&��� �#'&/�	����

2��	�
����	�������	
��
#	�� ��'��#&$

?�����'�����#���$��	
��
2��	�������&�����
��

1 2

1 2

2 3 ,

2 2 6 ,

x x

x x

+ =

+ =
8R*

	�����""������'	�=�(�!������ �������������� 	���'&�
��	�����"�#	

#�	�/��� 	����#	����	��
���&.���(�=�$

0� ��+	�&��� �#'&���!�	)

1 2

1 2

1,4 1,7,

2 1,4 2,4

x x

x x

+ =
+ = 8�K*

���	
��

	'�(�!���������� �*��Y�8=� $�0�#�&�	�&��� �#'&��������

��!�����
#)

1 2

1 2

1,41 1,73,

2 1,41 2,45

x x

x x

+ =
+ = 8��*

������	
��

	'�#	����"!� (0,90 0,46)T≈x $

?	����
��
�	�	���	
��

'��� 	'�
&!/�.	������!�	�� ���&�
 ���

����'���"� ����	
��

�����������������
��$�1���!� �#������ 	#����

���
/�.	� �#��.���
��	��	����	���������#	 	�	2��&��'�&���(�!�����

 ��!��	���$�H ��������	�&/�.	������(
�����#�	����������8R*����	�

#2���� ������������!����'������&���	2��&��	
��

'��/��������(�

�������8�K*���8��*������	#2����������������"���!#�����	
��

'�$�



!// 
��	���	��������	����������

-�2�/� 	���!� ���	#��� �����
� �	���/�
'�� ��'������
������
�
���"�����'�� 	�
��
/�
'��&������������&�������������/���������
��
��2�����/���
��/�����������(�����$�#$�%�(�	�	� �����
� 	����"���
���
��#����	���/�
'����#��
�
"�����������'&�9�	��&:���#���������'��9���
���2��	�:$���# 	��#�����(�� �����
� 	����&!�����	'	�	��	
&����

	�	����	������	
��

&������
�#�����
� �	��#2���
���'���
� 	��2�
����
��	#��/�
'��#	 	�	������&��'�&������&�(��/� 	#������#	��	
�
��
�&����&� ��'��#��/���	� ��������� 	��
'+�������� ���$�1�2��
���
�����!�	�&���&����#�����'���
��	#�)�����'	���������� �	��#�	�	
��������������	#����&���� � ��'	�������
�	��	�	��	������������
��'�	���$�?��+���2� �������#	�(��� �����/�
�	���	

%���&�����2�������
��E$�3	��������������
&����� 	���'��	'�&�����
/
����+��	��	�	�"���������
�����������	
��

'&����������������
����
��/�	�&�	����&�����
��������"�����#����#�����
�#���$�3	'��#��
#	���#2���
� 	'�
&"��/�.	� 	���'��	'�&�������	2����'�"�����#	
����
�����	����#����/��	��	� 	���� 	���'�/�	�&�	������ 	���'���
	'�&�����/���
����!���
�����	�� *8�= $

������������.����%-1�  2�,�1�&���������*�����4����. �5�

�%��� ����1�����'����� ����	
��

&��������������������������
��
�	2������'�&���������� ���#	����
&�	������������(���������/�
'.	
���	#��	
��

���
���!� �������#�$�G'� ��'��#��	
��
���	�������&
����
��� ��� = /�#�

$
�

�
/

��

�KKK�/K





=





= ��

-�'���'������&�
���������������(����#	����""��� /L�Q/�� ≈σ
L�Q/K� ≈σ /��	� L/�*8 ≈�= ����	�&������(
���!�#	����
&�	����	"$��	
�

��
2��	�������&����	#	����'�"����
/�	'�&��""����� �	(����	��
��������#	����	��
���&.���(�=�$�Z����������� �����	����
��	
+��
���	�������(����"�������
#)

∼





∼








���

�KKKK�KKKK�

���

��KKK�/K



!/0�����	<$���������"	�����!"

$
��K

�KKKK�KKKK�

�KKKK�KKKKK

�KKKK�KKKK�





∼







−−
∼

-�������������(����# 	��#�!��������

/�

/�KKKK�KKKK

�

��

=
=+

>

>>

�	
��

	'�
'	��#	����"!� �*�K8=� $

-����#�	/�.	�(�� 	���'	�����	
��

	'$�-�2�/���
��2�"�����

#	��&�
&�	��������������(���/�����������
��
!���
�������'	"/��	

 	���'��	'�&������ ��
�����#	�����'��� 	���	'�&��	
��

'&$�1���2�

'	�
�	
&����/�.	� �����	"�&�'��#�����!������
������
� ��+	�	� �	�

��#�	�	���������$

1����#���&���#���������
� 	���	�
&�	����	"������(�"/�'	��

������'�������
��
!���
� �����
'	�&����	#���	
��

���
/���#��	�&

�� �#'&��	2���&��'�&���������'	���/�
'.	� 	����"�����'	2���� �	�

��#������������
�&�������+�����	2������� �	��#��������������

����	�	�2����	�	���	� (
/��� 	���� ������������
#'�������(����'��

���	�/�.	���������+���
�����
���	#&����������	���� �	��#��������

����	�$�F����'�
���������	#���'�"����
�
�����'	�������	�	��� �	�

��#�	�	���������$�0���+	�&��� �#'&������� 	���
������(
��� ���

+�����#�&�����
#'�$�-�2�/

/
��K

���

��KKK�/K

���

���

��KKK�/K





∼





∼








��#'��
���	#��	/�.	� �*��8=� $����'	� ���'	�����
����	�&/�.	�(��
�	
��

	'�!����
�'���#	�� ���2��	�	��	
��

'&$

;��	#���'�"����
�
�����'	�������	�	�� �	��#�	�	���������
��#��
�
!���
���#�����+���#���	�	����	#&� 	��	�	����	�&� �	��#�	�
�	���������/�'	���
�� �	��#�������&����������/���'����������
���	�
#&����&�����������(������
��/�.	�
���+����
� ���
���'	����
�#�
�
'	��'���'	������'�"����$�?�	�������
��'��#������(�	�	����	#&�#	
��	�	�&#�"���
�&���'�"������� �#'��/��	�����'	�	�	����	�&� �	�
��#�	�	���������/�
'� �����	/��&��!�#	������	$



!/# 
��	���	��������	����������

�����!���� �6 ��,�%�+ �&��������� ������ ��*�,�&���;����(


��������8R*���!�����/��������	#���(�/��� ���
������2��	�	�	��������

�
�����������������������#	����"�����#�	�$�F��	
����!/�.	��������


���2��������'�	����8&�#��	�&��� �#'&���	� (��������(�*��	2���&��

 	�&+���� ���������
�����(�����'�	���$�F��
��.�� ��
�	#����#	�
����

����&�'��#����� �����'	��������� 	�
��
���
��&��� ��'�������
��

#����$�?�	���(����#�&��!���
����
��2#�/�
'����#���������& �����	���

��/�
'&��������#��	���
�#	��#���
$

���	�
���
�
���	 �2�0	 �'' //� � 	:	�������������0	��*���

;�.�	���	�������	��������	 �εε //� � 	�����$&�"��	���������"

2

1

| | 1,
n

i
i=

<∑ ε

��	�������	 �� εε ++ '' //�� � 	&	����0��	��*���/�����

%���	������� ����!/�.	� ���������
������	��	�	��	���������

�������'�	����
������!���
��������������
���2�����$�F
����	�	��������

 	
��"!�+��	'����'	�������
�	��	�	��	��������
�������	��	�	�����

���� �����	����� ��� 	�&#	���	�����"�����������	������$

�����"��)3���%� �&������%�& ��, �1�  2��1����������������� �	�

��������������
��������	
��

&!���
�&��� �#'&/�'	��������(
���
��

#����
� 	���'	"� �∆ $�H�	�	��	������(�����&#��	� �� &�'���/�.	

�	�����!���
����������
������
� �λλ //� � $�G'.	�(�A����#���	����
&�

"��������(
/��	

$*//W>N[8*8 �
�

� �(((��( ∆+λλ=∆+ −−
��

1�� �#��������	�����L$�$I������(
� (��( *8� ∆+− ���!����2�������

������
/�.	��������(
� �� ∆+ $�%���	��������+�	����/�
���	�	���
�	��#	��
#'��������(�� (��( *8� ∆+− /��� ����!/�.	

1 1

1

| { } | | { } |, 1, ,
n

i ii ij
j
j i

i n− −

=
≠

λ − λ − ∆ ≤ ∆ =∑S AS S AS 8��*

#��λ �!�#	����������������
������
�������(�� �� ∆+ $�-����#�	/�.	



!/$���?�	<�$�����	��*�@�*���	����0��2	��)����-���2	������

1 1| | | { } { } |i i ii ii
− −λ − λ = λ − λ − ∆ + ∆ ≤S AS S AS

1 1| { } | |{ } |, 1, .i ii ii i n− −≤ λ − λ − ∆ + ∆ =S AS S AS 8�7*

%�������	�����8�7*���8��*�
���	#��	/�.	

1

1

| | |{ } |, 1, ,
n

i ij
j

i n−

=
λ − λ ≤ ∆ =∑ S AS

��	
1| | || ||, 1, ,i i n−λ − λ ≤ ∆ =S AS

#������
� 5555 ∗ � 	
��������	���� ∞5555 ∗ $�1�� �#�������'��	���E*��	���
�����(����!�	�	����	��	)

1| | || || || || || || ( ) || ||, 1, ,i c i n−λ − λ ≤ ∆ = ∆ =S A S S A

�	��	� 	���'����
������
���������
�������
���2������#�������
&�
�	����	����#���	����
&"�	�������(�$�%�	
&���	/�.	����'��.����&#�
�	���� �#	'/�'	��������(
����	�������/��	�#���	����
&"��������(

!�&������	"����	�&� �*8 =(= $

���!��)*3��  2���,�72,���

%� �6 �8��%5�*��91 �8�&�&���

0��	
#������$�������
&����
�� ����������
�&���������#����#��

���� ��������
�(����������������	#����	
��

���
�	��	�����
�#��

������	���������$�1�2����	����&#������ �	�	#��2���
�����
���#�


�	
��

'���
�&��������������������������
���&�����
#���
#���
������

 ��
������	�	�9 ���������
�&����
:�ε $��	
��
#�"���
���� �	���+�
����������	2������
�#��� �	�
�&����
$�0���
����	���#�	���������
�	2��
������	��!"�
��	
��
�&�����
��
'�����=	��&�"�����
�#��&��
 	�&#&���������	
��

	'�#�
�����+��'��#������ �#'��$

���!������4�.���&3��& �&��� �,*3�� �9�&�&������C&#��	����	�

#����
���������8��$�$Q*/�
'&� 	#��	�&�����
#�)

� 0 1( ) .+ ε =A A x b 8�*



!0( 
��	���	��������	����������

<&�� 0 1iA A �A�#�����������(�/� ε �A�#�
'���#	#����������	���� ��

������$�?���������
������
��ε ��	2������2���/�.	�������� 8�*�	#���
2����
�&����
���������

0 .=A x b 8�*

?�� &����	/�.	� ��������� ε ���'	�&!���
�&�	��

0 1det ( ) 0.+ ε ≠A A 87*

<	#������
��
�8�*���!��	
��

	'� ( )= εx x �����+��
�#�����&#�� 	�
���

�����
���	#2������	
'��#&� ( )εx �
����� ��
��� ε � ��
�
�&�������	�	

��

'���
��	
��

'	������
��
�8�*�����
������ �#'��$

%	����� �	�����!��� �#	'/�'	��� 0det 0≠A ��� ���#	����������


������
��ε ���'	�&!���
�&�	���87*$�<	#���	
��

	'� ( )εx �����
��
�8�*

#	����"!

1 1 1 1
0 1 0 1 0( ) ( ) ( )− − − −ε = + ε = + εx A A b E A A A b

���	�	� �����	���#�	�����	2��� 	#����&�����
#����'�	��	�	��
#&

1 1
0 1 0

0

( ) ( 1) ( ) ,k k k

k

∞
− −

=
ε = ε −∑x A A A b 8E*


'.	��'	��������
���	���	"���$�$��$
F����
#�
����!���
/�
'.	�
��2����!��
#

1 1
0 1 0

0

|| || || ||.
∞

− −

=
ε∑ k k

k

A A A b

<&������ 	#���+	�&� || ||* �A�
'�����&#����'�	�����	������&
�	#2����


��"�����������	���$�-���������
#�
����!���
/�
'���	��������� �	�

�����
/�
��&�	��/�.	� 1
0 1|| || 1.−ε <A A �%���+	�	��	'&/���� �#����������

�	�'&�
���	�������$�$����
#�8E*�
����!���
� ��� 1| | 1,ε λ < �#�� 1λ �\�����

����+��
���	#&�����������
������
������(�� 1
0 1.
−A A �<�	�������$�$L

 	'�
&!/�.	� ��+���������	����#�
� ε ���# 	��#�!����+�����������

��2�	�����
#&�8E*$�?�	���(
����������������+� ��#�����#�
� ��'����

�	�	�
���	�&����
/��	� ���������#�
'��
��	��������(�� 1
0 1
−A A �	�����

�""���
� �	��	������#���&���#���������� 1| |λ $



!0����?�	<�$�����	��*�@�*���	����0��2	��)����-���2	������

?	���'�� ���
���	#2������	
��

'&� ( )εx �
��#	 	�	�	"��
#&

8E*�	�����"!���
���� �#��������	�������$�$�7$

���!������4�.��� �&3��& �&��� �,*3�� �9�&�&������1����

0det 0=A /� �	#�������(
� 0A ���!�������� 
������
� 0λ = /� 
'����

�&#��	����2���� �	����$�]	�&���# 	��#�!�!#���������������'�

�	�� 11h /��	��	�	#�	��#�������
��


0 =A x 0 8I*

��!�=&�#���������&�������&��	
��

'��/�
'���'��#�!���
�
�	#�	�	

��'�	��� 11h $�1�� �#��������	�����7$I$���	2��������#2&����/�.	

0( ) 1r n= −A $�-�'���'�� 0 0( ) ( )Tr r=A A /� �	� � �
2���� 	#�	��#��

����
��


0
T =A y 0 8L*

��2���!���+��	#���8
��	�����"�#	�����	�	�	���	2��'�*��	
��

	'� 0y $

3����#�
� �	��	����&#��	����2���/�.	� 1det 0.≠A �1�2�����


&�������	�
�
�����
��
�

,=Bx 0 8P*

#�
1

1 0.−=B A A

1�� �#����������	�'&�
���	�����7$E$E� 0( ) ( )r r=B A /��	�&�����
��
�8P*

��!/�
'�������
��
�8I*/�=&�#���������&�������&��	
��

'��/�.	��'���

#�!���
�
�	#�	�	���'�	��/�
'���!� 11h $�����!�����������'�	�	������

��(��!/���# 	��#����#	���������	�	�
������
� 0λ = $�1����#���&���#

�����(�� 0 0i TA A �(���������
������
������(��!����	�	��

'	�	�!� �	�

����$�1�2������	'���	��	
��
���	��� �#'�/�'	��� 0λ = �!� �	����

��'���������������
������
�$

?	����	�
�����+� �	��	�	��� �#'&/�'	����������
������
� 0λ =
�����(��!� ��!� '����������$��	
'��#� 
�� ��� ��
��� ε � �	
��

'&

( )= εx x �����
��
�8�*��&#��	�+&'����&�����
#�)

11
11

0

( ) ( ).k
k k

k

∞

=

θε = + ε + θ
ε

∑h
x x h 8Q*



!0� 
��	���	��������	����������

3�
�
���	#2���
�����#	������'�	���� kx ����������� , kθ θ � �#������

�	�8Q*�������
��
�8�*)

11
0 1 0 0 11 11( ) ( ) ... ( ) ... .k

k k

θ + ε + + θ + + ε + θ + = ε
h

A A x h x h b 8R*

?	����
!�	�������	����8R*�'	�=�(�!���� ���	#��'	������� ��
�� ε $
H 	���'&�
�	���	�(��#�
���� ����� 1 0i−ε ε )

0 11 ,θ =A h 0 8�K*

0 0 0 11 1 11( ) .+ θ + θ =A x h A h b 8��*

���������8�K*���'	�&!���
� ����&#��
'	�&�θ /�	�'���'�� 0 11 =A h 0 $�1�

����2�� �#����������
��
�8��*��	2���� �	�����)

0 0 1 11.= − θA x b A h 8��*

0���# 	��#�	����#	���	�����D��#�	�������	#�	��#�������
��


8��*���!��	��

	'��	#��������'���	#�/�'	����	�	� �������������!�	��	�

�	�����	"�#	� 0y )

1 11 0( ) 0.T− θ =b A h y 8�7*

?	'�2��	/�.	���������

11 1 0
T Ta = h A y 8�E*

����	2��#	����"������&�"$
?�� &����	/�.	� 1 11 0⊥A h y $�<	#������
��


0 1 11=A z A h 8�I*

!��	
��

&��������� �#��������	�����D��#�	����$�%�8�I*��� ����!/�.	

11.=Bz h 8�L*

-�'���'�� 0 11 =A h 0 /��	

11 .=Bh 0 8�P*

����	����8�L*� �� 8�P*� 	'�
&"��/�.	�)�����2���� ����������	�&

 �# �	��	�&/����
��&�	�&��������������'�	�� 11h ������(��!/���# 	��#�

����#	� 0λ = $�<	�&



!0!���?�	<�$�����	��*�@�*���	����0��2	��)����-���2	������

11,= αz h

#��α �A�#�
'������	$�%��#��� ���
���	2���
���������("�!�
���	#��
�	�
��#	 	�	�	"�����	����8�P*)

.=Bz 0

F
����������
���	#����
����& �����	����
�8�L*/��	�&�����	2���&��

1 11 0⊥A h y $�F��	
����!/�.	� 0a ≠ $
<� ���
�����	����8�7*�
���	#��	)

1
0.Ta−θ = b y

���������θ �	�����!���
����&��� ��� 0 0T =b y /��	��	� ����	
��

&���

�	��������
��
�8�*$�1�� �#��������	�����D��#�	�����θ ��&#�����&��	�
�	"��������	"���+������
�����	
��

&���	��������
��
 8�*$�-�2�/

��+��
��(�!��&�	����	
'��#�#�
� ( )εx ��&#�����.&����������
� 1−ε $
%��"���θ /��	2���
������ 0x �
'�	'�������	
��

	'�����
��
�8��*$

?���(�	�&���'�	�� 0x ��	2�����������	��	�	��������#	������	�	
��'�	��� 11h $

<�'������	�/����	��������� θ � �� 0x $�3����
���#��	� kθ � ��
0k ≥ ��� kx � ��� 0>k $�%�����	����8R*��� ����!/�.	

0 11 1 1 1 11( ) ( ) ,k k k k− −+ θ + + θ =A x h A x h 0
��	

0 1 1 1 11( ).k k k− −= − + θA x A x h 8�Q*

0�	����	
��

&���	����(�	�	�����
��
���!�����
#)

1 1 1 11 0( ( )) 0,T
k k− −+ θ =A x h y


��#'�
1

1 1 1 0.T T
k ka−− −θ = − x A y 8�R*

<� ��� kx ���
����!���
�
'�	'�������	
��

	'�����
��
�8�Q*/�	��
�	�	��������#	� 11h $�-�2�/���!�	� �	(�#&�&� 	���#	��	�	�
���	�

#2���
��������� kθ � ����'�	���� kx $�?�	�����
&!�	�����+�#	'��#�	
���&'�&�&�
������	�	��	
��

'&�����
��
� 0 0=A z b /�#	�
'	�	�
�	#
���


����
��
�8��*���8�Q*$



!0" 
��	���	��������	����������

1�����A�A�	#�	��������� �# �	����/� ���
��&������� ��'�

�	� 11h /� ��B�A� �# �	����/����
��&������� ��+����'�	���'��	����

�	�	� ��
��&� ��#�	��	� ������	�	�  �����	����
� 0A $� -�'���'�

nE U V= ⊕ /��	��	2������2���/�.	�
����������	
��

	'� 0 11+ ζz h
����
��
� 0 0=A z b � !� �&�	"���'�	���� 0 11i ,U V∈ ζ ∈z h �  ���	�&

	'�������	
��

	'��������� 0 0=A z b ��	2�����������	��	�	�����

����#	���'�	��� 11h $

?�#������	�
����������	
��

	'� 0 11+ ζz h �&�����
��
� 0 0=A z b $

<	#��	#��2��	/�.	� 0 0 0=A z b $�1�� �#��������	�����R$�$�� 0 U⊥y /���


&�	����	
��

&���	���� ����
��
� 0 0=A z b � �� ����!/�.	� 0 0⊥b y $

<	�&� 0 U∈b /��	��	� 0 0 .U∈A z
<�'������	�/� 0 0 0, ,U∈z A z ��	�&� 0A �!���������� �����	����

�
�/�.	�#�!�
�B���B$�?	'�2��	/�.	��	�	�!������	#2����$�?�� &��

���	/�.	�#�
�#�
'	�	���'�	��� ∈Uz ����&!�#��� �		���
�� , ′ ∈Uu u /

�	��	� 0 0, .′= =z A u z A u �-����#�	/�.	� ′− ∈Uu u $�%� ��+	�	��	'&/

0( ) ,′− =A u u 0 ��	�&� V′− ∈u u $�^#�������'�	�	�/�� �������#�
�B

��A/�!��&��	������'�	�/��	�&� .′=u u �-�2�/�'	2������'�	��
�B���!�!#��

���� �		���
����	�&� �����	����
� 0A �!������	#2����$�1�����*�A

	��������#	���	�	� �����	����
/��	#�� 0 0=z Cb $�1�2�������'	����

��!�	�
�	#��2�������
&�����	�� ���#	���#2�����
��2�	�����
#&�8Q*$

_ 	���'&�	(����	� 1| |k −θ ���|| ||kx $�%�����	����8�R*���� �#���������

����	����@	+��A�B���(��A�C&�
'	���'	�	����'���������	������'�	��

�����	���
���	#��	/�.	

1
1 1 1 0 1 1| | | | || || || || || ||T

k k E E k Ea C−
− − −θ ≤ − = ≤x A y x

1 2 1 3 1|| || || || .k kC C C− −≤ =x x 8�K*

<&������ 	#���+	�&���� 	
����!�	�����
� iC �#�
'����
���2�����# C

 	���������������$

G'�
�
�����	�
���.�/�	'�������	
��

	'�����
��
�8�Q*���!�����

�
#)

1 1 1 11( ).k k k− −= − + θx CA x h 8��*



!0'���?�	<�$�����	��*�@�*���	����0��2	��)����-���2	������

H'	������+�����'��	������	������'�	�����������(�/�
�����	��� 8��*
	#��2��	)

1 1 1 11 4 1 1 11|| || || || || || || ||.k k k k kC− − − −≤ + θ = + θx CA x h x h 8��*

%�&���&����
��	(��'��8�K*�#������!�	)

1 1 11 1 1 11 1 5 1|| || || || || || || || | |k k k k k kC− − − − − −+ θ ≤ + θ = + θ ≤x h x h x

1 5 3 1 6 1|| || || || || || .k k kC C C− − −≤ + =x x x 8�7*

%�8��*���8�7*��� ����!/�.	

4 6 1 7 1|| || || || || || .k k kC C C− −≤ =x x x

?	���#	��	�
���	�	�&"���	�����"�	(��'&/�	#��2��	/�.	

2
7 1 7 2 7 0 7 8|| || || || || || ... || || .k k

k k kC C C C C− −≤ ≤ ≤ ≤ =x x x x 8�E*

<� ����	2���	(������'	�=�(�!���
������	�	��������
#&�8Q*$�%
&���&����
��	(��	'�8�7*���8�E*�
���	#��	)

11 6 6 7 8 7 9|| || || || .k k
k k kC C C C C C+ θ ≤ ≤ =x h x

F
�	(��'�� 	'�
&!/�.	��
#�8Q*�
����!���
�
���	��	"� || ||* /�
'���	����

������ �	�����
�#�
� 1
7C −ε < $

C���+�#	'��#���#	���#2���
�
��2�	�����
#&�8Q*�
�	(��'	"����

������ iC ��	2�����'	�����#�
�'	�'������������(�� 0A ��� 1.A �1��(�	�

�&� �������������
& ��
!�	�
$

? � � ' � � #$� 1�����������
�������	
��

	'�����
��


1 2 1
( )

1 2 2

+ ε −   ε =   − + ε   
x

&�����
#���	
'��#&�
����� ��
������	�	� ���������ε $�C&#��	�	�����
�"�����'		�#��������'�	��� ( )εx ��� ��+	�&������2����/��	��	�


�	�����"�#	�������� 	�
#'&� 1ε $
�	
��
#&���������
��
�!�����
��
��8�*� ��

0 1

1 2 1
, , .

1 2 2

−   = = =   −   
A A E b



!0/ 
��	���	��������	����������

;����(
� 0A ���!� �	�����������
������
� 0λ = �����# 	��#����#	
��	�	�����������'�	�� 11 (2 1) .T=h �;����(
� 0

TA ���2���!� �	���

�������
������
� 0λ = /�
'	�&���# 	��#�!�����������'�	�� 0 (1 1) .T=y
3�
������(��!/�
'��
����!���
�
� 0A /��������
������
� 0λ = �!� �	�

����/��	�&�#�
� ( )εx ����&!��	
'��#�8Q*$�-�������	�'	�=�(�!����(�	�	
�	
'��#&$

���������� ���θ �#	����""��
1

11 1 0 03, 1.T T Ta a−= = θ = =h A y b y

��'�	�� 0 01 02( )Tx x=x �
���	#��	�
'�	'�������	
��

	'�����
��


8��*/�	��	�	��������#	� 11h $�����
��
�8��*���!�����
#)

01

02

1 2 1
.

1 2 1

x

x

− −    =    −    
�	
��

&"����	�	����	#	����'�"����
/�
���	#��	�
����������	
�
��

	'� 02 02(2 1 )Tx x− /�#�� 02x ���#����!��	��� ��������/�
'����	2�
���&����&#��
'�������	����
������$�-�������	��	�	/�����&���+�/
.	� 0 11⊥x h $�<	#��	#��2��	�	'�������	
��

	'

0

1 2
.

5 5

T
 = −  

x

3����	�������	� 0θ )

1
0 0 1 0

1
,

15
T Ta−θ = − = −x A y

�� 	���� 1 11 12( )Tx x=x �
'�	'�������	
��

	'�����
��
�8�Q*/�	��	�	�

��������#	� 11h $�F������
��
�!���'��)

11

12

1 2 1/3
,

1 2 1/3

x

x

−     =    − −    
���	�	�
����������	
��

	'�#	����"!� 12 12(2 1/3 ) .Tx x+ �-'�����

�	
��

'	�/�	��	�	��������#	� 11h /�!���'�	�

1

1 2
.

15 15

T
 = −  

x



37712.3. Çáóðåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ñèñòåì

Òåïåð ìîæíà çíàéòè θ1:

Ðîçêëàä äëÿ x(ε) ç óêàçàíîþ âèùå òî÷í³ñòþ ìàº âèãëÿä:

Ï³äñòàâèâøè ñþäè çíàéäåí³ âèùå ÷èñëà θ, θ0, θ1 ³ âåêòîðè h11, x0,
x1, îäåðæèìî:

 

12.3.3. Âèïàäîê íåñóì³ñíîñò³ íåçáóðåíî¿ ñèñòåìè (ïðî-
äîâæåííÿ). Ïðèïóñòèìî, ùî λ = 0 º êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
ìàòðèö³ Â. Îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³ ïðî çáóðåííÿ
ìîæíà âèÿâèòè, ðîçãëÿíóâøè äâà îêðåìèõ âèïàäêè, êîëè êðàòí³ñòü
âëàñíîãî çíà÷åííÿ äîð³âíþº 3 ³ éîìó â³äïîâ³äàº: 1) îäèí æîðäàí³â
ëàíöþæîê äîâæèíè 3; 2) äâà æîðäàíîâèõ ëàíöþæêè äîâæèíè 2 ³ 1.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ Â ìàº îäèí âëàñíèé âåêòîð h11,
ÿêèé º îäíî÷àñíî âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèö³ A0 äëÿ òîãî æ âëàñíîãî
çíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó ð³âíÿííÿ (6) òåæ ìàº îäèí (ç òî÷í³ñòþ äî ÷èñ-
ëîâîãî ìíîæíèêà) ðîçâ’ÿçîê y0. Øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1)
ó âèãëÿä³ ðÿäó

(25)

Òóò h11, h12, h13 — âåêòîðè æîðäàíîâîãî ëàíöþæêà, â³äïîâ³äíîãî äî
íóëüîâîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìàòðèö³ Â. Íà ï³äñòàâ³ ôîðìóë (9.1.1)
ìîæíà íàïèñàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ öèõ âåêòîð³â:

(26)
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384 Ãë. 12. Ìàòðè÷í³ îá÷èñëåííÿ

12.4. ²òåðàö³éí³ ìåòîäè äëÿ ë³í³éíèõ ñèñòåì

²òåðàö³éí³ ìåòîäè äàþòü ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ÿê
ãðàíèöþ íåñê³í÷åííîãî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó, ÿêèé äîçâîëÿº çà
âæå çíàéäåíèì íàáëèæåííÿì äî ðîçâ’ÿçêó ïîáóäóâàòè íàñòóïíå,
á³ëüø òî÷íå. Âàæëèâà ïåðåâàãà çá³æíèõ ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â ïîëÿãàº
â òîìó, ùî ïîìèëêà â äåÿêîìó íàáëèæåíí³ âèïðàâëÿºòüñÿ â ïîäàëü-
øèõ îá÷èñëåííÿõ, ³ òàêå âèïðàâëåííÿ çâè÷àéíî âèìàãàº ëèøå ê³ëüêîõ
çàéâèõ êðîê³â îäíîìàí³òíèõ îá÷èñëåíü. Öÿ îáñòàâèíà º îñîáëèâî
ö³ííîþ ïðè îá÷èñëåííÿõ çà äîïîìîãîþ êîìï’þòåð³â.

Ç áàãàòüîõ ³ñíóþ÷èõ ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â äëÿ ë³í³éíèõ ñèñòåì
ìè ðîçãëÿíåìî äâà íàéá³ëüø ïðîñòèõ: ìåòîä ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿ ³ ìåòîä
Ãàóññà — Çåéäåëÿ.

12.4.1. Ìåòîä ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿. Íàéïðîñò³øèì ³òåðàö³éíèì
ìåòîäîì ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü º ìåòîä ïðîñòî¿ ³òå-
ðàö³¿, ÿêèé çàñòîñîâóºòüñÿ äî ñèñòåìè âèãëÿäó:

x = Ax + b. (1)
Ïðèïóñòèìî, ùî â³äîìèé íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê x(0) ñèñòåìè.

Óñ³ íàñòóïí³ íàáëèæåííÿ âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì:

x(k+1) = Ax(k) + b,     k = 0, 1, 2, ... . (2)

ßêùî ïîñë³äîâí³ñòü x(0), x(1), x(2), ... çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêîãî âåêòîðà,
òî â³í áóäå ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè. Öå òâåðäæåííÿ ñòàº î÷åâèäíèì,
ÿêùî â (2) çðîáèòè ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä ïðè  . Óìîâó çá³æíîñò³
³òåðàö³éíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ x(0), x(1), x(2), ... äàº

Òåîðåìà 12.4.1. Äëÿ çá³æíîñò³ ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü äîñòàò-
íüî, ùîá óñ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ À áóëè çà ìîäóëåì ìåíøèìè
í³æ îäèíèöÿ:

.,1,1|| nii =<λ (3)

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîñë³äîâí³ íàáëèæåííÿ x(0), x(1), x(2), ... ïî-
â’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ ð³çíèöåâèì ð³âíÿííÿì (2), òîìó íà ï³äñòàâ³ ðå-
çóëüòàò³â, îäåðæàíèõ ó ðîçä³ë³ 10.1, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî óìîâà (3)
º äîñòàòíüîþ äëÿ çá³æíîñò³ ö³º¿ ïîñë³äîâíîñò³.
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H������'	"�!��&#��
'�������(
�#�&�	�	� 	�
#'&/��	�&�#	������	2��

���	�&�����������	����$

H 	���'&�������	#��2��������	
'��#������(���$�%�	���	�(�


��#	 	�	�	"� �����	����
�	�������
$�?	��	2��	�
����������("
����������("�	�������


12

cos sin
( )

sin cos

ϕ − ϕ ϕ =  ϕ ϕ 
T

���������	�������+���#	#������'&��ϕ /����	#
���
�&�	�

12 21 12 11{ ( ) } 0, { ( ) } 0.ϕ = ϕ >T A T A

-����#�	/�.	� tg 1/ 4, sin 1/ 17, cos 4 / 17ϕ = ϕ = ϕ = /��	�&

12

4 11
( ) .

1 417

− ϕ =   
T

%���	#��	������"����'&��&������("��)

12

4 1 4 1 17 51 1
( ) .

1 4 1 1 0 317 17

− − −     = ϕ = =     −     
R T A

%��#���	#��2&!��
�����	
'��#������(���)

0 12 0 0

4 1 17 51 1
( ) .

1 4 0 317 17

−   = = ϕ = =   −   
TA A T R Q R
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0���
&���������'	����
� ��+	�	�'�	'&�������	����&� �
���	#��	

�����("��
�
)

1 0 0

17 5 4 11 1
0 3 1 417 17

−   = = =   −   
A R Q

73/17 3/17 4,29 0,18
.

3/17 12 /17 0,18 0,71

− −   = ≈   − −   
8��*

1�����
�&�� 0σ �#	����"!��������&� 22a /��	��	� 0 1σ = $�3�
�����

��(�

0 0

3 1

1 0

− − σ =  − 
A E


���	#��	������("�	�������


12

cos sin
( ) ,

sin cos

ψ − ψ ψ =  ψ ψ 
T

#�/�
'�����2'	� 	������/� tg 1/ 3, sin 1/ 10, cos 3/ 10.ψ = ψ = ψ =
3������!�	)

12 0 0

3 1 3 1 10 31 1
( ) ( ) ,

1 3 1 0 0 110 10

− − −    ψ − σ = = =    − −    
T A E R


��#'���� ����!/�.	

0 0 12 0 0

3 1 10 31 1
( ) .

1 3 0 110 10
T

−   − σ = ψ = =   − −   
A E T R Q R

1���+���
���	#��	/�.	

1 0 0 0= + σ =A R Q E

10 3 3 1 1 0 4,3 0,11 1
.

0 1 1 3 0 1 0,1 0,710 10

−       = + =       − −       
8��*

@��(��	"� ���	"�������	����&� !� 	#��2���
� �����(�� kA /� �

'��� ������ ��2���� �������� !� #&2�� �����$� <	#�� �����("��	2��
�����2���	����2����������	"����'&��	"�������������
������
��&#&��
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�
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���
�����������
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∑
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�
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G'.	�σ �!����
�'���#	� 9λ /��	�
�������'����	�#	#��'��(�!���&��
�&#�����
�'���#	��&�
��/�	�2�/�
��#	�����
���+��	#�����	�#���'�	�
'�/�.	��
�	���������#	#��	'� 	�����"�#	���&"���$�@	��� 9λ ��2��	��
��������
��#	 	�	�	"���+	�	����	#&�8�� ��'��#/�������	����&*/
�	�
��σ ��	2����

���(��	���������
������
$�G'.	�#�
� 9λ �.�����	#���
2���������2����
������
/��	�	������������ ����������	#�
��
�&�	�
 	�������������������σ ���	�������� Cσ /�
'.	�����	���	�
���"����

�&�����'	2�	�&�'�	(�$�0����������	�&��� �#'&�
�� Cσ �#	(����	��

�
�����#�	+���
�����
)

( ) .σ = ρ =
T
k k

k k T
k k

w Aw
w

w w

-������������ ����������	#�
� 	����������	�	����	�
��
����
����
�&�	��A��������+��=�'����������	#�
���	#2���
��������
��'�	���$�%��2������ �������	�&����	��� Cσ ��������'��+��#'�/�.	
���	#� ��#����������
�&'�
�������.��	���2��������������
������
$

? � � ' � � # � �$� 3�
������(���/��	
��
�&�	����.���� ��'��#���/

���#��	� ������� ��'�	��� 	��������� ��� ������� ���	#	�� 
�

�&�	�/� ��'	����	�&"��� �����2���� 
������
� �������� �����/
	#��2����� 
�� #	 	�	�	"�������	����&$� %��  	���'	���� ��'�	�
��
����	� 0 (3 1) .T= −w

D	��&��� 8��*�  	'�
&!/�.	� �����2���� 
������
� �������� �����
#	����""���E/7���K/P$�0� ��+	�&��� �#'&� 4,3σ = /��	�&

1
0,3 1 330 100

, ( ) .
1 3,3 100 30

−− − −   − σ = − σ =   − − −   
A E A E

����������'�	�������2��	�#	����"!

1
1 0

330 100 3
( )

100 30 1
− −  = − σ = =  − −  

w A E w

1090 6,61
165 .

330 2
   = ≈   − −   

8�7*

3�
�#�&�	�	������	�	���'�	��� ��� 0,7σ = ���!�	)
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1
3,3 1 30 100

, ( ) .
1 0,3 100 330

−− − −   − σ = − σ =   − − −   
A E A E

<� ��

1
1 0

30 100 3
( )

100 330 1
− − −  = − σ = =  − − −  

w A E w

10 0,67
15 .

30 2

−   = ≈ −   −   
8�E*

?	����
!�	�������� ��'�	��/� 
���#���������2��	/� 
� ��� �	�����


������
��/�
'��#�
��������������

1 2

5 13 5 13
, ,

2 2

+ −λ = λ =

!���'���

1 (3 13 2) (6,61 2) ,T T= + − ≈ −x 8�I*

2 (3 13 2) ( 0,61 2) .T T= − − ≈ − −x 8�L*

D	��&��� 8�I*� �� 8�7*�  	'�
&"��/� .	�  ���
�  ��+	�	� '�	'&
	������	�	���� ����	�	����	#&�
��
�&�	��	#��2&!���
�#	������	���
�����2���
� #�
� �����	�	� ��'�	��� 1x $� -#�	����	� 
�=	��&�� 8�L*� �
8�E*��� ����!/�.	������2���
�#�
� 2x �!���+����#�	��	� ����
����

�� �	�����"$� ��
������ ��#��������� 	�&�	������ ���/� .	� �2�
 	���'	������'�	�� 0w �!�'��.��������2���
��#�
� 1x ���2�#�
� 2x $

��
����	���+��� 	���'	������'�	�� 0 (1 3) ,T=w �
'���!�'��.��
�����2���
��#�
� 2x � ��2�#�
� 1x $�0�(�	�&���
�� 
������� 8�7*� � 8�E*
�&#��	��������# 	��#�	)

1

330 100 1 30 6
5 ,

100 30 3 10 2

−      = = =      − − −      
w

1

30 100 1 330 0,61
545 .

100 330 3 1090 2

− − − −      = = ≈      − − − −      
w
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<&����������	/�.	������2���
�#�
� 1x �!����#�	��	��� 	�����/�� ���
���2���
�#�
� 2x �A���������	����$

-�2�/��	������������2���
�
����+&!���
� ����#��	�&����	��
 	���'	�	�	���'�	��� 0w $�

���'�'����;�%5������, �8�.+�  2�&� 53%2� �5����,�%�.3

���������<�	�����L$L$��A�L$L$7��'�
&"����������+����&�������
+�
�� 	�&#	�������&�
��	�	��	
'��#&������(���$����� 	��

������


���	#2���
����������
������������(�� ��� �������������'�	��������
��(�� ���� �� > $�?�	��� ��'����	�(���+�
��!����	� ����
����$
F��	�&�	����	����/�.	� ���
���	#2���������&�
��	�	��	
'��#&
	#����
������2����+���!� �����
� �	���
��������&��	�	�	�����&�
�
��	�	����������	�	�'��������$�?�����
������������&�
����������

'�'��#�������'	������
���������
������������(�� ��� �����'�!�&��
�&#����
/� 	�'���'��'��#����������� ����&�
��������������+�
��#��
�
"���
���#��&�
���2������(�������/��� ���	����������'��#����
����'	������
�#&2����������������#�	���� 	���'����
��
!���
������
'	"$�G'.	������(
� TAA �����2���'	����	�&!���
/��	� �����������
 	������	�����"�����
�
�#&2������'	"��	�����"$

1�� ��'��(��
���	�	�&!���
���+������	#/�
���	�����������'	�
���������#�	#���	�����	��=	���������(�$�;��	 �+��	��	�	�#�

'��#����	�������(�$�����!� ��#������ ��#�
� m n× ������(�/�'	��

,m n> ��� ��� m n< ��	2���(������	#�
���	�&�����#	������ 	�	���
�	�������(�$�%��#	 	�	�	"� �����	�����̀ �&��	�#���������(
���
�	�
#����
�#	�#�	#���	�����	��=	���� K� /��� 	����(
������(
� �����	�
�"!���
�#	�#���	�����	��=	����
��#	 	�	�	"������(���	�	� �	(��&$
?�����#���#� C� �#	� �+C� ���#�&��!���
�+�
�	����	2���
������(�� C�

��� 	���#	������������(��	�������
)

$*8*8*8*8*8*8 /�7�7������7�7/�� ���C���C ψψψϕϕϕ= −−+ ,,,�,,,� �� 8�P*

1�����'&�� �ψ �!�#	�������/�������& ���
������
�'&����������
�	���'/�.	�������(
� �+C� �������&�2�=	��&/�.	��� C� /��	��	��&��
#�	#���	�����	"$�F��	
����!/�.	���	2���
���� *8 ��� ψ, ����	����
��!����&������	#�	�	���������������(�� C� ����	��������&��	��������
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����� ��bc C� $�1����� *8 ��� ϕ, �	�����!����&��� ����� *b8c ψ,�C � ���	����
���&��	������������ �7��� *b8c ψ,�C /� 	������	2��'� *8 7�7 ψ, �	����

��!� �� �&��� �7������ *b8*8c ψϕ ,�, C � �� �	����� ���&��	���� �������

7������� *b8*8c ψϕ ,�, C ����$�#$�1���+��/� *8/� ��� ϕ−, �	�����!����&�������
�����
����	��
#'�� � 8 1n − *��	���	� (
� �����#	����
!����&��	���
���������$

���������8�P*��	2���
� ��������')

/��� ���� CC =+ 8�Q*

#������
� �� > �� � 	
�������	��	�	������������(�/�
'��!�#	�&�'���
��# 	��#���������(��	�������
$�3�
������(��

C
�
CC ��7 = /�
'��!�����

#���	�����	"/���� �#����������	����8�Q*���!�	)

$����� �7���7 C
�

C
�
CC == +++ 8�R*

;	2���#	�����/�.	� �����#���#������(�� C7 �#	������(�� �+C7 /

'�����
����!���
�
��#	 	�	�	"�=	��&���8�R*/���# 	��#�!�	#�	�&
'�	'&�������	����&�
��
�&�	����(��� �����#��	2���
���
 ���������
��2�������	�	��'&��� �ψ $

<�'������	�/�'	2����'�	'����	����&/�
������"���#�	#���	�����
��������
#������(�/�
���+&!��	#&������ 	
�#���	�����������������$
%��+�	"��	������"��� 	����
������
� 	���'����	���������������	2�
��� 	'���������������&�"/� ���
��	�	�	#��2&!���
�����&�
������	
�
'��#������(�$

?	����	��	�	����
�#�������
���	�&����
���;���	����&�#	� �	�
������	��������
�����&�
��	�	��	
'��#&����	#����
����2��(�!��'���
��$�0'�2��	���+������&�	�������&/�.	�'&�� 2ϕ ��	2���
���	#���/����
'	����	�&"�������'�������("� kA ������	�����""��������("� .kM

- ������ �	(�#&���
���	�	�&!���
�#	�#�	#���	�����	�������(�

����&��	�����������������	�	��	���� ������	��#	�����#���	�����$
G'.	� ���������	#���
�(�������������!��&��	���/��	�
�#��&�
���
�	#2���
�����&�
��	�	��	
'��#&��	2���� �	������
��#
'���	�&/�.	
#�	#���	������������(
�
�	#����
�#	�'��
�#���	�����	�$�F��(��'	�
	����#�	�&��� �#'&/�'	����&��	����!���������#���	����/� ������	�
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#	��	�	��	�$�G'.	�2��&��	����!����������	�	��	��#���	����/������
(���&#�����/��	���	2���
��
�������������(��	�������
������
#	'��	2�
���
�	������&��	���/� ���
��	�	�#�	#���	������������(
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Навчальне видання

ТРАВКІН
Юрій Іванович

ЛІНІЙНА АЛГЕБРА
І АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ

Навчальний посібник

Видано в авторській редакції

Комп’ютерна верстка В. Ю. Куплевацького

Підписано до друку 2.04.2009.
Формат 60х84/16. Гарнiтура «Таймс».

Друк офсетний. Папір офсетний.
Ум.'друк. арк. 26,12. Обл.'вид. арк. 27,2.

Наклад 300 прим. Зам. № 09'23.

Свідоцтво про внесення суб’єкта видавничої справи
до Державного реєстру видавців і розповсюджувачів

видавничої продукції ДК № 1002 від 31.07.2002 р.

Видання і друк ТОВ «Майдан»
61002, Харків, вул. Чернишевська, 59.

Тел.: (8'057) 700'37'30




