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Анотацiя

Локазюк О.В. Реалiзацiї алгебр Лi на прямiй та групова класи-

фiкацiя диференцiальних рiвнянь.—Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спе-

цiальнiстю 111 Математика. – Iнститут математики НАН України, Київ,

2022.

Основою дисертацiйного дослiдження є двi наступнi задачi: групова

класифiкацiя (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–

Ґордона i групова класифiкацiя нормальних лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залеж-

них змiнних. Незважаючи на те, що цi задачi мають дуже довгу iсторiю

дослiджень, у роботi отримано новi результати у рамках алгебраїчно-

го пiдходу пiсля детального вивчення трансформацiйних властивостей

розглядуваних класiв та їх пiдкласiв. Об’єднуючим iнструментом в обох

цих задачах стало ефективне використання класичної теореми Лi про

реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй.

Запропонованi у дисертацiї методи i пiдходи дали змогу не лише знач-

но покращити попереднi результати щодо лiївських симетрiй рiвнянь iз

цих класiв, а й iстотно спростити доведення класифiкацiйних результатiв

i перевiрку їх достовiрностi.

У роздiлi 1 проведено повну групову класифiкацiю класу (1+1)-

вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона

𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, (1)

з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Як суттєве узагальнення результатiв

Лi у параграфi 1.1 доведено, що групоїд контактної еквiвалентностi кла-

су (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона є
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продовженням першого порядку групоїда точкової еквiвалентностi цьо-

го класу (лема 1.2). Таким чином, проблему дослiдження структури кон-

тактних перетворень для рiвнянь iз даного класу зведено до дослiдження

вiдповiдних точкових перетворень. У лемi 1.4 доведено, що клас (1+1)-

вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона є нормалi-

зованим (вiдносно точкових перетворень), i побудовано його групу еквi-

валентностi 𝐺∼ та вiдповiдну алгебру еквiвалентностi g∼. Вигляд век-

торних полiв лiївських симетрiй та вiдповiдне класифiкацiйне рiвняння

представлено у твердженнi 1.9. Оскiльки клас є нормалiзованим, а йо-

го група еквiвалентностi має специфiчну структуру, то для його пов-

ної групової класифiкацiї використано алгебраїчний метод у поєднаннi

з ефективним залученням класичної теореми Лi про реалiзацiї скiнчен-

новимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй. У класi (1) ви-

окремлено рiвняння Лiувiлля як рiвняння з нескiнченновимiрними ал-

гебрами лiївської iнварiантностi та дослiджено властивостi скiнченно-

вимiрних придатних пiдалгебр проєкцiї 𝜛*g∼ алгебри g∼ на простiр iз

координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢). У лемi 1.12 доведено, що dim g𝑓 = dim𝜋𝑡,𝑥* g𝑓 , i

показано, що dim g𝑓 ⩽ 4, якщо рiвняння з класу допускає скiнченно-

вимiрну алгебру лiївської iнварiантностi. У теоремi 1.14 параграфу 1.2

представлено основний результат групової класифiкацiї у виглядi повно-

го списку 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївської симетрiї у класi (1).

У параграфi 1.3 наведено повне доведення теореми 1.14. Також у цьо-

му ж параграфi знайдено низку 𝐺∼-iнварiантних цiлочисельних харак-

теристик пiдалгебр алгебри g∼, якi дозволяють повнiстю iдентифiкува-

ти 𝐺∼-нееквiвалентнi випадки розширень лiївської симетрiї у класi (1).

Цi характеристики використано у параграфi 1.4 для розрiзнення, з точ-

нiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, послiдовних розширень лiївської симетрiї

серед знайдених у теоремi 1.14. Таким чином, вичерпно описано струк-

туру частково впорядкованої множини 𝐺∼-нееквiвалентних розширень

лiївської симетрiї у класi (1), яку представлено на рисунку 1.1 у вигля-
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дi дiаграми Хассе. Також проаналiзовано можливi шляхи для групової

класифiкацiї пiдкласiв класу (1). Як приклад, у параграфi 1.5 розгляну-

то повну групову класифiкацiю важливого пiдкласу 𝒦2, що виокремлено

умовою 𝑓𝑥 + 𝑓𝑡 = 0, з точнiстю до еквiвалентностi, породженою групою

еквiвалентностi 𝐺∼2 цього пiдкласу.

У роздiлi 2 дослiджено клас ℒ̄ нормальних лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку:

𝑥𝑡𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑡 +𝐵(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (2)

з 𝑛 невiдомими функцiями 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T, 𝑛 ⩾ 2.

Набiр 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) довiльних елементiв класу ℒ̄ утворено довiльними

(достатньо гладкими) 𝑛× 𝑛 матричнозначними функцiями 𝐴 та 𝐵 змiн-

ної 𝑡 i довiльною (достатньо гладкою) векторнозначною функцiєю 𝑓 змiн-

ної 𝑡. На початку роздiлу наведено детальний огляд вiдомих результатiв

щодо трансформацiйних властивостей звичайних диференцiальних рiв-

нянь та систем таких рiвнянь. У параграфi 2.1 побудовано групи еквiва-

лентностi та групоїди еквiвалентностi класу ℒ̄ та його вкладених пiдкла-
сiв, що отриманi за допомогою калiбрування набору довiльних елементiв

𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) iз використанням перетворень еквiвалентностi. У результа-

тi отримано ланцюжок класiв ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′. Доведено, що вищена-
веденi класи напiвнормалiзованi у звичайному сенсi, орбiта елементарної

системи 𝑥𝑡𝑡 = 0 у кожному з них пiд дiєю вiдповiдної групи еквiвалент-

ностi є сингулярною частиною цього класу, i є доповненням до орбiти,

яку вважаємо регулярною частиною класу, i яка має кращi властивостi

нормалiзацiї, нiж весь цей клас. Алгебри еквiвалентностi всiх класiв, їх

сингулярних i регулярних частин обчислено у параграфi 2.2 як iнфiнiте-

зимальнi аналоги вiдповiдних груп еквiвалентностi. У параграфi 2.3 по-

казано, що груповi класифiкацiї класу ℒ̄ та калiброваних пiдкласiв мож-
на роздiлити на груповi класифiкацiї їх сингулярних i регулярних час-

тин. Задачi групової класифiкацiї сингулярних частин є тривiальними,

оскiльки їх розв’язання визначено елементарною системою 𝑥𝑡𝑡 = 0 та її
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максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi. Отримано системи ви-

значальних рiвнянь для лiївських симетрiй систем iз регулярних частин

класу i показано, що задачi групової класифiкацiї для цих частин можна

звести до класифiкацiї суттєвих розширень лiївської симетрiї цих регу-

лярних пiдкласiв. Також обчислено ядро групи точкових симетрiй для

всiх класiв, що виникають у цьому розглядi. Властивостi можливих сут-

тєвих розширень лiївської симетрiї у регулярних частинах класу дослi-

джено в параграфi 2.4. Використовуючи отриманi властивостi, запропо-

новано два шляхи класифiкацiї таких розширень у рамках алгебраїчного

пiдходу в залежностi вiд їх структури. Необхiднi та достатнi умови еквi-

валентностi систем, що допускають векторнi поля лiївської симетрiї зi

сталими 𝑡-компонентами, представлено в параграфi 2.5. Отриманi влас-

тивостi суттєвих лiївських розширень у регулярних частинах класу до-

зволили знайти максимальну розмiрнiсть максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi систем, яка є пiдмаксимальною для всього класу ℒ̄ та його
калiброваних пiдкласiв, див. параграф 2.6. У цьому параграфi деталь-

но описано структуру суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi систем

iз регулярних частин класу та охарактеризовано максимальнi алгебри

лiївської iнварiантностi систем iз сингулярних частин класу. У парагра-

фi 2.7 доведено твердження щодо пониження порядку для нормальних

лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку та

їх iнтегрування iз використанням вiдомих лiївських симетрiй або пере-

творень еквiвалентностi мiж ними. Методи, якi розроблено в парагра-

фi 2.4, використано в параграфi 2.8 для вичерпного розв’язання задачi

групової класифiкацiї нормальних лiнiйних систем звичайних диферен-

цiальних рiвнянь другого порядку для найнижчого частинного значення

𝑛 = 2.

У додатку А дослiджено нелiнiйнi (1+1)-вимiрнi еволюцiйнi рiвняння

другого порядку та знайдено явний вигляд перетворень, що пов’язують

такi рiвняння з максимальними семивимiрними алгебрами лiївських си-
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метрiй. Додаток Б мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисер-

тацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.
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нiйнi рiвняння Клейна–Ґордона, системи лiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь другого порядку, лiївськi симетрiї, група еквiвалентнос-

тi, групоїд еквiвалентностi, алгебра еквiвалентностi, алгебраїчний метод

групової класифiкацiї, реалiзацiї алгебр Лi векторними полями, макси-

мальна алгебра iнварiантностi.
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Abstract

Lokaziuk O.V. Realizations of Lie algebras on line and group classi-

fication of differential equations. — Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy, speciality 111 Mathema-

tics. – Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2022.

The foundation of the dissertation research is the following two problems:

group classification (1+1)-dimensional generalized nonlinear Klein–Gordon

equations and group classification of normal linear systems of ordinary

second-order differential equations. Despite the fact that these problems

have a very long history of research, new results have been obtained in

the framework of the algebraic approach after a detailed study of the

transformational properties of the considered classes and their subclasses.

The unifying tool in both of these problems was the efficient use of the

classical Lie theorem on the realization of finite-dimensional Lie algebras

by vector fields on the line. The methods and approaches proposed in

the dissertation allowed us not only to essentially improve the previous

results on Lie symmetries of equations from these classes, but also to si-

gnificantly simplify the proof of classification results and verification their

correctness.

In Chapter 1 we carried out the complete group classification of class of

(1+1)-dimensional generalized nonlinear Klein–Gordon equations

𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) with 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, (1′)

up to the 𝐺∼-equivalence. Essentially generalizing Lie’s results, we prove that

the contact equivalence groupoid of the class of (1+1)-dimensional generali-

zed nonlinear Klein–Gordon equations is the first-order prolongation of its

point equivalence groupoid (Lemma 1.2). Thus, the problem of studying the

structure of contact transformations for equations of this class reduced to
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the study of the corresponding point transformations. In Lemma 1.4, we

prove that (1+1)-dimensional generalized nonlinear Klein–Gordon equations

is normalized (with respect to point transformations), and constructed its

equivalence group 𝐺∼ and corresponding equivalence algebra g∼. The form

of the vector fields of Lie symmetries and the corresponding classificati-

on equation are presented in Proposition 1.9. Since the class is normali-

zed, and its equivalence group has the specific structure, so for complete

group classification we used the algebraic method combined with effective

application of the classical Lie theorem on realizations of finite-dimensional

Lie algebras by vector fields on the line. In the class (1′) we singled out

the Liouville equations as equations with infinite-dimensional Lie invari-

ance algebras and investigated the properties of finite-dimensional appropri-

ate subalgebras of projection 𝜛*g∼ of algebra g∼ on space with coordi-

nates (𝑡, 𝑥, 𝑢). In Lemma 1.12, we proved that dim g𝑓 = dim𝜋𝑡,𝑥* g𝑓 , and

shew that dim g𝑓 ⩽ 4 if the class equation admits the finite-dimensional

Lie invariance algebra. In Theorem 1.14, we presented the main result

of the group classification as the complete list of 𝐺∼-inequivalent Lie-

symmetry extensions within the class (1′). We found the number of 𝐺∼-

invariant integer characteristics of subalgebras of algebra g∼ that allowed

us to completely identify 𝐺∼-inequivalent cases of Lie-symmetry extensions

within the class (1′). We used these characteristics to distinguish, modulo

the 𝐺∼-equivalence, successive Lie-symmetry extensions among the found

ones in Theorem 1.14. Thus, we exhaustively described the structure of

partially ordered set of 𝐺∼-inequivalent Lie-symmetry extensions within the

class (1′), that is represented as the Hasse diagram in Figure 1.1. Possi-

ble ways for the group classifications of subclasses of the class (1′) are

also analyzed. As an example, we considered the group classification of

the important subclass 𝒦2 associated with the constraint 𝑓𝑥 + 𝑓𝑡 = 0

up to the equivalence generated by the equivalence group 𝐺∼2 of this

subclass.
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In Chapter 2, we studied the class ℒ̄ of normal linear systems of second-

order ordinary differential equations:

𝑥𝑡𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑡 +𝐵(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (2′)

with the 𝑛 unknown functions 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T, where

𝑛 ⩾ 2. The tuple 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) of arbitrary elements of the class ℒ̄ consists

of arbitrary (sufficiently smooth) 𝑛 × 𝑛 matrix-valued functions 𝐴 and 𝐵

of 𝑡 and arbitrary (sufficiently smooth) vector-valued function 𝑓 of 𝑡. At

the beginning of the chapter, the detailed review is made of the known

results on the transformational properties of ordinary differential equations

and systems of such equations. Section 2.1 is devoted to the construction of

the equivalence groups and the equivalence groupoids of the class ℒ̄ and

its nested subclasses obtained by gauging of the arbitrary-element tuple

𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) by equivalence transformations. As results we obtained the

chain of classes ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′. We proved that the above classes

are semi-normalized in the usual sense, the orbit of the elementary system

𝑥𝑡𝑡 = 0 in each of them under action of the corresponding equivalence group

is the singular part of this class, and the complement to the orbit, whi-

ch is assumed as the regular class part, has better normalization properties

than this entire class. The equivalence algebras of all the classes and their

singular and regular parts are computed in Section 2.2 as the infinitesimal

counterparts of the respective equivalence groups. In Section 2.3, we shew

that the group classifications of the class ℒ̄ and the gauged subclasses split

into the group classifications of their singular and regular parts. The group

classification problems for the singular parts are trivial since their solutions

are given by the elementary system 𝑥𝑡𝑡 = 0 and its maximal Lie invariance

algebra. We derived the systems of determining equations for Lie symmetries

of the systems from the regular class parts and shew that the group classi-

fication problems for these parts reduce to the classifications of essential

Lie-symmetry extensions within them. We also computed the kernel point

symmetry groups for all the classes arising in this consideration. Properties
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of possible essential Lie-symmetry extensions within the regular class parts

are studied in Section 2.4. Using the obtained properties, we suggested two

ways for classifying such extensions within the framework of the algebraic

approach depending on their structure. Necessary and sufficient conditions for

the similarity of systems possessing Lie-symmetry vector fields with constant

𝑡-components are presented in Section 2.5. The obtained properties of essenti-

al Lie-symmetry extensions within the regular class parts allowed us to find

the maximum dimension of the maximal Lie invariance algebras of systems

from these parts, which is submaximum within the entire class ℒ̄ and its

gauged subclasses, see Section 2.6. Therein, we more thoroughly described the

structure of the essential Lie invariance algebras of systems from the regular

class parts and characterized the maximal Lie invariance algebras of systems

from the singular class parts. In Section 2.7, we proved several assertions

on order reduction for normal linear systems of second-order ordinary di-

fferential equations and their integration using their known Lie symmetries

or equivalence transformations between them. The techniques developed in

Section 2.4 are applied in Section 2.8 to exhaustively solving the problem

of group classification of normal linear systems of second-order ordinary di-

fferential equations for the lowest particular value 𝑛 = 2.

In Appendix А, the nonlinear (1+1)-dimensional evolution equations of

the second order are investigated and an explicit form of transformations

is found that connects such equations with maximal seven-dimensional Lie

symmetries algebras. Appendix Б is contained the list of publications and

information on approbation of the results.

Key words: group classification of differential equations, nonlinear Klein–

Gordon equations, linear systems of second-order ordinary differential equati-

ons, Lie symmetries, equivalence group, equivalence groupoid, equivalence

algebra, algebraic method of group classification, realizations of Lie algebras

by vector fields, maximal Lie invariance algebra.
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