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Дисертацiйне дослiдження присвячене стохастичним рiвнянням з частин-
ними похiдними, керованим вiнерiвським процесом, дробовим броунiвським
рухом, або їхньою лiнiйною комбiнацiєю. Головною метою дослiдження є
розробка методiв одночасного оцiнювання невiдомих параметрiв шуму на
основi дискретних спостережень розв’язкiв таких рiвнянь. Також вивчаються
асимптотичнi властивостi побудованих оцiнок. Значну увагу придiлено ви-
вченню властивостей розв’язкiв згаданих рiвнянь, таких як стацiонарнiсть та
ергодичнiсть, оскiльки на них базується побудова та подальше дослiдження
статистичних оцiнок.

Стрiмкий розвиток теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними триває вже чотири десятилiття. Ця теорiя об’єднує елементи
теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними та стохастичного
аналiзу. Вона знаходить застосування у багатьох наукових галузях, таких як
фiзика, бiологiя, геофiзика та фiнанси. Такi рiвняння моделюють процеси ди-
фузiї, фазовi переходи та властивостi матерiалiв. Вони також застосовуються у
фiнансах для цiноутворення опцiонiв, управлiння ризиками та моделювання
стохастичної волатильностi. Оскiльки стохастичнi диференцiальнi рiвняння
з частинними похiдними вiдiграють важливу роль у багатьох наукових галу-
зях, то дослiдження властивостей та розвиток статистичних методiв для них є
актуальним завданням сучасних дослiджень.

З осибливою увагою в дисертацiйному дослiдженнi вивчаються стохастичнi
диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними, якi мiстять дробовий броу-
нiвський рух. Такi рiвняння дозволяють описувати процеси з довгостроковою та
короткостроковою залежнiстю, що має значення для фiзичних систем, радiоеле-
ктронних приладiв, комп’ютерних мереж та фiнансових ринкiв. Додатково, дане
дослiдження охоплює бiльш складнi моделi з поєднанням бiлого i дробового
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шумiв. Це дозволяє, зокрема, точнiше моделювати процеси на фiнансових
ринках, де iснують рiзнi джерела випадковостi.

У дисертацiї вивчається стохастичне рiвняння теплопровiдностi, кероване
одним iз трьох типiв випадкового шуму: 1) бiлим; 2) дробовим броунiвським;
3) змiшаним дробовим броунiвським (тобто, лiнiйною комбiнацiєю перших
двох).

Спочатку для кожного з трьох згаданих стохастичних рiвнянь введено по-
няття м’якого розв’язку та дослiджено його аналiтичнi властивостi. Зокрема,
виведено формули для обчислення дисперсiї та коварiацiйної функцiї, дослi-
джено їхню граничну поведiнку, побудовано оцiнки зверху. Встановлено стацiо-
нарнiсть та ергодичнiсть розв’язку. Перелiченi властивостi вiдiграють ключову
роль при побудовi статистичних оцiнок та дослiдженнi їхнiх асимптотичних
властивостей.

Основну частину дослiдження присвячено розробцi статистичних методiв
для оцiнювання параметрiв згаданих стохастичних диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними. При цьому припускається, що розв’язок вiдповiдного
рiвняння спостерiгається у дискретних точкахпростору дляфiксованихмоментiв
часу.

Для багатовимiрного стохастичного рiвняння теплопровiдностi з бiлим
шумом побудовано оцiнку параметра дифузiї f на основi ергодичної теореми.
Доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть отриманої
оцiнки, для чого використано теоремуНуаларта –Пеккатi про четвертий момент.

Для стохастичного рiвняння теплопровiдностi з дробовим броунiвським
шумом спочатку побудовано оцiнку параметра дифузiї f за припущення,що
параметр Хюрста � є вiдомим. Доведено строгу консистентнiсть та асимпто-
тичну нормальнiсть одержаної оцiнки. Далi дослiджено задачу одночасного
оцiнювання параметра дифузiї та параметра Хюрста. Побудовано строго кон-
систентнi оцiнки та доведено їхню спiльну асимптотичну нормальнiсть для
� 2 (0, 34).

Для стохастичного рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним дробовим броу-
нiвським шумом (який є лiнiйною комбiнацiєю дробового броунiвського руху з
iндексом Хюрста � та незалежного вiд нього вiнерiвського процесу) побудовано
оцiнку параметра Хюрста � , яка не залежить вiд iнших параметрiв рiвняння.
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Доведено її строгу консистентнiсть для � 2 (0, 12) [ (
1
2, 1) та асимптотичну

нормальнiсть для � 2 (0, 12) [ (
1
2,

3
4). Пiсля цього одержано оцiнки параметрiв

для коефiцiєнтiв при дробовому броунiвському русi та при вiнерiвському про-
цесi (f,^), за припущення, що параметр Хюрста � вiдомий. Доведено строгу
консистентнiсть побудованих оцiнок для� < 1/2 та їхню спiльну асимптотичну
нормальнiсть для � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

Виконано комп’ютерне моделювання запропонованих у роботi оцiнок пара-
метрiв. Отриманi числовi результати пiдтверджують теоретичнi висновки щодо
їхньої консистентностi та асимптотичної нормальностi.

Робота має теоретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю
та статистику стохастичних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
Методи, запропонованi в дисертацiї, можуть бути корисними при дослiдженнi
математичних моделей випадкових явищ зi складною поведiнкою, зокрема тих,
якi характеризуються довгостроковою або короткостроковою залежнiстю.

Ключовi слова: Дробовий броунiвський рух, стохастичнi диференцiальнi
рiвняння з частинними похiдними, стацiонарнi процеси, ергодичнi процеси,
строга консистентнiсть, асимпототична нормальнiсть, м’який розв’язок.

Summary

Avetisian D. A. Parameter estimation in stochastic partial differential equations
with fractional noises. —Manuscript.
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The thesis is devoted to fractional stochastic partial differential equations driven
by Wiener process, fractional Brownian motion or their linear combination. The main
goal of the research is the development of statistical methods for simultaneous noise
parameters estimation based on discrete observations of the solutions. Also asymptotic
properties of estimators have been investigated. Special attention is given to the
properties of solutions such as stationarity and ergodicity since they are crucial for
the construction and further investigation of statistical estimators.
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The rapid development of the theory of partial differential equations is in progress
for the last four decades. This theory combines the elements of stochastic partial
differential equations theory and stochastic analysis. It can be applied inmany scientific
areas such as physics, biology, geophysics and finances. Such equations are used to
model the diffusion processes, phase transitions and material properties. They also
can be applied in finance for option pricing, risk management and stochastic volatility
modeling. The investigation of the stochastic partial differential equations properties
and development of the statistical methods for them are important problems for
modern studies as they are playing a crucial role in many scientific fields.

The special attention in this thesis is devoted to stochastic partial differential equati-
ons driven by fractional Brownian noise. Such type of equations can be used to describe
the processes with long-term and short-term dependencies which are important for
physical systems, radio-electronic devices, computer networks and financial markets.
In addition, this research covers more complex models with combination of white and
fractional Brownian noises. This allows us, in particular, to model financial market
processes more accurately when different sources of randomness exist.

In this thesis stochastic differential heat equation with one of three types of random
noise: 1) white; 2) fractional Brownian; 3) mixed fractional Brownian (which is a linear
combination of first two types) has been studied.

First, for each type of stochastic equations specified above the definition of mild
solution was introduced and its analytic properties were investigated. In particular,
the exact formulas for the variance and the covariance functions were derived, its
limit behavior was investigated, upper bounds were constructed. The stationarity and
ergodicity of the solution were proved for each case. The above mentioned properties
play a crucial role for statistical estimators construction and their asymptotic properties
investigation.

The main part of this research is devoted to statistical methods development for
parameter estimation of stochastic partial differential equations specified above. At
the same time the solutions of corresponding equations are observed at discrete spatial
points for fixed time moments.

The diffusion parameter f estimator has been constructed for multidimensional
stochastic heat equation with white noise based on the ergodic theorem. Strong
consistency and asymptotic normality of this estimator have been proved using the
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Nualart–Peccati fourth moment theorem.
For stochastic heat equation with fractional Brownian noise the diffusion parameter

f estimator has been constructed assuming that Hurst index � is known. Strong
consistency and asymptotic normality of created estimator have been proved. Then
the problem of joint diffusion parameter and Hurst parameter estimation has been
studied. Strongly consistent joint estimator has been constructed and its asymptotic
normality has been proved for � 2 (0, 34).

The Hurst parameter � estimator which does not depend on other parameters has
been constructed for stochastic heat equation with mixed fractional Brownian noise (a
linear combination of fractional Brownian noise with Hurst index � and independent
Wiener process). Strong consistency of constructed estimator has been proved for
� 2 (0, 12) [ (

1
2, 1) and its asymptotic normality has been proved for � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

Then assuming the parameter � to be known, joint estimator of the coefficients in
front of Wiener process and in front of fractional Brownian motion (f,^) has been
constructed. Strong consistency of this estimator has been proved for � < 1/2 and its
joint asymptotic normality has been proved for � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

Computer simulation has been performed for all considered parameter estimators.
The numerical results confirm the theoretical conclusions regarding their consistency
and asymptotic normality.

The thesis is mostly theoretical. The results obtained contribute to the theory
and statistics of stochastic partial differential equations. The methods proposed in
the thesis can be useful in research of mathematical models of random phenomena
with complex behavior, in particular the one which is characterized by long-term or
short-term dependence.

Keywords: Fractional Brownian motion, stochastic partial differential equation,
stationary process, ergodic process, strong consistency, asymptotic normality, mild
solution.


