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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 111 «Математика».—Фiзико-технiчний iнститут низьких температур
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У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваних задач, наведено зв’язок
роботи з науковими програмами, планами, темами. Сформульовано мету, зада-
чi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отриманих
результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача та
апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури. У пiдроздiлi 1.1
дано визначення основним спектральним характеристикам, якi дослiджуються
в теорiї випадкових матриць, а саме: нормованiй рахуючiй мiрi власних значень,
лiнiйнiй статистицi власних значень, спектральним кореляцiйним функцiям та
кореляцiйним функцiям характеристичних полiномiв. Також наведено головнi
попереднi результати про цi спектральнi характеристики.

У пiдроздiлi 1.2 описано метод грасманового iнтегрування та наведено iсто-
рiю його застосування в теорiї випадкових матриць.

У роботi ми дослiджуємо два ансамблi випадкових матриць: ансамбль роз-
рiджених ермiтових матриць та ансамбль матриць з незалежними елементами.
У пiдроздiлах 1.3 та 1.4 наведено ключовi результати по вищезгаданих ансам-
блях.

Ансамбль розрiджених ермiтових випадкових матриць досить добре дослiд-
жено в глобальному режимi. Так, вiдомо, що нормована рахуюча мiра власних
значень слабко збiгається до невипадкової мiри, причому для слабко розрiдже-
них матриць гранична мiра є напiвкруговим законом. Також доведено Централь-
ну граничну теорему для лiнiйної статистики. У локальному режимi обчислено
асимптотичну поведiнку спектральних кореляцiйнихфункцiй у випадку слабко-
го розрiдження. Якщо ж матрицi сильно розрiдженi, то асимптотична поведiнка
спектральних кореляцiйних функцiй невiдома.
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Ансамбль випадкових матриць з незалежними елементами також добре до-
слiджено в глобальному режимi як у комплексному, так i у дiйсному випадку.
Вiдомо, що нормована рахуюча мiра власних значень слабко збiгається до кру-
гового закону. ТакождоведеноЦентральну граничну теорему для лiнiйної стати-
стики. У локальному режимi обчислено асимптотичну поведiнку спектральних
кореляцiйних функцiй на межi спектра в загальному випадку, а всерединi спек-
тра— з деякими обмеженнями на моменти спiльного розподiлу ймовiрностей
елементiв матриць.

Другий роздiл присвячений дослiдженню ансамблю розрiджених ермiтових
випадкових матриць розмiром n×n виду

Mn = (d jkw jk)
n
j,k=1

де

d jk = p−1/2


1 з ймовiрнiстю

p
n

;

0 з ймовiрнiстю 1− p
n

;

w jk = w(1)
jk + iw(2)

jk , j 6= k

та {w(1)
jk ,w

(2)
jk ,wll : 1 ≤ j < k ≤ n,1 ≤ l ≤ n} є такими незалежними однаково

розподiленими (н. о. р.) дiйсними нормальними випадковими величинами iз ну-
льовим середнiм, що

2E{|w(1)
jk |

2}= 2E{|w(2)
jk |

2}= E{|wll|2}= 1, j 6= k.

Тут i всюди нижче E позначає математичне сподiвання по всiм випадковим
величинам. Випадковi величини {d jk : j ≤ k} також незалежнi одна вiд одної та
вiд величин w(1)

jk ,w
(2)
jk ,wll.

Означення. Кореляцiйною функцiєю характеристичних полiномiв називається

fm(Y ) = E
{ m

∏
j=1

det
(
M∗n − y j

)(
Mn− ym+ j

)}
,

де Y = diag{y1, . . . ,y2m}, причому y1, . . . , y2m —дiйснi або комплекснi параме-
три, що можуть залежати вiд n.
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У пiдроздiлi 2.1 отримано iнтегральне представлення для кореляцiйних
функцiй характеристичних полiномiв розрiджених ермiтових випадкових мат-
риць. Основним результатом цього пiдроздiлу є Пропозицiя 2.6.

У пiдроздiлi 2.2 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiно-
мiв всерединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 2.1.

Теорема 2.1. Нехай p = const, λ∗(p) =

√
max

(
4− 8

p
,0
)
, λ j = λ0 +

x j

n
,

x j ∈ R, j = 1,2. Тодi кореляцiйна функцiя двох характеристичних полiно-
мiв f1(Λ) задовольняє асимптотичнi спiввiдношення

(i) при λ0 ∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
sin
(
(x1− x2)

√
λ∗(p)2−λ 2

0 /2
)

(x1− x2)
√

λ∗(p)2−λ 2
0 /2

;

(ii) при λ0 /∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1.

У пiдроздiлi 2.3 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для всiх кореляцiйнихфункцiй характеристичнихполiномiв
всерединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 2.3.

Теорема 2.3. Нехай p→∞,λ j = λ0+
x j

n
, x j ∈R, j = 1, . . . ,2m. Тодi кореляцiй-

нi функцiї характеристичних полiномiв fm(Λ) для λ0 ∈ (−2,2) задовольняють
асимптотичнi спiввiдношення

lim
n→∞

fm(Λ)( 2m
∏
j=1

fm(λ jI)
)1/2m

=
ŝ2m(X)

ŝ2m(I)
,

де X = diag{x1, . . . ,x2m} та

ŝ2m(X) =

det


sin
(
(x j− xm+k)

√
4−λ 2

0 /2
)

(x j− xm+k)
√

4−λ 2
0 /2


m

j,k=1

4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)
,

а також4(y1, . . . ,ym)— визначник Вандермонда чисел y1, . . . ,ym.
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У пiдроздiлi 2.4 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiно-
мiв на межi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 2.4.

Теорема 2.4. Нехай p→ ∞, λ j = λ0 +
x j

n2/3 , x j ∈ R, j = 1,2, λ0 = 2. Тодi ко-
реляцiйна функцiя двох характеристичних полiномiв f1(Λ) задовольняє асим-
птотичнi спiввiдношення

(i) Якщо n2/3

p → ∞, то

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1;

(ii) Якщо n2/3

p → c, то

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
A(x1 +2c,x2 +2c)√

A(x1 +2c,x1 +2c)A(x2 +2c,x2 +2c)
,

де A(x,y)—ядро Ейрi. Для λ0 =−2 справджуються аналогiчнi твердження.

У третьому роздiлi ми вивчаємо комплекснi випадковi матрицi з незалеж-
ними елементами виду

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1,

де x jk —такi н. о. р. комплекснi випадковi величини, що

E{x jk}= E{x2
jk}= 0, E{

∣∣x jk
∣∣2}= 1.

У пiдроздiлi 3.1 отримано iнтегральне представлення для кореляцiйних
функцiй характеристичнихполiномiв комплекснихнеермiтових випадковихмат-
риць з незалежними елементами. Основним результатом цього пiдроздiлу є
Пропозицiя 3.3.

У пiдроздiлi 3.2 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для кореляцiйнихфункцiй характеристичнихполiномiв все-
рединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 3.1.

Теорема 3.1. Нехай першi 2m абсолютних моментiв спiльного розподiлу

елементiвматрицьMn є скiнченними, i z j = z0+
ζ j√

n
, ζ j ∈C, j = 1, . . . ,m, |z0|< 1.

Тодi
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(i) m-та кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв fm(Ž) задоволь-
няє асимптотичне спiввiдношення

lim
n→∞

n−
m2−m

2
fm(Ž)

f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)
= e

m2−m
2 (1−|z0|2)

2
κ2,2

det(KC(ζ j,ζk))
m
j,k=1

|4(Z )|2
,

де Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm},κ2,2 =E{|x11|4}−2;Z = diag{ζ1, . . . ,ζm}
та

KC (z,w) = e−|z|
2/2−|w|2/2+zw.

(ii) у окремому випадку ζ1 = · · ·= ζm = 0 ми маємо

E
{
|det(Mn− z0)|2m

}
= (2π)m/2

(m−1

∏
j=1

j!
)−1

e
m2−m

2 (1−|z0|2)
2
κ2,2n

m2
2 emn(|z0|2−1)(1+o(1)).

У четвертому роздiлi ми вивчаємо дiйснi випадковi матрицi з незалежними
елементами виду

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1,

де x jk —такi н. о. р. дiйснi випадковi величини, що

E{x jk}= 0 та E{x2
jk}= 1.

У пiдроздiлi 4.1 отримано iнтегральне представлення для кореляцiйних
функцiй характеристичних полiномiв дiйсних випадкових матриць з незалеж-
ними елементами. Основним результатом цього пiдроздiлу є Пропозицiя 4.3.

У пiдроздiлi 4.2 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для кореляцiйнихфункцiй характеристичнихполiномiв все-
рединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 4.2.

Теорема 4.2. Нехай першi 2m абсолютних моментiв спiльного розподiлу

елементiв матриць Mn є скiнченними, i z j = z0 +
ζ j√

n
, ζ j ∈ C, j = 1, . . . ,m,

z0 ∈ (−1,1). Тодi
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(i) m-та кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв fm(Ž) задоволь-
няє асимптотичне спiввiдношення

lim
n→∞

n−m2+m fm(Ž)
f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)

=Cm,z0e
m2−m

2 (1−z2
0)

2
κ4

×
∫

V=V R∈U(2m)

exp
{

1
2

trŽ V Ž RV ∗− 1
2

trŽ Ž R
}

dµs(V ),

де Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm}, Cm,z0 —деяка константа, яка не зале-
жить анi вiд спiльного розподiлу елементiв матрицi, анi вiд ζ1, . . . , ζm;
κ4 = E{x4

11}−3,

AR =−

(
0 Im

−Im 0

)
AT

(
0 Im

−Im 0

)
,

U(k)—унiтарна група, ймовiрнiсна мiра dµs(V ) вiдповiдає диференцi-
альнiй формi

det−m+1/2V
∧

j,k≤m

dv jk
∧

j<k≤m

dv j,k+m∧dvk+m, j

та
Ž = diag{ζ 1, . . . ,ζ m,ζ1, . . . ,ζm}.

(ii) в окремому випадку m = 2 iнтеграл по самодуальним унiтарним матри-
цям можна обчислити, i ми маємо

lim
n→∞

n−2 f2(Ž)
f1(z1,z1)f1(z2,z2)

=C2,z0e
(1−|z0|2)

2
κ4

Pf(KR(ζ j,ζk))
2
j,k=1

4(ζ1,ζ2,ζ 1,ζ 2)
,

де

KR(ζ j,ζk) = e−
|ζ j |2

2 −
|ζk|

2

2

(
(ζ j−ζk)eζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

(ζ j−ζk)e
ζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

)
.

У п’ятому роздiлi ми коротко описуємо метод грасманового iнтегрування,
а також доводимо деякi допомiжнi властивостi зовнiшнього добутку лiнiйних
операторiв.

Ключовi слова: грасмановi змiннi, суперсиметрiя, теорiя випадкових мат-
риць, розрiдженi випадковi матрицi, матрицi сумiжностi випадкових графiв,
випадковi матрицi з незалежними елементами, ансамбль Жинiбра, кореляцiйнi
функцiї характеристичних полiномiв, моменти характеристичних полiномiв.
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