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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню власти-
востей комбiнаторного характеру i матричних зображень над полем напiв-
груп малих порядкiв.

Скiнченнi напiвгрупи вивченi не в такiй мiрi, як групи (i вiдносно комбiна-
торного аналiзу, i вiдносно зображень над полями). Якщо говорити про опис,
з точнiстю до iзоморфiзму, напiвгруп порядку n, то (не рахуючи тривiаль-
нi випадки n = 1, 2) першими результатами в цьому напрямку є отриманi
японським математиком Т. Тамурою ще в 1953-1954 рр. класифiкацiї напiв-
груп порядкiв 3 i 41,2. Незалежно цi результати отримав в 1955 р. Г. Е. Фор-
сайт за допомогою комп’ютерної програми3. Якщо напiвгрупи розглядати до-
датково ще й з точнiстю до дуальностi (в цьому випадку напiвгрупи з рiзних
класiв еквiвалентностi називаються рiзними), то число напiвгруп порядкiв 3,
4 дорiвнює вiдповiдно 18, 126. Зауважимо, що обидва автори отримали описи
напiвгруп у виглядi таблиць Келi. Подальшi результати отримано лише з ви-
користанням комп’ютерних програм. А саме показано, що число рiзних напiв-
груп порядкiв 5, 6, 7, 8, 9 дорiвнює вiдповiдно 1160, 15973, 836021, 1843120128,
529894007144784, 5, 6, 7, 8. При цьому розглядалися лише таблицi Келi, а, от-
же, мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення не
дослiджувалися.

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi також не
в такiй мiрi, як зображення груп.

Для скiнченних груп над полями повнiстю визначено їх зображувальний
тип для поля довiльної характеристики. Якщо характеристика p поля не дi-
лить порядок групи, то група завжди має, з точнiстю до еквiвалентностi,
скiнченне число нерозкладних зображень; група в цьому випадку називаєть-
ся групою скiнченного зображувального типу.

Якщо ж характеристика p поля дiлить порядок групи, то група має скiн-
ченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли її силовська p-пiдгрупа

1Tamura T. Some remarks on semi-groups and all types of semi-groups of order 2, 3 / T. Tamura //
J. Gakugei Tokushima Univ. – 1953. – 3. – P. 1–11.

2Tamura T. Notes on finite semigroups and determination of semigroups of order 4. / T. Tamura //
J. Gakugei Tokushima Univ. – 1954. – 5, – P. 17–27.

3Forsythe G. E. SWAC computes 126 distinct semigroups of order 4 / G. E. Forsythe // Proc. Amer. Math.
Soc. – 1955. – 6. – P. 443–447.

4Motzkin T. S. Semigroups of order five / T. S. Motzkin, J. L. Selfridge // The November meeting in Los
Angeles. Bull. Amer. Math. Soc. — 1956. – 62, no. 1. – P. 13–23.

5Plemmons R. J. There are 15973 semigroups of order 6 / R. J. Plemmons // Math. Algorithms. – 1967. –
2. – P. 2–17.

6Jiirgensen H. Die Halbgruppen der Ordnungen ≤ 7 / H. Jiirgensen, P. Wick // Semigroup Forum. – 1977.
– 14, no. 1. – З. P. 69–79.

7Satoh S. Semigroups of Order 8 / S. Satoh, K. Yama, M. Tokizawa // Semigroup Forum. – 1994. – 49,
no. 1, P. 7–29.

8Distler A. The semigroups of order 9 and their automorphism groups / A. Distler, T. Kelsey // Semigroup
Forum. – 2014. – 88, no. 1. – P. 93–112.
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циклiчна. Для бiльшостi груп задача про опис їх зображень включає в себе
класичну задачу про пару матриць. Такi групи називаються дикими, а групи,
якi допускають явний опис зображень називаються ручними9.

Ручнi та дикi групи для цього випадку повнiстю описали В. М. Бондаренко
i Ю. А. Дрозд10.

В теорiї зображень напiвгруп багато робiт присвячено вивченню власти-
востей незвiдних зображень i видiленню класiв напiвгруп, всi нерозкладнi
зображення яких є незвiдними, знаходженню зв’язкiв мiж незвiдними зоб-
раженнями напiвгрупи та її пiднапiвгруп, тощо. Вiдносно ж опису нероз-
кладних зображень (у випадках, коли не всi вони незвiднi), в першу чергу
слiд видiлити добре вiдомi результати про зображення над “хорошими” по-
лями скiнченної цiлком простої напiвгрупи11 та напiвгрупи всiх перетворень
скiнченної множини12,13. У цих випадках напiвгрупи мають скiнченний зоб-
ражувальнтий тип.

Вiдносно напiвгруп з нескiнченним числом нерозкладних зображень (з точ-
нiстю до еквiвалентностi) найбiльш вiдомими є результати з теорiї зобра-
жень алгебр, якi природним чином переформульовуються в термiнах зобра-
жень напiвгруп: опис зображень алгебри < a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гель-
фанд, В. А Пономарьов14 i Л. О. Назарова, А. В. Ройтер, В. В. Сергейчук,
В. М. Бондаренко15) та алгебри < a, b | a2 = b2 = 0 > (В. М. Бондаренко16 i
К. Рiнгель17).

У випадку класiв напiвгруп вiдзначимо роботи про зображення напiвгруп,
породжених iдемпотентами з частковим нульовим множенням (В. М. Бон-

9Дрозд Ю. А. О ручных и диких матричных задачах / Ю. А. Дрозд // Матричные задачи. – Киев:
Ин-т математики АН УССР. – 1977. – С. 104-114.

10Бондаренко В. М. Представленческий тип конечных групп / В. М. Бондаренко, Ю. A. Дрозд //
Модули и представления: Записки науч. семинаров ЛОМИ. – 1977. – 71. – С. 24-41.

11Понизовский И. С. О конечности типа полугрупповой алгебры конечной вполне простой полугруппы /
И. С. Понизовский // Зап. науч. сем. ЛОМИ. – 1972. – 28. – С. 154-163.

12Понизовский И. С. Некоторые примеры полугрупповых алгебр конечного типа / И. С. Понизовский //
Зап. науч. семинаров ЛОМИ. – 1987. – 160. – С. 229–238.

13Ringel C. The representation type of the full transformation semigroup T4 / C. Ringel // Semigroup Forum.
– 2000. – № 3. – P. 429-434.

14Гельфанд И. М. Неразложимые представления группы Лоренца / И. М. Гельфанд, В. А. По-
номарьов // Успехи мат. наук. – 1968. – 23, вып. 2. – С. 3-60.

15Назарова Л. А. Применение модулей над диадой для классификации конечных p-групп, обладающих
абелевой подгруппой индекса p, и пар взаимно аннулирующих операторов / Л. А. Назарова, А. В. Ройтер,
В. В. Сергейчук, В. М. Бондаренко // Зап. науч. семинаров ЛОМИ. – 1972. – 28. – С. 69-92.

16Бондаренко В. М. Представления диэдральных групп над полем характеристики 2 / В. М. Бондарен-
ко // Мат. сб. – 1975. – 96, вып. 1. – С. 63-74.

17Ringel C. The indecomposable representations of dihedral 2-groups / C. Ringel // Math. Ann. – 1975. –
214, № 1. – P. 19-34.
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даренко, О. М.Тертична18,19,20), зображення напiвгруп Рiсса (С. М. Дячен-
ко21,22,23) i напiвгруп, породжених потентними елементами (В. М. Бондарен-
ко, О. В. Зубарук24). Такi напiвгрупи можуть мати як скiнченне, так i нескiн-
ченне число нерозкладних зображень.

Одним iз основних методiв вивчення матричних зображень груп i напiвгруп
(особливо в дослiдженнях представникiв київської школи з теорiї зображень)
є метод матричних задач.

У дисертацiї вивчаються напiвгрупи третього i моноїди четвертого поряд-
ку (зокрема, описуються мiнiмальнi системи твiрних i вiдповiднi визначаль-
нi спiввiдношення) та їх матричнi зображення. В тому числi розглядається
задача про зображувальний тип, яка є однiєю з основних традицiйних за-
дач в сучасних теорiях зображень рiзних алгебраїчних об’єктiв. Матричнi
зображення вивчаються як з точки зору лiнiйної алгебри (канонiчнi форми
довiльних зображень), так i з точки зору теорiї зображень (опис нерозклад-
них зображень). Основним методом дослiджень зображень є добре вiдомий
метод київської школи з теорiї матричних задач, який полягає в послiдовно-
му зведеннi однiєї матричної задачi до iншої (з використанням спецiальної
технiки).

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема-
тика дисертацiйної роботи безпосередньо пов’язана з науковими дослiджен-
нями вiддiлу алгебри i топологiї Iнституту математики НАН України — теми
“Теорiя зображень та її застосування в алгебрi, геометрiї та топологiї” (номер
державної реєстрацiї 0111U002096), “Розробка й застосування нових методiв у
теорiї зображень, абстрактнiй алгебрi та алгебраїчнiй геометрiї” (номер дер-
жавної реєстрацiї 0116U003125).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис систем мiнi-
мальних твiрних i вiдповiдних визначальних спiввiдношень для напiвгруп

18Бондаренко В. М. О бесконечности типа бесконечных полугрупп, порожденных идемпотентами с час-
тичным нулевым умножением / В. М. Бондаренко, Е. Н. Тертичная // Проблеми топологiї та сумiжнi
питання: Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2006. – 3, № 3. – С. 23-44.

19Бондаренко В. М., Тертичная Е. Н. О полугруппах, порожденных идемпотентами с частичным ну-
левым умножением / В. М. Бондаренко, Е. Н. Тертичная // Комплексний аналiз i течiї з вiльними
границями : Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2006. – 3, № 4. – С. 294-298.

20Bondarenko, V. M., Tertychna O. M. On tame semigroups generated by idempotents with partial null
multiplication / V. M. Bondarenko, O. M. Tertychna // Algebra Discrete Math. – 2008. – № 4. – P. 15-22.

21Дяченко С. М. Напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою третього порядку ручного нескiнченного
зображувального типу / С. М. Дяченко // Науковi записки НаУКМА (Фiзико-математичнi науки). –
2012. – 126. – С. 3–6.

22Дяченко С. М. Напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою четвертого порядку скiнченного зображу-
вального типу / С. М. Дяченко // Науковi записки НаУКМА (Фiзико-математичнi науки). – 2014. – 152.
– С. 27-31.

23Дяченко С. М. Напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою простого порядку скiнченного зображуваль-
ного типу / С. М. Дяченко // Науковi записки НаУКМА (Фiзико-математичнi науки). – 2016. – 178. –
С. 23-26.

24Bondarenko V. M. On classificatio of pairs of potent linear operators with the simplest annihilation
condition / V. M. Bondarenko, O. M. Tertychna, O. V. Zubaruk // Algebra and Discrete Mathematics. –
2016. – Vol. 21, № 1. – P. 18-23.



4

третього порядку та моноїдiв четвертого порядку i опис нерозкладних мат-
ричних зображень цих напiвгруп над довiльним полем.

Об’єктом дослiдження є напiвгрупи та їх матричнi зображення над полем.
Предметом дослiдження є явний вигляд визначальних спiввiдношень для

мiнiмальних систем твiрних скiнченних напiвгруп та канонiчнi форми i нероз-
кладнiсть матричних зображень напiвгруп.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються у
дослiдженнi, є комбiнаторний метод та сучаснi методи лiнiйної алгебри i теорiї
зображень.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором отри-
мано такi новi результати про напiвгрупи та їх матричнi зображення:

• Вказана мiнiмальна система твiрних i вiдповiднi визначальнi спiввiдно-
шення для напiвгруп третього порядку.
• Знайдено сiм загальних властивостей напiвгруп, якi для напiвгруп тре-

тього порядку утворюють мiнiмальну характеристичну множину.
• Доведено, що всi напiвгрупи третього порядку є ручними над довiльним

полем.
• Описано напiвгрупи третього порядку скiнченного та нескiнченного зоб-

ражувального типу.
• Отримано класифiкацiю (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладних

зображень всiх напiвгруп третього порядку.
• Вказано мiнiмальнi системи твiрних i вiдповiднi визначальнi спiввiдно-

шення для моноїдiв четвертого порядку.
• Доведено, що всi моноїди четвертого порядку є ручними над довiльним

полем.
• Описано моноїди четвертого порядку скiнченного та нескiнченного зоб-

ражувального типу.
• Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зображення всiх

моноїдiв четвертого порядку.
• Вказано канонiчнi форми матричних зображень напiвгруп третього по-

рядку i моноїдiв четвертого порядкiв, що мають скiнченний зображувальний
тип.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiй-
ної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати, а також
вiдповiднi методи, можуть бути використанi при дослiдженнi зображень на-
пiвгруп бiльш високих порядкiв та в теорiях зображень iнших об’єктiв.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи от-
римано здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником роботах
останньому належать постановки задач i загальнi iдеї щодо методiв їх розв’я-
зання, а практична реалiзацiя та ряд конкретних iдей належать здобувачевi.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
оприлюднено на:

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Михай-
ла Кравчука (м. Київ, 14-17 травня 2014 р.);

— IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13 липня
2013 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-
рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.).

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 75-
рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 серпня 2017 р.).

— XII Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 215-й
рiчницi з дня народження В. Буняковського (м. Вiнниця, 2-6 липня 2019 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в шести наукових
роботах ([1] – [6]), пять з яких (всi, окрiм [3]) опублiкованi у фахових видан-
нях iз Перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України; одна з
них ([2]) — у виданнi, що вiдображається у наукометричнiй базi Scopus. Пять
робiт опублiковано в матерiалах наукових конференцiй ([7] – [11]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз
анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел
та додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 150 сторiнок. Обсяг основного тек-
сту дисертацiї — 122 сторiнки. Список використаних джерел займає 10 сторi-
нок (75 найменувань).

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи, обгрунтовано
її актуальнiсть i наукову новизну.

У першому роздiлi виписано таблицi Келi всiх (з точнiстю до iзоморфiз-
му та дуальностi) напiвгруп порядку, меншого чотирьох, викладено основнi
початковi вiдомостi з теорiї зображень напiвгруп i частково впорядкованих
множин, та сформульована основна класифiкацiйна задача для в’язки ланц-
югiв.

У роздiлi 2 “Комбiнаторнi властивостi напiвгруп третього поряд-
ку” в термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень описанi всi напiвгрупи
третього порядку (пiдроздiл 2.1). Вказана множина загальних властивостей
напiвгруп, яка є характеристичною для класу всiх напiвгруп третього поряд-
ку (пiдроздiл 2.2).

Згiдно робiт Т. Тамури i Г. Е. Форсайта iснує 18 рiзних напiвгруп третього
порядку, таблицi Келi яких мають наступний вигляд:
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Номер Таблиця Келi Номер Таблиця Келi

1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

2
0 0 0
0 0 0
0 0 1

3
0 0 0
0 0 0
0 0 2

4
0 0 0
0 0 0
0 1 2

5
0 0 0
0 0 0
2 2 2

6
0 0 0
0 0 1
0 1 2

7
0 0 0
0 1 0
0 0 2

8
0 0 0
0 1 0
2 2 2

9
0 0 0
0 1 1
0 1 1

10
0 0 0
0 1 1
0 1 2

11
0 0 0
0 1 1
0 2 2

12
0 0 0
0 1 2
0 2 1

13
0 0 0
0 1 2
2 2 2

14
0 0 0
1 1 1
2 2 2

15
0 0 2
0 0 2
2 2 0

16
0 0 2
0 1 2
2 2 0

17
0 1 1
1 0 0
1 0 0

18
0 1 2
1 2 0
2 0 1

Таблицi Келi виписанi в компактному виглядi, коли вказується основна
частина таблицi Келi. Повний запис, наприклад, для напiвгрупи 1) має такий
вигляд:

0 1 2

0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0

З формальних мiркувань (у бiльш традицiйних символах) зробимо такi
замiни: a = 0, b = 1, c = 2. Одиничний елемент напiвгрупи позначаємо через
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e (якщо вiн є), а нульовий — через 0 (також, якщо вiн є).
Випадки комутативних та некомутативних напiвгруп розглядаються окре-

мо i тому нумерацiя числами 1, 2, . . ., 18 вже буде iншою. В перших круглих
дужках вказано старий номер, в других круглих дужках вказано всi еле-
менти напiвгрупи, а в кутових дужках вказано мiнiмальну систему твiрних.
Тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiрних
(якщо вони є) не виписуються.

Теорема 2.1. Напiвгрупи 1) – 18) задаються у виглядi твiрних та спiв-

вiдношень наступним чином.

Комутативнi напiвгрупи:

1)(1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2)(2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3)(3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4)(6) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5)(7) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6)(9) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7)(10) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8)(12) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9)(15) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10)(16) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11)(17) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12)(18) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Некомутативнi напiвгрупи:

13)(4) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

14)(5) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

15)(8) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

16)(11) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

17)(13) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

18)(14) (a, b, c) = 〈a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a, ac = a, ba = b,

bc = b, ca = c, cb = c.

Всi виписанi системи твiрних є мiнiмальними.
У пiдроздiлi 2.1 доведена також така теорема.

Теорема 2.2. Будь-яка напiвгрупа третього порядку (що не є групою)
має єдину мiнiмальну систему твiрних.

Переходимо до пiдроздiлу 2.2.
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Усi властивостi напiвгруп вважаються iнварiантними щодо iзоморфiзму
та анти-iзоморфiзму. Нагадаємо, що напiвгрупи S i T називаються анти-
iзоморфними, якщо напiвгрупа S iзоморфна напiвгрупi T op, дуальнiй до T

(за означенням T op = T як множини i xy = z в T op тодi i лише тодi, коли
yx = z в T ).

Нехай K — деяка фiксована множина напiвгруп, а P – деяка множина
загальних (якiсних та кiлькiсних) властивостей напiвгруп. Для напiвгрупи
S ∈ K позначимо через P(S) набiр усiх властивостей P ∈ P , якi виконуються
для S.

Будемо говорити, що пiдмножина властивостей Q множини P характери-
стична для напiвгрупи S ∈ K, якщо, з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзо-
морфiзму, S є єдиною напiвгрупою в K, для якої виконуються всi властивостi
iз Q; якщо Q = {q1, . . . , qs}, то властивостi q1, . . . , qs називаються характери-
стичними для S. Множину властивостей P назвемо char-повною для K, якщо
для будь-якої напiвгрупи S ∈ K пiдмножина P(S) є характеристичною для
S; char-повна множина властивостей P називається мiнiмальною, якщо вона
не мiстить власної char-повної пiдмножини.

Розглянемо наступнi 7 властивостей напiвгрупи порядку 3:

P (C): комутативнiсть;

P (1): iснування одиничного елемента;

P (0): iснування нульового елемента;

P+(0): iснування приєднаного нульового елемента;

Pid(1): число iдемпотентiв дорiвнює 1;

Pid(2): число iдемпотентiв дорiвнює 2;

Pgen(2): найменше число твiрних дорiвнює 2.

Зауважимо, що iдемпотент a напiвгрупи S називається приєднаним, якщо
S \ a — напiвгрупа.

Множину всiх цих властивостей позначимо через P3(7).
Теорема 2.3. Множина P3(7) є мiнiмальною char-повною множиною вла-

стивостей для класу всiх напiвгруп порядку 3.
Переходимо до роздiлу 3 “Матричнi зображення напiвгруп третього

порядку.”
Всi матричнi зображення розглядаються над полем K. Якщо не вказана

характеристика поля, то вважається, що вона довiльна. Завжди вважаємо,
що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiдно одиничному)
елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiдповiдно одинична).

В пiдроздiлi 3.1 формулюються теореми про зображувальний тип.
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Теорема 3.1. Всi напiвгрупи третього порядку є ручними.

Теорема 3.2. Лише комутативна напiвгрупа

(0, b, c) = 〈b, c〉 : b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0

i некомутативна напiвгрупа

(a, b, c) = 〈a, b, c〉 :

a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a, ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c

мають (з точнiстю до еквiвалентностi) нескiнченне число нерозкладних

зображень.

Цi напiвгрупи вказанi в теоремi про опис напiвгруп третього порядку вiд-
повiдно пiд номерами 1) i 18).

В наступних пiдроздiлах вказана канонiчна форма матричних зображень
для всiх напiвгруп 1)–18), що мають (з точнiстю до еквiвалентностi) скiн-
ченне число нерозкладних зображень (тобто напiвгруп 2)–17)), i повнi сис-
теми нерозкладних попарно нееквiвалентних зображень для кожної iз напiв-
груп 1)–18).

Пiдкреслимо, що через E позначається одинична матриця довiльного роз-
мiру n× n (n ≥ 0), а тому довiльнi двi клiтини E в матрицях не обов’язково
рiвнi (якщо їх рiвнiсть не випливає iз деяких умов). Це робиться для того, щоб
не нагромаджувати iндекси. Матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому
(вiдповiдно одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiд-
повiдно одинична). Матриця зображення, що вiдповiдає твiрному елементу
a, b, c позначається вiдповiдно через A,B, C.

Теорема 3.3. Канонiчна форма для комутативних напiвгруп 2)–12) тре-

тього порядку така:

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

C =

















0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

















.

3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

B =









0 0 0 0
0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0









, C =









E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.
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4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

B =





0 E 0
0 0 0
0 0 0



 .

5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

B =





E 0 0
0 0 0
0 0 0



 , C =





0 0 0
0 E 0
0 0 0



 .

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

C =









E 0 0 0
0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

B =

(

E 0
0 0

)

.

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

C =

(

E 0
0 −E

)

для charK 6= 2;

C =





E E 0
0 E 0
0 0 E





для charK = 2.

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

B =













E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













, C =













E 0 0 0 0
0 −E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













для charK 6= 2;
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B =

















E 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

















, C =

















E E 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

















для charK = 2.

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

C =





E 0 0
0 −E 0
0 0 0





для charK 6= 2;

C =









E E 0 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 0









для charK = 2.

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

C =













E 0 0 0 0
0 −E 0 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













для char 6= 2;

C =

















E E 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

















для char = 2.

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e;

B =





E 0 0
0 εE 0
0 0 ε2E
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для char 6= 3, якщо в K iснує кубiчний корiнь ε 6= 1 з одиницi;

B =





E 0 0
0 0 E

0 −E −E





для char 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi;

B =

















E E 0 0 0 0
0 E E 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 E E 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E

















для char = 3.

Теорема 3.4. Канонiчна форма для некомутативних напiвгруп 13)–18)
третього порядку така:

13) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

B =









0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









, C =









E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.

14) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

B =





























E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0





























,

C =





























E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0





























.
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15) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

B =













E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













, C =













E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
E 0 0 0 0
0 0 0 0 0













.

16) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

B =









E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









, C =









E 0 0 0
0 E 0 0
E 0 0 0
0 0 0 0









17) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

A =









E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









, C =









E 0 0 0
0 E 0 0
E 0 0 0
0 0 0 0









Зауважимо, що у випадку, коли матричне зображення напiвгрупи з одним
твiрним задається нормальною формою Жордана, можна це ж зображення
задати i нормальною формою Фробенiуса (але не навпаки). Зрозумiло, що ми
вибираємо нормальну форму Жордана як бiльш просту (в деяких випадках
обидвi форми збiгаються).

Використовуючи цi теореми, 3.3 i 3.4 (а також деякi iншi методи), описано
повнi системи нерозкладних попарно нееквiвалентних зображень всiх напiв-
груп третього порядку.

У роздiлi 4 “Моноїди четвертого порядку та їх матричнi зобра-
ження” вивчаються комбiнаторнi властивостi моноїдiв четвертого порядку
i їх матричнi зображення; при цьому основним є випадок моноїдiв без при-
єднаного одиничного елемента. Iз 126 (попарно рiзних) напiвгруп четвертого
порядку (виписаних в роздiлi 2), такi моноїди вичерпуються комутативни-
ми напiвгрупами з номерами 58, 88, 99, 112, 118, 125, 126 i некомутативними
напiвгрупами з номерами 98, 100.

Теорема 4.3. Моноїди четвертого порядку без приєднаного одиничного

елемента задаються у виглядi твiрних та спiввiдношень наступним чи-

ном.

Комутативнi моноїди:

1cm)(58) (e, 0, b, d) = 〈b, d〉: b2 = 0, d2 = e,

db = bd = b;
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2cm)(88) (e, 0, b, d) = 〈0, b, d〉: b2 = b, d2 = e,

db = bd = b;

3cm)(99) (e, 0, c, c2) = 〈0, c〉: c3 = e;

4cm)(112) (e, c, d, d2) = 〈c, d〉: c2 = e, d3 = d,

dc = cd = d;

5cm)(118) (e, a, d, ad) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e,

da = ad;

6cm)(125) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

7cm)(126) (e, c, c2, c3) = 〈c〉: c4 = e;

Некомутативнi моноїди:

8nm)(98) (e, a, c, d) = 〈a, c, d〉: a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,

ad = a, da = d, cd = d, dc = d;

9nm)(100) (e, a, d, da) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, ad = a.

Букви cm (при нумерацiї моноїдiв) означають “комутативний моноїд”, а
nm — “некомутативний моноїд”. В дужках пiсля номеру вказано загальний
номер моноїду в списку всiх таблиць Келi напiвгруп четвертого порядку.

Переходимо до матричних зображень над довiльним полем моноїдiв чет-
вертого порядку.

Теорема 4.4. Всi моноїди четвертого порядку є ручними.

Теорема 4.5. Моноїди четвертого порядку, що мають (з точнiстю до

еквiвалентностi) нескiнченне число нерозкладних зображень над полем K,

вичерпуються (з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi) наступними мо-

ноїдами:

a) (e, 0, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, cb = bc = 0;
K — поле довiльної характеристики;

b) (e, 0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = e, cb = bc = b;

характеристика поля K дорiвнює 2;
c) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

характеристика поля K дорiвнює 2.
d) (e, a, b, c) = 〈e, a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a, ac = a, ba = b,

bc = b, ca = c, cb = c;

K — поле довiльної характеристики.

В заключнiй частинi роздiлу виписуються канонiчнi форми для матричних
зображень моноїдiв четвертого порядку, що мають (з точнiстю до еквiвалент-
ностi) скiнченне число нерозкладних зображень, i виписуються всi нерозклад-
нi зображення моноїдiв четвертого порядку.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню властивостей комбiнаторного
характеру i матричних зображень над полем напiвгруп малих порядкiв.

В термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень описанi (з точнiстю до
iзоморфiзму) всi напiвгрупи третього порядку. Вказана множина iз семи вла-
стивостей, яка є характеристичною для класу всiх напiвгруп третього поряд-
ку.

Вивчаються матричнi зображення напiвгруп третього порядку. Доведено
критерiї вiдносно зображувального типу таких напiвгруп, у випадку скiн-
ченного типу вказана канонiчна форма матричних зображень. Описано (з
точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi зображення напiвгруп третього
порядку.

Вивчаються комбiнаторнi властивостi моноїдiв четвертого порядку та їх
матричнi зображення. В термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень
описанi (з точнiстю до iзоморфiзму) всi моноїди четвертого порядку. Дове-
дено критерiї вiдносно зображувального типу таких напiвгруп, у випадку
скiнченного типу вказана канонiчна форма матричних зображень. Описано
(з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi зображення моноїдiв четвер-
того порядку.
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них наук за спецiальнiстю 01.01.06 “Алгебра та теорiя чисел”. – Iнститут ма-
тематики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню напiвгруп порядку, меншого вiд
п’яти, та їх матричних зображень.
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У першому роздiлi виписано таблицi Келi всiх (з точнiстю до iзоморфiз-
му та дуальностi) напiвгруп порядку, меншого чотирьох, викладено основнi
початковi вiдомостi з теорiї зображень напiвгруп i частково впорядкованих
множин, та сформульована основна класифiкацiйна задача для в’язки лан-
цюгiв.

У другому роздiлi в термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень опи-
санi всi напiвгрупи третього порядку. Доведено, що множина загальних влас-
тивостей P3(7), що складається iз властивостей

P (C): комутативнiсть;
P (1): iснування одиничного елемента;
P (0): iснування нульового елемента;
P+(0): iснування приєднаного нульовог елемента;
Pid(1): число iдемпотентiв дорiвнює 1;
Pid(2): число iдемпотентiв дорiвнює 2;
Pgen(2): найменше число твiрних дорiвнює 2,

є мiнiмальною характеристично повною множиною властивостей для класу
всiх напiвгруп порядку 3.

У третьому роздiлi вивчаються матричнi зображення напiвгруп третього
порядку. Доведено критерiї вiдносно зображувального типу таких напiвгруп.
Зокрема, доведено, що всi напiвгрупи третього порядку мають ручний тип. У
випадку скiнченного типу вказана канонiчна форма матричних зображень.
Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi зображення напiв-
груп третього порядку.

У четвертому роздiлi вивчаються моноїди четвертого порядку та їх мат-
ричнi зображення. В термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень описанi
всi моноїди четвертого порядку. Доведено критерiї вiдносно зображувального
типу таких моноїдiв. Зокрема, доведено, що всi моноїди четвертого порядку
мають ручний тип. У випадку скiнченного типу вказана канонiчна форма
матричних зображень. Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нероз-
кладнi зображення моноїдiв четвертого порядку.

Ключовi слова: напiвгрупа, моноїд, система твiрних, визначальнi спiввiд-
ношення, матричнi зображення, еквiвалентнiсть, нерозкладнiсть, канонiчнi
форми, зображувальний тип, характеристичнi властивостi.

АННОТАЦИЯ

Зациха Я. В. Представления полугрупп малых порядков. – Ква-
лификационный научный труд на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.06 алгебра и теория чисел. – Институт ма-
тематики НАН Украины, Киев, 2020.



18

Диссертационная работа посвящена изучению полугрупп порядка, меньше-
го от пяти, и их матричных представлений.

В первом разделе выписаны таблицы Келли всех (с точностью до изомор-
физма и дуальности) полугрупп порядка, менее четырех, изложены основные
начальные сведения теории представлений полугрупп и частично упорядо-
ченных множеств, и сформулирована основная классификационная задача
для связки цепей.

Во втором разделе в терминах образующих и определяющих соотношений
описаны все полугруппы третьего порядка. Доказано, что множество общих
свойств P3(7), состоящий из свойств

P (C): коммутативной;
P (1): существования единичного элемента;
P (0): существования нулевого элемента;
P+(0): существования присоединенного нульового элемента;
Pid(1): число идемпотентов равно 1;
Pid(2): число идемпотентов равно 2;
Pgen(2): наименьшее число образующих равно 2,

является минимальным характеристически полным множеством свойств для
класса всех полугрупп порядка 3.

В третьем разделе изучаются матричные представления полугрупп тре-
тьего порядка. Доказаны критерии относительно представленческого типа
таких полугрупп. В частности, доказано, что все полугруппы третьего поряд-
ка имеют ручной тип. В случае конечного типа указана каноническая форма
матричных представлений. Описаны (с точностью до эквивалентности) все
неразложимые представления полугрупп третьего порядка.

В четвертом разделе изучаются моноиды четвертого порядка и их матрич-
ные представления. В терминах образующих и определяющих соотношений
описаны все моноиды четвертого порядка. Доказаны критерии относительно
представленческого типа таких моноидов. В частности, доказано, что все мо-
ноиды четвертого порядка имеют ручной тип. В случае конечного типа ука-
зана каноническая форма матричных изображений. Описаны (с точностью
до эквивалентности) все неразложимые представления моноидов четвертого
порядка.

Ключевые слова: полугруппа, моноид, система образующих, определя-
ющие соотношения, матричные представления, эквивалентность, неразложи-
мость, канонические формы, представленческий тип, характеристичные свой-
ства.
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ABSTRACT

Zaciha Ya. V. Representations of semigroups of small orders. –
Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences
degree on the speciality 01.01.06 “Algebra and number theory”. – Institute of
Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to the study of semigroups of the order of less than five
and their matrix representations.

In the dissertation, the semigroups of the third and fourth order monoids
are studied (in particular, one describes the minimum generating systems and
the corresponding defining relations) and their matrix representations. Including
the problem of the representation type that is one of the main traditional
problems in modern theories of representations of various algebraic objects. Matrix
representations are studied in terms of linear algebra (canonical forms of arbitrary
representations) and in terms of representation theory (a description of the
indecomposable representations). The main method of research of representations
is the well-known method of the Kiev School of Matrix Problem Theory, which is
consistent reducing one matrix problem to another (using special equipment).

The dissertation consists of four chapters.
The first chapter is written out Kelly’s tables of all (up to isomorphism and

duality) semigroups of order less than four, basic initial information is given on the
theory of representations of semigroups and partially ordered sets, and formulate
a basic classification problem for bundles of chains.

In the second chapter, in terms of generators and determining relations, one
describes all third order semigroups and the set of seven properties that is
characteristic for the class of all third order semigroups.

It is proved that, up to isomorphism and duality, the third order semigroups
are exhausted by the following ones.

Commutative semigroups:

1)(1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2)(2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3)(3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4)(6) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5)(7) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6)(9) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7)(10) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8)(12) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;
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9)(15) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10)(16) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11)(17) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12)(18) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Noncommutative semigroups:

13)(4) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

14)(5) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

15)(8) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

16)(11) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

17)(13) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

18)(14) (a, b, c) = 〈a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,
ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c.

It is proved that the set of common properties P3(7) consisting of properties
P (C): commutative;

P (1): existence of an identity element;

P (0): existence of a null element;

P+(0): existence of an attached null element;

Pid(1): the number of idempotents is 1;

Pid(2): the number of idempotents is 2;

Pgen(2): the smallest number of generators is 2,

is the minimal characteristic complete set of properties for the class of all
semigroups of order 3.

In the third chapter one studies matrix representations of the third order
semigroups. The criteria of representation type of such semigroups are proved.
In particular, it is proved that all third order semigroups have tame type. In
the case of the finite type, the canonical form of the matrix representations are
specified. All (up to equivalence) indecomposable representations of the third
order semigroups are described.

In the fourth chapter one studies the fourth order monoids and their matrix
representations. In terms of the generators and determining relations all monoids
of the fourth order are described. The criteria of representation type of such
monoids are proved. In particular, it is proved that all fourth order monoids
have tame type. In the case of the finite type, the canonical form of the
matrix representations are specified. All (up to equivalence) indecomposable
representations of the fourth order monoids are described.
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